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Resumo

Neste trabalho analisamos um modelo da interagao do sistema imune com uma
dada populagao alvo de agentes infecciosos. O modelo é descrito por um conjunto
de duas equagoes diferenciais nao-lineares acopladas com retardo. Observamos que
as solucoes estacionarias tornam-se instaveis acima de um retardo critico. Mostramos
que, sob certas condigoes, o aumento no retardo induz uma série de bifurcacoes que
levam ao caos. Os expoentes que caracterizam este ponto de bifurcacao bem como a

dinamica critica sao obtidos.
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Abstract

In this work we model the interaction of the immune response with a target
population. The model consists in a set of two coupled nonlinear differential equations
with delay. We show that the stationary solution becomes unstable above a critical
delay time of the immune response. We show that, under certain conditions, increa-
sing the delay time induces a series of bifurcations leading to chaos. We obtain the

characteristic exponents of this bifurcation and the critical dynamics.
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Capitulo 1

Sistemas dinamicos

1.1 Introducao Historica

O nascimento da teoria de sistemas dinamicos se deve, sem duvida, a contri-
buigao de vdrias pessoas, fatos e conceitos. Os resultados de Galileu (1564-1642),
tirados de experimentos sobre a cinemadtica de corpos caindo ou balancando sob a
acao da gravidade, constituem o ponto de partida da teoria de sistemas dinamicos [1].
No ano em que morreu Galileu, nasceu Issac Newton (1642-1727). Este deu grandes
contribuicoes em diversas areas. Dentre elas, destacamos: a concepcao do céalculo di-
ferencial e integral, proposicao das trés leis a respeito dos efeitos de uma forga sobre
o movimento de um corpo, deducao da lei da gravitacao universal e a construcao do
primeiro telescopio refletor. Entretanto, uma das principais contribui¢oes de Newton

foi relacionar a gravitacao com o comportamento dinamico do sistema solar.



1.1 Introducao Histérica 2

Em 1687, Newton publicou a primeira edicao do livro Philosophiae Natura-
lis Principia Mathematica (Principios Mateméticos da Filosofia Natural). Com 511
péaginas, seu livro foi considerado a maior contribuicao a ciéncia feita por um sé ho-
mem. Neste livro nao ha equacoes diferenciais. Contudo, é quase certo que ele tenha
empregado seu método dos flurions nas dedugoes originais. Fluxions foi o primeiro
nome dado para a derivada. Para Newton, uma quantidade que flui é uma quantidade
que varia dinamicamente; e a taxa de variagao temporal dessa quantidade, ou seja, a
derivada, recebeu o nome de fluzion. Resolver uma equagao diferencial, é achar sua
solucao geral, seu fluxo. Assim, Newton estabeleceu uma conexao entre equacoes di-
ferenciais e a imagem geométrica de um fluxo. Além do mais, mostrou como obter
modelos matematicos para descrever processos fisicos que sao, em esséncia, conseqiien-
cias de um conjunto de leis.

Na época de Newton, dizia-se que o sistema solar seria estavel se nao tivesse
colisoes entre os corpos e se nenhum deles escapasse. Essa definicao, porém, é bastante
fraca, porque ela nada fala a respeito do quao proximo os planetas devem permanecer
das suas orbitais atuais. Foi sé no século XIX, apds haver mais de dois séculos de
esforcos para se resolver a questao da estabilidade do sistema solar, que a primeira ten-
tativa de se criar uma teoria geral da estabilidade foi feita, por A.M. Lyapunov (1857-
1918). Em sua tese de doutorado, defendida em 1892, Lyapunov definiu estabilidade
para uma solucao de uma equacao diferencial ordinaria. Com seu trabalho, o problema
da estabilidade foi desligado dos estudos relativos ao Sistema Solar, tornando-se parte
da teoria de equagoes diferenciais.

O matemaético francés J. Henri Poincaré (1854-1912) é considerado um dos fun-

dadores da teoria moderna dos sistemas dinamicos. Poincaré introduziu muitos dos
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1.1 Introducao Histérica 3

aspectos do estudo qualitativo das equacoes diferenciais que permitiram estudar pro-
priedades assintéticas das solugoes (ou da maior parte delas) de uma equagao dife-
rencial, como estabilidade e periodicidade, sem ser necessario resolver explicitamente
a equacao diferencial. Tal abordagem pode ser encontrada na sua obra-prima Les
méthodes nouvelles de la mécanique céleste, publicada em trés volumes entre 1892 e
1899. Considera-se que o primeiro livro publicado na area de sistemas dinamicos é a
obra Dynamical Systems, escrita pelo mateméatico estado-unidense George Birkhoff, e
publicada em 1927 [2].

Em fins do século XIX Poincaré se propos a estudar a dinamica de um sistema
de trés corpos. Este problema é bem mais complexo do que o problema da dinamica
de dois corpos, usualmente considerada na época [3]. Ele foi parcialmente motivado
pelo problema das érbitas de trés corpos celestes experimentando uma atragao gravi-
tacional mutua (e.g., uma estrela e dois planetas). Poincaré pode mostrar que muitas
6rbitas complicadas (agora chamadas caéticas) eram possiveis. Podemos dizer que o
advento da dinamica cadtica se deve aos trabalhos de Poincaré. Subseqiientes traba-
lhos mateméticos notaveis em dinamica caética incluem os de M. L. Cartwright e J. E.
Littlewood nos anos 40, S. Smale nos anos 60, e matematicos soviéticos, notavelmente
A. N. Kolmogorov e seus companheiros [4].

Quase um século depois, Lorenz (1963) estudava problemas meteoroldgicos a
partir do modelo de convec¢ao natural de Rayleigh-Bernard, quando se deparou com o
caos. Para a andlise do modelo de Rayleigh-Bernard para convecgao de fluidos, Lorenz
contou com o auxilio de um computador, e foi o primeiro a perceber que pequenas
variacoes em uma situacao inicial podem causar imensas deturpacoes a longo prazo,

exemplificando sua descoberta com a famosa metafora: “[...] o bater de asas de uma
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1.1 Introducao Histérica 4

borboleta pode causar um tufao do outro lado do mundo [...]” [5, 6]. Essa sensibilidade
as condigoes iniciais é um atributo de sistemas cadticos.

Desde entao, muitos pesquisadores passaram a se debrucar sobre o caos, atual-
mente utilizado como sinonimo de sistemas dinamicos nao-lineares, cuja teoria é ade-
quada para a descricao da evolugao de um sistema fisico qualquer, e seus resultados sao
aplicados em uma grande variedade de fendomenos, nao apenas fisicos, como também
em medicina, ecologia, biologia e economia. Alguns exemplos podem ser encontrados
em [7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. O interesse em aplica¢oes
comerciais e industriais também tem aumentado, como o uso de caos em processamento
de informagdes, andlises financeiras e controle de atividade cardiaca [22, 23].

O objetivo deste capitulo é dar uma fundamentacao tedrica para os capitulos
subseqiientes. Na secao 2 nos definimos o termo sistemas dindmicos. Na terceira,
determinamos o que se entende por variavel e parametro, utililizando como auxilio
o péndulo, que é, de fato, um sistema paradigmatico no estudo de comportamentos
dinamicos. A seguir, na secao 4, discorremos acerca da classificagao dos sistemas
dindmicos quanto a varidvel temporal e ao tipo de modelo. Na 5, falamos a respeito
de uma definicao muito importante, a saber, espaco de fases ou espaco de estados.
Na secao 6, explicitamos a diferenga entre sistemas autonomos e nao-autéonomos. Na
sétima, apresentamos os conceitos de sistemas conservativos e nao-conservativos. Na
secao 8, fornecemos a idéia de ponto de equilibrio e estabilidade. Nas se¢oes 9 e 10,
analisamos, respectivamente, sistemas lineares autonomos de tempo continuo e sistemas
nao-lineares de tempo continuo, para os casos unidimensional e bidimensional. Na secao
11, expressamos um método de resolucao de equacoes diferenciais, mais especificamente,

o método de Runge-Kutta. Por fim, na secao 12, fazemos uma abordagem acerca de
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1.2 Definicao 5

equagoes diferenciais com retardo, mostrando algumas caracteristicas inerentes a esses

tipos de sistema.

1.2 Definicao

Em primeiro lugar, a palavra sistema indica um conjunto de objetos agrupados
por alguma interacao em que existem relacoes de causa e efeito entre os elementos do
conjunto [1]. Um sistema dindamico pode ser definido como uma prescri¢do mateméatica
deterministica para a evolugao do estado de um sistema no tempo [4]. Segundo a wi-
kipédia, a enciclopédia livre, o conceito de sistema dinamico nasce da exigéncia de
construir um modelo geral de todos os sistemas que evoluem segundo uma regra que
liga o estado presente aos estados passados [2]. Portanto, a teoria de sistemas dinamicos
se ocupa em descrever matematicamente sistemas em movimento, permitindo classi-
ficar e predizer seu comportamento no tempo. O sistema nervoso de um canguru, a
situacao financeira de uma familia e o ecossistema de um mangue sao exemplos de
sistemas dinamicos, onde, as grandezas que variam nesses casos sao, respectivamente:
a atividade dos neuronios do cértex visual, os gastos com vestudrios e o numero de

caranguejos fémeas.

1.3 Variavel e parametro

Variavel e parametro sao duas ferramentas imprescindiveis no ambito de siste-

mas dinamicos. Por isso, consideramos de suma importancia esclarecer o que chama-
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1.3 Variavel e parametro 6

mos de variavel e o que chamamos de parametro. Para tal intuito consideremos que
a variagao da posicao angular # de um péndulo de massa m e comprimento [, nao-
amortecido, e sujeito apenas a agao da gravidade g, seja descrita pela seguinte equacgao

diferencial:

d*0(t) N gsend(t)
dt? l

=0 (1.1)

O angulo 0 expressa o deslocamento angular do péndulo em relagao ao eixo que é para-
lelo a forca gravitacional e passa pelo seu ponto de sustentacao. A equagao diferencial
(1.1) é obtida a partir da segunda lei de Newton. A componente da forga restauradora
que atua ao longo do movimento é —mgsenfl. A aceleracao da massa m é dada pela

segunda derivada temporal do deslocemento [0, que se da ao longo do arco circular des-
md?(10)

crito por m. Escrevendo a segunda lei de Newton para esse sistema, obtém-se FTR

que equivale a equacao (1.1).

Para encontrar o movimento do péndulo basta determinar como o angulo # varia
com o tempo ¢, o que equivale a obter a funcao 6(t). O comprimento [ e a aceleragao
da gravidade ¢ sao grandezas que influenciam esse movimento; contudo, seus valores
permanecem constantes.

Variavel, na matematica, ¢ um termo utilizado em substituicao de outro, nor-
malmente desconhecido, e é utilizado para representar um numero ou um conjunto
[24]. No caso do péndulo, o tempo ¢ e o angulo 6 sdo as varidveis. A primeira grandeza,
evolui livremente, pois nao se pode interferir em sua velocidade, dai chamamos esse
tipo de varivel de varidvel independente. A segunda é denominada varidvel dependente,
desde que sua evolucao depende do tempo.

As grandezas [ e g sdo denominadas parametros. Essas quantidades influenciam

o comportamento do sistema, mas seus valores independem da posi¢ao angular do
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péndulo.

1.4 Classificacao dos sistemas dinamicos

1.4.1 Quanto a variavel temporal, um sistema pode ser de

tempo discreto ou continuo

No ambito da estatistica, chama-se de variavel aleatoria discreta aquela que s6
possa assumir alguns valores possiveis em um determinado intervalo. Por outro lado
uma variavel aleatéria é dita continua se esta puder assumir um numero infinito de
valores dentro de qualquer determinado intervalo [25].

A evolucao de um sistema de tempo discreto é governada por uma ou mais
equacgoes de diferencas finitas, que é um tipo de equacgao que relaciona o valor de uma
variavel x € R no instante ¢ a valores de x em outros instantes, tais como, t + 1, t — 4,

t + 3. Vejamos alguns exemplos de equagoes de diferencas finitas:

z(t+1)—2z(t) = 0 (1.2)
vt +2)—t2z(t)—t = 0 (1.3)
Uma equacao diferencial é uma equagao que envolve uma incognita e suas de-

rivadas [30]. Vejamos alguns exemplos de equagoes diferenciais envolvendo a fungao

incognita y:

dy

htc — 1.4

. +5r+3 0 (1.4)
Py o dy
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Uma equacao diferencial ordindria é aquela em que a funcao incégnita depende
apenas de uma variavel independente. Se a funcao incognita depende de duas ou mais
variaveis independentes, temos uma equacao diferencial parcial. Nés trabalharemos
apenas com equacoes diferenciais ordinarias, onde a variavel independente no nosso
caso sera o tempo.

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da mais alta derivada que nela
comparece. A equacao (1.4), por exemplo, é de primeira ordem, enquanto que (1.5) é
uma equacao diferencial de terceira ordem.

A evolugao de um sistema de tempo continuo é governada por uma ou mais
equagoes diferenciais, escrita em termos das derivadas da varidvel desconhecida x € R.
Num sistema de tempo continuo, o tempo varia continuamente. Vale notar que isto
nao implica em z(t) ser uma fungao continua.

De agora em diante, nao mais mencionaremos o termo equacoes de diferencas

finitas, visto que os sistemas estudados sao de tempo continuo.

1.4.2 Quanto ao tipo de modelo, um sistema pode ser linear

ou nao-linear

Toda equagao do tipo ai1x1 + asxs + azrs + . ..+ a,x, = b é uma equacao linear.
Os numeros reais ai, as, as, ..., a, sao chamados, respectivamente, de coeficientes das
incdégnitas xq,x9,T3,...,T,, € b é 0 termo independente da equacao [31]. Diz-se que
uma equacao ¢ linear se x1, o, X3, ..., T, estao elevados a primeira poténcia, ou seja,

aparecem como termos de primeiro grau.
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Uma equagao diferencial linear para a varidvel dependente z(t) pode ser escrita,

na forma mais geral, como:

an (1) dzﬁt) + an_l(t)%ﬁt) +o o ta(t) dz(tt) +ap(D)a(t) = F(1) (1.6)

de(t)  d'a(t)
at T ae

chamada de equacao diferencial linear.

Desde que z(t), aperecem como termos de primeiro grau, (1.6) é
Um sistema nao-linear é aquele que nao pode ser escrito na forma supracitada.
Um outro fator interessante, é que a definigao de linearidade pressupoe o principio
da superposicao de efeitos, que estabelece que um dado efeito possa ser avaliado através
da superposicao de efeitos decorrentes de varias causas. Assim, se para uma entrada
Fi(t) o sistema exibe uma resposta x1(t), e para uma entrada Fy(t) o sistema exibe
uma resposta xo(t), entdo para uma entrada Fi(t) + Fy(t), a saida do sistema serd
x1(t) + z2(t). Além do mais, se para uma entrada F'(t), o sistema tem uma saida z(t),
entdo para uma entrada kF'(t), sendo k uma constante, a salda serd kz(t). De um

modo geral, isto nao pode ser considerado em sistemas nao-lineares.

1.5 Espaco de estados ou espaco de fases

Um conceito bastante relacionado a teoria de sistemas dinamicos é o chamado
espaco de estados ou espaco de fases. Nb6s embutimos a evolucao de nosso sistema,
descrito pela equagao (1.6), dentro do espago abstrato n-dimensional expandido pelo
conjunto de varidveis xy(t), z2(t), ..., x,(t) que nés chamamos de espago de fases [29].
Por definicao, um estado instantaneo do sistema é dado por um conjunto particular

de valores x1(t), xo(t), ..., z,(t), portanto, por um tnico ponto no espago de fases.
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Ha uma correspondéncia um-a-um entre estados fisicos do sistema sob consideragao e
pontos no espago de fases. Isso nos indica que, conforme o tempo passa, esse ponto
se move, sendo sua evolucao temporal determinada pelas n equacoes diferenciais de

primeira ordem:

dl’l
— = [1(T1, %2, ..., T, T
I fi(z1, 2o )
dl’g
— = fo(T1, 20, ..., Ty, T
at fao(z1, 22 )
(1.7)
dw,
% :fn(xlux%"'vxnvt)
onde as variaveis dependentes x; (j = 1,2,...,n) sao chamadas de varidveis de es-

tado. As fungoes f; definem o campo de velocidades desse sistema, pois a velocidade

dr -
instantanea ¢ dada por i f. A equagao (1.7), também pode ser escrita na notagao
vetorial:

dd -,
E _.f(x>t)

A dimensao do espacgo de fases equivale ao nuimero de equacoes de primeira
ordem necessarias para descrever o sistema. Um plano, por exemplo, é o espaco de
fases para um sistema formado por duas equagoes de primeira ordem [1].

Ha algumas definicbes que consideramos de suma importancia relacionadas a

um dado espago de fases. Sao elas:

1. Trajetoria - E uma sequéncia de estados exibidas por um sistema dinamico

durante sua evolucao no tempo.

2. Orbita-Eo lugar geométrico no espaco de fases, para uma dada condigao inicial,

por onde a solucao passa na medida que o tempo t evolui.
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3. Fluxo ou retrato de fases (Phase portrait) - E o conjunto de curvas obtidas
pela evolucao temporal do sistema a partir de todas as condicoes iniciais nas quais

as funcoes f; sao definidas.

1.6 Sistemas autonomos e nao-autonomos

Um sistema autonomo é um conjunto de equacgoes diferenciais, lineares ou nao-
lineares, sujeitas a funcoes de entrada que nao dependem explicitamente do tempo t.
O sistema (1.6) é considerado autonomo se os coeficientes a; e a funcdo de entrada
forem constantes. Nesse caso, o tempo é escrito apenas de forma implicita, no sentido
que as varidveis x; sao fungoes de ¢, mas as equacoes que governam a evolugao dessas
variaveis nao dependem explicitamente de ¢.

Se o tempo aparece explicitamente em algum coeficiente e/ou em alguma funcao
de entrada, o sistema de equagoes é chamado de nao-autonomo. Para exemplificarmos
um sistema desse tipo, considere o seguinte problema de diluigao [30]:

Seja um tanque que contém inicialmente Vj litros de salmoura com a Kg de sal. Uma
outra solucao de salmoura, com b kg de sal por litro, comeca a entrar no tanque a
. l . . . .
razao de e%, enquanto, simultaneamente, a mistura, bem agitada e homogeneizada,
deixa o tanque a razao de f L Sendo ) a quantidade de sal no tanque no instante

min

arbitrario ¢, sua taxa de variacao é descrita por:

aQ Q
o = be f<%+et—ft) (1.8)

Como o tempo aparece de maneira explicita na equagao acima, dizemos que o

sistema é nao-autonomo. Porém, vale salientar que, um sistema nao-autonomo pode ser
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reescrito numa forma autonoma. Se nds definirmos uma nova variavel V = Vy+et — ft,

por exemplo, a equagao (1.8) pode ser reescrita como:

aQ _ Q

a f(‘/) (1.9)
dV

w -

que corresponde a um sistema autonomo.

1.7 Sistemas conservativos e nao-conservativos

Pela let de conservacao da energia, nada se perde, nada se cria, tudo se trans-
forma. Isto significa, que a energia presente em um determinado corpo, nao foi criada
por ele, muito menos podera ser perdida, apenas transformada. Nesse contexto, cha-
mamos de sistemas dissipativos, todos os sistemas onde ha transformacgao de energia
mecanica (cinética e/ou potencial) em uma outra modalidade diferente [32]. Consi-
dere o seguinte exemplo: se um carro estiver em alta velocidade em uma rodovia, ele
possui certa quantidade de energia a qual chamamos de energia cinética. Ao avistar
um obstaculo ele aciona os freios bruscamente a fim de perder a velocidade que tinha
anteriormente e consegue parar a tempo. Logo, o automodvel perdeu toda a energia
cinética que possuia anteriormente, pelo fato de estar em repouso em relacao a pista.
Mas, conforme a lei de conservacao, a energia que o carro dantes possuira foi trans-
formada em uma outra modalidade. Dentre elas destacamos a energia sonora, por
causa do barulho ocasionado pelo atrito entre os pneus e o asfalto, e a energia térmica,
devido ao aquecimento dos pneus pelos freios regenerativos. Sabemos que existem ou-

tros fenomenos por tras do movimento do automével, como por exemplo, a energia
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proveniente da queima de combustivel que é transformada em energia cinética, mas
considerando o sistema: corpo em movimento numa superficie de atrito, podemos con-
cluir que este é um sistema dissipativo. Sob a mesma linha de raciocinio, podemos
dizer que, quando um sistema nao transforma energia alguma, ou seja, a quantidade
de energia inicial do sistema é igual a quantidade de energia final, dizemos que este é
um sistema conservativo.

Do ponto de vista de sistemas dinamicos, porém, o conceito de sistemas con-
servativos e dissipativos esta intimamente ligado a preservacao do volume no espaco
de fases. Assim, um sistema é conservativo se, dado um conjunto de condigoes iniciais
que delimita uma dada regiao no espago de fases a qual chamamos de volume, du-
rante sua evolugao temporal, hd preservagao desse volume [1]. Por outro lado, se nao
houver preservacao de tal volume durante a evolugao temporal, entao o sistema ¢é dito
nao-conservativo.

Para analisarmos essa variacao de volume, considere o volume V' (¢) no espago

n-dimensional dado por:

V(t):/dV:/dxldx2...d:cn (1.10)
14 14

cuja variagao no tempo é:

v d

dx dx dx,,
— /Vd<d—tl) d:cg...dmn—i—d:cld(d—;) ...dmn+...+dx1dx2...d<%)

~ . dx;
usando a notagao &; = s ficamos com:

av(t
\%
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mas,
_ dz; . _ ofi
fi = 7 = di; =df; = oz, dx;
avi(t) Ofv | 0fs Ofn
= i /V <8$1 + o, +...+ . dzidxs . .. dz, (1.11)

onde o termo que aparece entre parénteses é chamado de divergente da funcao f.
Por definigao, o divergente de uma fungao qualquer, digamos V', é dado, no espaco
cartesiano tridimensional [33], por:

oV v oV

VeV =t e

generalizando para o espaco n-dimensional, o divergente de f é dado por:

_Of | O Ofn
\Y f_8x1+8x2+"'+8mn (1.12)
substituindo (1.12) em (1.11) obtemos:
av(t) :/v.fdv (1.13)
dt .

Podemos notar que a taxa de variacao de V' sé depende do valor do divergente
de f. Sendo assim, se V- f < 0 em alguma regiao do espaco de fases, que implica numa
contracao em tal regiao, nés nos referimos ao sistema como um sistema dissipativo [4].
Por outro lado, se V - f > 0 o sistema é dito sistema expansivo. Fica 6bvio que, no

caso de um sistema conservativo, V - f = 0.

1.8 Ponto de equilibrio e estabilidade

Define-se um ponto de equilibrio ou ponto firo de um sistema dinamico como

sendo o ponto em que o sistema pode permanecer estacionario na medida em que o
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tempo evolui [3]. Seja 7* esse determinado ponto. Assim, diz-se que Z* é um ponto
de equilibrio de um sistema dinamico se, uma vez que o estado do sistema atinge ™,

ele permanece neste ponto indefinidamente. Em outras palavras, quando ¥ = r* =

*

), o sistema para de se mover no espago de fases. O texto supracitado

* *
(xf,25,...,x
pode ser resumido da seguinte forma:

oo dE
fay==| =0 (1.14)

Se um ponto & nao for ponto de equilibrio, nés o chamamos ponto ordindrio ou
ponto reqular.

A expressao estabilidade esté associada a idéia de permanéncia em um determi-
nado estado por um determinado ente [34]. Esse termo tem aplicabilidade em diversas

disciplinas. Vejamos:

e Estabilidade é um conceito proprio da resisténcia de materiais.

e Estabilidade economica diz respeito a inexisténcia de mudangas bruscas na eco-

nomia de um determinado grupo ou pais.

e A estabilidade no emprego constitui uma garantia contra a despedida arbitraria

do empregado.

O retrato de fases de um sistema dinamico ¢ influenciado pela localizagao e pela
estabilidade dos pontos de equilibrio. Como vimos acima, o termo estabilidade tem
uma grande aplicabilidade. Por isso, queremos deixar explicito, que todas as vezes
que nos referirmos a este termo estaremos fazendo alusao a chamada estabilidade no
sentido de Lyapunov.

Portanto, define-se Z* um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se, apds

uma perturbagao na condicao inicial #(0) = ¥*, entao a trajetéria Z(t) — 7* quando
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t — oo. Um ponto assintoticamente estavel atrai todas as trajetorias contidas numa
esfera com centro em ¥, conforme o tempo passa. Se essa esfera possui raio finito,
Z* é ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel. Se, por outro lado, essa
esfera tem raio infinito, ou seja, abrange todo o espaco de fases, o ponto de equilibrio é
dito globalmente assintoticamente estavel. Em ambos os casos , tal ponto ¢ classificado
como um atrator. Simplificadamente, atrator é a figura geométrica que representa o
comportamento assintético do sistema, num espaco formado pelas variaveis que ca-
racterizam a evolugdo desse sistema [1]. O maior conjunto de pontos nesse espago,
tais que, partindo-se de um desses pontos, tende-se assintoticamente para o atrator é
denominado bacia de atrag¢ao desse atrator [26].

Define-se * como um ponto de equilibrio neutramente estdvel se, apds uma
dada perturbacao na condicao inicial #(0) = @, entdo Z(t) permanece dentro de uma
esfera centrada em x*, conforme o tempo passa, sem contudo, tender para * quando
t — o0.

Define-se * como um ponto instdvel se, apés uma perturbacao na condigao

inicial #(0) = &*, Z(t) deixar a esfera centrada em Z* num tempo finito.

1.9 Sistemas lineares autonomos de tempo continuo

Como vimos em secoes anteriores, um sistema linear é aquele que apresenta
sua incégnita com suas derivadas todas elevadas a primeira poténcia. Nesta secao nos
analisamos o caso particular em que o sistema é considerado autéonomo e cuja variavel

independente é continua, em uma e duas dimensoes.
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1.9.1 Caso unidimensional

Considere a seguinte equacao linear autonoma de primeira ordem:

d
fla) =2 =az+b (1.15)
dt
o ponto de equilibrio desse sistema localiza-se em:

e— (1.16)

Integrando-se a equagao (1.15) sujeita a condigao inicial x(0) obtemos:

x(t) dr
Lo s =
z(0) axr + b

1 z

- naz + b]xg))) =t
ar(t) +b at
ar(0) +b

=z(t) = (JJ(O) + 9) et 0 (1.17)

Tomando os limites assint6ticos de (1.17) nds ficamos com:

lim z(t) - — se a<0
t—o0 a

lim z(t) =] oo | se a>0

t—o00

Seja qual for a condigao inicial 2(0), o sistema ou explode, no caso de a positivo,
ou tende a x*, no caso de a negativo. Assim, o comportamento assintotico do sistema
(1.15) depende apenas do sinal da constante a. Conclui-se que o ponto de equilibrio

(1.17) é assintoticamente estavel, se a < 0, e instavel se a > 0.
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Por conveniéncia, é comum fazer-se uma troca de variavel, com o intuito de
deslocar o ponto de equilibrio da equagao diferencial (1.15) para a origem. Portanto,

seja y(t) a nova variavel definida por:

y(t) = a(t) —a”

Logo, quando z(t) = x*, tem-se y* = 0. Reescrevendo a equagao (1.15) em termos da

nova variavel obtemos :

dy _
dt

ay

Considere como exemplo a lei do resfriamento de Newton [30], aplicavel igual-
mente ao aquecimento, que afirma o seguinte: a taxa de variagao, no tempo, da tem-
peratura de um corpo € proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo e o meio
circundante. Sejam T a temperatura do corpo e T}, a temperatura do meio circun-

dante. A taxa de variacao da temperatura do corpo pode ser formulada do seguinte

modo:

dr
— = k(T = T,) (1.18)
onde k£ é uma constante positiva de proporcionalidade. Desde que escolhemos k po-
sitivo, torna-se necessario o sinal de menos na lei de Newton, a fim de tornar r
negativo em um processo de resfriamento, quando T" > T,,,, e positivo num processo de
aquecimento se T' < T,,.

Para o sistema (1.18) o ponto de equilibrio, i.e., o valor de T para o qual — =0

dt
¢é dado por:

T =T, (1.19)
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Integrando o sistema (1.18) podemos obter a respectiva solugao:
T(t) = (T(0) — Tpp)e ¥ + T, (1.20)

Note que, se T'(0) = T},, (que corresponde ao caso em que o corpo é colocado num
ambiente onde a sua temperatura coincide com a temperatura do meio circundante)
entdo T'(t) = T,, para todo valor de t. O comportamento assintético do sistema é

determinado por:

lim T'(t) — T,

t—oo

para qualquer valor de T'(0). Podemos notar entdo, que o ponto de equilibrio (1.19)
¢é assintoticamente estavel, devido ao fato de o sistema evoluir para o valor 7% = T,,

independente da condicao inicial (ver figura 1.1).

'_30_ ................................................

Figura 1.1: Evolugao temporal da temperatura em fun¢ao do tempo, para os valores de parametros
T =30 e k = 0.9 a partir de trés condigdes iniciais diferentes: T(0) = 60, T(0) = 0 e T(0) = T}y,

Podemos notar uma convergéncia para o ponto de equilibrio, indicando a sua estabilidade.

Conforme vimos na segao (1.5), a dimensao do espago de fases equivale ao

nimero n de equacgoes diferenciais de primeira ordem necessarias para descrever o
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sistema. Portanto, o espaco de fases de uma equacao de primeira ordem corrresponde

a uma linha. Por essa razao o caso n = 1 é também chamado de caso unidimensional.

Um procedimento para se representar a evolucao do sistema nesse espaco é o seguinte

. trace o eixo-z;
. marque o ponto de equilibrio z* nessa linha;

. na regiao em que f(z) > 0, desenhe uma flecha para a direita, apontando para o

x
— >0

sentido de crescimento de x pois, nesse caso, 7

. na regiao em que f(z) < 0, desenhe uma flecha para a esquerda, apontando para

x
— < 0;

o sentido de decrescimento de x pois, nesse caso, o

. se as flechas chegam ao ponto de equilibrio, entao ele é assitoticamente estavel e

passa a ser representado por uma bolinha cheia;

. se as flechas partem do ponto de equilibrio, entao ele é instavel e passa a ser

representado por uma bolinha vazia.

dT T
No exemplo acima, se T' > T,,, entao — < 0 e, se T' < T,, — > 0. Portanto, o

dt dt

retrato de fases para o sistema (1.18) pode ser representado por uma bolinha cheia com

as flechas chegando ao ponto de equilibrio, indicando que tal ponto é assintoticamente

estavel.

1.9.2 Caso bidimensional
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Um sistema bidimensional linear auténomo é formado por um conjunto de duas
equagoes diferenciais de primeira ordem. A forma mais geral de se escrever um sistema

desse tipo é:

oy _ axy(t) + bxo(t) + «
dt (1.21)

dx
d—t2 = cx1(t) +dxa(t) + 0
os coeficientes a, b, ¢, d e as entradas a, (0 sao constantes. Como vimos na secao
d d
anterior, o ponto fixo do sistema é tal que % = % = 0. Entao temos:
axi(t) + bxs(t) = —« (1.22)
cxi(t) + dxy(t) = =0 (1.23)

que é um sistema de equagoes lineares. Pela equagao (1.22) temos:

o — bt
ot = % (1.24)

substituindo (1.24) em (1.23) obtemos:

C(be?) Vvdit = —f

a
ca— af
= 7 1.25
RO ad — be ( )
logo:
. bf—da
= (1.26)

Para que o ponto de equilibrio se localize na origem do novo sistema de coorde-

nadas, vamos fazer a seguinte troca de variveis:

8
~—~

~
SN—

Il

ri(t) — 2}

= 1a(t) — 75

<

—~
~+~

~—
I
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Reescrevendo as equagoes em (1.21) nas novas coordenadas, ficamos com:

dx
- = ax(t) +by(t) (1.27)

d
d_?; = cx(t) +dy(t)
e o ponto de equilibrio do novo sistema é (z*,y*) = (0, 0).

O sistema de equacoes (1.27) também pode ser expresso na forma matricial:

dzZ(t)
= AZ 1.2
0~ T (1.28)
onde:
r(t
Z(t) = )
y(t)
é a solugao de (1.27) e:
PN a b
A —
c d

é chamada matriz incompleta ou matriz dos coeficientes do sistema (1.27) [31].

Solucao geral

Admita que uma solugao do sistema (1.27) tenha a seguinte forma:

2(t) = zpeM

(1.29)

y(t) = yoe™

ot) _ o
y(t) v
= 2l = ()
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que corresponde a uma reta passando pela origem no espacgo de fases. Isto significa
que, ao se procurar por solugoes do tipo (1.29), estd se procurando por solugdes de
linha reta no espaco de fases que passam pelo ponto de equilibrio.

Substituindo (1.29) em (1.27) e cancelando os termos e, obtemos:

(@a—Nzog+byy = 0 (1.30)
cxo+(d—Nyy = 0
que corresponde a um sistema linear homogéneo, ou seja, um sistema onde todos os
termos independentes (fungdes de entrada) sdo iguais a zero. Esse sistema é sempre
possivel, pois admite pelo menos a énupla (0,0) como solugao, a qual é chamada de
solugdo nula, trivial ou imprdpria do sistema [31]. Quando resolvemos um sistema
homogéneo, é de interesse achar solugoes diferentes da trivial, quando existem, e estas

sao chamadas solugoes proprias do sistema.

Portanto, um sistema linear homogéneo pode ser:
e possivel e determinado quando s6 admite a solucao trivial.
e possivel e indeterminado quando admite outras solugoes, além da trivial.

Se num sistema homogéneo temos m = n (m equagdes e n incégnitas) e det. A =
0 (? é a matriz do sistema correspondente), entao ele é posssivel e indeterminado. O
termo det. é chamado de determinante e muitas vezes é representado pelo simbolo A.
O sistema (1.30) admite a solugao trivial (zg,y0) = (0,0)). Para sabermos se
este admite solucoes proprias, devemos analisar o determinante de sua matriz corres-

pondente, essa matriz é dada por:
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e o determinante é:
A= (a—A)(d—)\) —bc
Assim, as solugoes nao-triviais sao obtidas pela solu¢gao do polinomio:
(a—XN)(d—=X) —bc=0 (1.31)
este pode ser reescrito da seguinte maneira:
N —(a+d)A+ (ad —bc) =0
= M -TAX+A=0 (1.32)

<~
onde T representa o traco da matriz A e é definido como a soma dos elementos da

diagonal principal de uma matiz. As raizes desse polinomio sao:

T+ /T?—4A
)\12 — (133)

’ 2

> <
Dada uma matriz A , um ntimero A é chamado autovalor de A se tivermos um

vetor-coluna z; que obedeca a seguinte relagao:
— .
A zZ0 — A 0

Nesse caso, Zy é o autovetor correspondente ao autovalor A\. Na equagao (1.33), os
>

nimeros A; (j = 1,2) sdo os autovalores de A. Para cada \;, encontra-se o par

(%o, yo;) correspondente, a partir das expressoes (1.30).

Para A\; # \a, a solugao geral de (1.27) é dada por:

Z(t) = =k Mt kg 2t (1.34)
y(t) Yo1 Yo2

sendo k; e ko determinadas pelas condicoes iniciais do problema.
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Classificagao do equilibrio quanto a topologia e a estabilidade

Podemos classificar o ponto fixo de um sistema linear de acordo com a topologia

do seu retrato de fases e de acordo com sua estabilidade em funcao dos sinais do
>

autovalores, expressos a partir do trago 7' e do determinante A da matriz A [1] (ver

figura 1.2):

e Se A < 0, entao \;2 sao reais e com sinais opostos: o ponto de equilibrio é

chamado de sela, que ¢ instavel no sentido de Lyapunov.

e Se A >0eT?—4A > 0, entdo ;2 sdo reais e com mesmo sinal: se T > 0, o

ponto de equilibrio é um no wnstavel; se T' < 0, um no assintoticamente estdvel.

e Se A >0eT?—4A <0, entao A 5 sdo complexos conjugados: se T' > 0, o ponto
de equilibrio é um foco instavel; se T" < 01, um foco assintoticamente estdvel; e

se T'= 0, um centro neutramente estdvel.

AT

no instavel
T2-4A=0
foco instavel
sela f—————centro E—

foco estavel

no estavel

Figura 1.2: Classificacdo dos pontos de equilibrio no espago A — T.
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A figura (1.2) mostra a localizagao desses tipos de pontos de equilibrio. O eixo-
T separa as selas dos demais tipos de pontos de equilibrio. Sobre este eixo, situam-se
pontos de equilibrio nao-isolados, que ocorrem quando um autovalor é zero. A pardbola
T? — 4/\ = 0 separa os nés dos focos. Sobre esta linha localizam-se as estrelas e os
nos impréprios, que sao casos em que o sistema apresenta dois autovalores iguais. O
eixo-/\ positivo separa pontos instaveis de pontos assintoticamente estaveis. Sobre esse

eixo localizam-se os centros, que sao neutramente estaveis.

1.10 Sistemas nao-lineares de tempo continuo

Vivemos num mundo nao-linear. Por exemplo, o consumo de combustivel de um
automovel de passeio, por quilometro percorrido, nao é uma funcao linear da velocidade,
mas apresenta um ponto de minimo para uma velociodade constante em torno de
80Km/h [1].

A dinamica de um sistema nao-linear é muito mais rica que a de um sistema
linear, isto porque, ha fenomenos dinamicos significativos que sé ocorrem na presenca
de nao-linearidades, nao podendo ser descritos ou preditos por modelos lineares. Como
a natureza € essencialmente nao-linear, a descricao ou analise de fendmenos naturais
através de modelos ou técnicas nao-lineares sao mais efetivas do que os modelos ou
técnicas lineares [3]. Porém, freqilentemente, é impossivel obter solugoes analiticas
exatas de equacoes diferenciais nao-lineares. Entretanto, sob determinadas condigoes,
um sistema nao-linear pode ser aproximado, em torno de um ponto de equilibrio,

por um sistema linear. Estudando a aproximacao linear, pode-se, as vezes, prever o
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comportamento das solugoes do sistema nao-linear que se iniciam na vizinhanga de um

ponto de equilibrio.

1.10.1 Caso unidimensional

Um sistema nao-linear autonomo de tempo continuo pode ser representado pela

seguinte equagao:

Ocll—f = f(x) (1.35)
O aspecto do retrato de fases de um sistema dinamico é determinado pela loca-
lizagao e pela estabilidade das solugoes de equilibrio. Para o sistema (1.35), as solugoes
de equilibrio sdo os pontos xz*, obtidos a partir de f(x*) = 0.
Como exemplo, considere o modelo de dinamica populacional sugerido original-
mente por P. F. Verhulst (1804-1849). A versao discreta desse modelo, foi publicada

em 1976 por R. M. May. Um sistema dinamico pode ser expresso na forma continua,

ou de um mapa, discreto no tempo. Um mapa é escrito na forma vetorial como:
Tpe1 = M(xy,) (1.36)

Como apontado por May, este mapa pode ser pensado como um simples modelo
ecoldgico idealizado para a variagao anual da populacao de uma espécie de inseto [4].
Imagine que, a cada primavera, os insetos botam ovos. Portanto, os insetos nascem,
comem, crescem, amadurecem, colocam ovos e morrem. Assumindo condigdes constan-
tes a cada ano (mesmo tempo, populagao de predadores, etc.), a populagdo no ano n
determina unicamente a solugao no ano n + 1. Considerando que o nimero de insetos

que botam ovos nao é tao grande, nés podemos imaginar que, para cada inseto, em
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média, haverda r ovos colocados, cada um dos quais eclodem no ano n + 1. Logo a
populacao no ano n + 1 serd de z,,7 = r2,. Assumindo r > 1 isso nos leva a um
crescimento populacional exponencial dado por z, = r"z. Contudo, se a populacao
for muito grande, os insetos podem comecar a exaurir seus alimentos, o que provo-
caria a morte de alguns deles antes de atingir a maturidade necessaria para colocar
ovos. Portanto, o ntimero de ovos colocados por cada inseto se tornard menor que r
enquanto z, estiver aumentando. A solucao mais simples possivel de incorporar este
efeito seria dizer que o nimero de ovos colocados por cada inseto decresce linearmente
com a populagao de insetos, r[1 — (z,/Z)], onde Z é a populagao para qual os insetos
esgotam inteiramente todos os alimentos, tal que, nenhum deles chegam a maturidade
e colocam ovos. Com isso, obtemos o mapa unidimensional z,.1 = 72,[1 — (2,/2Z)].

Dividindo ambos os lados por Z e fazendo = = z/Z, nds obtemos o seguinte mapa:
Tpi1 = ra, (1 —x,) (1.37)

O modelo proposto por May é conhecido como mapa logistico (1.37) e seu estudo foi
historicamente importante para mostrar que sistemas extremamentes simples poderiam
ter um comportamento extremamente complexo.

Seguindo a mesma linha de raciocinio do modelo proposto por May, o modelo

de Verhulst é dado por:

F(N) = % =rN (1 - %) (1.38)

onde r é uma constante. A despeito da equacao (1.38) ser nao-linear, sua solugao pode
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ser obtida analiticamente. Assim, integrando (1.38) obtemos:

— =
N(0) N (1 o 0

(1.39)

cujo comportamento assintotico é:

lim N(t) — kse N(0)#0

t—o0

— 0se N(0)=0

Podemos observar que, se N(0) > k o sinal de dN/dt é negativo e se N(0) < k
o sinal de dN/dt é negativo. Em ambos os casos, a populagao evolui até atingir o seu

valor assintético. Os pontos de equilibrio N* de (1.38) sdo dados por:

Isto significa que, se a condigao inicial N(0) for igual a N*, entdo o sistema
permanece nesse valor para sempre. A estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser

obtida analisando o sinal de F'(N). Portanto, temos:

F(N)>0 para O0<N<k

F(N)<0 para N<OouN >k

sendo que, do ponto de vista bioldgico, nao faz sentido considerar N < 0. Através da
andlise do sinal de F'(N) podemos concluir que N* = 0 é instavel e N* = k é um ponto
de equilibrio assintoticamente estavel.

Com sua férmula, Verhulst previu que a populagao limite da Bélgica seria de

9.400.000, que corresponde ao valor N* = k. Em 1998, a populagao da Bélgica era de
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10.200.000. Projecoes feitas para 2010 indicam que essa populagao deve diminuir para

10.150.000 [1].

1.10.2 Caso bidimensional

Considere o seguinte sistema de equacgoes diferenciais nao-lineares de primeira

ordem:
dx
dt (1.40)
D gle)
dt g 7y

O ponto de equilibrio desse sistema é tal que f(x*,y*) = g(z*,y*) = 0. As
funcoes f(z,y) e g(x,y) podem ser aproximadas por equagoes de reta, em torno de
P = (z*,y*). Essa aproximagcao pode ser feita, expandindo essas fungoes em séries de

Taylor. Portanto, expandindo as fung¢oes em (1.40) obtemos:

o =g(z,y) =gz ,y)+8x P(SE T )+ay P(y y*)

Para que o ponto de equilibrio P seja transladado para a origem, considere o

novo sistema de coordenadas:

)~<
—~
~
~—
Il
<
—~
~
~—
|
<

*

As equacgoes que governam a evolugao temporal dessas novas variaveis sao iguais
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aquelas dadas em (1.40), pois:

aX _de
dt — dt
v _dy
dt  dt

Sabemos que f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0, desde que P = (z*,y*) é ponto de equilibrio.
Assim, as equagoes diferenciais que regem a evolugao das novas variaveis sao, em pri-

meira aproximacao, dadas por:

dX  (0f of
dt <8x P)X+<ay P)Y
dY ([ dg dg
%‘(%)“(@)Y

que podem ser escritas na notagao matricial como:

dZ(t) oz
2N T 7

= <~
onde Z é o vetor-coluna das variaveis de estado e A a matriz jacobiana, dadas respec-

tivamente, por:

. X() < of 0z Of [0y

Y(t) 9/0x 09/0y |, . |

>
Conforme vimos na segao (1.9.2), a matriz A é chamada matriz dos coeficientes

do sistema (1.27) que corresponde no caso nao-linear a matriz Jacobiana acima.

1.11 Resolucao de equacoes diferenciais pelo método

de Runge-Kutta
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Ao tentarmos resolver um conjunto de equacgoes diferenciais, podemos seguir
dois caminhos distintos: tentar integra-lo analiticamente ou resolve-lo numericamente.
A primeira abordagem s6 é possivel em casos muito especiais; a segunda tem o incove-
niente de ser valida apenas para a solucao calculada: uma nova escolha para os valores
das condicoes iniciais ou dos paramtros obriga o cdlculo de uma nova solu¢ao numeérica
[1]. Freqiientemente, é impossivel obter solugoes analiticas exatas de equagoes diferen-
ciais nao-lineares. Sendo assim, consideramos de suma importancia introduzirmos um
método de resolugao numérico.

Um método numérico para resolver um problema de valor inicial é um processo
que da solucoes aproximadas em pontos particulares utilizando apenas as operacoes
de adigdo, subtragao, multiplicacdo, divisdo e calculos funcionais [30]. Um método
numérico muito eficiente em resolver problemas de valor inicial é o chamado método de
Runge-Kutta. Para construirmos tal método, considere primeiramente, a formula para

o método de Euler [35], dada por:

Yn1 = Yo+ 1f (20, yn) (1.41)

onde h é uma constante chamada tamanho do passo (step-size) e seu valor é arbitrario.
Contudo, a escolha de h é muito importante, pois se escolhermos um h muito grande, a
solugao aproximada pode diferir sensivelmente da solugao real. Por outro lado, quanto
menor o tamanho do passo, mais precisa se torna a solucao aproximada, a custa apenas
de um pouco mais de trabalho para obter a solucao. Por conseguinte, a escolha final
de h pode residir numa posicao intermediaria entre precisao e esforgo.

A férmula para o método de Fuler (1.41) avanga uma solucao de z, a z,41 =
Tp + h. Porém, essa formula é assimétrica, pois usa informagoes da derivada somente

no comeco de cada intervalo. H& diversas razoes que tornam o método de Fuler nao
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recomendado para uso pratico as quais nao mencionaremos. Considere, porém, o uso
de um passo semelhante a (1.41) para levar um passo de ensaio ao ponto central do

intervalo afim de computar um passo real pelo intervalo completo. Dai temos:

kk = hf(Zn, Yn)
1 1
by = hf(en+ ghon+ Sh) (1.42)
Yn+1 = Yn + k2 + O(h3)

Podemos verificar em (1.42) que o termo de erro de primeira ordem é cancelado, fazendo
com que o método torne-se de segunda ordem, pois um método é convencionalmente
chamado n-ésima ordem se seu termo de erro ¢ O(h™*1).

A idéia basica do método de Runge-Kutta é eliminar os termos de erro ordem
por ordem. Para tal intuito, basta somarmos alguns coeficientes de termos de erro de
alta ordem de f(x,y). Sem diuvida, a mais usada freqiientemente é a classica formula

de Runge-Kutta de Quarta Ordem descrita da seguinte forma:

kl = h’f(xnayn)

1 1
k2 = hf(xn + _h7 Yn + _kl)

2 2
1 1

ki = hf(xn,+ hs,yn + ks)

ki ke ks ka .
° 2y 1.4

Podemos observar que o método de Runge -Kutta de quarta ordem requer quatro
avaliacoes em cada passo h. Este método é superior ao método de segunda ordem
se, no minimo, tomarmos um passo duas vezes maior e obtivermos a mesma precisao.
Contudo, (1.43) se restringe a sistemas de uma equacao, mas podemos, de forma direta,

generalizar para sistemas de duas equagoes ou mais.
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1.12 Equacoes diferenciais com retardo

Equacoes diferenciais com retardo tém sido comumente usadas em modelos de
dinamica populacional, assim como em outros fendmenos fisicos [15, 16, 17, 18, 19, 20,
21]. Sistemas nao-lineares com tempo de retardo podem produzir uma grande variedade
de comportamentos, tais como: ponto de equilibrio estavel, solucoes periédicas, tao bem
como solucoes cadticas. Abaixo fazemos uma abordagem acerca desse tipo de sistema.

Considere y um vetor n-dimensional e seja o sistema linear homogéneo e autonomo

com retardo escrito na forma mais geral possivel como:

m

d
7=1

onde cada A; é uma matriz n X n. Vamos propor uma solugio exponencial para (1.44)

da seguinte forma:
y(t) = e (1.45)
onde p é um vetor constante. Substituindo (1.45) em (1.44) obemos:
d wt < w(t—Ty)
7 (e ,u) = Z Aje 1
j=1

m
wewt,u — 6wt E Aje—w'rjlu

J=1

= (wl - ZAje_“Tj> =20
j=1

onde [ é a matriz identidade n x n. Se u = 0, a equagao acima ¢ satisfeita para todo

valor de w. Por outro lado, Se p # 0, a equacao acima tem solugoes se e somente se w
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corresponder a seguinte equacao caracteristica:
m
det (u -y Aje—%) =0 (1.46)
j=1
Para um sistema sem retardos, um sistema de n equacoes diferenciais ho-
mogéneas possui n solugoes linearmente independentes. Porém, (1.44) possui, geral-
mente, infinitas solugoes linearmente independentes, mesmo no caso unidimensional.
Assim, (1.46) tem infinitas solugoes complexas w.
As solugdes da equacao (1.46) determinam a estabilidade do ponto de equilibrio.
Se todo w tem parte real negativa, entao o ponto de equilibrio é assintoticamente
estavel, por outro lado, se tivermos ao menos uma raiz com parte real positiva, o

tal ponto é instavel. Considere o seguinte sistema nao-linear, n-dimensional, com m

retardos:
dry - _ S it = 1) wa(t = 7).t — 7))
dt ]:1 ’ " . | J
dIQ =
- = ]Z:;f]?(xl(t—Tj),xg(t—Tj),---,xn(t_Tj))
dx, o
% = Zf] (:L’l(t—TJ),SL’g(t—T])’7$n(t_7-]>>
j=1
com z* = (x3,x3,...,2%) sendo o seu ponto fixo. Podemos analisar a estabilidade
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linear desse sistema, linearizando-o em torno do ponto de equilibrio z*. Assim, temos:

i i FH @t =) walt = 7).t = 7)|
j= x*
N i(gi ) :c’{)—i—g—;i (2ot — 73) — @5) +
= " -
+ o+ gﬁ *(:cn(t 7j) — x;)>
% _ iff(ggl(t—Tj)7x2(t—Tj),...,xn(t—7j>> +
j=1 o
+ i(g_ﬁ (z1(t — 75) x§)+g—z (22t = 75) —a3) + (1.47)
j=1 o @
T .+g—ﬁ *(xn(t Tg)—fb‘Z))
% = ifj"(xl(t ) xa(t —75), . wa(t — 7))+
j= z*
+ i(gﬁ (1 (t Tj)—x*{)+gi’: (@2t = 7)) = 23) +
j=1 - z*
b B -0

Facamos a seguinte mudanca de variavel:
xi(t) —af = y;(t) para i=1,2,....n

E facil mostrar que:

dy; o dx;
dt — dt
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Assim (1.47) torna-se:

dyy _ NN
a ;; o, *yz(t )

dys _ NN~ OS]

o ;;% *yz(t_m -
W = L] w-m)

[ Off  OfF of} T
of; off o
A= Ox; Oz Ox,,
o off o)

L 0y Ozy Oz,

e existem m matrizes desse tipo. Substituindo A; em (1.46) nés podemos calcular todos

os autovalores w possiveis, e dai, analisarmos a estabilidade do ponto fixo olhando para
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o sinal da parte real de todos os w. Fazendo essa substituicao obtemos:

om0 08 O/;
81’1 81’2 axn
0Ff " n_OF2 ort
8$1 8$2 8% 6—0-”'1 + ...+
of of peon _ R
81’1 81’2 axn
wT1 __ a_ﬁ a_ﬁ 8f71l
we 81’1 81’2 8'rn
4 0:)31 01'2 axn e W =) (149)
% % wew"_l — %
Oy Oy Oy,

Considere agora, um caso particular, onde temos apenas duas equacoes diferen-

ciais com retardo da seguinte forma:

dx
g__ az(t) — by(t) (1.50)
ol cx(t— 1)+ dy(t)

com a, b, ¢ e d constantes positivas. O tnico ponto de equilibrio para esse sistema
é o trivial, ou seja, a origem (0,0). Podemos notar que existem termos sem retardo
(11 = 0) e termos com um retardo (75 = 7). Assim temos apenas duas matrizes. Os

termos f7 i, = 1,2 sdo iguais a:

fi o {fl=ax—by, ff=dy

fo o {h=0fi=cx
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e a matriz Jacobiana pode ser calculada como segue:
2
J = ZAje—wTj _ Ale—wo_'_Aze—wT
j=1
Off 0 ofy 0fs
_ or Oy or Oy —wr
oft oft ofy of3
or Oy or Oy
a —b 0 0 a —b
J = + e YT = (1.51)
0 d c 0 ce”™" d
cuja equagao caracteristica é dada por:
det[J —wl] =0
(¢ —w)(d—w)+bce™™ =0
= W —(a+d)w+ad+bee™ =0 (1.52)
Antes de resolvermos essa equacgao, considere a seguinte equacao caracteristica:
Pw)+Qw)e ™ =0 (1.53)

Para essa equagdo transcendental, Cooke e outros [28] obtiveram o seguinte resultado:
Teorema 1 — Considere a equagao (1.53) onde P e ) sao fungdes analiticas
na metade direita do plano Re w > —4§, § > 0, que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) P(w) e Q(w) nao tém zeros imaginarios em comum.

(ii) P(—iy) = P(iy), Q(—iy) = Q(iy), para y real (onde~ denota o com-
plexo conjugado).
(iii) P(0) + Q(0) # 0.

(iv) H4, no méximo, um ndmero finito de raizes de (1.53), na metade

direita do plano, quando 7 = 0.
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(v) F(y) = |P(iy)||* — |Q(iy)||* para y real, tem no méximo um nimero

finito de zeros reais.

Sob essas condigoes, as seguintes assercoes sao verdadeiras.

(a) Suponha que a equagdo F(y) = 0 ndo tem raizes positivas. Entao, se (1.53)
é estavel em 7 = 0, este permanece estavel para todo 7 > 0, por outro lado, se este é
instavel em 7 = 0, este permanece instavel para todo 7 > 0.

(b) Suponha que a equacao F(y) = 0 tenha, pelo menos, uma raiz positiva
e que cada raiz positiva seja simples. Enquanto 7 aumenta, trocas de estabilidade
podem ocorrer. Existe um ntmero positivo 7%, tal que, a equagao (1.53) é instavel
para todo 7 > 7*. Enquanto 7 varia de 0 a 7%, no méaximo, um ntumero finito de trocas
de estabilidade podem ocorrer.

Conforme os parametros de um sistema sao alterados, bifurcacoes ocorrem sem-
pre que as raizes passarem através do eixo imaginario. Um tipo de bifurcagao bastante
conhecida é a chamada bifurcacao de Hopf. Para entendermos esse tipo de bifurcacao

considere o seguinte sistema de equagoes:

@ = ur — 7"3
fz% 2 (1.54)
i +br

onde p representa o parametro de controle, w a freqiiéncia de oscilacao, b determina
a oscilacao da freqiiéncia com a amplitude do movimento, r e 6 sdao as coordenadas
polares. Note que para p < 0, existe um ponto de equilibrio estavel no zero. Para
1 > 0, esse ponto passa a ser instavel, surgindo um atrator do tipo ciclo-limite, que
acontece quando as 6rbitas num espaco de fases bidimensional sdo periédicas [27].
Observe ainda que, drbitas fora do ciclo-limite sdo atraidas para ele (ver figura 1.3).

Um ponto de equilibrio estéavel é também denominado de atrator de dimensao
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Figura 1.3: Birfucagao tipo Hopf

zero e um ciclo-limite um atrator de dimensao um. Por essa razao, uma bifurcacao de
Hopf estd associada a uma mudanga na dimensao do atrator [3]. Para o sistema (1.54),
temos uma bifurcacao de hopf em p = 0.

O dultimo tipo de atrator mencionado acima, a saber, o ciclo-limite, é uma tra-
jetoria fechada e isolada, que pode aparecer no retrato de fases de sistemas nao-lineares
[1]. Trajetéria isolada significa auséncia de outras trajetérias fechadas infinitesimal-
mente proximas. Por isso, as trajetorias vizinhas a um ciclo-limite devem ou se aproxi-
mar ou se afastar dele. O ciclo-limite é assintoticamente estavel quando as trajetérias
vizinhas externas e internas se aproximam. Se as trajetérias vizinhas se afastam, o ciclo
é instavel. Se as trajetorias se aproximam por um lado, mas se afastam pelo outro, o

ciclo é considerado semi-estavel. A figura (1.4) ilustra os trés casos possiveis.
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Y O/

(b)
()

Figura 1.4: Ciclo-limite assintoticamente estavel (a), instdvel (b), e semi-estavel (c).

Retomando a equagao (1.52), podemos reescrevé-la da seguinte forma:
P'(w)+ Q' (w)e ™™ =0 (1.55)
onde P’ e () sao dados, respectivamente por:

P(w) = w’—(a+dw+ad

Q(w) = be
Vamos analisar a equacao (1.55), usando o teorema 1 apresentado acima.

i As raizes de P’ sao dadas por:

O (R X

2= 5 = wlza,wgzd

e Q' nado possui raizes, pois b e ¢ sdo positivas. Portanto satisfaz a condic¢ao (i)

do teorema 1, desde que nao temos nemhuma raiz imaginaria em comum.
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ii

P(—iy) = —y*+(a+d)iy+ad = P(—iy)=—y*— (a+d)iy+ad

P(iy) = —y*—(a+d)iy+ad = P'(—iy)= P'(iy)

Q' (—iy) = be = Q'(iy)

iii

P'(0) +Q'(0) = ad + bc = ad + be # 0

iv Para 7 = 0, as raizes de (1.55) sao:

Plw)+ Q' (w) =w?— (a+d)w+ ad+bc =0
(a+d)£+/(a—d)?—4dbc

= W12 = 9
que é um numero finito de raizes.
v

Fly) = [IP'))* = 1Q@I* = Il = y* + ad — (a+ d)iy|]* — [|bc]®

= (y* —ad)*+ (a + d)*y* — v’ = y*+ (a® + dP)y? + a*d* — b*c?
Fly) = 0

—(a? + d*) £ /(a® — d?)? + 4b2c?

= =+

I (

assim, temos um nuimero finito de raizes reais.

O tltimo passo é saber em qual dos casos do teorema 1 supracitado a equacao
(1.55) recai. Mas, para isto, seria necessario termos valores nominais para as constantes

a, b, ced.
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Seja a solugao mais geral possivel de (1.55) dada por:
w=a+bi (1.56)
substituindo em (1.52) obtemos:
(a+ Bi)? — (a + d)(a + Bi) + ad + bee= @™ =

Usando a férmula de Euler, dada por:

e = cosf + isinb

obtemos:

o — 3% — (a+d)a+ ad + bee™*7 cos BT +

+afi+ (a+ d)Bi — ibce™ " sin BT =0
a?— % — (a+d)a+ad+bce ™ cos ST = 0
= (1.57)
af+(a+d)f—bce * sinffr = 0
A estabilidade do ponto fixo, s6 depende do sinal de @ em (1.56), j& que w é
a suposta solucao. Logo, o ponto de bifurcacao do sistema, ou seja, o ponto onde o

sistema troca de estabilidade, acontece quando o = 0. Substituindo o = 0 em (1.57)

obtemos:

3 +ad+bccosBr = 0
(1.58)

(a+d)s—bcsinfr = 0

Isolando os termos cos 37 e sin 7, obtemos, respectivamente:

{ cosfr = B —ad
bc

sin 87 = L +d)p
bc

Instituto de Fisica - UFAL



1.12 Equacoes diferenciais com retardo 45

Usando uma das relagdes fundamentais da trigonometria [31], dada por sin*(x) +

cos?(z) = 1 obtemos:

(# —ad | ((a+d)B)?

72 e B+ (a> +d*)B° + *d® — b** =0

cos’ BT +sinfr=1 =

que tem as seguintes raizes:

; (1.59)

—(a® + d*) £+ /(a® — d?)? + 4b22
g = =
Chamamos de retardo critico (7*), o valor de 7, para o qual o sistema sofre uma

bifurcagao. Esse valor pode ser encontrado, a partir da equagao (1.59), da seguinte

forma:

sin 7% . (a+d)p L, 1 (a+d)p
Cosﬁ']‘* = tanﬂT = m = 7 = Barctanm (160)

O 1ltimo passo é substituir uma das raizes de (1.59) em (1.60), para encontrar-
mos o valor de 7*. Note que, s6 é possivel encontrarmos tal valor se estivermos no caso

“h” do teorema 1.
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Capitulo 2

Imunologia

O presente capitulo tem como objetivo relatarmos as diversas propriedades do
sistema imune (se¢do 1), assim como, mencionarmos as categorias de microrganismos
capazes de provocar doengas (se¢ao 2), chamados microrganismos patogénicos. Na
secao 3 discorremos sobre os principais tipos de células que participam da resposta
imunoldégica, sao elas: linfocitos, mondcitos, granuldcitos e células NK. Na quarta secao,
abordamos algumas caracteristicas gerais das interagoes hospedeiro-microrganismo. E
por ultimo, na secao 5, explicitamos uma das formas de prevencao de doencas, mais

especificamente, a vacinacao.

2.1 Sistema imune ou imunoldégico

A imunologia é o estudo do sistema imune ou sistema imunoldgico. O sistema
imune é um notavel sistema de defesa e manutencao da homeostasia fisiologica que
se apresenta em sua forma mais avangada em vertebrados superiores. O sistema imu-

nolégico dos vertebrados é constituido por um conjunto de tecidos, células e moléculas,
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2.1 Sistema imune ou imunolégico 47

cuja funcao é proteger o organismo contra agentes infecciosos, ou seja, agentes que
podem ser transmitidos entre os individuos. Além do mais, ele também é responsavel
pela limpeza do organismo, i.e., a retirada de células mortas, a renovacao de determi-
nadas estruturas e rejeicao de enxertos. Também ¢é ativo contra células alteradas, que
diariamente surgem no nosso corpo, como resultado de mitoses anormais. Tumores
podem ser originados se essas células nao forem destruidas [36].

As células do sistema imune sao altamente organizadas como um exército. Por
conseguinte, podemos imaginar os agentes infecciosos (ou microrganismos) como ini-
migos e o sistema imunolégico como uma forga de defesa. Cada tipo de célula age de
acordo com a sua fungao. Algumas sao encarregadas de receber ou enviar mensagens de
ataque, ou mensagens de inibicao, outras apresentam o inimigo ao exército do sistema
imune, outras s6 atacam para matar, outras constroem substancias que neutralizam os
inimigos ou neutralizam substancias liberadas pelos inimigos.

Os microrganismos penetram no organismo, que recebe a designacao de hospe-
deiro, através dos tratos gastrintestinal, respiratorio e urogenital, bem como através
de lesoes da pele. Estes microrganismos infecciosos invasores caracterizam-se por um
tempo curto de reproducao e, assim, podem multiplicar-se rapidamente e matar o
hospedeiro. Entretanto, o sistema imunolégico é capaz de identificar e destruir os
organismos estranhos, bem como qualquer material téxico que eles possam produzir,
enquanto preserva os proprios tecidos do corpo. Esta auséncia de reatividade contra
componentes proprios é denominada autotolerancia e constitui uma das caracteristicas
do sistema imunologico normal. Em vista desta capacidade de discriminar entre préprio
e nao-proprio, conclui-se que o sistema imune possui especificidade [37].

Qualquer substancia capaz de induzir uma resposta imunoldgica nos seres huma-
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2.1 Sistema imune ou imunolégico 48

nos ou em outros animais é denominada imundgeno ou antigeno. Quando um antigeno
estranho penetra pela primeira vez no organismo, é recebido por uma forca de defesa
geral, denominada sistema tmunoldgico inato ou imunidade inata, que é capaz de iden-
tificar estas substancias nao-préprias e produzir proteinas especificas que sao capazes
de reconhecé-las num contato posterior, conferindo imunidade a esses agentes. Se o
sistema imunoldgico inato nao conseguir destruir o microrganismo invasor, ele pode
multiplicar-se e produzir doenga. E necessirio algum tempo, tipicamente cinco a dez
dias, para que o corpo se familiarize com o invasor particular e desenvolva uma forga-
tarefa apropriada dirigida contra ele. Essa forca-tarefa especializada é conhecida como
imunidade adaptativa ou adquirida.

A resposta imunoldgica primdria, primeira resposta especializada contra deter-
minado antigeno, geralmente, elimina o invasor e resulta em recuperagao, com de-
saparecimento da doenca. A forca-tarefa especializada que se desenvolve durante a
resposta imunoldgica primdaria permanece mobilizada e pronta para um ataque muito
mais rapido por ocasiao de um encontro subseqiiente com o mesmo invasor. Quando
o individuo recebe o mesmo antigeno pela segunda vez, o tempo para a producao de
células do sistema imune é menor, e a quantidade produzida é maior, comparando-se
com o que ocorre na resposta primaria [38]. Sendo assim, esta resposta imunoldgica
secunddria possui uma amplitude muito maior e uma melhor precisao do que a resposta
imunolégica primaria. O sistema imune lembra-se portanto, do primeiro encontro, e
dizemos que ele é dotado de memoria.

Na imunidade adaptativa, duas categorias de receptores de glicoproteinas em
céludas do hospedeiro denominadas linfdcitos sao especializadas no reconhecimento de

antigenos estranhos: os receptores das células T encontrados nos linfdcitos T (células T)
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e os anticorpos, também denominados imunoglobinas, nos linfécitos B (células B). Os
anticorpos sao proteinas que reconhecem os antigenos nos agentes patogeénicos levando
a uma rapida reacao em cadeia no organismo que pode culminar com a destruicao
dos agentes infeccisos [7]. Um microlitro de sangue contém cerca de 2500 linfocitos,
mas somente 2% destas células residem no sangue, o restante pode ser encontrado
distribuido em toda a extensao do corpo, nos varios 6rgaos do sistema imune, tais
como tecido linfético, o baco, o timo e a medula éssea [11]. No total, hd cerca de 102
linfécitos em um individuo adulto.

Diferentemente do sistema imune adaptativo, o sistema imune inato sé reco-
nhece caracteristicas gerais de grupos de microrganismos. Este reconhecimento menos
especifico é obtido através de receptores existentes na superficie de tipos celulares de

hospedeiro diferentes dos linfécitos T ou B.

2.2 Categorias de microrganismos

Os agentes infecciosos podem ser divididos em quatro categorias principais:
bactérias, fungos, parasitas e virus. Cada categoria é formada por uma grande
variedade de espécies, muitas das quais sao capazes de provocar diversas doengas no
hospedeiro infectado. Os microrganismos que produzem doencas sao conhecidos como

patogenos.

2.2.1 Bactérias
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As bactérias fazem parte do reino monera. Esses organismos podem viver como
células isoladas, microscopicas, ou formar colonias visiveis a olho nu. Sao microrga-
nismos unicelulares, tipicamente esferas ou bastonetes com 0,5 a 2 micrometros de
diametro ou comprimento. As bactérias sao procariotas, o que significa que elas nao
possuem nucleo e seu material genético constitui num DNA circular de filamento duplo.
Cada bactéria divide-se em duas células e , em algumas espécies, ocorre divisao celular
a cada 20 minutos em condigoes 6timas. Por conseguinte, se os nutrientes e o espaco
nao fossem fatores limitantes, em 44 horas uma bactéria, (pesando cerca de 1 x 1072

2132 hactérias (pesando 5,4 x 10** quilogramas, o que

gramas) poderia dar origem a
corresponde aproximadamente a massa da terra) [37].

As bactérias, na maioria das vezes, sao lembradas como formas nocivas aos de-
mais seres vivos, pois podem causar doencas. Entretanto, vale salientar que, apenas
poucas espécies causam doencgas nos humanos e em outros organismos. Outras vezes,
as bactérias sao lembradas por estragarem alimentos, decompondo-os e deixando-os

improprios ao consumo. Isso realmente é verdade, mas esses microrganismos sao fun-

damentais para a manutencao da vida em nosso planeta. Vejamos:

e algumas espécies agem como decompositoras, degradando organismos mortos e

com isso contribuindo para a reciclagem da matéria organica no nosso planeta;

e certas espécies vivem em associagao com outros organismos, trazendo-lhes alguns
beneficios, como é o caso, por exemplo, das bactérias que ocorrem na nossa flora

intestinal e que produzem vitamina K;

e outras sao utilizadas na industria de alimentos para a producao de iogurtes e

outros produtos.
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Enfim, as bactérias sao agentes etiologicos de diversas doengas, dentre as quais
destacam-se a pneumonia bacteriana, a gonorréia, a tuberculose, a doenca dos le-

gionarios e a faringite.

2.2.2 Fungos

Os fungos sao popularmente conhecidos por bolores, mofos, leveduras, cogumelo-
de-chapéu (“champignon”), orelha-de-pau [38]. Sao organismos eucariontes (possuem
ntcleo), unicelulares ou multicelulares que incorporam seus alimentos por absor¢ao:
as células do seu corpo eliminam ezimas que digerem a matéria organica presente no
meio, possibilitando sua absorcao. Nos ciclos de vida dos fungos ha formacgao de es-
poros: células com envoltério resistente que, ao germinarem, dao origem a um novo
individuo. As células dos fungos possuem parede celular formada basicamente por qui-
tina, polissacarideo presente também em estruturas de certos animais. A membrana
citoplasmatica é circundada por uma parede celular constituida de multiplas camadas.

Dentre os exemplos de infec¢oes fingicas, podemos citar o pé-de-atleta, infec¢oes

vaginais por leveduras e o sapinho.

2.2.3 Parasitas

Os parasitas sao animais invertebrados incapazes de sobreviver independen-
temente. Sao divididos em dois grupos: organismos eucariéticos unicelulares mi-
croscopicos, denominados protozodrios, e animais multicelulares com tecidos e sistemas

de érgaos, denominados metazodrios, vermes ou helmintos.
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Um grande nimero de parasitas passa por ciclos de vida complexos, dos quais
parte ocorre no homem e parte ocorre em hospedeiros intermediarios, tais como moscas,
carrapatos e caramujos.

Na terminologia das doencas infecciosas, infeccao parasitaria refere-se a in-
feccao com parasitas animais. Dentre os exemplos de doencas causadas por parasitas,
destacam-se a malaria, a doencga do sono, a infestacao por oxiuiros e a infestacao intes-
tinal por nematdédeos. Estima-se que cerca de 30% da populacao sofra de infestacoes
parasitarias. A maldria, sozinha, afeta mais de 100 milhoes de pessoas em todo o

mundo e ¢é responséavel por cerca de 1 milhdo de mortes anualmente [39)].

2.2.4 Virus

A palavra virus é origindria do latim e significa toxina ou veneno [40]. Os virus
sao seres extremamente simples, formados basicamente por uma capsula protéica, de-
nominada capsidio, que envolve o material genético, que pode ser o DNA ou o RNA,
nunca ocorrendo esses dois tipos de dcidos nucleicos juntos em um mesmo virus, com
excessao do citomegalovirus [41], que foi descoberto recentemente. Os virus variam de
20 a 300 nm de diametro. Sao organismos bioldgicos com alta capacidade de automul-
tiplicacao. Contudo, os virus nao tém qualquer atividade metabdlica quando fora da
célula hospedeira, nao podendo captar nutrientes, utilizar energia ou realizar qualquer
atividade biossintética. Isto significa, que os virus sé podem se reproduzir no interior
das células do hospedeiro e, portanto, sao descritos como parasitas intracelulares
obrigatdrios. E importante salientar que existem determinadas espécies, inclusas nas

categorias de microrganismos que sao capazes de sobreviver e multiplicar-se no interior
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das células do hospedeiro, entretanto, os virus sao impares porquanto necessitam da
maquinaria da célula do hospedeiro para replicar o seu material genético e sintetizar
proteinas virais.

Alguns virus sao chamados envelopados porque possuem um envelope lipo-
protéico (composto de lipidios, proteinas e glicoproteinas) externo que envolve as vérias
cépsulas protéicas que possui. E o caso do HIV (ver figura 2.1) (virus da imunode-

ficiéncia humana) que provoca a AIDS (sindrome da imunodeficiéncia adquirida) [38].
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Figura 2.1: Esquema da estrutura do virus da AIDS.

Existem diferentes tipos de virus. Atualmente, foram identificadas aproxima-
damente 3.600 espécies, que podem infectar bactérias, plantas e animais, bem como
se instalar e causar doencas no homem. Cada doenca com particularidades quanto ao
modo de transmissao, caracteristicas da infec¢do e medidas profilaticas [42].

Sao as moléculas de proteinas virais que determinam qual o tipo de célula o virus

ird infectar. Geralmente, o grupo de células que um tipo de virus infecta é bastante
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restrito.

Tipicamente, o ciclo de replicacao viral numa célula hospedeira suscetivel leva
16 horas. Existem basicamente dois tipos de ciclos reprodutivos: o ciclo litico e o
ciclo lisogénico [43]. Esses dois ciclos iniciam-se com o virus aderindo a superficie
da célula hospedeira, suponha uma bactéria. A seguir, o material genético do virus
¢ introduzido no interior da célula. A partir desse momento, comeca a diferenciagao
entre os dois ciclos. No ciclo lisogénico, o DNA viral incorpora-se ao DNA bacteriano e
nao interfere no metabolismo da bactéria, que se reproduz normalmente, transmitindo
o DNA viral aos seus descendentes. Por outro lado, no ciclo litico, o DNA viral passa a
comandar o metabolilmo bacteriano e a formar varios DNAs virais e capsulas protéicas,
que se organizam formando novos virus. Ocorre a lise da célula, liberando véarios virus
que podem infectar outras bactérias, reiniciando novamente o ciclo.

As maiores diversidades de formas, tamanhos e estratégias genéticas e reprodu-
tivas encontram-se nos virus que infectam células animais. Grande parte desses virus,
ao infectar uma célula animal, penetra com a capsula e o dcido nucleico. Se o virus for
envelopado, o envelope incorpara-se a membrana plasmatica da célula hospedeira. No
interior dessa célula, a capsula protéica rompe-se, liberando o acido nucleico, podendo
iniciar um ciclo do tipo litico ou lisogénico [38].

Dependendo do tipo de virus, uma célula infectada por uma particula viral
pode liberar de 100 até 100.000 particulas virais. Cada uma dessas particulas virais
recém-formadas pode, por sua vez, infectar outra céluda vizinha suscetivel [37].

Muitas doengas humanas devastadoras sao causadas por virus. Como exem-
plo, podemos mencionar o ocorrido em 1919, em que o virus influenza A matou 20

milhoes de pessoas [11]. Existem diversas doengas causadas por virus, dentre as quais
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encontram-se a caxumba, raiva, rubéola, sarampo, hepatite, dengue, poliomielite e fe-
bre amarela. Também ha a gripe, que é causada por uma variedade de virus, a varicela
ou catapora, variola, meningite viral e AIDS, que é causada pelo HIV. Recentemente
foi mostrado que o cancer cervical é causado ao menos em partes pelo papilomavirus
(que causa papilomas, ou verrugas), representando a primeira evidéncia significante em

humanos para uma ligacao entre cancer e agentes virais.

2.3 Células que participam da resposta imune

Vérios tipos de células participam da resposta imune. Os leucdcitos ou globulos
brancos sao os elementos fundamentais do processo. Existem trés tipos principais
de glébulos brancos: linfdcitos, mondcitos e granuldcitos [7]. Além dessas células,

destacamos as chamadas células NK, que sao também importantes na resposta imune.

Linfécitos B

Os linfocitos ou células B sao produzidos na medula éssea. Eles concentram-se
nos ganglios linfaticos, onde filtram a linfa, a espera de uma molécula que seja nao-
prépria e reaja especificamente com o seu receptor aleatério [44]. Sua principal fungao
consiste em produzir e secretar anticorpos, que sao carregados em sua superficie ce-
lular. Um engenhoso mecanismo genético assegura que moléculas de anticorpos sao
extremamente diversas: as sub-unidades das proteinas dos anticorpos podem ser com-

binadas de varias maneiras diferentes para gerar um repertério quase indefinido de
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diferentes anticorpos. Essencialmente, para qualquer molécula estranha que entre no
corpo humano, hd uma molécula de anticorpo especifica que pode ligar-se a esta como
um mecanismo fechadura e chave [11].

Se um microrganismo entra no corpo humano, a maioria das células B nao terao
anticorpos de especificidade correta, mas algumas células B estarao aptas a ligar-se a
algumas das proteinas do microrganismo. Essas células B especificas se tornarao ativas
e comecarao a se dividir, crescendo em numero. Este processo é chamado selecao
clonal, pois os melhores clones (populagao de células derivadas do mesmo antepassado)
de células B sao selecionados para multiplicar. Durante esta multiplicacao, variacoes
adicionais nas moléculas de anticorpos sao introduzidas. Alguns desses anticorpos
podem ser mais eficientes que os originais. Esses receberao um forte sinal de ativacao

devido a interagao com o microrganismo e se multiplicarao com mais rapidez.

Linfécitos T

Os linfécitos T sao gerados no timo. FKEssas células sao classificadas em trés
amplas categorias [37], baseando-se nas suas fungoes: os linfécitos T citotéxicos
(CTL, cytotoxic T lymphocytes), também denominados células T citotéxicas (1¢,
T cytotoxic), as células T auxiliares (T, T helper) e as células T supressoras
(Ts, T suppressor). Os CTL sao descritos como células efetoras por exercerem um
efeito direto sobre as células-alvo, ou seja, sao capazes de matar células. As células Ty
e Ts sao denominadas células reguladoras, uma vez que elas regulam as atividades
de outras células. Executam essa funcao através do contato direto com essas outras

células e da secrecao de moléculas soliveis que também afetam a funcao dessas outras
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células. Conforme indicado pelo seu nome, as células Ty potencializam a resposta
imunolégica, enquanto as células T a deprimem.

Existem células T CD87, que sao células matadoras, e células T CD4™", que sao
células ajudadoras. CD8 e CD4 referem-se a algumas proteinas da superficie destas
células, a qual chamamos de receptores, visto que elas se ligam freqlientemente a outras
moléculas. Os imunologistas classificam as células do sistema imune de acordo com os
seus receptores. As células CDS8 tém a habilidade de reconhecer e eliminar células que
sao infectadas por virus [11]. Quando estas células encontram uma célula infectada,
elas sao ativadas e comecam a produzir quimicas que matarao a célula-alvo. Pode-se
observar, através de um microscépio, que as células T CDS8 tornam-se agitadas quando
elas entram na vizinhaca de células infectadas. As células T auxiliares CD4" ativadas
proliferam e se diferenciam em células efetoras cujas fungoes sao mediadas predomi-
nantemente por citocinas secretadas. Estas citocinas possuem um fator de crescimento
que atua sobre os linfécitos ativados por antigeno e estimula a sua proliferagao [39].

Apés eliminar a célula infectada, as células T CD8' permanecem ativadas pro-
curando por outras células infectadas na regiao circunvizinha. FElas podem também
dividir-se e criar duas células filhas de mesma especificidade, prontas para matar mais

células infectadas por virus.

Monécitos

Os mondcitos sao células grandes que circulam no sangue. Possuem um ntcleo

em forma de ferradura ou bilobulado e granulos citoplasmaticos circundados por mem-

brana, que contem enzimas e substancias téxicas. Os mondcitos sao células altamente
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moéveis que migram nos tecidos periféricos, onde se diferenciam em células maiores de-
nominadas macréfagos. Os mondcitos/macréfagos podem matar alvos diretamente

quando esses sao muito grandes para serem fagocitados.

Granulocitos

Os neutroéfilos, os eosinéfilos e os baséfilos sao as vezes designados coletiva-
mente de granuldcitos, desde que esses trés tipos celulares sao dotados de granulos ci-
toplasmaéticos, circundados por uma membrana. Os eosindfilos sao assim denominados
em virtude de os granulos conterem proteinas alcalinas que se ligam ao corante acido,
eosina. Os basofilos receberam esse nome porque seus granulos contém proteroglica-
nos sulfatados que se ligam a corantes basicos. As proteinas existentes nos granulos
dos neutréfilos podem ligar-se tanto a corantes acidos quanto bésicos, dai o termo
neutrofilos. Os eosindfilos participam na defesa contra vermes parasitas e também nas
reacoes de hipersensibilidade via mecanismo de citotoxidade. Os neutrofilos sao fa-
gociticos moveis, o mais abundante, e é sempre o primeiro a chegar ao local da invasao
e sua morte no local da infec¢ao forma o pus, um liquido pastoso e rico em proteinas

estruturais. Eles ingerem, matam e digerem patdgenos microbianos [44].

Células NK

As células NK (natural killer) constituem um subgrupo de linfécitos. Com-
partilham algumas caracteristicas com os linfocitos T, porém nao expressam receptores

de células T nem de células B. Sao algumas vezes denominadas grandes linfécitos
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granulares, visto que sao maiores do que os linfocitos T e B, e possuem granulos
citoplasmaticos delimitados por membranas. As células NK receberam esse nome em
virtude de sua capacidade de destruir células do hospedeiro infectadas por certos virus

ou outros patdgenos intracelulares, bem como algumas células tumorais [37].

2.4 Caracteristicas gerais das interacoes hospedeiro—

microrganismo

A infecgao refere-se a invasao dos tecidos de um hospedeiro por microrganis-
mos, com multiplicacao subseqiiente desses microrganismos nos tecidos do hospedeiro,
podendo ou nao causar doenca.

A imunidade est4 relacionada a resisténcia que o hospedeiro desenvolve contra
os microrganismos invasores. Essa resisténcia envolve barreiras fisicas, mecanicas, e
quimicas/bioquimicas e respostas imunolégicas inatas e adaptativas. Se a resisténcia
for eficaz na detencgao ou erradicacao do microrganismo nés denominamos imunidade
protetora. Caso contrario, é descrita como imunidade ineficaz.

O sistema imunolégico inato desempenha o principal papel nos primeiros quatro
dias de infeccao por microrganismos com os quais o hospedeiro tem contato pela pri-
meira vez. Dependendo do microrganismo, do ntimero de organismos infecciosos e do
estado de competéncia do sistema imune do hospedeiro, a resposta imunoldgica inata
pode ou nao destruir todos os microrganismos invasores.

No entanto, se a resposta imunoldgica inata nao for bem sucedida na erradicacao

da infeccao, a imunidade adaptativa, mediada por linfocitos T e B, desenvolve-se num
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prazo de quatro dias apds a invasao inicial do microrganismo. As células ou linfécitos B
produzem anticorpos especificos contra o microrganismo, as células T auxiliares CD4"
produzem citocinas, ajudam os macréfagos a eliminar micrébios ingeridos e ajudam as
células B a produzir anticorpos. Algumas células, como os linfécitos TCD8™, ativados
proliferam e se diferenciam em CTLs que matam especificamente as células do hospe-
deiro que estao infectadas por patogenos intracelulares. Os anticorpos e as citocinas
recrutam as células efetoras do sistema imunolégico inato, mais especificamente, os gra-
nulécitos, os mondcitos e as células NK, reunindo assim, as forcas inatas de destruicao
contra o patégeno [37].

Nesse primeiro encontro entre determinado microrganismo invasor e o sistema

imune, os resultados possiveis sao os seguintes:

1. O microrganismo invasor é eliminado, ou seja, o sistema imune vence, efetuando

a cura.
2. O microrganismo invasor mata o hospedeiro.

3. O hospedeiro e o microrganismo invasor atingem um estado de tolerancia, onde

ambas populagoes aprendem a coexistir.

Os dois primeiros resultados representam a resolucao de uma infeccao a curto
prazo (aguda). O terceiro resultado possivel representa o estabelecimento de uma
infeccao a longo prazo. Neste caso, o agente infeccioso permanece no hospedeiro,
resultando em infeccao cronica, porém a sua multiplicagao é mantida sob controle pelo
sistema imune.

Para o microrganismo nao é interessante matar o hospedeiro, pois assim, estaria

perdendo o seu “aposento e espaco livre”. Com efeito, os microrganismo mais bem
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adaptados, em termos evolutivos, sao aqueles que estabelecem infecgoes cronicas no

hospedeiro.

2.5 Vacinacao

A vacinacao é uma das formas de prevencao de doencas transmitidas ao ser
humano por meio de virus ou de bactérias. As vacinas tém por objetivo desencadear em
nosso organismo um mecanismo de imunizacao ativa. Na vacinacao, inocula-se em um
individuo sadio, pela primeira vez, uma pequena quantidade de um antigeno atenuado,
e seu corpo reage como se estivesse recebendo o agente ativo da doenca, desencadeando
todas as respostas imunoldgicas naturais e adquiridas que o microrganismo patogénico
desencadearia caso fosse uma infecgao real. Assim estimulado, o organismo passa
a produzir anticorpos que estarao disponiveis no sangue somente apos alguns dias.
Nessa primeira inoculacao, a resposta imunoldgica é lenta, com producao de pequena
quantidade de anticorpos. Entretanto, ela deixa o organismo preparado ou programado
para que, se uma segunda inoculacao ocorrer, a resposta imune seja mais rapida e com
maior produgao de anticorpos. Desse modo, se o individuo for infectado por virus
ou bactérias causadores de uma doenca contra a qual ja recebeu vacina, ele ja estard

pronto para reagir contra esses seres e a doenga nao se manifestara [38].
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Capitulo 3

Sistemas dinamicos aplicado a

biologia

Neste capitulo fazemos uma abordagem acerca de sistemas dinamicos aplicados
a biologia em geral. Mostramos, como o novo ramo da ciéncia, chamado biologia
matemadtica, foi surgindo ao longo da histéria (segao 1). Nas sec¢Oes subseqiientes
apresentamos alguns exemplos de modelos bioldgicos, a saber: um modelo basico da
dindmica de virus proposto por Nowak e outros [11] (se¢ao 2), o modelo de Mayer
[13] (secao 3) e por fim o modelo de Mayer modificado (se¢ao 4). Alguns dos modelos

exibidos neste capitulo serao analisados no capitulo posterior.

3.1 Biologia matematica

Em 1202 o matematico italiano Leonardo de pisa (mais conhecido como Fibo-
nacci) publicou um livro que introduziu o sistema decimal hindu-arabico para o oeste

europeu. Um dos seus exemplos foi um problema de biologia mateméatica: Quantos
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pares de coelhos podem ser produzidos de um par inicial, se todo més cada par pro-
duzir um novo par que, a partir do segundo meés torna-se produtivo? Ele considerou
as seguintes hipoteses: um meés passa antes do par inicial reproduzir, nao ha mortes
e cada par reproduz regularmente. O numero de pares de coelhos adultos presentes
em meses consecutivos é, entao, dado pela seqiiéncia de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21,.... Podemos observar que cada termo é a soma dos dois antecessores. Este trabalho
pode ser visto como o comego da biologia matematica [11].

Em 1894, em Oxford, o zo6logo Walter Weldon notou que a teoria de Darwin foi
intrinsecamente uma teoria matematica e sé pode ser testada com técnicas matematicas
ou estatisticas. Weldon criou uma ciéncia chamada biometria, que esta interessada com
medidas quantitativas em biologia. Nao obstante esta nova ciéncia criada por Weldon,
os fundadores da biologia matematica foram: Ronald Fisher, J. B. S. Haldane e Sewall
Wright.

Um dos pioneiros da ecologia matematica foi Vito Volterra. Durante a primeira
guerra mundial, as pescas praticamente paralisaram no mar Adridtico. Alguns anos
mais tarde, o biologista italiano D’ Ancona analisou a estatistica do mercado de peixes.
Ele notou que, durante a guerra, a proporcao de peixes predadores aumentou. Este
fato levou D’Ancona a perguntar ao seu futuro sogro, senador Vito Volterra, que era
professor de fisica matematica em Roma, o porqué de a guerra ter favorecido as espécies
predadoras. Volterra encontrou a resposta para a tal pergunta usando como auxilio um
conjunto de equagoes diferenciais, hoje conhecidas como equagoes de Lotka-Volterra.
O modelo de Lotka-Volterra foi o primeiro e mais famoso modelo sobre a interacao
entre duas espécies [1].

Vamos denotar por x e y as concentracoes de presas e predadores, respectiva-
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mente. Portanto, o modelo de Volterra é:

d_x = rr—axy

dt (3.1)
&y = bry—d

dt ) Y

onde 7, a, b, d sao constantes positivas. Ao propor esse modelo, Volterra assumiu que:

e na falta de predadores, a populacao de presas cresce exponencialmente devido
ao termo rx. Assim, os efeitos de superpopulacao nao sao considerados neste

modelo;

e o efeito da predacgao é reduzir a taxa de crescimento da presa, segundo o termo
—axy, que é proporcional a taxa de encontros entre as populacoes da presa e do

predador;

e na auseéncia de presa, a populagao predadora decresce exponencialmente devido
a falta de alimentos, segundo o termo —dy. Dessa maneira, assume-se que 0s

predadores y alimentam-se exclusivamente das presas ;

e a contribuicao da presa para a taxa de crescimento do predador é determinada

pelo termo bzy.

Os pontos fixos do sistema (3.1) sdo o trivial (que para nds nao é muito impor-
tante nesta ocasiao) e o ponto interior (z*,yx) = (d/b,r/a) que é uma solugao prépria
do sistema. Vamos considerar a razao de predadores sobre presas, p = y * /x* ou

p =rb/ad. Com a atividade pesqueira incluida no modelo obtemos:

d_:lf = re—axy— forx = (r— fo)r—azy
gli; (3.2)
o = bwy—dy—fy = bay—(d+f)y
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onde f, e f, sao constantes positivas e representam, respectivamente, as taxas nas
quais presas e predadores sao pescados. O ponto de equilibrio interior de (3.2) é dado

por:

d r— fu d r'
e = (5 5E) = (50) (33)

onde d = d+ f, er’ = r — f,. A razao de predadores sobre presas é agora dada
por p' = r'b/ad’. Podemos notar que p’ < p, desde que d' > d e r' < r. Portanto, a
atividade pesqueira efetivamente reduz a taxa de crescimento de presas e, por isso, p
diminui durante os periodos de forte pesca. Por outro lado, p aumenta quando a pesca
declina. D’Ancona tinha a sua resposta e o mundo tinha a ecologia matematica.

A aplicacao de modelos matematicos a doencas também tem um proeminente
precursor: em 1760, o famoso polimata, Daniel Bernoulli, desenvolveu um método
matematico para estudar a efetividade de técnicas contra variola. Em 1840, Willian
Farr ajustou dados de epidemias de variola na Inglaterra e Wales. No comeco do século
XX, Hamer e Ross articularam equacoes matematicas para descrever a propagacgao de
agentes infecciosos dentro de populagoes. Hamer introduziu a nogao do principio de
agao de massa (mass action principle), que estabelece que a propagagao da infeccao é
proporcional ao produto das densidades de individuos infectados e suscetiveis. Ronald
Ross descreveu a propagacao da malaria e foi considerado como o primeiro a usar um
modelo de tempo continuo [11]. Em 1927, Kermack e McKendrick apresentaram a base

para a estrutura tedrica da epidemiologia.

3.2 Um modelo basico da dinamica de virus
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O modelo da dinamica de virus pode ser pensado como um micro modelo epide-
miolégico, onde os individuos suscetiveis e infectados, sao substituidos, respectivamente
por células nao infectadas e células infectadas por virus.

O modelo proposto por Nowak e outros [11] contém trés varidveis: populagao de
células nao infectadas z, células infectadas y e virus livres v. Todas as trés quantidades
sao calculadas em concentragoes, como por exemplo, a abundancia em um dado volume
de sangue.

Assume-se que os virus livres infectam células nao infectadas numa taxa propor-
cional ao produto de suas abundancias, Sxv. A taxa constante 3, descreve a eficacia
deste processo, incluindo a taxa em que particulas de virus encontram células nao
infectadas, a taxa de virus entry, e a taxa e probabilidade de infeccao com sucesso.
Células infectadas produzem virus livres numa taxa proporcional a sua abundancia ky
e morrem numa taxa ay. Particulas de virus livres sao removidas do sistema numa taxa
uwv. O tempo de vida médio de uma célula infectada é 1/a, enquanto que o tempo de
vida médio de uma particula de virus é 1/u. A quantidade total de particulas de virus
produzidas de uma célula infectada é dada pelo produto entre o tempo de vida médio
das células infectadas e a taxa de reprodugao dos virus, k/a denominada tamanho do
estouro (burst size). Além do mais, consideramos que as células nao infectadas sao
produzidas numa taxa constante A\, e morrrem numa taxa dr. O tempo de vida médio
de uma célula nao infectada é, entdo, 1/d.

Combinando a dinamica de infec¢ao de virus e células hospedeiras, nés obtemos
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o seguinte modelo basico da dinamica de virus:

Z—j = A—dx — fxv

dy

= = Brv — ay (3.4)
dv

i ky — uv

3.3 Modelo de Mayer

O modelo de Mayer [13] consiste na interagao do sistema imune com uma dada
populacdo de agentes infecciosos (microrganismos) que, conforme mencionamos no
capitulo dois, consiste em quatro categorias principais, a saber: virus, bactérias, fungos
e parasitas. Este processo é governado por um conjunto de duas equacoes diferenciais
nao-lineares. Uma delas representa a variacao temporal da populacao alvo T', que pode
ser medida pela concentracao de certos microrganismos, e é determinada pela diferenca
entre sua reproducao e sua eliminacao. Os alvos aumentam numa taxa proporcional ao
tamanho de sua populagao, o que é evidente, desde que, quanto mais alvos existirem,
mais rapidamente eles se reproduzirao. A eliminacao dos alvos é ocasionada pela sua
interacao com componentes imunolégicos especificos, o qual chamamos efetores F, e
¢é proporcional a taxa de contato entre eles. A taxa de variacao de T é descrita pela

seguinte equagao:

dr
— =rT —KTE .
7 =7 (3.5)

onde r e k sao constantes positivas.

FE pode ser medida pela concentracao de determinadas células imunes, como:
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Linfécitos T, células NK, ou certos anticorpos. A taxa de variacao de E é constituida

por treés fatores distintos:

1. O primeiro fator esta relacionado a estimulacao do sistema imune pela presenca
dos alvos. A velocidade desta estimulagao é descrita por uma fungao f(7') dada

por:

Tu
1+7v

fT) = p (T'=0) (3.6)

onde p, u e v sao constantes positivas e u < v. Podem existir trés formas distintas
para a fungao estimulacao f(7") (ver figura 3.1), dependendo apenas dos valores
dos parametros u e v. Todas as trés formas estao ligadas ao fato de que a
populagao precursora £ é limitada. O parametro p determina o quao forte é a

ativacao do sistema imune devido a presenca dos microrganismos invasores.

°
k-]

f(T)
f(T)
f(T)

@ (b) ©

Figura 3.1: Grafico da fungao estimulagao f(T') para trés conjuntos de parametros distintos: u =

v=1(a),u=v>1(b)ev>u>1(c).

2. O segundo termo indica um efeito autocatalitico da resposta imune, ou seja, as
células defensoras sao capazes de se estimular. Essa taxa de crescimento pode

ser indicada pela seguinte expressao:

oB) = s (B20) (3.7)

com s e n constantes positivas.
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3. Por fim, temos um termo conexo ao tempo de vida finito das células do sistema

imune dado por:

—E (3.8)

Portanto, o modelo matematico para a interacao do sistema imune com uma

populacao de microrganismos infecciosos é dado pelo seguinte sistema de duas equagoes

diferenciais nao-lineares:

‘fi—f _ T — kTE
aw - iy T Ee

No préximo capitulo analisaremos este modelo de forma mais minunciosa.

3.4 Nosso modelo

O modelo que propusemos é um variante do modelo de Mayer, o qual chamamos
modelo de Mayer modificado. Tivemos a idéia de inserirmos um termo que corresponde
a uma capacidade de suporte do sistema. Como mencionamos no capitulo dois, uma
inica bactéria, por exemplo, poderia, em 44 horas, dar origem a 2'3? bactérias nao
fossem o espaco e os nutrientes fatores limitantes. Com esta pequena modificacao

obtemos o seguinte conjunto de equacoes diferenciais nao-lineares:

T

Ofl—t — T —kTE — bT?

JE T En (3.10)
& i Tt

onde b é uma constante positiva. O termo —bT? também foi considerado em [45].
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo analisamos alguns dos modelos abordados no capitulo anterior,
mais especificamente, o modelo de Mayer e o nosso modelo, o qual chamamos, modelo
de Mayer modificado. Trés casos particulares sao abordados no decorrer deste capitulo.
Para que os modelos tornem-se mais reais, mecanismos de retardo sao introduzidos nos
modelos. Tal procedimento faz com que o sistema exiba comportamentos observados
experimentalmente e clinicamente, tais como oscilagoes periédicas nas concentracoes
dos organismos envolvidos no processo em questao, assim como eventual dinamica

cadtica.

4.1 Modelo analisado

Considere o seguinte modelo da resposta imune:

f(T) = % = T —bT% - kTE
_dE Pt —m) sE(t—m)
9(E) = dt 1+(T(t—71))a+1+E(t—72) E

Nos analisamos (4.1) em trés casos distintos. Sao eles:

(4.1)
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1.b=0,a=1,17 =7, » = 0. Este caso corresponde ao modelo de Mayer descrito
pelas equagoes em (3.9), com u = v = n = 1, apresentado no capitulo anterior.
S6 que, no presente caso, nés introduzimos um termo de retardo na segunda

equagao de (4.1) e ficamos com o seguinte modelo:

d—T = rl— kTE

dt (4.2)
dE T(t—r) N E I ’
a ~ PiyTit-n "1+ E

2. O segundo caso é semelhante ao primeiro, e é dado pelo seguinte sistema:

- _ T — kTE

dt (4.3)
de T(t—T) s E(t—1) _

a ~ Piyre—rn "1t EC-1)

Note, que neste caso, o mecanismo de retardo é inserido nos dois termos da

segunda equacao, ou seja, T, = T = T.

3. 0#0,a=2,17 =7em =0. Este modelo constitui numa variagao do modelo de
Mayer. Ele é descrito por um sistema de duas equagoes diferenciais nao-lineares,
conforme as equagoes em (3.10), com u =n =1 e v = 2. Também consideramos
um termo de retardo em f(7') e o modelo pode ser representado pelo seguinte

sistema:

g = rT — kTE — bT?
dt

iE T(t — 1) E (4.4)
@ Piyrae—oe TCirE

Temos dois objetivos ao introduzirmos termos de retardo no sistema. Um deles
é tornar o modelo mais proximo da realidade, desde que, no momento da infeccao as
células do sistema imune nao sao produzidas instantaneamente, assim o retardo sim-

boliza o atraso efetivo entre o momento da infeccao e o momento em que as células
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do sistema imune sao realmente produzidas. Outrossim, a introdugao do retardo pode
acarretar em comportamentos observados clinicamente e experimentalmente, tais como:
solucoes periddicas e eventualmente solucoes cadticas. Alguns autores obtiveram com-
portamento caético com a introdugao de termos de retardo. Em [15] e [45] encontramos
variantes do modelo de Mayer, onde os mecanismos de retardo sao introduzidos no mo-
delo. Como Mayer e outros apontaram, o modelo nao pode descrever comportamento
irregular ou cadtico. Assim, em [15], analizam-se os efeitos do mecanismo de retardo
suficiente para introduzir um comportamento cadtico no modelo de Mayer. A razao
para a procura de caos em modelos é bem satisfatéria, desde que, dados de séries tem-
porais do estado imune mostram comportamentos irregulares, sugerindo caos, como
podemos ver, por exemplo, em [13], dados que mostram o nimero de células NK ver-
sus o tamanho do tumor durante um processo metaestatico de fibrosarcoma. Outros
autores analisaram o modelo proposto por Nowak [11] introduzindo mecanismos de
retardo, obtendo, com isso, o comportamento cadtico [16]. Neste ultimo, os autores
introduziram uma varidvel z, que representa a evolucao temporal das células CTL. A
taxa de variagao dos CTL’s é dada por uma equagao diferencial nao-linear retardada
da seguinte forma cy(t — 7)z(t — 7) — bz. Neste modelo quadrimensional, a introdugao
do retardo faz com que as solucgoes estacionarias tornem-se instaveis e induz uma série

de bifurcagoes ao caos para valores de retardo suficientemente grande.

4.2 Alguns resultados analiticos

Nos analisamos os trés casos descritos na secao anterior, apresentando alguns
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resultados analiticos. Muitos modelos com elevadas dimensoes estao presentes na lite-
ratura. Como exemplo, temos a dinamica de interagao entre o sistema imune e o virus
HIV [7], assim como a dinamica entre virus, células CTL e anticorpos [46]. Alguns
destes modelos sao eficientes em mostrar comportamentos complexos observados em
dados reais, entretanto, existem algumas dificuldades inerentes a eles, como a estimacao
de parametros e o significado de diversos termos de interacao nao-linear considerados.
A despeito da simplicidade dos modelos que estamos analisando, eles sao capazes de
mostrar alguns dos comportamentos imunoldgicos observados. A vantagem em se ana-
lisar esses modelos mais simples encontra-se no fato de podermos extrair resultados

analiticos como fazemos nesta secao.

4.2.1 Caso 1

Os pontos fixos do sistema (4.2) sao dados por:

(1) O ponto fixo trivial (77, E5) = (0,0). Este é considerado pelos imunologistas como

estado virgem.

(2) (T, E3) = (0,s—1), também chamado pelos imunologistas de estado imune. Este
estado estacionario é atingido quando uma dada infeccao é extinta pela acao
do sistema imune e as células criadas para combater o microrganismo invasor
continuam ativas, ou seja, prontas para um novo ataque contra microrganismos
da mesma espécie. Como acontece, por exemplo, no caso do virus da influenza,
em que a resposta dos anticorpos a hemaglutinina e a neuraminidase da influenza

atinge um pico varios dias apds a infeccao e declina nos proximos seis meses; a
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seguir, os niveis de anticorpos permanecem num platé por varios anos. Assim,

s — 1 representa a concentracao destas células especificas.

r(r—Fk(s—1)) r . s
3) (I3, E3) = ,— | é o terceiro ponto de equilibrio. Este
(3) (75, E5) <pk(k+r)—r2+k:r(s—1) k P 4
estado é caracterizado pela coexisténcia de alvos e células do sistema imune. E
também chamado pelos imunologistas estado de tolerancia ou estado de doenca

cronica. Hepatite B e Salmonella sao exemplos de doencas que apresentam esta

forma de comportamento.

Como T e E sao medidos em concentracoes, nao faz sentido termos valores
negativos de tais quantidades. Por isso, estamos interessados apenas em pontos fixos
positivos. O segundo ponto fixo (T3, E3) existe (é positivo) somente se s—1 > 0. Como
r e k sao constantes positivas, entao Ej > 0. Para que o terceiro ponto de equilibrio

exista é necessdrio saber se T3 > 0. Podemos mostrar que esta condigao é satisfeita

r r r r
se ->s—1lep> (——3—1).Ocaso—<s—1néoévé1ido, 0is assim
k Py e k P
terfamos p < 0 e p é uma constante positiva.

Para analisarmos a estabilidade dos trés pontos de equilibrio, precisamos en-

contrar a matriz jacobiana do sistema (4.2) com 7 = 0 (mais adiante analisamos a

estabilidade para qualquer valor do retardo). Esta é dada por:

g_; g_g v — kE* kT
J = b D0 | = ) 1 ) 1 » (4.5)

Para o primeiro ponto de equilibrio temos:

Ji =
p s—1
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cujos autovalores sao r e s — 1. Como r > 0 o ponto de equilibrio é instavel. O trago e
o determinante de J; sdo dados, respectivamente, por A =r(s—1)eT =7+ (s —1).
Se s — 1 < 0 temos um ponto de sela (instavel) e se s — 1 > 0 temos um né instavel.

Para o segundo ponto fixo a matriz jacobiana é dada por:

r—k(s—1) 0
Jy =
P -—1

s
. . —(s—1) L T

cujos autovalores sao r—k(s—1) e — Portanto, (T3, E5) é instavel se 7> (s—1)
e estdvel, caso contrario. Suponha que (75, E5) é estavel e considere uma infecgao inicial
(T # 0,0), onde nao temos nenhuma célula imune especifica. Conforme o tempo passa o
sistema ird evoluir para o estado imune (0, s—1). Isto corresponde na imunologia a uma
infeccao primaria com subseqiiente vitéria do sistema imune, ou seja, o microrganismo
invasor é erradicado. Uma infecgao secundéria (7" # 0,s — 1) evolui para o mesmo
equilibrio, s6 que desta vez temos uma resposta mais eficiente e muito mais rapida.
Numa reinfeccao, pode acontecer de o paciente nao perceber a doenca, como no caso
da rubéola [13]. Um outro exemplo no nosso cotidiano é que muitos de nés fomos
expostos pela primeira vez ao virus varicela-zoster durante a infancia e ficamos com
varicela. Depois desta primeira exposi¢ao, tornamo-nos resistentes a varicela, de modo

que qualquer exposi¢ao subseqiiente a este virus nao resulta mais em doenga [37].

A matriz jacobiana para o terceiro ponto de equilibrio é dada por:

0 —kT3
Ty = 1 , 1
sk -1
Paxoye: ™ o +ke
. N ) pkTy
onde o determinante e o traco sao dados, respectivamente, por A\ = m el =
3
/{32
(17]{;)2 —1. O determinante é sempre maior que zero, pois 753 > 0. Logo, a estabilidade
,
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do ponto fixo depende apenas do sinal do trago (ver se¢ao 1.9.2). Se s < (r/k+1)? o
ponto de equilibrio é estavel, caso contrario, i.e., s > (r/k + 1)? ele é instavel.

Agora, vamos analisar a estabilidade dos pontos fixos do sistema (4.2), conside-
rando, desta vez, o termo de retardo diferente de zero. Note que existem termos com

retardo 71 = 0 (sem retardo) e 75 = 7. Os termos f; sao iguais a:

, 1
) 1 2
: =rT —KTFE =sF—+ — F
fi {fi=r , fi=s 1+ E
1

i 1 2
: =0 =pl——
f2 {fz ) fz p 17

A matriz jacobiana é, entao, dada por:

J = ZAje_)‘Tj = Aje N 4 Age 7

j=1
- ol OF ol OF
L 0T OF ol OF

—AT

r—kE* —kT™ 0 0

S S
?1+Eﬂ2 pﬂ+Tﬂ20

—AT

r—kE* —kT™
) ) (4.6)
pie—)\ﬂ' g
| (14 T%)? (14 E*)?
Para (17, EY) temos:

= J

r 0
Ji =
pe ™ s —1
cujos autovalores sdo 0s mesmos que para o caso sem retardo. Logo, (17, EY) é instéavel

V7. De maneira analoga, nés podemos mostrar que o segundo ponto de equilibrio tem

sua estabilidade inalterada Vr.
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Para (T3, EY), a matriz jacobiana com retardo é dada por:

0 — kT
Jg - 1

1
AT ]{727 o 1
p(l +T§)2e § (r + k)2

cuja equagao caracteristica pode ser obtida da seguinte forma:

-\ —kT}
det[Js — \I| = 1 . — 0
AT 2 - o
p(1+T§)2e g (r+ k)2 L=A
= AN kAt ke =0 (4.7)
onde:
sk?
F (r+k)? (4.8)
b — pkT3
2T (+1y)?
rp[r/k — (s = D][pk(k +7) —rk(r/k — (s — 1))]
: CEDLE (49)

Para analisarmos a estabilidade do terceiro ponto fixo, para um valor qualquer
do retardo, necessitamos do teorema 1 descrito na segao (1.12). Construindo as

fungdes polinomiais P(\) e Q(X) conforme o teorema 1 citado obtemos:

PO) = Mk
Q) = ko
Vamos verificar se P(\) e Q(\) satisfazem as condi¢oes do teorema 1.

(i) As raizes de P()) sao dadas por A =0 e A = k;. Para todo A, Q(\) = 0 se ky = 0.

Portanto as duas fungoes nao tém zeros imaginarios em comum.
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(ii)
P(—iy) = (—iy)? — ki(—iy) = —y* + iyk; ;

P(iy) = (iy)* — k1(iy) = —y* — iyks ;

= P(-iy) = —y* — iyky = P(iy)
Do mesmo modo m = ky = Q(iy). Logo a segunda condigao esta satisfeita!
(iii) P(0) +Q(0) = k2 # 0.
(iv) Para 7 =0 (4.7) torna-se:

N —FkA+k=0

by & /KF — ks

5 . Assim, temos no maximo um

cujas raizes sao dadas por A\; o =

numero finito de raizes.

(v) Asraizes de F(y) = ||P(iy)]]* — ||Q(iy)]]* sao dadas por:

-k 1 )

Para sabermos se estamos no caso a ou b do teorema 1, basta verificarmos, se

F(y) = 0, tem pelo menos uma raiz positiva. Se nao tivermos nenhuma raiz positiva
estamos no caso a. Mas, podemos ver que F'(y) = 0 tem ao menos uma raiz positiva e

que esta raiz é simples. Esta é dada por:

/{?2
y = 51 —1+ /1 +4k3/k} (4.10)

—_——
>1

Portanto, este é o caso b do teorema 1. Como em 7 = 0, o terceiro ponto de

equilibrio é estével, isto significa que existe um nimero positivo 7%, tal que, (75, E}) é
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instavel para todo 7 > 7*. Na realidade, acima deste retardo critico, ocorrem oscilacoes
peridédicas nas concentracoes dos organismos presentes no processo em questao, em
torno do equilibrio instavel. Essa espécie de comportamento é geralmente observada em
doengas como herpes simples e maldria. Para encontramos o valor do retardo critico,
onde acontece essa bifurcacao, ou seja, onde o ponto de equilibrio estavel torna-se
instdavel, suponha que A = u + iw seja a solu¢do mais geral de (4.7). A estabilidade
do ponto de equilibrio esta conexo ao sinal da parte real do autovalor. Assim, quando
u < 0, o ponto de equilibrio é estavel, sendo instavel se u > 0. Entao, em u = 0 é onde

acontece o ponto de bifurcagao. Substituindo A\ = iw em (4.7) obtemos:

—w? 4 ky cos(wr*) — ikyw — ikysin(wt) =0

= cos(wt*) = w?/ky e sin(wr) = —kyw/ky

Usando a relacio sin? z + cos? z = 1 obtemos:

—k? 1
w=+ Tl 5Mk§*+4k§ (4.11)

e o retardo critico pode ser obtido pela seguinte expressao:

1 —k
7 = = arctan —— (4.12)
w w

4.2.2 Caso 2

Os pontos de equilibrio para o sistema (4.3) s@o os mesmos que aqueles do
sistema (4.2). Podemos mostrar também que a estabilidade de cada ponto fixo é a
mesma em 7 = 0. O primeiro ponto de equilibrio, i.e., o estado virgem ¢ instavel V7.

Para 7 > 0, o ponto de equilibrio (73, Ej) precisa ser analisado usando como auxilio
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o teorema 1 supracitado. Podemos verificar, que o segundo ponto de equilibrio recai
no caso a do teorema 1. Pontanto, a estabilidade de (75, £3) ndo muda V7. A matriz

jacobiana para o sistema (4.3) é dada por:

r—kE* —kT*
J = 1 . seAT 1
e —_—
p(l + T)? (14 E*)?

em 7 =0, (15, £3) ¢é estavel. Para 7 > 0, considere a seguinte equacao caracteristica:

-\ —kTy
det [Jg — )\[] = 1 N ) 1 ) =0

pme sk me —1-A

= AN+ (b —ks))e M =0 (4.13)
onde:

ks = ﬁ (4.14)

_ rplr/k— (s = D]lpk(k +r) —rk(r/k — (s — 1))]
= B+ hP (419)

Note que k3 — 1 = ky e ky = ko. As fungdes polinomiais P(\) e Q(\), neste caso, sao

dadas por:

PN = XN+

Q) = ki—ksA

Podemos verificar, de maneira andloga ao que fizemos acima, que P(\) e Q()),
satisfazem as cinco condic¢oes do teorema 1. Seguindo os mesmos passos da subsecao

anterior, podemos chegar ao seguinte valor para o retardo critico:

*

75 = — arctan

- (4.16)

k’4 — k’ng
w(k3 + k4)
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4.2.3 Caso 3

Neste terceiro caso nés analisamos o modelo descrito pelo sistema de equagoes

m (4.4). Os dois primeiros pontos fixos do sistema sao similares aos dos casos anteri-
ores, a saber: (17, E}) = (0,0) e (T3, E3) = (0,s — 1). Os outros pontos de equilibrio
nods iremos calcular numericamente na préxima se¢ao. Linearizando o sistema (4.4), o

que equivale a obter a matriz jacobiana, obtemos:

r—kE* —2bT™ —kT™
ey 0y

Podemos mostrar, com auxilio da matriz (4.17), que (T}, EY) = (0,0) é um
ponto de sela se s —1 < 0 e um no instavel se s — 1 > 0. Além do mais, o segundo
ponto de equilibrio ¢é instavel se % > (s — 1) e estavel, caso contrario. Note que a
estabilidade para os dois primeiros pontos fixos é a mesma que a dos casos anteriores.

Agora, vamos encontrar a matriz jacobiana considerando o retardo. Note que

existem termos com retardo 7 =0 e 5 = 7. Os termos f; sao dados por:

i sk

fi {ff:rT—kTE—bT2,ff:1+E—E
i 1 _ 2 pT

f2 . {f2_07f2_1+T2
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logo, temos:
r—kE* —2bT* —kT™ 0 0 R
J = 0 S . + p(l _ T*2) e

I (1+E*)? (1+T%%)2

r—kE* —2bT" —kT™
:> J - p(l _ T*Q) e s 1 (418)

76 _— —

| (1+T%%)? 1+E9)?> |

Podemos mostrar que (77, EY) e (Ty, E5) permanecem com sua estabilidade
inalterada V7. Para os outros pontos de equilibrio, podemos fazer uma analise geral

da estabilidade. Para isto considere a seguinte equacao caracteristica:

r— kE* — 26T — A —kT"
detl/ =M= ey 0 s | T
A N (0
= N4+ BA+C+DeM=0 19
onde:
. L
B = —r+kE*+2T T 5P +1 (4.20)
* * # —
C = (r—kE"—2bT7) l(l oo 1} (4.21)
(1 o T*2)
oo (1-T) 422
Ty -

Fazendo P(\) = A2+ BA + C e Q(\) = D, podemos mostrar que essas duas
fungdes satisfazem as cinco condig¢oes do teorema 1 da secao (1.12). Além do mais,
construindo a fungao F(y), conforme o teorema 1, obtemos os seguintes valores para

as raizes:

(4.23)

y:j:\/<2C_B2)j:\/<Bz_20)2+4(D2—C2))
2
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que pode recair no caso a ou no caso b do teorema 1, dependendo dos valores de B,
C e D. Se tivermos o caso b, sabemos que existe um valor de retardo para o qual o
ponto de equilibrio troca de estabilidade. Podemos calcular o valor de 7* procedendo
conforme fizemos para os casos anteriores. Portanto, o valor do 7* é dado por:

arctan ( Buw )
T
2 _
= w = ¢ (4.24)

w

onde:

(4.25)

w = i\/(QC — B?) +/(B? —20)? +- 4(D? - C?))
2

4.3 Resultados numéricos

Para resolvermos numericamente os sistemas (4.2), (4.3) e (4.4) nés utilizamos
uma versdo modificada do método de Runge-Kutta descrito na secao (1.11). Aqui,
chamamos versao modificada, por considerarmos termos de retardo nao considerados
originalmente no método.

Vale salientar que a unidade temporal que utilizamos em todos os resultados
deste trabalho ¢ dada em dias. T"e E sao medidos como a concentracao de determinados
microrganismos e de células do sistema imune, respectivamente. Ao mencionarmos o

termo populacao estaremos nos referindo a concentragao.

4.3.1 Casos 1le 2
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A estabilidade dos pontos fixos dependem exclusivamente dos valores dos parametros
r, k, p e s. Para o conjunto de parametros (r, k,p,s = 0.15,0.1,0.7,2), por exemplo,
a classificacao da estabilidade dos trés pontos de equilibrio sao, respectivamente: né
instavel, ponto de sela, que é instavel e né estavel.

Os modelos que analisamos sao capazes de reproduzir varios comportamentos
observados clinicamente e experimentalmente. Na figura (4.1) mostramos trés niveis de
infec¢oes distintos, onde o sistema imune consegue erradicar o microrganismo invasor.
Assim, as trajetérias que iniciam de um estado inicial (7;,0) i = 1,2, 3 evoluem para o
estado (0, E* = s — 1). Como vimos na se¢ao anterior, para que (75, E5) = (0,s — 1)
seja estavel é necesséario que r/k < s —1. Visto que o conjunto de parametros utilizado
para plotar a figura (4.1) é dado por (r,k,p,s = 0.5,1,0.35,1.75), isto implica que o
segundo ponto de equilibrio é estavel, pois r/k = 0.5 < s — 1 = 0.75. Numa segunda
infeccao o sistema imune consegue erradicar os microrganismos com mais rapidez e

eficdcia (ver figura 4.2).

Figura 4.1: Trajetérias no espago de fases correspondente a trés infeccoes diferentes. Note que o
sistema evolui para um mesmo estado estaciondrio (0, E*). Valores dos parametros usados: r, k,p, s =

0.5,1,0.35,1.75 e 71 = 7 72 = 0. Caso 1.
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Concentracdo
2
T
!

Figura 4.2: Resposta primaria e secunddria no espago de fases. Valores de parametros utilizados:

r.k,p,s =0.5,1,0.35,1.75. Caso 1.

08 — 08

04 . L

15 2 [ 05 1 15 2 25 3

el
4

Figura 4.3: Retratos de fases tipicos de E versus T para 7 = 2.6 (a) e 7 = 2.8 (b). Conjunto de

parametros utilizados: 7, k,p,s = 0.5,1,0.35,1.75. Caso 2.

Em alguns casos, quando o sistema apresenta uma resposta retardada, o ponto
de equilibrio muda de estabilidade ao aumentarmos o valor do retardo. Nestes casos,
existe um valor 7*, onde acontece uma bifurcacao do tipo Hopf, ou seja, o ponto de
equilibrio do sistema deixa de ser estavel e passa a apresentar oscilacoes periddicas re-
velando um ciclo-limite. Nés computamos os valores do retardo critico, onde acontece
este tipo de bifurcagao, usando como auxilio as equagoes (4.12) e (4.16). Com o con-

junto de parametros r, k,p, s = 1,1,1.5,0.75, o retardo critico para o caso 1 é dado por
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Figura 4.4: Amplitude de oscilacio da populagao T versus o tempo de retardo. N6és podemos
observar que abaixo de um valor caracteristico de 7 as amplitudes de oscilagao sao nulas, indicando
que nenhuma oscilagao esta presente neste intervalo. Valores dos parametros utilizados: 7, k,p,s =

1,1,1.5,0.75. Caso 2.

10°

Figura 4.5: a) Comportamento das amplitudes de oscilacio na vizinhanca do ponto de bifurcacao.
Os dados sugerem uma lei de poténcia da forma A(E) « (1 — 7*)?, com 8 = 1/2. b) Evolugio
temporal das amplitudes de oscilagao no ponto de birfucacao. Podemos ver que hd um amortecimento
nas oscilagdes com o tempo que decai com uma lei de poténcia descrita por A(E) oc t~%, com ¢ = 1/2.

Conjunto de parametros utilizados: r, k,p,s =1,1,1.5,0.75. Caso 1.

7" = 2.763 e para o caso 2 7" = 3.02. Na figura (4.3), nés mostramos dois retratos de
fases da populacao de células do sistema imune versus a populagao de alvos para dois
valores de retardos. No caso onde 7 < 7%, o sistema evolui para o ponto de equilibrio

(T35, E5) = (0.714,1). Ja para 7 > 7%, observamos um ciclo-limite.
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Para comprovarmos o valor do retardo critico, para o qual acontece a troca de
estabilidade, nés computamos as amplitudes de oscilagoes de T em fungao de 7 (4.4),
apdés um transiente inicial. No ponto critico, a amplitude de oscilacao anula-se com
uma lei de poténcia A(T) o (1 — 7*)% (4.5(a)). As oscilagoes no ponto de bifurcagao
decaem com A(T) o t=¢ (4.5(b)). B = ¢ = 1/2 sdo os valores estimados para os
expoentes criticos.

Com o aumento do retardo vao surgindo padroes de oscilagao cada vez mais
complicados devido a emergéncia de uma série de bifurcagdes. Na figura (4.6), nés
computamos uma série de evolugoes temporais para a populagao de células do sistema
imune E, mostrando alguns padroes de oscilagoes. Na (4.7) mostramos um grafico de
E e em funcao de 7. Nao obstante obtermos a dinamica para um valor de 7 conside-

ravelmente grande, s6 conseguimos observar janelas de comportamento periodico.

Figura 4.6: Evolugoes assintéticas para a populagao de células do sistema imune E para (a) 7 = 10
e (b) 7 = 50. Podemos notar que padroes de oscilagoes complicados surgem, mas nenhum compor-
tamento caotico é observado. Valores dos parametros utilizados: r,k,p,s,b = 1,1,1.5,0.75. Caso

2.

O tempo de retardo critico depende exclusivamente dos valores dos parametros

(r, k,p, s), conforme a equagao (4.12). Variando um dos parametros, o valor do retardo
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Figura 4.7: Maximos locais de E versus 7. Podemos observar uma série de bifurcagoes conduzindo a
janelas de comportamento periédico. Nenhuma janela de comportamento cadtico é observada mesmo

para um valor de 7 = 400. Valores dos parametros utilizados: r, k,p,s,b=1,1,1.5,0.75. Caso 2.

critico também apresenta um comportamento tipo lei de poténcia. Na figura (4.8)

é

observamos uma lei de poténcia 7" & r~°, com ¢ = 1, quando r varia.

10°F

Figura 4.8: Comportamento de 7* para r variando. Observamos uma lei de poténcia 7* o< r~9, com
p p p

o expoente critico 6 = 1. Valores dos parametros utilizados: k,p,s = 2,2,1.25. Caso 1.

4.3.2 Caso 3

Considere o seguinte conjunto de parametros (r, k,p,s,b) = (3,2,2,1.25,0.3).

Este conjunto é utilizado para obter todas as figuras deste terceiro caso. Conforme
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vimos, o estado virgem (0,0) e o estado imune (0, s — 1 = 0.25) sao alguns dos pontos
de equilibrio existentes para o sistema (4.4), que s@o, por sua vez, instaveis. Podemos
mostrar que, o unico ponto fixo estavel é o ponto interior positivo (0.40933,1.4386).
O trago e o determinante da matriz jacobiana (4.17) determinam a estabilidade do
ponto fixo. Com o conjunto de parametros acima podemos mostrar que 17" < 0, A > 0
e T? — 4/ < 0. Assim, o ponto interior positivo é um foco estdvel. A figura (4.9)
mostra um retrato de fases tipico onde uma infecgao inicial 7'(0) = 0.1, £(0) = 0 evolui
para o estado de equilibrio (0.40933,1.4386), confirmando a estabilidade deste ponto

de equilibrio.

Figura 4.9: Retrato de fases tipico, mostrando a evolugao de um estado inicial (0.1,0), que representa
uma dada infec¢ao, ao estado de equilibrio (0.40933,1.4386). Note que a concentragdo da populagao
de alvos aumenta até um dado valor, mas é controlada pelo sistema imune, ficando estacionaria num

estado de doenca cronica.

Acima de um determinado valor do retardo, a estabilidade do ponto fixo in-
terior pode mudar, tornando-se instavel. Essa troca de estabilidade, porém, s6 po-
derd acontecer se estivermos no caso b do teorema 1. Para que isto acontega é
suficientemente necessirio termos pelo menos uma raiz positiva simples em (4.23).

Sendo assim, podemos concluir que ha a troca de estabilidade, pois ao substituir
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(r,k,p,s,b) = (3,2,2,1.25,0.3) em (4.23) obtemos uma raiz positiva simples. Nds
calculamos numericamente o valor para o qual acontece a troca de estabilidade usando
como auxilio a equagao (4.24), obtendo o valor 7* = 1.0456 para o retardo critico. Para
T < 7" o sistema apresenta oscilacoes amortecidas para o equilibrio estdavel, conforme
vemos na figura 4.9. Se, por outro lado, tivermos 7 > 7*, oscilacoes sustentaveis sao
observadas. Na figura 4.10 (4.11) nés mostramos trajetérias tipicas para a populacdo
T (E) para T < 7" e 7 > 7*. Estas oscilagbes periédicas regulares ocasionadas pelo
termo de retardo podem ser vantajosas para o sistema imune, desde que o valor da
concentragao de T tem um valor minimo neste regime periédico que é menor do que o
valor de equilibrio da solugao estacionaria, podendo haver uma utilizagao de outros me-
canismos para a eliminacao da infeccao durante esses periodos de baixas concentracoes

de T. Encontramos um resultado similar em [16].

25 T T T T 0.8

0.6 i

0.4 H

. I . | . I . I . | . I .
00 50 100 150 200 02 50 100 150 200

Figura 4.10: Evolugao temporal da populacio alvo para uma resposta instantdnea 7 = 0 (a) e
para uma resposta retardada 7 = 1.1 (b). Note que, para um valor de retardo menor que o critico o
sistema evolui para o equilibrio. Por outro lado, para 7 > 7* o retardo controla o amortecimento das

oscilagoes e o sistema evolui para um ciclo limite.

Para comprovar o tempo de retardo critico para o qual temos uma bifurcacao

do tipo hopf, nés computamos as amplitudes das oscilagoes de E' em funcao do tempo
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Figura 4.11: Evolugao temporal da populacio de células do sistema imune para uma resposta

instantdnea 7 = 0 (a) e para uma resposta retardada 7 = 1.1.
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Figura 4.12: Amplitude de oscilacio da populagao E versus o tempo de retardo. Nés podemos
observar que abaixo de um valor caracteristico de 7 as amplitudes de oscilagao sao nulas, indicando
que nenhuma oscilacdo estd presente neste intervalo. Para um 7 dentro do intervalo [1.044,1.046)
acontece uma bifurcagdo. Acima deste valor de retardo o ponto de equilibrio deixa de ser estavel e o

sistema passa a apresentar oscilagoes periddicas.

de retardo (4.12), apés um transiente. No ponto critico, a amplitude anula-se com uma
lei de poténcia A(E) o< (7 —7*)7 (4.13(a)). Também computamos o amortecimento das
oscilagdes no ponto de bifurcacao que decai com a seguinte lei de poténcia A(E) oc t=¢
(4.13(b)). Os valores dos expoentes criticos sao estimados como sendo § = ¢ = 1/2.

Conforme o tempo de retardo aumenta, podemos observar que uma sucessao de
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Figura 4.13: a) Comportamento das amplitudes de oscilagdao na vizinhanga do ponto de bifurcacao.
Os dados sugerem uma lei de poténcia da forma A(E) « (1 — 7*)?, com 8 = 1/2. b) Evolugio
temporal das amplitudes de oscilagao no ponto de birfucagao. Podemos ver que hd um amortecimento

nas oscilagdes com o tempo que decai com uma lei de poténcia descrita por A(E) oc t~%, com ¢ = 1/2.

bifurcacoes emergem, resultando em padroes de oscilagoes cada vez mais complexos.
Na figura (4.14), nés computamos uma série de evolucoes temporais para a populagao
de agentes infecciosos 1. Para valores do retardo suficientemente grandes observamos
uma série de bifurcacoes dirigindo ao comportamento cadtico. A rota para caos pode
ser melhor observada através da figura (4.15) onde plotamos T,,,, em fungao de 7. Na
figura (4.16) verificamos, para a mesma seqiiéncia de retardos da figura (4.14), vérios
retratos de fases mostrando o surgimento do caos.

E importante enfatizar que os resultados obtidos para a populacao de células do
sistema imune é similar aos resultados obtidos para a populagao alvo. Como exemplo,
considere a figura (4.17) onde plotamos FE,,,, versus o tempo de retardo. Assim, o
comportamento cadtico é observado para ambas quantidades presentes no processo em

questao, a saber: alvos e células do sistema imune.
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Figura 4.14: Evolugoes assintéticas para a populagao de agentes infecciosos T para (a) 7 = 3, (b)
7=4.7,(c) T =6e (d) 7 = 16. Note que, para os trés primeiros valores de retardos muitas bifurcagoes

emergem resultando em formas complexas de oscilagoes, contudo o comportamento caético é exibido

para 7 = 16 (d).

Figura 4.15: Méximos locais de T versus o tempo de retardo. Podemos observar uma sucessio de

bifurcagoes conduzindo ao caos, onde janelas de comportamento cadtico sao identificadas.
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Figura 4.16: Concentragao de células do sistema imune versus concentragao de alvos. (a) 7 = 3, (b)

T=4.7,(c) T=6¢ (d) T = 16.

E_max
.
T

05

Figura 4.17: Maximos locais de E versus 7. Podemos observar uma série de bifurcagoes conduzindo
ao caos. Podemos identificar janelas de comportamento periédico e cadtico em determinados intervalos

de 7.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho analisamos alguns modelos que consistem na interagao do sistema
imune, caracterizado por células especificas como: linfécitos T, células NK e outras,
com uma populacao de agentes infecciosos, descritos por um sistema de duas equagoes
diferenciais nao-lineares. A despeito da simplicidade dos modelos conseguimos observar
diversos fenomenos imunoldgicos apresentados em muitas doencas, tais como, oscilacoes
peridédicas nas concentragéos dos organismos envolvidos no processo em questao e a
dinamica cadtica, desde que, dados de séries temporais do estado imune apontam um
comportamento irregular.

Treés casos foram abordados no decorrer deste trabalho. Para cada caso calcula-
mos os pontos de equilibrio, que sao as solugoes estacionarias do sistema. Mostramos
que o primeiro ponto fixo, a saber, o estado virgem, é sempre instavel, pois uma pe-
quena perturbacgao na condigao inicial, dependendo do conjunto de parametros tomado,
fez o sistema evoluir, ou para um estado onde o sistema imune consegue erradicar a
infeccao, chamado estado imune, ou para um estado de doenca cronica, onde as duas

populacoes coexistem. Verificamos que, com a introducao de mecanismos de retardo
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nos modelos, o sistema passou a apresentar oscilacoes peridédicas sustentaveis acima
de um dado valor do retardo. Além do mais, nés caracterizamos o comportamento do
sistema na vizinhanca do ponto de bifurcacao obtendo o expoente critico. No ponto de
bifurcacao as amplitudes de oscilagoes decaem com o tempo seguindo uma determinada
lei de poténcia. Conforme o aumento do retardo, observamos que padroes de oscilacoes
cada vez mais complexos surgiram devido a emergéncia de uma série de bifurcagoes. Ja-
nelas de comportamento periddico foram observadas nos trés casos analisados. Porém,
o comportamento cadtico sé foi verificado no terceiro caso. Logo, a introdugao do
termo referente a capacidade de suporte do sistema no modelo de Mayer foi de suma
importancia para a obtencao de caos. Uma leve variagao na condigao inicial acarretou
em grandes variagoes nas solugéos assintéticas, indicando uma forte sensibilidade as
condigbes iniciais, que é uma caracteristica fundamental em sistemas cadticos.

Outros modelos podem ser analisados da mesma maneira que fizemos. Parte
dos resultados obtidos aqui foram submetidos as revistas: Chaos, Solitions and Frac-
tals com o titulo Critical bifurcations and chaos in a delayed nonlinear model for the
immune response e a Brazilian Journal of Physics com o titulo Critical behavior of the

delay induced chaos transition in a nonlinear model for the immune response.
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