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RESUMO

Nesta tese, usamos simulagoes de Monte Carlo nas nossas pesquisas para investigarmos
as transicoes de fase continuas de nao-equilibrio em modelos com processos de difusao,
ramificacao e aniquilacao. Inicialmente, consideramos um modelo de ramificagdo e ani-
quilacao de caminhantes aleatoérios, com conservagao da paridade de difusao de longo
alcance. Obtivemos o conjunto de expoentes criticos dindmicos associados ao crescimento
do ntimero de particulas e suas flutuacoes, bem como a relacao do momento. Os parame-
tros de controle sao a probabilidade de difusao p e o expoente de Lévy «, esse parametro
controla o alcance do voo de Lévy. Os resultados mostraram trés regimes, em funcao de
a: em a < 5/2; a ramificagdo infinitesimal leva a um crescimento explosivo do nimero
de particulas (uma transi¢ao de fase dindmica ocorre para a > 5/2); para a > 7/2 o
regime de curto alcance ¢ atingido; no regime intermediario (3/2 < a < 7/2) os expontes
variam continuamente. Além disso, estudamos a dinamica de processos de ramificacao e
aniquilagao com interagoes de longo alcance. Neste caso, particulas estaticas geram um
descendente e se aniquilam apds o contato. A distancia de ramificagao deve seguir uma
distribuicao de lei de poténcia tipo Lévy. Analisamos o comportamento do niimero médio
de particulas e suas flutuagoes em fungao do parametro que controla o alcance do processo
de ramificacao. Nossos resultados mostram que o expoente associado com a flutuacao do
ntmero de particulas varia continuamente se o < 4. Enquanto o expoente associado com
o numero de particulas passa a variar para a < 3. Relatamos distribui¢oes de valores
extremos, Frechet (em o = 3) e Gumbell (para 2 < a < 3). Em a > 3, distribui¢oes

gaussianas foram observadas.

Palavras-chave: Transicao de fase; expoentes criticos; voos de Lévy.



ABSTRACT

In the present in the present work we investigate continuous phase transitions of non-
equilibrium in models with diffusion, branching and annihilation processes. Initially, we
consider a parity conserving model of branching and annihilating random walkers with
long-range diffusion. We obtained the set of critical exponents associated to the growth
in the number particles and its fluctuations, as well as the second- order moment ratio.
Diffusion and branching processes are controlled by a diffusion probability p and the flight
distance follows a Lévy distribution with exponent «. Three regimes were identified, in
function of the Lévy exponent a: for a < 5/2 infinitesimal branching is relevant and
leads to an explosive growth of the particle number (a phase transition takes place for
a > 5/2); short-range power-law scaling occurs for o > 7/2; in the intermediate regime
(3/2 < a < 7/2), continuously varying exponents. In another contribution, we study the
dynamics of the branching and annihilating process with long-range interactions. Static
particles generate an offspring and annihilate upon contact. The branching distance
is supposed to follow a Lévy-like power law distribution. We analyze the long term
behavior of the mean particles number and its fluctuations as a function of the parameter
« that controls the range of the branching process. We show that the dynamic exponent
associated with the particle number fluctuations varies continuously for o < 4, while the
particle number exponent only changes for a < 3. We report extreme value distributions,
Frechet ( for a = 3) e Gumbell (for 2 < o < 3). For a > 3, Gaussian distributions were

observed. We use Monte Carlo simulations.

Keywords: Phase transition; critical exponents; Lévy flights.
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Capitulo 1

Introducao

A difusao é um processo natural que ocorre em diversas situagoes cotidianas. Como
exemplo, podemos citar os gases emitidos em processos industriais ou escapamentos dos
carros. ApoOs a emissao, estes gases se espalham pelo ar atmosférico e depois de um tempo
nao se pode mais distingui-los, visto que ocorreu a difusdo pelo ar [1]. Difusdo pode ser
entendida como o movimento aleatorio de algo (moléculas, ions, ideias, entre outros) de
uma regiao de maior concentragdo para uma regiao de menor concentragao [2]. Trata-se
de um conceito amplo podendo ser aplicado em areas como fisica, biologia, quimica, entre
outras.

Esse fendomeno, acompanhado de outros processos, influenciam na organizagao de
determinadas substancias ou espécies, podendo ocorrer em reagoes quimicas ou outras
interagoes em sistemas com mais de uma substancia ou espécie. Sao denominados proces-
sos com reacao-difusao aqueles que contemplam a difusao e a interacao entre os reagentes
que compdem o sistema [1]. Em outras palavras, um sistema de reacao-difusao consiste
em uma cole¢ao de particulas (de uma ou varias espécies) movendo-se e interagindo umas
com as outras com probabilidades ou taxas especificas [3].

Particularmente, no contexto de sistemas de nao-equilibrio, isto é, que nao obede-
cem a condicao do balanco detalhado ! e evoluem para estados irreversiveis, as transicoes
de fase continuas entre um estado ativo e um estado absorvente é uma area de grande

interesse da fisica estatistica. Esse tipo de transicao pode ser encontrada em alguns mode-

'Para todo par de estados ¢ e cl, a probabilidade de transicao P,_, /(t) = P, _, (t), isto é, a probabi-

C c —cC
7
lidade de transi¢ao do estado ¢ para ¢ é a mesma do seu inverso.



los de dinamica de populacoes, processos quimicos, a propagacao de uma epidemia, entre
outros, e os processos de reacao e difusao podem auxiliar no conhecimento e descri¢cao
destes sistemas. Isso levou ao interesse dos estudos de sistemas de reagao-difusao, anali-
sados mediante alguns métodos: como técnicas analiticas ou métodos de aproximagao e
simulagao computacional, esse ultimo de particular interesse nesta tese.

Modelos teoricos foram desenvolvidos com o intuito de descrever sistemas com pro-
cessos de reacao e difusao. De modo geral, os &tomos, moléculas ou espécies envolvidas sao
interpretadas como particulas de vérias espécies representadas por A, B, C, etc. O modelo
é especificado pelas posicoes das particulas, podendo expressar como s; = Sg, S1, S2, S3...,
representando o vicuo e as particulas, respectivamente. As principais reagoes possiveis

de ocorrer nestes processos sao:

e As reagoes unitérias - sao transicoes espontaneas de particulas individuais, sendo os

exemplos mais importantes:
) - A (a criacao espontanea de particula),
A — ) (aniquilagao espontanea de particula),
A — 2A (criagao de descendentes),
A — B (transmutagao, uma particula A se transforma em outra particula B),
A — A+ B (criagao induzida de particula),

e As reacOes bindrias - sao as transicoes entre duas particulas que se encontram no

mesmo local ou em locais vizinhos. Os exemplos mais importantes, sao:
2A — () (aniquilagao em pares),
A+ A — A (coagulagdo, duas particulas tornam apenas uma particula),
A+ B — (0 (aniquilagao de duas particulas de espécies distintas),

A+ B — B (adsorcao induzida de particulas).

Instituto de Fisica - UFAL
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Além disso, as particulas podem difundir com certas taxas da mesma maneira
que nos processos mencionados anteriormente. Ressaltamos que podem existir dois tipos
de processos: processos com rea¢ao-limitada sao aqueles com as reagoes dominantes em
relacao a difusao e os processos com difusao-limitada aqueles em que a difusao ¢ bem
mais frequente que as reagoes [4]. Os modelos que tratam da disseminac¢ao de uma do-
enca infecciosa, por exemplo, os locais da rede sao considerados individuos que podem ser
saudaveis ou infectados. Os individuos infectados podem se recuperar (aniquilagao espon-
tanea de particula) sozinhos ou infectar (a criagdo esponténea de particula) os vizinhos
mais proximos. Dependendo da taxa de infeccao, o processo de disseminagao pode sobre-
viver ou evoluir para um estado inativo em que a infec¢ao é completamente eliminada [5].
No limite de tamanhos grandes do sistema, os dois regimes de sobrevivéncia e extingao
sao separados por uma transi¢cao de fase continua, caracterizada por um comportamento
universal e descrita por um conjunto de expoentes criticos. Esses expoentes permitem
que transicoes de fase em diferentes modelos sejam categorizadas em classes de univer-
salidade. A classe de universalidade mais importante que exibe esse tipo de transicao
é a Percolagao Direcionada-PD (no inglés Directed Percolation-DP). Modelos que exi-
bem esse comportamento sao o Processo de Contato-PC (no inglés Contact Process-CP)
e o Processo de Contato em Pares (no inglés Pair Contact Process-PCP) [6], por exem-
plo. Contudo, temos outras classes de universalidade em modelos de nao-equilibrio, por
exemplo, a Conservacao Paridade-CP (no inglés Parity Conserving (PC)) e o Processo
de Contato em Pares com Difusdo-PCPD (no inglés pair-contact process with diffusion -
PCPD).

O processo de contato em pares com difusao é um processo classico de reagao-
difusao que descreve particulas de uma tnica espécie que difundem e reagem entre si apos
o contato [7]. A versdo mais simples do modelo envolve os processos: 24 — 3A (fissao),
2A — () (aniquilagao) e difusdo. O modelo possui uma transigao de fase continua de néao-
equilibrio, caracterizada por dois estados: um estado ativo (descrito por uma densidade
de particulas) ou um estado absorvente (descrito por uma rede vazia ou ocupado por
uma tnica particula difundindo). A fase ativa e a fase absorvente sdo separadas por uma
transigdo de fase continua com um comportamento critico nao-trivial [2, 6]. A difusao
é um processo relevante no modelo, pois na sua auséncia o modelo pertence a classe de

universalidade PD [8, 9]. O modelo apresenta uma nova classe de universalidade e possui
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um comportamento critico instavel [10]. Apesar disso nao ¢é afetado pela paridade, mas
perturbagoes que impedem a difusao de particulas individuais faz com que o sistema
apresente o comportamento da PD [10].

Na linguagem de sistemas de reacao-difusao, a Ramificagao e Aniquilacao de Ca-
minhantes Aleatorios (no inglés Branching and Annihilating Random Walks-BARW') des-
creve a dindmica estocastica de particulas de uma tnica espécie que difundem em uma
rede, ramificam n descendentes e aniquilam apds o contato. Em geral, existe um estado
ativo para uma probabilidade de difusao pequena e a densidade vai desaparecendo con-
tinuamente quando o sistema vai se aproximando da transigao [11, 12]. O namero de
descendentes desempenha um papel crucial na classe de universalidade do modelo, se o
numero de descendentes gerados for impar o comportamento é da PD e se o namero de
descendentes gerados for par o comportamento é da CP [13].

De acordo com a conjectura de Janssen e Grassberger [14], uma das condigdes para
as transigoes de fase continuas para um estado absorvedor em sistemas de reagao-difusao
pertencer a classe de universalidade PD ¢é que as interacoes sejam locais. Porém, em
muitos processos de propagacao realistas, as interacoes de curto alcance nao descrevem
adequadamente o mecanismo de transporte [15]. Essa situagao surge, por exemplo, se uma
doenca infecciosa ¢é transportada por insetos, onde observa-se voos por longas distancias
antes que a proxima infecgao ocorra. Em nivel tedrico, originalmente foi proposto por
Mollison [16, 17] que o agente de espalhamento é transportado por voos de Lévy, e a
adicao de interagoes de longo alcance foi introduzida a fim de descrever de maneira mais
real esse processo. Dessa forma, as interacoes de longo alcance foram incorporadas aos
modelos tedricos de nao-equilibrio, por exemplo, em sistemas de Ramificagao e Aniquilacao
com voos de Lévy (no inglés Branching and annihilating Levy flights) apontando que as
interagoes de longo alcance afetam o comportamento critico do sistema [18, 19]. Em
capitulos posteriores, serao apresentadas uma analise mais detalhada destes sistemas.

O estudo das transigoes de fase de nao-equilibrio é um campo que ainda requer
intensa atividade de pesquisa, pois nao se encontra bem estabelecido os elementos relvan-
tes (a dimensao do sistema e o alcane das insteralgdes, por exemplo) que determinam o
comportamento critico e a classe de universalidade. Desse modo, nesta tese, estudamos
sistemas de nao-equilibrio entre uma fase ativa e uma fase absorvedora que apresentam

uma transi¢ao de fase continua. Especificamente, revisitamos o modelo Ramificacao e
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Aniquilagao de Caminhantes Aleatorios e um sistema puramente de ramificacao e aniqui-
lacao de longo alcance. Estudamos como as interagoes de longo alcance e a conservacao
da paridade afetam a dindmica dos sistemas, caracterizamos os distintos regimes apresen-
tados quando mudangas nas interagoes sao alteradas. Essas pesquisas foram realizadas

numericamente, via simulagoes de Monte Carlo.

1.1 Estrutura da Tese

No presente trabalho, buscamos investigar como a conservacao da paridade e as
interacgoes de longo alcance podem afetar a dindmica de modelos de nao-equilibrio. Reali-
zamos simulacoes em modelos unidimensionais em que estudamos a evolugao temporal do
parametro de ordem e suas flutuagoes para os regimes com interagoes locais e interacoes
de longo alcance. A tese esté organizada da seguinte maneira:

No capitulo 2, trazemos uma breve discussao sobre transicao de fase e alguns
conceitos basicos como parametro de ordem, expoentes criticos, classe de universalidade,
entre outros. Em seguida, descrevemos a classe de universalidade Percolagao Direcionada
e o modelo de Processo de Contato.

A seguir, no capitulo 3, descrevemos o modelo de Ramificagao e Aniquilacao de
Caminhantes Aleatérios e trazemos alguns resultados de pesquisas do modelo. Abordamos
como o processo de ramificacao é crucial na determinagao da classe de universalidade do
modelo. E mostramos resultados da literatura que revelam os efeitos que as interacoes de
longo alcance podem ocasionar nas propriedades criticas do sistema.

No capitulo 4, trazemos nossos resultados para o modelo unidimensional com con-
servacao da paridade na ramificacao e a aniquilacao de caminhantes aleatérios com difusao
de longo alcance. Estudamos o crescimento médio do ntmero de particulas, as suas flutu-
acoes do parametro de ordem e a razao do momento. Obtivemos o conjunto de expoentes
criticos associados com as grandezas estudadas e caracterizamos os regimes de curto al-
cance e longo alcance.

No capitulo 5, abordaremos a dindmica do processo de ramificacao e aniquilacao
com interacoes de longo alcance. Mostramos o comportamento de longo prazo do ntimero
médio de particulas e suas flutuagoes em funcao do alcance das interacoes no processo

de ramificagdo e obtivemos o conjunto de expoentes criticos associados. Mostramos as
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funcoes de distribuigoes associadas, explorando os regimes de flutuacoes gaussianas e
nao-gaussianas, em que a distribuicao do niimero de particulas exibem um cruzamento
do regime Gaussiano para distribuigoes de valores extremos (Frechet e Gumbell).
Finalmente, no capitulo 6, mostramos uma sintese dos nossos principais resultados,
apresentamos brevemente algumas ideias de possiveis de extensoes dos trabalhos aqui
apresentados, como também perspectivas para novos trabalhos. Os artigos publicados,

resultados desta tese, se encontram nos anexos.
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Capitulo 2

Transicao de Fase e Fendmenos Criticos

2.1 Introducao

Na natureza, a matéria composta por &tomos e moléculas pode apresentar distintos
niveis de organizacao. E essa diversidade é responsavel pelas diferentes propriedades fisicas
apresentadas pelos materiais nas fases gasosa, liquida e sélida, por exemplo. Uma fase
termodindmica é um estado da matéria em que as propriedades fisicas macroscopicas da
substéancia sao uniformes numa escala de comprimento macroscopico, ou seja, consiste em
um estado de equilibrio de um sistema composto por muitas particulas [20]. No estado de
equilibrio, o sistema possui uma simetria bem definida e podemos dizer que uma transicao
de fase é uma passagem do sistema com uma determinada simetria para outra fase com
uma simetria diferente.

A primeira classificacao dos tipos de transicao de fase da matéria foi introduzida por
Paul Ehrenfest, em 1933 [21]|. Essa classifica¢do se baseia no comportamento da energia
livre em funcao de outras quantidades termodinamicas. De acordo com essa classificacao,
a transicao de fase ¢ de primeira ordem quando existe uma descontinuidade na primeira
derivada da energia livre com relagao a alguma varidvel termodinamica. E a transicao é
dita continua ou de segunda ordem caso a primeira derivada da energia livre em funcgao
de alguma quantidade termodinamica for continua e apresente descontinuidade em uma

segunda derivada da energia livre.
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Por outro modo, podemos classificar as transicoes de fase seguindo uma descri¢cao
mais moderna. KEssa descricao pode ser feita observando o comportamento da grandeza
chamada parametro de ordem, que assume um valor nulo em uma fase e na outra fase
um valor nao nulo. Quando o parametro de ordem se anula descontinuamente temos uma
transicao de primeira ordem. Por outro lado, se o parametro de ordem se anula de forma
continua temos a transi¢ao de fase dita de segunda ordem [22| e o ponto em que ocorre
essa transi¢ao é o chamado ponto critico. Os fené6menos que ocorrem nas proximidades

de um ponto critico sao denominados fenémenos criticos.

Figura 2.1: Diagrama de fases em termos da pressao contra a temperatura, de um
fluido simples.

Sélido Liquido

Gils

' '
T T T

[ ©

Fonte: Referéncia [23]

As transicoes ocorrem devido a mudancas nas propriedades termodindmicas do
sistema causadas por variagoes de alguma condicao externa, como temperatura, pressao
ou campo magnético, dentre outros. A agua, por exemplo, quando aquecida a uma
pressao constante vai entrar em ebulicao numa temperatura bem definida, chamada de
temperatura critica 7.. Em um diagrama a transicao liquido-vapor é representado por
uma linha que possui uma inclinagao positiva uma vez que a temperatura de transicao
cresce com o aumento da pressdo. A medida que a temperatura aumenta, a diferenca
entre as densidades do liquido e do vapor diminui até chegar em um ponto em que se
anula, esse é o chamado ponto critico. E neste caso, o parametro de ordem é representado
pela diferenca entre as densidades do liquido e do vapor. Outro importante exemplo de
transicao de fase ocorre numa substancia ferromagnética que, quando aquecida, perde

sua magnetizagao espontanea a uma temperatura bem definida, chamada temperatura de

Curie.
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Na figura 2.1 temos um diagrama de fases de um fluido simples em que observamos
regioes sob dominio de fases sélida, liquida e gasosa. As linhas cheias separam as regioes
e mostram a coexisténcias de fases. No ponto triplo, (T}, P;), temos a coexisténcia das
trés fases: solida, liquida e gasosa. Notamos que a curva de coexisténcia entre as fases
liquida e gasosa nao se estende indefinidamente e termina no ponto critico (7., P.), onde
as duas fases coexistem. Desta maneira, o ponto critico é o local que determina o término
da linha de coexisténcia e equivale ao estado em que as fases tornam-se idénticas.

Os estudos referentes as transicoes de fases receberam intimeras contribui¢oes com
o objetivo de explicar tais fend6menos que estao presentes em uma grande variedade de
sistemas, como: fluidos simples, materias magnéticos, ligas metélicas, entre outros. Assim,
ao longo dos anos, varios trabalhos foram desenvolvidos para entender esses fendmenos.
Primeiramente, foi realizado por Andrews, em 1869, um estudo da transicao de fase de
maneira experimental [24|, com o intuito de observar a partir do comportamento critico
do diéxido de carbono, o espalhamento da luz nas proximidades da transicao.

Alguns anos depois van der Waals publicou a primeira teoria bem sucedida sobre
as transicoes de fase em sistemas fluidos. Trata-se de um modelo analitico que foi de-
senvolvido com o intuito de encontrar uma equagao de estado que incorporasse os efeitos
das interacoes moleculares e com isso obter a descrigao de sistemas proximos a tempera-
tura critica ou abaixo da mesma [23]. Diante disso, partindo da equagao dos gases reais
PV =nRT, onde R é a constante universal dos gases e n o nimero de moles, a equagao

de Van der Waals ¢ dada por:

2

an
(P + W) (V —nb) =nRT, (2.1)
em que a ¢ o parametro que fornece a intensidade das interagoes e b corresponde ao
volume ocupado por cada molécula. No ponto critico, tomando T'=T,., P=FP,en =1,

a equacao de van der Waals pode ser escrita na forma:

RT, a ab
V3 Clviae Yy — 2 = 2.2
<b .Z c ) + l C ‘Z C 0’ ( )

uma equagao de terceiro grau em V', de onde obtemos os valores de P,., V. e T.:

V. = 30, (2.3)
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8a

T.= ——, 2.4
27TbR (24)
a
P.=— 2.5
27b2 (25)
. P % R
utilizando p = —, v = v et = ik pode-se mostrar que a equacao Van der Waals pode

ser escrita ne forma:

(p+ %) (v - %) = gt. (2.6)

E importante notar que a equacao, escrita nessa forma, independe de a e b. A equacio 2.6
mede pressao, volume e temperatura em termos da distancia do ponto critico e independe
de qualquer constante que caracteriza o sistema em questao [22]. Diante disso, o resultado
de van der Waals parece indicar a existéncia de um comportamento universal no ponto
critico.

Estudar como os sistemas se comportam no ponto critico tornou-se de grande inte-
resse, pois nesta regiao grandezas termodinamicas (o calor especifico, a compressibilidade,
a suscetibilidade magnética, entre outras) apresentam comportamento peculiar, com di-
vergéncias assintoticas caracterizadas por leis de poténcias e descritas por um conjunto
de expoentes, chamados expoentes criticos.

Para definir um expoente critico é conveniente introduzir um parametro de expan-

sa0, como segue:

(2.7)

em que T, corresponde a temperatura critica e € uma variavel adimencional que mede o
desvio da temperatura em relacao a temperatura critica. De modo geral, no ponto critico

todas as fungoes termodindmicas podem ser escritas na forma [22]:
fle) = Ae*(1 4 Be¥ +--+), (2.8)

em que y > 0, A e B sdo constantes. Nas proximidades do ponto critico o termo & é
dominante e leva ao aparecimento de retas nos graficos log-log, cuja inclinacao fornece o
valor do expoente A. Sendo f(¢) uma fungao positiva e continua para € < 1, o expoente

associado a f(g), por exemplo, A é definido:

A = lim
e=0 Ine

, (2.9)
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ou usualmente como:

fe) ~1fE (2.10)

onde assumimos que este limite exista, ou seja, a cada grandeza fisica teremos um expoente
critico associado. A equagao anterior é uma maneira geral de definir expoente critico
para comtemplar diferentes tipos de comportamentos, inclusive os que nao sejam leis de
poténcia.

Vejamos, a seguir, alguns expoentes criticos que descrevem o comportamento sin-
gular de grandezas fisicas de interesse em uma transicao continua. Por exemplo, em uma
transicao liquido-gas (ver figura 2.1), as singularidades sdo bem representadas habitual-

mente por leis de poténcia e para isso as grandezas devem usadas como func¢oes de desvios,
T — Tc P —Dec
e
c Dc
As densidades do liquido e do gas tornam-se iguais, ficando indistinguiveis uma da

como , a temperatura e da pressao, respectivamente.

outra no ponto critico. A diferenca entre as densidades se anula no ponto critico p. de

acordo com a lei de poténcia:

B

T-T.
: (2.11)

1e

pL_PGN‘

onde py, corresponde a densidade do liquido, pg corresponde a densidade do gas e S é o
expoente que caracteriza o comportamento critico das densidades do liquido e do gas, ou
seja, este ¢ o expoente associado ao parametro de ordem. Experimentalmente o expoente
da transigao liquido-gas de diversos fluidos possui o valor § & 0,34 [22].

A maneira como a densidade e a pressao se aproximam dos seus valores no ponto

critico é da seguinte forma:

P = pel ~ 0 = pel’, (2.12)

em que ¢ corresponde ao expoente critico associado. Esse comportamento acontece ao
longo da isoterma critica, ou seja, em T = T,.. Experimentalmente este expoente tem
valor 6 > § > 4 [22].

A compressibilidade isotérmica é outra importante grandeza que caracteriza um
fluido na criticalidade. Ao longo da isocérica critica, em v = v. e p = p., e em T > T,
logo ela se comporta como:

-

T—-T,
, (2.13)

T

HTN‘
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em que 7 representa o expoente associado, cujo seu valor experimental ¢ v ~ 1,3 [22].

Estas leis de poténcias trazem os expoentes criticos 3, d e 7, que carcterizam de
forma concisa o comportamento das substancias estudadas. Os resultados dos valores
destes expoentes obtidos a partir da equagao de van der Waals, sdo: f =1/2, v =1e
0 = 3, distintos dos valores experimentais. Isso mostra que os resultados obtidos a partir
da equagao (2.6) fornecem valores distintos dos resultados experimentais, evidenciando
que a equagao de van der Waals nao descreve precisamente o comportamento critico de
um fluido. Por outro lado, a teoria aponta o carater universal do comportamente critico e
isso é mostrado na equagao (2.6), onde nao temos dependéncia dos parametros a e b que
caractrerizam cada sistema.

Com os intensos estudos referentes ao comportamento critico das transigoes de fase
continuas, foi observado que sistemas distintos exibem comportamentos de universalidade,
ou seja, apresentam um mesmo conjunto de expoentes criticos. Na décadas de 50 e 60
foi reconhecido, experimentalmente, que quantidades como 7T, dependem sensivelmente
dos detalhes das interacoes, enquanto os expoentes criticos sao universais, ou seja, eles
dependem apenas em um pequeno nimero de caracteristicas gerais [25]. Por volta de
1945, o fisico inglés Edward Guggenheim fez um grafico de % Versus pﬁ com alguns fluidos
distintos, na regiao do ponto critico [26]|. Foi observado quecas linhascde coexisténcia dos
fluidos se interceptam na regiao analisada, mostrando que os fluidos distintos apresentam
o mesmo valor de expoentes criticos. A figura 2.2 apresenta o grafico destes resultados,
mostrando que os dados colapsam numa tnica curva, evidenciando a existéncia de um
comportamento universal.

A hipétese da universalidade reduz a grande variedade de fenémenos para um pe-
queno nimero de classes, as chamadas classes de universalidade, que dependem apenas de
poucos parametros fundamentais como a dimensao do sistema, a dimensao do parametro
de ordem, o alcance das interagoes e das leis de conservagao [25, 26]. Todos os sistemas
pertencentes a uma dada classe de universalidade tém os mesmos expoentes criticos.

A transicao liquido-vapor, por exemplo, pertence a classe de universalidade do
modelo de Ising em trés dimensoes. Por outro lado, o modelo de Ising em duas dimensoes
apresenta expoentes distintos e forma uma nova classe de universalidade. Estes sao alguns
modelos e classes de universalidade de sistemas em equilibrio, no entanto, de particular

interesse nesta tese sao os sistemas de nao-equilibrio, discutidos posteriormente.
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Fonte: Referéncia [26]

2.2 Sistemas de nao-equilibrio

O estudo do comportamento critico em sistemas de nao-equilibrio tem sido um to6-
pico muito ativo em mecéanica estatistica, com aplica¢coes em vérios outros campos, como
quimica, biologia e ciéncias sociais [27]. Mas os conceitos e técnicas que foram desenvol-
vidos para fendmenos criticos de equilibrio também podem ser aplicados a transicoes de
fase de nao-equilibrio. Em particular, as analises de conceito de parametros de ordem,
universalidade e renormalizacdo de grupos [25].

Aqui, estamos interessados em investigar modelos de nao-equilibrio que exibem
uma transi¢ao continua entre um estado ativo (estado com uma densidade de particulas)
e um estado absorvedor (um estado em que a rede esta vazia). Estas transigdes surgem de
uma competicao de processos concorrentes, geralmente processos de criacao e aniquilacao.
A transicao de qualquer estado para o estado absrovedor é permitida, no entanto, uma vez
no estado absorvedor o sistema nao evolui para outro estado. Essas transi¢oes sao vistas
em uma grande variedade de fené6menos encontrados em muitas situagdes na natureza,

como propagacao de epidemias, incéndios florestais, transporte em meios aleatorios, entre

outros [26].
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Como nos fendmenos criticos de equilibrio, o principal objetivo em estudar estes
sistemas se concentra na determinacao dos expoentes criticos e a caracterizagao das pro-
priedades universais. A classe de universalidade mais importante das transicoes de fase
para um estado absorvente, que desempenha um papel paradigmético como o modelo
de Ising na mecanica estatistica de equilibrio, é percolac¢ao direcionada (PD). Na litera-
tura, existe uma variedade de classes de modelos de nao-equilibrio e discutiremos algumas

posteriormente.

2.3 Percolacao Direcionada - (PD)

Como mencionado anteriormente, a universalidade dos sistemas é caracterizada
por singularidades na regiao da transicao de fase e definida por um conjunto de expoentes
criticos, estes agrupados em classes de universalidade. No que diz respeito aos fené6menos
criticos de sistemas em equilibrio estas ideias sao bem estabelecidas, no entanto, isso
nao ocorre em sistemas de nao-equilibrio, embora seu conceito se aplique. A classe de
universalidade Percolacao Direcionada é a principal classe dos sistemas de nao-equilibrio.

O termo percolacao (do latin percolare = filtrar) significa fazer um liquido passar
por intersticios finos [28], frequentemente usado no contexto de filtragem. O filtro é
constituido por uma substancia porosa, como tecido, carvao ou papel. Alguns modelos
foram introduzidos para estudar percolacao, onde os poros do filtro sao representados pelos
sitios de uma rede. Os poros vizinhos sao conectados por pequenos canais e representados
pelas ligagoes da rede que conecta os sitios adjacentes. Na rede cada sitio pode esta ligado
ao seu vizinho com uma probabilidade p, independentemente das demais. E cada sitio é
desligado do seu vizinho com probabilidade 1 — p.

Para uma probabilidade de ligagao p pequena, implica dizer que existe poucas re-
gides com sitios conectados, ou seja, um liquido nao percola em um meio poroso. No
entando, para uma probabilidade de ligacao p grande existe um agrupamento infinito de
sitios conectados. No caso de um liquido que percola sobre uma rede de canais conectados,
a figura 2.3 mostra que o liquido percola no meio de forma arbritaria, chamada de perco-
lacao isotropica. Acontece que em um sistema suficientemente grande h&d uma transicao
de fase de uma fase macroscopicamente permeavel para outra fase nao-permeavel, essa

transicao é continua e ocorre em um limite critico bem definido p..
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Figura 2.3: Percolagao Isotropica de uma rede retangular. As ligagoes ativas entre
os siitos sao representadas por linhas sélidas. As ligagoes inativas entre os siitos sao
representadas por linhas pontilhadas.

Fonte: Referéncia [4]

A Percolagao Direcionada, introduzida em 1957 por Broadbent e Hammersley [29],
é uma variante da percolacao isotropica. Neste modelo, cada sitio da rede pode possuir
apenas dois estados, sdo eles: ativo (por exemplo, individuo infectado) ou inativo (por
exemplo, individuo saudével), a medida que o paradmetro de controle é modificado o sis-
tema pode atingir o estado ativo ou o estado inativo. Sendo este tiltimo o chamado estado
absorvente do modelo em que o sistema fica aprisionado, isto é, uma transicao do estado
absorvente para qualquer outro estado é proibido. A PD é um modelo de nao-equilibrio
que exibe uma transicao de fase continua entre a fase ativa e a fase inativa caracterizada
por um comportamento critico descrito por um conjunto universal de expoentes criticos
[4].

Na figura 2.4 temos uma representacao da PD, as linhas solidas representam as
ligacoes ativas e sendo que as ligacoes inativas estao caracterizadas por linhas pontilhadas.
E importante observar que a PD consiste numa variacdo da percolacdo isotropica, isto
é, possui as mesmas caracteristicas da percolagao isotrépica acrescentado que o sistema
percola em uma direcao preferencial. Isto é, a PD foi originalmente definido como um mo-
delo geométrico para conectividade de canais aleatérios que consiste numa generalizagao
da percolagao isotropica.

Transicoes da percolagao direcionada ocorrem, por exemplo, em sistemas que des-
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Figura 2.4: Percolagao Direcionada as linhas sélidas representam as ligagoes ativas e
as ligagoes inativas estao representadas por linhas pontilhadas.

Fonte: Referéncia [4]

crevem a propagacao de epidemias como o processo de contato, reagoes cataliticas, o
automato celular, entre outros. A caracteristica comum de todos esses modelos é a exis-
téncia de um estado de absorc¢ao, isto é, uma configuracao que o modelo pode alcancar,
mas de onde nao pode escapar. Na maioria dos casos, o estado de absorcao é apenas a rede
vazia. A existéncia de um estado absorvente implica que certos processos microscopicos
sao proibidos, por exemplo, cria¢ao espontanea de particulas @ — A [25].

A variedade de modelos pertencentes a classe PD levou Janssen e Grassberger [5] a
conjecturar que um modelo deve pertencer a esta classe de universalidade se as seguintes
condicoes se mantiverem: o modelo exibe uma transicao de fase continua de uma fase
ativa para um estado absorvente, a transicao é caracterizada por um parametro de ordem
positivo de um componente, as regras dindmicas envolvem apenas processos de curto
alcance e se sistema nao possui atributos especiais, como simetrias adicionais [26]. Essa

conjectura é altamente apoiada por evidéncias numéricas.

2.3.1 Processo de Contato - (PC)

O modelo de rede mais simples que exibe o mesmo comportamento da PD é o
Porcesso de Contato-PC. Esse modelo foi introduzido inicialmente por Harris, em 1974,
para modelar o espalhamento de uma epidemia sem imunizacao [30, 31]. No modelo PC

original, cada local de uma rede representa um organismo que existe em dois estados:
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saudével ou infectado. Nesta terminologia sitios infectados sao considerados ocupados e
sites saudaveis vago. E a infeccao se espalha através do contato vizinho mais préximo.
O processo de contato consiste em um sistema de particulas interagentes distribui-
das em sitios de uma rede e evoluem segundo regras locais e markovianas. No contexto
de propagacao de uma epidemia, dependendo das taxas relativas de infeccao e recupe-
racao, a doenca epidémica pode se espalhar por toda a populagao ou desaparecer apos
algum tempo. Em um sistema d-dimensional os sitios da rede serao ocupados por indi-
viduos saudaveis (S; = 0) ou por individuos infectados (S; = 1). Um sitio S; escolhido

aleatoriamente pode alterar seu estado de acordo com as regras:

Si=0—8 =1, (2.14)

um individuo saudavel torna-se infectado, mas isso vai depender do ntmero de vizinhos
infectados n. A taxa de transi¢ao serd An/2d em que d é a dimensao da rede e A o paré-
metro controla a taxa de infeccao e desempenha o papel da probabilidade de percolacao.
Esse processo corresponde ao proceso de criagao autocatalitica de processos. Se o sitio

escolhido estiver ocupado com um individuo infectado, temos:

se o sitio escolhido possuir um individuo infectado ele fica saudavel com uma taxa unitéria,
independentemente do estado dos seus vizinhos. E importante salientar que neste modelo
que a recuperacao nao torna os individuos imunes. A figura 2.5 mostra os processos
descritos pelas equacoes 2.19 e 2.20, nela temos que o siito S; é o sitio sorteado em
aleatorio, S;_; seu vizinho antecessor e S;;; seu vizinho sucessor.

Variando o parametro de controle \, o sistema atinge seu valor critico \.. Em se
tratando da propagacao de uma epidemia temos um processo dinamico em que individuos
sao infectados e se recuperam continuamente. Na sua evolucao temporal, o sistema pode

atingir estados onde temos:

e todos individuos na rede estao saudaveis e nao existe individuos infectados. Assim,

a doenca nao possui meios para se propagar. Este é o chamado estado absorvente.

e 0 sistema pode evoluir para o estado ativo em que a epidemia nunca desaparece
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Figura 2.5: Tlustragdo de um processo estocastico em um modelo do processo de
contato (PC). Os circulos em negrito representam os sitios ativos (individuos infec-
tados) e os ciculos vazios representam os sitios inativos (individuos saudaveis). Os
individuos sao infectados de acordo com uma taxa A e do estado em que se encontra
seus vizinhos. Os individuos tornam saudaveis espontaneamente com taxa unitaria.
Em uma rede unidimensional, S; representa o siito examinado, S5;;; o vizinho da
direita e S;;; o sitio vizinho da esquerda.

trdt Q-0 00000 O
N y¥0) ) A

Fonte: Referéncia [4]

completamente. No entanto, nao contamina a totalidade de individuos uma vez que

se recuperam continuamente.

O PC comentado aqui consiste na sua forma original. No entanto, existem algumas
variacoes do modelo na literatura, por exemplo, o Prcocesso de Contato em Pares-PCP
introduzido por Jensen [6]. Trata-se de um modelo com infinitos estados absorventes
mostrando uma transi¢ao de fase continua, cujos processos de reagao-difusao s6 ocorrem
em pares de particulas. Por possuir infinitos estados de absorcao, a conjectura DP de
Janssen e Grassberger nao pode ser aplicada. Porém, intensamente investigado por simu-
lagoes (incluindo [32]-[36] ) foi mostrado que o modelo possui 0 mesmo comportamento

universal da PD, apesar da estrutura diferente da fase absorvedora.

2.4 Expoentes criticos das transicoes para estados ab-

sorventes

Como na mecéanica estatistica de equilibrio, verifica-se que as transicoes de fase
continuas em sistemas de nao-equilibrio podem ser agrupadas em classe de universalidade
associadas a certos expoentes criticos. Na percolacao direcionada e em outras transicoes de
fase de nao-equilibrio para estados absorventes, a situacao ¢ muito semelhante com o caso

de sistemas de equilibrio [28, 37]. No entanto, como o sistema de ndo-equilibrio envolve
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tempo e espaco, consequentemente, existem dois comprimentos de correlagao diferentes:
um comprimento de correlacao espacial e o comprimento de correlagao temporal. E com
isso, nestes sistemas os expoentes sao classificados em estaticos e dindmicos.

A fim de estudar quantitativamente esses problemas técnicas numéricas como si-
mulagoes de Monte Carlo se tornaram uma ferramenta importante. Por causa da crescente
capacidade computacional, os expoentes criticos podem ser estimados com consideravel
precisao. Em geral, nas simulagoes de um sistema exibindo uma transi¢ao de fase absor-

vente, é necessario especificar o tipo de rede e as condigoes de contorno.

2.4.1 Expoentes Criticos de natureza universal 3, 3, v ev.

Em geral, transi¢coes de fase para estados absorventes sao caracterizadas por um
conjunto expoentes criticos, sendo que outros expoentes geralmente estao relacionados
a esses por relagoes de escala. Nestas transicoes, a escolha do parametro de controle
depende da configuracao inicial. Se tratando de uma rede completamente ocupada, o

parametro de ordem apropriado é a densidade dos locais ativos o;(t) na rede:

p(t) = lim iza,-(t), (2.16)

L—oo Ld

onde p ¢ a densidade média do ntimero de sitios ativos no limite termodinamico L — oo,
em que L é o tamanho da rede, d a dimensao do sistema e ¢t o tempo. Aqui, a densidade
é definida como uma média espacial no limite de tamanhos grandes de sistema L — oo.
Alternativamente, para um sistema finito e com condi¢oes de contorno peridédicas podemos

expressar a densidade como:

p(t) = (o)) , (2.17)

em que (- - -) correspondem a média do conjunto ao longo de muitas realizagoes aleatorias.
Na fase ativa p(t) decai e eventualmente satura em algum valor estacionario. A densidade
estacionaria varia continuamente com p — p. e desaparece no ponto critico. Perto da

transicao, o parametro de ordem varia de acordo com uma lei poténcia

p(oo) o< [p —pel”, (2.18)
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onde p(t) é o parametro de ordem, p o parametro de controle e 5 0 expoente que descreve
a densidade na fase estacionéria. Uma quantidade muito semelhante é a probabilidade
final de sobrevivéncia P, de que um local escolhido, aleatoriamente, pertencer a um grupo

infinito de particulas. Na fase ativa, essa probabilidade ¢ finita e escala conforme:
P(c0) o [p — pe|”, (2.19)

S corresponde a probailidade de sobrevivéncia.

Em contraste com os modelos de equilibrio em que nao existe nenhum aspecto
din&mico, os fendbmenos criticos de nao-equilibrio envolvem o tempo como uma dimensao
adicional [22]. Como “tempo” e “espago” sao diferentes, temos que distinguir propriedades
espaciais e temporais, denotando pelos indices L e ||, respectivamente. Isto é, essas
transicoes de fase sao caracterizadas por dois comprimentos de correlacao independentes,
uma escala de comprimento espacial §| e uma escala de comprimento temporal §;. Perto

da transi¢ao, o comprimento de correlagao ¢ diverge de acordo com a lei de poténcia
gJ_ S |p - pc|_yl> (220)

gH & |p - pc|_V”> (221)

com v, e v sendo distintos expoentes criticos. Dessa forma, podemos correlacionar os

expoentes com o tempo de relaxacao, 7 , da seguinte forma:
&L oL, f” o TV, (2.22)
Assin, no regime de escala, os dois comprimentos de correlacao estao relacionados:

§| o< &7, (2.23)

onde o expoente dinamico z = v/v,. A figura 2.6 ilustra o significado fisico dos com-
primentos de correlagao. Inicialmente, partindo de uma tnica semente na rede. Na fase
ativa (em A), notamos que o espalhamento vertical e horizontal é proprorcional a £, e
§||, respectivamente. Acima do ponto critico p. (em B), o espalhamento das particulas

cresce de acordo com a razao &, /€. Em contrapartida, comecando com condig¢oes inicais
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homogéneas. Na fase inativa (em C'), o comprimento de escala & corresponde ao decai-
mento temporal. No estado estacionério da fase ativa (em D), ambos os comprimentos

de correlagao parecem do tamanho médio das regides inativas [4].

Figura 2.6: Ilustragdo dos comprimentos de correlagao £, e {|, em um modelo da
PD na regiao critica (p < p. e p > p.). Em A e B, o espalhamento ocorre a partir
de uma unica semente. Em C e D, o espalhamento ocorre a partir de uma rede
completamente ocupada.

X
—_—

A

o

pP<p.

Pﬁﬁc‘

Fonte: Referéncia [4]

Embora 8 e 8 coincidam no caso da DP, eles podem ser diferentes em contextos
mais gerais, por exemplo, em modelos com muitos estados de absor¢ao. Portanto, tran-
sicoes de fase para estados absorventes sao geralmente descritas por quatro expoentes (3,

6,, IJH eV [38]

2.4.2 Os expoentes dinamicos 0, § e z.

A formacgao de um agrupamentos de sitios ativos, geradas a partir de um tnico
sitio ativo inicalmente no sistemas é uma técnica numérica importante para o estudo
de transicoes de fase de absorcao e a estimativa dos expoentes criticos. Esta técnica
foi introduzida pela primeira vez por Grassberger e de la Torre [39]. Neste caso, temos

algumas quantidades da dinadmica temporal que sao medidas:

N(t) = () ailt) ), (2.24)

i

N corresponde ao niimero de particulas,

P(t) = <1 -] - ai(t))> , (2.25)
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a probabilidade de sobrevivéncia,

R (1) = ﬁ <Za;§(t)> , (2.26)

No regime subcritico, p < p., qualquer agrupamento de sitios ativos gerado a partir
de uma tnica semente possui um valor finito de tempo de vida. Por outro lado, no regime
supercitico, p > p., existe uma probabilidade finita de gerar um agrupamento infinito.

Para caracterizar o crescimento nas duas fases, geralmente se mede:

N(t) o t?, (2.27)
P(t) o<t~ (2.28)
R*(t) o t7, (2.29)

em 6 sendo o expoente associado ao numero de particulas na rede, a probabilidade de
sobrevivéncia P(t) que implica na probabilidade do sistema, no instante ¢, nao atingir o
estado absorvente e R*(t) consiste na soma do quadrado da distancia de cada particula
até a origem. Os expoentes de espalhamento, 6, d e z, em geral estao relacionados pela

realacao de hiperescala:

2 (1 + g) d+ 20 = dz, (2.30)

em que d é a dimensao do sistema, esta relacao s6 é valida abaixo de uma dimensao
critica d. , tendo em vista que acima desta dimensao todos os expoentes independem da

dimensionalidade do sistema

2.4.3 Efeito tamanho finito

Do ponto de vista dos sistemas finitos nao existe a necessidade de se falar de
comprimento de correlagao &, uma vez que este nao diverge e fica limitado ao tamanho
do sistema. As propriedades e singularidades que caracterizam a vizinhanca do ponto
critico aparecem apenas quando temos que L — oo [39]. Neste caso, a técnica de efeito
tamanho finito pode extrair valores para os expoentes criticos, partindo do estudo da
variacao de determinadas quantidades que sao modificadas conforme o tamanho L do

sistema. Diante disso, torna-se necessario o estudo das variagoes destas propriedades em
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sistemas com distintos tamanhos de L e estimar os expoentes criticos através das relacoes
de escala de tamanho finito.

Como o comprimento de correlagao £ se comporta como & ~ L, a escala de com-
primento relevante ¢ £ o« A7, onde A ¢ a distancia do ponto critico. A dependéncia
das propriedades do sistema com o tamanho L acontece através da razao L/, que é pro-
porcional a ALY+, Por exemplo, supondo que a densidade seja o parametro de ordem,
teremos:

p(A, L) o L™ f(A, L), (2.31)

observe que o parametro de ordem escrito como uma fun¢ao do tamanho do sistema e da

distancia do ponto critico. No ponto critico, teremos:
]
p(pe, L) o< L (2.32)

desta relagao calculamos o expoente ﬁ A partir da flutuacao do parametro de ordem

vy
outro expoente é calculado:
Apoc|p—pel™ (2.33)
Ap o LT g(AL™) (2.34)
no ponto critico
Ap x LT, (2.35)

Ambos os expoentes mencionados anteriormente mostram a dependéncia do para-
metro de ordem e a flutuacao do pardmetro de ordem com o tamanho do sistema L na
regiao da criticalidade. Estes sao alguns expoentes criticos de sistemas de nao-equilibrio
que caracterizam o comportamento universal nas vizinhancgas de uma transicao de fase de
segunda ordem. Numericamente, estes expoentes podem ser medidos com boas estimati-

vas através de simulagoes computacionais.
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Capitulo 3

Transicao de fase de nao-equilibrio em
sistemas estocasticos de particulas

interagentes

3.1 Introducao

Como dito nos capitulos anteriores, uma das realizagoes da fisica estatistica é a
compreensao das propriedades universais e sistemas préoximos a uma transicao de fase
de segunda ordem. Porém, as pesquisas mostram que ainda ha muito o que fazer para
um entendimento satisfatorio sobre quais elementos sao relevantes para caracterizar uma
classe de universalidade [40].

Nesse contexto, os estudos passaram a incorporar uma subclasse de modelos com
estados absorventes que, em certos casos, figuram como excecoes a regra geral de que os
modelos que exibem uma transi¢ao de fase continua para um estado absorvente pertencem
a tradicional classe de universalidade PD. Nesta subclasse de modelos temos, por exemplo,
o automato celular probabilistico [41, 42] e alguns modelos de Ising Cinéticos [43, 44].
O modelo de Ramificagdo e Aniquilacdo de Caminahtes Aleatorios (BARW-do inglés,
Branching and Annihilating Random Walks) em uma dimensao possui, em sua dinamica,

o equivalente aos exemplos mencionados anteriormente, podendo dessa forma apresentar
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um comportamento critico distinto daquele apresentado pela PD [43].

Neste capitulo, introduzimos o modelo de BARW e uma breve explanacao sobre as
principais pesquisas feitas com essa tematica; um breve relato sobre estudos que mostram
a presenca de voos de Lévy em ambientes naturais; apresentamos a generalizacao do

BARW com voos de Léve e alguns resultados deste sistema.

3.2 Ramificacao e Aniquilacao de Caminhantes Aleatoérios-

Branching Annihilating Random Walks(BARW)

Uma caracteristica comum desses sistemas é que eles evoluem de acordo com um
processo de Markov governado por regras de transi¢ao locais intrinsecamente irreversiveis.
Esses modelos sao conhecidos coletivamente como sistemas de particulas em interacao
[45, 46].

Um modelo que pode ser considerado com uma generalizacao da PD foi proposta
por Bramson e Gray [5, 49|, em 1985. Trata-se da Ramificagdo e Aniquila¢ao de Ca-
minahtes Aleatorios. Consiste em um processo de Markov com taxas de transigao que
sao determinados por um parametro. Dependendo do seu valor, sao possiveis dois tipos
diferentes de comportamento em longo prazo, chamados de extingao e sobrevivéncia.

Referindo ao modelo em uma linguagem de reacao-difusao, temos uma dinamica es-
tocéstica de particulas de uma tnica espécie A. Em uma rede d-dimensional as particulas

de uma tunica espécia A sofrem os processos:

A— (1+n)A, (3.1)
A+ A— 0, (3.2)
A — DA. (3.3)

A equacao 3.1 representa o processo de ramificacao das particulas, em que n é o
numero de descendentes gerados a cada passo de ramificacao. A equacao 3.2 consiste no
processo de aniquilacao de particulas. E a equagao 3.3 consiste no processo de difusao de
particulas.

Em uma rede d-dimensional cada sitio pode ser ocupado por particulas A ou esté
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vazio (); uma particula é escolhida aleatoriamente. Temos que:

e com uma probabilidade p a particula escolhida difunde para sitios vizinhos, com
igual probabilidade de difundir em qualquer direcao. Caso o sitio esteja ocupado

ambas as particulas serao aniquiladas.

e com uma probabilidade 1 — p as particulas geram n descendentes que serao distri-
buidos nos sitios vizinhos. Se o descendente é movido para um sitio ja ocupado

ambas as particulas sao aniquiladas.

Essas regras levam o sistema para dois estados possiveis, dependendo do valor de p,
em que as particulas podem eventualmente desaparecer (extingdo) ou uma concentragao
diferente de zero de particulas pode existir indefinidamente (sobrevivéncia) [50]. Estudos
realizados por Bramson e Gray [5], mostraram que no modelo em uma dimensao com n = 1
descendentes existirao particulas apenas para p suficientemente pequeno, caso contrario,
as particulas serao todas aniquiladas.

A contrucao de uma teoria de campo médio para este modelo em uma rede com
numero de coordenacgao g possui uma equacao para sitios de campo médio, onde os sitios
de campo médio representam a média do estado de todos os sitios analisados. Escolhendo
um local e considerando seus vizinhos como sitios de campo médio, com uma probabilidade
1 — ) o sitio escolhido esta vazio. Ressaltando que v é definida como a concentracao de
particulas. A difusdo e a ramificacio sdo os eventos considerados [50]. E importante
considerar que um sitio pode ser esvaziado devido a trés acontecimentos, sao eles: quando
a difusao ocorre para um sitio ja ocupado, se a ramificagao for realizada em sitios ocupados
ou se a particula difunde para um sitio vizinho. Por outro lado, um sitio pode ser ocupado
devido a ramificacao ou se o sitio recebe uma particula que difundiu. Considerando estes

eventos, a equacao traz a concentracao de particulas v variando com o tempo t:

W 0= e e p) - el e -p) +a)], (54)
%ﬁt) - qT11¢{<1_p>”—2¢(”+P—np)}, (3.5)

em que temos a concentragao de particulas 1, a probabilidade do sitio escolhido ser vazio

1 — 1, a probabilidade de ramificar 1 — p, a probabilidade de difundir p, o ntamero de
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descendentes n e o nimero de coordenacoes q.

As equacgoes 3.3 e 3.4 descrevem como a concentragao de particulas na rede varia
com o tempo. A concentracao de particulas 1 varia com o tempo ¢, crescendo quando
o processo de ramifacao ocorrer em locais vazios e descrescendo se ocorrer a aniqulagao,
devido o encontro de duas particulas no mesmo local por difusao ou ramificagao. Assim,

teremos sobrevivéncia em qualquer p, exceto no caso de nao existir ramifica¢ao (p = 1)[50].

3.2.1 Ramificagcao com niimero impar de descendentes

O trabalho pioneiro relevante nesse contexto foi desenvolvido por Takayasu e
Tretyakov [50], que estudaram numericamente e através de campo médio (mencionado
na se¢ao anterior) a ramificagdo e aniquilagdo de caminhantes aleatorios com o nimero
de descendentes variando entre n =1 an = 5.

Os resultados apontam que, partindo de uma rede completamente cheia, gerando
n = 1 descendentes, o sistema mantém o estado estacionario ativo com uma certa con-
centracao de particulas. Porém, o mesmo nao acontece quando n = 2 descendentes sao
gerados simetricamente no modelo unidimensional, pois inicialmente o sistema forma uma
pequena densidade de particulas que diminui rapidamente com o aumento do tempo. Isto
leva a conclusdo de que ndo ha sobrevivéncia em nenhum valor de p > 0 [50], corroborando
com as previsoes feita por Sudbury [11].

Na tabela 3.1, temos os resultados numéricos demonstrando a existéncia de um
ponto critico, em concordancia com as previsoes feitas por Bramson e Gray [5] paran = 1.
Esta analise foi feita baseada na estimativa da probabilidade critica p e no expoente [3.
Seus resultados apontaram alguns pontos interessantes, como por exemplo uma aparente
influéncia da ramificacao no valor do expoente critico medido no modelo unidimensional.
Isto é, o modelo unidimensional apresenta valores distintos do expoente 5 quando no
processo de ramificagao a paridade do ntimero de particulas é conservada. Além disso,
estes resultados ja apontavam o modelo como candidato a apresentar expoentes distintos
da PD.

Estes primeiros estudos mostram uma mudanca no valor do expoente critico para
ramificacao par e ramificagao fmpar, isto €, a conservagao da paridade parece desempenhar
um papel central na definicao da classe de universalidade. O modelo recebeu intensas

analises a respeito do seu comportamento critico que, exibe uma transicao de fase continua,
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Tabela 3.1: Probabilidade critica p. e o expoente § para n =1 —5.

. 1D 2D

Pe 5 Pe B
10,108 & 0,001 | 0,320 =+ 0,001 | 0,850 £ 0,010 | 1,000 % 0,100
2 0 1,000 £ 0,010 | 1,250 £ 0,020
310,461 + 0,002 | 0,330 £ 0,001 | 1,000 £ 0,010 | 1,260 =+ 0,020
410,720 £ 0,001 | 0,700 £ 0,100 | 1,000 = 0,010 | 1,250 £ 0,020
50,718 + 0,001 | 0,330 £ 0,001

Fonte: Tabela adaptada de referéncia [50]

a partir de um estado estacionério ativo para o absorvedor.

Determinar o comportamento critico a partir de simulacoes em estado estacionario
é, frequentemente, muito dificil devido a efeitos de tamanho finito e dificuldades de loca-
lizar o ponto critico. Com isso um estudo mais detalhado do modelo foi realizado para
n =1 e n = 3 usando simulagoes de Monte Carlo dependente do tempo [51]. A ideia geral
das simulacoes dependentes do tempo consiste em comecar com uma configuracao inicial
muito proxima do estado absorvedor e, posteriormente, estudar a evolucao temporal do
sistema simulando uma conjunto grande de realizagoes independentes.

Simulagoes realizadas em uma dimensao [51], paran = 1 e n = 3 foram executadas
sempre iniciando, em ¢ = 0, com duas particulas colocadas nos vizinhos préximos no
centro da rede. Os expoentes medidos foram §, 17 e z associados, respectivamente, a
probabilidade de sobrevivéncia, nimero médio de sitios ocupados e a distancia quadratica
média. A partir da evolugao temporal do ntimero médio de particulas 7(t) foi estimado:
pe = 0,1070(5) paran = 1 e p. = 0,590(1) para n = 3. E os resultados para os expoentes
dindmicos foram: § = 0,160(5), n = 0,31(1) e 2z = 1,26(1) paran = 1; § = 0,165(5), n =
0,305(01) e z = 1,26(1) para n = 3 [51]|. Estes resultados produziram estimativas para
trés expoentes criticos em boa concordancia com os da percolacao direcionada, apoiando
assim a no¢ao de que o BARW com um ntmero impar de descendentes pertence a classe
de universalidade PD [51]. Esta conclusao foi confirmada por um estudo analitico [52] do

BARW com n = 1, foi encontrado /3 consistente com a PD.
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3.2.2 Ramificagcao com niimero par de descendentes

Takayasu e Tretyakov [50], mostraram que a Ramificagao e Aniquila¢ao de Cami-
nahtes Aleatérios gerando n descendentes par apresenta o expoente S nao pertencente a
PD, isto é, quando o ntimero de particulas é conservado. Partindo da ideia que a adigao
de uma lei de conservagao acarretar uma violagao na conjectura da PD, isto justificaria a
mudanca nos valores dos expoentes quando o ntimero de particulas é conservado.

Sendo a conservacao da paridade do niimero de particulas o fato responsavel pelo
comportamento nao pertencente a PD, quebrar essa lei de conservacao deve produzir expo-
entes da DP. A maneira de obter isso é adicionando aniquilagao espontanea de particulas.
Assim, uma versao do modelo gerando n = 4 descendentes com aniquilacao espontanea
foi proposto por Jensen [53, 54]. O estudo foi feito via simulagoes dependentes do tempo
e também foi usado o efeito tamanho finito (finite-size scaling) para calcular os expoentes
em uma rede unidimensional. As estimativas obtidas estdao em excelente concordéancia

com os valores obtidos para a classe de universalidade PD (ver tabela 3.2).

Tabela 3.2: Estimativas da localizagao do ponto critico p; e dos expoentes criticos 9,
n e z. Obtidos a partir de simulagoes dependentes de tempo para distintos valores
da aniquilacao espontanea p,.

L v | opy | 6 | w | 2 |
0,1 |0,49105(5) | 0,161(2) | 0,312(5) | L1,26(1
0,01 | 0,6455(5) | 0,162(4) | 0,318(8) | 1,265(

0,001 | 0,6830(5) | 0,155(10) | 0,31(1) | L1,25(2

0,0001 | 0,700(5) | 0,15(1) | 0,305(15) | 1,23(3

Fonte: Referéncia [54]

No entanto, para o caso n = 4, com os descendentes dispostos simetricamente nos
sitios vizinhos da particula original e com aniquilagao infinita, o sistema apresenta um
comportamento que difere daquele apresentado pela classe de universalidade PD [55]. O
conjunto de expoentes criticos estaticos e dinamicos, ver tabela 3.3, apontam claramente
que o modelo nao possui o comportamento da classe de universalidade PD.

Como mencionado anteriormente, no modelo original se a cada passo de ramificagao
for gerada n = 2 e sendo as particulas colocadas simetricamente nos sitios vizinhos em
relacao a particula original, o modelo nao apresenta um estado estacionario ativo para

qualquer valor de p > 0 [11, 50]. Contudo, uma transigdo de fase foi observada apods a
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Tabela 3.3: Resultados de simulagées para o modelo criando n = 4 descendentes em
uma rede unidimensional.

’ Expoentes \ BAW \ Conjectura \ IMD \ Classe DP ‘

3 0,92(3) | 13/14 | 0,83(2) | 0,2767(4)
~ 0,000(5) 0 N.A. | 0,5438(13)
Y 3,25(10) | 13/4 3.17(5) | 1,7334(10)
vy 1,84(6) 137 1,83(3) | 1,0972(6)
B/vy | 0,500(5) 1/5 0,48(2) | 0,2522(6)
v /ve | 1,750(5) 7/4 1,734(3) | 1,5798(18)
5 0,285(2) 2/7 0,292(7) | 0,1596(4)
1 0,000(1) 0 0,01(2) | 0,3137(10)
n/ 0,282(4) 2/7 0 28(2) -
z 1,141(2) 87 1,3(2) | 1,2660(14)
176, | 0,222(2) 2/9 NA | 0.111(3)

Fonte: Referéncia [55]

introdugao de uma taxa de reacao finita [53].

Nesta situacao, uma particula é escolhida aleatoriamente. Pode sofrer difusao para
sitios vizinhos mais proximos com probabilidade 1—p ou pode ramificar com probabilidade
p. Na difusao, uma diregao aleatoria (esquerda ou direita) é escolhida e a particula se move
para o local de destino, se estiver desocupada. Se o local de destino estiver ocupado, a
aniquilacao de ambas as particulas ocorre com probabilidade k. Caso contrario, a particula
escolhida para difundir permanece em sua posicao original. A ramificacdo ocorre para os
dois sitios vizinhos mais préoximos com probabilidade 1, se os dois vizinhos estiverem
vazios. Se um ou ambos os vizinhos estiverem ocupados, a ramificacao para os dois
vizinhos ocorrerd com probabilidade k. Nesse caso, se uma nova particula for colocada
em um local ocupado anteriormente, as duas serao removidas. A probabilidade k controla
a taxa de aniquila¢ao (k = 1 corresponde ao modelo original da taxa de reacao infinita).
O ponto critico estimado foi p. = 0,4946(2) e os expoentes 5 = 0,922(5), § = 0, 286(2),
n = 0,000(1) e z = 1,47(4) [53]. Neste caso, os expoentes sdo os mesmos daquele
com ramificacao infinita gerando n = 4, sugerindo que ambos os modelos pertencem a
classe de universalidade Conservagao da Paridade-CP (do inglés Parity Conserving-PC).
E comprovando que a conservacao do nimero de particulas é responsavel pela mudanca
na classe de universalidade.

Em resumo, o BARW com conservacao da paridade apresenta expoentes criticos

pertencentes a classe de uiniversalidade CP. Porém, com ramificagdo impar (nao viola a
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conjectura) apresenta expoentes criticos pertencentes a classe de uiniversalidade PD.

3.3 Difusao Normal - Movimento Browniano versus Di-
fusao Andémala - V6o de Lévy

Como vimos anteriormente, estudar as mudancas ocorridas entre uma transicao
de uma fase ativa para uma configuracao de absor¢ao tem sido um campo muito ativo,
cujo principal objetivo é classificar as transi¢oes continuas a partir de propriedades uni-
versais. Assim como o modelo de Ising desempenha um papel paradigmético na mecénica
estatistica de equilibrio, a percolacao direcionada é um importante modelo da mecéanica
estatistica de nao-equilibrio. Janssen e Grassberger chegaram a chamada conjectura da
PD, afirmando que qualquer modelo que atenda a um certo conjunto de as condigoes
devem pertencer a classe PD [41, 42]. Uma dessas condigoes é que as intera¢oes devem
ser locais.

Um processo comum encontrado na natureza é o fenomeno de difusao, por exemplo,
podemos imaginar como sendo um sistema com um ntimero macroscopico de particulas que
caminham espontaneamente para seu estado de equilibrio. Em se tratando de um conjunto
de elementos que se movem - atomos, moléculas, animais, entre outros- cada elemento
descreve uma trajetoria randomica [44, 56]. O resultado desse deslocamneto individual dos
elementos é que o conjunto como um todo difunde. Na descricao de fend6menos naturais,
diz-se que a difusao governada pela funcao densidade de probabilidade gaussiana cuja
dispersao que varia linearmente no tempo é conhecida como difusao normal.

Alguns estudiosos contribuiram para elaborar um formalismo que tratasse a difusao
normal, tal como Einstein em 1905, Langevin, Fokker, Planck, Burger, Further, entre
outros, resultando no movimento Browniano que consiste em um modelo matematico que
traz um formalismo para tratar da difus@ao normal. A equacao béasica que representa a
dindmica do movimento Browniano ¢ a equacao da difusao normal representada na forma
da equacao:

on 0’n

em que n = n(x,t), ou seja, o nimero de pariculas por unidade de volume em um

instante ¢ e x corresponde a posi¢ao. O nome movimento Browniano relata ao que foi
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originalmente observado pelo botanico britanico Robert Brown ao estudar o movimento

de polen suspenso em um fluido, em meados do século XIX.

Figura 3.1: A figura mostra a trajetoria de uma particula executando movimento
browniano.

Fonte: Referéncia [57]

A figura 4.1 traz uma trajetéria executada por uma particula com movimento
browniano, ou seja, trata-se de um movimento completamente irregular. O movimento
browniano é um importante exemplo de um processo estocastico e uma ferramenta im-
portante no estudo de sistemas fisicos de nao-equilibrio.

As transicoes de fase em modelos de particulas interagentes e com interacoes de
curto alcance pertencem genericamente a classe de universalidade PD. Se tratando de pro-
cessos realistas de propagacao, no entanto, as interagoes de curto alcance nao descrevem
apropriadamente o mecanismo de transporte. Esta situagao pode surgir, por exemplo, no
transporte de doencgas infecciosas transmitidas por insetos onde, normalmente, no movi-
mento ocorrem voos em longas distancias antes da proxima infecgao [58|.

Nessa tematica, algumas pesquisas foram realizadas no contexto biolégico. Estu-
dos mostraram que os animais na busca por alimentos apresentam um certo padrao de
movimentagao, cujo tamanho do deslocamento em cada dire¢ao e sentido pode ser re-
presentado por uma distribuigdo do tipo lei de poténcia [59]. Pesquisas realizadas com
albatrozes mostraram que estes animais e eventualmente percorrem longas distancias em
busca de recursos alimentares, isto ¢, executam trajetoérias curtas e longas caracterizadas

pelos chamados voo de Lévy.
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A teoria do forrageamento prevé que os animais realizam difusao de curto alcance
e difusao de longo alcance de acordo com os recursos alimentares. Em ambientes com
recursos distribuidos escassamente, onde o conhecimento sobre a localizacao dos recursos
¢ incompleto os movimentos de voo Lévy otimizam o sucesso da busca por alimentos. No
entanto, também foi observado os movimentos aleatorios em curtas distancias, mosrando
que em ambientes onde existe recursos alimentares abundantes este tipo de movimentagao
¢ eficiente [35].

Além disso, podemos citar estudos experimentais e computacionais realizados com
laser aleatorio. Foi mostrado em resultados de simulagoes numéricas e dados experimentais
a presenca distribuicao de Lévy e da distribuigao gaussiana, neste caso, os dois regimes
eram definidos de acordo com um parametro de controle proprio do modelo [60].

Como dito anteriormente, particulas que difundem e possuem trajetoérias com des-
locamento quadratico médio linear com o tempo efetuam uma difusao normal. Em contra-
partida, se as particulas difundem e efetuarem deslocamento quadratico médio nao linear
com o tempo é chamada difusao anémala, dentro dos padroes deste tipo de difusao temos
os voos de Lévy. Na figura 3.2 temos a trajetoria de uma particula que realiza voos de
Lévy, isto é, podemos observar que a particula intercala saltos de curto alcance e saltos de

longo alcance. Estes saltos longos ¢ o que caracteriza uma tarjetéria com voos de Lévy.

Figura 3.2: Ilustracao da distribuicao de Lévy (saltos de longo alcance) as linhas
representam os saltos das particulas.

Fonte: Referéncia [61]

O termo voo de Lévy (do inglés-Lévy Flight) foi dado por Mandelbrot em seu
livro que fala sobre geometria fractal. Os voos de Lévy consistem em passeios aleatorios
com comprimento de passos dos quais estao presentes distribuicoes de probabilidade que

seguem uma lei de poténcia [62]. Dessa forma, os processos de difusao de curto alcance
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e de longo alcance estao presentes na natureza e, portanto, é justificado o interessse em

sistemas fisicos e biologicos, por exemplo.

3.4 Ramificacao e Aniquilagcao com Vo6os de Lévy - Bran-
ching and annihilating Lévy flights (BALF)

Com o proposito de analisar sistemas mais proximos da realidade, foi proposto
que nos modelos estudados fosse permitido a ocorréncia de interacoes de longo alcance.
Com isso veio a primeira generalizacao da PD, com um mecanismo de transporte nao
local, proposta por Mollison no contexto da disseminacao de epidemias [63]. Quando o
processo de trocas aleatérias via voos de Lévy for permitido podem ocorrer correlacoes
adicionais de longo alcance nos modelos e, consequentemente, alteracoses significativas
nas propriedades criticas do sistema.

A Ramificagdo e Aniquilagdo com voos de Lévy é uma generalziagdo do modelo
descrito anteriormente ( ver se¢ao 3.3), onde as particulas e seus descendentes (ou ambos)
realizam voos de Lévy. O comprimento de véo r é uma variavel aleatéoria com uma

probabilidade de distribuicao dada por:
P(r) oc r™477, (3.7)

onde d corresponde a dimensao do sistema e ¢ > 0 o parametro livre que controla as
caracteristicas da distribuicao das particulas.

Enquanto no modelo original os processos de difusao, aniquilagao e ramificagao
ocorriam nos sitios vizinhos mais proximos, no modelo com voos de Lévy estudado por
Albano (1996) [64] foi investigado um sistema unidimensional ramificando n = 1 descen-
dentes nos sitos vizinhos. Porém, no processo de difusao as particulas passam por voos de
Lévy. E o comprimento dos voos serao determinados pelo o, chamado expoente de Lévy.

Os resultados mostram que, para ¢ = 11, os expoentes criticos concordam per-
feitamente com o conjunto de expoentes da PD. Isso significa que neste valor de ¢ as
interacoes sao exclusivamente de curto alcance. A diminucao de o leva a um incremento
do ponto critico, mas os expoentes permanecem inalterados para o > 1 [64]. No entanto,

para ¢ < 1 o sistema apresenta um comportamento superdifusivo e, consequentemente,
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apresenta novos valores para o expoentes criticos (ver tabela 3.4). No regime superdi-
fusivo, para pequenos valores de o, o mecanismo de Lévy cria efetivamente correlagoes
adicionais de longo alcance sendo os expoentes criticos do modelo fungoes ajustaveis de
o e para valores maiores de o os voos de Lévy ficam restritos aos vizinhos mais proximos

mostrando o comportamento crtitico da PD [64, 65].

Tabela 3.4: Pontos criticos e expoentes criticos dos modelos do PC generalizado
submetido a trocas de Lévy (do inglés CP with Lévy exchanges-CPLF), o PC com
interagoes de longo alcance (CP with long-range interactions-CPLRI), a Ramifica-
¢ao e Aniquilagao com voos de Lévy (Branching annihilating Lévy flights-BALF),
Ramificagao e Aniquilagao de Caminhantes Aleatérios (Branching and Annihilating
random walk-BARW) e da classe de universalidade PD.

Modelo o De n ) z dz —2n — 49
PD — - 0,308 0,160 1,265 0,009
BARW - 0,1070 0,31 0,160 1,26 0,0
CPLF 11  0,4235(5) 0,305(5) 0,161(3) 1,257(5) 0,003
CPLF 2 0,4380(5) 0,304(5) 0,166(3) 1,261(5) -0,011
CPLF 1,50 0,4490(5) 0,306(5) 0,161(3) 1,260(5) -0,016
CPLF 1 0,4710(5) 0,306(5) 0,165(3) 1,260(5) -0,012
CPLF 0,75 0,4890(5) 0,328(5) 0,159(3) 1,262(5) -0,030
CPLF 0,50 0,5137(3) 0,352(5) 0,145(3) 1,265(5) -0,019
CPLF 0,25 0,5463(3) 0,367(5) 0,14(1) 1,28(2) -0,014
CPLF 0,0 0,5868(3) 0,403(8) 0,12(1) 1,30(2 0,014
CPLRI 0,0 0,400(5) 0,31(1) 0,16(1) 1,26(2) 0,00
CPLRI 1,0 0,593(3) 0,31(1) 0,16(1) 1,27(2) 0,01
BALF 11  0,1017(5) 0,308(5) 0,156(3) 1,251(5) 0,011
BALF 2 0,1205(5) 0,303(5) 0,158(3) 1,258(5) 0,02
BALF 1,50 0,1306(3) 0,305(5) 0,164(3) 1,262(5) -0,004
BALF 1 0,1563(3) 0,309(5) 0,163(3) 1,263(5) -0,007
BALF 0,75 0,1861(3) 0,324(5) 0,164(3) 1,265(5) -0,039
BALF 0,50 0,2475(5) 0,351(5) 0,150(3) 1,270(5) -0,032
BALF 0,25 0,3853(3) 0,366(5) 0,13(1) 1,28(2) 0,005
BALF 0,0 0,6598(3) 0,405(8) - - -

Fonte: Referéncia [64, 65]

Na tabela 3.4, se encontra resultados de simulagoes de alguns modelos com voos
de Lévy. Nela consta abreviagoes do nome dos modelos, sao eles: PC generalizado subme-
tido a trocas de Lévy (do inglés CP with Lévy exchanges-CPLF), PC com interagoes de
longo alcance (CP with long-range interactions-CPLRI), Ramificagdo e Aniquilagao com
voos de Lévy (Branching annihilating Lévy flights-BALF) e ramificacdo e aniquilagao de

caminhantes aleatorios (Branching and Annihilating random walk-BARW).
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Em [18], foi realizado um estudo no modelo com conservagao da paridade e voos de
Lévy. Foi considerando um modelo unidimensional de ramificacao e aniquilagao com voos
de Lévy com namero par de descendentes. A tabela (3.5) mostra os resultados obtidos
pelos autores por meio de simulagoes computacionais, onde se pode verificar a variagao

dos valores dos expoentes criticos para cada valor de o.

Tabela 3.5: Medida do ponto critico e expoentes para varios valores de sigma. O
nimero entre parénteses é uma estimativa de erro da medida.

Lo [ p [ 0 [ 6 [ = |
1,525 | 0,997(2) | 0,32(1) | -0,30(1) | 1,53(2
1,55 | 0,992(4) | 0,32(2) | -0,30(2) | 1,53(2
1,6 | 0,990(2) | 0,33(2) | -0,30(2) | 1,56(2
1,65 | 0,974(2) | 0,32(2) | -0,26(2) | 1,55(2
( ( (
( ( (
(

(2)
(2)
)
1,7 | 0,955(2) | 0,32(2) | -0,24(2) | 1,59(2)
1,8 | 0,918(2) | 0,32(2) | -0,18(2) | 1,59(2)
(2)
(2)
(1)
(1)

2
2
1
1

1,0 | 0,863(2) | 0,32(2) | -0,14(1) | 1,63
2.0 | 0,804(1) | 0,305(5) | -0,085(5) | 1,68
2.5 | 0,6185(2) | 0,285(5) | -0,005(5) | 1,72
oo | 0,5104(2) | 0,287(3) | 0,001(3) | 1,74

Fonte: Referéncia [18]

Esses resultados estao de acordo com conceitos bem estabelecidos de comporta-
mento universal: como os voos sao restritos a distancias finitas, o comprimento de corre-
lacao divergente permanece como a tnica escala de comprimento relevante. No entanto,
para valores o menores, quando o comportamento superdifuso se mantém, os vOos nao
sao mais restritos distancias finitas e correlagoes adicionais de longo alcance podem ser
efetivamente estabelecidas. Entao, neste caso, observa-se desvios do comportamento de
percolagao direcionada padrao e os expoentes criticos dependem de o [64, 65]. Motiva-
dos por estes resultados, realizamos estudos numéricos em modelos de nao-equilibrio na

presenca de interagoes de longo alcance, apresentados nos capitulos seguintes.
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Capitulo 4

Sistema com conservacao da paridade,
Ramificacao e Aniquilacao de
caminhantes aleatéorios com difusao de

longo alcance

4.1 Introducao

Neste capitulo, tratamos de um modelo com conservacao da paridade e difusao de
longo alcance. Em estudos anteriores do BARW com difusao de longo alcance foi abordado
as propriedades criticas do estado estatisticamente estacionario, alcancado apds o sistema
evoluir de um estado com alta densidade de particulas. Com essa condigao inicial a
densidade de particulas vai diminuindo seguindo uma lei de poténcia no tempo, no ponto
critico [66]-[78]. Por outro lado, é sabido que a densidade representa um espalhamento
critico inicial da lei de poténcia quando o sistema comega no estado oposto, isto é, com
um ntmero muito pequeno de particulas [66]-[79]. Essa propagagao critica também pode
ser explorada para localizar o ponto critico e extrair alguns expoentes criticos relevantes.
Esse procedimento também permite simular sistemas muito grandes, reduzindo assim as

corregoes de escala de tamanho finito nas estimativas dos indices criticos.
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No presente trabalho, aprofundamos o estudo referente a transicao de fase exibida
por um modelo de ramificacao e aniqilagao de caminhates aletorios com difusao de longo
alcance que obedece a distribuicao de Lévy. Em particular, estudamos o caso do processo
conservando a paridade do nimero de particulas. Devido as regras dinamicas que conser-
vam a paridade, o estado de vacuo nunca ¢é alcancado, pois o nimero de particulas na rede
é impar. Portanto, a probabilidade de sobrevivéncia é 1, em contraste com as previsoes
estudadas com nimero de particulas par [18]. Realizamos novos estudos numéricos no
modelo referentes a dinamica de propagacao critica de tempo curto, onde relatamos o
conjunto de exponentes criticos do processo de espalhamento associados ao crescimento
do ntimero de particulas, o comportamento critico da flutuagao do parametro de ordem e

a relagao do momento.

4.2 O modelo

Estudamos um modelo que consiste na ramificacao e aniquilagao de caminhantes
aleatorios com conservacao da paridade, definido em uma rede unidimensional. Estes

processos sao representados pelas reagoes:

A— (n+A), (4.1)
A+A— ©Q, (4.2)

que correspondem aos processos de ramificagao e aniquilagao, respectivamente. Os pro-
cessos de difusao e ramificagao sao controlados por um tinico parametro p correspondente
a probabilidade de difusao.

A cada passo uma particula é escolhida aleatoriamente. Consideramos que com
uma probabilidade p a particula vai difundir para uma nova localizacao a uma distancia r.
Com igual probabilidade de difundir para a direita ou para a esquerda do sitio escolhido
aleatoriamente. A distancia de salto r é escolhida para seguir uma distribuicao de Lévy
com a probabilidade de realizar o salto de tamanho r que decai com P(r) o< 1/r™“, onde
a é o expoente que governa a distancia do salto, considerando que o = d + o sendo d a
dimensao da rede.

A ramificagao ocorre com a probabilidade complementar 1 — p e gera n = 2 des-

cendentes que ocupam os dois locais vizinhos a direita ou esquerda do sitio da particula
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original, com o lado escolhido aleatoriamente. O ntmero de particulas em cada sitio da
rede foi restrito a zero ou uma, quando uma particula se mover para um sitio ja ocupado
ambas as particulas sao aniquiladas em pares, independente do encontro das duas parti-
culas ser resultado do processo de difusdo ou ramificacio. E importante salientar que a
particula escolhida para ramificar seus descendentes nao sera aniquilada.

Nossas pequisas foram realizadas usando simulagoes via metodo de Monte Carlo,
partindo da condigao inicial de uma particulas no centro da rede e utilizamos um algo-
ritmo que apenas as posi¢oes das particulas eram armazenadas. Diante disso, o tamanho
da rede L era limitado ao maior inteiro que a méaquina suportava, e isso tornou os efeitos
de tamanho finito insignificantes. De acordo com as regras da dinamica que conservam a
paridade do ntimero de particulas o estado de vacuo propriamente dito nunca ¢é alcangado.
Assim, a probabilidade de sobrevivéncia do sistemas é 1. Em nossa abordagem, mostra-
mos que partindo de uma configuragdo muito proxima do estado absorvente, o sistema
apresenta um dindmica de transi¢ao de fase com uma densidade finita de particulas em
pequenos valores da probabilidade de difusao e uma fase com uma densidade cada vez
menor.

Mensuramos o crescimento médio do nameros de particulas no tempo (N (¢)) sendo
que a média foi realizada em vérias copias do sistema, partindo da mesma configuragao
inicial. E examinamos o comportamento critico da flutuagao do paradmetro de ordem

azn () = YO - VO 4 razao do momento U = (N()2)/(N()? — 1. No limite

da ramificacao é critica, p — p., essas quantidades sao regidas pelas leis de poténcia no

limite de longo prazo:

(N(t)) ~ 1, (4.3)
(A’N(t)) ~ 1, (4.4)

obtemos o expoente critico associado ao crescimento do nimero de particulas e o expoente
associado a flutuacao do parametro de ordem, respectivamente, respectivamente.

A principio estimamos o expoente de espalhamento 6 e o expoente ¢, associados ao
crescimento do ntimero de particulas no tempo e o comportamento critico da flutuagao do

parametro de ordem, respectivamente. Numericamente, calculamos o expoente # tracando

dlog(N(t
curvas de 0(t) = % versus 1/logt e calculamos o expoente ¢(t) tragando curvas
0g
dlog(A?N(t
de¢p = dlog(A°N(H) versus 1/logt. No limite 1/logt — 0 estas quantidades convergem

dlogt
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para seus respectivos expoentes criticos 6 e ¢. Também estimamos U.(«) para fornecer
mais dados sobre o regime de expoentes de Lévy « para os quais o processo BARW tem

expoentes criticos continuamente variaveis.

4.3 Simulacoes e Resultados

As simulagoes numéricas foram realizadas no modelo que mencionamos anterior-
mente para varios valores do expoente de Lévy «, como sera mostrado adiante. Ressalta-
mos, no processo de difusao as particulas difundem para os sitios vizinhos ou podem sofrer
saltos de longo alcance de acordo com os valores do expoente de Lévy. Em contrapartida,
o processo de ramificagdo ocorre somente em sitios vizinhos e nao depende do expoente
de longo alcance.

Inicialmente, relatamos a evolugao espaco-tempo o crescimento do nmero de par-
ticulas na rede apods varias etapas de tempo. Essa evolucao temporal foi analisada para

diferentes valores do expoentes a.

Figura 4.1: Distribuigao espago-tempo do namero de particulas, partindo da mesma
configuragao inicial de uma particula no centro da rede em um modelo BARW . Em
1(a) a amostra foi executada para o = 3 e com a probabilidade critica p. = 0.814.
Em 1(b) a amostra foi executada para « =5 e com a probabilidade critica p. = 0.525.
Observe que a distribuigao espaco-tempo se torna menos conectado 4 medida que o
processo de difusao se torna mais longo.
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Fonte: Referéncia [80]

A Figura 4.1 ilustra a evolugao espago-tempo do processo para dois valores re-
presentativos do expoente Lévy. A probabilidade de difusao foi escolhida na regiao da

transigao de fase, ou seja, no ponto critico (veja abaixo o procedimento usado para estimar
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Pe). As amostras foram realizadas com 10* etapas de tempo. Observe que, quando o pro-
cesso de difusao é mais longo (Figura 4.1a), o aspecto fractal da distribuigao de particulas
espago-tempo fica desconectado. Uma difusao a distancia mais curta (Figura 4.11b) leva
a uma distribuigao fractal de espago-tempo mais densa (compacta) de particulas.

Diante da existéncia de uma transicao entre o estado com uma abundante densi-
dade de particulas e um estado com uma densidade cada vez menor, buscamos estudar a
evolugao temporal do niimero médio de particulas e a flutuacao do parametro de ordem.
Na figura 4.2, temos uma amostra dos resultados para a evolucao temporal do ntmero
médio de particulas, atuando como parametro de ordem da transi¢ao de fase no estado de
absorcao, e suas flutuagoes, para a = 3 e a = 5. Os valores de probabilidade de difusao

p. foram escolhidos nas proximidades do ponto critico.

Figura 4.2: As simulagdes foram realizadas numa rede de 9 x 10° sitios com valores da
difusao p abrangendo a regiao abaixo da transicao de fase, a regiao da criticalidade
e acima da transicao de fase. Observamos o crescimento temporal do nimero médio
de particulas em (a) e (b). A flutuagdo do do paradmetro de ordem em funcao do
tempo em (c) e (d). Ambas as medidas para o = 3 e a = 5, respectivamente.
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Fonte: Referéncia [80]
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No ponto critico, ambas as quantidades desenvolvem crescimento em lei de potén-
cia. Acima de p., o processo de ramificacao é superado pela aniquilacao e essas quanti-
dades comecam a saturar em um valor finito. E abaixo do p., a ramificagao é o processo

dominante e existe um crescimento rapido da populagao, bem como suas flutuagoes. O

Figura 4.3: Simulagdes para o expoente de Lévy a = 3 e & = 5 numa rede de 9 x 10°
sitios, com 10° etapas de tempo. As curvas correspondem a valores para p < p., p = p.
ep>p.. Em (a) e (b) temos a medida do expoente ¢ em fungao de 1/log(¢). Em (c) e
(d) temos a medida do expoente § em fungao de 1/log(t). No regime de tempo longo
a probabilidade critica p. é sinalizada por uma curva com comportamento constante.
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Fonte: Referéncia [80]

ponto critico pode ser estimado a partir do desenvolvimento de uma lei de poténcia (as-
sintoticamente linear na escala log x log).

Realizamos as estimativas exatas dos expoentes criticos dinamicos 6 e ¢, obtidos
explorando a escala de tempo finito. O gréfico das quantidade 6 e ¢ em funcao 1/log(t),
essas fungoes convergem para o valor do expoente associado para 1/log(t) — 0. Uma

amostra do procedimento usado na analise destas quantidades é ilustrado na figura 4.3,
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em que temos uma medida dos expoentes criticos ¢ e 6 para a = 3 e a = 5. Na fase de
absorc¢ao, essas as curvas devem dobrar para baixo apontando para § = ¢ = 0. E na fase
ativa, as curvas dobram para cima.

Observe que o expoente dinamico ¢ associado as flutuagoes do parametro de ordem
converge para seu valor assintético com uma inclinacao menor que o expoente do parame-
tro de ordem 6. Isso indica que as corregdes na escala sao mais significativas em (N (¢)) do
que em suas flutuacoes. Consequentemente, a probabilidade critica p. é localizada com
mais precisao usando dados de flutuacgoes.

Interessados em caracterizar com mais detalhes o comportamento do sistema, bus-
camos medir a razao dos momentos para distintos valores de a. Na figura 4.4, temos
uma amostra destas medidas. As curvas apresentam um crescimento inicial para valores

distintos de p., com U — 0 para p < p.

Figura 4.4: A representagao grafica da evolugao temporal U. Em (a) temos curvas
para o = 3 e em (b) temos curvas de a = 5, em ambos os casos com distintos valores
de p.
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Fonte: Referéncia [80]

Seguimos o procedimento numeérico descrito acima para estimar o parametro cri-
tico para um conjunto de valores do expoente de Lévy a. Na figura 4.5(a), temos nossas
estimativas da probabilidade critica de difusao representadas graficamente. Como espe-
rado, p. = 1 para a < 5/2. Nesse regime, qualquer probabilidade de ramificagao afasta
o sistema do estado de absor¢ao e produz uma densidade finita de particulas. Conforme
« aumenta, uma transi¢gao ocorre com uma probabilidade de ramificacao finita. E p. de-

cai continuamente até atingir o valor correspondente ao limite de ramificagao assimétrica
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[81]. Na figura 4.5(a), também incluimos a probabilidade critica de difus@o para o modelo
BARW com ramificagdo do tipo Lévy [82]. Ressaltamos que nesse modelo a difusao é
apenas para os locais vizinhos, por outro lado, a ramificacao ¢ de longo alcance. Essa
confrontacao entre os dois modelos em o = 3 separa dois regimes distintos. Para o > 3 a
probabilidade critica de difusao é maior para a ramificagao de Lévy do que para a difusao
de Lévy. Essa tendéncia é revertida para o < 3. Esses dados revelam que a medida que
os voos de Lévy tornam-se mais curtos, a fase ativa é favorecida no modelo com difusao
de londo alcance. E caso contrario, a ramificacao do tipo Lévy é mais eficaz em favorecer

a fase ativa.

Figura 4.5: Em (a) temos os resultados da probabilidade critica p. em fungao dos
valores do expoente de Lévy a. Para o modelo com difusao de longo alcance e o
modelo com ramificagao de longo alcance publicado em [82]. Em (b) grafico dos os
expoentes criticos dinamicos 0, ¢ e a razao do momento U em fungao da probabilidade
de difusao critica.
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Fonte: Referéncia [80]

Na figura 4.5(b), representamos graficamente nossas melhores estimativas para
os expoentes criticos dindmicos 6 e ¢ em funcao da probabilidade de difusao critica p.,
juntamente com nossas estimativas para a razao de momento critico U. E a tabela 1
resume nossos resultados. Observe que a relagao ¢ = 20 ¢é satisfeita dentro da nossa
precisao numérica para todos os expoentes de Levy.

Os nossos resultados mostram que a probabilidade critica p. varia continuamente
com «, apontando uma tendéncia de p. — 1 quando o expoente o — 5/2. Esse aspecto
evidencia o desenvolvimento de um comportamento singular quando o expoente de Levy

se aproxima do limite inferior « = 5/2. Para a < 5/2, ocorre uma transi¢do dinamica
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descontinua do estado do vacuo em p = 1 para o estado ativo em p < 1. Exatamente
em p. = 1, nao hé ramificagdo e o nimero de particulas permanece pequeno implicando,
portanto, em # = ¢ = 0. Quando « estd ligeiramente abaixo desse limite inferior, a
transi¢ao se torna continua e ocorre a uma taxa de ramifica¢do finita (embora pequena)

com leis de poténcias caracteristicas que governam a dinamica critica.

Tabela 4.1: Estimativa da probabilidade critica de difusao p., expoente associado a
flutuagao do parametro ordem ¢, o expoente de espalhamento 0 e razao do momento
U. Todas as quantidades sao calculadas para varios valores do expoente de Lévy.

L el po [ ¢ [ 6 | T |
2.6 || 0.988(2) | 0.276(16) || 0.128(23) || 1.004(27)
2.7 |1 0.964(2) | 0.285(10) || 0.140(12) || 1.098(10)
2.75 || 0.946(2) | 0.300(11) || 0.144(14) || 1.122(18)
2.8 || 0.924(2) | 0.319(12) || 0.157(19) || 1.090(10)
2.875 | 0.884(2) | 0.360(10) || 0.175(12) || 1.056(16)
2.9 || 0.870(1) | 0.371(10) || 0.180(10) || 1.031(12)
3.0 || 0.812(2) | 0.424(16) || 0.210(10) || 0.963(10)
3.250 | 0.690(1) || 0.529(12) | 0.263(12) || 0.781(27)
3.5 || 0.619(2) | 0.571(10) || 0.285(10) || 0.697(19)
3.65 | 0.593(1) | 0.584(11) || 0.292(10) || 0.680(12)
3.75 | 0.580(1) || 0.589(10) || 0.294(10) || 0.670(15)
40 | 0.558(1) | 0.594(10) | 0.295(10) || 0.656(28)
5.0 || 0.525(1) | 0.596(11) || 0.294(11) || 0.659(21)
6.0 | 0.516(1) | 0.597(10) || 0.297(12) || 0.652(13)

Fonte: Referéncia [80]

Além disso, os expoentes criticos dindmicos e a razao de momento variam conti-
nuamente com p, até atingir um valor da ordem de p. = 0,6 |ver Figura 4.5(b)|. Isso
significa que mudangas nos expoentes criticos sao desenvolvidas para os expoentes de
Levy a < 7/2. E interessante lembrar que, para o modelo bidimensional de Ising com
interagoes decadentes da lei da poténcia, o valor critico do expoente da decadéncia da
lei da poténcia abaixo do qual os expoentes criticos continuamente variaveis aparecem é
a = 3.75 [83]. Nossos dados s@o consistentes com uma conjectura de escala de a, ~ 3,5
para o cruzamento do comportamento de curto para o longo alcance da transicao BARW
que preserva a paridade [84]. Finalmente, descobrimos que a razao do momento varia nao
monotonicamente, atingindo um valor extremo em p. ~ 0,95. Portanto, as flutuacoes

criticas sao maximas para o« ~ 2, 75.
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4.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo, estudamos a dindmica critica em um modelo de ramificacao e aniqu-
lacao de caminhantes aleatorios, com conservacao da paridade e difusao de longo alcance
tipo Levy. Este modelo apresenta uma transicao de fase entre uma fase ativa com uma
densidade finita estatisticamente estacionaria de particulas e uma fase de inativa com uma
densidade pequena de particulas E com uma probabilidade de difusao p atuando como
um unico parametro de controle.

Partindo de uma configuracao inicial contendo um tnico caminhante, obtivemos
numericamente os expoentes criticos dindmicos associados ao crescimento do niimero mé-
dio de particulas, suas flutuagoes e a razao do segundo momento critico em funcao do
expoente Lévy a, este que governa o comprimento do salto das particulas no processo de
difusdo. Identificamos trés regimes. Se a < 5/2 o estado de vacuo é totalmente instavel
em relacao a uma taxa de ramificagao infinitesimal. Um regime intermediario com expo-
entes de variagao continua é estabelecido. Acima de um valor caracteristico do expoente
de Lévy, os expoentes tornam-se equivalentes aos do BARW com difusao de curto alcance.

Nossa analise de escala nos permitiu estimar que a classe de universalidade de
curto alcance é atingida para o > 3,5, o que esta de acordo com uma conjectura prevista
anteriormente [84]. Além disso, revelamos que os expoentes criticos dindmicos permane-
cem finitos quando se aproxima o limite inferior « = 5/2, evidenciando o comportamento
singular nesse limiar. Também vimos que a relacao do momento de segunda ordem passa
por um maximo em funcao do expoente Levy «. Em particular, contrastamos o ponto
critico do BARW com difusao de Lévy e ramificagao de Lévy. Descobrimos que a difusao
de Levy é mais eficaz na manutencao da fase ativa no regime de 5/2 < o < 3, enquanto
a ramificacao de Levy se torna mais eficaz para a > 3.

Seria interessante ter um cenario mais completo do comportamento critico de
BARWSs com difusao e ramificagdo sendo controladas por seu proprio processo Levy de
longo alcance. Isso esclareceria a interacao de processos de longo alcance em transicoes
de fase de nao equilibrio com potencial aplicagoes em estudos gerais da dindmica popula-

cional.
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Capitulo 5

Modelo com ramificacao pura com voos

de Levy e aniquilacao

5.1 Introducao

Os processos de ramificacao e aniquilacao representam uma classe importante de
sistemas dindmicos de nao-equilibrio, encontrando aplicagoes em varios ramos da ciéncia,
incluindo matéria condensada, fisica estatistica, fisico-quimica, biologia, ecologia e sociolo-
gia |7, 47, 54, 53, 64],[85]-[90]. No capitulo anterior, desmostrou-se a influéncia da difusao
de longo alcance com uma distribuigao de comprimento de voo tipo Lévy, P(r) oc 1/r™¢,
nas propriedades criticas dos sistemas, com os expoentes criticos variando continuamente
quando o expoente « se torna abaixo de um valor caracteristico.

Por outro lado, no processo de ramificagao pura e aniquilacao, nao é permitido
que as particulas se difundam [11],[91]-[94], embora a ramificagao e a aniquila¢ao sejam
processos concorrentes. Com o sistema iniciando a partir de uma tnica particula, o
nimero médio de particulas cresce no tempo. No caso de um tunico descendente, esse
crescimento é linear, enquanto um comportamento difusivo mais lento ocorre quando dois
descendentes sao colocados simetricamente nos locais vizinhos de uma rede unidimensional
[89]. Apesar destes estudos, a influéncia de interagoes de longo alcance na dindmica do

processo puro de ramificacao e aniquilagao ainda é uma questao em aberto, sendo relevante
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uma caracterizagao da dinamica destes sistemas em fungao de a.

Dessa forma, neste capitulo abordaremos a dindmica de um processo de ramifica-
¢ao pura e aniquilacao de Lévy em uma rede unidimensional. Em particular, estaremos
interessados em analisar a evolugao temporal do niimero de particulas e suas flutuagoes.
Geralmente, esses modelos desenvolvem um crescimento tipo lei de poténcia quando o
sistema inicia com uma tnica particula na rede. Os expoentes dindmicos caracteristicos
dessas duas quantidades relevantes, serao estimados a partir de simulagoes numéricas em
um intervalo de valores para o expoente Lévy a. Além disso, revelaremos as funcoes
de distribuigao associadas, explorando os regimes de flutuagbes gaussianas e nao gaus-
sianas, bem como o surgimento de distribuicoes de valores extremos. Mostraremos um

cruzamento das distribuigoes de valores extremos, Frechet e Gumbell.

5.2 O modelo

Nesse trabalho, consideramos a ramificacao e aniquilacao de particulas estaticas A
que geram um unico descendente A — 2A para a esquerda ou para a direita com igual
probabilidade. As particulas se aniquilam com o contato A + A — &, ou seja, quando
o processo de ramificagao tenta gerar um descendente em um sitio ja ocupado por outra

particulas. Esses processos podem ser representados pelas equagoes:
A — (nA+ A), (5.1)

A+A—=o. (5.2)

Em que n = 1 corresponde ao numero de descendentes gerados na ramificagao. A
particula ramificada sera deslocada uma distancia r que segue uma distribuicao de lei de
poténcia de Levy. Isso é efetivamente contabilizado ao escolher a distancia de ramificacao

COomo segue:

r=(1—g) YD), (5.3)

em que x é um numero aleatério distribuido no intervalo de 0 < x < 1, ressaltamos que
apenas a partir inteira de r é considerada. O voo de Lévy equivale a um caminhante alea-

torio em que cada passo de comprimento r é uma variavel aleatéria com uma distribuicao
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de probabilidade dada por:
1
P(r) o« — (5.4)

ro’
com o expoente « controlando a variacao do processo de ramifcacao. Os grandes valores
de a correspondem a interacoes de curto alcance, implicando que os descendentes sao
gerados nas proximidades da particula original. Por outro lado, pequenos valores de «
permitem grandes distancias r no processo de ramificagao, ou seja, o descendente é gerado
distante da particula que o originou.

O modelo foi simulado em uma rede unidimensional de tamanho L = 5 x 10°.
O tamanho da rede foi escolhido para evitar efeito tamanho finito, L fica limitado ao
maior nimero inteiro suportado pela méaquina. Em todas as execucgoes, o tempo total
de evolugao foi escolhido para evitar efeitos de tamanho finito, evitando o processo de
alcancar as fronteiras da cadeia.

Em cada etapa uma particula do sistema é escolhida aleatoriamente para gerar um
descendete. O tempo é aumentado em 1/N(t) em cada etapa, em que N(t) é o nimero
de particulas no tempo t. As médias sao tomadas sobre um grande numero de execugoes
independentes. Conforme o tempo passa, o nimero médio de particulas na rede cresce sem
limite. Devido a auséncia de difusao, um estado absorvente onde a populacao desaparece
nao pode ser alcangado, mesmo sem conservagao de paridade.

Aqui, estudamos o comportamento de longo prazo da média do nimero de parti-
culas N(t). Comegamos a partir da condigao inicial com uma tnica particula no centro
de uma rede unidimensional. Também seguimos a evolugao temporal das flutuagoes qua-

draticas no numero de particulas, definida como:
AN?(t) =[N(t) — N(t))>. (5.5)

Em nossas simulagoes, o ntimero médio N (t) e suas flutuagoes sao calculados sobre
um grande numero de amostras, especificado na proxima se¢ao. Os comportamentos da

lei do poténcia sao esperados em periodos suficientemente grandes, como segue:

N(t) ~t° (5.6)

AEN(t) ~ 19, (5.7)
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Sendo 6 e ¢ os expoentes dindmicos associados ao niimero médio de particulas e
suas flutuacoes, respectivamente. Quando a ramificacao é de curto alcance, é sabido que o
niamero médio de particulas cresce linearmente no tempo (# = 1) apresentando flutuagoes
gaussianas (¢ = 1) [94].

Em resumo, nosso objetivo ¢ analisar como as quantidades variam no tempo para
distintos valores «, ou seja, caracterizar os regimes apresentados para um conjunto de va-
lores do expoente de Lévy. Em particular, buscamos analisar « fora do regime 0 < o < 2.
Pois nesse intervalo os saltos muito grandes sao frequentemente observados. Consequente-
mente, a aniquilagao mitua se torna raro, fazendo o niimero médio de particulas divergir

exponencialmente no tempo.

5.3 Simulacoes e Resultados

Inicialmente nosso objetivo foi verificar como as particulas iriam se distribuir na
rede de acordo com a evolugao do tempo. Comegamos nossa analise mostrando um gré-
fico da distribuicao espago-tempo em regimes de ramificacoes distintas. Na figura 5.1,
mostramos a distribuicao espacial das particulas, ao longo do tempo, para alguns valores
representativos do expoente de lévy a. As simual¢oes foram realizadas em uma rede uni-
dimensional. Estas amostras foram simuladas para o tempo total ¢ = 300. E em todos os
casos, partem da configuracao inicial de uma particula no centro da rede. Destas medidas,

vale destacar alguns resultados:

e Para o valor do expoente o = 2,5, ver figura 5.1(a). As particulas se espalham
por uma ampla regiao da rede, isso ocorre devido ao fato que em pequenos valores
de « existe uma ramificacao eficaz de longo alcance. Novas sementes aparecem em
toda a estrutura, resultado de uma ramificacao para regiao vazia. A baixa densidade
populacional em torno da nova particula gerada leva a poucos encontros e, portanto,

poucas exting¢oes. Dessa maneira, as particulas se espalham rapidamente pela rede.

e A Figura 5.1(b) mostra os resultados para o = 3. Neste caso, as particulas nao se
espalham por grandes distancias e se concentram em torno de uma pequena regiao ao
redor do centro da rede. A ramificagao a curta distancia faz com que o descendente

seja normalmente gerado em um local ja ocupado, levando a extincao de ambas as

Instituto de Fisica - UFAL



5 Simulagoes e Resultados 58

particulas. Observe que, para grandes valores de t, alguns descendentes podem ser

gerados em locais distantes da posi¢ao central original, como esperado.

e Na figura 5.1(c) consideramos o = 3, 5. As particulas sdo agregadas em uma regiao
ainda menor ao redor da origem, pois as ramificacoes distantes sao menos. As
ramificacoes ocorrem em sitios ja ocupados, levando a aniquilacao de ambas as
particulas. Uma situagdo semelhante ocorre para a = 4,5 (ver figura 5.1(d)). Para
esses valores de «, a maioria dos descendentes sao gerados em torno da posigao
inicial central e o mecanismo de aniquilagao proibe uma alta taxa de ocupacao da

rede.

Figura 5.1: Distribuicao de particulas no espago-tempo para distintas valores de
a. Em (a) a =2,5, (b) a=3,0, (c) a=3,5e em (d) o =4,5. Observe que para «
pequeno, existem ramificagoes de longo alcance para regioes desocupadas da cadeia,
o que favorece uma rapida ocupacao da rede. Para o grande, a ramificagao de curto
alcance predomina e o crescimento populacional é mais lento.
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Fonte: Referéncia [95]

A distribuicao espacial das particulas ao longo do tempo esta, portanto, conectada
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ao valor de o que fornece o tamanho tipico r (a distancia de ramificagao). Os valores
de a pequeno vai favorecer a ramificagdo para regioes vazias, levando a um crescimento
populacional mais rapido. Porém, para grandes valores de «, quase nao existe nenhuma
ocorréncia de grandes saltos e é provavel que um descendente seja criado em um local ja
ocupado, levando a um aumento mais lento da populacao.

Verificamos que o valor de a efetivamente controla a distancia que novas particu-
las serao geradas. Diante disso, nos concentramos em calcular os expoentes dinamicos
relacionados ao niimero médio de particulas e suas flutuagoes. Estudamos como o niimero
médio de particulas e suas flutuagoes variam com o alcance das interacoes, esses resultados
serao apresentados posteriormente.

Na figura 5.2, temos a evolugao temporal destas quantidades para uma variedade
de valores de . E importante ressaltar, verificamos que nenhuma tentativa de ramificacéo
fora dos limites da cadeia ocorreu durante a execucao de qualquer periodo. Dessa forma,

nossos resultados sao livres de corregoes de efeito tamanho finito.

Figura 5.2: Em (a), apresentamos a evolugao temporal da média nimero de par-
ticulas e (b) suas flutuagoes quadraticas para valores distintos de a. A inclinagao
destas curvas fornecem expoentes dindmicos. Observe que, enquanto o expoente
dinamico de N(t) comega a mudar para a < 3, seu expoente de flutuacao ja se desvia
do comportamento de curto alcance para a < 4.
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Fonte: Referéncia [95]

Em nossas medidas, variamos o ntmero de amostras de 10* para o menor a a 10°
para os maiores. Para a = 3, as simulagoes foram realizadas até o tempo t = 5000, caso
contrario, os efeitos de tamanho finito afetariam as simulagoes. E para o > 3, as medidas

foram feitas até ¢ = 50000 sem efeitos de tamanho finito. Isso ocorre devido ao carater
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de menor alcance do processo de ramificagao.

A Figura 5.2(a) mostra as curvas da evolugdo no tempo do nimero médio de
particulas. Os resultados mostram que, para a < 3, o ntimero médio de particulas cresce
mais rapidamente a medida que o valor do expoente de Lévy é reduzido. Por outro lado,
a populagao tende a se agrupar proximo a origem se a > 3, levando ao mesmo expoente
0 = 1. A Figura 5.2(b) apresenta a evolugao temporal das flutuagées do nimero de
particulas. Observe que, para os valores de @« = 4 e a = 4,5 as curvas apresentam a
mesma inclinacao. E este resultado é consistente com ¢ = 1 para ramificagao de curto
alcance. No entanto, o expoente dinamico ¢ ja comega a se desviar desse valor para o < 4.

As inclinacao destas curvas, apresentadas na figura 5.2, forneceram os expoentes
criticos dinamicos 0 e ¢ associados para cada valor do expoente de lévy. E na figura 5.3,

mostramos graficamente o conjunto de expoentes em funcgao de a.

Figura 5.3: Expoentes dinAmicos associados ao nimero médio de particulas 6 e suas
flutuagoes quadraticas ¢ para valores distintos de . Para a > 4 os valores de curto
alcance configuram 6 = ¢ = 1. Em 2 < a < 3, encontramos ¢ = 20 = 2/(a — 2). Se
3 < a < 4 encontram-se regimes intermediarios com § =1e ¢ =5 — a.
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Fonte: Referéncia [95]

Esses resultados exibem pontos significativos, vamos rassaltar alguns. Primeira-

mente, sobre o ntmero médio de particulas:

e Em a < 3, observe que o expoente # cresce monotonicamente e converge para o
valor de curto alcance 8 = 1 em o = 3. Esse efeito é explicado pelo processo de

ramificacdo que tende a agrupar as particulas em uma vizinhanca da origem acima
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desse valor de ar. Nesse caso, os processos de criacao e aniquilacao sao equilibrados

com a densidade de particulas flutuando em torno de um valor constante.

e Para o < 3, nossos dados se ajustam a lei empirica 1/0 = o — 2. A divergéncia de 6
em o = 2 sinaliza a instalacao de crescimento explosivo exponencial da populagao,
porque a aniquilagao se torna irrelevante neste regime extremo de longo alcance,

onde a distancia média de ramificagao diverge.

Segundo, no expoente dinamico ¢ associado as flutuacoes do ntumero de particu-
las, observamos um comportamento semelhante. No entanto, temos a existéncia de trés

regimes distintos, sao eles:

e O valor de curto alcance é atingido em o = 4. Isso acontece devido & propria
natureza dos processos subjacentes da lei de poténcia, que permitem a ocorréncia

de eventuais saltos de longa distancia.

e No intervalo de 2 < o < 3 nossos dados sao consistentes com o expoente de flutuacao
¢ = 26. Isso significa que a largura da distribui¢cao do niimero de particulas se torna
da mesma ordem do niimero médio. Portanto, as flutuacoes sao relevantes nesse

regime, mesmo no longo prazo.

e Por outro lado, 1 < ¢ < 2 para 3 < a < 4. Portanto, a largura da distribuicao do
ntumero de particulas cresce mais lentamente que sua média neste regime, embora
seja mais rapido que difusivamente. Isso aponta para uma fraca violagao do teorema
do limite central neste regime. Nesse regime intermediario, nossos dados numéricos

sao bem ajustados por ¢ =5 — a.

Para uma compreensao mais profunda da dindmica desses regimes distintos, es-
tudamos histogramas do ntimero de particulas para diferentes valores de «, isto é, para
diferentes valores do alacance das interagoes. Na figura 5.4, apresentamos os casos para
a =3,5e a=4. Nestes casos, os histogramas foram obtidos a partir 4 x 10* amostras.
Na figura 5.4(a), observamos que, & medida que o tempo passa, a funcao densidade de
probabilidade (FDP) converge lentamente para uma distribui¢ao normal.

Por outro lado, para a = 4, a FDP ¢é gaussiana para todos os instantes conside-

rados, como mostra a figura 5.4(b). O curto alcance das intera¢oes nao permite grandes
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Figura 5.4: Histogramas do nimero de particulas para « > 3. Em (a) temos a = 3, 5.
Observamos uma lenta convergéncia para uma distribuigao gaussiana. Em (b) temos

a = 4 para o qual a convergéncia para gaussiano é mais rapido.
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Fonte: Referéncia [95]

Figura 5.5: Em 5.5(a), apresentamos o histograma para o nimero de particulas N
normalizadas sobre o niimero médio N/N para a = 2,3 e o = 2,7. Estes sao ajustados
por uma distribuicdo Gumbell com ¢ = 0,24, £ = 0 e u = 0,88 (linha s6lida). Em
5.5(b), apresentamos P(N/N) para o = 3,0 em trés instantes diferentes. O ajuste
(linha solida) representa uma distribuicdo de Frechet com o = 0,12, £ = 0,17 e
w=0,92.
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Fonte: Referéncia [95]
ramificagbes. A aniquilacao acontece e a convergéncia para uma distribuicdo normal

ocorre, conforme esperado pelo Teorema Central do Limite.
Posteriormente, fizemos os histogramas para o < 3. Na figura 5.5(a), apresentamos
nossos resultados para o = 2,3 e o = 2, 7. Representamos a probabilidade P(N/N) versus

N/N. A populacio N é medida em t = 446 e N é calculada a média para 5x 10° amostras.
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Os histogramas sao os mesmos para outros tempos e valores de a < 3, isto é, representa
a distribuicao estacionaria do nimero de particulas neste regime.

Na Figura (5b), usamos a = 3 e consideramos trés instantes distintos. Aqui, N
¢ calculado sobre a média de 10* amostras. Estes resultados mostram que a distribuicao
também é estacionaria neste regime, mas apresenta um perfil distinto do relatado na figura
5.5(a). Nos dois casos, as distribuigoes tém um carater fortemente nao-gaussiano.

Estes resultados mostram que no regime de o < 3 (o regime com expoente 6 vari-
ando), os dados sao ajustados pelas distrubigoes estaveis de valores extremos de Frechet
e Gumbell. As distribuicoes de Gumbell e Frechet sao casos particulares da distribuicao
generalizada de valores extremos (GVE), que também inclui a distribuigdo Weibull [96].
O teorema do valor extremo afirma que essas distribuicoes estaveis descrevem o com-
portamento assintotico de valores extremos normalizados de uma amostra independente
univariada (andlise de cada variavel separadamente). As distribuigdes Frechet e Gumbell
sao obtidos quando consideramos os valores maximos da varidvel. Por outro lado, uma
distribuicao Weibull é desenvolvida sempre que se considera o minimo. As fungoes de

distribuigao de probabilidade (FDP) para estes casos, sao fornecidas por:

Pl) = (1)t¢@&He4@% (5.8)

com

t(r)=e =, (5.9)

para & = 0. E caso contrario, teremos:

t(:g):[ug(i%ﬁ)]“é (5.10)

se £ # 0. O parametro £ define qual das trés distribui¢oes estamos nos referindo. A
distribuicao Gumbell é obtida quando £ = 0, enquanto para £ > 0 representa Frechet e se
¢ < 0 para Weibull.

Os nossos resultados mostram que uma distribuicao de Gumbell ajustada nas cur-
vas para a < 3 com alta precisao, cujos parametros sao o = 0,24, ¢ = 0 e p = 0,88
(ver figuta 5.5(a)). Em contrapartida, nossos dados mostram a propriedade estacionaria
da distribui¢ao de Frechet no limiar & = 3 com 0 = 0,12, £ = 0,17 e p = 0,92 (ver fi-

gura 5.5(b)). Esses resultados indicam que a dinamica é realmente governada pelos raros
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eventos de ramificacao para locais distantes da semente original.

Existem alguns trabalhos no qual os autores obtiveram estas distribubui¢oes, men-
cionamos a seguir alguns destes estudos. Por exemplo, é importante mencionar que as
distribuicoes de Gumbell também sao encontradas na ramificagao de caminhates browni-
anos em que, apoés um tempo aleatoério exponencial, a particula se divide em n particulas
com uma probabilidade determinada. Em [97] foi provado que a fungao de densidade de
probabilidade do méximo do movimento browniano de ramificacao converge para uma
distribuigdo de Gumbell, uma conjectura previamente declarada em [98]. Os maiores
extremos de passeios aleatorios independentes e distribuidos de forma idéntica também
provaram convergir para as distribuigbes Gumbell ou Frechet [99]. As distribuigdes de
Gumbell foram relatadas em passeios aleatorios em redes totalmente conectadas. Em
[100], os autores analisaram a evolu¢do do tempo no numero de sitios visitados em um
determinado subconjunto do ntmero total de sitios. Sempre que o caminhante visita
qualquer sitio desse subconjunto, um valor é registrado. Quando esse valor registrado é
igual ao niimero de sitios no subconjunto, o valor do tempo é denominado tempo total
de cobertura e as flutuagoes dessa variavel sao distribuidas de acordo com a distribuicao
Gumbell [100]. Trabalhos experimentais recentes mostraram um cruzamento da estatis-
ticas de valor extremo (Frechet para Gumbell) nas intensidades de um laser [101].

Mostramos alguns dados adicionais para apoiar a importancia de eventos extremos
de ramificagao de longa distancia para a dindmica dos sistemas. Para isso relatamos a
evolugao no tempo da frente de espalhamento x,,,,, ou seja, mensuramos a distancia da
particula mais distante em um deteminado instante de tempo.

Na figura 6 mostramos os resultados para alguns valores representativos do expo-
ente de ramificagao, sao a = 2,8, a = 3,0 e a = 3,5. Estes dados mostram no regime
para o > 3 o sistema evolui balisticamente sem descontinuidades marcantes. Porém, se
a < 3,0 observamos descontinuidades que representam os saltos abruptos, isso é resultado
da relevéancia das ramificagoes de longa distancia existentes neste regime.

Finalmente, para mostrar como a distribuigao espacial das particulas em um deter-
minado periodo de tempo pode revelar aspectos importantes que distinguem os regimes
de curto e longo alcance, averiguamos a distribui¢ao do nimeros médios de ocupagao ()
para distindos valores do exponete de ramificacgao.

As medidas foram executadas para distintos valores de o no tempo ¢t = 100 com 10*
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Figura 5.6: Evolugao temporal da frente de espalhamento z,,,, medida como a par-
ticula com maior distancia da posicao da semente no tempo t. Se a < 3 observamos
saltos resultantes de eventos raros de ramificagoes de longo alcance.
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Fonte: Referéncia [95]

realizacoes e estao apresentadas para alguns valores na figura 7. Os resultados mostram
que longe da frente de expansao, o equilibrio entre os processos de ramificacao e aniqui-
lacao resulta em uma distribuicao de particulas estatisticamente uniforme com o nimero
médio de ocupagao de um determinado local sendo = 1/2, independentemente da faixa
de ramificagao. Flutuacoes da frente de expansao sobre realizagoes distintas produzem
um cruzamento suave da regiao ativa com 7 = 1/2 para a regiao inativa com 7 = 0. De-
pendendo do regime de ramificacao, distribui¢oes médias de niimero de ocupacgao bastante
distintas 7(z) sdo configuradas, conforme ilustrado na figura 7.

No regime de curto alcance, esse cruzamento entre a fase ativa e inativa é ex-
ponencial. Na verdade, a distribuicao média do ntmero de ocupac¢ao tem uma forma

Fermi-Dirac:
No

) = e 1

(5.11)

onde ng = 1/2, z* é a distancia até a origem na qual o nimero médio de ocupagao decai
para ng/2 e [ controla a largura da regido de cruzamento. A distribui¢do Fermi-Dirac
acima se ajusta com precisdo aos dados da simulagao para o = 4 (ver linha sélida na
estrutura principal da Figura 7). Medimos a distancia em unidades de z* sendo deixado
com um tnico parametro de ajuste Sx*. Nesse regime, o parametro de ajuste se torna
maior quando a distribuicao é medida em periodos mais longos, conforme o esperado,

porque as flutuagoes relativas se tornam pequenas no regime gaussiano. O surgimento da
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Figura 5.7: A distribui¢ao média do niimero de ocupagao 7(z) em fungao da distancia
normalizada a posi¢do da semente x/z*, onde n(z*) = ny/2. Os dados sao para o = 4
(circulos), a = 3 (quadrados) e o = 2,3 (losangos). Em « = 4 a linha sélida é adequada
a distribuicao Fermi-Dirac dada na equagao 5.11. Para a = 2,3, no grafico inserido,
a linha sélida é adequada a distribuigao de Fermi- Dirac no contexto de estatisticas
nao extensivas fornecidas na equagao 5.12. Esses resultados foram obtidos em ¢ = 100
de 10* realizacoes distintas.

10

X-X
Fonte: Referéncia [95]

distribuicao de Fermi-Dirac possui uma estreita analogia entre problemas de nao-equilibrio
com reagao-difusdo e sistemas férmicos quanticos [102, 103], e pode abrir uma nova diregao
para futuras derivagoes analiticas das distribuigoes numéricas relatadas.

Por outro lado, os resultados mostram um cruzamento muito longo que se desen-
volve no regime de ramificacoes de longo alcance. O ntimero médio de ocupacao decai
lentamente para x/x* > 1, como uma lei de poténcia, conforme mostrado na figura 7.
Esse efeito esta diretamente associado aos eventos raros de ramificagoes de longa distan-
cia que podem preencher regioes a distancias muito maiores que o tamanho médio da
regiao ativa. Uma generalizacao da distribuicao de Fermi-Dirac foi dada na literatura
no contexto de estatisticas nao extensivas [104]-[106], que encontrou aplicagoes em varios
sistemas fisicos apresentando multifractalidade, memoria de longo prazo e interagoes de
longo alcance [115]-[116]. Embora a forma exata da distribui¢do de Fermi resultante seja
bastante complicada e dificil de calcular, ela assume uma forma simples e intuitiva dentro

da chamada aproximagao de fatoracao [117], sendo dada por:

" {exp [ Blr — )T+ U

ni(z) (5.12)
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onde

equ(:c) =[1+1- q):c]l/“’@, (5.13)

para 1+ (1 —q)z > 0, sendo zero caso contrario. A expressao acima foi usada para ajustar
os dados para a distribuicao média do niimero de ocupagao em « = 2,3, mostrada como
a linha solida na insergao da Fig. 7. Os parametros de ajuste utilizados foram Sx* e q.
Bx* é independente do tempo neste regime porque a dispersao do nimero de particulas
¢ da mesma ordem que sua média. Para x/z"* large grande, a distribui¢do decai como
1/(z/z*)"@1 Nosso melhor ajuste para a distribuicdo o = 2,3 forneceu ¢ ~ 1,46. A
expressao simples acima nao se ajusta a toda a distribuicao do ntimero de particulas no
regime intermediario dos valores «, um sinal de que as correcoes relevantes a aproximacao

da fatoragao estao em ordem.

5.4 Consideracoes Finais

Estudamos neste capitulo a dindmica de um modelo com ramificacao e processos
de aniquilagao de particulas estaticas que geram um tnico descendente e se aniquilam
apo6s contato. Lembrando que a ramificagao das particulas ocorre a uma distancia r
seguindo uma distribucao de Lévy, sendo que a distancia das intera¢oes (da ramificagao)
é efetivamente governada pelo parametro a.

Nossos resultados mostraram que, para a > 4 o sistema esta em regime de ra-
mificagao muito curta, isto é, as ramificagoes ocorrem apenas em sitios proximos. Com
isso, foi mostrado que o ntimero médio de particulas N(t) e suas flutuacoes quadraticas
crescem linearmente com o tempo, como esperado para ramificagao local. E nesse regime,
a distribuicao do ntimero de particulas N em um determinado instante de tempo, deter-
minado a partir de um grande niimero de execugoes independentes, converge rapidamente
para uma distribuicao gaussiana.

No regime intermediario para 3 < a < 4, o nimero médio de particulas ainda cresce
linearmente com o tempo. Porém, as flutuagoes quadraticas do niimero de particulas se
comportam como AN?(t) o t%, com o expoente variando de 1 < ¢ < 2. Isso implica num
aumento superdifusivo da distribubuicao do niimero de particulas. Os nossos dados nos
permitiu propor a relacio ¢ = 5 — a. Conforme o tempo ¢ evolui, a distribuicdo P(N/N)

vai convergir para uma distribui¢oes gaussiana.

Instituto de Fisica - UFAL



5 Consideragoes Finais 68

No intervalo 2 < a < 3, as medidas exibem para N(t) e AN?(t) os expoentes
associados variando com o alcance das interacoes. E os dados consistentes com a realacao
¢ = 20 = 2/(av — 2). Nesse regime, a largura da distribui¢ao do ntmero de particulas
se torna da mesma ordem que o préprio ntimero médio de particulas, sinalizando flutu-
agoes assintoticas ndo gaussianas. A funcao densidade de probabilidade P(N/N) é bem
representada por uma distribuicao de valor extremo, chamada de distribuicao Gumbell .
E em o = 3 o sistema apresenta uma distribui¢ao de Frechet. Estes efeitos possuem uma
estreita analogia com experimentos com lasers aleatorios [101].

Em a < 2 os expoentes dinamicos divergem, isso mostra que sistema apresenta um
crescimento exponecial explosivo da populacao. Isso ocorre devido os processos de ramifi-
cagao de longo alence serem dominantes e, consequentemente, os processos de aniquilagao
sao eventos raros. Por fim, os dados mostram que a distribuicao do ntimero médio de
ocupagao apresenta um aspecto de Fermi-Dirac para ramificagoes de curto alcance, evo-
luindo para o correspondente no contexto de estatisticas nao extensivas no regime de longo
alcance.

Com este trabalho, aprofundamos nas pesquisas relacionadas com sistemas diné-
micos na presenca de voos de Lévy em seus processos. E contribuimos com a literatura
atual com o estudo de modelos dindmicos que apresentam um possivel surgimento de
districuicoes generalizadas de valores extremos. Devido & ocorréncia de distribuigoes de
Lévy na natureza [118]-[114], seria valioso ter investigagoes futuras com o objetivo de ex-
plorar o possivel surgimento de distribui¢oes de valores extremos em modelos de dindmica

populacional geral e sistemas 6pticos com interagoes de longo alcance.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

6.1 Conclusao

Nesta tese nos propomos a investigar as propriedades criticas associadas a transi-
¢ao de fase de sistemas de nao equilibrio. Para isso, nos utilizamos a técnica de simulagoes
Monte Carlo para estudar as propriedades criticas dindmicas de modelos em redes unidi-
mensionais. Em especial, nos interessamos por sistemas estocéasticos cléssicos modelados
por regras dinamicas em que o sistema passa por uma transicao de fase continua.

Existe um interesse em modelos teéricos que retratam a transicao de fase continua
emergente entre sobrevivéncia e extingao. O sistema que melhor representa esse com-
portamento é a Percol¢ao Direcionada-PD. onde os sitios em uma rede podem ser ativos
(infectado) ou inativos (saudéavel). Dependendo de um parametro que controla o equili-
brio entre a infeccao e recuperagao, o sistemas pode ter dois estados: a atividade pode
se espalhar por todo o sistema ou desaparecer apés algum tempo. Este tltimo caso é o
chamado estado absorvente do modelo. Isso leva a PD ser um processo de nao equilibrio
que apresenta uma transicao continua entre a fase ativa e a inativa, caracterizada por
comportamento critico universal. Na literatura, existe uma vasta variedade de modelos
da PD e todos exibem o mesmo tipo de comportamento na transicao. Por esta razao,
tornou-se a principal classe de universalidade de modelos de nao equilibrio.

Motivados pelo largo interesse existente na literatura em estudar o comportamento

critico de sistemas e classificar suas transicoes de fase por propriedades universais, estu-
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damos modelos que apresentam transicoes de fase de segunda ordem e seus conjunto de
expoentes criticos. Em particular, nés revisitamos modelos de particulas de uma tnica
espécie que difundem em uma rede e sofrem processos de difusao, ramificagao e aniquila-
¢ao. Nosso maior empenho foi estudar como o comportamento critico dos modelos podem
ser afetados quando interacoes de longo alcance, do tipo voos de Lévy, sao permitidas.

Inicialmente, realizamos um estudo numérico no modelo de ramificacao e aniqui-
lagao de caminhantes aleatérios (BARW-Branching and Annihilating random walk) com
conservagao da paridade e difusao de longo alcance, definido em uma rede unidimensio-
nal. Trata-se de um sistema que ja foi estudado por outros autores, no entanto, revisitar
o modelo ¢ interessante porque existe algumas questoes em aberto na literatura sobre o
comprtamento da dindmica na presenca de voos de Lévy. Realizamos um estudo do com-
portamento dependente do tempo do sistema, partindo de uma condicao inicial especifica
de uma particula na origem. E, em particular, determinamos os expoentes associdaos ao
ntumero médio de particulas e suas flutuagoes, e confrotamos os resultados com resultados
anteriores com ramificacao de longo alcance.

Nossos resultados revelam que a probabilidade critica p. cresce continuamente a
medida que as particulas no processo de difusao sofrem "saltos"mais distantes do seu sitio
original, ou seja, a probabilidade critica aumenta com a diminui¢ao do expoente de Lévy,
apontando uma tendéncia de p. — 1 quando o expoente & — 5/2. Em o < 5/2 o
estado de vacuo alcancado é totalmente instéavel em relacao a uma taxa de ramificagao
infinitesimal. Nossas medidas mostraram que em o > 3,5 a classe de universalidade
de curto alcance é atingida. Aqui, a difusao e a ramificagao foram restritas aos sitios
proximos. Contrastando a difusao de 1évy com o modelo de ramificagao de 1évy estudado
em [82], constatamos que no intervalo 5/2 < a < 3 a difusdo de Lévy é mais eficaz na
manutencgao da fase ativa. Enquanto em o > 3 a ramificacao de Lévy se torna mais eficaz.

Para enriquecer nossos estudos, procuramos analizar a dinamica do processo de
ramificacao e aniquilagao com interacoes de longo alcance. Em que as particulas estaticas
geram um descendente e se aniquilam ao entrar em contato. E neste caso, a ramificacao
e aniquilagao sao controladas por seu proprio processo Lévy de longo alcance. Assim,
analisamos o comportamento a longo prazo do nimero médio de particulas e suas flutu-
acoes em funcao do parametro de lévy. O expoente dinamico associado as flutuagoes do

numero de particulas varia continuamente para o < 4, enquanto o expoente do nimero
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de particulas muda apenas para o < 3. Pontualmente, em o > 4 o sistema se encontra no
regime de ramificagoes de curto alcance. Com o ntmero de particulas e suas flutuagoes
crescendo linearmente com o tempo. E a distribuicao do ntimero de particulas converge
para uma distribuicao gaussiana em qualquer instante de tempo. Para 3 < a < 4, o
numero médio de particulas cresce linearmente com ¢, no entanto, suas flutuacoes quadra-
ticas crescem em lei de poténcia, com o expoente associado 1 < ¢ < 2. E nesse intervalo,
o sistema converge lentamente para uma distribuicao gaussiana a medida que o tempo
evolui. Em 2 < o < 3, os expoentes associados variam continuamente com «. E exibem
distribui¢oes nao gaussianas, em a = 3 a distribuicao é Frechet e 3 < a < 3 € Gumbell.
Para a < 2 a populagao aumenta rapidamente devido as ramificagoes de longo alcance
serem domintantes e as aniquilagoes eventualmente ocorrem. Finalmente,

A distribui¢ao do niimero médio de ocupagao mostrou ter um aspecto de Fermi-
Dirac para ramifica¢oes de curto alcance, evoluindo para o correspondente no contexto de
estatisticas nao extensivas no regime de longo alcance.

Com estes estudos avancamos nas pesquisas referentes as transigoes de fase em
sistemas de nao equilibrio. Investigamos modelos que fogem da classe de universalidade
PD, principal classe para as transi¢oes de nao equilibrio. Em particular, estudamos as
consequéncias que os processos de longo alcance (voos de lévy) podem ocasionar nas
propriedades criticas dos sistemas. Esperamos que os resultados motivem futuras inves-
tigacoes que contribuam para a elaboracao de um cenério mais completo relacionado as

classes de universalidade das transicoes de fase de nao equilibrio.

6.2 Perspectivas para futuros trabalhos

Como perspectivas para futuros trabalhos, pretendemos ampliar nossos estudos
referentes ao modelo BARW. Exploraremos o modelo com voos de Lévy nos procesoss
de difusao e ramificacao, ou seja, as particulas difundentes e ramificadas serao colocadas
em sitos cuja distancia sera controlada pelo parametro de lévy. Além disso, permitir a
coexisténcia de duas particulas no mesmo local da rede, isto é, uma probabilidade de
ramificacao finita. Visto que ja foi sugerido por outros autores que isso pode afetar o
comportamento inicial do sistema [115]. E com isso esperamos retratar um cenério mais

completo do comportamento critico desta classe de modelo.
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Uma outra proposta é investigar o de processo de contato em pares com difusao
(do inglés pair contact process with diffusion-PCPD). Trata-se um processo classico de
reacao-difusao para descrever particulas de interacao estocastica, com uma tinica espécie
e que reagem espontaneamente sempre que dois deles entrarem em contato [116]-[121].
Nestes sistemas, a producao de particulas por pares compete com a aniquilacao de pares
e a difusao de particulas tnicas. A classe de universalidade do PCPD é bastante instavel
embora nao seja afetado pela paridade, mas perturbacoes que impedem a difusao de
caminhantes tnicos provoca uma mudanga do comportamento para a PD [116, 117]. Em
contraste com a DP que é robusta e permanece inalterada por perturbacoes, que alteram
a dinamica da difusao desde que a simetria da paridade permanega inalterada.

O modelo foi introduzido em [116], a dindmica ¢ controlada por dois parametros,
a probabilidade de aniquilacao de pares p e a probabilidade de difusao de particulas D.
Na sua versao fermionica do modelo cada sitio é ocupado por uma tnica particula (A) ou

vazio (0). As reagoes sao:
AA0 — AAA,

0AA — AAA, (6.1)

um par de particulas localizadas em sitios vizinhos podem gerar um descendente com uma

1—p)(1—d
probabilidade % As particulas serao aniquiladas:

AA — 00, (6.2)
com uma probabilidade p(1 — d). E uma particula pode difundir:
A0 — 0A, (6.3)

com uma probabilidade d, em que 1 < p < 0el < d < 0. Investigaremos a dinamica
do PCPD na presenca de voos de Lévy. Caracterizaremos o comportamento da transigao
de fase de um processo de espalhamento binario em uma dimensao, cuja difusao sera
controlada pelo expoente de Lévy a. O interesse em estudar este modelo, consiste no
fato de se tratar de um comportamento critico bastante instavel. Isto ja foi mostrado

(em estudos anterirores) que pertubagoes na dindmica de difusdo alteram a classe de
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universalidade [10, 119, 120]. Porém, a possibilidade dasinteragdes dos processos nao
serem puramente locais, é algo relevante, mas que nao foi analisado na literatura.
Enfim, outra perspectiva é analisar um sistema para modelar a dindmica de popu-
lagoes. Deste modo, temos interesse em estudar um sistema de competicao entres duas
espécies A e B. Em uma rede unidimensional, os sitios da rede podem ser ocupados por
particulas da espécie A da espécie B. Cada sitio o; da rede pode apresentar um dos
quatro estados, sao eles: 0; =0, 0;, = A, 0, = B ou 0; = 1A + 1B. Cada passo inicia-se
escolhendo um sitio aleatoriamente. A partir disto, pode ocorrer um dos processos com

suas respectivas probabilidades atribuidas:

e Com uma probabilidade p uma nova particula é gerada, se o sitio selecionado estiver
ocupado por uma particula da espécie A e uma particula da espécie B. O descen-
dente sera gerado no sitio vizinho da direita ou esquerda com igual probabilidade.

E o descendente gerado serd do tipo A ou B, isso sera escolhido aleatoriamente.

e E com uma probabilidade d as particulas difundem, a distancia do salto neste pro-
cesso segue a distribuicio de Lévy, na forma da equacio: r = (1 — z)"V/@ V. Em
que r é o comprimento do passo e varia com x que é um numero aleatério 0 < z <1

e a o parametro que controla o alcance do salto.

A competi¢ao ocorre entre as particulas de uma mesma espécie ao ocuparem o
mesmo sitio da rede, seja esse encontro devido o processo de ramificacao ou difusao.
Partindo de uma configuragao inicial com uma particula de cada espécie em um tnico
sitio. Prevemos a exiténcia de uma transi¢ao de fase continua entre um estado com uma
densidade finita de particulas composta por ambas as espécies e um estado absorvedor.
O estado absorvedor pode ser o estado de vacuo (a rede vazia) ou uma unica particula
difundindo aleatoriamente na rede.

Acredita-se que as transicoes de fase para estados absorventes possam ser catego-
rizadas em um namero finito de classes de universalidade, a PD e a CP sao classes bem
estabelecidas. No entanto, além destas classes existe o PCPD que ainda nao se encontra
bem estabelecida. Em resumo, nestes trabalhos esperamos intensifcar os estudos refe-
rentes aos efeitos originados por perturbagoes que alteram a dindmica dos processos de
difusao, u modelo com difusao e a ramificacao sendo controladas pelo processo Lévy e o

PCP com difusao de longo alcance.
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Article history: We consider a parity conserving model of branching and annihilating random walkers
Received 6 November 2019 with long-range diffusion. We follow the short-time dynamics at the critical region to
Received in revised form 10 January 2020 obtain the set of critical exponents associated to the growth in the number particles
Available online xoox and its fluctuations, as well as the critical second-order moment ratio. Diffusion and
Keywords: branching processes are controlled by a diffusion probability p and the flight distance
Non-equilibrium transition follows a Lévy distribution with exponent «. Three short-time scaling regimes are
Parity-Conserving identified as a function of the Lévy exponent. For « < 5/2 infinitesimal branching is
Lévy-flight relevant and leads to a finite density of walkers. An absorbing-state dynamic phase

Critical dynamics transition takes place at a finite branching probability for « > 5/2. Short-range power-

law scaling occurs for « > 7/2. In the intermediate regime, continuously varying
exponents are obtained with the second-order cumulant depicting a non-monotonous
behavior. The relative influence of Lévy diffusion and branching on the critical diffusion
probability is also discussed.

© 2020 Published by Elsevier B.V.

1. Introduction

The multi-agent process of branching and annihilating random walkers (BARW) diffusing in a lattice presents a dynamic
transition between the vacuum state, on which the walkers annihilates themselves upon contact, and an active state
with a finite density of walkers [1-3]. In the simplest modeling of BARW, the main control parameter is a diffusion
probability p. Particles diffuse with probability p or branch otherwise. A second parameter is associated with the number
n of offsprings generated on each branching process. Annihilation takes place whenever the above dynamical processes
tries to place a particle in an already occupied site. In this case, both particles are removed from the system. For small
diffusion probabilities, the branching process predominates and the system evolves to the statistically stationary state
with a fluctuating density of walkers. Above a critical probability p., annihilation overcomes the branching process and
the system evolves towards the vaccum state.

The parity of the number of offsprings n dictates the universality class of the above non-equilibrium dynamical phase
transition to the vaccum absorbing state. An odd number of offspring leads to the standard directed percolation (DP)
universality class [1,4-6] with the main set of critical exponents for BARW distributed in a linear (d = 1) chain being
B = 0.276486(8) (order parameter), v; = 1.096854(4) (correlation length), and v, = 1.733847(6) (correlation time) [7].
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E-mail address: marcelo@fis.ufal.br (ML.L. Lyra).

https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124325
0378-4371/© 2020 Published by Elsevier B.V.

Please cite this article as: F.C dos Anjos, I. Gléria, M.L. Lyra et al., Non-universal critical initial slip of parity conserving branching and annihilating random
walkers with long-range diffusion, Physica A (2020) 124325, https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124325.

© © N o o A W N



© © N o o A W N -

38

39
40
a0
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

PHYSA: 124325

2 F.C dos Anjos, I. Gléria, M.L. Lyra et al. / Physica A xxx (xXxx) xxx

A new universality class emerges for n even due to the intrinsic conservation of the parity of the number of particles [1,8-
10]. An exception is for BARW with n = 2 offsprings placed symmetrically on the two nearest neighbor sites for which
the vaccum state is the dynamical attractor, irrespective to the diffusion probability p [11]. An active state is only stable
for parity conserving BARW with n > 4 or for n = 2 with asymmetric branching [12]. In this case, the critical exponents
deviate substantially from those of DP, with 8 = 0.92(3), v, = 1.84(6), and v, = 3.25(10) ind = 1 [8].

The above set of critical exponents for the parity-conserving DP universality class holds when the dynamical processes
of diffusion and branching are local, namely short-ranged. Particles are assumed to diffuse or branching only to a close
vicinity of the original site. Distinct critical exponents characterize the transition in the presence of long-ranged processes.
One common form to introduce long-ranged processes is to assume that particles diffuse according to a Lévy-flight
distribution. Upon diffusion, particles may flight directly to a site at a distance r according to a power-law distribution
P(r) o< 1/r*. There were several efforts aiming at formulating a theory for anomalous diffusion processes through the
memory function, the mixing condition and ergodicity, as recently reviewed in [13]. It has been shown that for « < 5/2
the branching process is always relevant, with the system remaining in the active state for any p # 1 [14]. An absorbing
state transition occurs at p.(«) for Lévy exponents « > 5/2. The critical exponents were reported to vary continuously
with « until a characteristic value . above which the exponents are similar to those of short-ranged diffusion. Numerical
simulations have indicated that 3 < a; < 4 [14,15] but were not accurate enough to precisely locate this bound.

Most of the previous studies of the BARW with Lévy-flight diffusion addressed the critical properties of the statistically
stationary state reached after the system evolved from a state with a high density of particles. Under such initial condition,
the density of particles develops an initial power-law decay in time at the critical point [16-28]. On the other hand, it
is well known that the density depicts an initial power-law critical slip when the system starts from the opposite state
with a very small number of particles [16,29]. Such critical spreading can also be explored to locate the critical point
and to extract some relevant critical exponents. Such procedure also allows to simulate very large systems, thus reducing
finite-size scaling corrections in the estimates of the critical indices.

In the present work, we explore the critical initial slip of the BARW process with long-range Lévy-flight diffusion. We
will follow the dynamical process starting from an initial configuration having a single walker. The time evolution of the
average number of walkers as well as its fluctuations will be used to provide accurate estimates for the critical diffusion
probability and the relevant dynamical critical exponents associated to these quantities. Further, we will compute the
second moment ratio of the order parameter to give an additional critical index characterizing the absorbing-state phase
transition. We will give particular attention to the critical behavior in the vicinity of « = 5/2 above which an infinitesimal
branching probability becomes irrelevant as well as to the upper critical value of the Lévy-exponent. Above the critical
behavior it becomes equivalent to that of the short-ranged BARW process. A comparative study of the interplay between
Lévy-like diffusion and branching will also be provided.

The manuscript is organized as follows: in Section 2 we present the model system and describe the main aspects of the
numerical simulations performed. Section 3 is devoted to present our results regarding the critical short-time initial slip
dynamics and the corresponding critical exponents of the order parameter and its fluctuations. A discussion on the Lévy
exponent dependence of the critical diffusion probability, moment ratio and exponents will be provided. Finally Section 4
will contain a summary of our main results, conclusions and perspectives of future developments.

2. Model

We consider a model of parity conserving branching and annihilation random walkers and perform simulations in a
one dimensional lattice. More specifically, a walker A can evolve according the following dynamical processes:

A— (n+A)
A+A— Q.

Diffusion and branching processes are controlled by a single parameter p, which corresponds to the diffusion probability.
At each step a randomly chosen particle jumps with probability p to a new site located at distance r from the original
position. The jump is either to the right or to the left with equal probability. The flight distance r follows a Lévy distribution
according P(r) o< 1/r%, where the parameter « controls the effective range of the flights. Branching occurs with the
complimentary probability 1 — p and generates n = 2 offspring situated either at the two right sites or the two left sites
of the original particle with equal probability. We allow at most one particle in each site. Thus, if the particle diffuses or
branches to an already occupied site, the particles trying to occupy the same site are mutually annihilated.

Our Monte Carlo simulations considered an initial configuration containing a single particle located at the central
position. The size L of the chain was limited to the largest integer number supported by our hardware, thus making finite
size effects negligible. In all runs, we checked that the activity never reached the chain borders. As such, specific boundary
conditions (open or periodic) give identical results. As the number of particles is considered to be parity conserving, the
vacuum state is never reached and the survival probability is equal to unity. We show that, starting with a configuration
that is close to the absorbing state, the system undergoes a dynamical phase transition from a state with a finite density
of particles at small values of the diffusion probability p to a phase with a dwindling density as p surpass a critical value

pe(a).

Please cite this article as: F.C dos Anjos, I. Gléria, M.L. Lyra et al., Non-universal critical initial slip of parity conserving branching and annihilating random
walkers with long-range diffusion, Physica A (2020) 124325, https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124325.
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Fig. 1. Space-time distribution of particles in our BARW model for representative values of the Lévy-exponent «. In (a) we used @ = 3 and the
critical probability is p. = 0.814. In (b) we have @ = 5 and the critical probability is p. = 0.525. Notice that the fractal like space-time distribution
becomes less connected as the diffusion process becomes longer ranged. In both cases, the process start from a single walker at site n = 500.

We analyze the growth of the average particle number of walkers in time (N(t)), where the average is taken over
several copies of the system. We used typically 10* distinct runs for the smaller values of « and 10° runs for the largest
values to perform the configurational averages. Each copy starts from the same initial configuration. We also compute
the critical behavior of the fluctuations of the order parameter (AN2(t)) = ((N?(t)) — (N(t))?)/L and the moment ratio
U = (N%(t))/(N(t))®—1. At the critical point the order-parameter and its fluctuations displays initial power-law slips in the

form (N(t)) ~ t% and (AN?(t)) ~ t?. The dynamical exponents are numerically obtained from the curves ¢(t) = %@’;’2)
and 6(t) = dlogtN(®) yargys 1/logt. When 1/logt — 0 these quantities converge to their respective asymptotic scaling

. dlogt . . . . ;
critical exponents. The second moment ratio U probes the relative fluctuations of the order parameter. Its critical value is

also a universal quantity characterizing equilibrium and non-equilibrium phase transitions [30-42]. We will also estimate
U.(a) to give further data concerning the regime of Lévy-exponents « for which the BARW process has continuously
varying critical exponents.

3. Results

Numerical simulations were performed for different values of the Lévy parameter «. We consider the initial condition
of a single particle at the center site of the lattice. In a single time step, all walkers at time t are visited once in average
in a random fashion. Fig. 1 illustrates the initial stage of the space-time evolution of the process for two representative
values of the Lévy-exponent «. The diffusion probabilities were chosen to be at the critical point (see below the procedure
used to estimate p.). Notice that, when the diffusion process is longer ranged (Fig. 1a), the fractal aspect of the space-time
particle distribution becomes disconnected. Shorter ranged diffusion (Fig. 1b) leads to a more compact (dense) space-time
fractal distribution of particles.

Fig. 2 presents results for the temporal evolution of the average number of particles, acting as the order-parameter of
the absorbing-state phase transition, and its fluctuations for the same cases « = 3 and o = 5 illustrated above. Diffusion
probability values p were chosen to be in the vicinity of the critical point. At the critical point both quantities develop
longstanding power-law growths. Above p. the branching process is overcome by annihilation and these quantities start
to saturate at a finite value. Below p. branching is the dominant process and fast growth of the population as well as its
fluctuations set up. The critical point can be estimated from the development of a sustainable power-law (asymptotically
linear in log x log scale) slip.

Accurate estimates of the dynamical critical exponents ¢ and 6 can be obtained exploring the finite-time scaling
behavior. By plotting ¢(t) and 6(t) versus 1/logt these functions shall converge to the asymptotic scaling exponent as
1/logt — 0. Within the absorbing phase, these curves shall bend downwards pointing to ¢ = 6 = 0. In the active

Please cite this article as: F.C dos Anjos, I. Gléria, M.L. Lyra et al., Non-universal critical initial slip of parity conserving branching and annihilating random
walkers with long-range diffusion, Physica A (2020) 124325, https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124325.
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Fig. 2. Time evolution of the average number of particles and its fluctuations for representative values of « and diffusion probabilities in the vicinity
of the critical point. Both quantities develop sustainable power-law growths at p..

phase an upwards bending is developed. In Fig. 3 we illustrate this scaling procedure for the same Lévy-exponents o = 3
and o = 5 as before. Notice that the dynamic exponent ¢ associated with the order-parameter fluctuations converges to
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Table 1

Our best estimates of the critical diffusion probability p., dynamic critical exponent ¢ for
the fluctuations in the order parameter, order-parameter slip exponent ¢ and the critical
moment ratio U, for different Lévy diffusion exponents a.

o 123 ¢ 0 Uc

2.6 0.988(2) 0.276(16) 0.128(23) 1.004(27)
2.7 0.964(2) 0.285(10) 0.140(12) 1.098(10)
2.75 0.946(2) 0.300(11) 0.144(14) 1.122(18)
2.8 0.924(2) 0.319(12) 0.157(13) 1.090(10)
2875 0.884(2) 0.360(10) 0.175(12) 1.056(16)
2.9 0.870(1) 0.371(10) 0.180(10) 1.031(12)
30 0.814(2) 0.413(10) 0.205(10) 0.963(10)
3.250 0.690(1) 0.529(12) 0.263(12) 0.781(10)
35 0.619(2) 0.571(10) 0.285(10) 0.697(19)
3.65 0.593(1) 0.584(11) 0.292(10) 0.680(12)
3.75 0.580(1) 0.589(10) 0.294(10) 0.670(15)
4,0 0.558(1) 0.594(10) 0.295(10) 0.656(12)
5.0 0.525(1) 0.596(11) 0.294(11) 0.659(19)
6.0 0.516(1) 0.597(10) 0.297(12) 0.652(13)

its asymptotic value with a smaller slope than the own order-parameter exponent 6. This indicates that corrections to
finite-time scaling are more significant in (N) than in its fluctuations. As a consequence, the critical probability p. is more
precisely located using data from fluctuations.

In Fig. 4 we report measures for the time-evolution of the moment ratio U = Ex(zg))ﬁ — 1. Curves present an initial
growth for distinct values of p, with U — 0 when p < p.. As we approach the critical point p = p., we observe an
ultimate convergence to the critical value of the second-order moment ratio U.. The asymptotic time invariance of U at
pc means that the dynamic critical exponents satisfy ¢ = 26, a relation that will be numerically probed by performing
independent estimates of ¢ and 6.

We followed the above numerical procedure to estimate the critical parameter for several values of the Lévy-exponent
«. Our estimates for the critical diffusion probability are plotted in Fig. 5(a). As expected, p.(o¢ < 5/2) = 1. In this regime,
any branching probability drives the system away from the absorbing state and produces a finite density of particles. As
o increases, a transition takes place at a finite branching probability. p. decays continuously until it reaches the value
corresponding to the asymmetric lateral branching limit [12]. In Fig. 5(a) we also include the critical diffusion probability
for the BARW model with Lévy-like branching [43]. In this model, diffusion is just to the neighboring sites while branching
in long-ranged. Notice two distinct regimes. For « > 3 the critical diffusion probability is larger for Lévy branching than
for Lévy diffusion. This trend is reversed for @ < 3. These data unveil that, if the second moment of the flight distribution
becomes unbounded (@ < 3), the active phase becomes more robust when diffusion is the long-range process. Conversely,
Lévy-like branching is more effective in favoring the active phase when the second moment of the flight distribution is
finite.

In Fig. 5(b) we plot our best estimates for the dynamic critical exponents 6 and ¢ as parametric functions of the critical
diffusion probability p., together with our estimates for the critical momentum ratio U. Table 1 summarizes our results.
Notice that the relation ¢ = 26 is satisfied within our numerical accuracy in the entire range of Lévy-exponents.

A few features are valuable to be stressed. First, the dynamic critical exponents remain finite in the limit p. — 1. This
aspect evidences the development of a singular behavior when the Lévy-exponent approaches the lower bound o = 5/2.
For « < 5/2 a discontinuous dynamic transition occurs from the vaccum state at p = 1 to the active state at p < 1.
Exactly at p. = 1 there is no branching and the number of particles remains unit, thus implying in ¢ = 6 = 0. When «
is slightly above this lower-bound, the transition becomes continuous and occurs at a finite (although small) branching
rate with characteristic power-laws governing the critical dynamics.

Second, the dynamic critical exponents and moment ratio vary continuously with p, until it reaches a threshold value p*
below which these indices assume constant values corresponding to the short-range critical behavior. By assuming a linear
dependence of the critical exponents on p, we could estimate the threshold value p* = 0.62(1). This means that changes
in the critical exponents are developed for Lévy exponents « < 7/2 [see Fig. 5(a) and Table 1]. It is interesting to recall
that for the two-dimensional Ising model with power-law decaying interactions, the threshold value of the power-law
decay exponent below which continuously varying critical exponents do appear is ™ = 3.75 [44]. Our data is consistent
with a scaling conjecture of a* ~ 3.5 for the crossover from short-range to long-range behavior of the parity-conserving
BARW transition [45]. Finally, we found that the moment ratio varies non-monotonically, reaching an extreme value at
pe =~ 0.95. Therefore, critical fluctuations are maximal for o >~ 2.75.

4. Summary and concluding remarks

In summary, we studied the critical initial slip dynamics of the parity conserving model with branching and annihilating
random walkers presenting long-range Lévy-like diffusion. This model presents a phase transition between an active

Please cite this article as: F.C dos Anjos, I. Gléria, M.L. Lyra et al., Non-universal critical initial slip of parity conserving branching and annihilating random
walkers with long-range diffusion, Physica A (2020) 124325, https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124325.
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Fig. 3. ¢(t) and 6(t) as functions of 1/logt for « = 3 and « = 5. Diffusion probabilities are close to the critical point. The curves bend upwards
(downward) below (above) p.. Corrections to finite-time scaling (signaled by a finite slope at p. in the large time regime) are stronger in 6(t)
specially when the diffusion becomes longer-ranged (smaller «).
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Fig. 4. Temporal evolution of U. In (a) we have « = 3 while in (b) we have « = 5. Diffusion probabilities approach the critical point from below.
At p. the second moment U converges to its critical value.

1 ﬂ\ T I T T I T I T
_Q\D (a) .
09| \3\ o--o Branching  _|
B % o--o Diffusion |
0.8 Y m
" X
o B \\ o 7
0.7 N -
- \\\ D\\\ —
\h \\\\\
0.6 — oy o 7
L TSpel :‘_:‘_*_\\\_
! I B B N B
2.5 3 35 4 4.5 5
o
T I T I T I T I T
A
(b) o BTH
1+ U P N
- -'A“'.“ -
Dﬂ 20 ALAD
@ @ O0wo... 0
S 05 O -
9 "o
m--omo..... O... OOO'O
....... o
m-opgg O
1 I 1 I 1 I 1 I 1

Fig. 5. In (a) we plot the critical probability p. as a function of the Lévy exponent «. Results are for the models with long-range diffusion (present
work) and long-range branching [43]. In (b) the dynamic critical exponents 6, ¢ and the critical second-order moment ratio U. are plotted versus
the critical diffusion probability p..
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phase with a statistically stationary finite density of particles and a vaccum phase with a vanishing density, with a
diffusion probability p acting as a single control parameter. Starting from an initial configuration containing a single
walker, we numerically obtained the dynamic critical exponents associated to the growth in the average number particles,
its fluctuations, as well as the critical second-order moment ratio as a function of the Lévy-exponent « governing the reach
of the particle flights upon diffusion. Three regimes were identified. For « < 5/2 the vaccum state is fully unstable with
regard to an infinitesimal branching rate. An intermediate regime with continuously varying exponents sets up. Above
a characteristic value of the Lévy-exponent, the exponents become equivalent to those of the BARW with short-range
diffusion. Our scaling analysis allowed us to estimate that the short-range universality class is reached for ¢ > 3.5,
which is in agreement with a previous scaling conjecture [45]. Further, we unveiled that the dynamic critical exponents
remain finite as one approaches the lower-bound o = 5/2 from above, evidencing the singular behavior at this threshold.
Also, the second-order moment ratio passes through a maximum as a function of the Lévy-exponent «. In particular, we
contrasted the critical point of the BARW with either Lévy diffusion or Lévy branching. We found that Lévy diffusion is
more effective in sustaining the active phase in the regime of 5/2 < « < 3 while Lévy branching becomes more effective
for o > 3. It would be interesting to have a more complete scenario of the critical behavior of BARWs with both diffusion
and branching being controlled by their own long-ranged Lévy process. It would shed additional light in the interplay
of long-range processes in non-equilibrium phase transitions with potential applications in general studies of population
dynamics and diffusion-limited reactions [46].
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We study the dynamics of the branching and annihilating process with long-range interactions.
Static particles generate an offspring and annihilate upon contact. The branching distance is sup-
posed to follow a Lévy-like power law distribution with P(r) o< 1/r*. We analyze the long term
behavior of the mean particles number and its fluctuations as a function of the parameter « that
controls the range of the branching process. We show that the dynamic exponent associated with the
particle number fluctuations varies continuously for @ < 4 while the particle number exponent only
changes for o < 3. A crossover from extreme value Frechet (at o = 3) and Gumbell (for 2 < a < 3)
distributions are developed, similar to the one reported in recent experiments with cw-pumped
random fiber lasers presenting underlying gain and Lévy processes. We report the dependence of
the relevant dynamical power-law exponents on « showing that explosive growth takes place for
a < 2. Further, the average occupation number distribution is shown to evolve from the standard
Fermi-Dirac form to the generalized one predicted within the context of nonextensive statistics.

I. INTRODUCTION

Branching and annihilating processes represent an im-
portant class of non-equilibrium dynamical systems find-
ing applications in several branches of science, including
condensed matter, statistical physics, physical chemistry,
biology, ecology, and sociology [1-12]. In these processes,
particles can generate offsprings while annihilating upon
contact. When the particles execute a random walk in
a lattice, the competition between particle generation
through branching and particle destruction through an-
nihilation may lead to the extinction of the population
depending on the relative strength of these competing
processes. When branching predominates, the system
evolves to a statistically stationary state with a finite
density of particles. On the other hand, extinction is the
dynamical attractor at low branching rates.

The above phenomenology is usually termed as an ab-
sorbing state non-equilibrium phase transition between
an active and a vacuum state [13, 14]. This transi-
tion has a close analogy with the standard second-order
phase transition associated with a spontaneous break-
ing of symmetry in condensed matter systems at thermal
equilibrium with a heat-bath. Critical exponents char-
acterize the universality class of these non-equilibrium
phase transitions. The most common is the directed per-
colation universality class [13-16]. This is actually the
case of the absorbing state phase transition of branching
and annihilation random walkers with an odd number of
offspring [17-21]. However, a new universality class is
in order when the branching process conserves the par-
ity of the particle number (even number of offsprings)

[17, 22-25].

Long-range processes are also able to change the uni-
versality class of non-equilibrium phase transitions [6, 26—
30]. These processes can be introduced in the dynamical
rules by considering the particle diffusion to be anoma-
lous with the distance r of individual jumps on the lattice
following a Lévy-like distribution P(r) o 1/r%*. Here «
governs the effective range of the long-ranged process. It
has been demonstrated that the critical exponents of the
absorbing state phase transition changes continuously as
a function of a below a threshold value. The long-range
process can be also introduced in the own branching pro-
cess while keeping normal diffusion, also leading to con-
tinuously varying exponents [6, 30].

In the pure branching and annihilation process, par-
ticles are not allowed to diffuse [31-34]. In this case,
although branching and annihilation are competing pro-
cesses, the average number of particles grows in time
when the system starts from a single particle seed. For
the case of a single offspring such growth is linear, while
a slower diffusive behavior takes place when two off-
springs are placed symmetrically on the neighboring sites
of a one-dimensional lattice [5]. However, the influence
of long-range interactions in the dynamics of the pure
branching and annihilation process is still an open issue.

In this work we will address the above question by
studying the dynamics of the pure Lévy branching and
annihilation process in a one dimensional lattice. In par-
ticular, we will be interested in determine the time evo-
lution of the particle number and its fluctuations. These
usually develop power-law growth when the system starts
from a single seed particle. The characteristic dynamic
exponents of these two relevant quantities will be esti-



mated from numerical simulations in the entire range of
values for the Lévy exponent . We will unveil the as-
sociated distribution functions, exploring the regimes of
Gaussian and non-Gaussian fluctuations as well as the
emergence of extreme value distributions. A crossover
from Frechet (at threshold) to Gumbell extreme values
distributions will be reported. This result closely resem-
bles recent experimental findings on cw-pumped random
fiber laser [35]. Further, the average occupation number
distribution functions in distinct branching regimes will
be explored.

II. THE PURE LEVY BRANCHING AND
ANNIHILATION PROCESS

Here we consider the branching and annihilating of
static particles A that generate a single offspring A — 24
to the left or to the right with equal probability. The par-
ticles annihilate upon contact A+ A — @, i.e., when the
branching process tries to generate an offspring in an al-
ready occupied site. These processes can be represented
by the reaction equations

A —> (nA+ A), (1)

A+A— 0. 2)

Here n = 1 is the number of offsprings. The branching
distance r is assumed to follow a Lévy power-law dis-
tribution. This is effectively accounted by choosing the
branching distance as

r=(1—g) Y (3)
Here z is a uniformly distributed random number in the
interval 0 < x < 1. Only the integer part of r is con-
sidered. It follows a Lévy power-law distribution in the
form:

P(T) X 7"_0" (4)
with « controlling the ranging of the branching process.
Large values of « correspond to short range interactions
(offspring generated in the close vicinity of the parental
particle). Conversely, small values of « allows for large
branching distances .

The model is simulated in a one dimensional lattice of
size L. The lattice size L was chosen to be close to the
largest integer supported by our hardware. In all runs,
the total time evolution was chosen to avoid finite size ef-
fects, avoiding the process to reach the chain borders. At
each elementary step, one particle of the system is chosen
at random to generate an offspring. Time is increased by
1/N(t) at each step, where N (t) is the number of parti-
cles at time ¢t. Configurational averages are taken over a
large number of independent runs. As the time elapses,
the mean number of particles in the lattice grows without

limit. Due to the absence of diffusion, an absorbing state
in which the population vanishes cannot be reached, even
with no parity conservation.

Here we study the long term behavior of the mean
number of particles N(t). We start from the initial con-
dition with a single particle in the center of a one dimen-
sional lattice. We also followed the time evolution of the
quadratic fluctuations in the particle number defined as

AN?(t) = [N(t) - N(t)]2. ()

In our simulations the mean number N(t) and its fluc-
tuations are calculated over a large number of samples,
specified in the next section. Power-law behaviors are
expected at sufficiently large times:

N(t) ~ 1, (6)

AN2?(t) ~ 12, (7)

with 6 being the dynamic exponent associated with the
growth of the average particle number and ¢ the corre-
sponding one associated with its fluctuations. For short
range branching, it is well known that the average num-
ber of particles grows linearly in time (6 = 1) presenting
Gaussian fluctuations (¢ = 1) [5]. Our goal is to ana-
lyze how the above quantities vary in time for distinct
« values, i.e., how long-range branching affects the dy-
namic exponents. We are mainly interested in « outside
the regime 0 < a < 2. In fact, in those cases very large
jumps are often observed. Mutual annihilation becomes
rare thus rendering the mean number of particles to di-
verge exponentially in time.

III. RESULTS

We start our analysis by showing a space-time plot in
distinct branching regimes. Figure 1 shows the spatial
distribution of particles, over time, for some representa-
tive v values. The simulations were performed in a 1D
lattice. Data are shown up to t = 300. In all cases,
the initial condition is one single particle in the center
of the lattice. In figure la we have a = 2.5. The par-
ticles spreads over a wide region of the lattice because
a small « corresponds to an effective long-range branch-
ing. New seeds appear throughout the lattice due to
branching to an empty region. The low population den-
sity around the neighborhood of the new generated parti-
cle leads to few encounters and therefore few extinctions.
In this way, particles quickly spread over the lattice. Fig-
ure 1b shows the results for & = 3. The particles do not
spread over very large distances and kept concentrated
around a small region surrounding the center of the lat-
tice. Short-ranged branching makes the offspring to be
usually generated in an already occupied site, leading to
extinction of both particles. Note that, for large values of
t, some offsprings may be generated in sites far from the
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FIG. 1: Space-time distribution of particles for distinct « val-
ues. In (a) @ = 2.5, (b) @ = 3.0, (¢) @« = 3.5 and in (d)
a = 4.5. For small «, there are long-range branchings to un-
occupied regions of the chain which favors a fast occupation of
the lattice. For large «, short-range branching predominates
and the population growth is slower. Notice the distinct spa-
cial scale in (a) which hides the small gaps of unoccupied sites
evident in (b-d).

original central position, as expected since the distance r
follows a power law distribution whose fat tails guaran-
tee the occurrence of outlier events. Figure 1c considers
a = 3.5. The particles are aggregated in a even smaller
region around the origin since faraway branching are less
likely, a similar situation presented in figure 1d, which
considers o = 4. For these values of o most of the off-
springs are generated around the central initial position
and the annihilation mechanism forbids a high occupa-
tion rate. The spacial distribution of particles over time
is thus connected to the value of a that furnishes the
typical size r of the branching distance. Small « favors
branching to empty regions, leading to a faster popula-
tion growth. For large values of «, there is (almost) no
occurrence of large jumps and it is likely for an offspring
to be created in an already occupied site, leading to a
slower population increase.

Since the value of «, which controls the branching dis-
tance, governs the range of the interactions, we now fo-
cus on the dynamical exponents related to the average
number of particles and its fluctuations. In figure 2 we
have the time evolution of the mean number of parti-
cles and its fluctuations for a wide range of a values.
We checked that no attempt to branch outside the chain
borders occurred during any time run. As such, our re-
sults are free from finite-size corrections. The number
of samples varied from 10* for the smallest a to 103 for
the largest ones. For a < 3 we stopped the simulations
after ¢ = 5000 (otherwise finite-size effects would affect
the simulations). For a > 3 we run up to ¢ = 50000 with
no finite-size effect due to the shorter-range character of
the branching process.

Figure 2a shows the log-log time evolution of the mean
number of particles. The results show that, for o < 3, the
mean number of particles grows faster as the « value is
lowered. Conversely, the population tends to cluster near
the origin if a > 3, leading to the same short-range § = 1
exponent. Figure 2b presents the log-log evolution in the
fluctuations of the particle number. Note the same slope
for « = 4 and o = 4.5. It is consistent with ¢ = 1 for
short-ranged branching. However, the dynamic exponent
¢ already starts to deviate from this value for a < 4.

From the asymptotic slopes of the curves presented in
figure 2, we obtained the dynamical critical exponents 6
and ¢ for each «, as shown in figure 3. Note that the ex-
ponent 1/6 monotonically grows for a < 3 and converges
to the short-range value § = 1 at « = 3. This is so be-
cause the branching process tends to cluster the particles
in a vicinity of the origin above this value of a, with the
cluster front spreading ballistically. Creation and anni-
hilation processes are balanced within the main cluster
with the density of particles on it fluctuating around a
constant value. As a consequence, the growth of the
mean number of particles ends up being controlled by
the ballistic evolution of the cluster front. For a < 3, our
data fits the empirical law 1/60 = o — 2. The divergence
of 6 at a = 2 signals the set up of exponential explosive
growth of the population because annihilation becomes
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FIG. 2: In (a) we present the time evolution of the mean
number of particles, and in (b) its quadratic fluctuations for
distinct values of a. The long-time slopes give the respective
dynamic exponents. Notice that, while the dynamic exponent
of N(t) starts to change for a < 3, its fluctuation exponent
already deviates from the short-range behavior for o < 4.
Dashed lines have unitary slope corresponding to the expected
short-range behavior.

irrelevant at this extreme long-range regime where the
average branching distance diverges.

For the dynamic exponent ¢ associated with the par-
ticle number fluctuations, we observe a similar behav-
ior. However the short-range value is reached only at
« = 4. This happens due the very nature of the under-
lying power-law processes, that allows for eventual long-
distance jumps to occur, thus making second and higher
moments larger than usual. Note also the occurrence of
two distinct regimes 2 < @ < 3 and 3 < a < 4. For
2 < a < 3, our data is consistent with the fluctuation ex-
ponent ¢ = 26. This means that the width of the particle
number distribution becomes of the same order of the av-
erage number. Therefore, fluctuations are relevant in this
regime, even in the long-time limit. On the other hand,
1 < ¢ <2for3 < a < 4. Therefore, the width of the par-
ticle number distribution grows slower than its average in
this regime, although faster than diffusively. This points
to a weak violation of the Central Limit Theorem in this
regime. In this intermediate regime, our numerical data

is well fitted by ¢ =5 — a.
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FIG. 3: Dynamic exponents associated with the average par-
ticle number 6 and its quadratic fluctuations ¢ for distinct val-
ues of a. For a > 4 the short-range values set up 6 = ¢ = 1.
For2 < o < 3one finds ¢ = 20 = 2/(a—2). For 3 < a < 4 one
identifies an intermediate regime with § =1 and ¢ =5 — a.

In order to have a deeper understanding of the dynam-
ics in these distinct regimes, we present results concern-
ing the histograms of the number of particles for differ-
ent values of the range of the interaction, parameterized
by a. In figure 4 we consider the cases o = 3.5 and
« = 4. Here the histograms were obtained from typically
4 x 10* samples. In figure 4a we observe that, as the time
elapses, the probability distribution function (PDF) con-
verges slowly to a normal distribution. For a = 4 the
PDF is Gaussian for all instants considered, as shown in
figure 4b. The short range of the interactions does not al-
low for large branching. Annihilation takes place and the
convergence to a normal distribution occurs, as expected
by the Central Limit Theorem.

In figure 5a we present results for « = 2.3 and o = 2.7.
We represent the probability P(N/N) versus N/N. Pop-
ulation N is calculated at t = 446 and N is averaged for
5 x 10° samples. The histograms are the same for other
times and a < 3 values, i.e., it represents the station-
ary distribution of the particle number in this regime.
In Fig. 5b we use o = 3 and consider three distinct in-
stants t. Here N is averaged over 10* samples. Notice
that the distribution is also stationary in this regime,
but presenting a profile distinct from that reported in
Fig. 5a. In both cases the distributions have a strongly
non-Gaussian character.

The above data were fitted by the extreme value sta-
ble Frechet and Gumbell distributions in the case of long
range interaction o < 3 (the regime with varying expo-
nent #). Gumbell and Frechet distributions are particular
cases of the generalized extreme value (GED) distribu-
tion, which also includes the Weibull distribution [36].
The extreme value theorem states that these stable dis-
tributions describe the asymptotic behavior of normal-
ized extreme values of an univariate independent sample.
Frechet and Gumbell are obtained when we consider the



maximum values of the variable. Conversely, a Weibull
distribution is developed whenever one considers their
minimum. The PDFs for these are given by:

Pla) = (2)f(a) e ®)

with
tz) = e7, £=0 (9)
te) = L+EC=RN7E 40 ()

The parameter £ defines which one of the three distri-
bution we are refereeing. The Gumbell distribution is
obtained if £ = 0, while £ > 0 is for Frechet and £ < 0 for
Weibull. A Gumbell distribution fits the curves for a@ < 3
with high accuracy with parameters o = 0.24, £ =0 and
@ = 0.88. On the other hand, our data show the station-
ary property of the Frechet distribution in the threshold
a =3 with 0 = 0.12, £ = 0.17 and g = 0.92. These re-
sults indicate that the dynamics is actually governed by
the rare events of branching to sites far from the original
seed.
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FIG. 4: Histograms for the particle number for o > 3. In (a)
we have a = 3.5. There is a slow convergence to a Gaussian
distribution. In (b) we have o = 4 for which the convergence
to Gaussian is faster.

It is important to mention that Gumbell distributions
were also found to fit branching Brownian walkers, in

which, after an exponential random time, the particle
splits into n particles with a given probability. In [37]
it was proved that the PDF of the maximum of branch-
ing Brownian motion converges to a Gumbell distribu-
tion, a conjecture previously stated in [38]. The largest
extremes of independent and identically distributed ran-
dom walks were also proved to converge to the Gumbell
or the Frechet distributions [39]. Gumbell distributions
were reported in random walks on fully connected lat-
tices. In [40] the authors analyzed the time evolution
in the number of sites visited within a given subset of
the total number of sites. Whenever the walker visits
any given site of this subset a value is recorded. When
this recorded value equals the number of sites in the sub-
set, the time value is dubbed total covering time and the
fluctuations of this variable are distributed according a
Gumbell distribution [40]. A recent experiment showed
also a crossover from Frechet (at threshold) to Gumbell
extreme value statistics in the intensities of a cw-pumped
random fiber laser presenting underlying gain and Lévy
processes [35]. The stimulated emission process respon-
sible for the gain in lasers has a close analogy with the
branching process while the Lévy trajectories of photons
in random lasers gives the long-range character of the
interactions. A loss process can be associated with the
emission of photons when they reach the random laser
borders. Our results indicate that extreme value distri-
butions can emerge in distinct physical scenarios from
the balance between gain and loss processes in systems
with long-range interactions.

Before finishing, we will provide additional data in or-
der to support the importance of long-distance branch-
ing extreme events to the systems dynamics. We start
by reporting the time evolution of the spreading front
Tmaz, 1-€., the distance from the seed position of the
most distant particle at a given time. Data for some rep-
resentative values of the branching exponent are shown
in Fig. 6. While the spreading front evolves ballistically
for « > 3 with no mayor discontinuities, abrupt jumps
resulting from long-distance branchings play a relevant
role for & < 3. In the time intervals between mayor jump
events, the spreading front is mainly ballistic. However,
these rare large events give rise to an overall superballis-
tic spreading and amplified fluctuations.

Whenever the walker visits any given site of this subset
a value is recorded. When this recorded value equals the
number of sites in the subset, the time value is dubbed
total covering time and the fluctuations of this variable
are distributed according a Gumbell distribution [40]. A
recent experiment showed also a crossover from Frechet
(at threshold) to Gumbell extreme value statistics in the
intensities of a cw-pumped random fiber laser presenting
underlying gain and Lévy processes [35]. The stimulated
emission process responsible for the gain in lasers has a
close analogy with the branching process while the Lévy
trajectories of photons in random lasers gives the long-
range character of the interactions. A loss process can be
associated with the emission of photons when they reach



P(N/N)

[T T T T T ]
L a=3.0
O t=24414
_IF O t=32495
z F t=47575 ]
zZ I ]
= [ ]
(b)
O.II | 1

0.5 1 1.5 2

FIG. 5: In (a) we present the histogram for the number of
particles N normalized over the mean number N/N for a =
2.3 and o = 2.7. These are fitted by a Gumbell distribution
with ¢ = 0.24, £ = 0 and p = 0.88 (solid line). In (b) we
present P(N/N) for a = 3.0 at three different instants. The
fit (solid line) represents a Frechet distribution with o = 0.12,
€=0.17 and pu = 0.92.

the random laser borders. Our results indicate that ex-
treme value distributions can emerge in distinct physical
scenarios from the balance between gain and loss pro-
cesses in systems with long-range interactions.

The spacial distribution of the particles at a given large
time also unveils important aspects distinguishing the
short and long-range regimes. Far from the spreading
front, the balance between branching and annihilation
processes results in a statistically uniform particle distri-
bution with the average occupation number of a given site
being m = 1/2, irrespective to the branching range. Fluc-
tuations of the spreading front over distinct realizations
produce a smooth crossover from the active region with
n = 1/2 to the inactive region with 7 = 0. Depending on
the branching regime, quite distinct average occupation
number distributions 72(z) set up, as illustrated in Fig. 7.
In the short-range regime, such crossover is exponential.
Actually, the average occupation number distribution has
a Fermi-Dirac form

(11)
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FIG. 6: Time evolution of the spreading front ... measured
as the distance from the seed position of the most distance
particle at time ¢. Large jumps resulting from rare events of
long-distance branchings become relevant for a < 3, giving
rise to a superballistic spreading and enhanced fluctuations.

where ng = 1/2, z* is the distance to the origin on which
the average occupation number decays to ng/2, and
controls the width of the crossover region. The above
Fermi-Dirac distribution fits accurately the simulation
data for a = 4 (solid line on the main frame of Fig. 7).
We measured the distance in units of * being left with
a single fitting parameter fz*. In this regime, the fit-
ting parameter becomes larger when the distribution in
measured at longer times, as expected because the rela-
tive fluctuations become vanishing small in the Gaussian
regime. The emergence of the Fermi-Dirac distribution
is in line with the close analogy between reaction dif-
fusion nonequilibrium problems and quantum fermionic
systems [46, 47]. and can open a new direction towards
future analytical derivations of the reported numerical
distributions.

A very long crossover develops in the regime of long-
range branchings. The average occupation number de-
cays slowly for z/z* >> 1, typically as a power-law, as
shown in the inset of Fig. 7 where the same data are plot-
ted in double logarithmic scale. This feature is directly
associated with the rare events of long-distance branch-
ings that can populate regions at distances much larger
than the average size of the active region. A generaliza-
tion of the Fermi-Dirac distribution has been given in the
literature in the context of nonextensive statistics[48-50]
which has found applications in several physical systems
presenting multifractality, long-time memory and long-
range interactions[52, 53]. Although the exact form of the
resulting Fermi-distribution is quite combersome and dif-
ficult to calculate, it assumes a simple and intuitive form
within the so-called factorization approximation[51], be-
ing given by

o

= o P (12




where
exp () = [1 4 (1 — g)2] /79, (13)

for 1+ (1 — g)x > 0, being zero otherwise. The above
expression was used to fit the data for the average occu-
pation number distribution at o = 2.3, shown as the solid
line in the inset of Fig. 7. Fitting parameters used were
Bx* and q. Bx* is time independent in this regime be-
cause the particle number dispersion is of the same order
as its average. For large x/x* the distribution decays as
1/(z/2*)Y (@1 Our best fit for the a = 2.3 distribution
provided g ~ 1.46. The above simple expression does not
fit the entire particle number distribution in the interme-
diate regime of a values, a signal that relevant corrections
to the factorization approximation are in order.
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FIG. 7: Average occupation number distribution m(z) as a
function of the normalized distance to the seed position x/x",
where (z*) = no/2. Data are for a = 4 (circles), o = 3
(squares) and a = 2.3 (diamonds). Solid line is a fit to the
Fermi-Dirac distribution given in Eq. 11. Inset: Double loga-
rithmic plot of the same data. Solid line is a fit to the Fermi-
Dirac distribution in the context of nonextensive statistics
given in Eq. 12. Data were taken at ¢t = 100 from 10* distinct
realizations.

IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary, we studied the dynamics of a branching
and annihilating process of static particles that gener-
ate a single offspring and annihilate upon contact. The
branching distance r was supposed to follow a Lévy
power-law distribution, parameterized by the exponent
« that governs the effective range of the branching pro-
cess.

For a > 4 the system is in the regime of very short
ranged branching. The mean number of particles N (t)
and its quadratic fluctuations grow linearly with time,
as expected for branching to the close vicinity of the
parental particle. The distribution of the number of par-
ticles N at a given time, determined from a large number
of independent runs, quickly converge to a Gaussian.

For the intermediate regime of 3 < o < 4, the system
still presents a linear growth in N(¢) but the particle
number quadratic fluctuations behave like AN?(t) oc t®
with 1 < ¢ < 2, which implies in a superdiffusive widen-
ing of the particle number distribution. Our data allowed
us to propose the empirical relation ¢ = 5 — «. As the
time evolves the distribution P(N/N) slowly converges
to a Gaussian.

For 2 < a < 3, both N and AN?(t) obey power-law
growths with dynamical exponents varying continuously
with a. Our data is consistent with ¢ =20 = 2/(a — 2).
In this regime, the width of the particle number distri-
bution becomes of the same order as the own average
particle number, thus signaling non-Gaussian asymptotic
fluctuations. The PDFs P(N/N) are best fitted by ex-
treme value distributions, namely a Frechet distribution
for the threshold value o = 3 and a Gumbell distribution
for 2 < a < 3, in close analogy with experimental find-
ings in cw-pumped random fiber lasers experiments [35].
This result unveils the relevant role played by the events
of extreme branching distances in this regime. Finally the
dynamic exponents diverge for a < 2, signalizing the ex-
plosive exponential population growth dominated by very
long-ranged branching on which annihilation becomes ir-
relevant. The average occupation number distribution
was shown to have a Fermi-Dirac aspect for short-range
branchings, evolving to the corresponding one in the con-
text of nonextensive statistics in the long-range regime.

The present work adds to the current literature sup-
porting the emergence of extreme value statistic is dy-
namical systems with underlying Lévy processes. Due
to the ubiquitous occurrence of Lévy distributions in na-
ture [41-45], it would be valuable to have future investi-
gations aiming to explore the possible emergence of ex-
treme value distributions in general population dynamics
models and optical systems with long-range interactions.
It would also be interesting to have future analytical ef-
forts aiming to derive the reported distributions explor-
ing field theoretical and master equation approaches as
well as the analogy between diffusion reaction problems
and quantum fermionic model systems.
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