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Resumo

Neste trabalho propomos e analisamos modelos matematicos nao-lineares para o cresci-
mento de capital. Abordamos este tema a partir de duas situagoes: na primeira, o capital
e a forga de trabalho possuem uma dinamica cooperativa; na segunda, assumimos que
a relacao capital-trabalho é dada por uma dinamica do tipo predador-presa em que o
capital se alimenta da forca de trabalho. Para isto fizemos uso de equagoes diferenciais
com retardo para a modelagem e, através de analises numéricas adaptadas para este tipo
de equacao, tivemos como foco o estudo dos pontos de equilibrio, bifurcagoes e regime
caotico. Tomando o delay como parametro de controle, um sistema apresentou transicao

para o caos via duplicacao de periodo.

Palavras Chave: Equacoes Diferenciais com Atraso, Crescimento Econdémico, Modelo

Predador-Presa



Abstract

In this work, we propose and analyse nonlinear mathematical models for capital growth.
We approach this subject from two situations: first, the capital and the labor force have a
cooperative dynamic; secondly, we assume that the relation capital-labor force is given by
a predator-prey type dynamic which the capital feeds on labor force. For this, we make use
of delay differential equations for modeling and through adapted numerical analysis for
this kind of equations, we were focused on study the fixed points, bifurcations and chaotic
regime. Assuming the delay as control parameter, a sistem presented chaos transitions by

period doubling.

Keywords: Delay Differential Equations, Economic Growth, Predador-Prey Model
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1 Introducao

Crescimento economico, inflagdo, recessao, e politicas econémicas sdo termos que
costumam frequentar os noticidrios e o cotidiano das sociedades modernas. O campo
de estudo que possui o objetivo entender esses fen6menos econémicos é chamado de
macroeconomia. Por que alguns paises possuem uma alta taxa de inflacdo enquanto outros
mantém pregos estaveis? Por que determinados paises apresentaram um grande crescimento
econdmico nos ultimos anos? Quais as politicas publicas necessarias para que o pais acelere
sua economia e saia da crise financeira? A macroeconomia se ocupa de responder perguntas

deste tipo.

O padrao de vida de uma sociedade é um reflexo do seu nivel econémico e pode ser
avialiados através dos seguintes indicadores: expectativa de vida, mortalidade infantil, niveis
educacionais, niveis de criminalidade e outras medidas diretas de bem-estar, diretamente
ligadas a quantidade de riqueza que um pais possui. Para exemplificar esta afirmacao
apresentamos as Figuras 1 e 2. Na primera apresentamos um grafico da expectativa de vida
versus o Produto Interno Bruto per capita (PIB per capita) dos paises listados no World
Bank [1]. Na segunda destacamos os pontos referentes a Africa do Sul, Argentina, Brasil,
China, Coréia do Sul e Estados Unidos. Os dados apresentados nas Figuras indicam que
paises ricos geralmente possuem uma expectativa de vida maior do que aqueles com PIB
per capita menores. O consumo das familias também é um forte indicador da qualidade de
vida de uma sociedade e os dados do World Bank também mostram que quanto maior o

PIB per capita, maior o consumo.
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Figura 1 — Associacao entre PIB per capita e expectativa de vida no ano de 2016.

Fonte: Autor
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Figura 2 — Associacdo entre PIB per capita e expectativa de vida na Africa do Sul, Argen-
tina, Brasil, China, Coréia do Sul e Estados Unidos, 2016.

Fonte: Autor

Manter um crescimento econdémico estavel por um longo periodo de tempo é um
dos fatores primordiais para que um pais apresente melhoras no padrao de vida de sua
populacao. A Figura 3 apresenta a evolugdo temporal do PIB per capita dos paises
destacados anteriormente entre os anos de 1990 e 2016 e serve de ilustracao sobre o sucesso

das economias desses paises.
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Figura 3 — Evolucéo do PIB per capita na Africa do Sul, Argentina, Brasil, China, Coréia
do Sul e Estados Unidos, 1990-2016.

Fonte: Autor
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Em 1990 o Brasil e a Argentina possuiam economias mais prosperas do que a China
e estavam no mesmo patamar que a Coreia do Sul. Em 2016, os dois paises da América do
Sul foram ultrapassados pela China, enquanto a Coreia do Sul apresenta um desempenho

pelo menos duas vezes maior do que os latino-americanos.

Os fendmenos e questoes que apresentamos até aqui sao centrais nao s6 para a teoria
do crescimento econémico, mas para a macroeconomia em si. O ponto de partida para a
analise destes problemas é o modelo de Solow-Swan, ou, simplesmente, o0 modelo de Solow.
O modelo introduzido Robert Solow e Trevor Swan em 1956 [2, 3] é reconhecidamente um
dos mais importantes na teoria do crescimento econdémico e contribuiu para que Solow
fosse laureado com prémio Nobel de economia em 1987. Mesmo modelos que discordam
do modelo de Solow sao melhores entendidos quando comparados com ele. Portanto,

compreender o modelo de Solow é essencial para entender teorias de crescimento [4].

1.1 Modelo de Solow

O modelo de Solow foi proposto com o intuito de demonstrar como o crescimento
do estoque de capital (C'), o crescimento da forga de trabalho (L) e os avangos tecnologicos
(A) interagem e afetam uma economia. Neste modelo, a oferta de bens é representada por

uma funcao producao da forma
Y () = F(C(), LA(L)), (1.1)
onde t denota o tempo.

E importante notar que a funcio producio nao depende diretamente do tempo e
s6 apresenta evolugao temporal se alguma das varidveis C(t), L(t), ou A(t) apresentar
variagao temporal. O produto L(t)A(t) pode ser entendido como a forga de trabalho efetiva,

ou trabalhador efetivo, onde o avancgo tecnoldgico atua como um aperfeicoador do trabalho.

O modelo assume que a func¢ao producao Y () possui retornos constantes de escala.
Isto é, se multiplicarmos o estoque de capital e a forca de trabalho efetiva por z, também

multiplicamos o montante de produgao por z

2Y (t) = F(zC(t),zL(t)A(t)); z>0. (1.2)

Esta propriedade da fungao producao nos permite analisar todas as quantidades de
uma economia de acordo com o tamanho da for¢a de trabalho. Tomando z = 1/LA na

Equacao 1.1, temos v o
rioam = (zoam L) o

y=flc), (1.4)

que nos leva a
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onde y = Y/LA é a produgao por forga de trabalho efetiva, e ¢ = C'/LA é o estoque de
capital por unidade de forga de trabalho efetiva. Deste modo, o tamanho da economia nao

afeta a relagdo entre producao por trabalhador efetivo e capital por trabalhador efetivo.

Outras condicoes que devem ser satisfeitas pela forma intensiva da fun¢ao producao
f(e), sao: f(0) =0, f'(c) >0, f"(c) <0. Realizando a derivada 0F(C/LA)/0C = f'(c),
obtemos a produtividade marginal do capital. Além destas condigoes, f(c) deve satisfazer

as condigbes de Inada: limy_, f'(c) = 0o, limy_,o f'(c) = 0 [4].

O crescimento da forca de trabalho e da tecnologia é realizado a taxas contantes e

¢é descrito pelas seguintes equacoes

dL

= L =nL(t), (1.5)
Cf;;l = A= gA(t), (1.6)

onde n e g sao parametros exégenos - produzidos por fatores externos. Tomando Ly como
o valor inicial da for¢a de trabalho e Ay o valor inicial da tecnologia, as solugoes das

Equagoes 1.5 e 1.6 sdo respectivamente L(t) = Loe™ e A(t) = Aged".

A producao é dividida entre consumo e investimento. A parte designada a inves-
timentos é denotada pela constante exdgena s. De modo que uma unidade de producao
empregada em investimento produz uma unidade nova de capital, que a deprecia em uma

taxa d. Deste modo, a equagao de evolucao do capital é dada por
C(t) = sY (t) — dC(t). (1.7)

Derivando ¢ = C'/LA no tempo, temos

(1.8)

Das Equacgoes 1.5 e 1.6, temos que L/L e A/A sao n e g, respectivamente. Cé
dado pela Equagao 1.7 e C'//LA é simplesmente c. Substituindo estes termos na Equagao
1.8, temos

¢(t) =sy(t) — (n+ g+ d)c(t). (1.9)

Por conseguinte, a evolucao temporal do estoque de capital por unidade de trabalho
efetivo é dada por uma diferenca entre dois termos. O primeiro termo do lado direito da
equagao, sy(t), é uma multiplicagdo entre a producao por trabalho efetivo e a fracdo desta
produgdo que é investida: é o investimento de fato. O segundo termo, (n + g + d)c(t), nos
informa quanto investimento deve ser feito para que o capital continue existindo, chamamos
de investimento de equilibrio. Como o capital existente deprecia com o tempo, dc(t), é

necessario um investimento para que este capital seja substituido e impeca a diminui¢ao no
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estoque. A forga de trabalho efetivo cresce a taxa constante (n+ g), entdo um investimento
que mantém o estoque de capital C'(t) constante nao é suficiente para manter o estoque
de capital por trabalho efetivo ¢(t) constante. O termo (n + g)c informa quanto deve
ser investido para que ¢(t) se mantenha constante enquanto a forga de trabalho efetivo

aumenta.

Quando o investimento por trabalhador efetivo é maior do que o investimento de
equilibrio, ¢ cresce. Caso o investimento de equilibrio seja maior, ¢ diminui. Se possuirem

valores iguais, ¢ é constante.

Uma vez que y(t) = f(c(t)) e f(0) = 0, para ¢ = 0, o investimento de fato e o
investimento de equilibrio sao iguais. De acordo com a condigao de Inada, f’(c) deve ser
grande a medida que ¢ tende a zero. Portanto a curva que representa sf(c) esta acima
da curva que representa (n + g + d)c para pequenos valores de capital, significando que
o investimento é maior do que o investimento de equilibrio neste regime. Também da
condicao de Inada, temos que f(c) tende a zero quando ¢ tende a infinito, de modo que
estas curvas eventualmente devem se cruzar. A condi¢ao f”(c) < 0 garante que esta
intersecgao ocorra apenas uma vez para ¢ > 0. O ponto ¢ em que estas curvas se cruzam é

chamado de ponto critico e é denotado por c*.

Estar no ponto de equilibrio ¢* significa que todo o investimento é igual ao inves-
timento de equilibrio, com o capital esta estagnado. A estratégia mais comum para que
ocorra um crescimento balanceado do estoque de capital por forca de trabalho efetiva é o

ajuste da taxa de poupanca s, ilustrado na Figura 4

|
|
|
|
0 — : : : , 0 : : A : .

o ¢ 2 4 6 8 10 0 2 4 6" 8 10
Capital por Trabalhador Efetivo Capital por Trabalhador Efetivo

Producéo e Investimento por Trabalhador Efetiy
N

Producdo e Investimento por Trabalhador Efetiy
N

Producéo — Investimento de Equilibrio Producdo — Investimento de Equilibrio
— Investimento — Investimento

(a) s =0.2 (b) s=10.5

Figura 4 — Os efeitos de um crescimento da taxa de poupanca s sobre o investimento.

Fonte: Autor
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Na Figura 4a, s = 0.2 e o ponto de equilibrio é ¢* = 1.0 enquanto que na Figura 4b a
taxa de poupanca s = (.50 e o ponto de equilibrio é ¢* = 6.25. Mover o ponto de equilibrio
para a direita do grafico significa adiar o ponto de estagnacao da economia, fazendo com
que o estoque de capital por trabalhador efetivo esteja esteja sempre crescendo de maneira
balanceada. Na proxima se¢ao apresentamos um outro modelo sobre crescimento de capital
mas que parte de premissas diferentes das que Solow partiu e analisa outras facetas da

economia.

1.2 Modelo de Goodwin

Em 1967, Richard Goodwin propds uma nova abordagem para a origem dos ciclos
de crescimento. As equacgoes apresentadas por Goodwin tratavam da relagdo entre a taxa
de emprego e a participagao dos trabalhadores na renda nacional, ou seja, da relacao
conflituosa entre os trabalhadores e os donos do capital. A importancia do modelo de
Goodwin se encontra na aparicao de uma dinamica do tipo predador-presa Lotka-Volterra,
onde de acordo com o autor [5] “o problema da simbiose de duas populagoes - parcialmente
complementares, parcialmente hostis - é 1til no entendimento das contradi¢des dindmicas

do capitalismo, especialmente quando postas numa forma mais ou menos marxista.”

1.2.1 As Equacdes de Lotka-Volterra

No meio da década de 1920, logo apoés a Primeira Guerra Mundial, observou-se
que a concentracao de uma certa espécia de peixe presente no Mar Adriatico era maior
do que nos anos anteriores a guerra. A hostilidade entre Austria e Italia fez com que a
atividade pesqueira fosse praticamente interrompida durante os anos de conflito. Assim
chamou atencao o fato de que uma espécie de peixe foi beneficiada pela auséncia de pesca

enquanto que presa, de outra espécie, foi prejudicada.

Volterra debrugou-se sobre este problema e assumiu que a taxa de crescimento da
populacao de presas x, na auséncia de predadores, é dada por uma constante positiva a. A
presenca da populagiao de predadores y provoca um decréscimo linear de acordo com uma

taxa b. Estas afirmacoes nos levam a
&= (a—by)z; a,b>0. (1.10)

Por outro lado, a auséncia de presas faz com que a populagao de predadores seja nula. Isto
leva a uma constante de decaimento c e a interacao entre as populagoes neste caso é dada

de acordo com uma taxa d. Temos entao

y = (—c+dx)y; c,d > 0. (1.11)
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Unindo as Equacoes 1.10 e 1.11, temos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias que

representam o classico modelo de Lotka-Volterra

i=la—byz (1.12)
y=(—c+dr)y

Dados os valores iniciais, x(t = 0) = x¢ e y(t = 0) = yy, podemos desenhar as
Figuras 5 e 6, que sao o espaco de fase e a série temporal do modelo predador-presa,
respectivamente. Nelas podemos observar a presenca de oscilagoes, que ocorrem devido a

dependéncia da populagao e do seu crescimento liquido.

= Presa
34 = Predador

2

Figura 5 — Espaco de fase do modelo Figura 6 — Série temporal do modelo
predador-presa. predador-presa

Fonte: Autor

1.2.2 Modelo de Goodwin

De acordo com Goodwin [5] as cinco suposigoes descritas a seguir foram adotadas
por conveniéncia
(a) crescimento estavel do nivel tecnolégico;
(b) crescimento estével da forga de trabalho;
(c) apenas dois fatores de produgéo, capital e forga de trabalho;
(d) todas as quantidades sdo reais e liquidas;

(e) todos os saldrios sdo consumidos e todo o lucro é investido.

Estas duas sdo de um tipo mais empirico, e discutivel

(f) uma razao capital-produgao é constante;
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(g) uma taxa de salarios real que cresce nas vizinhangas do pleno emprego.

A partir destas afirmacoes podemos construir as equagoes que compoem o modelo.

As variaveis utilizadas sao

e ¢ é a produgao;

e L é o capital;

e w ¢ a taxa salarial;

e a = qpexp® é a produtividade, o é constante;

e n = nyexp’ é a forca de trabalho, 3 é constante;

e 0 ¢ a razao capital-producao;

e w/a é a participacado dos trabalhadores na produgao e o lucro dos capitalistas é

p=1-w/g
e Lucro = poupanca = investimento = k = (1 — w/a)g;

Taxa de lucro = k/k = ¢/q = (1 — w/a)/o;

[ = gq/a é a empregabilidade.

Realizando uma derivada logaritmica em rela¢ao ao tempo da razao q/l, temos

d<lnq)_q‘_l’_a_a
a\"1) q |l a

Portanto,

I_q  _1-wla_

. 1.13
ey . a (1.13)

Chamaremos a participagdo dos trabalhadores na produgao de u = w/a e a taxa

de empregabilidade de v = [/n. Substituindo estas varidveis na Equagdo 1.13, obtemos

@:vKi—@+60—“] (1.14)

g

Para obter a segunda equagdo que compoe o modelo partimos da suposi¢ao (g),

que pode ser escrita como

w/w = f(v)
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Goodwin utiliza uma aproximacao linear da curva de Phillips para representar esta
funcao f(v), que podemos observar o seu comportamento na Figura 7. Portanto, a taxa
salarial f(v) cresce indefinidamente & medida que o sistema se aproxima do estado de

pleno emprego, v se aproxima de 1.

i i

1w

Figura 7 — Curva de Phillips linearizada.
Fonte: [5]

Com isso, podemos escrever
W
— = —7+pv, (1.15)
w

onde v ¢ a interseccao das curvas e p representa a sua inclinacao. Substituindo w = ua,

obtemos
u=ul[—(y+a)+pv], (1.16)
que ¢é a segunda equacao do modelo.

Unindo as Equagoes 1.14 e 1.16 chegamos ao modelo de Goodwin

D:vKi_(aJrﬁ))_ﬂ (1.17)

U=ul—(y+a)+p].

Ao compararmos este sistema com o modelo Lotka-Volterra podemos observar que
o caso analisado por Goodwin trata a participacao dos trabalhadores na producao como o
predador e a taxa de empregos como a presa. Em outras palavras, os trabalhadores sao
os predadores e os capitalistas sao as presas. Traduzindo para uma situacao economica,
um lucro grande torna o investimento grande e isto faz com que novos empregos sejam
criados. Por outro lado, a medida que o sistema se aproxima de uma situagao de pleno

emprego, os trabalhadores ganham poder de barganha e podem exigir melhores salarios.
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Esta dindmica faz com que a taxa de crescimento decaia, levando a uma diminui¢ao no

numero de empregos, ocasionando no crescimento dos lucros e o inicio de um novo ciclo.

1.3 Motivacao

Inspirados pelos modelos apresentados neste capitulo temos como objetivo propor
e analisar dois modelos de crescimento. Tradicionalmente, a modelagem de sistemas
dindmicos é feita utilizando Equagoes Diferenciais Ordinédrias (EDOs), de modo que as
grandezas pertencentes ao sistema sao sempre avaliadas no mesmo instante de tempo.
Buscando uma maior aproximagao das situacgdes encontradas na natureza, cientistas
comecaram a realizar as modelagens a partir de Equagoes Diferenciais com Retardo
(EDRs), onde as fungbes pertencentes a sistemas com este tipo de equa¢ao podem ser
avaliadas em instantes de tempo distintos. Geralmente, considera-se que pelo menos uma
grandeza do sistema reaja a dindmica num momento futuro, o que chamamos de fungao
com retardo ou funcdo com delay. Este tipo de abordagem é utilizada em diversos ramos
do conhecimento, tais como a virologia [6, 7], a quimica [8] e o controle de transporte [9].
No dmbito da dindmica econémica, temos a sua aplicacdo em modelos IS-LM [10, 11, 12],
no classico trabalho do Kalecki [13] e as investigagoes de Guerrini e colaboradores sobre
modelos do tipo Solow [14, 15, 16].

A dissertacao esta dividida da seguinte forma: O capitulo 2 apresenta os principais
conceitos e ferramentas utilizadas para o estudo de sistemas dindmicos. O capitulo 3 trata,
detalhadamente, as EDRs e as ferramentas necessarias para seu estudo. Finalizando o

trabalho, o Capitulo 4 apresenta e discute os modelos e os resultados obtidos.
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?2 Sistemas Dinamicos

Sistemas dindmicos podem ser definidos como uma prescricio matematica determi-
nistica para a evolucao temporal do estado de um sistema [17]. Deste modo, os sistemas
dindmicos podem ser divididos em duas categorias: equagoes diferenciais, cuja variavel
tempo é continua; e mapas iterados, que assumem o tempo como uma variavel discreta.

Exemplificando um sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias, temos

d
% = jjl = fl(xlax%' - 7xnat>
dx )
72 =T = fg(l’l,l’g, e ,l’n,t>
dt | (2.1)
d,,
% =Ty = folT1, 29, ..., 2y, t)

onde x; = z;(t) € R" é uma funcdo da varidvel independente ¢, usualmente o tempo. A
funcao f; é continua e possui derivadas continuas. O sistema 2.1 pode ser escrito numa

forma vetorial e simplificada

—

7= f(Z,1), (2.2)

=&

na qual  é um vetor n-dimensional e f é uma matriz quadrada.

O sistema apresentado acima é conhecido como nao-auténomo, pois suas fungoes
fi dependem explicitamente do tempo. Caso contrario, o sistema ¢ autonomo. Uma EDO
nao-autonoma pode ser convertida em um sistema autonomo mediante a introducao de
uma dimensao no sistema. Tomemos como exemplo a equagao do oscilador harmoénico

amortecido e forcado

mi + b + kx = F cos(t), (2.3)
que podemos escrever como
.., F
T+ yi 4+ wijr = — cos(t), (2.4)
m

em que y representa o parametro de amortecimento e wy = \/k/m é a frequéncia angular

caracteristica na auséncia de amortecimento. Considerando z; = x, 9 = & e x3 = t, temos

o sistema
T1 = Ty
iy = —wiry — vy + (F/m) cos(z3) , (2.5)

composto por trés EDOs de primeira ordem acopladas e autonomas. Esse artificio sempre

pode ser utilizado para remover a dependéncia temporal de sistemas de equagoes diferenciais.
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Portanto, uma equagao de n-ordem é um caso especial de um sistema (n + 1)-dimensional
[18].

A notacao vetorial 2.2 pode ser generalizada para i=F (Z), onde F representa

um conjunto de func¢oes nao-lineares.

Figura 8 — Péndulo simples.

Fonte: Autor

A equagao de movimento do péndulo simples (Figura 8) é dada por

é+%&mw):0, (2.6)

sendo 6 o angulo do péndulo com o eixo vertical, g a aceleracao da gravidade e [ o
comprimento do fio. Solucionar esta equacao analiticamente demanda habilidade, de modo
que a maneira usual de evitar a nao-linearidade envolve a utiliza¢do da aproximacao para
angulos pequenos, sen(f) ~ 6 para § < 1. Essa aproximagao transforma a Equacao 2.6
em

b+ %9 —0, (2.7)

que é uma equacao diferencial linear e de facil resolucao. O principio da superposi¢cao nao
é aplicavel a sistemas nao-lineares, fato que se configura como impedimento a utilizagao
de técnicas como as transformagcoes de Laplace ou a andlise de Fourier. Em contrapartida,
ao considerarmos apenas angulos pequenos descartamos boa parte da fisica envolvida no

sistema.

Com a dificuldade em encontrar solugoes analiticas para sistemas nao-lineares, o
estudo qualitativo das equacoes preocupa-se em identificar caracteristicas importantes de

suas solugoes sem resolvé-las.

2.1 O Espaco de Fases

A ferramenta mais comum para a observacao da evolucao temporal dos estados

de um sistema dindmico é o espaco de fases ou de espago de configuragdes, um espago
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geométrico abstrato cujos eixos sdo as variaveis necessarias para a descricao da dinamica.
Consideremos o movimento de um bloco de massa m preso a uma mola de constante

elastica k como o da Figura 9.

Figura 9 — Sistema massa-mola.

Fonte: Autor

Segundo as leis de Newton, esta dindmica é dada pela relagao
d2

m T = —kzx, (2.8)
cuja solucao da equagao de movimento é
x(t) = xg cos(wot) + all sen(wot). (2.9)
Wo

Dadas a condigdes iniciais z(t = 0) = g, (t = 0) = &0, com a frequéncia angular

wo = y/k/m, derivamos a equagao 2.9 em func¢ao do tempo e obtemos a velocidade
&(t) = —woxg sen(wot) + &g cos(wot) (2.10)
As Equacoes 2.9 e 2.10 descrevem completamente o movimento do sitema massa-

mola. Utilizamos o espago de fases (Figura 10) para uma melhor visualizacdo e entendimento

desse comportamento.
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Figura 10 — Espaco de fase do sistema massa-mola 2.9.

Fonte: Autor
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As curvas apresentadas na figura sao chamadas de trajetorias ou érbitas, cujos

pontos (6, 6) sdo os estados do sistema.

2.2 Pontos fixos e Estabilidade

Retornando ao problema do péndulo simples, Figura 8, se as coordenadas estiverem
localizadas (6,6) = (0,0) o péndulo permanecer estacionado na origem. Este ponto do
espaco de fases é classificado como ponto fixo, ponto estacionario ou ponto de equilibrio. De
maneira formal, se ©* = (z7, x3, ..., z}) for um ponto fixo do sistema 7= f(:cl, Ty .oy T, t),

—

entdo 7 é um ponto tal que f(Z*,t) = 0.

Pontos fixos sao classificados a partir da sua estabilidade, conceito geralmente
atribuido a Lyapunov. As categorias de estabilidade mais usuais sao: estabilidade de uma
solucao estacionaria e estabilidade estrutural de um sistema. No estudo da estabilidade
de uma solugao estacionaria a investigacao ocorre a partir de perturbacoes nas condicoes

iniciais e na caracterizacao dos pontos fixos P* = (z*,y*), classificados em:

e Assintoticamente estavel: se a resposta do sistema a uma pequena perturbacao

aproxima-se de (z*,y*) quando t — oo. Neste caso, o ponto fixo é um atrator;

e Estavel: quando a resposta do sistema a uma leve perturbacao permanece pequena

quando t — o0;

e Instavel: a perturbagao cresce quando ¢ — oo. Neste caso, o ponto fixo é um repulsor

ou uma fonte.

Um ponto fixo assintoticamente estavel é estavel, entretanto o contrario nao é
garantido. Considere o sistema
T = Az, (2.11)

que possui ponto fixo 2* = 0 e solucdo z(t) = e*. O ponto z* ¢é assintoticamente estavel

se A < 0, estavel se A < 0 e instavel se A > 0.

O estudo da estabilidade estrutural ocorre a partir de perturbagdes no campo
vetorial completo, que é feito através de perturbagoes nas equagoes diferenciais. O objetivo
desta analise é testar a propriedade que o sistema apresenta de reter as caracteristicas
qualitativas da sua dindmica sob pequenas perturbacoes nas fungoes envolvidas. Esta

propriedade é denominada por robustez [19].
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2.2.1 Estabilidade Linear
Considere o sistema linear

& =azr+by = f(z,y)

. : (2.12)
y=cx+dy=g(z,y)

cuja forma vetorial e matriz Jacobiana J estao representadas na equacao abaixo

T| |ab z(t) | % % o(t) | (1)
R -

Um ponto fixo do sistema 2.12 é o vetor Zy = (0,0). Admitindo a solucao geral

I =M, (2.14)

e substituindo em 2.13, tem-se (J —AI)Z, = 0. Onde X e Zj sdo os autovalores e autovetores
da matriz Jacobiana enquanto que I é a matriz identidade. Os autovalores de uma matriz

sao determinados a partir da solugao da equacao caracteristica
det(J — A\I) = 0. (2.15)

Esta metodologia é generalizada para sistemas n-dimensinais. Retomando o caso 2.12
temos:

N — Xa+d) +ad — bc = 0. (2.16)
Esta equacao possui duas raizes: A1 e A9, que determinarao a estabilidade do ponto fixo 7.

No caso n-dimensional as solugoes da equacao caracteristica podem ser reais ou

complexas. Seja A = Re(A) +iIm(\), a solugdo 2.14 pode ser escrita como

Z(t) = e ReWtet ImNtz, (2.17)

O termo et m®)

t atua como uma funcao limitada, oscilando continuamente em torno de
um valor fixo. Logo, a andlise da estabilidade do sistema depende essencialmente do termo
e Rt Se Re(M) > 0, entdo e M tenderd ao infinito conforme ¢t — oco. Ou seja, as
6rbtitas de z(t) deixardo a vizinhanga do ponto fixo a medida que ¢ tende ao infinito, neste
caso dizemos que o ponto de equilibrio é instével. De modo contrério, se Re(\) < 0 entéo
x(t) — 0 conforme ¢ — oo. Esta condicdo faz com que as trajetérias de x(t) se aproximem

cada vez mais do ponto fixo, que é estavel.

As diferentes combinagoes dos autovalores determinam nao apenas a estabilidade
do ponto fixo analisado mas também a forma das érbitas em sua vizinhanga, classificando
os pontos de equilibrio. Se Re(A;) # 0 V i o equilibrio recebe o nome de hiperbdélico ou

nao-degenerado e podemos utilizar de fato os autovalores da matriz Jacobiana:

(i) Re(\;) <0V iimplica em estabilidade assintética;
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(ii) Re(A;) > 0 para um ou mais valores de 4 implica em instabilidade.

Esta classificacao de estabilidade ¢ nomeada como estabilidade condicional ou estabilidade
linear [19].

Caso Re(A) = 0, o equilibrio é classificado como nao-hiperbdlico, eliptico ou
degenerado. Se o sistema de equagdes é linear, Re(\) = 0 significa que as trajetérias de
Z(t) para t — oo nao se afastam e ndo tendem a (z*, y*), permanecendo em sua vizinhanga.

O ponto entao ¢é dito estéavel (embora nao assintoticamente estavel) e é chamado centro.

2.2.2 Classificacao dos pontos fixos

Os autovalores da matriz Jacobiana podem ser reais, imaginarios, imaginarios puros,
todos com parte real positiva etc. Cada combinagao diferente produz um tipo de ponto de
equilibrio nao-degenerado, de modo que o ntimero de casos possiveis cresce rapidamente
de acordo com a dimensao do sistema. Por exemplo, um sistema tridimensional possui 10

tipos diferentes de pontos de equilibrio nao-degenerados.

Apresentamos a seguir os tipos de pontos fixos para o caso bidimensional, usual-

mente o Unico estudado em detalhes.

1. A1 e A\ sdo reais e distintos, A\ - Ao Z0e A\; - Ay >0
Neste caso A1 e Ay possuem o mesmo sinal e o ponto fixo P* é denominado né
ou ponto nodal, cuja estabilidade é determinada pelos sinais dos autovetores. Se
A1, Ag > 0, P* é instavel. Caso A1, Ay < 0, P* é estavel.

2. A1 e Xy reais, iguais e nao-nulos
Neste caso particular, o ponto fixo é denominado né impréprio. Nesta situagao s
existe uma direcao de aproximacgao onde as trajetérias sao tangentes e paralelas a

esta tnica diregao.

3. A1 e Xyreais, A\; - Ay <0
Quando A; e Ay possuem sinais distintos o ponto estacionario é denominado ponto
de sela hiperbodlico. As trajetérias aproximam-se do ponto seguindo uma das diregoes

e afastam-se pela outra; por conta disso, o ponto de sela é sempre instavel.

4. A\ e Ay sao complexos conjugados, Re();) # 0

Considera-se aqui o caso em que

Apg=axif, B#0.

Para o # 0, as drbitas descrevem uma espiral convergindo para o ponto fixo,
classificado como foco. Caso a > 0, as trajetérias afastam-se do ponto fixo e o foco é

instavel. Caso contrario, a < 0, as trajetorias aproximam-se do foco, considerado
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estavel. Quando o = 0, os autovalores sdo imaginarios puros ou complexos conjugados.
Nesta situagao as trajetorias sao periddicas e o ponto fixo é chamado de centro - um

ponto de equilibrio estavel, mas nao assintoticamente estavel.

2.2.3 Linearizacao e Estabilidade Nao-Linear

Dado o sistema nao-linear

) , (2.18)

possuindo um ponto fixo P* = (z*,y*), podemos expandi-lo em série de Taylor e obter

b= 1(o9) = Fa"") + G = 2+ G )= ) + 0
0 dg

y=g(r,y) =g, y") + afg(w*, y*)(z — ") + afy(:r*, y )y —y")+0(2) .

(2.19)

Definindo novas varidveis & = z — z* e § = y — y*, observando que f(z*,y*) =

T = rezan rm rdem superior m istema linear
oy 0 e desprezando os termos de ordem superior, obtemos o sistema linea

i =0f/0z|.@ + O0f |Oy|.§ = ai + by (2.20)
§ = 0g/0x|.& + 0g/dy|.§ = c& +dij '
A matriz dos coeficientes
c d dg/0x|. 0g/dyl.

é a matriz Jacobiana 9(f,g)/0(z,y) calculada no ponto fixo P*. As fungoes z(t) e g(t)
resultantes do Sistema 2.20 sao a aproximacgao de primeira ordem para as distancias entre

os pontos (z(t),y(t)) da trajetéria e o ponto fixo a cada instante ¢

(2.22)

A aproximagao de primeira ordem é valida para pontos préximos ao ponto fixo e
descrevem o comportamento local das solugoes, nos mostra como o sistema evolui nos casos
em que as condigOes iniciais desviam-se ligeiramente do ponto fixo. O processo descrito
acima ¢ chamado de linearizacao, uma das técnicas mais relevantes no estudo de sistemas

nao-lineares.

A anélise de estabilidade realizada através do processo de linearizagao possui um

carater local: sao solugoes aproximadas e validas para pequenas distancias em torno do
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ponto de equilibrio. O Teorema 2.2.1 nos assegura que a estabilidade de um ponto de

equilibrio hiperbdlico nao é afetada pela linearizacao.

Seja a equagdo diferencial
i=f(z), z€R (2.23)

com condi¢ao inicial x(0) = xy e ponto fivo x* | temos que f(x*) = 0. Linearizando a

equacao em torno de x* , temos

£=Df(z")¢, £€R, (2.24)
com Df = 0f;/0x; sendo a matriz Jacobiana e x = x* + &, [¢] < 1.

Teorema 2.2.1 (Hartman-Grobman). Se D f(z*) ndo tem autovalores nulos ou puramente
imagindrios, entao existe um homeomorfismo h definido em alguma vizinhanca U de x*
em Re" que localmente toma oérbitas do fluro ndo linear ¢; de 2.23 e as leva ao fluxo
linear exp(tD f(z*)) de 2.24. O homeomorfismo preserva o sentido das drbitas e pode ser

escolhido para preservar a parametrizacao no tempo [19].

Para os casos envolvendo pontos nao-hiperbélicos (Re(A\) = 0) a andlise linear
nao nos permite tomar conclusoes sobre a estabilidade do ponto fixo. Nesta situacao,
recomenda-se o uso do Teorema de Variedade Central, com o foco em estudar os termos

de ordem superior da Equagao 2.19.

Usualmente o diagrama de fases completo de um sistema dindmico nao-linear
¢é formado por varios pontos fixos com linhas de fluxo conectando os varios diagramas
locais. Introduz-se assim o conceito de bacia de atragao: conjunto de condi¢bes iniciais
que originam as trajetérias as quais se aproximam de um determinado atrator. A partir
da variacao dos parametros é possivel uma mudanga de uma bacia de atracao para outra.
Deste modo, a teoria da estabilidade linear juntamente aos diagramas de fases locais

correspondentes permitem extrair informacoes sobre as fronteiras das bacias de atracao.

2.2.4 Ciclos Limite

Consideramos até aqui atratores e repulsores pontuais. Todavia existem os atratores
e repulsores unidimensionais e as curvas fechadas, que sao capazes de atrair ou repelir
solucoes proximas. Estas curvas, denominadas ciclos limite, sdo solugoes peridédicas tipicas
a osciladores forcados nao-lineares, como: impulsos nervosos, batimentos cardiacos, reagoes

quimicas que oscilam espontaneamente etc.

O ciclo limite ¢ um fenémeno inerentemente nao-linear e presente apenas em
sistemas dissipativos. Em sistemas conservativos temos a presenca de centros e pontos de

sela hiperbolicos; para quaisquer outros o teorema de Liouville seria violado.
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Se todas as trajetorias da vizinhanca se aproximarem do ciclo limite, este é classifi-
cado como estavel. Caso contrario, ¢ dito instavel. E em casos excepcionais, meio estavel.
Para se obter um ciclo limite estavel é necessario que a origem seja instéavel. Consequente-
mente, orbitas de pequena amplitude tendem a mover-se para fora a medida que o tempo

passa, enquanto 6rbitas de grande amplitude tendem a mover-se para dentro.

Para o caso plano, foram criados critérios para a existéncia de ciclos limite. Dois

deles sao:

Teorema 2.2.2 (Poincaré-Bendixson). Seja D um dominio finito que nao contém pontos

estacionarios e do qual as trajetorias nao partem, D contém um ciclo limite.

Teorema 2.2.3 (Critério de Bendixson). Dado o sistema de equagoes diferenciais ordind-
rias © = f(x,y),y = g(z,y), se a expressao Of /0x + 0g/0y nao é identicamente nula e
nao muda de sinal em um dominio D, a equacgdo diferencial nao apresenta orbitas fechadas
em D.

2.3 Bifurcacoes

Como ja discutido, estudamos a estabilidade dos pontos estacionarios através de
perturbagoes nos pontos fixos e a estabilidade do sistema através de perturbacoes nas
equagoes que o compoe. Podemos perturbar o sistema analisado variando os parametros
de controle - o parametro de amortecimento v e a frequéncia angular wy na equacao do
oscilador harmonico amortecido 2.4. Assim, podemos pensar o parametro de controle como

uma variavel do sistema dinamico.

Seja o sistema dinamico bidimensional

&= f(z,y,1) = fulz,y) | (2.25)

g =9y p) = gu(z,y)
onde p € R é o parametro de controle, as matrizes Jacobianas, autovalores e autovetores
agora sao dependentes do tempo ¢ e de p. Variagdes em p podem acarretar na criagao,
destruicdo ou na mudanga de estabilidade dos pontos fixos ou dos ciclos limite de um
sistema. A este fendmeno atribuimos o termo bifurcacao. As bifurcagoes podem ser locais,
afetando apenas as 6rbitas da vizinhanca dos pontos fixos e dos ciclos limite, e podem
ser globais, lidando com eventos que envolvem comportamentos de larga escala no espago
de fases, como mudancgas nas bacias de atracao, 6rbitas homociclicas ou heterociclicas ou

outras estruturas que se extendem ao longo do espacgo de fases [20].

Nas secOes seguintes restringimos nossa atencao as bifurcagoes locais, tipos mais
simples e que estao escritos na sua forma normal. Escrever as equagoes na forma padrao é

um procedimento tradicional no estudo de bifurcagoes, reescrevemos as equacoes de modo
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que a bifurcagdo ocorra quando o parametro u for nulo e o ponto fixo, agora localizado
em z = (, tenha o expoente caracteristico com parte real nula. Situagoes mais gerais
podem ser reduzidas a sua forma normal por meio de transformagoes de coordenadas e de

pardmetros sem perda de generalidade [21].

2.3.1 Bifurcacdo Sela-n6

Seja a equagao diferencial

i=p—a? = (o) (2.26)
tomando ;1 como o parametro de controle. O estudo da estabilidade deste sistema é dado
pela analise do sinal de df /dz calculado no ponto de equilibrio, &, /.

A condicao de estabilidade é dada por

[dfu/dx]equilibrio < 0.

Avaliando a derivada [df,/dz], m = —2./p < 0, temos o ponto fixo +,/z estével, um né.
De maneira inversa, —,/p € instdvel, um ponto de sela hiperbolico. A Figura 11 ilustra o
diagrama de fases, onde as linhas continuas representam o equilibrio estavel enquanto as

linhas pontilhadas descrevem o equilibrio instavel.

3 T T T T T

— Estavel
-— Instavel

Figura 11 — Diagrama de bifurcacao sela-no.

Fonte: [22]

A importancia da bifurcacao sela-né reside no fato de que todas as bifurcacoes
de familias uniparamétricas com autovalor zero podem ser perturbadas por meio de uma

bifurcagao desse tipo [20].
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2.3.2 Bifurcacdo Transcritica

Considere a equagao
b=z — 2 = f,(2), (2.27)

com pontos fixos = 0 e x = p, temos que df,,/dx = p—2x. Ao avaliarmos [df,/dz|,—0 = L,
o ponto x = 0 ¢ estavel quando p < 0 e instavel quando p > 0. Por outro lado, ao avaliar
df,./dz) =, = —p, vemos que o equilibrio x = p é estavel quando p > 0 e instével quando
1 < 0. H& troca de estabilidadde quando o parametro de controle passa por p = 0. Esse

tipo de bifurcacao é chamado bifurcacao transcritica, ilustrado na Figura 12.

I I

41— — Estavel —
-— Instavel
2 N _|
L
=0

=0 = o]
2 —
4 —

| | | | |

4 2 0 2 4

Figura 12 — Diagrama de bifurcagao transcritica.

Fonte: [22]

2.3.3 Bifurcacao de Forquilha
Bifurcacao de Forquilha Supercritica: Considere a equacao
i = - a® = fu(), (2.28)

com os pontos de equilibrio v = 0 e z = £,/u (para p > 0). A condicdo de
estabilidade é df,,/dz = p — 32% e avaliando a derivada no primeiro ponto fixo temos
[df,/dz] =0 = p. O ponto & = 0 é estavel quando p < 0 e instavel quando p > 0. Ao
avaliar [df,/dr|,—+ z = —2p, vemos que os dois pontos de equilibrio sdo estéveis
para i > 0. Este tipo de bifurcacao é denominado bifurcacao de forquilha supercritica

devido ao formato dos seus ramos, ilustrado na Figura 13a.

Bifurcagao de Forquilha Subcritica: Considere agora a equacao

i = px+2° = fu(z). (2.29)
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Os pontos de equilibrio sdo x = 0 e © = +y/—p (para p < 0), com condigao de
estabilidade df,,/dz = p + 32%. Avaliando a derivada [df,/dx],—o = p determinamos
que o ponto z = 0 ¢é estavel quando p < 0 e instavel quando g > 0. Porém, ao
avaliar [df,/dxr),—y /=; = —2p, vemos que os dois pontos de equilibrio sdo instéveis
para i < 0. Este evento é denominado bifurcacao de forquilha subcritica e esta

representado na Figura 13b.

B 3 ‘ ‘ S

T
I | - |
Py —— Instivel ll P . P«m — Estdvel |
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(a) Bifurcacao de Forquilha Supercritica (b) Bifurcagao de Forquilha Subcritica
Figura 13 — Diagramas de bifurcacao de forquilha.

Fonte: [22]

2.3.4 Bifurcacdo de Hopf

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias

iy = —xo + 21 (0 — 2] — 23) = fu(z1,22)

By = @1+ wa(p — 2f — 73) = gu(w1, 22)

(2.30)

O tnico ponto fixo para todo p é r; = x5 = 0. A matriz Jacobiana calculada no ponto de
equilibrio é

(2.31)

Of/0xy Of[0xy | | —1
0g/0x1 0g/0xs ] B [ 1 u ] ’
cujos autovalores sao u =+ 7. Deste modo, o equilibrio é estavel para p < 0 e instavel para
1 > 0. Consequentemente, constata-se que existe perda de estabilidade em p = 0, nao

havendo troca de estabilidade nesse ponto.

Se considerarmos p > 0 averiguamos a existéncia de um ciclo limite no sistema
2.30. Como discutido anteriormente, podemos utilizar uma transformacao de coordenadas
para reduzirmos as equagoes para sua foma normal. Neste caso, empregamos o uso das

coordenadas polares (r, ), definidas por z; = r cos(f), xs = rsen(f), e reescrevemos 2.30
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como

#-cos(6) — rfsen() = —rsen(6) + r cos(6) (1 — 7»2).

' (2.32)
isen(0) + r6 cos(0) = r cos(6) + rsen(6)(u — r?)

Multiplicando a primeira equagao por cos(f), a segunda por sen(f) e somando-as, obtemos

(2.33)

Podemos concluir que existe uma érbita periédica para p > 0. Ademais, como 7 < 0 para

r > /uer >0 parar <,/u, aorbita é estavel.

Ocorre uma troca de estabilidade quando p = 0. O ponto fixo estavel passa a ser
um ciclo limite estavel, onde o ciclo limite envolve um equilibrio instdvel em pu > 0. A
bifurcacao de um equilibrio para uma oscilagdo periddica é conhecida como bifurcagao de
Hopf. Uma caracteristica tipica deste tipo de bifurcagdo é a seguinte: a matriz Jacobiana

calculada no ponto de bifurcagdao tem um par de autovalores puramente imaginérios.

E importante frisar que diferentemente dos tipos de bifurcacao discutidos nas secoes
anteriores, na bifurcagdo de Hopf o sistema antes representado por um equilibrio passa a
ser descrito por um ciclo limite cujas oscilacdes sdo regulares. E uma bifurcacio que liga
equilibrio ao movimento peridédico. Mas assim como a bifurcacao de forquilha, a bifurcacao

de Hopf apresenta-se na forma supercritica (Figural4a) e subcritica (Figura 14b).

Xy

X2
v Y, ’ (;\ J
U #
Xy
X2
(a) Bifurcacao de Hopf Supercritica. (b) Bifurcagao de Hopf Subcritica.

Figura 14 — Diagramas de bifurcacao de Hopf.
Fonte: [23]
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2.4 Caos

Um sistema dinamico ¢é dito deterministico quando o conhecimento das equacoes
de evolucao temporal, das condig¢oes iniciais e dos valores dos parametros do sistema nos
permite descrever completamente o seu comportamento. Caso a evolugao temporal se
torne irregular e imprevisivel, dizemos que o sistema encontra-se em num regime caético.
Este tipo de comportamento nao é raro na natureza e pode ocorrer em fené6menos como:

cavidades laser, reagoes quimicas e fluidos em rotacao [24].

Deste modo, suponha que realizamos o calculo da trajetoria de um sistema deste
tipo duas vezes, mas com condicOes iniciais ligeiramente diferentes. Esta pequena incerteza
conduz a um erro na descricao da trajetoria que cresce linearmente com o tempo. Ao
considerarmos um sistema cadtico o erro cresce exponencialmente no tempo, de maneira
que o estado do sistema ¢ essencialmente desconhecido apds um curto espaco de tempo.
Fenomeno denominado dependéncia sensivel as condigoes iniciais,uma das principais

caracteristicas de um sistema caotico.

Embora a ocorréncia do caos seja possivel em diferentes tipos de sistemas dindmicos,
os caminhos que levam a esse tipo de comportamento podem ser divididos em quatro

categorias chamadas rotas para o caos [21]

e Duplicacao de Periodo;
e Quasi-Periodicidade;
e Intermiténcias e Crises;

e Transientes Cadticos e Orbitas Homociclicas.

De maneira geral podemos afirmar que a transi¢do de um comportamento regular
(estaciondrio ou periddico) para um comportamento caético se deve as bifurcagoes causadas

a partir da variagao dos parametros de controle.

No caso da duplicacao de periodo, por exemplo, sua origem esta relacionada a
presenca de ciclos limite na dindmica do sistema. A medida que o pardmetro de controle
varia, o ciclo limite pode tornar-se instavel de tal maneira que podemos observar a criacao
de um novo ciclo limite com o dobro do periodo do ciclo original. Esse tipo de bifurcacao
é chamada de flip ou duplicacdo de periodo e esta rota para o caos apresenta uma cascata

de bifurcagoes de flip, como mostra a Figura 15.
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1.5

Gaussian Map b =7.5

-1.0
- 1.0 ¢ 1.0

Figura 15 — Diagrama de bifurcagdo do mapa gaussiano com b = 7.5 e x¢g = 0.

Fonte: [21]

s . . ~ . _bhr2 7
Este é o diagrama de bifurcacdo do mapa gaussiano z,,, = e %= 4 ¢. Os calculos
foram realizados para b = 7.5 enquanto que o parametro de controle ¢ variou entre —1 e 1.
Nesta imagem podemos observar, dobras de periodo, regime cadtico e janelas de periodo.

Observe que em ¢ > 0 o regime cadtico deixa de existir.
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3 Equacoes Diferenciais com Retardo

No Capitulo 2 apresentamos o conceito de sistema dindmico, os exemplos e técnicas
apresentadas envolviam Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Entretanto existe um
tipo mais geral de equagoes diferenciais chamadas Equagoes Diferencias Funcionais (EDFs)
ou Equagoes Diferenciais com Argumento Divergente, cujas funcoes envolvidas ocorrem

em diferentes argumentos [25]. As equagoes abaixo sdo exemplos de EDFs:

&(t) = 3x(t — 2), (3.1)
Z(t) = —a(t) — @(t — 1) + 2sen[z(t)] — cos(t), (3.2)
@(t) = z(t)z(t —2) + 22 (t + 1), (3.3)
T(t) =a(t —1) —x(t/2). (3.4)

As Equacoes 3.1 e 3.2 representam o tipo mais simples e talvez o mais natural
das EDFs, conhecidas como Equagoes Diferenciais com Retardo (EDRs). A Equagao 3.3
apresenta um argumento adiantado enquanto que a 3.4 possui a derivada de maior ordem

em dois intantes diferentes, de forma que nao se caracterizam como EDRs.

O objetivo deste estudo envolve o uso de EDRs e concentraremos a nossa aten-
¢ao nessa classe de EDFs. Tomemos como exemplo a equacao logistica que descreve o

crescimento de uma populacao
N'(t) = N(#)[b— aN (1)) (3.5)

onde a e b sao constantes positivas. Esse modelo considera que a densidade populacional
afeta negativamente a taxa de crescimento per capita devido a degradacao do meio ambiente.
Por outro lado, Hutchinson [26] demosntrou que os efeitos negativos causados pela alta
densidade populacional ocorrem apenas em taxas de nascimento para tempos futuros, pois
os efeitos causam atrasos no desenvolvimento e na maturacao. Com base nisto, o seguinte

modelo foi proposto
N'(t) = N(t)[b— aN(t — )], (3.6)

no qual, » > 0 é conhecido como retardo ou delay. Diversos outros modelos de crescimento
populacional, retardados ou nao, foram propostos [27, 28]. Arino e colaboradores [29]
consideraram que a dependéncia da densidade populacional estaria distribuida sobre um

intervalo de tempo no passado e ndo em um unico instante. Levando-nos a equagcao
N'(t) = N{)[b—a / N(t — 8)k(s)ds] (3.7)
0

onde a funcado k(s), conhecida como kernel, é normalizada por [5° k(s)ds = 1.
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De maneira formal, os tempos de retardo distribuidos satisfazem a equacgao

/tt k(t — s)x(s)ds = /r k(z)x(t — z)dz, 0<r < oo, (3.8)

—r 0

indicando uma média ponderada dos valores no intervalo. Embora esta abordagem nos
ofereca uma maior aproximacao dos fenomenos estudados, sua implementacao é mais dificil
de ser realizada em virtude da dificuldade em extrair o comportamento da fungao kernel
dos valores dados no intervalo. Portanto, concentraremos nossa atencao em EDRs cujos

delays sao discretos.

Na proxima secao analisaremos a estabilidade das EDRs e apresentaremos uma
técnica utilizada para linearizagdo, pois os métodos utilizados para EDOs nao sao validos

para esta classe de equagcoes.

3.1 Estabilidade e Linearizacao de EDRs

Considere um sistema linear, homogéneo e auténomo composto por n EDRs. Sua

forma mais geral possivel é

dy; =
i Zl Ayt —7;) = Ayt — 1) + - + Ayt — 7) (3.9)
]:
onde ¢ =1,...,n e cada A; ¢ uma matriz quadrada n-dimensional. De maneira similar ao

estudo das EDOs, propomos uma solucao do tipo exponencial

y(t) = &M (3.10)

na qual, £ é um vetor constante. Substituindo esta solucao na Equacao 3.9, temos

f)\BM — SGMZAJ‘G_’\TJ',

i=1

A=Y Aje | =0, (3.11)
j=1
onde I representa a matriz identidade n x n. Caso £ = 0, a Equacao 3.11 ¢é valida
para qualquer valor de \. Caso contrario, a solucao s6 é valida se \ satisfizer a equacao

caracteristica
A=Y Aje | =0. (3.12)

j=1

Comparando com a solugao obtida para EDOs no capitulo anterior (Equagao
2.15), podemos notar que a Equac@o 3.12 possui delays 7; nos argumentos das fungoes,

tornando a equacao caracteristica uma equacao transcedental com infinitas solugoes
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independentemente da dimensao do sistema. Resultado divergente do obtido para equagoes
sem retardo, onde um sistema n-dimensional possui exatamente n solugoes linearmente

independentes.

Assim como nas EDOs, as solugoes da Equacao 3.12 determinam a estabilidade do
ponto. Se todo A tem parte real negativa, entao a solucao é assintoticamente estavel. Caso
contrario, o ponto é instavel. Apesar da infinidade de solucoes, a estabilidade é sempre

determinada por um ntmero finito de raizes, de acordo com o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Dado um numero real o, a equacdo caracteristica 3.12 tem um nimero
finito de raizes X\ tais que Re(\) > o [30].

Podemos estudar também a estabilidade linear dos casos em que as fungoes que com-
poem o sistema sao nao-lineares. Considere o caso particular de um sistema n-dimensional

que possui m delays da forma:

dx
=Y =)t =) an(t - 1)
j=1
dx n
- =2 @t - ) at =), wm(t - 7))
=1 (3.13)
dr, < ,,
% = Z fj (xl(t — Tj), l’g(t — Tj), . ,I‘m(t — Tj))
j=1
Seja x* = (27,23, --+ ,x}) um ponto de equilibrio deste sistema, podemos estudar

a sua estabilidade através da linearizacao do sistema 3.1 em z*. Portanto

d m
S =3 @t = 1)t = 1y) - walt = 7))t
j=1
Ny afjl * ]1 * afjl *
+]§1<85B1 *(901(t Tj)_l'1>+72 *(xg(t—Tj)—x2)+...+a—% *(fEn(t—Tj)—xn)
dr, &
=Y @t =) @t =), aalt = 7)o+
j=1
77 ) * “Jg N o of; .
+j§:1<61 *(xl(t 75) $1)+8x2 *(1‘2(75 Tj) — T3) + +8$n *(In(t ;) xn)>
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Definindo o vetor y = (y1,%2,...,Yn) € realizando a substituicao de varidveis
y;(t) = z;(t) — xF, é possivel ver que

dri(t)  dy;
dt  dt’

Assim, podemos reescrever o Sistema 3.14 em uma forma simplificada

dyl UL 8.]0]1
G A —7 i (t
dt ;; 3% *y ( Tj)
de _J3 (t —
dt ; ; axl *yl( T])
(3.15)
O ;;sz *yi(t_TJ)
j=1i= x
) (3.16)
que é um sistema linear semelhante ao Sistema 3.9 com m matrizes A; do tipo
of}/0xy Of}[0xy --- Of))0xy
0f?/0x, 0f%/0xy --- Of%/0x,
ay= | OIOm Oh o 05 317)
of}/0xy Off/0xy -+ Off)0xy,
Tomemos o seguinte sistema como exemplo
T =ax(t) + by(t
(t)+ bu) s,

g = calt =)+ dy(t)
onde a, b, ¢ e d sao reais e positivos.

O tnico ponto fixo deste sistema é (0,0), que também apresenta um termo sem re-

tardo (71 = 0) e outro com retardo (75 = 7). Teremos assim duas matrizes para o calculo dos

. 1 .
autovalores, com os termos i, =1,2 dados por fi = ax —by;
fa =0;
f = dy;
! (3.19)
f3 = cx;

A matriz Jacobiana deste sistema é representada na forma

—-b 00 —b
J = A1 + AQG_AT = “ + 6_)\7 = “ s (320)
0 d c 0 ce M d
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cuja equagao caraceristica
A — (a+d)\+ ad + bee ™, (3.21)

é uma equacao transcedental. Cooke e van der Driessche [31] obtiveram o seguinte Teorema:

Teorema 3.1.2. Considere a equagdo
P +QNe ™ =0 (3.22)

onde P e Q) sao fungées analiticas na metade direita do plano, Re(\) > —d, 6 > 0, que

satisfazem as sequintes condicoes:

i) P(A\) e Q(\) nao tém zeros imagindrios em comum;

ii) P(—1y) = P(iy), Q(—1y) = Q(iy), para y € R (em que P denota o complexo
conjugado de P);

iii) P(0) + Q(0) # 0;

i) Hd, no mdzimo, um nimero finito de raizes na metade direita do plano, quando

T=0;

v) F(y) = |P(iy)||* — [|Q(iy)||* para y € R possui no mdximo um nimero finito de

Zeros reats;
Sob essas condicoes, 0s sequintes casos sao verdadeiros:

a) Suponha que a equagio F(y) = 0 ndo tem raizes positivas. Entao, se a Equagio 3.22
¢ estdvel em T =0, a mesma permanece estavel para todo T > 0; por outro lado, se a

equacdo é instavel em T = 0, permanece instavel para todo T > 0.

b) Suponha que a equagio F(y) = 0 tenha pelo menos uma raiz positiva e que cada uma
seja simples. Enquanto as raizes aumentam, trocas de estabilidade podem ocorrer.
FExiste um nimero positivo 7 |, tal que, a Equacao 3.22 € instavel para todo T > 7.
Enquanto T varia de 0 a 7°, no mdzimo um numero finito de trocas de estabilidade

pode ocorrer.

Comparando as Equagoes 3.21 e 3.22 podemos afirmar que

P\ = 2 — (a+d)\+ ad .

nos permitindo utilizar o Teorema 3.1.2 em nossa analise. Descrita a seguir
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(i) As raizes de P sao

(a+d) £ (a—d)

Ao = 9

:>)\1:CL; )\de

E @ nao possui raizes, pois b,c > 0. Satisfazendo a primeira condi¢do do teorema.

(ii) Testando a condicao (ii), temos

P(—iy) = —y* + (a + d)iy + ad; P(—iy) = —y* + (a + d)iy + ad;
Q(—iy) = be; Q(—iy) = be;
Condigao garantida.
(iii) P(0) + Q(0) = ad + be # 0. Que satisfaz a condigao (iii).
(iv) Resolvendo 3.21 para 7 = 0, temos

(a+d) £ /(a—d)? — 4bc
12 = 5 :

Por conseguinte, um nimero finito de raizes. O que assegura a condigao (iv).

(v) Ao testar a condicao (v), temos:

Fy) = [IPy)lI” = 1Q)|I* = || — v* + ad — (a + d)iy|2 — [[bc]]* = (y* — ad)*+
—|—(a—i—d)2y2 . b2C2 — y4 + (CL2 +d2)y2 —|—a2d2 _ bQCQ.

Deste modo, F'(y) = 0 é verdadeiro se

Yo iJ —(a® +d?) £ \/(a2 — d?)? 4+ 4b%c?
- 5 :

que possui um numero finito de zeros reais. Garantindo a condicao.

Para que saibamos qual das situacoes dadas pelo Teorema 3.1.2 corresponde a
Equacao 3.21, precisamos conhecer os valores nominais das constantes a, b, ¢ e d. Porém,

a solugao mais geral para a equagao caracteristica é
A =p+iq. (3.24)
Substituindo, temos:

(p+iq)* — (a +d)(p +iq) + ad + bcexp[—(p + iq)T].
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Utilizando a férmula de Euler (e? = cosf +isenf) e separando a parte real da imaginaria,
obtemos
P> — ¢ — (a+d)p+ ad+ bee P cos(qr) = 0
pq+ (a+d)qg — bce P sen(qr) =0 (3.25)

De acordo com o Teorema 3.1.2 e a solugao geral 3.24, a estabilidade do ponto fixo vai
depender a apenas do sinal de p. De maneira que o ponto de bifurcagdo do sistema ocorre

em p = 0. Ao substituir este valor em 3.25, atingimos
—¢* + ad + beeos(qr) = 0(a + d)q — besen(gr) = 0. (3.26)

Isolando o seno e o cosseno e utilizando a identidade trigonométrica fundamental sen?(x)+

0052(3:) = 1, atingimos uma expressao que nos permite calcular ¢

¢* —ad 2_|_ q(a+d) 2:1
be be

= ¢+ (®+ &)+ P - =0

sen®(q7) + cos?(qT) = [

.- :I:$ —(a2+d?) £ \/(a2 — d?)? 4 4b%c?

5 (3.27)

Finalmente, chamamos de retardo critico, 7*, o valor de 7 que provoca uma

bifurcagao no sistema. Pardmetro encontrado através do calculo da tg(q7)

sen(qT™) q(a+d) 1 q(a+d)

= T* = — tg_li (328)

:t * p— .
g(qr™) 2 ad . Z—ad

cos(qT*)

Para obter o valor numérico, substituimos o resultado de 3.27 na equagao acima. Ressal-
tando que esta situagao de perda de estabilidade ocorre apenas no caso (b) do Teorema
3.1.2.

3.2 Meétodo Runge-Kutta para EDRs

Assim como nas EDOs, encontrar solugdes exatas para as EDRs pode ser uma
tarefa demasiadamente dificil. De modo que a comunidade cientifica desempenhou esforgos
para desenvolver métodos numéricos capazes de desenvolver solu¢oes aproximadas para
Problemas de Valor Inicial em EDRs. Mostraremos a seguir como adaptar o método de
Runge-Kutta de ordem 2 para EDRs.

Assim como utilizamos a discretizagdo do tempo no caso das EDOs, este recurso se
faz presente ao tratarmos as EDRs. Portanto, seja N um inteiro positivo, 7 € Rf um vetor

unidimensional que contém os delays e u,, = u(t — 7;) a fun¢do a ser estudada. Denote fj
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como uma fun¢ao do tempo t e dos retardos 7;, onde i = 1,2,..., N. Podemos definir o
Problema de Valor Inicial (PVI) na forma [32]

u(t) = ft,u,Us,, ... ury), tE [to,T] (3.20)
u(t) = ug(t,7), t<to. '
Expandindo u em série de Taylor, temos
h?
Upy1 = Up + htl, + —ull + O(h?). (3.30)

21

Denotando F,, como a matriz das derivadas de f em relacao a u, podemos escrever

u” em termos de F

N
W' =F + F,F+Y F, .. (3.31)

i=1
Isto posto, precisamos de v para a determinagao dos coeficientes do Runge-Kutta. A fim

de solucionar este problema, reescrevemos o Sistema 3.29

u(t) = ft,u,Us, ... ury), tE[to,T]
ul (t) = f((t = 7), Urpy Upygorys -+ oy Urygr,), L E [to, T] - (3.32)
U(t) Q(t,T), t S t().

Definindo Z := {u,ur,...,ur,} com condigao inicial Zy = ug(t,7) para t <ty e
G(t, uy Upy, ..y Upy)
G(t = T Uryy Ury 7y - - 7uTN+T1)
G<t7 Z) = G(t T T2, Uryy Uy 47g5 + - - auTN+Tg)
G(t - TN7UTN7U7'1+TN7 L 7u7'N+TN)

Podemos reescrever o PVI 3.29 como

Z/(t> = f(tv Z)v te [t07T] (333)
Z(t) = Zo(t)
Portanto, podemos utilizar o método de Runge-Kutta adaptado
Lni1=Zn+ hi bik;
i=1
ki = f(tn, Zy) (3.34)

i—1
ki:f(t+cihazn+zaijkj, 1=2,...,8

J=1
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4 Resultados e Discussao

Os modelos de Solow e Goodwin apresentados no Capitulo 1 consideram que a forga
de trabalho L possui um crescimento constante dado por uma taxa exdgena. Diferentemente,
propomos que o crescimento da for¢a de trabalho ocorra de maneira endégena, de forma
que sua equacao de evolucao temporal seja acoplada a equacao de evolucao do capital C.

Assim, obtemos sistemas compostos por equagoes diferenciais acopladas.

4.1 Modelos

411 Modelo CLR

Baseados no modelo de Solow 1.7 consideramos que a forca de trabalho L é igual
a toda a populagao. Porém, propomos que o crescimento populacional seja descrito por
uma versao modificada do modelo de Velhust. A modificagdo que implementamos no
modelo de Velhust faz com que o crescimento seja limitado por uma capacidade de carga
S*, que representa a populacdo maxima que o sistema pode sustentar. E introduzimos
uma fungao capacidade de carga S(C, L) cujo crescimento ¢ modelado em termos de uma
funcao forrageamento F(C, L), representando a capacidade dos individuos em encontrar
recursos na natureza. Portanto, do modelo de Solow temos que a evoluc¢ao do estoque de

capital é dada por

Cizf — sY(C, L) — dC, (4.1)

onde s e d sao constantes positivas. O modelo modificado de Velhust é descrito da forma

dL S(C, L)

— =bL(1——]; bS*>0 4.2

= (1-552) s o, (42)
com a taxa de crescimento b garantindo que S < S*. A Equacao 4.2 difere do modelo de
Velhust usual no sentido de que a capacidade de carga é considerada como uma funcgao
dependente do tamanho da populacao e do capital disponivel. Caso a capacidade de carga

S(C, L) seja igual a forca de trabalho L, obtemos o modelo cldssico de Velhust [33].

Para a dinamica do limitador S*, consideramos

s S*

% eS(C, L)+ gF(C L) [1— 2 ) 6,85 >0, >0, (4.3)
dt S

onde e caracteriza a diminuicao da capacidade de carga, que ocorre quando o gasto dos

recursos disponiveis é maior do que o encontrado e S} € o limite superior da capacidade
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de carga S*, evitando crescimento ilimitado. Para S* < S} o parametro g representa uma
taxa de criagao sobre S relativa ao forrageamento, uma melhor exploragao dos recursos

disponiveis.

Considerando uma relagao linear entre a capacidade de carga e os recursos disponi-

veis
R=rS" r>0, (4.4)
podemos afirmar que se tivermos duas populagoes do mesmo tamanho, a capacidade de
carga ¢ maior para aquela com mais recursos disponiveis. Entao substituindo a Equacao
4.4 na dindmica populacional 4.2 e na dinamica da capacidade de carga 4.3, obtemos as

outras duas equagoes que compoe o nosso modelo CLR

1 — sy (C,L) — dC

dt

S(C,L
dE = b (1 - r5GH) (4.5)

8 = —eS(C, L)+ gF(C, L) (1 — 4)

dt

Note que utilizamos apenas duas hipdteses para conectar as trés equagoes do
modelo. Ao considerarmos a forca de trabalho igual a populagao inteira, L = N, acoplamos
as Equagoes 4.1 e 4.2 enquanto a relagao linear R = rS* associa os recursos disponiveis
com a capacidade de carga como uma funcao do capital C' e da populagao L, resultando

na terceira equacao.

O modelo sera analisado a partir de sua versao modificada

c =sCLY —dC

dt

v (ms.p.m - 2D T REZT)), (4.6)
dt Soup

‘ilf = —eG(C,L,R) + gF(C, L, R)

onde a fungao producio Y (C, L) é dada pela féormula de Cobb-Douglas Y = C*L'~2 [34],
Ssup = constante e o retardo 7 presente na funcao S(C, L, R) descreve o tempo necessario
para que os agentes que compoem o sistema sejam acionados, suposicao inspirada no
trabalho de ElFadily e colaboradores [35].

Caso 1: As fungoes que descrevem a evolugao temporal do sistema serdao consideradas

como

S(C,L,R) = L(t — 7)R(t)
H(S,L,R) = F(C,L,R) = R(t) (4.7)

G(C,L,R) =

sup
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onde a presencga do retardo 7 apenas em [ representa o tempo necessario para
que a forga de trabalho seja recrutada. H(S, L, R) = F(C, L, R) = R(t) indica que
a capacidade de encontrar recursos depende apenas da disponibilidade do mesmo
e G(C,L,R) = R*/Rs,, determina que os recursos sejam limitados. Portanto, o

primeiro caso analisado serd o sistema

dc

— =sCLY —dC

dt

dL L(t—r)

= opr(1-2

L (s He) "
dR R?

P

Caso 2: Neste segundo caso aumentamos a complexidade com que a forca de trabalho

evolui no tempo e obtivemos

9C _ copr—=_q0

dt

dL R(t)L(t — 7)

= ) P S S

a = ( Seup : (4.9)
dR R?

o —eRsup +gR

4.1.2 Modelo predador-presa

O segundo modelo que apresentamos possui influéncia direta do modelo de Goodwin
no sentido de tratar a relagao entre capital e forca de trabalho como um modelo predador-
presa. No nosso caso o capital C' é visto como o predador, que necessita de alguma fonte
para se nutrir, usualmente a forca de trabalho L. Como descrito na Secao 1.2.1, um sistema
Lotka-Volterra que trata o capital C' como o predador e a for¢a de trabalho L como a

presa poderia ser descrito como
(b—cC)L

L pu—
' . (4.10)
C=(-d+sL)C

Sistemas do tipo predador-presa também sao utilizados na virologia. Adotaremos
uma versao modificada de um modelo apresentado neste campo de estudo. O modelo
de Mayer [36] modela a interacdo entre um sistema imune e uma populacao de agentes

infecciosos e é composto por duas equacoes diferenciais nao-lineares

T=(r—kE)T
P Tu En , (4.11)
P T Ty B
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onde r, k,p, e s sdo constantes positivas. A variavel T representa a populacao alvo, os
agentes infecciosos, e sua evolugao temporal é dada por uma equagao que representa a
presa em um sistema Lotka-Volterra usual. A segunda equacao corresponde a evolugao
temporal dos efetores E, células imunes como linfécitos e anticorpos, e é descrita por trés

termos.

O primeiro termo, p[T"/(14 T")], esté relacionado a estimulagdo do sistema imune
pela presenca dos alvos. O segundo termo, s[E™/(1+ E™)|, indica que as células defensoras

sao capazes de se estimular e o ultimo termo ,—F, determina o tempo de vida das células.

Inspirados por esta dindmica, propomos o seguinte modelo:

L=(b—cC)L—hL?

. —7)e _ )\ , 4.12
O =r L(t Tl) + s C(t 7'2) _Jc ( )
1—|—L<t—7’1)€ 1_|_C’(t_7—2)9

onde o estoque de capital C' atua como um predador que precisa da forca de trabalho

L para sobreviver. Adicionamos mais um termo limitador, hL?, na equacao da presa e
L(t—71)* C(t— T2)

T+ L(t—71)° 1+C(t—72)9
retardo 7. Esta modificacao simula o atraso que o capital leva para responder as demandas

fizemos as funcoes estimuladoras, r es dependentes de um tempo de

da forca de trabalho. Os potenciais a, e, f, g sao constantes reais.

4.2 Alguns resultados analiticos

Uma das vantagens de desenvolver modelos simples como os apresentados acima ¢ a
possibilidade de obter resultados analiticos, que serdao apresentados nesta secao. Estivemos
interessados em encontrar os pontos fixos de cada modelo proposto e analisar como o

tempo de retardo quebraria a sua estabilidade.

421 Modelo CLR - Caso 1

Assumindo 7 = 0, o Sistema 4.8 apresenta os seguintes pontos fixos

" " * In(dC/s—alnC)
(Cr, LT, Ry) = (C" e a1 ,0)
(C3, Ly, R3) = (0, L*,O)
( L;: R3) - ((d/s) Ssupa Ssup7 )
L*,R = ((d/s (o=1) Ssu aSsu7Rsug €
4 4 P 74 P
( L;’ R5) = (Oa Ssum suzog/e)

Dos cinco pontos apresentados pelo sistema, quatro sao pontos faciais - possuem pelo

menos uma componente nula - e um ponto interior, (C, L3, R:) = ((d/s)"/“™ Ssups Ssups Rsupg/e)-
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Apesar de nao corresponderem a situagoes factiveis, analisamos a estabilidade dos pontos

fixos faciais:

_ In(dC/s—alnC) . . .
o (Cf, L1, Ry) = (C*e o1 0) possui, em sua Jacobiana, um autovalor igual a

g, que é positivo. Portanto, este ¢ um ponto instavel.

e (C5,L5 Ry) = (0,L*,0) possui autovalores (—d, 0, g) e portanto é instavel.

o (C3, L% Ry = ((d/s)/ >V Ssups Ssup, 0) possui, em sua Jacobiana, um autovalor

igual a g, que é positivo. Portanto, este ¢ um ponto instavel.

o (C} Lt R:) = (0, Ssup, Rsupg/e) € estavel, pois possui autovalores (—d, —b, —bRsu,g/€Ssup)-
Esse seria o caso em que todo o capital foi consumido, ocasionando o valor maximo

da forca de trabalho e dos recursos disponiveis.

Para realizar o estudo da estabilidade do ponto interior, contruimos sua matriz

Jacobiana
dla—1) s(1—a)(d/s)*/*=t 0
J= 0 — e 0 |, (4.13)
0 0 —g
e calculamos seus autovalores
bg Ry,
d(o— 1), _egsmpp, —g.

Para que a funcdo producdo, Y = CL'™%, satisfaca a lei dos rendimentos decrescentes
a deve ser menor que 1, para tanto o ponto fixo é estavel e podemos verificar como a

presenca do retardo quebra a estabilidade.

422 Modelo CLR - Caso 2

Utizando as mesmas técnicas da sessao anterior, o Modelo 4.9 com 7 = 0, apresenta

os seguintes pontos fixos

(CY, L1, R}) = (0,0,0)

(C3, L3, R;) = (0,0, gRaup/€)

(C5, L3, R3) = (K, €Ssup/ 9 Rsup, 9 Rsup/ €)
(C1, Ly, B) = (0, eSsup/ g Rsup, Rsupg/e)

onde K = exp [(ln (M) + aln (SESS“”)) o — 1].

Sessup gRsup

A anadlise da estabilidade dos pontos faciais nos fornece

o (C}, Ly, Ry) = (0,0,0), que representa um estado virgem. Possui os autovalores

—d, b, g, onde b, g > 0, classificando o ponto como instavel,
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o (C5,L3, Ry) = (0,0, gRp/e) apresenta autovalores iguais a —d, b, —g, concluindo

que o ponto é instavel.

o (CF, L3, R;) = (0, eS5up/gRsups Rsupg/€), que representa um estado em que todo o
capital foi consumido, apresenta autovalores —d, —b, —g. Podemos concluir que o

ponto é estavel, resultado semelhante ao obtido para o ponto interior do Caso 1.

A matriz Jacobiana do ponto fixo interior, (C5, L3, R}) = (€™, €Ssup/ 9 Rsup, 9Rsup/€)

, ¢ dada por
-« —a
—d+ skl () KO (GE) T(l—a) 0
J= 0 —b be S | (4.14)
0 0 —q

com os autovalores

-«
—d+sK* o e5ssup ,—b,—g.
gRsup

eSssup

" E pod d
gRsup) . K. podemos estudar

A condicdo de estabilidade para este ponto é d > sK“ 1o (

a quebra de estabilidade causada pelo tempo de retardo.

4.2.3 Modelo predador-presa

Assumindo que h =0, d = 1 e que os potenciais a = e = f = g = 1, conseguimos
obter alguns resultados analiticos sobre o Modelo 4.12. Neste caso, os pontos fixos do

sistema para o caso em que os retardos sao nulos devem ser:

1. (L7,C7) = (0,0)

2. (L3,C5) = (0,5 — 1)

* *) __ be(s—1—b/c)
3. (L3, 03) = (Spemizpe—reasirg 0/©)

Como o nosso interesse se d4 nos pontos interiores, focamos a nossa atencao no
ponto (L%, C%), cuja condigao de estabilidade é s > ﬁbc (g — (s — 1))

A partir da definicao de Jacobiana para EDRs apresentada no Capitulo 3, podemos

escrever a matriz J geral para o Sistema 4.12



Capitulo 4. Resultados e Discussdo 49

J=>Aje " =A1e + Aye ' (4.15)
j=1
ofijor ofijoc | L., | of/joL ofjoc| .,

- (&

| Off/OL 0ft/oC 0f3/0L 0f3/0C
[ b—cC® —cL”

J: T —AT1 S —AT2 1 :
| G+L7)2¢ arcz¢

Deste resultado, podemos afirmar que:

i A solugao nula (L7, CT) = (0,0), é instavel para V7, 7o;

ii O segundo ponto fixo (L5, C5) = (0,s — 1) é instavel se b/c > s — 1 > 0 para o caso
de delays nulos.

be(s—1—b/c)
s—1=b/c)—rc2(1+b/c

em que tanto C' quanto L existem num estado de tolerancia. Se os delays sdo nulos,

iii O ponto fixo interior (L}, C%) = (7bc( ),b/ ¢) corresponde a um estado
esta é uma solugao estacionaria. Para o caso em que 71, 7o # 0, utilizamos o Teorema
3.1.2 e podemos encontrar analiticamente o delay critico que quebra a estabilidade

do sistema.

Utilizamos um algoritmo Runge-Kutta adaptado, como proposto na Secao 3.2, para
analisar a influéncia do delay 7 na estabilidade dos pontos interiores correspondentes ao
Casos 1 e 2. Contudo, o programa apresentou uma incapacidade de realizar os calculos

para modelo CLR, resultando em uma série de dados NaN (Not a Number).

Nossa hipotese € que este sistema apresenta oscilagcoes muito abruptas e o programa
nao é robusto o suficiente para avaliar estas variagbes. O mesmo programa foi utilizado
para a analise do modelo predador-presa, que apresentou um melhor comportamento, e

tivemos sucesso. Os resultados serao apresentados na secao seguinte.

4.3 Alguns Resultados Numéricos

Nesta secdo demonstramos a influéncia do tempo de retardo 7 na estabilidade
dos pontos fixos do Sistema 4.12, produzindo bifurca¢des de Hopf e apresentando regime

cadtico a medida que variamos o parametro de controle 7.

Por conveniéncia numérica, os valores adotados para os coeficientes foram b =
3.5,c=25h=03,r=1.75,5s = 1.5,d = 1.0 enquanto os potenciais correspondem a

a=1.0,e=2.0,f=1.0,9g =2.0. Todos os calculos foram realizados com 75 = 0.

Apresentamos a seguir a evolugao temporal da forca de trabalho L. Assumindo

valores distintos para o tempo de retardo, 7 = 1.0 e 7, = 5.0, apresentamos a Figura 16
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0 ‘ \ ‘ \ ‘ L ‘ L ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 0 50 100 150 200
t t

(a) T = 1.0. (b) T = 5.0.

Figura 16 — Série temporal da forga de trabalho L.

Fonte: Autor

Observamos que a Figura 16a apresenta uma leve oscilacao na curva e rapidamente
retorna para um ponto estacionario L* ~ 0.5. No caso 7 = 5.0, representado pela Figura
16b, a série oscila indefinidamente, apresentando um ciclo limite. Como apresentado
anteriormente, a bifurcacdo de um equilibrio para uma oscilagao peridédica é conhecida

como bifurcacao de Hopf, e o pardmetro de controle em nosso caso é o delay 7.

Para uma melhor visualizacao dos ciclos limite apresentamos a Figura 17, que
ilustra o retrato de fase do sistema para 4 delays distintos, m, = 3.0,5.0,10.0,20.0 e
To = 0.0.
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0,5 2
04+
0,3
C -
0,2

0,1~

0 5 10

Figura 17 — Retratos de fase para os sistema 4.12. Parametros utilizados: b = 3.5,¢ =
25,h =03,r = 1.75,s = 1.5,d = 1.0,a = 1.0,e = 2.0, f = 1.0,g = 2.0 ¢
71 = 3.0,5.0,10.0,20.0, 7 = 0.0

Fonte: Autor

O sistema apresenta uma solucdo estacionaria em 7 = 3.0 e um ciclo limite em
7 = 5.0, esta diferenca implica na existéncia de uma bifurcacao de Hopf. No terceiro
quadro, 7 = 10.0, observamos duplicagoes de periodo, que é uma das rotas para o caos,

regime em que o sistema se encontra para estes parametros e permanece em 7 = 20.0.

Para nos auxiliar na visualicao das duplicagoes de periodo, apresentamos a seguir
o diagrama de bifurcagao do capital C' em funcao do parametro de controle 71, Figura 18.

Os pontos apresentados representam o valor maximo de C em cada oscilacao.
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0,8 -

0,6

Figura 18 — Diagrama de bifurcagao do capital.

Fonte: Autor

Comparando o diagrama de bifurcacao (Figura 18) com os retratos de fase da
Figura 17 podemos constatar a presenca de uma bifurcacao entre 7 = 3.0 e 7 = 5.0,
causando a dobra de perfodo. A medida que o pardmetro de controle cresce as duplicacdes

continuam a ocorrer e o sistema atinge o regime caotico.

4.4 Apontamentos

Nesta dissertacado propomos o modelo CLR e um modelo predador-presa para
simular a dindmica entre o capital e a forca de trabalho. Apresentamos resultados analiticos
e numeéricos obtidos a partir de técnicas de linearizacao de equagoes diferenciais e de um

algoritmo Runge-Kutta adaptado.

A estabilidade dos pontos fixos apresentados pelos sistemas foi analisada. Ao
tratar o tempo de retardo como um parametro de controle no modelo predador-presa,
observamos uma quebra de estabilidade e consequentemente uma transicao para o caos.
Nao conseguimos realizar este mesmo tratamento para o modelo CLR pois o programa

utilizado nao se mostrou robusto o suficiente para esta tarefa.

A fim de extrair melhores resultados do modelo CLR, propoe-se realizar um estudo
mais profundo sobre o desenvolvimento de técnicas computacionais e s utilzacao de outros

algoritmos para melhor entendimento da dindmica. Buscando avaliar a qualidade desses
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modelos, recomendamos comparar seus resultados com a dos dados presentes na literatura

econdmica, como Solow fez com o modelo de Goodwin [37]. Realizando estudos conjuntos

com economistas e afins.



54

Referencias

1 WORLD Development Indicators. <https://databank.worldbank.org/data/reports.
aspx’source=world-development-indicators>. Acesso em: 09 de fevereiro de 2019.

2 SOLOW, R. M. A contribution to the theory of economic growth. The Quarterly
Journal of Economics, v. 70, p. 65, 1956.

3 SWAN, T. W. Economic growth and capital accumulation. The Economic Record, v.
32(2), p. 334-361, 1956.

4 ROMER, D. Advanced Macroeconomics. New York: McGraw-Hill, 1996.

5 GOODWIN, R. M. A growth cycle. In: . Socialism, Capitalism and Economic
Growth. [S.1.]: Cambridge University Press, 1969.

6 SOUZA, E.; GLERIA, I.; LYRA, M. Nonlinear models for the delayed immune
response to a viral infection. Chaos, Solitons € Fractals, v. 42, p. 2494, 2009.

7 MESSIAS, D. et al. A nonlinear delayed model for the immune response in the presence
of viral mutation. Physica A, v. 492, p. 215-221, 2018.

8 EPSTEIN, I. R. Differential delay equations in chemical kinetics: Some simple linear
model systems. J. Chem. Phys., v. 92, p. 1702-1712, 1990.

9 HENNIG, D.; SCHIMANSKY-GEIER, L.; HANGGI, P. Directed transport of an
inertial particle in a washboard potential induced by delayed feedback. Phys. Rev. FE,
v. 79, p. 041117, 2009.

10 SPORTELLI, M.; CESARE, L. D.; BINETTI, M. T. A dynamic is—lm model with
two time delays in the public sector. Applied Mathematics and Computation, v. 243, p.
728-739, 2014.

11 NEAMTU, M.; OPRIS, D.; CHILAf{ESCU, C. Hopf bifurcation in a dynamic is—Im
model with time delay. Chaos, Solitons € Fractals, v. 34, p. 519 — 530, 2007.

12 FANTI, L.; MANFREDI, P. Chaotic business cycles and fiscal policy: An is-lm model
with distributed tax collection lags. Chaos, Solitons € Fractals, v. 32, p. 736-744, 2007.

13 KALECKI, M. A macrodynamic theory of business cycles. Econometrica, v. 3, n. 3, p.
327-344, 1935.

14 GUERRINI, L.; MATSUMOTO, A.; SZIDAROVSZKY, F. Neoclassical growth model
with multiple distributed delays. Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, v. 70, p. 234 — 247, 2019.

15 GORI, L.; GUERRINI, L.; SODINI, M. A model of economic growth with physical
and human capital: The role of time delays. Chaos: An Interdisciplinary Journal of
Nonlinear Science, v. 26, n. 9, p. 093118, 2016.


https://databank.worldbank.org/data/reports.aspx?source=world-development-indicators
https://databank.worldbank.org/data/reports.aspx?source=world-development-indicators

Referéncias 55

16 FERRARA, M.; GUERRINI, L.; SODINI, M. Nonlinear dynamics in a solow model
with delay and non-convex technology. Applied Mathematics and Computation, v. 228, p.
1-12, 2014.

17 OTT, E. Chaos in dynamical systems. Cambridge: Cambridge University Press, 1993.

18 STROGATZ, S. H. Nonlmear dynamics and chaos: with applications to physics,
biology, chemistry, and engineering. Massachussets: Perseus Books Publishing, 1994.

19 FIEDLER-FERRARA, N.; PRADO, C. P. C. do. Caos: uma introdugdo. Sao Paulo:
Editora Edgard Blucher, 1994.

20 GUCKENHEIMER, J.; HOLMES, P. Nonlinear Oscillation, Dynamical Systems and
Bifurcation of Vector Fields. New York: Springer-Verlag, 1983.

21 HILBORN, R. C. Chaos and nonlinear dynamics: an introduction for scientists
andcengineers. New York: Oxford University Press, 2000.

22 SANTOS, D. M. Modelo ndo linear para resposta imunoldgica. Dissertacao
(Dissertagao de Mestrado) — Universidade Federal de Alagoas, 2017.

23 KARAASLANSLI, C. C. Bifurcation analysis and its application. In:
Numerical Simulation. [S.1.]: IntechOpen, 2012.

24 BAKER, G. L.; GOLLUB, J. P. Chaotic dynamics: an introduction. Cambridge:
Cambridge University Press, 1996.

25 HALE, S. M. V. L. J. K. Introduction to Functional Differential Equations. New York:
Springer-Verlag New York, 1993.

26 HUTCHINSON, G. E. Circular casual systems in ecology. Annals of the New York
Academy of Sciences, v. 50, p. 221-246, 1948.

27 MAY, R. M. Simple mathematical models with very complicated dynamics. Nature,
v. 261, p. 459, 1976.

28 RUAN, S. Delay differential equations in single species dynamics. In: . Delay
Differential Equations with Applications. [S.1.]: Springer, 2006.

29 ARINO, J.; WANG, L.; WOLKOWICZ, G. An alternative formulation for a delayed
logistic equation. Journal of Theoretical Biology, v. 241, p. 109-119, 2006.

30 SMITH, H. L. An introduction to delay differential equations with applications to the
life sciences. New York: Springer Science+ Business Media, LLC, 2011.

31 COOKE, K. L.; DRIESSCHE, P. V. D. On zeroes of some transcendental equations.
Funkcialaj Ekvacioj, v. 29, p. 77-90, 1986.

32 KUATE, R. et al. A delay differential equation solver for MONOLIX & MLXPLORE.
[S.1.], 2014. 19 p. Disponivel em: <https://hal.inria.fr/hal-00952874>.

33 VELHUST, P.-F. Recherches mathématiques sur la loi d’accroissement de la
population. Nouveaux Mémoires de I’Académie Royale des Sciences, des Lettres, et des
Beauz-Arts de Belgique, v. 18, p. 1-38, 1845.


https://hal.inria.fr/hal-00952874

Referéncias 56

34 COBB, C.; DOUGLAS, P. A theory of production. The American Economic Review,
v. 18, p. 139-165, 1928.

35 ELFADILY, S.; KADDAR, A.; NAJIB, K. Dynamics of a delayed solow model with
effective labor demand. Journal of Advances in Applied Mathematics, v. 18, p. 175-182,
2016.

36 MAYER K. S. ZAENKER, U. a. d. H. H. A basic mathematical model of the immune
response. Chaos, v. 5, n. 1, p. 155-161, 1995.

37 SOLOW, R. Goodwin growth cycle: Reminiscence and rumination. In:
Nonlinear and Multisectoral Macrodynamics: Essays in Honour of Richard Goodwin. [S.1]:
The MacMillan Press Ltd, 1990.



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Modelo de Solow
	Modelo de Goodwin
	As Equações de Lotka-Volterra
	Modelo de Goodwin

	Motivação

	Sistemas Dinâmicos
	O Espaço de Fases
	Pontos fixos e Estabilidade
	Estabilidade Linear
	Classificação dos pontos fixos
	Linearização e Estabilidade Não-Linear
	Ciclos Limite

	Bifurcações
	Bifurcação Sela-nó
	Bifurcação Transcrítica
	Bifurcação de Forquilha
	Bifurcação de Hopf

	Caos

	Equações Diferenciais com Retardo
	Estabilidade e Linearização de EDRs
	Método Runge-Kutta para EDRs

	Resultados e Discussão
	Modelos
	Modelo CLR
	Modelo predador-presa

	Alguns resultados analíticos
	Modelo CLR - Caso 1
	Modelo CLR - Caso 2
	Modelo predador-presa

	Alguns Resultados Numéricos
	Apontamentos

	Referências

