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RESUMO

Nesta tese, estudamos o formalismo de Hotava-Lifshitz e sua aplicacao em teorias
quanticas de campos. Na primeira metade do texto, nés realizamos uma revisao
de literatura sobre o modelo de Hotava de gravitacao quantica e discutimos as
vantagens basicas dessa proposta relacionadas com o método de escalonamento
de Lifshitz. Em sequéncia, aplicamos este método a um modelo de quatro férmions
de geracao dinamica do campo eletromagnético, onde mostramos a restauracao
da covariancia, quando o expoente critico z é igual a um, e o surgimento de uma
quebra espontanea de simetria quando z = 3, até entao inédita na literatura. Na
segunda metade do presente trabalho, estudamos uma versao da eletrodinamica
quantica modificada pelo formalismo de Horava-Lifshitz, com expoente de escalo-
namento de Lifshitz z = 3, através do método de expansao derivativa. Analisamos
as correcoes radiativas e conseguimos com isso a geracao da acao livre de Maxwell.
Por fim, investigamos a possibilidade de surgimento da anomalia Adler Bell Jac-
kiw (ABJ) nesta versao da eletrodinamica quantica, também através de expansao
derivativa.

Palavras-chave: Hotava-Lifshitz, Quebra de simetria, Modelo de quatro

férmions, anomalia ABJ.



ABSTRACT

In this thesis we studied the Hotava-Lifshitz formalism and its application to
quantum field theories. In the first half of the text we performed a literature
review about the Hofava model of quantum gravity and discuss the basics advan-
tages of this proposition ralated with the Lifshitz scaling method. In sequence,
we apllied this method to a four fermion model of dynamical generation of the
electromagnetic field, where we showed the restoration of covariance, when the
critical exponent z is one, and the emergence of a spontaneous symmetry brea-
king when z = 3, still unpublished in the literature. In the second half of the
present work we studied a version of the quantum electrodynamics modified by
the Horava-Lifshitz formalism, with Lifshitz scaling exponent z = 3, through the
method of derivative expansion. We analyzed the radiative corrections and we
got with this the generation of free Maxwell action. Lastly, we investigated the
possibility of Adler Bell Jackiw (ABJ) anomaly arising in this version of quantum
electrodymamics, also with derivative expansion.
Keywords: Horava-Lifshitz, symmetry breaking, four fermion model, QED,

ABJ anomaly.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O Modelo Padrao (MP) da Fisica de Particulas é o modelo tedrico mais
desenvolvido de que dispomos atualmente para a descricao das interagoes nao
gravitacionais entre particulas elementares. Sua acuracia tem sido provada desde
o inicio do seu desenvolvimento, com resultados notaveis como a descoberta dos
quarks (1969) [1,2] e do béson de Higgs (2012) [3]. No entanto, apesar do seu in-
discutivel sucesso na comprovacao dos mais diversos resultados experimentais, ele
nao é capaz de prover um entendimento satisfatoriamente completo das interacoes
fundamentais da natureza, uma vez que nao incorpora a gravitacao e deixa em
aberto a explicacao de alguns fendmenos como a oscilacao dos neutrinos, a matéria
escura, a energia escura, a assimetria barionica, entre outros.

Visando seu aperfeicoamento, um dos recursos mais explorados no estudo
do MP ¢ a andlise das suas simetrias, instrumento hoje crucial na fisica tedrica,
que se vale, juntamente com a teoria de grupos, do teorema de Noether para
relacionar a cada simetria continua em um sistema a conservagao de uma gran-
deza. Na fisica, bem como nas artes, na matematica e outras areas da ciéncia, a

ideia de simetria sempre ocupou, ainda que implicitamente, um papel relevante.



Contudo, curiosamente, foi com o surgimento de estudos que incorporavam suas
violagoes como propriedades béasicas da natureza que esta questao comecou a ga-
nhar maior notoriedade. Entre esses estudos, podemos destacar o trabalho de Pe-
ter Higgs [4] (que em 1964 descreveu o processo de aquisigdo de massa por boséns
de calibre como resultado de um mecanismo chamado de quebra espontanea de
simetria, onde o estado fundamental de um determinado sistema nao preserva
uma simetria inicialmente presente em sua lagrangiana) e a teoria BCS (Bardeen-
Cooper-Schrieffer) [5], que anos antes, em 1957, j4 empregava este mecanismo
para explicar o fenomeno da supercondutividade. Mais recentemente, esta ideia
passou a ser utilizada como base de modelos que se dispoem a complementar
ou corrigir o MP, tratando violagoes de algumas simetrias, e.g., as simetrias de
Lorentz e CPT, como manifestacoes observaveis no limite de baixas energias de
efeitos associados a teorias fundamentais, como teorias de cordas [6, 7].

Uma interessante proposicao nesse sentido, surgida em 2009, é o modelo
de gravitagao quantica de Petr Hofava [8], que busca solucionar os problemas da
renormalizabilidade e da unitariedade, principais obstaculos para a construcao
desses tipos de teoria que se propoem a quantizar a gravitagao. Este modelo
¢ caracterizado por impor uma forte anisotropia na estrutura do espago-tempo
(escalonamento de Lifshitz), ideia orgindria de estudos de mecanica estatistica
feitos por E. Lifshitz [9] que tem como consequéncia direta a quebra explicita da
simetria de Lorentz. Aqui, a teoria de cordas é tratada como uma continuacao
natural da teoria quantica de campos (TQC), sendo vista assim como um poderoso
instrumento para a sua complementagao.

A partir dessa proposta tem-se desenvolvido uma nova linha de pesquisa fo-

cada no estudo de campos nao gravitacionais no contexto anisotrépico de Horava-
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Lifshitz (HL), com trabalhos dedicados a sua implementagao através tanto de
extensoes de teorias inicialmente isotrépicas [10-12], quanto de generalizagoes de
teorias ja bem estabelecidas com a formatacao de espaco-tempo usual, como a
eletrodinamica quantica (EDQ) [13,14]. Entre as extensoes encontramos ainda
versoes do tipo HL para teorias de campos escalares [15], teorias de calibre [16],
modelo C'P"~1 [17], entre outras, que ajudam a compor generalizacoes de Horava-
Lifshitz para a EDQ, como as supracitadas.

As investigagoes acerca de teorias quanticas de campos do tipo HL ja con-
tam com boa atenc¢ao na literatura. Isto se deve, em parte, as promissoras pers-
pectivas oferecidas por seu analogo gravitacional e, em parte, a caracteristicas
importantes deste tipo de teorias, como a capacidade de melhoria do comporta-
mento ultravioleta (UV), decorrente da incorporagao da anisotropia de Lifshitz. O
que torna o escalonamento de Lifshitz um interessante instrumento para analise de
violacoes de simetria de Lorentz, por exemplo. Além disso, o uso dessa formulacao
ja apresenta alguns resultados importantes, como a prova da renormalizabilidade
de modelos de campo escalar tipo HL [13-15], a restauracdo da covariancia de
Lorentz no limite de baixas energias na EDQ com z = 2 [18], o célculo do po-
tencial efetivo em diferentes teorias escalares do tipo HL e teorias tipo Yukawa
e Eletrodindmica Quantica, incluindo o caso de temperatura finita [19-22] e o
célculo explicito de contra-termos na EDQ do tipo HL [16,23].

Deste modo, nesta tese, pretendemos estudar o emprego do escalonamento
de Lifshitz em teorias quanticas de campos e alguns dos efeitos dessa modificagao.
Inicialmente, analisamos uma versao nao covariante de um modelo de quatro
férmions desenvolvido por James Bjorken [24], que objetivava sugerir uma origem

dinamica para o campo eletromagnético, apresentando o féton como resultado
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de interagoes fermionicas. Para diferentes valores impares do expoente critico
dinamico z, que mede o grau de anisotropia entre espaco e tempo, calculamos
corregoes quanticas de um loop e, com isso, tecemos andlises sobre o potencial
efetivo, violagao espontanea de simetria e recuperacao da covariancia de Lorentz,
tendo como referéncia, para fins de comparacao, o modelo original desenvolvido em
um espaco de Minkowski isotrépico convencional. Além disso, abordaremos ainda
uma extensao de Horava-Lifshitz da eletrodinamica quantica, com z = 3, na qual
através de correcoes radiativas tratamos, entre outras questoes, da possibilidade
de surgimento da anomalia ABJ.

O préximo capitulo traz uma introdugao sobre o tema do formalismo de
Hotava-Lifshitz. Na sua primeira secao, discutimos a teoria de gravitacao de
Horava, que é o contexto original de emprego deste formalismo, abordando o pro-
blema do surgimento de campos fantasmas de Ostrogradsky e como este método
visa evita-los. Nesta mesma secao ¢ tratada ainda a questao da suavizacao do com-
portamento ultravioleta na gravitacao, um dos sucessos mais importantes desta
proposta de gravitacao quantica. Na secao seguinte, utilizamos um campo es-
calar como exemplo para discutir alguns dos principais beneficios trazidos pela
utilizagao deste formalismo na teoria quantica de campos.

No terceiro capitulo, realizamos uma resumida exposicao sobre modelos de
quatro férmions, mostrando alguns dos modelos mais destacados desta categoria,
citando algumas das suas diversas aplicacoes, mas com maior atencao para o
modelo NJL, assunto da segunda secao do capitulo.

No capitulo seguinte apresentamos nosso trabalho de generalizacao de um
modelo de quatro férmions via escalonamento de Lifshitz [25], mostrando como

esta alteracao no modelo é capaz de dar origem a uma quebra espontanea de
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simetria, assim como de gerar um termo cinético para os campos auxiliares do
sistema.

O quinto capitulo concentra a parte do nosso trabalho dedicada a eletro-
dinamica quantica de Horava-Lifshtz. Nele calculamos correcoes quanticas para
esta versao da EDQ com z = 3, usando o método da expansao derivativa, visando
com isto a obtencao da acao livre de Maxwell e uma andlise sobre a ocorréncia
da anomalia triangular neste cenario, que sucede uma rapida explanagao sobre o
assunto.

O capitulo 6 resume o nosso trabalho. Com ele expomos nossas conclusoes
e principais perspectivas futuras para os estudos realizados nesta tese. Por fim,
apos este capitulo, elaboramos o apéndice A, um exemplo de como calcular a
contribuicao anomala a identidade de Ward axial, introduzida no capitulo 5. E,
como seu complemento, no apéndice B, temos um apéncide matematico para
explanar o problema do deslocamento da variavel de integracao em uma integral
linearmente divergente.

Durante todo o trabalho usamos unidades naturais, i.e., h = c =1 e a

métrica com assinatura (+,—, —, —).

Instituto de Fisica - UFAL



Capitulo 2

TEORIAS DO TIPO

HORAVA-LIFSHITZ

Neste capitulo, aprsentamos resumidamente a proposta de gravitacao
quantica de Horava-Lifshitz, com suas motivagoes e caracteristicas basicas, bem
como a ideia de espaco-tempo anisotropico que fundamenta esta teoria e as prin-
cipais consequéncias da sua adogao, tanto no contexto gravitacional, quanto em

teorias quanticas de campos.

2.1 O formalismo de Horava-Lifshitz

Nas tultimas décadas a teoria de cordas se consolidou como a referéncia
basica para a averiguacao de problemas de gravitagao quantica, oferecendo indicios
de que pode ser capaz de responder a varias questoes basilares da fisica atual, do
paradoxo da informagao a energia escura [26,27]. Contudo, tamanha capacidade
pode tornar uma tarefa complexa a sua utilizacao em certos casos. Isto torna

razoavel pensa-la como uma extensao da teoria quantica de campos, ao invés



2 O formalismo de Horava-Lifshitz 10

de uma candidata a teoria tnica para a descricao do universo, para com isso se
formular alternativas mais simples para a sua aplicacao, visando, por exemplo,
abordar problemas de gravitagdo quantica em (341) dimensoes de maneira auto-
contida. Tal estratégia ja foi utilizada com a teoria de Yang-Mills, que embora
tenha suas propriedades bem explicadas através da teoria de cordas, nao precisa
desta tultima para ser considerada uma teoria completa no contexto da teoria
quantica de campos no regime ultravioleta (UV). Em analogia com Yang-Mills,
Petr Hofava densenvolveu uma teoria para a gravitagdo quantica em (3+1) di-
mensoes, derivada da teoria de cordas, com a vantagem de se basear em conceitos
modernos da teoria de fendmenos criticos quanticos.

Um dos preceitos basicos objetivados no trabalho de Hotava é a solucao do
problema da renormalizabilidade da gravitacao. Na gravitacao de Einstein, com
3 dimensoes espaciais e uma temporal, este problema esta relacionado a dimensao
de massa da constante de acoplamento gravitacional, [Gg] = —2. Adicionalmente,
a medida que se segue para ordens mais altas na expansao de loop, os diagramas
de Feynman da teoria passam a necessitar de contratermos de cada vez maior grau
na curvatura, requerendo assim um melhoramento de comportamento ultravioleta
(UV). Este melhoramento pode ser realizado através da introducao de corregoes
relativisticas de derivadas de alta ordem na lagrangiana da teoria, o que ira alterar

o propagador do graviton da seguinte maneira

11 1,1 1. .1 . .1 1
E%E—FEGE/CE%—EGE/{JﬁGEkk——i--”:kQ_—GEky (2.1)

com o quadrimomento k, = (w, —IZ) Com esta modifcacao, no limite de altas

energias, o termo 1/k?* torna-se dominante e resolve o problema da divergéncia UV
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2 O formalismo de Horava-Lifshitz 11

Contudo, este novo propagador descreve, além de um graviton sem massa, uma

excitagao fantasma indesejada, conhecida como fantasma de Ostrogradsky [28,29],

1 1 1
e — 2.2
k? — Gpk* k2 k2—1/Gg’ (22)

conforme indicam os dois polos na fungao. Esta excitacao extra, surgida em
decorréncia da adicao de derivadas de ordem superior, impoe uma violagao de
unitariedade e, assim, impede que esta estratégia seja uma possivel solucao para
o problema da gravitacao quantica.

Uma alternativa para a suavizagao do comportamento UV da teoria, capaz
de preservar unitariedade, é a adogao de um modelo com violagao da simetria de
Lorentz. Embora tal escolha pareca problematica, de acordo com a compreensao
vigente nas ultimas décadas, tempo e espaco devem ser quantizados para certo
limite abaixo da escala de Planck e o espaco-tempo continuo surgir como limite
classico da gravitacao quantica [30]. Sendo assim, a invariancia de Lorentz (IL),
na condicao de simetria continua do espago-tempo, poderia nao existir na escala
da mecanica quantica, emergindo somente em um limite de baixas energias. Com
este argumento, Hofava assumiu como mais fundamental o conceito de tempo da
mecanica quantica e decidiu construir uma teoria com quebra explicita da simetria
de Lorentz no regime UV, mas capaz de recupera-la no limite infravermelho (IV).

A opcao pela quebra da invariancia de Lorentz permitiu a adogao de um
método comumente usado em estudos de sistemas de matéria condensada, conhe-
cido como escalonamento de Lifshitz, em que se considera a existéncia de uma

anisotropia entre espago e tempo caracterizada por um expoente critico z [9],

T — bx, t— bt (2.3)
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2 Modelo para campo escalar na formulagao de Horava-Lifshitz 12

Isto permite a inclusao na lagrangiana de operadores de derivada espaciais de alta
ordem, visando melhoria de comportamento UV, mas ainda limitando derivadas
temporais a segunda ordem, de modo a evitar o surgimento de campos fantasmas.
Além disso, outra consequéncia desta consideracao é o atrelamento de diversas
propriedades basicas da teoria ao valor do expoente critico z. Por exemplo, a
condicao para covariancia de Lorentz é obtida com z = 1, ao passo que, na
gravitacao, sabemos que com a dimensao do espago d = 3 temos uma teoria
renormalizavel com z = 3 e, para z = 4, ela serd renormalizavel com d = 4 e
super-renormalizéavel com d = 3.

Esta anisotropia se reflete ainda na dimensao de massa dos objetos da

teoria,

@] = —1.[t] = —=, (2.4)

sendo capaz de alterar a dimensao canonica inclusive da constante de acoplamento,
o que explica a influéncia deste escalonamento sobre a condi¢ao de renormalizacao.

Em adigao a estas propriedades ja conhecidas, estudos recentes [31] mos-
tram que em (2+1) dimensdes a gravitagao de Hotava apresenta liberdade as-
sintética, oferecendo uma interessante perspectiva futura de investigacoes nessa

drea em um cendrio mais realistico em (341) dimensoes.

2.2 Modelo para campo escalar na formulacao
de Horava-Lifshitz

Em que pesem as limitacoes ainda presentes em seu atual estagio de desen-

volvimento, a formulagao de Horava-Lifshitz para a gravitagdo é uma proposicao
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2 Modelo para campo escalar na formulacao de Horava-Lifshitz 13

proficua e bem sucedida para questoes como a suavizacao de comportamento
UV. Isto tem fomentado um interesse crescente na exploracao da possibilidade de
um espaco-tempo dotado de uma estrutura anisotrépica nao-relativistica. Deste
modo, a construcao de teorias de campos, fora do contexto da gravitacao, que inco-
poram o escalonamento de Lifshitz torna-se um processo natural, atualmente bem
desenvolvido. Como exemplo deste tipo de aplicagao da formulacao de Horava-
Lifshitz, vamos estudar uma versao HL de um modelo para o campo escalar,
buscando apresentar de maneira pratica algumas das vantagens desta abordagem
tratadas na secao anterior.

Partindo da sua agao, analisamos um modelo que trata campos escalares

em (d + 1) dimensoes,
Sg = /LEddxidxo, (i=1,2,3) (2.5)
em que, em fungao do escalonamento (2.3),
[d?x;dxg) = —(2 + d), (2.6)

o que limita a z 4+ d a dimensao da lagrangiana L. A versao mais geral da acao

(2.5), para o caso de um campo escalar livre, é [32,33]

1
SE = §/dd$jdl'0{ aoqb

com as dimensoes [m] = [A;] = 1. Definindo [(9y¢)?] = 2z + d, com o fim de evitar

ZA” ) (-88)

¢ - m22¢2} ) (27)

inconsistencias advindas da presenca de derivadas temporais de alta ordem, temos

ndices latinos aqui representam coordenadas espaciais (e.g., i=1,2,3), ao passo que {ndices
gregos incluem coordenadas temporais (e.g., u = 0,1,2,3).
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2 Modelo para campo escalar na formulagao de Horava-Lifshitz 14

também

[¢] = : (2.8)

uma vez que [0p] = z. Assim, vemos que d = z torna o campo escalar ¢ adimen-
sional e garante a renormalizabilidade da teoria por contagem de poténcia. Neste

cenario devemos ter também

[0:60:6] = 2 (2.9)

e poder, por esta razao, acrescentar a lagrangiana termos de até ordem 2z nas
derivadas espaciais, que para o caso nao covariante de d > 1 pode influir positi-
vamente no comportamento UV.

O propagador do campo escalar desta teoria é

i

G(w,p) = 4 ,
w2 — 2;1 A?(Z*Z)p% — m2% + e

(2.10)

sendo w a frequéncia, p o momento e, relacionando estas quantidades, temos a

seguinte relacao de dispersao:

w?=m* 4y AT (2.11)

=1

Limitando-nos aos primeiros termos do somatoério, podemos reescrever a equagao

acima como

w? = m¥ 1 A?(z—l)ﬁQ 4 Ag(z—Q)]# 4. (2.12)

Se Af(zfl) # 0, dividindo a expressao por Af(zfl), de modo a reescalonar a
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2 Modelo para campo escalar na formulacao de Horava-Lifshitz 15

frequéncia e a massa, chegamos a

. 2(:-2)
Com o reescalonamento, definimos
= A”;_zl, o= A?—l (2.14)
e a relagao (2.13) torna-se
2(2—2)
O =m?+p*+ Ag(z_l)p‘* S (2.15)

Esta relacao pode ser entendida como uma modificacao da dinamica usual com
simetria de Lorentz, mas com momentos de alta ordem que podem resultar de
efeitos de gravitagao quantica [32]. No limite infravermelho p? < A? e a relagao

de dispersao nesta regiao torna-se

0 ~m?* + pP. (2.16)

Este resultado mostra como, no limite z — 1, a invariancia de Lorentz é recu-
perada no regime IV. No caso mais extremo, no regime UV, a expressao (2.11)

resultara na relacao de dispersao

w? ~ p*, (2.17)

que recupera o resultado covariante usual em z = 1.

Para observar o efeito desta formulagao anisotrépica sobre a convergéncia
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2 Modelo para campo escalar na formulacao de Horava-Lifshitz 16

de integrais de loop, iremos inserir autointeracoes no nosso modelo de campo
escalar, nos aproximando do tipo de sistema que iremos estudar nos préximos
capitulos. Uma vez que o campo ¢é adimensional, temos liberdade para introduzir
termos de autoacoplamento do tipo A¢"™, bastando apenas que [A\] = 2z. Logo,
assumindo por simplicidade, mas sem perda de generalizacao, z =d = 3 e n = 4,
teremos

Lint = A\p* (2.18)

como o termo de interacao do modelo e, por conseguinte, o diagrama com apenas
um propagador fermionico e sua correcao como o unico relevante. No espaco

euclidiano este diagrama é proporcional a

/ dwd®p 1 /d_’ P
x
et P+ AP+ ) P N K
(2.19)

e, portanto, exibe divergéncia logaritimica. Ao contrario, em um modelo invari-
ante de Lorentz, onde o diagrama supracitado seria proporcional a

/ dp— " (2.20)

p2_m2’

a integral seria quadraticamente divergente. Este resultado revela uma das mais
destacadas caracteristicas gerais de teorias do tipo Horava-Lifshitz, que é a dimi-
nuicao do grau de divergéncia das suas integrais de loop em comparacao com seus

analogos invariantes de Lorentz.
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Capitulo 3

MODELOS DE QUATRO

FERMIONS

Neste capitulo desenvolvemos uma breve introducao sobre os modelos
de quatro férmions, com um pouco da sua historia e principais caracteristicas,
focando-nos em aplicacoes para sistemas abelianos, embora muitos dos principais
modelos dessa categoria sejam tratados atualmente como teorias efetivas para a

cromodinamica quantica.

3.1 Introducao aos modelos de quatro férmions

Modelos de quatro férmions sao modelos tedricos que descrevem interacoes
locais entre quatro campos fermionicos e seus efeitos, e ocorrem naturalmente em
varias extensoes do Modelo Padrao, como parametrizacoes de baixa energia de
teorias mais fundamentais, parametrizagoes validas mesmo quando nao renorma-
lizaveis. Em alguns casos, esses modelos podem ter ainda sua renormalizabilidade

alterada pela formacao de estados ligados, caso haja a presenga de uma cons-

17



3 Introducgao aos modelos de quatro férmions 18

tante de acoplamento suficientemente grande, que fazem com que as interagoes
fermionicas possam ser tratadas como se fossem mediadas por bdsons e, assim,
tornarem-se renormalizdveis perturbativamente [34].

Este tipo de interacao tem importancia no contexto da teoria quantica
de campos principalmente em virtude da sua capacidade de geragao do efeito de
dinamica emergente. Este é um poderoso instrumento para o estudo de processos
fisicos elementares, que permite a proposicao de explicacoes para a geénese de
diversas quantidades fisicas, ja tendo sido utilizado para sugerir mecanismos de
origem dinamica para o campo eletromagnético, a massa de férmions e bdsons,
entre outros fenomenos [35-39).

Os modelos de quatro férmions iniciais eram generalizagoes relativisticas
da teoria BCS [5] e um dos primeiros desse tipo foi o de Nambu-Jona-Lasinio
(NJL) [40,41], apresentado como uma teoria para nucleons e mésons, mas que
posteriormente, com o advento da Cromodinamica Quéantica (CDQ), passou a ser
entendido como uma teoria efetiva para interagoes entre quarks [42]. Outro des-
tacado modelo desta categoria é o de Gross-Neveu [43], desenvolvido com base
no trabalho de Nambu e Jona-Lasinio. Como uma simplificagdo deste para (1+1)
dimensaes, ele foi concebido como um toy model ! para a CDQ e conta atualmente
com diversas generalizacoes 1teis para o estudo de variados problemas da fisica de
altas energias, como, por exemplo, a quebra dinamica de paridade [44]. Contudo,
o pioneiro entre os principais trabalhos que buscam explorar este tipo de acopla-
mento quartico é o modelo de Thirring [45], que foi desenvolvido para ser uma
das mais simples possiveis teorias quanticas de campos solucionaveis exatamente

e descreve a autointeragao de um campo de Dirac em (141) dimensoes.

Modelo fisico simplificado, a priori ndo realistico, utlizado para o estudo de aspectos es-
pecificos de problemas complexos.

Instituto de Fisica - UFAL



3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 19

Respeitando-se as dimensoes caracteristicas de cada um, todos esses mo-
delos, para o caso de férmions sem massa, podem ser representados de maneira

geral pela lagrangiana

L =iy + G Z(&FW, (3.1)

dotada, respectivamente, de um termo cinético e um termo de autointeragao entre
férmions, com G sendo a constante de acoplamento prépria de cada modelo e os

demais parametros que lhes caracterizam dados pela Tabela 3.1

Tabela 3.1: Parametros caracteristicos das lagrangianas dos principais
modelos de quatro férmions.

Jj [T | Ty

NJL 2 Iy | ivs
Thirring 1|y,
Gross-Neveu | 1| Iy

Fonte: Autor, 2018.

Para além da fisica de altas energias, com espaco-tempo de dimensao d = 3,
este tipo de abordagem é utlizado também na fisica da matéria condensada para
modelar sistemas de estado sélido como supercondutores de altas temperaturas
e grafeno [46], temas de grande relevancia na atualidade, inclusive no cenério da

fisica aplicada.

3.2 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL)

O modelo de Nambu-Jona-Lasinio foi apresentado em 1961 em um artigo
produzido conjuntamente por Yoichiro Nambu e Giovanni Jona-Lasinio [40] e
complementado ainda no mesmo ano com uma versao que incluia a quebra de

simetria quiral, isospin e estranheza [41]. Trata-se de um modelo fermionico nao
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 20

renormalizavel por contagem de poténcia, i.e., com constante de acoplamento de
dimensao de massa negativa, mas que pode ser considerado uma teoria efetiva no
limite de baixas energias para as interacoes fortes, derivavel diretamente a partir
da Cromodinamica Quantica [42,47-52].

A proposta inicial do artigo foi desenvolver uma teoria dinamica de particulas
elementares na qual nticleons? e mésons pudessem ser derivados de um campo es-
pinorial fundamental de maneira unificada. A motivacao para esta proposicao foi
a relagao encontrada pelos autores entre algumas propriedades dos férmions de
Dirac e excitacoes de quase-particulas surgidas na teoria BCS de supercondutivi-
dade. A caracteristica bésica deste tipo de sistema, conforme descreve a teoria
BCS, é a existéncia de um gap de energia separando seus estados fundamental e
excitado, uma consequéncia de interagoes atrativas entre elétrons, mediadas por
fonons, que produzem pares correlacionados de elétrons com momentos opostos
proximos da superficie de Fermi, os chamados pares de Cooper.

As excitagoes em supercondutores podem ser tratadas como misturas coe-
rentes de elétrons e buracos e assim serem descritas, nas proximidades da superficie

de Fermi, pelas equacoes

EQ/}p—i— = qu/]p—&- + QSQ/Jip_,

By' = —e b, + Gy (3.2)

Aqui ¢ é uma constante, €, é a energia cinética medida a partir da superficie

de Fermi, 1, ¢ a parte da excitagao relacionada a um elétron de momento p

*

e spin + (para cima) e Y, um buraco de momento p e spin +, o que pode

20 artigo original foi escrito anos antes da descoberta dos quarks em 1964 [53-55].
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 21

ser interpretado como a auséncia de um elétron de momento —p e spin — (para
baixo). Reordenando as expressoes, com o determinante da matriz dos coeficientes

do sistema de equagoes (3.2), calculamos os autovalores de energia:

- E
(e ) ¢ _o,
o _(Ep - E)
_(612) - E2) = ¢27
E, = (e + ¢°)'2. (3.3)

Estes autovalores mostram uma separagao de 2|E,| entre as energias dos dois
estados do sistema (|E,| e —|E,|), o que significa que para retirar uma particula
do seu estado fundamental é necessaria uma energia 2|E,| > 2|¢|. No caso das
particulas fermionicas, segundo a interpretacao de Dirac, o estado fundamental
seria composto por elétrons com energia negativa, que para serem excitados para o
proximo nivel de energia demandariam uma energia £ > 2m. Matematicamente,

isto pode ser expresso através da equagao de Dirac,

V'O — map = 0, (3.4)

aqui separada em duas componentes,

Epy = 0 - ph1 + mapy,
(3.5)

Evy = —o - pipy + may,
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 22

e seus respectivos autovalores,

E, = +(p* + m*)"?, (3.6)

com 1 e 1, sendo os autoestados do operador quiralidade s, que é tal que

2=1 (3.7)
Na teoria BCS o parametro de gap,
O~ we%, (3.8)

é descrito em funcao de w, a largura de banda ao redor da superficie de Fermi onde
as interagoes sao significativas, e p, a energia de interacdo média entre elétrons
na superfice de Fermi, mostrando assim que esta é uma quantidade decorrente
da interacao elétron-elétron. Esta constatacao motivou Nambu e Jona-Lasinio
a sugerirem que o fator m, o andlogo nas equacoes de Dirac do parametro de
gap, poderia ter também origem em acoplamentos fermionicos, o que, em termos
mais claros, é equivalente a propor um mecanismo para o surgimento da massa
em particulas de Dirac. Com base nisso, em analogia com as quase-particulas
em supercondutores, que sdao conjuntos de férmions com cargas opostas (elétron
e buracos) e mesmo spin, o modelo NJL afirma que particulas de Dirac massivas
seriam uma composicao de férmions com quiralidades opostas, mas de mesma
carga (ou nimero fermionico).

Contudo, teorias de supercondutividade mais elaboradas, conforme mos-

traram véarios trabalhos [56-60], apontam, para além das excita¢oes individuais,
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 23

a ocorréncia também de excitacoes coletivas de pares de quase-particulas em su-
percondutores, uma consequéncia da necessidade de se garantir invariancia sob
transformacao de calibre, que nao seria preservada em uma teoria que lida ape-
nas com as excitacoes individuais. Essa observacao indica a provavel existéncia
desse mesmo tipo de excitacao no modelo NJL, mas, neste caso, com vistas a
preservacao da quiralidade, que implica invariancia sob o grupo de calibre s, fa-
zendo com que estes estados coletivos devam ser representados por quantidades
pseudoescalares, podendo, assim, ser relacionados a pions. Por esta razao, Nambu
e Jona-Lasinio optaram por tratar seu trabalho como um modelo para ntcleons
e mésons, sugerindo com isso, por conseguinte, que a massa do nicleo atomico
seria entao derivada de uma interagao ainda desconhecida entre férmions inicial-
mente sem massa, que deveria ser também responsavel pela relagao entre niicleons
e pions.

Para compreender e descrever esta interacao até entao desconhecida e o
processo de geracao de massa a ela relacionado, a analogia com supercondutores
ja nao é mais suficiente. Conceitos essenciais para a teoria BCS, como a esfera de
Fermi, nao sao compativeis com a relatividade e, portanto, nao podem ser incor-
porados ao modelo NJL e, assim, impedem uma relacao mais direta entre algumas
quantidades tratadas nos dois modelos. Um exemplo disso esta no parametro de
gap ¢, que segundo (3.8) é anulado quando o raio de Fermi é zero, um compor-
tamento que nao se pode atribuir a massa de férmions de Dirac, mostrando que
uma equagao da forma de (3.8) é improvavel para a massa desse tipo de particula.

Prosseguindo para além das analogias, Nambu e Jona-Lasinio definiram
propriedades a priori requeridas como caracteristicas do modelo para dar conti-

nuidade a sua construgao, como a invariancia sob tranformagoes de calibre globais
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 24

simples

1 — expliali, Y — 1 exp[—ia] (3.9)

e a preservagao da simetria quiral, que implica a invariancia da lagrangiana do

sistema sob a transformacao de quiralidade,

¥ = expliays|v, ¥ — Pexpliays]. (3.10)

Outro requerimento, importante para a dinamica da teoria, é que a interagao
entre particula e antiparticula seja atrativa para possibilitar a formacao de estados
ligados. Supondo que a interagao é resultante de uma nao linearidade inerente
do campo fermionico, foi entao escolhida uma langrangiana dotada de uma parte
cinética e termos de autoacoplamento quarticos, com constante de acoplamento

[90] = —2, que descrevem interagoes entre quatro campos de férmions

L= —Wﬁ“w + g0[(0)* — (Py50)7]. (3.11)

E interessante destacar que, embora individualmente os termos de auto-

acoplamento se modifiquem sob uma transformacao de quiralidade de modo a
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violar esta simetria, como mostramos abaixo através de (3.10) e (3.7),

(ww)? N (?Eeia’y5eia'y5w)2>

— (e )2,
2
_ _é- 3.3, 2 4.4
— 1+ 2iays — 20’y 31@75—1—30475—}---- (A
7 2 ~ 4.3 9 ’
— (¢ 1—20475+3a75 Y+ s 22a—§za75+--- Y|,
—>( 1 cos(2a) —Hw%i/}sen(Qa)) )

(py59)* = (Ve Prse P ep)?,
2
%{%575(1—20475+§a% )@H@D( a—%iagvg—k---)?ﬁ] ,

— (1hy51) cos(2ar) + i) sen(2ar))?,

(3.13)
0 mesmo nao ocorre com o termo de interacao completo,
()% = (V951)%] = (P cos(2) + inhysth sen(2a))”
— (V59 cos(2a) + i sen(2) )7,
— (1) (cos?(2a) + sen®(2a))
— (y59)*(sen’®(2a) + cos®(2av)) (3.14)

+ 2i(P1)* (¥51)” cos(2) sen(20)
— 2i(p))? (Pys510)? cos(2a) sen(2a),
= (VY)? = (V)

garantindo, assim, a preservacao da simetria quiral na langrangiana, uma vez que
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o termo cinético é também invariante,

VYO — Pe' Y0, P,
— e eI ), (3.15)

— Yy O,

pois {7, 75} = 0.
Se a lagrangiana realmente esta correta, ela descreve um sistema com in-
teracoes capazes de produzir férmions massivos, que devem entao satisfazer a

equacao

Zp + mo + E(p7 m, gOaA) - O, (316)

tal que, para ip +m = 0,
m—mgy= 2(27’ m, go, A)’iﬁﬁ-ﬁ-m:()) (317)

sendo ¥, a autoenergia do férmion, descrita em termos do momento p, da massa
observada m, da constante de acoplamento gy e um corte A, utilizado para garantir

convergencia ao calculo. Assim, temos

8igo m
S~ [ o 0.) 318

com F(p,A) cumprindo o papel de um fator de corte. Substituindo a equagao
(3.17) na integral acima, para o caso de my = 0, encontramos, finalmente, a

expressao necessaria para o calculo da massa observada para as particulas que o
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modelo visa descrever, a saber,

igom dpod®p
S F(p. M), 3.19
m 24 /p2 +m? — e (P, A) (3.19)

Com um corte em |p| = A esta equagdo possui solu¢do nao-trivial, dada pela

equacao de gap

2 2 1/2 2
= (m—+1> LN

A2 V2
whz a2 A2 (ﬁ“) e

A existéncia de uma solugao nao trivial garante a validade da hipdtese

(3.20)

de Nambu e Jona-Lasinio, mostrando, assim, que um processo de auto-interacao
fermionica em um sistema de quatro férmions é capaz de gerar massa para particulas
de Dirac, como os quarks, considerados os verdadeiros objetos de estudo do mo-
delo NJL segundo sua interpretacao atual. A massa gerada neste processo causa
uma violagao dinamica da simetria quiral, que, por sua vez, é responsavel pelo
surgimento de pions como pseudobésons de Nambu-Goldstone [41].

No capitulo seguinte veremos como este tipo de mecanismo é empregado
para tentar descrever a origem do campo eletromagnético, tratando o féton como

um béson de Goldstone.
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Capitulo 4

MODELO DE QUATRO
FERMIONS COM EXTENSAO

DE HORAVA-LIFSHITZ

Neste capitulo apresentamos uma versao do modelo de eletrodinamica
quantica emergente de Bjorken, desenvolvida através da formulacao de Horava-
Lifshitz, em um espaco-tempo anisotrépico caracterizado por um expoente critico
impar. Calculamos para este sistema as correcoes radiativas para as funcoes de
um até quatro pontos, para com isto induzirmos um potencial efetivo através do

qual analisamos a ocorréncia de violagoes de simetria, além do termo de Maxwell.

4.1 Eletrodinamica emergente de Bjorken

Em 1963, inspirado pelo sucesso da transcri¢ao para o contexto relativistico
da teoria BCS, recém realizado por Nambu e Jona-Lasinio, James Bjorken inves-

tigou a possibilidade de se entender o féton como uma excitacao coletiva, tal
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4 Eletrodinamica emergente de Bjorken 29

como ocorre com bdsons nao massivos surgidos em sistemas supercondutores. De
maneira mais geral, sua proposta era tratar bosons de calibre como meros graus
de liberdade emergentes de uma interacao mais elementar, neste caso uma au-
tointera¢do qudartica fermionica [35,61]. Assim, seguindo a ideia de Bardeen,
Cooper e Schrieffer para a supercondutividade, Bjorken formulou um modelo que
relacionava o surgimento do féton com a existéncia de um vacuo infinitamente
degenerado, causado por uma quebra dinamica de simetria.

O modelo é representado inicialmente pela densidade lagrangiana

Lo = dlisy — ) + o (G, (4.1

e consiste em um campo fermidnico, com massa m, em um autoacoplamento via
interacao vetorial. Com vistas a viabilizar a integracao dos espinores, o autor

acrescenta ao sistema um campo auxiliar A,, através do termo

1 _
55 (A — G, (42)

que elimina a autointeracao fermionica e dé a lagrangiana a forma

1 _
£ == £0 — %(A,u - G¢7u¢)27
2

Blisy = m) + A — 5, (4.3
A2

Dy + A —m) Tel

Esta técnica é baseada na equivaléncia entre os acoplamentos do tipo quatro-
férmions e de Yukawa, demonstrada para o caso vetorial e exemplificada através

da teoria de Bjorken em [62].
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Conforme [24], o modelo é renormalizavel e compativel com os resultados
da eletrodinamica quantica para todas as ordens da expansao perturbativa. Ape-
sar disso, ele apresenta algumas limitagoes, como o fato de nao induzir o potencial
quartico caracteristico de quebras espontaneas de simetria, embora o féton nesta
proposta surja como resultado deste tipo de fenomeno, onde o sistema adquire um
valor esperado no vacuo nao-trivial, que pode, entre outras formas, ser identificado

através do método dos multiplicadores de Lagrange.

4.2 Eletrodinamica emergente com extensao de

Horava-Lifshitz

4.2.1 Potencial efetivo

A partir desta secao, estudamos a proposta para o surgimento dinamico
do campo eletromagnético, utilizando a formulagao de Hotava-Lifshitz, e apre-
sentamos os principais resultados da introdugao no modelo da anisotropia (2.3).
Os célculos sao realizados a principio para um valor impar genérico do exponte
z, mas, em geral, estamos especialmente interessados nos resultados com z = 1,
que viabiliza a restauracao da covariancia e, por conseguinte, comparagoes com
o modelo original, e z = 3, onde temos as mais importantes corregoes quanticas
para a EDQ espinorial de Horava-Lifshitz [11].

Nosso ponto inicial é a densidade lagrangiana

e R )

Lo = Plidy + (id;)? — m* |y — %(w%w)z

que descreve o autoacoplamento entre quatro campos fermionicos massivos em
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(341) dimensoes, com @0 = 07", d; =07 e z=2n+1. As dimensdes de massa

na lagrangiana sao
Wl =W]=3/2 [m]=1, (0] =2 [0] =1, [G]=2-3, [G)| =—2— 1 (45)
Sabendo que (id;)?" = [(i@;)?]" = (—=0;0")", podemos reescrever (4.4) como

Lo= D0y + DA™ —m* )y — Do) — LA, (46)

com A = —9;0), G, = & e G, = ;—2, sendo [¢] = [g:] = 1 e [gs] = 2. Com o

N

objetivo de eliminar os termos de autointeracao em (4.6), introduzimos os campos

auxiliares Ay ([Ao] = 55+ + 1) e 4; ([4;] = =5+ + 1), que geram uma expressao

convenientemente mais simples para a integracao dos campos fermionicos, a saber,

gi,? € - 2 gg € - n 2
L=Lo+ 3(/10 — —UyY)” + E(Ai — VA7,
) ) gt gs (47)
- %AOAO + %Aim +P(idy + i, A" — ey — e AL AT — mP ).

Em termos fisicos, este processo implica em afirmar que a interacao puramente
fermionica descrita inicialmente pela lagrangiana (4.6) é equivalente a uma in-
teracao entre férmions com a mediagdo de um campo bosonico [61]. O bdson
surgido neste processo, através da introducao do campo auxiliar, para realizar
esta mediacao ¢é o féton emergente proposto por Bjorken.

De posse da lagrangiana (4.7), podemos construir a acao efetiva, instru-
mento basico para os cédlculos que fundamentam nossas andlises, a partir do
qual podemos obter, através das regras de Feynman, por exemplo, as correcoes

quanticas da teoria. Com este proposito, introduzindo os termos de fonte 1 e 7,
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definimos o funcional gerador,

Z:/D%DMM&MWP/MM%M+W+Wﬂ. (4.8)

Contudo, para o calculo da acao efetiva, estes termos sao dispensaveis e, por isso,

podemos escrever

Z:/DmD&&, (4.9)

com Zy, o funcional gerador na auseéncia de fontes externas, dado por

Z,= [ DyDiyx
/ 2 2 ~
exp {z / drod®x {%Ag + %Af + 0(idy + id, A" — ey — e ;A" — mz)w} } .
(4.10)

Uma vez que os campos auxiliares sao independentes dos espinores ¢ e ¢, Z, pode

ser reordenado, tal que

- 9i gs
Z, :/D¢D¢ exp {i/dmod?’x (3'5/13 + ?Af)} X

en%}/d%fxWW&ﬁ%@A”—&%—e&A"—mﬂﬂ},

9 g:
Zy =exp [i/dwod% <§tA3 + ESA?)} X

/ DD exp {z / daod®s [D(idy + D" — edo — eAA" — m Y] }
(4.11)
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e a integral fermionica resolvida:

/Dwa_JeXp {i/dxod?’x m(u% +id, A" — edy — ed, A" — mz)zﬂ
= det(iy + i A" — edy — e ;A" — ), (412)

=det O,

com, no espaco dos momentos,

© = det[}% + PI(PJPJ)TL - 6440 - eAi(pjpj)n - mz] (4~13)

Aproveitando o fato de que © pode ser representado como uma matriz
diagonal, escrevemos seu determinante como o produto dos termos da sua diagonal
principal,

det® = ] [ 6. (4.14)
=1

Logo, utilizando propriedades do produtério, obtemos

n

- 6 o6
det © = Helnei = eXi: =e 20 e e, (4.15)
i=1
Portanto, voltando a (4.11), temos
9% 42, 9e
Zy = exp {z’/dxgd?’x (EtAg + ;Af)} exp(Trin ©). (4.16)

Reescrevendo a expressao (4.8), j4 sem fontes externas, obtemos uma

relacao entre o funcional gerador e a acao efetiva
Z = / DAgDA; Dy Dipe’ S drod®el — / DAyDA; e (4.17)
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através da qual vemos que

elsef = ZO;

2 2
= exp [2 / drod®z <%A3 + %A?H exp(Trln©), (4.18)

g; 9;
= exp [z’/da:od3x (EtAg + ESAZQ) + Trln @} .

Com isto, aplicando (4.13) na equagao acima, somos levados a uma primeira

expressao para a acao efetiva, a saber,

2 2
SeflAo, Ai] = /d:):od3a: (%Ag + %Af) — 3 Tr ln[po +pi(pjp7)” — ey

—edi(p’)" = m?]. (4.19)

Aqui “Tr” diz respeito ao trago sobre as matrizes de Dirac, bem como sobre a

integracao nos espacos dos momentos ou coordenadas e, desta forma,

Tr ln[po + pz(p]p])” —edy — eAi(pjpj)" —m*] =Trln©

= tr/dxodgx (x| In© |x)

= tr/dx0d3x

< (alme ([ andpl) (1) 1)

= tr/d:z:od3x/dpod3p

xIn®© (z[p) (plz)
——

elT.p e—1iT.p

(271.)4/2 (2#)4/2

dpod?
= tr/dxod?’:c ];oﬂ)f In©,
(

(
4.20)
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e a acao efetiva torna-se
9; 9:
Sef[Ao,Ai] = /dxod?’a: (EtAg + 581412)

— itr/dxod?’:v/ % Infp, + pz(p]p])" —efy — ed;(pjp))" — m7).
(4.21)

A partir dessa expressao extraimos o potencial efetivo,

Gt o2 95 42 dpod®p - -
Ver = _EAO - 35141 + ztr/ (27 ) 111[}7’0 —|—;;z§i(pjp’)" —efly — edi(pyp’)" — m7].
(4.22)

Uma vez calculado V¢, podemos agora, em alusao a teoria BCS, construir

a equacao de gap do modelo, com o propdsito de encontrar minimos nao-triviais
que indiquem a ocorréncia de uma violagao espontanea de simetria. Para tal,
necessitamos apenas minimizar o potencial. Porém, em decorréncia da perda da

covariancia, imposta pela anisotropia de Lifshitz, temos uma equacao de gap para

a parte temporal do campo auxiliar (Ag) e outra para a espacial (A;):

OVer _ gl » tr/ dpod®p Yo —0
OAg la,=22 e @2m)* gy +p, ()" — do — d;(pp? )" — m?
(4.23)
e
Ve _gsa /dpod3p Yi(pip’)" _ 0
0A; 1a,=2 € (2m)* P +9,(ip")" = do — gt (pip?)" — m?
(4.24)

O segundo termo de (4.23) é uma func¢ao de um ponto responsavel pelas corregdes

quanticas de primeira ordem relacionadas, neste caso, a Ay,

0ty dpod®p ~°
(1), =t / @ p TP P do— o) —me )
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chamada de amplitude de tadpole, por conta da forma do seu diagrama de Feyn-

man (veja Figura 4.1),

Figura 4.1: Amplitude de tadpole de A, ((I1°).)

Fonte: Autor, 2018.

Para resolver a equagao (4.25) utilizamos o propagador fermionico G(p),

dado por
1 P, + 9, (0" +m?
G(p) = : =0 i , 4.26
O oy e it )

de maneira a representar a parte temporal do tadpole como

dpod®p A (po — ‘(pi — ;) (prp®)" + m?

(1), :tr/ Po 4]7 g (po2 ao) +7'(p : a )Spkp ) jm A0 (4.27)

(2m)* (po — ao)? + (o — @) (Pt — a')(p;p?)?" — m??

Em seguida, utilizando as identidades abaixo,

tr(y* -+ 4#") =0, se n é fmpar; (4.284a)
tr(y" - 4#n~%) =0, se n é fmpar ou menor que 4; (4.28Db)
tr(yHy") = 4g"; (4.28¢)
tr(y"9"177) = 49" 9" — ¢""9"" + ¢"79""); (4.284)
{77} = 29" (4.28¢)

{p.b}=2(p-b); (4.28f)
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9" =0; (4.28¢g)
(V") =1, (4.28h)

calculamos os tragos presentes no integrando de (4.27) para obtermos

0 - dpoddﬁ (po — ao)
(H)Z__4/1@ﬂ4@m—%V+Qn—mXﬂ—aWMWV”—mk'MQ%

E, através de uma mudanca de varidveis (pg — ag — pj), chegamos a integral

on [ dpod’p 2o
(H”‘/<%v@w—@>®M%%—Wf (4:50)

que, por razoes de simetria, é nula para qualquer valor de z. Ou seja,
(I1°), = 0. (4.31)

Logo, nao temos correcoes radiativas de primeira ordem associadas a parte tempo-

ral do campo auxiliar. Em consequéncia disso, a equagao de gap (4.23) tem apenas

a solugao trivial, nao apresentando, portanto, quebra espontanea de simetria.
Para calcular a parte espacial do tadpole precisamos seguir um caminho

diferente, pois a integral em (4.24),

(IT°), :tr/ Pt P 7 ;1) . (4.32)

@2m)* p, +p,(0ip?)" — dy — ¢;(p;p7)" —m
aparentemente nao é solucionavel exatamente para um valor arbitrario de n com
a; # 0. Sendo assim, a completa dependéncia da equagao de gap e, por conse-
guinte, do potencial efetivo, com relacao a a; nao pode ser encontrada explicita-

mente, devendo ser obtida entdao ordem a ordem. Para isso, reescrevemos (4.32)
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com a expansao a seguir,

11111

1 1 1.1
de modo que encontramos
i dpod®p ~ ~ 5
(1. ~ / = (G(p) + G(p)aG(p) + G(p)aG(p)aG(p)
(2m) (4.34)

com & = ¢+, (p;p’)". Para prosseguirmos com o calculo desta primeira corregao
quantica, calculamos o traco de maneira andloga & realizada para (I1°), e utiliza-
mos o método de regularizacao dimensional, escolhido dentre os varios possiveis
por nao alterar as simetrias das teorias em que ¢é aplicado e conseguir lidar com
divergéncias tanto infravermelhas quanto ultravioletas. Em sintese, o método con-
siste basicamente em um processo de continuacao analitica, onde calculamos os
tragos das matrizes de Dirac em seu nimero original de dimensoes e em seguida
promovemos as integrais e o tensor métrico para (d+1) dimensoes, acrescentando
ainda um parametro regulador p®~?, necessério para a correcao da dimensao de
massa na expressao, uma vez que esta estd sendo variada. Em sequéncia, vi-
sando facilitar os calculos, utilizando a rotacao de Wick, passamos do espaco de
Minkowski para o euclidiano. Este procedimento impoe uma mudanca na métrica
(g" — —0") que tem por consequéncia imediata a mudanca do sinal de produtos
internos. Com este recurso, realizamos a integracao e encontramos uma expressao

geral, para qualquer z impar, para o termo espacial do tadpole:

(IT"), = —icqa’ +iB.d'a;a” + - - -, (4.35)
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com
2B (R + ) D (-2 -
a, = — 2T (L1 1) (d—2)(z—1)m (4.36)
e
2—d—1ﬂ_—g—%r (d;4 + 2) T (_d+2zf4)
— z z —4)(z—1 —1) =2z +4)ma=4,
. ST (d—4)(z = 1)(d(z 1) = 22 + 4)m
(4.37)

Especificando os valores de z de interesse para nossos estudos, z = 1 e z = 3,

encontramos
(1), = 0, (4.38)
) _d_1
iy, 2 ) T (- ()
fdl %) (4 39)
i2274y3-4(d — 4)7r 2 zmd=1T (29T (%) a2’ .
9r (4 +2)

Observe que, conforme o esperado, em consequéncia da restauragao da covariancia,
os resultados para z = 1 dos termos espacial e temporal sao idénticos. Ja para
z = 3, por conta do uso da regularizacao dimensional, obtemos um resultado em
funcao do valor d da dimensao espacial do espaco-tempo quadridimensional com
que estamos trabalhando. Por este motivo, expandimos (4.39) em torno de d = 3,

para assim chegarmos a

im'T (=3)T(§)a"  2iem®T (3) T (2) d’a;d’

27d/2 ]175/2 ’

(4.40)

ja no espaco de Minkowski.

Calculadas as correcoes de primeira ordem, podemos agora construir as

equagoes de gap. Aplicando (4.31), (4.35), (4.36) e (4.37), em (4.23) e (4.24),
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temos

OVes 1,
-G 4.41
0Ag A= Gtea 0, ( )
OVey 1 N
G, ‘ '=0. 4.4
0A; A= ( G. ay; + Biaja ) eat =0 (4.42)

Como discutido anteriormente, a equagao (4.41) tem apenas a solugao trivial
(ap = 0) e, por conseguinte, o campo Ay nao apresenta violagao de simetria. Ja a

equagao (4.42) tem, além da solugao trivial, duas solug¢oes nao nulas:

al =0, (4.43)

' 1 1 1/2
gy =+ Kg + alz) 5—} , (4.44)

que, para o caso de 3, > 0, representam dois minimos e um maximo do potencial

efetivo V. ;(A%),

. 1/1 B, .
%f(AZ) = —5 (E + Oélz) €2AZ'A’L + %64(147;141)2, (445)

calculado integrando-se (4.42). Note que V,;(A") apresenta a forma de um poten-

cial do tipo chapéu mexicano, conforme ilustra a figura abaixo,
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Figura 4.2: Potencial V,;(A")

v

Fonte: Autor, 2018.

o que assinala a presenca de uma violagao espontanea de simetria.
A partir da equacao de gap, i.e., usando o fato de que GL = —ay, + B.a;at,
(4.45) pode ainda ser alterada, como fazemos a seguir,

62141‘147:
2

€4ﬁz(AiAi)2
4 )

Ves(A') = — (—a. + B.aa" + an.) + (4.46)

de modo que, adicionando a constante %(aiai)z, o potencial efetivo relativo ao

campo A’ passa a ser

Ve (AY) = %(eQA,-Ai — a;a")?, (4.47)
assumindo entdo a forma de um potencial bumblebee!. Com isto, vemos que a
quebra espontanea de simetria ocorre quando 5, > 0. Esta condigao depende de
uma combinagao das desigualdades z+4—d > 0 e (d—2)z—d+4 > 0, derivadas da

equagao (4.37) e satisfeitas para qualquer valor positivo de z com d = 3. Tal fato

IPotencial associado a um campo vetorial, geralmente identificado pela expressio V =
NB,B* F b%)?2, caracterfstico dos chamados modelos de bumblebee, conhecidos por serem a
forma mais simples de teoria quantica de campos efetiva com quebra espontanea de simetria de
Lorentz.
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demonstra que o modelo apresenta violacao espontanea de simetria para qualquer
valor do expoente critico z em um espago-tempo quadrimensional.

Assim, este resultado evidencia como a extensao de Horava-Lifshitz é capaz
de reparar uma importante auséncia da versdo covariante deste modelo [61], onde
a geracao deste potencial é alcancada através de procedimento ad hoc, com a
adicao forcada dos termos quarticos necessarios para a criacao de um potencial
com minimos nao triviais, apesar da presenca de quebra espontanea da simetria
de Lorentz ser condicao necessaria para a hipdtese de surgimento dinamico do
campo eletromagnético que o artigo visa estudar.

E importante destacar, entretanto, que no nosso modelo a simetria de Lo-
rentz ja é violada explicitamente em virtude da presenca da anisotropia de Lifshitz,
que faz com que a quebra dinamica de simetria, no caso em questao, se restrinja
ao espago, nao se estendendo ao espago-tempo (o que caracterizaria uma quebra
da simetria de Lorentz), como ocorre em teorias covariantes. Assim, a simetria
violada por meio de corregoes quanticas no sistema que estudamos é a simetria
rotacional. E, com isto, demonstramos, pela primeira vez, uma quebra dinamica
de simetria deste tipo em uma teoria com anisotropia de Lifshitz [25]. Quebras
de simetria com esta configuragao sao comuns em sistemas de matéria conden-
sada, onde a covariancia de Lorentz costuma nao ser preservada, o que abre, a
partir deste resultado, uma perspectiva para o uso do método de modelos bumble-
bee, com escalonamento de Lifshitz, em estudos de fenomenos criticos envolvendo

sistemas com violacao espontanea de simetria.
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4.2.2 Expansao da acao efetiva

A fim de, com o uso de expansoes derivativas [63], estudarmos corregdes
quanticas de ordem mais alta para o nosso modelo, nesta sec¢ao introduzimos uma
versao expandida da acao efetiva que nos possibilita calcular, além da funcao de
um ponto, as fungoes de dois, trés e quatro pontos, que sao aquelas que interessam

a nossa analise. Inicialmente, separamos (4.21) em duas partes,

2 2
S.s[Ao, A = / d'z (%Ag + %SA?) —i TrIn(idy + id, A" — edy — e, A" — m?),

v~

~ Sety
Sef,

(4.48)

das quais apenas S.y, ¢ relevante, uma vez que ¢ a fonte dos termos de correcao

radiativa. Este termo é dividido em outras duas partes,

) ) ) €Ao+€AiAn
Sep, = —iTrl AT —mF) (1 — - - ,
o= =it b+ i =) (1= T )

edo+ ed;(p;p?)"

- Po +pi<pjpj)n —m?

(4.49)
= —i'Trinfp, + zﬁi(Pjpj)n —m’]—iTrln ]

das quais, novamente, ignoramos a primeira, para expandir apenas a segunda

parte, que carrega a parte nao trivial da dinamica do sistema,

6440 + eA (pjp])
P, +p,(pip?)" —

CiTyin |1 Aot edilpp)” ] il

Po +p(pgpj) [

] . (4.50)

=1

Chamamos esta expressao de agao efetiva de ordem [ (Sé?)

644[) + €A (pap ) ]l (451)

P, + P, (Pap®)™ — m?

SO 40, A = Z%
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rerepsentada de maneira mais sucinta por

S [Ao, = zTrZ {G Ao + Ai(pap®)" ]} (4.52)

Em conformidade com o que ja foi dito anteriormente, com esta expressao podemos
calcular correcoes radiativas de diferentes ordens. O tadpole, por exemplo, é
obtido com [ = 1:

eAU + eA'(l)apa)n

Po + P, (pap®) —m?’

3 0
—itr / dzod®z / dpod’p i Ay
) Py P, (Pap®)" — m?

3 n
+ztr/d:p0d3 /dpod idi (pap ) A;,
Py + P, (pap®)" — m?

:i/dw0d3x(H0)ZA0—I—i/dxodsx(ﬂi)zAi.

S Ap, A =i Tr

(4.53)

4.2.3 Funcao de dois pontos

Uma vez que ja foram calculadas a equagao de gap e suas solugoes, nosso
proximo objetivo é a obtengao das corregoes de um loop de segunda ordem, as

fungoes de dois pontos que representam os chamados termos de autoenergia dos
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campos auxiliares A; e Ap. Assim, tomando [ = 2 em (4.51), temos

@ _ zTr G[AO + Ai(papa)n] y e[Ao + Aj(pbpb)n]

o 2 J}Z’o + pi(pap“)" —m? po + pj(ngpb)n e [
i62 - AD | AO

2 %0 + pi(pap(Z)n —m* po+ pj (pbpb)n —mZ

@ v Az (pap®)™ _ Aj (pbpb)”

+ 2 T po +}75i(Papa)n — m~F po +pj(pbpb)n —m? (454)
ie? Aipap™)" A,

’ 2 o Pot p,-(Pap“)” —m® P+ pj(pbpb)n "
e Ay A (pop®)"

' 2 " Yo +'¢"(papa)n —m* Po +pj(pbpb)” —m?’

sé?) = % Tr { G (p) oG (p) Ao + G (p) As (pap™) "G (p) A; (psp?)"
(4.55)

+G(p)Ai(pap®)"G(p) Ao + G(p) AoG () A; (Papa)n} :

Contudo, uma vez que x e p nao comutam entre si, devemos ter a seguinte relagao

entre suas fungoes A;o(x) e G(p):

Aio(z)G(p) = G(p — k)Aio(z), (4.56)

com o propagador transladado G(p — k) dado por

1
(po — ko)Y0 + (0 — ki) [(po — ko) (pP — KO)|" — m2’

Gp—k) = (4.57)

Em consequéncia disso, ao passarmos Ag(x) e A;(x) através dos propagadores

em (4.55) e efetuarmos o trago no espago dos momentos, como feito na equagao
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(4.20), modificamos a ac¢ao acrescentando novos termos a sua expressao,

R Py T —
po’V + piyH (pap®)™ — m?

) ApA
(o — Fo)" + (5; — I M(pb k) (P — R =m0
3 a _ lL.a\ln
_|_—tr/dm B /dpodp V' [(Pa — ka)(p* — k)]
poY° + piyt (pay®)" — m?
¥ [(py — ko + ko) (0 — K + KD AA,
(Po = ko)y” + (pj — k)77 [(po — ko) (p* — K2)J" — m® - (4.58)
3 a\|n '
N _tr/d$0d3 /dpod P 7 pa ka)( —k )]
pw + Py (pap®)"™ — M7
A; Ay

X
(Po — ko)Y° + (pj — K )7][(1% ky)(pb — kb)|" —m?
0

d d3
+—tr/d9§0d3 / Po B
1 poY? + iy (P — m?

J _ _1.b b\1n
" 7 [(pe kb+/€§)(l? K+ k)] AA..

(Po — ko) + (pj — k) [(po — k) (P — Kb)|™ — m?

~

Buscando simplificar os integrandos acima, expandimos seus bindémios até os ter-

mos de segunda ordem nos momentos externos ky,

(D5 = k) (0" = k)] = [(po)? + (ks)® — 2ppK")"

- n!

2\n—p (1.2 b\p
, 0( b) ( b b ) (n )' !

= (p)" +n(py)"~" (ki — 2pok”) + m(m)H
x (ki — 2ppky)? +

= ()" + n)" " (ky = 2pk") + 5 (= 1) (p})" 2 4pEk?
+ O(kp)

= (p3)" +n(py)" " (K — 2pok”) + 2n(n — 1)(p})" > (pok")?
+ O(k}).

(4.59)
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Logo, definindo os objetos V; e V5,

Vi=@)" e Va=n(p)"" (ki — 2pk") +2n(n — 1)(p})"*(pk")?,  (4.60)

aplicando (4.59) em (4.57), o propagador transladado G(p — k) torna-se

Glp— k) = {po° + piV (2" — m* — [k + k' (Vi + Vo) — py Vo)
(4.61)

Utilizando outra vez a expansao (4.33), agora com

C=Gp) " =p+p7 )" —m* e B = ko' +kiy) (Vi+Va)—piy'Va, (4.62)

temos

G(p— k) = G(p) + G(p) BG(p) + G(p) BG(p) BG(p) + (4.63)

Desta forma, podemos escrever a acao efetiva (4.58) da maneira a seguir:

S = / daod®s / dp“dg

x {G(p)7°[G(p) + G(p) BG(p) + G(p) BG(p) BG(p)]7" Ao Ao
+ G(p)y' (Vi + V2)[G(p) + G(p) BG(p) + G(p) BG(p) BG(p)]V1v AiA;
+ G(p)y' (Vi + V2)[G(p) + G(p) BG(p) + G(p) B(p) BG(p)]" Ai A

+ G(p)'[G(p) + G(p) BG(p) + G(p) BG (p) BG(p)|Viv’ Ao, }

262 3 00 ie” 3 i
-5 dxod’z(I1°7), Ag Ao + 5 drod’z(1IV), A A,
ie” 3 i0 ie” 3 05
+ 7 dl‘od I(H )ZAZA(] + 7 d]?od I(H )zAOAj7
(4.64)
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ou, de modo mais compacto, como

S& = % d oI, A, A,, (4.65)

definindo
). = | (Z;];4G(p)ru(p)G(p —iO)(p — i0) (4.66)
I (p) = (4°. 7" (psp")")- (4.67)

Os termos de autoenergia em (4.64), que compoem (4.66), serao represen-

tados para um valor impar genérico do expoente critico como

(7). = [ L) (4.68
x [G(p) + G(p) BG(p) + G(p) BG(p) BG(p)]* Ao Ao, (4.69)
(). = s [ PG 14+ 1) (170)
x [G(p) + G(p)BG(p) + G(p) BG(p)BG(p)[Vin Aidy,  (4.71)
(), = tr/ dggﬁf(?(p)vi(% +Va) (4.72)
x [G(p) + G(p) BG(p) + G(p) B(p) BG(p)]7 Ai Ao, (4.73)
(1. = s [ LGy (474
x [G(p) + G(p)BG(p) + G(p)BG(p) BG (p)|Viv’ Ao As, (4.75)

podendo ser calculados ainda através do digrama de Feynman dado pela Figura

4.3,
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Figura 4.3: Autoenergia dos campos A4; e A;
(1), + (11%), + (1), + (117).)

Fonte: Autor, 2018.

Para efetuar as integracoes realizamos procedimento semelhante aquele

descrito para o calculo do tadpole, para assim encontrarmos

37d27d71ﬂ%(fdfl)md73(2n+1)

%0y — _W
(I)- 320 1 1) :
—6 (500 B 1) kSF <% - 2(23—1—1)) r (2(2g+1))
NG
[0%[=3d(2n + 1) +6d + 12n] + (2d — 4)(2n + 1) = 3d + (2n + 1)* + 3] y
r'(¢+1)
2@t —2F2p d—2 L1\T —d+(2n+1) 42 7
22n+1) 22n+1)
(4.76)
3—do—d—2,_L(—d-1),,d—2n—3 —d+2n+3 10
‘ w2 T2 m I'( 55257 ) Kok
(1), — ( 2(2n+1) > "

32n+1)2T (4 +1)

{ [d* +2d(2n — 1) + 6(2n + 1)> — 10(2n + 1) + 4]T (

—4(2n +1)°0 (6(%2(2711):16)[ - 2) } ’

d+22n+1)—2
2(2n 1 1) >

(4.77)
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1
35(5]><

15 2n+1)

d+2n—1 d—2
2l <_ 2(+2n+1)> r (2(2n+1) +
d
I'(4+1)

(IT9), = _iwd—32—d—1w—%—%md‘2"‘3 {4<

1
) {24(d - 2)(2n + 1)nm?Cr D

ko(d+2n—1)[3d(2n+1) —d—2(2n+ 1) + 2]} +

d+2n — d—4
m2@n =252 <— +en 3)P( +1) (2n +1)x

22n+1) 22n+1)
{(d — 4)(3d +2)(2n + 1)2 — 12(d — 2)d(2n + 1) + d[(9 — 2d)d — 6] + 8}
I'(¢+2)
5(d(d = 2(2n + 1) +4) + 16n)m2@r )20 (— ) (L dod oy 9) ik

(2n+ 1) (4 +2)
(4.78)

Estes resultados podem ser expressos de maneira mais concisa se, ao invés de
apresentarmos diretamente as fungoes de dois pontos, explicitarmos os coeficientes

que lhes compoem, separados das estruturas tensoriais . Para isso, sabendo que

52
9 = / d'aLly) = = / d'a(I1"), A, A, (4.79)

escrevemos a lagrangiana efetiva de segunda ordem, Egc),

2 2
£y = %aleiAi - %(agzaoAiaoAi — 3,00 A:0' A” — (3.0, Ag0° A" + 04,0, A" A”)
2
—%(ag,zaiAjaiAj — a0, 4;07 AT + O(9"Y), (4.80)
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em termos desses coeficientes (a;,, i = 2,3, - ,6), dados por:

2dr A (2 4 1) (s
= 2 - —1) — 2z +2)m* "2 4.81
Q, 34T (2) (d(3z —1) =2z +2)m : (4.81a)
2 ir L (2 4 1) (e
as, 34T (9) (2d+z—1)m , (4.81Db)
2-in 4D (42 4 1) T (H42)
ay, = 3d2,ZF @ 2 x ((z—1)(z +3) —d(z — 3))m**72,
(4.81c)
D () ()

320 (12)
X (—(d —4)(3d +2)2* +12(d — 2)dz + ((2d — 9)d + 6)d — 8) md+—4
(4.81d)

27dr=5 73T (L4 4 2) I (—diztd)
z z ) 4 -1 d+zf4.
3(d+ 2 —4)L (4 +2) (d(d=224+4) +8(z = 1))m

Ngz = —
(4.81e)

Calculadas as expressoes gerais que fornecem as corregoes radiativas de
segunda ordem, para um valor impar genérico de z, em um espaco de dimensao

d qualquer, torna-se possivel agora a obtencao das expressoes para qualquer z =

2n + 1. Para o nosso estudo importam, como ja esclarecemos, os resultados em
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z=3ez=1. Para z = 3, temos

ir ()T () 7
W kg% + O(kY), (4.82)
¢'(00)
200 (5) T () 0,4
— W Kk 4+ O(k"), (4.83)

C(Oi)

(H00)3 —
(HOi)3 —

(I1)3 = (T1%)s, (4.84)
(1),

19im?T (2)T (1) (B — kikd)
9075/2

@13
A

g TmAT (=2) 0 (1) .
(HU)S - _ 2(77-(?;)/)2 (6) gw +
(1)

ST .0
- kg Ok, (4.85)
———
(i)

onde ay3 é o valor de oy, para z = 3. Para z = 1, obtemos as seguintes contri-

buicoes para as correcoes de segunda ordem:

i [—2(d—3)1nu+dln (;Lj) +(d - 3) + 31n (43) +2]

(), = — T2 ) KK, (4.86)
(I1°); = (I1)4, (4.87)
o [—2(d=3)np+din (3) +7(d—3) + 3In (£) + 2|
(1) = 1272(d — 3)
X [(k@ _ 12’2) g — kkﬂ} , (4.88)
L i|2Ad=3)np e din (22) +4(d—3) + 3In (£5) + 2|
(5 = 127%(d — 3)
X [(k:g - /5’2> §° — k%o] . (4.89)

Para demonstrar como com z = 1 conseguimos recuperar a covariancia,
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vamos definir a partir de (4.86), (4.88) e (4.89) o coeficiente X,

i ) A
Y=i|-2(d—-3)lnp+dln (T—) +v(d—3)+3In (—W> +2}
7

m?2
2

=i :—2(d —3)Ing+dln (%) +(d—3)—3In (T—;) + 2} (4.90)

2

=i :(d—S)ln (#) +(d—3)1n67+2],

que nos permite escrever

> _ ! In LQ —Ine” + 2
1272(d — 3) 1272 42 (d—3)

i m? 2i
= 1 4.91
1272 n (47w267) + 1272(d — 3)’ ( )

possibilitando-nos unificar as quatro corregoes em tunico objeto e representar a

funcao de dois pontos de maneira covariante:

), = o () g ) (g )
1272 Ample= 1272(d — 3)
(4.92)
l m?
T+ — 1 2 pv  Lppv\ 2 pv  ppv 4.
(1) = g n () (20" = Ko = oo (g — bk, (4.99)

com p'? = 4npPe™ e e = 3 — d. Se definimos
1 1 1 2
e In (22) (4.94)

e aplicamos este termo em (4.93), II*” pode ainda ser simplificado e assume o
formato abaixo:

(IP), = ——— (k2™ — k"k"), (4.95)

672€
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que confirma a restauragio da covariancia em z = 1 e o resultado obtido em [61].

Nosso préximo objetivo é conseguir, no contexto anisotrépico criado pela
escolha de um expoente critico z = 3, obter para a lagrangiana do sistema, a partir
de correcoes quanticas, um termo cinético covariante para os campos auxiliares
Ag e A;, com o propésito de conferir-lhes um papel dinamico no modelo. Este

termo deve, como na eletrodinamica quantica usual, ser proporcional a F),, F'*",

com
Fu F" = Fo, F” + F,, F*
(4.96)
= FoF” + FF° + F;;F7
e
Fr = orAY — oV Ar. (4.97)

Sua origem deve ser as fungoes (4.82), (4.83) e (4.85), mais especificamente seus
termos de segunda ordem nos momentos, os inicos participantes do termo cinético.
Contudo, para construir uma estrutura manifestamente covariante, precisamos ao
menos que dois entre os coeficientes C°0, 0 e C19) sejam idénticos. Para conse-
guir isso, redefinimos os momentos e campos auxiliares associando-os a constantes

multiplicativas, alterando entao apenas seus mddulos:

]{?0 — O_é()k?o, kz — O_éil{?i7 A(] — B()A(], Az — BZAZ (498)

Definimos ainda novos coeficientes C°?, €0 ¢ €4 buscando a incorporacao

das constantes ;o e B;0, dos novos momentos e campos, as constantes C,

CO0 = 2RO 06 = G200, 01 = ,q05,5,01. (4.99)
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Com estes artificios podemos entao igualar inicialmente dois coeficientes. HEsco-

lheremos dois envolvidos na construgao da componente Fy, F'% de F,, F", o que
nos leva ao seguinte sistema de equagoes:
Cid) — %C(io)
(4.100)
Ci) = ¢0)
onde a primeira equacdo expressa a relacdo entre C) e O dada por (4.83)
e (4.85), e a segunda é a igualdade que requeremos para conseguirmos criar um

objeto covariante. Disto temos

Cid) — %C’(io)
(4.101)
agBrClD = a;an B 5oC10).
Assim, a primeira condigao para a formacao do termo cinético é
vy 5 ;50
Qifo _5 G _ 50 (4.102)
@B 6 ay 65

Se escrevemos a acao efetiva (4.64) separando seus termos de acordo com

suas poténcias de kg e k;, com S e Si2 sendo os termos de primeira e segunda

ordem, respectivamente, temos

S& =S + Sz + O(k?)
%/dmod?’x/\g}o) —i—%/da:od?’x/\gio) +%/dx0d3xAé0i) —i—%/dxod?’xAéf)

?
+ —

5 / dzod®z ALY + Sin + O(kY).
(4.103)
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Fazendo as escolhas para as constantes multiplicativas,

050:6, @i:57 50:1, 51217 (4104)

as estruturas que formam 52 sao

i€2(1/3)1(7/6)

(00) __ 2 /7700 _ 7’2 10 A0
A3 =€ (H )3AOA0 =25 9m27T5/2 E*A°A

, . e?'(1/3)0 . -
Aglo) _ 62(H10)3AiA0 _ _207'6 ( /3) (7/6) kszAzAO

9Im?mo/2 (4.105)

TN 25 19ie*m?T(2/3)T(11/6) =, . i1 Qi
A =e (HJ)3AZ-A]-—1—O- 9572 (k*g" — k'K A" A7

ij ijy" i€’L(1/3)0(7/6) 5 i 4i xs
A = (1), A;A; = 20 o as kg A,

de tal forma que, com as constantes adimensionais

. _ ET/3)(T/6)

L PR (4.106)
o _ 1 19eT(2/3)L(11/6)

2T m2 7275/2 ’

Sk2, a parte cinética da agao, passa a ser

(4.107)
O termo dotado apenas de objetos espaciais, A:(flj), serd o unico a contribuir com

F;;F'J e, portanto,
1 ‘ 3
Sz = / dx0d3m§ {=A[20(F*)? + 5(8;A0)] — 10m* Ao (FV)?} . (4.108)

J& tendo construido (F%)? e (F'/)? necessitamos ainda igualar seus coefi-

cientes para conseguirmos formar uma estrutura covariante. Para isto reescalona-
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mos os momentos e campos Ag e A;, de modo a lhes devolver as dimensoes usuais

da EDQ:
mz)\;M 1
80 — T}/Z22607 (4109&)
1 1
o (4.109b)
m/\;/4 1

— 51?)\}/222140, (4109C)

m~! 1

2

Com isto formamos finalmente o termo cinético que buscavamos para a lagrangi-

ana,

2
Sp2 = / daod®z {—%[2(1?01‘)2 + (FY)?] — émQ(@AO)Q} (4.110)
L, ,  m? 2
'Ccin = —Zm FMVFM - ?(81140) s (4111)

mostrando, assim, como conseguimos conferir dinamica, por meio de correcoes
quanticas, para os campos auxiliares através do surgimento de um objeto seme-
lhante aquele existente para o campo bosonico da EDQ. Este é um resultado im-
portante para a validacao desta proposta de modelo isotrépico de eletrodinamica
quantica emergente, pois contribui para conceder aos campos A;( um comporta-
mento compativel com o do féton na eletrodinamica quantica.

E valido destacar, entretanto, que a inducao radiativa do termo cinético

cria um termo extra,
2

%(@AO){ (4.112)
para a lagrangiana efetiva do sistema que, com as corregoes de um loop de segunda
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ordem, tem a seguinte configuragao:
1 2 Y13 s
Lg)::-71nﬁfgyﬁw"—-%%(aﬂ4@2-nfﬂcﬁ%§g”ngj, (4.113)

I _
com (; = N2 Q3 = €73 € [0413] =4.
2

4.2.4 Funcao de trés pontos

Seguindo para corregoes de um loop de ordem mais alta, apresentamos

aqui nossos calculos para as funcgoes de trés pontos. Por ja termos apresentado,

em secoes anteriores, o procedimento matematico aqui empregado, abreviamos a

sua descricao.

Tomando [ = 3 em (4.51), temos, desconsiderando momentos externos, que

contribuem apenas para termos de ordens altas da expansao, irrelevantes para o

nosso proposito,

S@:iﬁ{d%f+&meM e[A07° + Ay (pep”)"]
37 pon® 4 Py (pap®)t — m* T por® + piyd (pep®)" — me
d%¢+&%%ﬂﬂ}
po° + Dy (pep®) —m* |
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-3
e
8.7 = =5 Tr G AG(p)r 4G ()" Ag
-3
1€ ;
5 TG Ailpap®)" Gp)r AsG (p)r Ao
-3
1€ ; 1
+5 TrG(p)y Ai(pap®)" G (p)y A (pop")" G(p)7" Ag
-3
e ; j
_|_? Tr G(p)’ylAl (papa)nG(p)’}/JAj (pbpb)nG<p)7kAk (pcpc)n7 (4115)
.3 -3
= % dxod3x(HOOO)ZA0A0A0 + % dxodgff(nioo)zAiAoAO
+ ? d!)ﬁ'()d3l'(Hw0)ZAiAjA0 + ? d$0d3$(HZ]k)zAiAjAka
ie? 4
- ? d m(Huya)zAMAVAOH

(1), = tr / (;ZT];G(p)F“(p)G(p)F”(p)G(p)F"‘(p). (4.116)

Contudo, ao efetuarmos o processo de integracao, vemos que as contribuigoes para

S sa0 nulas | { j
of para qualquer z impar, ou seja,

(%), = (I). = (), = (). = 0. (4.117)

4.2.5 Funcao de quatro pontos

Por 1ltimo, calculamos o quarto termo da série (4.51),

s = iTr{ e[A0)” + Ay’ (pap®)"] | elAn’ + Ay (pep”)"]

A W0+ ptpap) =t poy® e (o) —mt g
elA07 + Axy* (pep®)"] e[A407° + Apy™ (pap®)"] }
PoY° + Py (pep®)t —m*  peY° + Py (pap?)t —m# |

que contém as funcgoes de quatro pontos que originam as correcoes radiativas de
quarta ordem, as correcoes de ordem mais alta com contribuicoes nao nulas para

nossos calculos.
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Escrevendo (4.118) em termos do propagador fermionico e, em seguida,

das fungoes de quatro pontos, encontramos

- 4
e
S = S T G AG () AoG (p)1 AoG (P Ao

- 4
e 1

+ TrG(p)y Ai(pap”)" G ()" AoG (p)1 Ao G (p)7 Ao
v
e

+7 TG (p)7' Ai(pap™)"G(p)V A; (pep”)" G (p)* Ao G (p)7° Ao

4

1€ . .
+ TrG(p)y Ai(pap)" Gp)y 4 (psp”)"G(p)Y* Ak (pep®) "G (p)7° Ao

- 4

1€ . .
+ T Gp)y Ai(pap”)" G(p) A, (pup”)"
x G(p)v* Ap(pep®)"G(p)Y™ A (pap™)",

4 ;4

= % dzod®z (117, Ag AgAgAg + % daod®z(T17%), A; Ag Ao Ag
iet 3 500 ie’ 3 ijk0
+ drod’z(I17™), A;Aj Ag Ao + T daod”z(II7™) A A; Ap A
iet i
+ T drod®z(TT9F™) A Aj AR A,
i64 4 prof3
= Z d Q?(H )zAMAVAOzA/B’
(4.119)
sendo
vo d4p v o
(o). — / GO PCE HCET PCET R (4120)

Através de um esquema semelhante ao apresentado para os termos anteriores,

apdés uma rotacao de Wick, resolvemos (4.119) para z = 2n + 1 e chegamos ao
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resultado
(H;waﬁ)z — (Hijab)z (4121)
d—4 d+z—4 b i ;b b
— F 2 F - a ¥ _ a ] aj (]
(22+)< 5 >(gg 9"9” +9”g")
L2 d - D24V (2 = 1)((d+ 1)(z — 1) — 3z + 5)md+=—*
I (59
(4.122)
Assim, para z = 1, encontramos
(10090, — (IT7000), — ([[#990), — (I['#R0), = 0. (4.123)

A tnica das fungoes de quatro pontos nao nula é aquela puramente espacial,

im— 5 lmd—3 sen(rd)['(2 — d)T' (£) (g™g" — 29 g% + g% g™)

Hijab —
(IT7%), 39

. (4.124)

No entanto, ela também nao contribuird para a acao, pois é anulada ao ser con-

traida com os campos auxiliares

(TT9), A; Aj Ay Ay = 0. (4.125)

Isso revela que, para z = 1 (na auséncia de momento externo), o termo de ordem
quatro da acgao efetiva nao produz correcao quantica, conforme esperado, uma vez
que esta correcao nao existe na EDQ usual.

Para z = 3, assim como ocorreu com 2z = 1,

(110000, — (IT7000), — (ITi190), = (IT%H0), = 0. (4.126)
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E apenas (I1¥%); dado por

im?T (—%) r (%) (97g“bg” 218¢% g% + 97g"jgbi)

Téaby,, — 4.12
()3 243075/2 ’ (4.127)
mostrou-se diferente de zero, com
’ 4m T (=) T (%) | o .
ijab _ 3 6 7
(I179%)3 A; A AL Ay = — 105572 AAAA
4im?I (2) T (AL : ,
_ =um (3) (G)AiAlA,AJ7
13575/2 /
153 i
S AATAGA (4.128)
sendo f3 o valor de 8, com z = 3, tal que [f3] = 2. Por conseguinte,
(4) 453
Loy =——"4 ATAG; A (4.129)

Apo6s aplicarmos o escalanomento descrito na secao 4.2.3, juntando todas as
corregoes de um loop calculadas até aqui, por meio da equagao (4.48), construimos

a lagrangiana efetiva do sistema com z = 3,

2 2 ) 1 2
[»ef :%m2<0143 + g—sm72<iAiAl — —m2FWF‘“’ — %(31A0)2

2 4
~ 2
[0 i s . i i .
+ 62m_2%€g”AiAj — e4m 452;5 AZA AjA], (4130)
1/2
sendo (y = ZE)\M , G = 5/\1 —i77. Ao separarmos desta expressao os termos de poten-

cial, encontramos a expressao completa, para os campos Ay e A;, do potencial
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efetivo
2 2 ~
AO Az — 2 A2 o € -2 AA@ 2 —20513(7;14"42'
‘/ef( ) ) 2Gtm CO 0 2G3m Cz ) em 9 7
PG i j

2 . . ~
el - Com isso, da mesma maneira que fizemos na se¢ao 4.2.1, conse-
Sy

usando g2, =

guimos reorganizar o potencial efetivo e escrevé-lo como um potencial bumblebee:

2 25 2 i\ 2
Vor(A% A) = =L A7 + = 539' (AZ-AZ' -~ ) , (4.132)

e2

com o acréscimo da constante adimensional 63 = 64 By

. Desta forma, conseguimos
corroborar o resultado (4.47), desta vez calculando o potencial com o uso das
correcoes quanticas de ordem dois e quatro.

Com esta nova configuracao para o potencial efetivo, a equagao (4.130)

ganha a seguinte forma:

2 20 2 2
Lot = ZEmP( A — —m2F JFH — —(a A2 -1 53@‘ (A Al 2 ) . (4.133)
6

Esta lagrangiana é formada por um termo de massa para Ay, pelo termo de
Maxwell, um termo com derivada de segunda ordem e o potencial bumblebee
para A;. O termo com duas derivadas, surgido durante o processo de inducao
do termo de Maxwell, pode ser considerado um termo espirio, uma vez que nao
existe na EDQ usual. Por isso, buscamos um meio de elimina-lo. Uma opcao é
considerar o limite de acoplamento forte (g, — 0), que torna a teoria uma teoria de

calibre e permite-nos assumir (9;49)*> = 0 como nossa escolha de calibre. Assim,
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a lagrangiana efetiva assume a forma simplificada que desejamos:

1 4m? 3 A
Lo = ——m>F,, " — AA — 2 4.134
VU 10%( e2) (4.134)

Todavia, devemos ainda observar que, segundo (4.106), Ay < 0 e, portanto,
a transformacao (4.109) é imaginéria e elimina a quebra espontanea da simetria
rotacional, uma vez que inverte os sinais dos termos do potencial efetivo. Sendo
assim, no nosso modelo, a construcao do termo de Maxwell inviabiliza a violagao
espontanea de simetria. Mas, por outro lado, podemos escolher considerar Ay =

—|A2| em (4.108) e escrever o escalonamento em termos de |\z|, 0 que resulta em:

Lot = —SmPFyF% 4 Sm2F, Fi — 4m?5, <AZ~AZ' - a"“i)Q. (4.135)
2 4 100| Ao e?

Assim, embora percamos a restauragao perturbativa da simetria de Lorentz, pre-
servamos a violacao espontanea da simetria rotacional. Ademais, nosso modelo,
além de demonstrar a aplicabilidade da metodologia dos modelos bumblebee em
teorias do tipo Hotava-Lifshitz, que pode permitir sua utilizacao em estudos
de matéria condensada, preserva ainda uma caracteristica do modelo de qua-
tro férmions com invariancia de Lorentz, que é, partindo de uma lagrangiana que
apresenta simetria global U(1), chegar a uma lagrangiana com simetria local U (1)

nos minimos do potencial [65].
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Capitulo 5

ANOMALIA ABJ NA EDQ
COM EXTENSAO DE

HORAVA-LIFSHITZ

No presente capitulo, estudamos alguns aspectos da introducao da for-
mulagao de Hotava-Lifshitz na eletrodinamica quantica. Com foco no caso com
expoente critico z = 3, calculamos correcoes quanticas de um loop e mostramos
como € possivel com elas induzir o surgimento da acao livre de Maxwell a par-
tir do setor fermionico de EDQ de Horava-Lifshitz. Além disso, analisamos a

possibilidade da ocorréncia da anomalia ABJ neste modelo.

5.1 Anomalia ABJ

Com o avanco dos estudos sobre teorias quanticas de campos do tipo
Horava-Lifshitz, tem-se buscado compreender aspectos mais sofisticados destes

modelos, e um desses aspectos é o problema das anomalias. Chamamos de ano-
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malia a quebra, decorrente de efeitos quanticos, de uma determinada lei de con-
servagao associada a uma simetria cldssica de um dado sistema [66]. Este efeito
foi observado pela primeira vez na teoria de perturbagao em um processo de re-
gularizacdo UV de um diagrama divergente [67]. Contudo, este nao é um efeito
exclusivo da regularizagao, podendo surgir em diversos procedimentos. Anomalias
podem emergir, por exemplo, como uma singularidade infravermelha através do
método de relagoes de dispersao [68,69] ou regras de soma [70]. Elas também
sao identificadas com o uso de integrais de trajetoria, através de transformacoes
quirais da medida da integral [71,72].

Nos tltimos anos tem ocorrido um crescimento da atencao dada a questao
das anomalias, e este trouxe consigo o desenvolvimento de novos instrumentos
matematicos para a descricao desse fendmemo. Como exemplo, podemos citar o
uso de geometria diferencial [73-79], topologia [80-91] e cohomologia [92-95].

Um caso de destacada importancia é o da anomalia Adler-Bell-Jackiw
(ABJ) [96], também conhecida como anomalia triangular ou quiral. Em parti-
cular, muito do interesse pelo estudo dessa questao no contexto das teorias do
tipo HL [97,98] esta diretamente relacionado ao fato de que esta anomalia é a
Unica capaz de causar ambiguidades em teorias com pequenas violagoes da sime-
tria Lorentz [99]. A anomalia ABJ é um tipo de anomalia global U(1) encontrada
em algumas teorias quanticas de campos em que a corrente quiral nao é conser-
vada. A nao conservacao desta corrente se d4 quando a representacao espinorial
na teoria apresenta classicamente simetria quiral, i.e., a teoria ¢é aplicavel igual-
mente para férmions de mao direita e mao esquerda, mas perde esta propriedade
apos a quantizacao. Isto ocorre porque, nestes casos, a medida da integral de

trajetéria (D) nao possui esta simetria.
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Uma caracteristica crucial da anomalia ABJ é que ela é irredutivel, o que
significa que nao é possivel acrescentar contra termos ao diagrama triangular que
a descreve de modo a garantir a preservacao da conservacao da corrente vetorial
e a consequente eliminagao da anomalia. E possivel demonstrar, inclusive, que
nao existe maneira de se alterar a eletrodinamica quantica de modo a eliminar
a anomalia quiral sem a perda de alguma propriedade fundamental, como renor-
malizabilidade, invariancia de calibre ou unitariedade. O que mostra que esta
anomalia é de fato uma propriedade fisica da ED(Q, embora inexista na teoria
classica.

Um exemplo de célculo desta anomalia é tratado no Apéndice A.

5.2 Correcoes quanticas para a EDQ com z =3

Para uma melhor compreensao do cendrio que origina a anomalia ABJ,
precisamos conhecer a eletrodinamica quantica. No caso do nosso trabalho, pre-
cisamos, mais especificamente, de algum conhecimento a respeito dos efeitos da
incorporacao do escalonamento de Lifshitz na EDQ.

Ainda antes da publicacao do modelo gravitacional de Petr Horava, impor-
tantes trabalhos ja empregavam o escalonamento de Lifshitz em teorias quanticas
de campos, buscando criar modelos com derivadas espaciais de alta ordem sem
com isso alterar o comportamento das derivadas temporais, evitando assim o sur-
gimento de campos fantasmas [100-104]. Contudo, o relativo sucesso da utilizagao
desta anisotropia no contexto da gravitacao fez o uso da quebra explicita da sime-

tria de Lorentz via escalonamento de Lifshitz se popularizar. Nesta conjuntura,
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surgem extensoes de Horava-Lifshitz da eletrodinamica quantica para diversos va-
lores do expoente z. Essas versoes da EDQ visam incorporar a formulacao de
Horava para, entre outras coisas, incrementar a convergencia de integrais de loop.

Para além daqueles ja citados aqui anteriormente, diversos outros estudos
tem sido realizados recentemente no ambito da eletrodinamica quantica de Hotava-
Lifshitz. Como exemplos importantes, podemos destacar anélises do modelo de
Liouville [105], dependéncia de calibre [106] e de corregdes quanticas para a EDQ
com z = 2 [18]. Também ja foram estudados modelos de EDQ em 5 dimensoes
[107], eletrodindmica classica [108], o efeito Casimir em uma teoria de campo
escalar [109], além de teorias supersimétricas [110,111].

Para estudar efeitos do escalonamento de Lifshitz na EDQ, na presente
secao, analisamos, via expansao perturbativa, o setor fermionico de uma versao de
Horava-Lifshitz da lagrangiana da eletrodinamica quantica com expoente critico

z = 3, dada por

1 1 T ‘
L= _éFOiFOZ — ZE«]-AQF” + Y[iDA? + (iDiy")? — mP|p

= Y[i0Y° + eAgy® — i(0; — ie AV (0; — ieA;))V (O — ieAp)y™ — mP]a (5.1)

1 ]
-

— ~F,;A*FY,
2 4

jé estudada em [11] e também em [18], neste ultimo com z = 2 e a adigdo de
um campo escalar, revelando apenas correcoes nulas. As dimensoes de massa dos

objetos em (5.1) sao
A =2, [4]=0, W] =, [ =[] =[1], (@] =3 [2] =1 (52)

e a acao relacionada a esta lagrangiana é invariante sob as transformacoes de
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calibre

Y — e, Ag; — Agi+ Do (5.3)

Nosso propésito inicial é induzir a geracao da agao livre de Maxwell a partir
de correcoes radiativas no setor fermionico do modelo. Para calcular as correcoes
de um loop, nosso primeiro passo deve ser a obtencao do propagador fermionico,
aqui designado por G(p) e dado por

i0y + 1V O A + m3
03 — A3 —mb

G(p) =

(5.4)

Sabendo que no espaco dos momentos 1J; — k;, quando a derivada atua nos
campos de calibre, e i0; — p;, quando a derivagao se d& nos espinores, G(p) pode

entao ser escrito como

= 1 _ Po‘f‘}ﬁi(pjpj)+m3
= Py +Pi(pjpj) —-m3  pi+ (pp7)? — mb (5.5)

conforme ja apresentado anteriormente no capitulo 4.

A partir dos termos de interagao da lagrangiana calculamos os vértices
trilineares V! e V. Ao efetuarmos os produtos que descrevem a relacio entre
fétons e férmions em (5.1), ignorando os termos de ordem superior a O(e?), dos

termos espaciais temos

Vi = vy Vi, (5.6)

sendo,

Vijik = 0;:0; Ait) + 0; A;(Ok0)) + Ai(0;0k1)). (5.7)

Ao contrairmos as matrizes de Dirac com os campos e derivadas, a equagao (5.6)
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torna-se

Vih =e(0;0" Ap) Y0 + 2e(0; A )Y 0 + 2e Ay® (0;0')) + e(@iAj)vjvjyk(ak@b)

+ e Ay (8:0k0),
(5.8)
com
(DAY YA (Or) = (0:4), (977" + g7y — g™ — ie"7"y.7°) (Oka)) (5.9)
= (A (0k0) + (DA™ (Okt0) — (9" A5) (D)
€
ANV (0,000) = Ay (7 0R0) + Ay (8;070) — Ay (9FO), 5.10)
= 24;7%(700) — Ay (050™).
Logo, V1) serd
Vi =e(8¢aiAk)7’“w =+ e(@Ak)v’“(aiw) + €Ak7k(aiai7/}) + e(ajAjWk(akw) (5.11)

+ e(0i ARV (0™) + 2e A" (DT O)).

Com isso, encontramos V (p, k),

V(p, k) = ek} Ay +ek; Ay'p' +e Ay pl + ek Ay pr+ ek Ay ' +2e Ay p'pi. (5.12)

A partir deste ponto, iremos computar as correcoes de um loop de segunda ordem

representadas pelo diagrama de polarizacao do vacuo, ou autoenergia do féton,
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Figura 5.1: Representacao diagramatica das correcoes de segunda
ordem

— [q00 4 HZO 4 HOl 4 Hlm

Fonte: Autor, 2018.

Estas correcoes podem, conforme feito no capitulo 4, ser todas obtidas atraves da

versao expandida da agao efetiva,

00 l

! . 1 Vo+V
Sy =iTry 5 — | (5.13)
=1 po pipj m
com V dado por (5.12), contendo a parte espacial do campo de calibre, e
Vo = eAgy°. (5.14)

Mais especificamente, as correcoes sao computadas através dos termos de segunda

ordem de (5.13), aqui escritos em funcao do propagador G(p):

S =i Tr { G (p) 4G (p) Ay + G(p) AG(p)V' A,

+G(P)V(p — k, k) AG(p) Ao + G(p)V'(p — k, E) AG()V™ (p — k. k) A } -
(5.15)

O vértice V!(p — k, k) é obtido passando-se o campo A; para o final dos termos
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de V(p, k) em (5.12):

Vi(p, k) = ek} A + ekiy' (p' — k) A + ey (pi — ki)* A,
+ ek'y (pi — ki) Ay + ek (ph — KD 4,
+ 26y (p' — k') (pi — ki) A,

=Vip—kk)A,. (5.16)

De tal modo que, separando o campo de calibre, encontramos a expressao para o

vértice:

Vip — k, k) = ek + ekir (p" — k') + e (pi — ki)?
+ ekl (p; — ki) + ekiy' (ph — k)

+2ev' (p' — KN (pi — ki) (5.17)

Voltando para (5.15), usando

Ai,OAi,Opl = (pl — k- k/l)Ai,OAi,O
(5.18)
= plAi,OAi,07

com k! = —k", passamos desta vez os campos A; o pelos propagadores G(p) e, apos

efetuarmos o trago no espaco dos momentos, obtemos uma expressao integral para
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a acao efetiva,

s :—tr/d4 / d'p =L G Gp — k)7 Ao

+ = tr d'x (P)Vi(p — Kk, k)G(p — k)V™(p, k) A A,
d4 (5.19)
+ —tr/d4 / PV G(p — k)Vi(p, k)AgA
d'x (P)Vi(p — k, k)G(p — k)7° A, Ay.

Por meio dos termos de auto-energia do foton, a equacao acima pode ainda ser

sintetizada da seguinte forma:

S& = % / d4a:H°0A0AO+% / d4lemAlAm+% / d4xH°leAl—|—% / d*xTT0 Ay A,.
(5.20)

Nosso préximo passo é, por meio da equagao (5.19), visando a inducao

da agao de Maxwell, construirmos um termo cinético da forma de F,, F*”, o que
explica o fato de a polarizagao do vacuo ser a Unica correcao relevante para nosso
proposito, uma vez que o tadpole e as outras corregoes de ordens diferentes nao
produzem contribuigoes quadraticas no momento externo. No entanto, uma vez
que estamos estudando um modelo nao covariante, necessitamos obter separada-
mente as componentes Fy F% e Fj,,, '™ de F, w . Optamos entao por iniciar os

célculos com as componentes de Fy F%, a saber

D AGONAC, 9 A0°AlL 9yA0' A, 9, A,0° AL (5.21)
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A componente 9;4,0°A!, associada a I1%, é dada pela expressao

0 — i [P 0G0 — BV (. E) AgA (5.22)
*5 r (271_)4 (p)’Y (p_ ) (p7 ) 0411, .

sendo o propagador transladado, G(p — k), tal que

1
Glp—Fk)= . ;
( ) (290 - ko)’YO + (pz' - kz‘)’Vz(k’j - pj)2 —m?
1
(o — ko) + (pi — ki) vi(k? — 2k;p7 + p?) — m®’
0 i or 1d 1 12Y (2 o 1 12 (5.23)
= {—ko"" + p' (—2p;K + k) — kv’ (0} — 2p;K + k)
+por® + k2 —mP)
B 1
PoY° +piyip} —md — N
com
A= k" — piy' (—=2p;K + K7) + ki (07 — 2p,K + K3). (5.24)

Deste modo, econtramos a equacao para Q) dada por

OO — e—ztr / &' L ~° ! Vip, k) Ao A
2 @2m) gy + p,(pip7) —mP " py® +piyip; —mP = AT ’

(5.25)

retirada de (5.19). Para resolver Q%) precisamos adotar alguns procedimentos,

sendo o primeiro deles expandir G(p — k) até a segunda ordem no parametro A, o

que nos leva a

G(p— k) = G(p) + G(p)AG(p) + G(p)AG(p)AG(p) + O(p?), (5.26)
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e resulta em

Q0 = & o [P G0 G V(o ) A A
= 5 u (27’(’)4 (p)’y (p> (pu ) 041

+ %Qtr / %G(p)vo [G(P)AG(p)] V' (p, k) Ao Ay (5.27)

+ %tr/ 4 G [G(P)AG(P)AG(P)] V! (p, k) AgAr + O(N?).

Apés isso, limitando-nos aos termos com dois momentos externos, conseguimos

separar Q) em trés partes, i.e.,
Q) = " 1 o + o, (5.28)

o
com Qg ) sendo o termo de ordem zero em A,

2

e dpod®
™ =5 tr / g;)f G(p G (p)kiy Ao/, (5.29)

Qg)l) contendo a parte do vértice V! dependente de kg e k;,

(o) _62 dp0d3p 0 17 il il
" =gt 2m)] G G(p)koG(p) [V ik’ + pik'k' + kiv'p'] Ao A,

(5.30)

e Qéol) englobando os termos restantes,

o e2 dpod® j

0 = n [ LG GG ek + EIGO)
2" 2n) (5.31)
< [V'pip' + 270'p;] Ao

Uma vez conhecidas estas trés componentes, podemos entao resolve-las

isoladamente, diminuindo o grau de complexidade dos nossos célculos. Comecgando
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por ngz)’ aplicando (5.5) em (5.29), chegamos a

2 d d3p 1
QO — <y, / o |E2mp2r gt + kEmpip "y
b2 (2m)* (1§ + PP — mP)? & % (5.32)

—i—kfpfp’y()p’yZ + kf}/ﬁoﬁyopovl + kffyofylmﬁ} ApA;.

Mas o traco do integrando acima é nulo. Logo

QEOZ) -0 (533)

Y

e, portanto, esta componente nao produz contribuicao para o termo cinético. Para
0l . [ . D .
Qg ), apos o calculo do trago, com o procedimento de regularizagao dimensional,

temos

[ dpod’p 1
QN _ 3-d= Po A2k A
’ 2 ) (2m)dt (pg + p¢ — mS)3 [12Aopgkop" Ay

+24Agp2koBR Ap'pi k7 + AmS AgkoFt Ak! + 8mP Agkop? Al prkt  (9-34)

F A KO A + 8A0p°/2§8,4lk%kpk} .

Contudo, esta componente também nao produz contribuicao, sendo anulada com

a integracao na parte espacial do momento. Dessa forma,
Qg)l) — 0. (535)

s . o) 1. .
A 1ltima componente ainda a ser calculada, Qé ), dé-nos, apods efetuarmos o traco
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e uma rotacao de Wick,

Qo) _ _ 5-a€ [ dpodp 1
: o N T T

[—64ip§m6k0A0]§2plAlﬁ- k
—8ip2mC kP Ay k' Ay 4 440ip2ko A’PPp A - k — 64iptkP APl Ak -
—8ik2p® Agk Pt A — 8iptkP Agp kA — T2imPkC AP Al - K
—72ik° Ao 4p' Ay - E] .

(5.36)
Em seguida, utilizando coordenadas esféricas em d dimensoes na parte espacial

dos momentos internos, realizamos a integracao sobre as componentes temporais

do momento e encontramos

kO A0 ( 1 )5/2 kLA,

Qo _ 52 € / drr?” m?ir?
T e 2
60 4 A ( 1 \5/2 1 5/2
+4m k AOT (_m6+7‘6) k Al I lkvorlo 1 klAl (537)
d 2 mb + r6

e (=)
2m or mS + r6 :

Resolvendo por fim a integral em r, obtemos, ja no espaco de Minkowski,

d_1
o _ R T (B () L
3 = 3F(g—|—1) (kO 0)(k ) ( )

Como esta é a tinica contribuicao diferente de zero para 9;4¢0° A!, entéao

Q) = o™, (5.39)
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A contribuicdo de 9, 400" A%, dada por Q0 e associada a 1%, é

d4
Q00 — / d*z / )G (p — k)P A Ap. (5.40)

Desta vez, apds o emprego da expansao (5.26), separamos a expressao em duas

partes,

Q00 — 00 (00 (5.41)

00)

sendo a primeira delas, Q(1 , independente de A,

e? dpod®
o = S e [ BELCR Gl An (5.42)

00)

e a segunda, Q(2 , contendo os termos restantes,

0 - o D G )0 [6(6) + GEIGH) + GGG 1 Ao s

(2m)?
(5.43)
Calculado o trago da parte sem momento externo (5.42), obtemos
QL0 _ dpod’p 1 , L
_/ 4 pO +p? _ 6) [ A[]pz Aopo + 8(A0p0) +4A0m ] .
(5.44)

No espaco euclidiano, por meio de um processo semelhante ao descrito para Q,

resolvemos a integral na parte temporal dos momentos chegando a

/2 2 [ g1 1 3/2
(00) _ 3-a2m € rr - 42 o3 | 6
0 = ()2 /—(27r)d {ZAO <—m6 —1—7‘6) [( )" +r ] . (5.45)
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Esta integral é anulada pela soma dos termos entre colchetes. Portanto,
0% = o, (5.46)

O segundo termo (5.43), uma vez calculado o trago, torna-se no espago euclidiano,

ja exluidos os objetos impares nos momentos de integracao,

40716 A2> . 216p2 A2 10k
d d

QU0 _ 2 5 2mé / dpodr it
2 T T(@/2) ] ot (g — 8 — mo)

+8m6A37’10E2 n 32p§A8r4lZ2 _ 32m12A(2)7“4E2
d d d

—8m67’10A(2)E2 - 4Agr16122} .

+ 4péAgr4E2 — 4m12A87’4E2

(5.47)

Resolvendo as integracdes, encontramos a contribuicao relativa a 9;4,0'A°,

g _ IR G T ()
0 _ _ 2 (5.48)
3T (3+1)
Com isso, por (5.46) e (5.41),
000 — 0, (5.49)

As contribuicdes relativas a 9y4;0°Al (QW) e a 9,4;0'A° (QU0) foram
obtidas de maneira andloga aquelas cujos calculos detalhamos acima. A correcao

QU ¢ originada pelos termos com dois momentos temporais de

e? A d*p .
Etr/d a:/ (27T)4G(p)Vl(p —k,E)G(p— k)V™(p, k)AL A, (5.50)
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e tem a seguinte forma:

Qi) — _W3_d@221_d77_d/2_I/de_5r (-9 (%) K2A2. (5.51)
3 (4+41)
J& a correcao QU9 resulta de
ﬁu/ﬁ4/)&pa(ww kL R)G(p — k) A A (5.52)
2 z (27T>4 b p ) p Y 1410 .

e é dada pela expressao

3—dp291—d~d/2-1/2,d—5] (2—d)r (&) .
uo _ . © 6 6 6 ) (5. Ak A, (5.53
2 3T (%l + 1) ( )( 0 0) ( )

Com os resultados (5.38), (5.48), (5.51) e (5.53), vemos que todas as contribuigdes
para Fy Fy; tém um mesmo coeficiente finito. Este fato nos permite escrever entao

a primeira componente do termo cinético como
gﬂﬁazmw+mM+mW+QW, (5.54)

sendo
( _,u3—d6222—dﬂ.—d/2—1/2md—5F (% . %l) T (%) (5.55)
30 (44 1) ' '

A outra componente, F}; Fj;, é, assim como QW | relacionada a I, e decor-

rente de (5.50). Contudo, ela é resultante dos termos com dois momentos externos
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espaciais e é expressa como

L2 d = 2)(d + 8)n P Pm T (5 - ) T ()
9dr (4)

X (KE™ — K2 g"™ A A, (5.56)
Assim, podemos escrever a segunda componente do termo cinético como
(Im) 1 4
Q) — —xm FiFipn, (5.57)

com

i = 2)(d + 8 T (L — )T (422)
9dT" (%)

v = (5.58)

Para conseguirmos igualar os coeficientes £ e x e, assim, montarmos a acao livre
de Maxwell, expandimos os coeficientes £ e y em torno de d = 3, uma vez que

estamos estudando um modelo quadridimensional,

_CTE)T(E)

=gz (5.59)
11e’T (=4) T (2
NN EHINGY 50
27mol*m
para em sequéncia reescalonarmos os momentos e campos de calibre:
l Lo,
kE — —k, (5.61a)
X4
! L
A — —A' (5.61b)
my4
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A0 o XE_p0 (5.61c)
(€+1)2
m2y
UL Sy ¥ ) (5.61d)
(€+1)2

Note que, uma vez que £ < 0, para que este escalonamento seja valido devemos
ter [£] < 1.
Levando-se em consideracao o termo com Fy, F* em (5.1), das corregoes

(5.54) e (5.57) temos:

2
—%FOiFOi + QO 1 QU 4 ) L Qi) — —%FWF‘” (5.62)

1
lm — —memzﬂm. (5.63)

Com isto, conseguimos construir a partir da acao efetiva (5.19) o termo

3 m? o L o Im
Sy = [ drod’x —TFOIF 3" F,. F , (5.64)
m2
Sy = /dxod?’x (_TF/“’FW) , (5.65)
a chamada acao livre de Maxwell.
Este resultado mostra como a EDQ de Horava-Lifshitz com expoente critico

z = 3 é capaz de induzir, através de correcoes quanticas de um loop, a agao livre

de Maxwell a partir do setor fermionico da sua lagrangiana.
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5.3 Anomalia ABJ na EDQ de Horava-Lifshitz
com 2z =3

Nesta secao discutimos a possibilidade de surgimento da anomalia ABJ
na extensao de Horava-Lifshitz da eletrodinamica quantica, apresentada na Secao

5.2, mas com a insercao de um campo externo. Para isso utilizamos a lagrangiana

L= YliDyy’ + (iDiy')> — m® + Bys. (5.66)

O diagrama de Feynman que descreve a anomalia no caso que estudamos aqui é
apresentado na Figura 5.2, onde a linha ondulada mais escura representa o campo

externo B,

Figura 5.2: Forma geral da contribuicao para a anomalia ABJ

Fonte: Autor, 2018.

O propagador fermionico com a insercao do campo externo é descrito pela seguinte

expressao:

1
Colp) = po° + piv'(p;)? —m® — Bys’
= G(p) +Gp)ByGlp) +- -, (5.67)
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com G(p) definido como em (5.5). Sua versao transladada ¢é entao escrita como

1
Colp—k) = (po — ko)¥® + (pi — ki)' (p; — kj)% — m3 — Bys’
= Glp—k) +Gp—k)ByGp—Fk) +--. (5.68)

Substuindo (5.26) na expressao acima, expressamos agora o propagador transla-

dado como

Gg(p—k) =[G(p) + G(p)AG(p) + - -]

+ [G(p) + G)AG(p) + - - -] Bs [G(p) + G(p)AG(p) + - -],
(5.69)

com A dado por (5.24).
Conhecendo a expressao do propagador e os vértices (5.14) e (5.16), cons-
truimos finalmente a acao efetiva de segunda ordem com a inser¢cao do campo

externo

. 2 1
5 =£Tr{ I A+ Vip—k kA
T2 P07y’ + pivi(pip?)? —m? — 1375( " v )
1 (5.70)

X - -
poY° + pivi(p;p?)? — m3 — Brs

(A7 + V™ (p — k, k;)Am)} :

Ao passarmos os campos de calibre para o final da expressao e computarmos o
trago no espaco dos momentos, a acao efetiva assume a forma
P ——tr | = [Gp(k)7° Gk — p)y° A A

efB T o (27) [ B(k)Y'Gp( p)Y AoAg

+G(p)Vi(p — k, k)Gp(p — k)V™(p, k) AiA,,

ie? / dpodp

+Gr(p)y°Gp(p — k)V'(p, k) AoAi + GE(p)V'(p — k, k)Gp(p — k)" AjAo]
(5.71)
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com o uso da identidade
AV (p — k, k) A = V(p, k) Ao A, (5.72)

Note que, uma vez que nosso calculo aqui equivale a avaliar o diagrama

. : . 2
triangular da Figura 5.2, interessam-nos somente os termos de Séf)B que conte-
nham apenas trés propagadores e um campo externo. Por esta razao, termos

dependentes de A serao desprezados, permitindo-nos assumir

Gp(p— k) =~ G(p) + G(p) BysG(p). (5.73)

Com esta simplificacao, encontramos as expressoes das contribui¢oes para o dia-

grama triangular que seguem

. d4p i
1% = je? tr/ (2ﬂ)4G(p)70G(p)(Bm + Boy°) G (p)r°, (5.74)
. d4 ) m
7 = icttr [ GGV (0~ kRGN B+ B GOV 0. b 675
. d* ;
I = ie” tr / (2;;4@(1?)70@(19)(31'7 + By )G (0)V (0 — k. k), (5.76)
sabendo que IT% = I, Empregando um método ja descrito em detalhes nos

capitulos anteriores, resolvemos as integrais acima. Vemos, com isso, que todas

elas possuem trago nulo e, por conseguinte,

% =% =11 = 11'" = 0. (5.77)

Este resultado, ainda que preliminar, indica-nos que os vértices de primeira ordem

em A; nao produzem contruibuicao para a anomalia ABJ na EDQ de Lifshitz
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com z = 3, na presenca do campo de fundo B,. Contudo, precisamos ainda
incorporar vértices de ordem mais alta para obter um resultado definitivo sobre
a ocorréncia da anomalia no modelo em questao. Uma vez calculados todos os
vértices relevantes para o processo, esperamos confirmar as conclusoes encontradas
em [97] e [112], onde se constatou a presenga da anomalia ABJ em modelos com

férmions de Lifshitz (z = 3), resultados andlogos aos dos casos relativisticos.
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Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS E

PERSPECTIVAS

No trabalho apresentado nesta tese, dedicamo-nos ao estudo de um tema
que tem ganhado bastante relevancia nos ultimos tempos, em especial na busca
por uma teoria capaz de complementar o Modelo Padrao, que é a formulacao de
Horava-Lifshitz para teorias quanticas de campos. A parte principal do nosso
trabalho se divide basicamente em duas etapas. A primeira delas consiste na
aplicagao da proposta de espago-tempo anisotropico de Hofava em um modelo de
quatro férmions. Na segunda parte introduzimos a extensao de Horava-Lifshitz
para a eletrodinamica quantica. Em ambos os casos, buscamos avaliar algumas
das consequéncias nas teorias da realizacao de uma mudanca tao drastica quanto
a modificacao de uma estrutura fisica fundamental para a nossa descricao do uni-
verso como é o espaco-tempo. A escolha na primera parte do trabalho por um
modelo com interacao fermidnica quartica se deu em razao do valor do papel que

estes desempenham como parametrizacoes de baixa energia para teorias funda-
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mentais, valor em grande parte relacionado com a sua versatilidade e o efeito
de dinamica emergente, que fazem com que estes modelos sejam utilizados com
frequéncia para a explicacao de diversos fendmenos em teorias quanticas de cam-
pos abelianas, nao abelianas, na fisica da matéria condensada, entre outras areas.
J& a opcao subsequente pelo estudo da EDQ com expoente critico z = 3 foi feita
em virtude da centralidade da posi¢ao que esta teoria ocupa no Modelo Padrao
da Fisica de Particulas, juntamente com a pouca quantidade de estudos feitos
para este tema com este valor especifico de z, embora com ele tenhamos as mais
relevantes correcoes quanticas para a EDQ espinorial de Lifshitz, além da renor-
malizabilidade da gravitacao em (3+1) dimensdes.

Nosso estudo é iniciado com um primeiro capitulo onde realizamos uma
breve descricao da sequéncia histérica do desenvolvimento de algumas das prin-
cipais teorias fisicas que fundamentam esta tese, com o proposito de localizar e
justificar a realizacao deste trabalho no contexto da fisica atual. Aliada a isso,
apresentamos uma explanagao simplificada de alguns detalhes técnicos por tras
da motivacao para a elaboracao e a escolha de alguns dos modelos aqui estudados.

No capitulo segundo tratamos da teoria de gravitacao de Hofava, uma
proposta de gravitacao quantica renormalizavel perturbativamente, feita com base
na ideia de escalonamento de Lifshitz, que considera a existéncia de uma assimetria
entre tempo e espago determinada por um expoente critico, pretendendo com
isso evitar o surgimento de campos fantasmas. Apds uma introducao sobre o
modelo gravitacional, mostramos, através de um exemplo com campo escalar,
como o emprego deste escalonamento é capaz de diminuir o grau de divergéncia
de integrais de loop. Antes disso, mostramos ainda como o expoente z é capaz de

influir positivamente no comportamento UV e na renormalizabilidade de TQC’s.
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O capitulo 3 é uma revisao sobre modelos de quatro férmions. Nele exibi-
mos uma visao geral sobre os modelos que estudam interagoes quarticas fermionicas,
com algumas de suas caracteristicas basicas, discutindo brevemente alguns dos
seus principais exemplares, com enfoque especial para o modelo de Nambu-Jona-
Lasinio. Em seguida, no capitulo quatro, o primeiro dos capitulos principais do
trabalho, elaboramos uma versao com extensao de Horava-Lifshitz de um mo-
delo de geracdo dinamica do campo eletromagnético, que gerou a publicagao [25].
Neste trabalho, calculamos correcoes quanticas de um loop para uma versao com
z impar genérico desta proposta de eletrodinamica, uilizadas para andalises dos
casos de z = 1 e z = 3. Por meio dessas correcoes, conseguimos identificar, com
z = 3, a ocorréncia de uma violagao dinamica de simetria rotacional, apontada
pela presenga de um potencial bumblebee, feito que ainda nao havia sido regis-
trado em teorias do tipo Lifshitz. Além disso, no trabalho original, de J. Bjorken,
a violagao espontanea de simetria foi conseguida apenas com a adicao artificial de
termos extras na agao. Este resultado, a violagao da simetria rotacional, indica a
possibilidade de aplicagao do método de modelos bumblebee, com escalonamento
de Lifshitz, em andlises de sistemas com comportamento critico, onde quebras de
simetrias espaciais podem ser relevantes. Ainda por meio de correcoes radiativas,
conseguimos induzir, neste mesmo modelo, o surgimento de um termo cinético
covariante para os campos auxiliares (termo de Maxwell), mas ao custo da eli-
minacao da quebra espontanea de simetria. Isto revelou uma incompatiblidade
entre a quebra espontanea de simtria e a restauracao perturbativa da covariancia
de Lorentz, implicando que, neste modelo, ou existe um potencial com quebra de
simetria ou um termo de Maxwell covariante.

No capitulo cinco, estudamos a eletrodinamica quantica com a formulagao
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de Horava-Lifshitz, com expoente critico z = 3, utilizando para isso a expansao
derivativa, método ainda nao empregado para este tipo de sistema. Este capitulo
compoe a parte final dos capitulos principais da tese e contém os calculos das
corregoes radiativas (todas finitas) que utilizamos para induzir neste modelo, por
meio da obtencao da sua acao efetiva, a acao livre de Maxwell, a partir do setor
fermionico da lagrangiana, bem como para discutirmos a possibilidade de surgi-
mento da anomalia ABJ, que mostramos nao ter contribuicao gerada pelos vértices
de primeira ordem nos campos de calibre.

No apéndice A, apresentamos um exemplo de calculo da anomalia ABJ,
utilizando formalismo covariante, com o propoéisto de facilitar a compreensao deste
tema, que, até entao, nesta tese, sé havia sido trabalhado no contexto de um
espago-tempo anisotropico.

Ao final do trabalho, no apéndice B, elaboramos um apéndice matematico
para tratar da questao da impossibilidade do uso de deslocamentos na variavel
de integracao, em integrais linearmente divergentes, e calculamos a contribuicao
anomala para a identidade de Ward axial, tema do apéndice A.

Como perspectivas futuras temos a possibilidade de estender nossa analise
com a formulagao de Horava para outros aspectos do modelo de Bjorken de fétons
de Goldstone, como o calculo da constante de estrutura fina, e, principalmente,
testar sua equivaléncia para varias ordens de perturbagao com relacao a eletro-
dindmica quantica usual, atestada em [24] para o modelo relativisitco. Podemos
também estudar a termodinamica do modelo, levando em conta a presenca de
temperatura nos calculos, em uma analise com temperatura finita, buscando com-
preender os efeitos dessa consideracao sobre as simetrias do sistema, com e sem

anisotropia de Lifshitz.
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Os estudos sobre a aplicacao do escalonamento de Lifshitz na EDQ nos
oferecem também boas oportunidades futuras, como a generalizagao dos nossos
resultados para um valor impar genérico de z, e, em especial, a continuacao dos
célculos relativos a anomalia ABJ, j4 realizados em [18] para z = 2. Outro estudo
possivel é o das implicacdes de uma possivel alteracdo no vértice Bvys; provocada
pela anistropia de Lifshitz. E, além da possibilidade de desenvolvimento da ge-
neralizacao da EDQ de Horava-Lifshitz, podemos prosseguir nosso trabalho para
testar o efeito da anisotropia no espaco-tempo sobre a renormalizabilidade desta
teoria.

Por fim, uma vez que conseguimos demonstrar a viabilidade da descrigao
de teorias de Horava-Lifshitz como modelos de bumblebee, esperamos que esta
abordagem seja generalizada para teorias mais complexas, como, por exemplo,
aquelas incluindo o acoplamento entre vetor e espinor no contexto da gravitacgao.
Ademais, desde que uma das principais motivagoes para teorias do tipo Lifshitz
reside na possibilidade da sua aplicacao na descrigao de fendmenos que envolvem
transicoes de fase e comportamento critico, esparamos que nossos resultados pos-
sam contribuir para futuras aplicagoes em estudos de matéria condensada, onde

a quebra espontanea de simetria é bastante importante.
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Apeéendice A

IDENTIDADE DE WARD

ANOMALA

Com a finalidade de explanar como se d4 a identificacao da anomalia ABJ,
apresentamos um exemplo de sua ocorréncia através do calculo do grafico trian-
gular fermionico, buscando verificar a preservagao ou nao da identidade de Ward,
que para estes fins pode ser tratada como uma confirmacao da conservacao de cor-
rente [113]. Calculamos os graficos do triangulo de um loop fermionico, com cor-
rentes vetorial-vetorial-axial (T#*}) e vetorial-vetorial-pseudoescalar (T+"), com
massa e em (3+1) dimensoes:

Figura A.1: Graficos triangulares 7" e TH

THv .
T;w)\ .

AV
!

Fonte: Autor, 2018.
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A amplitude correspondente ao primeiro dos diagramas apresentados acima,

no espaco dos momentos, é calculada usando-se

T”U/\(phlb) = wa/\(plam) + Téuy)\(ppr)a (A1)

com

k1 1 1
2N — A v i
7" (p1, p2) tr/ if—m’ E—g—m’ %_pl_mv , (A2)

sendo

TQWA(p1,p2) = Tf“/\(p%pl) € q=p1+Dp2 (A.3)

Onde usamos p| e py para os momentos vetoriais, e ¢ para o axial. Para o

segundo grafico temos

T'ul/(plap2) = wa(plap2) + TQMV(pDPQ)a (A4)
com
d*k 1 1 1
77" (p1,p2) = —tr/ g Y ™ A5
1(1 2) (277')4%'—771 5%_g_m7k_p1_m ( )
e
13" (pr, p2) = 17" (p2, p1)- (A.6)

Com o fim de verificarmos a preservacao da identidade de Ward no sistema

em questao, devemos entao observar se é ou nao valida a equacgao

QT (p1, p2) = 2mT" (p1, pa). (A.7)
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Para isso, langamos mao da identidade,

dvs = vs(k — ¢ —m) + (k — m)ys + 2mns. (A.8)

Através dela encontramos a seguinte relacdo entre (A.2) e (A.5),

q,\T“”’\(pl,pg) =2mT" (p1,p2) + R + RS, (A.9)

com

[Sg—_— d*k 1 v 1 Ho_ 1 v ! g
Ry _t/(27r)4 [%—?z—m%v%—g—mv k—m%vk_pl_mﬁy]
(A.10)

w_ dk 1 L1 , 1 L1 }
Rz _t/(zﬂ')4 [%_pl_m'YS’Y%_ﬁ_mry k_erE)ryk_pQ_mr)/]a
(A11)

de modo que, semelhantemente ao que ocorre com os tensores TH* e TH

ng(phpQ) - Rllju(p%pl)' (A12)

Note que se deslocarmos os momentos k nas expressoes dos termos de repouso
R e R por

k—>k—|—pgek—>k+p1, (A13)

passamos a ter

R = R = (A.14)
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e, em consequéncia disso, (A.9) torna-se

T (p1,pa) = 2mT" (p1, pa), (A.15)

o que confirmaria a validade da identidade de Ward. No entanto, as integrais em
(A.10) e (A.11) sao linearmente divergentes e por isso nao podemos realizar des-
locamentos nas variaveis de integragao (Apéndice B). Logo, os termos de repouso
contribuirao e assim a identidade de Ward nao pode ser satisfeita, confirmando a

existéncia da anomalia ABJ no sistema estudado.
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Apeéendice B

DESLOCAMENTO DE
VARIAVEL EM INTEGRAL

LINEARMENTE DIVERGENTE

Para entendermos o problema do deslocamento na variavel de integracao
de uma integral linearmente divergente, consideramos o exemplo simples de uma

integral unidimensional,

/Z dz f (z). (B.1)

Ao realizarmos um deslocamento * — x + a e subtrairmos da nova integral a

integral (B.1), definimos a fungao

A(a):/_Zdzvf(:v+a)—/_2dxf($), (B.2)

que € tal que
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se o deslocamento em z nao alterar (B.1). Mas, por outro lado,

@) = [ dslfesa) - fa)
- [ [a%f(x)Jr%;l— (@) +
= a[f(o0) = f(—o0)] + ;—T [f'(00) = f'(—00)] + (B.4)

Se a integral (B.1) for convergente, ou ao menos logaritimicamente divergente,

deve ser verdade que

F(200) = f/(200) = f(#00) =+~ = 0 (B.5)

e assim encontramos o resultado (B.3), provando com isso que o deslocamento
em x nao modificou o resultado de (B.1). Se, entretanto, a integral (B.1) for

linearmente divergente, embora

f'(£00) = f'(F00) = - =0, (B.6)

teremos agora

F(&o0) £ 0. (B.7)

Isto tornard o resultado de (B.4) ndo nulo ao dar origem a um termo de superficie

Afa) = a[f(o0) = f(—=o0)] # 0, (B.8)

que comprova a inviabilidade do emprego de deslocamentos na variavel de inte-

gracao de integrais linearmente divergentes.
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Entendido o problema unidimensional, podemos agora generalizar este

exemplo para o caso de n dimensoes, onde, no espago euclidiano, a fun¢ao A(a) é

O " alf (et a) - f(2)]

o0

= /_OO d"z [a"0,f(z) + a"a”0,0, f(x) +---]. (B.9)

o0

Novamente, se a integral for linearmente divergente, teremos
f(£oo) #0 e 0,f(+to0) = 0,0, f(£o0) =---=0 (B.10)
e A(a) gerard um termo de superficie da forma

Aa) = a* lim “2S"1(r) £(r), (B.11)

r—oo T

obtido através do teorema de Gauss, apds o uso de coordenadas esféricas gene-
ralizadas, com S"!(r) representando a superficie de um esfera (n-1)-dimensional
de raio 7.

Para voltarmos ao problema dos termos de repouso do diagrama triangu-
lar, abordado na Sec¢do 5.1, nos limitamos, a partir daqui, a um espago (3+1)-

dimensional, onde a superficie esférica é dada por
S3(r) = 2m%r? (B.12)

e a funcao (B.11)
A(a) = i2r%alr,r* f(r), (B.13)
que torna-se imagindria por estar agora no espago de Minkowski (zg — ix).
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Como é possivel notar em (A.10) e (A.11), os termos de repouso tem a forma

[ A

R = [ g = p) = 1B, (B.14)
w7 d*k B B

Ry = [ gtk =) = ). (B.15)

Isso nos permite aplicar (B.13) para resolver estas integrais. Assim, com um

deslocamento de a* = —py, R}"” torna-se

K2k tr(f -+ m)ysy” (K — p, +m)y*

R =i2m*(—p3) i B.16
=) i e e =) (k= ) =] (B.16)
que, efetuado o traco, nos da
y 1 e . Kk
Ry = 2—7T266 "Prapax lim kf
1
= —@e‘“’aﬁpmpw. (B.17)

Calculado da mesma forma que RY”, apenas com as trocas de p; <> py € u <> v,
RY” é igual a RY”, i.e,

17 1 vo
Ry = —@G’L *prapas. (B.18)

Finalmente, aplicando (B.17) e (B.18) na expresao (A.9), obtemos

1
T (p1,p2) = 2mT* (p1,p2) — —5 € P prapas, (B.19)
4

a expressao da identidade de Ward anomala!, que indica a existéncia da anomalia

ABJ.

'Para um maior aprofundamento na questdo indicamos o livro [114].
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