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é claro.”

(Guimarães Rosa)



Resumo

Nesta tese, estudamos o formalismo de Hořava-Lifshitz e sua aplicação em teorias

quânticas de campos. Na primeira metade do texto, nós realizamos uma revisão

de literatura sobre o modelo de Hořava de gravitação quântica e discutimos as

vantagens básicas dessa proposta relacionadas com o método de escalonamento

de Lifshitz. Em sequência, aplicamos este método a um modelo de quatro férmions

de geração dinâmica do campo eletromagnético, onde mostramos a restauração

da covariância, quando o expoente cŕıtico z é igual a um, e o surgimento de uma

quebra espontânea de simetria quando z = 3, até então inédita na literatura. Na

segunda metade do presente trabalho, estudamos uma versão da eletrodinâmica

quântica modificada pelo formalismo de Hořava-Lifshitz, com expoente de escalo-

namento de Lifshitz z = 3, através do método de expansão derivativa. Analisamos

as correções radiativas e conseguimos com isso a geração da ação livre de Maxwell.

Por fim, investigamos a possibilidade de surgimento da anomalia Adler Bell Jac-

kiw (ABJ) nesta versão da eletrodinâmica quântica, também através de expansão

derivativa.

Palavras-chave: Hořava-Lifshitz, Quebra de simetria, Modelo de quatro

férmions, anomalia ABJ.



Abstract

In this thesis we studied the Hořava-Lifshitz formalism and its application to

quantum field theories. In the first half of the text we performed a literature

review about the Hořava model of quantum gravity and discuss the basics advan-

tages of this proposition ralated with the Lifshitz scaling method. In sequence,

we apllied this method to a four fermion model of dynamical generation of the

electromagnetic field, where we showed the restoration of covariance, when the

critical exponent z is one, and the emergence of a spontaneous symmetry brea-

king when z = 3, still unpublished in the literature. In the second half of the

present work we studied a version of the quantum electrodynamics modified by

the Hořava-Lifshitz formalism, with Lifshitz scaling exponent z = 3, through the

method of derivative expansion. We analyzed the radiative corrections and we

got with this the generation of free Maxwell action. Lastly, we investigated the

possibility of Adler Bell Jackiw (ABJ) anomaly arising in this version of quantum

electrodymamics, also with derivative expansion.

Keywords: Hořava-Lifshitz, symmetry breaking, four fermion model, QED,

ABJ anomaly.
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SUMÁRIO 2

LIFSHITZ 65

5.1 Anomalia ABJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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B DESLOCAMENTO DE VARIÁVEL EM INTEGRAL LINEAR-

MENTE DIVERGENTE 96
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

O Modelo Padrão (MP) da F́ısica de Part́ıculas é o modelo teórico mais

desenvolvido de que dispomos atualmente para a descrição das interações não

gravitacionais entre part́ıculas elementares. Sua acurácia tem sido provada desde

o ińıcio do seu desenvolvimento, com resultados notáveis como a descoberta dos

quarks (1969) [1,2] e do bóson de Higgs (2012) [3]. No entanto, apesar do seu in-

discut́ıvel sucesso na comprovação dos mais diversos resultados experimentais, ele

não é capaz de prover um entendimento satisfatoriamente completo das interações

fundamentais da natureza, uma vez que não incorpora a gravitação e deixa em

aberto a explicação de alguns fenômenos como a oscilação dos neutrinos, a matéria

escura, a energia escura, a assimetria bariônica, entre outros.

Visando seu aperfeiçoamento, um dos recursos mais explorados no estudo

do MP é a análise das suas simetrias, instrumento hoje crucial na f́ısica teórica,

que se vale, juntamente com a teoria de grupos, do teorema de Noether para

relacionar a cada simetria cont́ınua em um sistema a conservação de uma gran-

deza. Na f́ısica, bem como nas artes, na matemática e outras áreas da ciência, a

ideia de simetria sempre ocupou, ainda que implicitamente, um papel relevante.

4



5

Contudo, curiosamente, foi com o surgimento de estudos que incorporavam suas

violações como propriedades básicas da natureza que esta questão começou a ga-

nhar maior notoriedade. Entre esses estudos, podemos destacar o trabalho de Pe-

ter Higgs [4] (que em 1964 descreveu o processo de aquisição de massa por bosóns

de calibre como resultado de um mecanismo chamado de quebra espontânea de

simetria, onde o estado fundamental de um determinado sistema não preserva

uma simetria inicialmente presente em sua lagrangiana) e a teoria BCS (Bardeen-

Cooper-Schrieffer) [5], que anos antes, em 1957, já empregava este mecanismo

para explicar o fenômeno da supercondutividade. Mais recentemente, esta ideia

passou a ser utilizada como base de modelos que se dispõem a complementar

ou corrigir o MP, tratando violações de algumas simetrias, e.g., as simetrias de

Lorentz e CPT, como manifestações observáveis no limite de baixas energias de

efeitos associados a teorias fundamentais, como teorias de cordas [6, 7].

Uma interessante proposição nesse sentido, surgida em 2009, é o modelo

de gravitação quântica de Petr Hořava [8], que busca solucionar os problemas da

renormalizabilidade e da unitariedade, principais obstáculos para a construção

desses tipos de teoria que se propõem a quantizar a gravitação. Este modelo

é caracterizado por impor uma forte anisotropia na estrutura do espaço-tempo

(escalonamento de Lifshitz), ideia orginária de estudos de mecânica estat́ıstica

feitos por E. Lifshitz [9] que tem como consequência direta a quebra expĺıcita da

simetria de Lorentz. Aqui, a teoria de cordas é tratada como uma continuação

natural da teoria quântica de campos (TQC), sendo vista assim como um poderoso

instrumento para a sua complementação.

A partir dessa proposta tem-se desenvolvido uma nova linha de pesquisa fo-

cada no estudo de campos não gravitacionais no contexto anisotrópico de Hořava-

Instituto de F́ısica - UFAL
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Lifshitz (HL), com trabalhos dedicados à sua implementação através tanto de

extensões de teorias inicialmente isotrópicas [10–12], quanto de generalizações de

teorias já bem estabelecidas com a formatação de espaço-tempo usual, como a

eletrodinâmica quântica (EDQ) [13, 14]. Entre as extensões encontramos ainda

versões do tipo HL para teorias de campos escalares [15], teorias de calibre [16],

modelo CP n−1 [17], entre outras, que ajudam a compor generalizações de Hořava-

Lifshitz para a EDQ, como as supracitadas.

As investigações acerca de teorias quânticas de campos do tipo HL já con-

tam com boa atenção na literatura. Isto se deve, em parte, às promissoras pers-

pectivas oferecidas por seu análogo gravitacional e, em parte, a caracteŕısticas

importantes deste tipo de teorias, como a capacidade de melhoria do comporta-

mento ultravioleta (UV), decorrente da incorporação da anisotropia de Lifshitz. O

que torna o escalonamento de Lifshitz um interessante instrumento para análise de

violações de simetria de Lorentz, por exemplo. Além disso, o uso dessa formulação

já apresenta alguns resultados importantes, como a prova da renormalizabilidade

de modelos de campo escalar tipo HL [13–15], a restauração da covariância de

Lorentz no limite de baixas energias na EDQ com z = 2 [18], o cálculo do po-

tencial efetivo em diferentes teorias escalares do tipo HL e teorias tipo Yukawa

e Eletrodinâmica Quântica, incluindo o caso de temperatura finita [19–22] e o

cálculo expĺıcito de contra-termos na EDQ do tipo HL [16,23].

Deste modo, nesta tese, pretendemos estudar o emprego do escalonamento

de Lifshitz em teorias quânticas de campos e alguns dos efeitos dessa modificação.

Inicialmente, analisamos uma versão não covariante de um modelo de quatro

férmions desenvolvido por James Bjorken [24], que objetivava sugerir uma origem

dinâmica para o campo eletromagnético, apresentando o fóton como resultado

Instituto de F́ısica - UFAL
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de interações fermiônicas. Para diferentes valores ı́mpares do expoente cŕıtico

dinâmico z, que mede o grau de anisotropia entre espaço e tempo, calculamos

correções quânticas de um loop e, com isso, tecemos análises sobre o potencial

efetivo, violação espontânea de simetria e recuperação da covariância de Lorentz,

tendo como referência, para fins de comparação, o modelo original desenvolvido em

um espaço de Minkowski isotrópico convencional. Além disso, abordaremos ainda

uma extensão de Hořava-Lifshitz da eletrodinâmica quântica, com z = 3, na qual

através de correções radiativas tratamos, entre outras questões, da possibilidade

de surgimento da anomalia ABJ.

O próximo caṕıtulo traz uma introdução sobre o tema do formalismo de

Hořava-Lifshitz. Na sua primeira seção, discutimos a teoria de gravitação de

Hořava, que é o contexto original de emprego deste formalismo, abordando o pro-

blema do surgimento de campos fantasmas de Ostrogradsky e como este método

visa evitá-los. Nesta mesma seção é tratada ainda a questão da suavização do com-

portamento ultravioleta na gravitação, um dos sucessos mais importantes desta

proposta de gravitação quântica. Na seção seguinte, utilizamos um campo es-

calar como exemplo para discutir alguns dos principais benef́ıcios trazidos pela

utilização deste formalismo na teoria quântica de campos.

No terceiro caṕıtulo, realizamos uma resumida exposição sobre modelos de

quatro férmions, mostrando alguns dos modelos mais destacados desta categoria,

citando algumas das suas diversas aplicações, mas com maior atenção para o

modelo NJL, assunto da segunda seção do caṕıtulo.

No caṕıtulo seguinte apresentamos nosso trabalho de generalização de um

modelo de quatro férmions via escalonamento de Lifshitz [25], mostrando como

esta alteração no modelo é capaz de dar origem a uma quebra espontânea de

Instituto de F́ısica - UFAL
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simetria, assim como de gerar um termo cinético para os campos auxiliares do

sistema.

O quinto caṕıtulo concentra a parte do nosso trabalho dedicada à eletro-

dinâmica quântica de Hořava-Lifshtz. Nele calculamos correções quânticas para

esta versão da EDQ com z = 3, usando o método da expansão derivativa, visando

com isto a obtenção da ação livre de Maxwell e uma análise sobre a ocorrência

da anomalia triangular neste cenário, que sucede uma rápida explanação sobre o

assunto.

O caṕıtulo 6 resume o nosso trabalho. Com ele expomos nossas conclusões

e principais perspectivas futuras para os estudos realizados nesta tese. Por fim,

após este caṕıtulo, elaboramos o apêndice A, um exemplo de como calcular a

contribuição anômala à identidade de Ward axial, introduzida no caṕıtulo 5. E,

como seu complemento, no apêndice B, temos um apêncide matemático para

explanar o problema do deslocamento da variável de integração em uma integral

linearmente divergente.

Durante todo o trabalho usamos unidades naturais, i.e., ~ = c = 1 e a

métrica com assinatura (+,−,−,−).

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 2

TEORIAS DO TIPO

HOŘAVA-LIFSHITZ

Neste caṕıtulo, aprsentamos resumidamente a proposta de gravitação

quântica de Hořava-Lifshitz, com suas motivações e caracteŕısticas básicas, bem

como a ideia de espaço-tempo anisotrópico que fundamenta esta teoria e as prin-

cipais consequências da sua adoção, tanto no contexto gravitacional, quanto em

teorias quânticas de campos.

2.1 O formalismo de Hořava-Lifshitz

Nas últimas décadas a teoria de cordas se consolidou como a referência

básica para a averiguação de problemas de gravitação quântica, oferecendo ind́ıcios

de que pode ser capaz de responder a várias questões basilares da f́ısica atual, do

paradoxo da informação à energia escura [26, 27]. Contudo, tamanha capacidade

pode tornar uma tarefa complexa a sua utilização em certos casos. Isto torna

razoável pensá-la como uma extensão da teoria quântica de campos, ao invés

9



2 O formalismo de Hořava-Lifshitz 10

de uma candidata a teoria única para a descrição do universo, para com isso se

formular alternativas mais simples para a sua aplicação, visando, por exemplo,

abordar problemas de gravitação quântica em (3+1) dimensões de maneira auto-

contida. Tal estratégia já foi utilizada com a teoria de Yang-Mills, que embora

tenha suas propriedades bem explicadas através da teoria de cordas, não precisa

desta última para ser considerada uma teoria completa no contexto da teoria

quântica de campos no regime ultravioleta (UV). Em analogia com Yang-Mills,

Petr Hořava densenvolveu uma teoria para a gravitação quântica em (3+1) di-

mensões, derivada da teoria de cordas, com a vantagem de se basear em conceitos

modernos da teoria de fenômenos cŕıticos quânticos.

Um dos preceitos básicos objetivados no trabalho de Hořava é a solução do

problema da renormalizabilidade da gravitação. Na gravitação de Einstein, com

3 dimensões espaciais e uma temporal, este problema está relacionado à dimensão

de massa da constante de acoplamento gravitacional, [GE] = −2. Adicionalmente,

à medida que se segue para ordens mais altas na expansão de loop, os diagramas

de Feynman da teoria passam a necessitar de contratermos de cada vez maior grau

na curvatura, requerendo assim um melhoramento de comportamento ultravioleta

(UV). Este melhoramento pode ser realizado através da introdução de correções

relativ́ısticas de derivadas de alta ordem na lagrangiana da teoria, o que irá alterar

o propagador do gráviton da seguinte maneira

1

k2
→ 1

k2
+

1

k2
GEk

4 1

k2
+

1

k2
GEk

4 1

k2
GEk

4 1

k2
+ · · · = 1

k2 −GEk4
, (2.1)

com o quadrimomento kµ = (ω,−~k). Com esta modifcação, no limite de altas

energias, o termo 1/k4 torna-se dominante e resolve o problema da divergência UV.

Instituto de F́ısica - UFAL



2 O formalismo de Hořava-Lifshitz 11

Contudo, este novo propagador descreve, além de um gráviton sem massa, uma

excitação fantasma indesejada, conhecida como fantasma de Ostrogradsky [28,29],

1

k2 −GEk4
=

1

k2
− 1

k2 − 1/GE

, (2.2)

conforme indicam os dois polos na função. Esta excitação extra, surgida em

decorrência da adição de derivadas de ordem superior, impõe uma violação de

unitariedade e, assim, impede que esta estratégia seja uma posśıvel solução para

o problema da gravitação quântica.

Uma alternativa para a suavização do comportamento UV da teoria, capaz

de preservar unitariedade, é a adoção de um modelo com violação da simetria de

Lorentz. Embora tal escolha pareça problemática, de acordo com a compreensão

vigente nas últimas décadas, tempo e espaço devem ser quantizados para certo

limite abaixo da escala de Planck e o espaço-tempo cont́ınuo surgir como limite

clássico da gravitação quântica [30]. Sendo assim, a invariância de Lorentz (IL),

na condição de simetria cont́ınua do espaço-tempo, poderia não existir na escala

da mecânica quântica, emergindo somente em um limite de baixas energias. Com

este argumento, Hořava assumiu como mais fundamental o conceito de tempo da

mecânica quântica e decidiu construir uma teoria com quebra expĺıcita da simetria

de Lorentz no regime UV, mas capaz de recuperá-la no limite infravermelho (IV).

A opção pela quebra da invariância de Lorentz permitiu a adoção de um

método comumente usado em estudos de sistemas de matéria condensada, conhe-

cido como escalonamento de Lifshitz, em que se considera a existência de uma

anisotropia entre espaço e tempo caracterizada por um expoente cŕıtico z [9],

~x→ b~x, t→ bzt. (2.3)

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Modelo para campo escalar na formulação de Hořava-Lifshitz 12

Isto permite a inclusão na lagrangiana de operadores de derivada espaciais de alta

ordem, visando melhoria de comportamento UV, mas ainda limitando derivadas

temporais à segunda ordem, de modo a evitar o surgimento de campos fantasmas.

Além disso, outra consequência desta consideração é o atrelamento de diversas

propriedades básicas da teoria ao valor do expoente cŕıtico z. Por exemplo, a

condição para covariância de Lorentz é obtida com z = 1, ao passo que, na

gravitação, sabemos que com a dimensão do espaço d = 3 temos uma teoria

renormalizável com z = 3 e, para z = 4, ela será renormalizável com d = 4 e

super-renormalizável com d = 3.

Esta anisotropia se reflete ainda na dimensão de massa dos objetos da

teoria,

[~x] = −1, [t] = −z, (2.4)

sendo capaz de alterar a dimensão canônica inclusive da constante de acoplamento,

o que explica a influência deste escalonamento sobre a condição de renormalização.

Em adição a estas propriedades já conhecidas, estudos recentes [31] mos-

tram que em (2+1) dimensões a gravitação de Hořava apresenta liberdade as-

sintótica, oferecendo uma interessante perspectiva futura de investigações nessa

área em um cenário mais reaĺıstico em (3+1) dimensões.

2.2 Modelo para campo escalar na formulação

de Hořava-Lifshitz

Em que pesem as limitações ainda presentes em seu atual estágio de desen-

volvimento, a formulação de Hořava-Lifshitz para a gravitação é uma proposição

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Modelo para campo escalar na formulação de Hořava-Lifshitz 13

prof́ıcua e bem sucedida para questões como a suavização de comportamento

UV. Isto tem fomentado um interesse crescente na exploração da possibilidade de

um espaço-tempo dotado de uma estrutura anisotrópica não-relativ́ıstica. Deste

modo, a construção de teorias de campos, fora do contexto da gravitação, que inco-

poram o escalonamento de Lifshitz torna-se um processo natural, atualmente bem

desenvolvido. Como exemplo deste tipo de aplicação da formulação de Hořava-

Lifshitz, vamos estudar uma versão HL de um modelo para o campo escalar,

buscando apresentar de maneira prática algumas das vantagens desta abordagem

tratadas na seção anterior.

Partindo da sua ação, analisamos um modelo que trata campos escalares

em (d+ 1) dimensões,

SE =

∫
LEddxidx0, (i = 1, 2, 3)1 (2.5)

em que, em função do escalonamento (2.3),

[ddxidx0] = −(z + d), (2.6)

o que limita a z + d a dimensão da lagrangiana LE. A versão mais geral da ação

(2.5), para o caso de um campo escalar livre, é [32, 33]

SE =
1

2

∫
ddxjdx0

{
(∂0φ)2 − φ

[
z∑
i=1

Λ
2(z−i)
i

(
−~∂.~∂

)i]
φ−m2zφ2

}
, (2.7)

com as dimensões [m] = [Λi] = 1. Definindo [(∂0φ)2] = z + d, com o fim de evitar

inconsistências advindas da presença de derivadas temporais de alta ordem, temos

1Índices latinos aqui representam coordenadas espaciais (e.g., i=1,2,3), ao passo que ı́ndices
gregos incluem coordenadas temporais (e.g., µ = 0, 1, 2, 3).

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Modelo para campo escalar na formulação de Hořava-Lifshitz 14

também

[φ] =
d− z

2
, (2.8)

uma vez que [∂0] = z. Assim, vemos que d = z torna o campo escalar φ adimen-

sional e garante a renormalizabilidade da teoria por contagem de potência. Neste

cenário devemos ter também

[∂iφ∂iφ] = 2 (2.9)

e poder, por esta razão, acrescentar à lagrangiana termos de até ordem 2z nas

derivadas espaciais, que para o caso não covariante de d > 1 pode influir positi-

vamente no comportamento UV.

O propagador do campo escalar desta teoria é

G(ω, ~p) =
i

ω2 −
∑z

i=1 Λ
2(z−i)
i p2i −m2z + iε

, (2.10)

sendo ω a frequência, ~p o momento e, relacionando estas quantidades, temos a

seguinte relação de dispersão:

ω2 = m2z +
z∑
i=1

Λ
2(z−i)
i p2i. (2.11)

Limitando-nos aos primeiros termos do somatório, podemos reescrever a equação

acima como

ω2 = m2z + Λ
2(z−1)
1 ~p2 + Λ

2(z−2)
2 ~p4 + · · · (2.12)

Se Λ
2(z−1)
1 6= 0, dividindo a expressão por Λ

2(z−1)
1 , de modo a reescalonar a
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2 Modelo para campo escalar na formulação de Hořava-Lifshitz 15

frequência e a massa, chegamos a

ω2

Λ
2(z−1)
1

=
m2z

Λ
2(z−1)
1

+ ~p2 +
Λ

2(z−2)
2

Λ
2(z−1)
1

~p4 + · · · (2.13)

Com o reescalonamento, definimos

m̃ =
mz

Λz−1
1

, ω̃ =
ω

Λz−1
1

(2.14)

e a relação (2.13) torna-se

ω̃2 = m̃2 + p2 +
Λ

2(z−2)
2

Λ
2(z−1)
1

p4 + · · · . (2.15)

Esta relação pode ser entendida como uma modificação da dinâmica usual com

simetria de Lorentz, mas com momentos de alta ordem que podem resultar de

efeitos de gravitação quântica [32]. No limite infravermelho ~p2 � Λ2
1 e a relação

de dispersão nesta região torna-se

ω̃2 ' m̃2 + ~p2. (2.16)

Este resultado mostra como, no limite z → 1, a invariância de Lorentz é recu-

perada no regime IV. No caso mais extremo, no regime UV, a expressão (2.11)

resultará na relação de dispersão

ω2 ' ~p2z, (2.17)

que recupera o resultado covariante usual em z = 1.

Para observar o efeito desta formulação anisotrópica sobre a convergência
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2 Modelo para campo escalar na formulação de Hořava-Lifshitz 16

de integrais de loop, iremos inserir autointerações no nosso modelo de campo

escalar, nos aproximando do tipo de sistema que iremos estudar nos próximos

caṕıtulos. Uma vez que o campo é adimensional, temos liberdade para introduzir

termos de autoacoplamento do tipo λφn, bastando apenas que [λ] = 2z. Logo,

assumindo por simplicidade, mas sem perda de generalização, z = d = 3 e n = 4,

teremos

Lint = λφ4 (2.18)

como o termo de interação do modelo e, por conseguinte, o diagrama com apenas

um propagador fermiônico e sua correção como o único relevante. No espaço

euclidiano este diagrama é proporcional a

∫
dωd3p

(2π)4

1

ω2 +m6 + Λ4
1~p

2 + Λ2
2~p

4 + ~p6
∝
∫
d~p

~p2

(m6 + Λ4
1~p

2 + Λ2
2~p

4 + ~p6)1/2

(2.19)

e, portanto, exibe divergência logaŕıtimica. Ao contrário, em um modelo invari-

ante de Lorentz, onde o diagrama supracitado seria proporcional a

∫
d4p

i

p2 −m2
, (2.20)

a integral seria quadraticamente divergente. Este resultado revela uma das mais

destacadas caracteŕısticas gerais de teorias do tipo Horǎva-Lifshitz, que é a dimi-

nuição do grau de divergência das suas integrais de loop em comparação com seus

análogos invariantes de Lorentz.
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Caṕıtulo 3

MODELOS DE QUATRO

FÉRMIONS

Neste caṕıtulo desenvolvemos uma breve introdução sobre os modelos

de quatro férmions, com um pouco da sua história e principais caracteŕısticas,

focando-nos em aplicações para sistemas abelianos, embora muitos dos principais

modelos dessa categoria sejam tratados atualmente como teorias efetivas para a

cromodinâmica quântica.

3.1 Introdução aos modelos de quatro férmions

Modelos de quatro férmions são modelos teóricos que descrevem interações

locais entre quatro campos fermiônicos e seus efeitos, e ocorrem naturalmente em

várias extensões do Modelo Padrão, como parametrizações de baixa energia de

teorias mais fundamentais, parametrizações válidas mesmo quando não renorma-

lizáveis. Em alguns casos, esses modelos podem ter ainda sua renormalizabilidade

alterada pela formação de estados ligados, caso haja a presença de uma cons-

17



3 Introdução aos modelos de quatro férmions 18

tante de acoplamento suficientemente grande, que fazem com que as interações

fermiônicas possam ser tratadas como se fossem mediadas por bósons e, assim,

tornarem-se renormalizáveis perturbativamente [34].

Este tipo de interação tem importância no contexto da teoria quântica

de campos principalmente em virtude da sua capacidade de geração do efeito de

dinâmica emergente. Este é um poderoso instrumento para o estudo de processos

f́ısicos elementares, que permite a proposição de explicações para a gênese de

diversas quantidades f́ısicas, já tendo sido utilizado para sugerir mecanismos de

origem dinâmica para o campo eletromagnético, a massa de férmions e bósons,

entre outros fenômenos [35–39].

Os modelos de quatro férmions iniciais eram generalizações relativ́ısticas

da teoria BCS [5] e um dos primeiros desse tipo foi o de Nambu-Jona-Lasinio

(NJL) [40, 41], apresentado como uma teoria para núcleons e mésons, mas que

posteriormente, com o advento da Cromodinâmica Quântica (CDQ), passou a ser

entendido como uma teoria efetiva para interações entre quarks [42]. Outro des-

tacado modelo desta categoria é o de Gross-Neveu [43], desenvolvido com base

no trabalho de Nambu e Jona-Lasinio. Como uma simplificação deste para (1+1)

dimensões, ele foi concebido como um toy model 1 para a CDQ e conta atualmente

com diversas generalizações úteis para o estudo de variados problemas da f́ısica de

altas energias, como, por exemplo, a quebra dinâmica de paridade [44]. Contudo,

o pioneiro entre os principais trabalhos que buscam explorar este tipo de acopla-

mento quártico é o modelo de Thirring [45], que foi desenvolvido para ser uma

das mais simples posśıveis teorias quânticas de campos solucionáveis exatamente

e descreve a autointeração de um campo de Dirac em (1+1) dimensões.

1Modelo f́ısico simplificado, a priori não reaĺıstico, utlizado para o estudo de aspectos es-
pećıficos de problemas complexos.
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 19

Respeitando-se as dimensões caracteŕısticas de cada um, todos esses mo-

delos, para o caso de férmions sem massa, podem ser representados de maneira

geral pela lagrangiana

L = ψ̄i/∂ψ +G
∑
j

(ψ̄Γjψ)2, (3.1)

dotada, respectivamente, de um termo cinético e um termo de autointeração entre

férmions, com G sendo a constante de acoplamento própria de cada modelo e os

demais parâmetros que lhes caracterizam dados pela Tabela 3.1

Tabela 3.1: Parâmetros caracteŕısticos das lagrangianas dos principais
modelos de quatro férmions.

j Γ1 Γ2

NJL 2 I4 iγ5

Thirring 1 γµ
Gross-Neveu 1 I4

Fonte: Autor, 2018.

Para além da f́ısica de altas energias, com espaço-tempo de dimensão d = 3,

este tipo de abordagem é utlizado também na f́ısica da matéria condensada para

modelar sistemas de estado sólido como supercondutores de altas temperaturas

e grafeno [46], temas de grande relevância na atualidade, inclusive no cenário da

f́ısica aplicada.

3.2 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL)

O modelo de Nambu-Jona-Lasinio foi apresentado em 1961 em um artigo

produzido conjuntamente por Yoichiro Nambu e Giovanni Jona-Lasinio [40] e

complementado ainda no mesmo ano com uma versão que inclúıa a quebra de

simetria quiral, isospin e estranheza [41]. Trata-se de um modelo fermiônico não
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 20

renormalizável por contagem de potência, i.e., com constante de acoplamento de

dimensão de massa negativa, mas que pode ser considerado uma teoria efetiva no

limite de baixas energias para as interações fortes, derivável diretamente a partir

da Cromodinâmica Quântica [42,47–52].

A proposta inicial do artigo foi desenvolver uma teoria dinâmica de part́ıculas

elementares na qual núcleons2 e mésons pudessem ser derivados de um campo es-

pinorial fundamental de maneira unificada. A motivação para esta proposição foi

a relação encontrada pelos autores entre algumas propriedades dos férmions de

Dirac e excitações de quase-part́ıculas surgidas na teoria BCS de supercondutivi-

dade. A caracteŕıstica básica deste tipo de sistema, conforme descreve a teoria

BCS, é a existência de um gap de energia separando seus estados fundamental e

excitado, uma consequência de interações atrativas entre elétrons, mediadas por

fônons, que produzem pares correlacionados de elétrons com momentos opostos

próximos da superf́ıcie de Fermi, os chamados pares de Cooper.

As excitações em supercondutores podem ser tratadas como misturas coe-

rentes de elétrons e buracos e assim serem descritas, nas proximidades da superf́ıcie

de Fermi, pelas equações

Eψp+ = εpψp+ + φψ∗−p−,

Eψ∗−p− = −εpψ∗−p− + φψp+. (3.2)

Aqui φ é uma constante, εp é a energia cinética medida a partir da superf́ıcie

de Fermi, ψp+ é a parte da excitação relacionada a um elétron de momento p

e spin + (para cima) e ψ∗−p− um buraco de momento p e spin +, o que pode

2O artigo original foi escrito anos antes da descoberta dos quarks em 1964 [53–55].
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 21

ser interpretado como a ausência de um elétron de momento −p e spin − (para

baixo). Reordenando as expressões, com o determinante da matriz dos coeficientes

do sistema de equações (3.2), calculamos os autovalores de energia:

∣∣∣∣∣∣∣
(εp − E) φ

φ −(εp − E)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

−(ε2p − E2) = φ2,

Ep = ±(ε2p + φ2)1/2. (3.3)

Estes autovalores mostram uma separação de 2|Ep| entre as energias dos dois

estados do sistema (|Ep| e −|Ep|), o que significa que para retirar uma part́ıcula

do seu estado fundamental é necessária uma energia 2|Ep| ≥ 2|φ|. No caso das

part́ıculas fermiônicas, segundo a interpretação de Dirac, o estado fundamental

seria composto por elétrons com energia negativa, que para serem excitados para o

próximo ńıvel de energia demandariam uma energia E ≥ 2m. Matematicamente,

isto pode ser expresso através da equação de Dirac,

iγµ∂µψ −mψ = 0, (3.4)

aqui separada em duas componentes,

Eψ1 = σ · pψ1 +mψ2,

Eψ2 = −σ · pψ2 +mψ1,

(3.5)
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 22

e seus respectivos autovalores,

Ep = ±(p2 +m2)1/2, (3.6)

com ψ1 e ψ2 sendo os autoestados do operador quiralidade γ5, que é tal que

γ2
5 = 1. (3.7)

Na teoria BCS o parâmetro de gap,

φ ≈ ωe
−1
ρ , (3.8)

é descrito em função de ω, a largura de banda ao redor da superf́ıcie de Fermi onde

as interações são significativas, e ρ, a energia de interação média entre elétrons

na superf́ıce de Fermi, mostrando assim que esta é uma quantidade decorrente

da interação elétron-elétron. Esta constatação motivou Nambu e Jona-Lasinio

a sugerirem que o fator m, o análogo nas equações de Dirac do parâmetro de

gap, poderia ter também origem em acoplamentos fermiônicos, o que, em termos

mais claros, é equivalente a propor um mecanismo para o surgimento da massa

em part́ıculas de Dirac. Com base nisso, em analogia com as quase-part́ıculas

em supercondutores, que são conjuntos de férmions com cargas opostas (elétron

e buracos) e mesmo spin, o modelo NJL afirma que part́ıculas de Dirac massivas

seriam uma composição de férmions com quiralidades opostas, mas de mesma

carga (ou número fermiônico).

Contudo, teorias de supercondutividade mais elaboradas, conforme mos-

traram vários trabalhos [56–60], apontam, para além das excitações individuais,
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 23

a ocorrência também de excitações coletivas de pares de quase-part́ıculas em su-

percondutores, uma consequência da necessidade de se garantir invariância sob

transformação de calibre, que não seria preservada em uma teoria que lida ape-

nas com as excitações individuais. Essa observação indica a provável existência

desse mesmo tipo de excitação no modelo NJL, mas, neste caso, com vistas à

preservação da quiralidade, que implica invariância sob o grupo de calibre γ5, fa-

zendo com que estes estados coletivos devam ser representados por quantidades

pseudoescalares, podendo, assim, ser relacionados a ṕıons. Por esta razão, Nambu

e Jona-Lasinio optaram por tratar seu trabalho como um modelo para núcleons

e mésons, sugerindo com isso, por conseguinte, que a massa do núcleo atômico

seria então derivada de uma interação ainda desconhecida entre férmions inicial-

mente sem massa, que deveria ser também responsável pela relação entre núcleons

e ṕıons.

Para compreender e descrever esta interação até então desconhecida e o

processo de geração de massa a ela relacionado, a analogia com supercondutores

já não é mais suficiente. Conceitos essenciais para a teoria BCS, como a esfera de

Fermi, não são compat́ıveis com a relatividade e, portanto, não podem ser incor-

porados ao modelo NJL e, assim, impedem uma relação mais direta entre algumas

quantidades tratadas nos dois modelos. Um exemplo disso está no parâmetro de

gap φ, que segundo (3.8) é anulado quando o raio de Fermi é zero, um compor-

tamento que não se pode atribuir à massa de férmions de Dirac, mostrando que

uma equação da forma de (3.8) é improvável para a massa desse tipo de part́ıcula.

Prosseguindo para além das analogias, Nambu e Jona-Lasinio definiram

propriedades a priori requeridas como caracteŕısticas do modelo para dar conti-

nuidade à sua construção, como a invariância sob tranformações de calibre globais
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3 Modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 24

simples

ψ → exp[iα]ψ, ψ̄ → ψ̄ exp[−iα] (3.9)

e a preservação da simetria quiral, que implica a invariância da lagrangiana do

sistema sob a transformação de quiralidade,

ψ → exp[iαγ5]ψ, ψ̄ → ψ̄ exp[iαγ5]. (3.10)

Outro requerimento, importante para a dinâmica da teoria, é que a interação

entre part́ıcula e antipart́ıcula seja atrativa para possibilitar a formação de estados

ligados. Supondo que a interação é resultante de uma não linearidade inerente

do campo fermiônico, foi então escolhida uma langrangiana dotada de uma parte

cinética e termos de autoacoplamento quárticos, com constante de acoplamento

[g0] = −2, que descrevem interações entre quatro campos de férmions

L = −ψ̄γµ∂µψ + g0[(ψ̄ψ)2 − (ψ̄γ5ψ)2]. (3.11)

É interessante destacar que, embora individualmente os termos de auto-

acoplamento se modifiquem sob uma transformação de quiralidade de modo a
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violar esta simetria, como mostramos abaixo através de (3.10) e (3.7),

(ψ̄ψ)2 → (ψ̄eiαγ5eiαγ5ψ)2,

→ (ψ̄e2iαγ5ψ)2,

→
[
ψ̄

(
1 + 2iαγ5 − 2α2γ2

5 −
4

3
iα3γ3

5 +
2

3
α4γ4

5 + · · ·
)
ψ

]2

,

→
[
ψ̄

(
1− 2α2γ2

5 +
2

3
α4γ4

5 + · · ·
)
ψ + ψ̄γ5

(
2iα− 4

3
iα3γ2

5 + · · ·
)
ψ

]2

,

→
(
ψ̄ψ cos(2α) + iψ̄γ5ψ sen(2α)

)2
.

(3.12)

(ψ̄γ5ψ)2 → (ψ̄eiαγ5γ5e
iαγ5ψ)2,

→
[
ψ̄γ5

(
1− 2α2γ2

5 +
2

3
α4γ4

5 + · · ·
)
ψ + ψ̄

(
2iα− 4

3
iα3γ2

5 + · · ·
)
ψ

]2

,

→ (ψ̄γ5ψ cos(2α) + iψ̄ψ sen(2α))2,

(3.13)

o mesmo não ocorre com o termo de interação completo,

[
(ψ̄ψ)2 − (ψ̄γ5ψ)2

]
→
(
ψ̄ψ cos(2α) + iψ̄γ5ψ sen(2α)

)2

− (ψ̄γ5ψ cos(2α) + iψ̄ψ sen(2α))2,

→ (ψ̄ψ)2(cos2(2α) + sen2(2α))

− (ψ̄γ5ψ)2(sen2(2α) + cos2(2α))

+ 2i(ψ̄ψ)2(ψ̄γ5ψ)2 cos(2α) sen(2α)

− 2i(ψ̄ψ)2(ψ̄γ5ψ)2 cos(2α) sen(2α),

→ (ψ̄ψ)2 − (ψ̄γ5ψ)2,

(3.14)

garantindo, assim, a preservação da simetria quiral na langrangiana, uma vez que
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o termo cinético é também invariante,

ψ̄γµ∂µψ → ψ̄eiαγ5γµ∂µe
iαγ5ψ,

→ ψ̄eiαγ5e−iαγ5γµ∂µψ,

→ ψ̄γµ∂µψ,

(3.15)

pois {γµ, γ5} = 0.

Se a lagrangiana realmente está correta, ela descreve um sistema com in-

terações capazes de produzir férmions massivos, que devem então satisfazer à

equação

i/p+m0 + Σ(p,m, g0,Λ) = 0, (3.16)

tal que, para i/p+m = 0,

m−m0 = Σ(p,m, g0,Λ)|i/p+m=0, (3.17)

sendo Σ, a autoenergia do férmion, descrita em termos do momento p, da massa

observada m, da constante de acoplamento g0 e um corte Λ, utilizado para garantir

convergência ao cálculo. Assim, temos

Σ = − 8ig0

(2π)4

∫
m

p2 +m2 − iε
dp0d

3pF (p,Λ), (3.18)

com F (p,Λ) cumprindo o papel de um fator de corte. Substituindo a equação

(3.17) na integral acima, para o caso de m0 = 0, encontramos, finalmente, a

expressão necessária para o cálculo da massa observada para as part́ıculas que o
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modelo visa descrever, a saber,

m = −ig0m

2π4

∫
dp0d

3p

p2 +m2 − iε
F (p,Λ). (3.19)

Com um corte em |p| = Λ esta equação possui solução não-trivial, dada pela

equação de gap

π2

g0Λ2
=

(
m2

Λ2
+ 1

)1/2

− m2

Λ2
ln

[(
Λ2

m2
+ 1

)1/2

+
Λ

m

]
. (3.20)

A existência de uma solução não trivial garante a validade da hipótese

de Nambu e Jona-Lasinio, mostrando, assim, que um processo de auto-interação

fermiônica em um sistema de quatro férmions é capaz de gerar massa para part́ıculas

de Dirac, como os quarks, considerados os verdadeiros objetos de estudo do mo-

delo NJL segundo sua interpretação atual. A massa gerada neste processo causa

uma violação dinâmica da simetria quiral, que, por sua vez, é responsável pelo

surgimento de ṕıons como pseudobósons de Nambu-Goldstone [41].

No caṕıtulo seguinte veremos como este tipo de mecanismo é empregado

para tentar descrever a origem do campo eletromagnético, tratando o fóton como

um bóson de Goldstone.

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 4

MODELO DE QUATRO

FÉRMIONS COM EXTENSÃO

DE HORAVA-LIFSHITZ

Neste caṕıtulo apresentamos uma versão do modelo de eletrodinâmica

quântica emergente de Bjorken, desenvolvida através da formulação de Hořava-

Lifshitz, em um espaço-tempo anisotrópico caracterizado por um expoente cŕıtico

ı́mpar. Calculamos para este sistema as correções radiativas para as funções de

um até quatro pontos, para com isto induzirmos um potencial efetivo através do

qual analisamos a ocorrência de violações de simetria, além do termo de Maxwell.

4.1 Eletrodinâmica emergente de Bjorken

Em 1963, inspirado pelo sucesso da transcrição para o contexto relativ́ıstico

da teoria BCS, recém realizado por Nambu e Jona-Lasinio, James Bjorken inves-

tigou a possibilidade de se entender o fóton como uma excitação coletiva, tal
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4 Eletrodinâmica emergente de Bjorken 29

como ocorre com bósons não massivos surgidos em sistemas supercondutores. De

maneira mais geral, sua proposta era tratar bósons de calibre como meros graus

de liberdade emergentes de uma interação mais elementar, neste caso uma au-

tointeração quártica fermiônica [35, 61]. Assim, seguindo a ideia de Bardeen,

Cooper e Schrieffer para a supercondutividade, Bjorken formulou um modelo que

relacionava o surgimento do fóton com a existência de um vácuo infinitamente

degenerado, causado por uma quebra dinâmica de simetria.

O modelo é representado inicialmente pela densidade lagrangiana

L0 = ψ̄(i /5−m)ψ +
G

2
(ψ̄γµψ)2, (4.1)

e consiste em um campo fermiônico, com massa m, em um autoacoplamento via

interação vetorial. Com vistas a viabilizar a integração dos espinores, o autor

acrescenta ao sistema um campo auxiliar Aµ, através do termo

− 1

2G
(Aµ −Gψ̄γµψ)2, (4.2)

que elimina a autointeração fermiônica e dá à lagrangiana a forma

L = L0 −
1

2G
(Aµ −Gψ̄γµψ)2,

= ψ̄(i /5−m)ψ + Aµψ̄γ
µψ − A2

2G
,

= ψ̄(i /5+ /A−m)ψ − A2

2G
.

(4.3)

Esta técnica é baseada na equivalência entre os acoplamentos do tipo quatro-

férmions e de Yukawa, demonstrada para o caso vetorial e exemplificada através

da teoria de Bjorken em [62].
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Conforme [24], o modelo é renormalizável e compat́ıvel com os resultados

da eletrodinâmica quântica para todas as ordens da expansão perturbativa. Ape-

sar disso, ele apresenta algumas limitações, como o fato de não induzir o potencial

quártico caracteŕıstico de quebras espontâneas de simetria, embora o fóton nesta

proposta surja como resultado deste tipo de fenômeno, onde o sistema adquire um

valor esperado no vácuo não-trivial, que pode, entre outras formas, ser identificado

através do método dos multiplicadores de Lagrange.

4.2 Eletrodinâmica emergente com extensão de

Hořava-Lifshitz

4.2.1 Potencial efetivo

A partir desta seção, estudamos a proposta para o surgimento dinâmico

do campo eletromagnético, utilizando a formulação de Hořava-Lifshitz, e apre-

sentamos os principais resultados da introdução no modelo da anisotropia (2.3).

Os cálculos são realizados a prinćıpio para um valor ı́mpar genérico do exponte

z, mas, em geral, estamos especialmente interessados nos resultados com z = 1,

que viabiliza a restauração da covariância e, por conseguinte, comparações com

o modelo original, e z = 3, onde temos as mais importantes correções quânticas

para a EDQ espinorial de Hořava-Lifshitz [11].

Nosso ponto inicial é a densidade lagrangiana

L0 = ψ̄[i/∂0 + (i/∂i)
z −mz]ψ − Gt

2
(ψ̄γ0ψ)2 − Gs

2
[ψ̄γi(i/∂j)

2nψ]2, (4.4)

que descreve o autoacoplamento entre quatro campos fermiônicos massivos em
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(3+1) dimensões, com /∂0 = ∂0γ
0, /∂i = ∂iγ

i e z = 2n+ 1. As dimensões de massa

na lagrangiana são

[ψ] = [ψ̄] = 3/2, [m] = 1, [∂0] = z, [∂i] = 1, [Gt] = z − 3, [Gs] = −z − 1. (4.5)

Sabendo que (i/∂i)
2n = [(i/∂i)

2]n = (−∂i∂i)n, podemos reescrever (4.4) como

L0 = ψ̄(i/∂0 + i/∂i∆
n −mz)ψ − Gt

2
(ψ̄γ0ψ)2 − Gs

2
(ψ̄γi∆

nψ)2, (4.6)

com ∆ = −∂i∂i, Gt = e2

g2t
e Gs = e2

g2s
, sendo [e] = [gt] = 1 e [gs] = z. Com o

objetivo de eliminar os termos de autointeração em (4.6), introduzimos os campos

auxiliares A0 ([A0] = z−1
2

+ 1) e Ai ([Ai] = − z−1
2

+ 1), que geram uma expressão

convenientemente mais simples para a integração dos campos fermiônicos, a saber,

L = L0 +
g2
t

2
(A0 −

e

g2
t

ψ̄γ0ψ)2 +
g2
s

2
(Ai −

e

g2
s

ψ̄γi∆
nψ)2,

=
g2
t

2
A0A

0 +
g2
s

2
AiA

i + ψ̄(i/∂0 + i/∂i∆
n − e /A0 − e /Ai∆n −mz)ψ.

(4.7)

Em termos f́ısicos, este processo implica em afirmar que a interação puramente

fermiônica descrita inicialmente pela lagrangiana (4.6) é equivalente a uma in-

teração entre férmions com a mediação de um campo bosônico [61]. O bóson

surgido neste processo, através da introdução do campo auxiliar, para realizar

esta mediação é o fóton emergente proposto por Bjorken.

De posse da lagrangiana (4.7), podemos construir a ação efetiva, instru-

mento básico para os cálculos que fundamentam nossas análises, a partir do

qual podemos obter, através das regras de Feynman, por exemplo, as correções

quânticas da teoria. Com este propósito, introduzindo os termos de fonte η e η̄,
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definimos o funcional gerador,

Z =

∫
DA0DAiDψDψ̄ exp

[
i

∫
dx0d

3x(L+ η̄ψ + ψ̄η)

]
. (4.8)

Contudo, para o cálculo da ação efetiva, estes termos são dispensáveis e, por isso,

podemos escrever

Z =

∫
DA0DAiZo, (4.9)

com Z0, o funcional gerador na ausência de fontes externas, dado por

Zo =

∫
DψDψ̄×

exp

{
i

∫
dx0d

3x

[
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i + ψ̄(i/∂0 + i/∂i4n − e /A0 − e /Ai4n −mz)ψ

]}
.

(4.10)

Uma vez que os campos auxiliares são independentes dos espinores ψ e ψ̄, Zo pode

ser reordenado, tal que

Zo =

∫
DψDψ̄ exp

[
i

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)]
×

exp

{
i

∫
dx0d

3x
[
ψ̄(i/∂0 + i/∂i4n − e /A0 − e /Ai4n −mz)ψ

]}
,

Z0 = exp

[
i

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)]
×∫

DψDψ̄ exp

{
i

∫
dx0d

3x
[
ψ̄(i/∂0 + i/∂i4n − e /A0 − e /Ai4n −mz)ψ

]}
(4.11)
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e a integral fermiônica resolvida:

∫
DψDψ̄ exp

{
i

∫
dx0d

3x
[
ψ̄(i/∂0 + i/∂i4n − e /A0 − e /Ai4n −mz)ψ

]
= det(i/∂0 + i/∂i4n − e /A0 − e /Ai4n −mz),

= det Θ,

(4.12)

com, no espaço dos momentos,

Θ = det[/p0
+ /pi(pjp

j)n − e /A0 − e /Ai(pjpj)n −mz]. (4.13)

Aproveitando o fato de que Θ pode ser representado como uma matriz

diagonal, escrevemos seu determinante como o produto dos termos da sua diagonal

principal,

det Θ =
n∏
i=1

θi. (4.14)

Logo, utilizando propriedades do produtório, obtemos

det Θ =
n∏
i=1

eln θi = e

n∑
i

ln θi
= e

ln
n∑
i
θi

= elnTrΘ. (4.15)

Portanto, voltando a (4.11), temos

Z0 = exp

[
i

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)]
exp(Tr ln Θ). (4.16)

Reescrevendo a expressão (4.8), já sem fontes externas, obtemos uma

relação entre o funcional gerador e a ação efetiva

Z =

∫
DA0DAiDψDψ̄e

i
∫
dx0d3xL =

∫
DA0DAie

iSef , (4.17)
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através da qual vemos que

eiSef = Z0,

= exp

[
i

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)]
exp(Tr ln Θ),

= exp

[
i

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)
+ Tr ln Θ

]
.

(4.18)

Com isto, aplicando (4.13) na equação acima, somos levados a uma primeira

expressão para a ação efetiva, a saber,

Sef [A0, Ai] =

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)
− iTr ln[/p0

+ /pi(pjp
j)n − e /A0

−e /Ai(pjpj)n −mz]. (4.19)

Aqui “Tr” diz respeito ao traço sobre as matrizes de Dirac, bem como sobre a

integração nos espaços dos momentos ou coordenadas e, desta forma,

Tr ln[/p0
+ /pi(pjp

j)n − e /A0 − e /Ai(pjpj)n −mz] = Tr ln Θ

= tr

∫
dx0d

3x 〈x| ln Θ |x〉

= tr

∫
dx0d

3x

× 〈x| ln Θ

(∫
dp0d

3p |p〉 〈p|
)
|x〉

= tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

× ln Θ 〈x|p〉︸ ︷︷ ︸
eix.p

(2π)4/2

〈p|x〉︸ ︷︷ ︸
e−ix.p

(2π)4/2

= tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4
ln Θ,

(4.20)
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e a ação efetiva torna-se

Sef [A0, Ai] =

∫
dx0d

3x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)
− i tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4
ln[/p0

+ /pi(pjp
j)n − e /A0 − e /Ai(pjpj)n −mz].

(4.21)

A partir dessa expressão extráımos o potencial efetivo,

Vef = −g
2
t

2
A2

0 −
g2
s

2
A2
i + i tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
ln[/p0

+ /pi(pjp
j)n − e /A0 − e /Ai(pjpj)n −mz].

(4.22)

Uma vez calculado Vef , podemos agora, em alusão à teoria BCS, construir

a equação de gap do modelo, com o propósito de encontrar mı́nimos não-triviais

que indiquem a ocorrência de uma violação espontânea de simetria. Para tal,

necessitamos apenas minimizar o potencial. Porém, em decorrência da perda da

covariância, imposta pela anisotropia de Lifshitz, temos uma equação de gap para

a parte temporal do campo auxiliar (A0) e outra para a espacial (Ai):

∂Vef
∂A0

∣∣∣
Aµ=

aµ
e

=− g2
t a0

e
− ie tr

∫
dp0d

3p

(2π)4

γ0

/p0
+ /pi(pjp

j)n − /a0 − /ai(pjpj)n −mz
= 0

(4.23)

e

∂Vef
∂Ai

∣∣∣
Aµ=

aµ
e

= −g
2
sai
e
− ie tr

∫
dp0d

3p

(2π)4

γi(pjp
j)n

/p0
+ /pi(pjp

j)n − /a0 − /ai(pjpj)n −mz
= 0.

(4.24)

O segundo termo de (4.23) é uma função de um ponto responsável pelas correções

quânticas de primeira ordem relacionadas, neste caso, a A0,

(Π0)z = tr

∫
dp0d

3p

(2π)4

γ0

/p0
+ /pi(pjp

j)n − /a0 − /ai(pjpj)n −mz
, (4.25)
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chamada de amplitude de tadpole, por conta da forma do seu diagrama de Feyn-

man (veja Figura 4.1),

Figura 4.1: Amplitude de tadpole de A0 ((Π0)z)

Fonte: Autor, 2018.

Para resolver a equação (4.25) utilizamos o propagador fermiônico G(p),

dado por

G(p) =
1

/p0
+ /pi(pjp

j)n −mz
=

/p0
+ /pi(pjp

j)n +mz

p2
0 + (pjpj)2n+1 −m2z

, (4.26)

de maneira a representar a parte temporal do tadpole como

(Π0)z = tr

∫
dp0d

d~p

(2π)4

γ0(p0 − a0) + γi(pi − ai)(pkpk)n +mz

(p0 − a0)2 + (pl − al)(pl − al)(pjpj)2n −m2z
γ0. (4.27)

Em seguida, utilizando as identidades abaixo,

tr(γµ1 · · · γµn) = 0, se n é ı́mpar; (4.28a)

tr(γµ1 · · · γµnγ5) = 0, se n é ı́mpar ou menor que 4; (4.28b)

tr(γµγν) = 4gµν ; (4.28c)

tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ); (4.28d)

{γµ, γν} = 2gµν ; (4.28e)

{/p, /b} = 2(p · b); (4.28f)
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gi0 = 0; (4.28g)

(γ0)2 = 1; (4.28h)

calculamos os traços presentes no integrando de (4.27) para obtermos

(Π0)z = 4

∫
dp0d

d~p

(2π)4

(p0 − a0)

(p0 − a0)2 + (pl − al)(pl − al)(pjpj)2n −m2z
. (4.29)

E, através de uma mudança de variáveis (p0 − a0 → p′0), chegamos à integral

(Π0)z =

∫
dp′0d

3~p

(2π)4

p′0
(p′0)2 − (~p− ~a)2(~p2)2n −m2z

, (4.30)

que, por razões de simetria, é nula para qualquer valor de z. Ou seja,

(Π0)z = 0. (4.31)

Logo, não temos correções radiativas de primeira ordem associadas a parte tempo-

ral do campo auxiliar. Em consequência disso, a equação de gap (4.23) tem apenas

a solução trivial, não apresentando, portanto, quebra espontânea de simetria.

Para calcular a parte espacial do tadpole precisamos seguir um caminho

diferente, pois a integral em (4.24),

(Πi)z = tr

∫
dp0d

3p

(2π)4

γi(pjp
j)n

/p0
+ /pi(pjp

j)n − /a0 − /ai(pjpj)n −mz
, (4.32)

aparentemente não é solucionável exatamente para um valor arbitrário de n com

ai 6= 0. Sendo assim, a completa dependência da equação de gap e, por conse-

guinte, do potencial efetivo, com relação a ai não pode ser encontrada explicita-

mente, devendo ser obtida então ordem a ordem. Para isso, reescrevemos (4.32)
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4 Eletrodinâmica emergente com extensão de Hořava-Lifshitz 38

com a expansão a seguir,

1

C −B
=

1

C
+

1

C
B

1

C
+

1

C
B

1

C
B

1

C
+

1

C
B

1

C
B

1

C
B

1

C
· · · , (4.33)

de modo que encontramos

(Πi)z ≈ tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
(G(p) +G(p)α̃G(p) +G(p)α̃G(p)α̃G(p)

+G(p)α̃G(p)α̃G(p)α̃G(p) + · · · ) (pjp
j)nγi,

(4.34)

com α̃ = /a0 +/ai(pjp
j)n. Para prosseguirmos com o cálculo desta primeira correção

quântica, calculamos o traço de maneira análoga à realizada para (Π0)z e utiliza-

mos o método de regularização dimensional, escolhido dentre os vários posśıveis

por não alterar as simetrias das teorias em que é aplicado e conseguir lidar com

divergências tanto infravermelhas quanto ultravioletas. Em śıntese, o método con-

siste basicamente em um processo de continuação anaĺıtica, onde calculamos os

traços das matrizes de Dirac em seu número original de dimensões e em seguida

promovemos as integrais e o tensor métrico para (d+1) dimensões, acrescentando

ainda um parâmetro regulador µ3−d, necessário para a correção da dimensão de

massa na expressão, uma vez que esta está sendo variada. Em sequência, vi-

sando facilitar os cálculos, utilizando a rotação de Wick, passamos do espaço de

Minkowski para o euclidiano. Este procedimento impõe uma mudança na métrica

(gµν → −δµν) que tem por consequência imediata a mudança do sinal de produtos

internos. Com este recurso, realizamos a integração e encontramos uma expressão

geral, para qualquer z ı́mpar, para o termo espacial do tadpole:

(Πi)z = −iα1a
i + iβza

iaja
j + · · · , (4.35)

Instituto de F́ısica - UFAL
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com

α1z = −
2−dπ−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−2
2z

+ 1
)

Γ
(
−d+z−2

2z

)
z2Γ

(
d
2

+ 1
) (d− 2)(z − 1)md+z−2 (4.36)

e

βz =
2−d−1π−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−4
2z

+ 2
)

Γ
(
−d+z−4

2z

)
z3Γ

(
d
2

+ 2
) (d− 4)(z − 1)(d(z − 1)− 2z + 4)md+z−4.

(4.37)

Especificando os valores de z de interesse para nossos estudos, z = 1 e z = 3,

encontramos

(Πi)1 = 0, (4.38)

(Πi)3 =
i22−dµ3−d(d− 2)π−

d
2
− 1

2md+1Γ
(
−d

6
− 1

6

)
Γ
(
d+4

6

)
9dΓ

(
d
2

) ai

+
i22−dµ3−d(d− 4)π−

d
2
− 1

2md−1Γ
(

7
6
− d

6

)
Γ
(
d+8

6

)
~a2ai

9Γ
(
d
2

+ 2
) .

(4.39)

Observe que, conforme o esperado, em consequência da restauração da covariância,

os resultados para z = 1 dos termos espacial e temporal são idênticos. Já para

z = 3, por conta do uso da regularização dimensional, obtemos um resultado em

função do valor d da dimensão espacial do espaço-tempo quadridimensional com

que estamos trabalhando. Por este motivo, expandimos (4.39) em torno de d = 3,

para assim chegarmos a

(Πi)3 =
im4Γ

(
−2

3

)
Γ
(

7
6

)
ai

27π5/2
+

2iem2Γ
(

2
3

)
Γ
(

5
6

)
aiaja

j

81π5/2
, (4.40)

já no espaço de Minkowski.

Calculadas as correções de primeira ordem, podemos agora construir as

equações de gap. Aplicando (4.31), (4.35), (4.36) e (4.37), em (4.23) e (4.24),
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temos

∂Vef
∂A0

∣∣∣
Aµ=

aµ
e

= − 1

Gt

ea0 = 0, (4.41)

∂Vef
∂Ai

∣∣∣
Aµ=

aµ
e

=

(
− 1

Gs

− α1z + β1aja
j

)
eai = 0. (4.42)

Como discutido anteriormente, a equação (4.41) tem apenas a solução trivial

(a0 = 0) e, por conseguinte, o campo A0 não apresenta violação de simetria. Já a

equação (4.42) tem, além da solução trivial, duas soluções não nulas:

ai1 = 0, (4.43)

ai2,3 = ±
[(

1

Gs

+ α1z

)
1

βz

]1/2

, (4.44)

que, para o caso de βz > 0, representam dois mı́nimos e um máximo do potencial

efetivo Vef (A
i),

Vef (A
i) = −1

2

(
1

Gs

+ α1z

)
e2AiA

i +
βz
4
e4(AiA

i)2, (4.45)

calculado integrando-se (4.42). Note que Vef (A
i) apresenta a forma de um poten-

cial do tipo chapéu mexicano, conforme ilustra a figura abaixo,
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Figura 4.2: Potencial Vef (A
i)

Fonte: Autor, 2018.

o que assinala a presença de uma violação espontânea de simetria.

A partir da equação de gap, i.e., usando o fato de que 1
Gs

= −α1z +βzaia
i,

(4.45) pode ainda ser alterada, como fazemos a seguir,

Vef (A
i) = −e

2AiA
i

2
(−αz + βzaia

i + α1z) +
e4βz(AiA

i)2

4
, (4.46)

de modo que, adicionando a constante βz
4

(aia
i)2, o potencial efetivo relativo ao

campo Ai passa a ser

Vef (A
i) =

βz
4

(e2AiA
i − aiai)2, (4.47)

assumindo então a forma de um potencial bumblebee1. Com isto, vemos que a

quebra espontânea de simetria ocorre quando βz > 0. Esta condição depende de

uma combinação das desigualdades z+4−d > 0 e (d−2)z−d+4 > 0, derivadas da

equação (4.37) e satisfeitas para qualquer valor positivo de z com d = 3. Tal fato

1Potencial associado a um campo vetorial, geralmente identificado pela expressão V =
λ(BµB

µ ∓ b2)2, caracteŕıstico dos chamados modelos de bumblebee, conhecidos por serem a
forma mais simples de teoria quântica de campos efetiva com quebra espontânea de simetria de
Lorentz.
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demonstra que o modelo apresenta violação espontânea de simetria para qualquer

valor do expoente cŕıtico z em um espaço-tempo quadrimensional.

Assim, este resultado evidencia como a extensão de Hořava-Lifshitz é capaz

de reparar uma importante ausência da versão covariante deste modelo [61], onde

a geração deste potencial é alcançada através de procedimento ad hoc, com a

adição forçada dos termos quárticos necessários para a criação de um potencial

com mı́nimos não triviais, apesar da presença de quebra espontânea da simetria

de Lorentz ser condição necessária para a hipótese de surgimento dinâmico do

campo eletromagnético que o artigo visa estudar.

É importante destacar, entretanto, que no nosso modelo a simetria de Lo-

rentz já é violada explicitamente em virtude da presença da anisotropia de Lifshitz,

que faz com que a quebra dinâmica de simetria, no caso em questão, se restrinja

ao espaço, não se estendendo ao espaço-tempo (o que caracterizaria uma quebra

da simetria de Lorentz), como ocorre em teorias covariantes. Assim, a simetria

violada por meio de correções quânticas no sistema que estudamos é a simetria

rotacional. E, com isto, demonstramos, pela primeira vez, uma quebra dinâmica

de simetria deste tipo em uma teoria com anisotropia de Lifshitz [25]. Quebras

de simetria com esta configuração são comuns em sistemas de matéria conden-

sada, onde a covariância de Lorentz costuma não ser preservada, o que abre, a

partir deste resultado, uma perspectiva para o uso do método de modelos bumble-

bee, com escalonamento de Lifshitz, em estudos de fenômenos cŕıticos envolvendo

sistemas com violação espontânea de simetria.
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4.2.2 Expansão da ação efetiva

A fim de, com o uso de expansões derivativas [63], estudarmos correções

quânticas de ordem mais alta para o nosso modelo, nesta seção introduzimos uma

versão expandida da ação efetiva que nos possibilita calcular, além da função de

um ponto, as funções de dois, três e quatro pontos, que são aquelas que interessam

à nossa análise. Inicialmente, separamos (4.21) em duas partes,

Sef [A0, Ai] =

∫
d4x

(
g2
t

2
A2

0 +
g2
s

2
A2
i

)
︸ ︷︷ ︸

Sef1

−iTr ln(i/∂0 + i/∂i4n − e /A0 − e /Ai4n −mz)︸ ︷︷ ︸
Sef2

,

(4.48)

das quais apenas Sef2 é relevante, uma vez que é a fonte dos termos de correção

radiativa. Este termo é dividido em outras duas partes,

Sef2 = −iTr ln

[
(i/∂0 + i/∂i4n −mz)

(
1− e /A0 + e /Ai4n

i/∂0 + i/∂i4n −mz

)]
,

= −iTr ln[/p0
+ /pi(pjp

j)n −mz]− iTr ln

[
1− e /A0 + e /Ai(pjp

j)n

/p0
+ /pi(pjp

j)n −mz

]
,

(4.49)

das quais, novamente, ignoramos a primeira, para expandir apenas a segunda

parte, que carrega a parte não trivial da dinâmica do sistema,

−iTr ln

[
1− e /A0 + e /Ai(pjp

j)n

/p0
+ /pi(pjp

j)n −mz

]
= iTr

∞∑
l=1

1

l

[
e /A0 + e /Ai(pjp

j)n

/p0
+ /pi(pjp

j)n −mz

]l
. (4.50)

Chamamos esta expressão de ação efetiva de ordem l (S
(l)
ef ):

S
(l)
ef [A0, Ai] = iTr

∞∑
l=1

1

l

[
e /A0 + e /Ai(pap

a)n

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz

]l
, (4.51)
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rerepsentada de maneira mais sucinta por

S
(l)
ef [A0, Ai] = iTr

∞∑
l=1

1

l

{
G(p)e

[
/A0 + /Ai(pap

a)n
]}l

. (4.52)

Em conformidade com o que já foi dito anteriormente, com esta expressão podemos

calcular correções radiativas de diferentes ordens. O tadpole, por exemplo, é

obtido com l = 1:

S
(1)
ef [A0, Ai] = iTr

e /A0 + e /Ai(pap
a)n

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
,

= i tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

eγ0

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
A0

+ i tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

eγi(pap
a)n

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
Ai,

= i

∫
dx0d

3x(Π0)zA0 + i

∫
dx0d

3x(Πi)zAi.

(4.53)

4.2.3 Funcão de dois pontos

Uma vez que já foram calculadas a equação de gap e suas soluções, nosso

próximo objetivo é a obtenção das correções de um loop de segunda ordem, as

funções de dois pontos que representam os chamados termos de autoenergia dos
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campos auxiliares Ai e A0. Assim, tomando l = 2 em (4.51), temos

S
(2)
ef =

i

2
Tr

{
e[ /A0 + /Ai(pap

a)n]

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
×

e[ /A0 + /Aj(pbp
b)n]

/p0
+ /pj(pbp

b)n −mz

}
,

=
ie2

2
Tr

/A0

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
·

/A0

p0 + /pj(pbp
b)n −mz

+
ie2

2
Tr

/Ai(pap
a)n

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
·

/Aj(pbp
b)n

/p0
+ /pj(pbp

b)n −mz

+
ie2

2
Tr

/Ai(pap
a)n

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
·

/A0

/p0
+ /pj(pbp

b)n −mz

+
ie2

2
Tr

/A0

/p0
+ /pi(pap

a)n −mz
·

/Aj(pbp
b)n

/p0
+ /pj(pbp

b)n −mz
,

(4.54)

S
(2)
ef =

ie2

2
Tr
{
G(p) /A0G(p) /A0 +G(p) /Ai(pap

a)nG(p) /Aj(pbp
b)n

+G(p) /Ai(pap
a)nG(p) /A0 +G(p) /A0G(p) /Ai(pap

a)n
}
.

(4.55)

Contudo, uma vez que x e p não comutam entre si, devemos ter a seguinte relação

entre suas funções Ai,0(x) e G(p):

Ai,0(x)G(p) = G(p− k)Ai,0(x), (4.56)

com o propagador transladado G(p− k) dado por

G(p− k) =
1

(p0 − k0)γ0 + (pj − kj)γj[(pb − kb)(pb − kb)]n −mz
. (4.57)

Em consequência disso, ao passarmos A0(x) e Ai(x) através dos propagadores

em (4.55) e efetuarmos o traço no espaço dos momentos, como feito na equação
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(4.20), modificamos a ação acrescentando novos termos à sua expressão,

S
(2)
ef =

ie2

2
tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

γ0

p0γ0 + piγi(papa)n −mz

× γ0

(p0 − k0)γ0 + (pj − kj)γj[(pb − kb)(pb − kb)]n −mz
A0A0

+
ie2

2
tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

γi[(pa − ka)(pa − ka)]n

p0γ0 + piγi(paγa)n −mz

× γj[(pb − kb + kb)(p
b − kb + kb)]n

(p0 − k0)γ0 + (pj − kj)γj[(pb − kb)(pb − kb)]n −mz
AiAj

+
ie2

2
tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

γi[(pa − ka)(pa − ka)]n

p0γ0 + piγi(papa)n −mz

× γ0

(p0 − k0)γ0 + (pj − kj)γj[(pb − kb)(pb − kb)]n −mz
AiA0

+
ie2

2
tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

γ0

p0γ0 + piγi(paγa)n −mz

× γj[(pb − kb + kb)(p
b − kb + kb)]n

(p0 − k0)γ0 + (pj − kj)γj[(pb − kb)(pb − kb)]n −mz
A0Ai.

(4.58)

Buscando simplificar os integrandos acima, expandimos seus binômios até os ter-

mos de segunda ordem nos momentos externos kb,

[
(pb − kb)(pb − kb)

]n
= [(pb)

2 + (kb)
2 − 2pbk

b]n

=
n∑
ρ=0

(p2
b)
n−ρ(k2

b − 2pbk
b)ρ

n!

(n− ρ)!ρ!

= (p2
b)
n + n(p2

b)
n−1(k2

b − 2pbk
b) +

n!

(n− 2)!2!
(p2
b)
n−2

× (k2
b − 2pbkb)

2 + · · ·

= (p2
b)
n + n(p2

b)
n−1(k2

b − 2pbk
b) +

n

2
(n− 1)(p2

b)
n−24p2

bk
2
b

+O(k3
b )

= (p2
b)
n + n(p2

b)
n−1(k2

b − 2pbk
b) + 2n(n− 1)(p2

b)
n−2(pbk

b)2

+O(k3
b ).

(4.59)
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Logo, definindo os objetos V1 e V2,

V1 = (p2
b)
n e V2 = n(p2

b)
n−1(k2

b − 2pbk
b) + 2n(n− 1)(p2

b)
n−2(pbk

b)2, (4.60)

aplicando (4.59) em (4.57), o propagador transladado G(p− k) torna-se

G(p− k) =
{
p0γ

0 + pjγ
j(p2

b)
n −mz − [k0γ

0 + kjγ
j(V1 + V2)− pjγjV2]

}−1
.

(4.61)

Utilizando outra vez a expansão (4.33), agora com

C = G(p)−1 = p0γ
0 +pjγ

j(p2
b)
n−mz e B = k0γ

0 +kjγ
j(V1 +V2)−pjγjV2, (4.62)

temos

G(p− k) = G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p) + · · · (4.63)

Desta forma, podemos escrever a ação efetiva (4.58) da maneira a seguir:

S
(2)
ef =

(−e2)

2
tr

∫
dx0d

3x

∫
dp0d

3p

(2π)4

×
{
G(p)γ0[G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p)]γ0A0A0

+ G(p)γi(V1 + V2)[G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p)]V1γ
jAiAj

+ G(p)γi(V1 + V2)[G(p) +G(p)BG(p) +G(p)B(p)BG(p)]γ0AiA0

+ G(p)γ0[G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p)]V1γ
jA0Aj

}
=
ie2

2

∫
dx0d

3x(Π00)zA0A0 +
ie2

2

∫
dx0d

3x(Πij)zAiAj

+
ie2

2

∫
dx0d

3x(Πi0)zAiA0 +
ie2

2

∫
dx0d

3x(Π0j)zA0Aj,

(4.64)
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ou, de modo mais compacto, como

S
(2)
ef =

ie2

2

∫
d4x(Πµν)zAµAν , (4.65)

definindo

(Πµν)z = tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)Γµ(p)G(p− i∂)Γν(p− i∂) (4.66)

e

Γµ(p) = (γ0, γi(pjp
j)n). (4.67)

Os termos de autoenergia em (4.64), que compõem (4.66), serão represen-

tados para um valor ı́mpar genérico do expoente cŕıtico como

(Π00)z = tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0 (4.68)

× [G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p)]γ0A0A0, (4.69)

(Πij)z = tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γi(V1 + V2) (4.70)

× [G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p)]V1γ
jAiAj, (4.71)

(Πi0)z = tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γi(V1 + V2) (4.72)

× [G(p) +G(p)BG(p) +G(p)B(p)BG(p)]γ0AiA0, (4.73)

(Π0i)z = tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0 (4.74)

× [G(p) +G(p)BG(p) +G(p)BG(p)BG(p)]V1γ
jA0Ai, (4.75)

podendo ser calculados ainda através do digrama de Feynman dado pela Figura

4.3,
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Figura 4.3: Autoenergia dos campos A0 e Ai
((Π00)z + (Π0i)z + (Πi0)z + (Πij)z)

Fonte: Autor, 2018.

Para efetuar as integrações realizamos procedimento semelhante àquele

descrito para o cálculo do tadpole, para assim encontrarmos

(Π00)z = −iµ
3−d2−d−1π

1
2

(−d−1)md−3(2n+1)

3(2n+ 1)
×−6 (δ00 − 1) k2

0Γ
(

3
2
− d

2(2n+1)

)
Γ
(

d
2(2n+1)

)
Γ
(
d
2

)
− [δ00[−3d(2n+ 1) + 6d+ 12n] + (2d− 4)(2n+ 1)− 3d+ (2n+ 1)2 + 3]

Γ
(
d
2

+ 1
) ×

m2(2n+1)−2~k2Γ

(
d− 2

2(2n+ 1)
+ 1

)
Γ

(
−d+ (2n+ 1) + 2

2(2n+ 1)

)}
,

(4.76)

(Πi0)z =
µ3−d2−d−2π

1
2

(−d−1)md−2n−3Γ
(
−d+2n+3
2(2n+1)

)
k0
~ki

3(2n+ 1)2Γ
(
d
2

+ 1
) ×{

[d2 + 2d(2n− 1) + 6(2n+ 1)2 − 10(2n+ 1) + 4]Γ

(
d+ 2(2n+ 1)− 2

2(2n+ 1)

)
−4(2n+ 1)2Γ

(
6(2n+ 1) + d− 2

2(2n+ 1)

)}
,

(4.77)
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(Πij)z = − 1

15
iµd−32−d−1π−

d
2
− 1

2md−2n−3

{
1

4(2n+ 1)3
5δij×2Γ

(
−d+2n−1

2(2n+1)

)
Γ
(

d−2
2(2n+1)

+ 1
)

Γ
(
d
2

+ 1
) {

24(d− 2)(2n+ 1)nm2(2n+1)+

k2
0(d+ 2n− 1)[3d(2n+ 1)− d− 2(2n+ 1) + 2]

}
+

m2(2n+1)−2~p2Γ

(
−d+ 2n− 3

2(2n+ 1)

)
Γ

(
d− 4

2(2n+ 1)
+ 1

)
(2n+ 1)×

{(d− 4)(3d+ 2)(2n+ 1)2 − 12(d− 2)d(2n+ 1) + d[(9− 2d)d− 6] + 8}
Γ
(
d
2

+ 2
) }

+

5(d(d− 2(2n+ 1) + 4) + 16n)m2(2n+1)−2Γ
(
−d+2n−3

2(2n+1)

)
Γ
(

d−4
2(2n+1)

+ 2
)
kikj

(2n+ 1)Γ
(
d
2

+ 2
)


(4.78)

Estes resultados podem ser expressos de maneira mais concisa se, ao invés de

apresentarmos diretamente as funções de dois pontos, explicitarmos os coeficientes

que lhes compõem, separados das estruturas tensoriais . Para isso, sabendo que

S
(2)
ef =

∫
d4xL(2)

ef =
ie2

2

∫
d4x(Πµν)zAµAν , (4.79)

escrevemos a lagrangiana efetiva de segunda ordem, L(2)
ef ,

L(2)
ef =

e2

2
α1zAiA

i − e2

2
(α2z∂0Ai∂

0Ai − α3z∂0Ai∂
iA0 − α3z∂iA0∂

0Ai + α4z∂iA0∂
iA0)

−e
2

2
(α5z∂iAj∂

iAj − α6z∂iAj∂
jAi) +O(∂4), (4.80)
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em termos desses coeficientes (αiz, i = 2, 3, · · · , 6), dados por:

α2z =
2−dπ−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−2
2z

+ 1
)

Γ
(−d+z+2

2z

)
3dz2Γ

(
d
2

) (d(3z − 1)− 2z + 2)md−z−2, (4.81a)

α3z =
2−dπ−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−2
2z

+ 1
)

Γ
(−d+z+2

2z

)
3dzΓ

(
d
2

) (2d+ z − 1)md−z−2, (4.81b)

α4z =
2−dπ−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−2
2z

+ 1
)

Γ
(−d+z+2

2z

)
3dzΓ

(
d
2

) × ((z − 1)(z + 3)− d(z − 3))md−z−2,

(4.81c)

α5z =
2−d−3π−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−4
2z

+ 1
)

Γ
(
−d+z−4

2z

)
3z2Γ

(
d
2

+ 2
)

×
(
−(d− 4)(3d+ 2)z2 + 12(d− 2)dz + ((2d− 9)d+ 6)d− 8

)
md+z−4,

(4.81d)

α6z = −
2−dπ−

d
2
− 1

2 Γ
(
d−4
2z

+ 2
)

Γ
(−d+z+4

2z

)
3(d+ z − 4)Γ

(
d
2

+ 2
) (d(d− 2z + 4) + 8(z − 1))md+z−4.

(4.81e)

Calculadas as expressões gerais que fornecem as correções radiativas de

segunda ordem, para um valor ı́mpar genérico de z, em um espaço de dimensão

d qualquer, torna-se posśıvel agora a obtenção das expressões para qualquer z =

2n + 1. Para o nosso estudo importam, como já esclarecemos, os resultados em
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z = 3 e z = 1. Para z = 3, temos

(Π00)3 =
iΓ
(

1
3

)
Γ
(

7
6

)
9π5/2m2︸ ︷︷ ︸
C(00)

~k2g00 +O(k4), (4.82)

(Π0i)3 = −
2iΓ

(
1
3

)
Γ
(

7
6

)
27π5/2m2︸ ︷︷ ︸

C(0i)

k0ki +O(k4), (4.83)

(Πi0)3 = (Π0i)3, (4.84)

(Πij)3 = −

α13︷ ︸︸ ︷
im4Γ

(
−2

3

)
Γ
(

7
6

)
27π5/2

gij +

(Πij)
′
3︷ ︸︸ ︷

19im2Γ
(

2
3

)
Γ
(

11
6

) (
~k2gij − kikj

)
90π5/2

+

(Πij)
′′
3︷ ︸︸ ︷

5iΓ
(

7
6

)
Γ
(

1
3

)
81π5/2m2︸ ︷︷ ︸

C(ij)

k2
0g

ij +O(k4), (4.85)

onde α13 é o valor de α1z para z = 3. Para z = 1, obtemos as seguintes contri-

buições para as correções de segunda ordem:

(Πi0)1 = −
i
[
−2(d− 3) lnµ+ d ln

(
m2

4π

)
+ γ(d− 3) + 3 ln

(
4π
m2

)
+ 2
]

12π2(d− 3)
kik0, (4.86)

(Π0i)1 = (Πi0)1, (4.87)

(Πij)1 =
i
[
−2(d− 3) lnµ+ d ln

(
m2

4π

)
+ γ(d− 3) + 3 ln

(
4π
m2

)
+ 2
]

12π2(d− 3)

×
[(
k2

0 − ~k2
)
gij − kikj

]
, (4.88)

(Π00)1 =
i
[
−2(d− 3) lnµ+ d ln

(
m2

4π

)
+ γ(d− 3) + 3 ln

(
4π
m2

)
+ 2
]

12π2(d− 3)

×
[(
k2

0 − ~k2
)
g00 − k0k0

]
. (4.89)

Para demonstrar como com z = 1 conseguimos recuperar a covariância,
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vamos definir a partir de (4.86), (4.88) e (4.89) o coeficiente Σ,

Σ = i

[
−2(d− 3) lnµ+ d ln

(
m2

4π

)
+ γ(d− 3) + 3 ln

(
4π

m2

)
+ 2

]
= i

[
−2(d− 3) lnµ+ d ln

(
m2

4π

)
+ γ(d− 3)− 3 ln

(
m2

4π

)
+ 2

]
= i

[
(d− 3) ln

(
m2

4πµ2

)
+ (d− 3) ln eγ + 2

]
,

(4.90)

que nos permite escrever

Σ

12π2(d− 3)
=

i

12π2

[
ln

(
m2

4πµ2

)
− ln eγ +

2

(d− 3)

]
=

i

12π2
ln

(
m2

4πµ2e−γ

)
+

2i

12π2(d− 3)
, (4.91)

possibilitando-nos unificar as quatro correções em único objeto e representar a

função de dois pontos de maneira covariante:

(Πµν)1 =
i

12π2
ln

(
m2

4πµ2e−γ

)
(k2gµν − kµkν) +

2i

12π2(d− 3)
(k2gµν − kµkν)

(4.92)

(Πµν)1 =
i

12π2
ln

(
m2

µ′2

)
(k2gµν − kµkν)− i

6π2ε
(k2gµν − kµkν), (4.93)

com µ
′2 = 4πµ2e−γ e ε = 3− d. Se definimos

1

ε′
=

1

ε
− 1

2
ln

(
m2

µ′2

)
(4.94)

e aplicamos este termo em (4.93), Πµν pode ainda ser simplificado e assume o

formato abaixo:

(Πµν)1 = − i

6π2ε′
(k2gµν − kµkν), (4.95)
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que confirma a restauração da covariância em z = 1 e o resultado obtido em [61].

Nosso próximo objetivo é conseguir, no contexto anisotrópico criado pela

escolha de um expoente cŕıtico z = 3, obter para a lagrangiana do sistema, a partir

de correções quânticas, um termo cinético covariante para os campos auxiliares

A0 e Ai, com o propósito de conferir-lhes um papel dinâmico no modelo. Este

termo deve, como na eletrodinâmica quântica usual, ser proporcional a FµνF
µν ,

com

FµνF
µν = F0νF

0ν + FiνF
iν

= F0iF
0i + Fi0F

i0 + FijF
ij

(4.96)

e

F µν = ∂µAν − ∂νAµ. (4.97)

Sua origem deve ser as funções (4.82), (4.83) e (4.85), mais especificamente seus

termos de segunda ordem nos momentos, os únicos participantes do termo cinético.

Contudo, para construir uma estrutura manifestamente covariante, precisamos ao

menos que dois entre os coeficientes C(00), C(i0) e C(ij) sejam idênticos. Para conse-

guir isso, redefinimos os momentos e campos auxiliares associando-os a constantes

multiplicativas, alterando então apenas seus módulos:

k0 → ᾱ0k0, ki → ᾱiki, A0 → β̄0A0, Ai → β̄iAi. (4.98)

Definimos ainda novos coeficientes C̄(00), C̄(i0) e C̄(ij), buscando a incorporação

das constantes ᾱi,0 e β̄i,0, dos novos momentos e campos, às constantes C,

C̄(00) = ᾱ2
i β̄

2
0C

(00), C̄(ij) = ᾱ2
0β̄

2
iC

(ij), C̄(i0) = ᾱiᾱ0β̄iβ̄0C
(i0). (4.99)
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Com estes artif́ıcios podemos então igualar inicialmente dois coeficientes. Esco-

lheremos dois envolvidos na construção da componente F0iF
0i de FµνF

µν , o que

nos leva ao seguinte sistema de equações:


C(ij) = 5

6
C(i0)

C̄(ij) = C̄(i0),

(4.100)

onde a primeira equação expressa a relação entre C(ij) e C(i0), dada por (4.83)

e (4.85), e a segunda é a igualdade que requeremos para conseguirmos criar um

objeto covariante. Disto temos


C(ij) = 5

6
C(i0)

ᾱ2
0β̄

2
iC

(ij) = ᾱiᾱ0β̄iβ̄0C
(i0).

(4.101)

Assim, a primeira condição para a formação do termo cinético é

ᾱiβ̄0

ᾱ0β̄i
=

5

6
⇒ ᾱi

ᾱ0

=
5β̄i
6β̄0

. (4.102)

Se escrevemos a ação efetiva (4.64) separando seus termos de acordo com

suas potências de k0 e ki, com Sk1 e Sk2 sendo os termos de primeira e segunda

ordem, respectivamente, temos

S
(2)
ef =Sk1 + Sk2 +O(k4)

=
i

2

∫
dx0d

3xΛ
(00)
3 +

i

2

∫
dx0d

3xΛ
(i0)
3 +

i

2

∫
dx0d

3xΛ
(0i)
3 +

i

2

∫
dx0d

3xΛ
(ij)
31

+
i

2

∫
dx0d

3xΛ
(ij)
32 + Sk1 +O(k4).

(4.103)
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Fazendo as escolhas para as constantes multiplicativas,

ᾱ0 = 6, ᾱi = 5, β̄0 = 1, β̄i = 1, (4.104)

as estruturas que formam Sk2 são

Λ
(00)
3 = e2(Π00)3A0A0 = 25

ie2Γ(1/3)Γ(7/6)

9m2π5/2
~k2A0A0

Λ
(i0)
3 = e2(Πi0)3AiA0 = −20

ie2Γ(1/3)Γ(7/6)

9m2π5/2
kik0AiA0

Λ
(ij)
31 = e2(Πij)

′

3AiAj =
25

10
· 19ie2m2Γ(2/3)Γ(11/6)

9π5/2
(~k2gij − kikj)AiAj

Λ
(ij)
32 = e2(Πij)

′′

3AiAj = 20
ie2Γ(1/3)Γ(7/6)

9m2π5/2
k2

0g
ijAiAj,

(4.105)

de tal forma que, com as constantes adimensionais

λ1 =
e2Γ(1/3)Γ(7/6)

9m2π5/2
,

λ2 = − 1

m2
· 19e2Γ(2/3)Γ(11/6)

72π5/2
,

(4.106)

Sk2 , a parte cinética da ação, passa a ser

Sk2 =

∫
dx0d

3x
i

2

{
iλ1[20(F 0i)2 + 5∂i∂

iA0A0] + 20im4λ2(∂j∂
jAiA

i − ∂iAi∂jAj)
}
.

(4.107)

O termo dotado apenas de objetos espaciais, Λ
(ij)
31 , será o único a contribuir com

FijF
ij e, portanto,

Sk2 =

∫
dx0d

3x
1

2

{
−λ1[20(F 0i)2 + 5(∂iA0)2]− 10m4λ2(F ij)2

}
. (4.108)

Já tendo constrúıdo (F 0i)2 e (F ij)2, necessitamos ainda igualar seus coefi-

cientes para conseguirmos formar uma estrutura covariante. Para isto reescalona-
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mos os momentos e campos A0 e Ai, de modo a lhes devolver as dimensões usuais

da EDQ:

∂0 →
m2λ

1/4
2

4λ
1/2
1

2
1
2∂0, (4.109a)

∂i →
1

4λ
1/4
2

2
1
2∂i, (4.109b)

A0 →
mλ

1/4
2

51/2λ
1/2
1

2
1
2A0, (4.109c)

Ai →
m−1

51/2λ
1/4
2

2
1
2Ai. (4.109d)

Com isto formamos finalmente o termo cinético que buscávamos para a lagrangi-

ana,

Sk2 =

∫
dx0d

3x

{
−m

2

4
[2(F 0i)2 + (F ij)2]− 1

8
m2(∂iA0)2

}
(4.110)

Lcin = −1

4
m2FµνF

µν − m2

8
(∂iA0)2, (4.111)

mostrando, assim, como conseguimos conferir dinâmica, por meio de correções

quânticas, para os campos auxiliares através do surgimento de um objeto seme-

lhante àquele existente para o campo bosônico da EDQ. Este é um resultado im-

portante para a validação desta proposta de modelo isotrópico de eletrodinâmica

quântica emergente, pois contribui para conceder aos campos Ai,0 um comporta-

mento compat́ıvel com o do fóton na eletrodinâmica quântica.

É válido destacar, entretanto, que a indução radiativa do termo cinético

cria um termo extra,

m2

8
(∂iA0)2, (4.112)

para a lagrangiana efetiva do sistema que, com as correções de um loop de segunda
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ordem, tem a seguinte configuração:

L(2)
ef = −1

4
m2FµνF

µν − m2

8
(∂iA0)2 −m−2ζi

α̃13

2
gijAiAj, (4.113)

com ζi = 21/2

5λ
1/2
2

, α̃13 = e2α13 e [α13] = 4.

4.2.4 Função de três pontos

Seguindo para correções de um loop de ordem mais alta, apresentamos

aqui nossos cálculos para as funções de três pontos. Por já termos apresentado,

em seções anteriores, o procedimento matemático aqui empregado, abreviamos a

sua descrição.

Tomando l = 3 em (4.51), temos, desconsiderando momentos externos, que

contribuem apenas para termos de ordens altas da expansão, irrelevantes para o

nosso propósito,

S
(3)
ef =

i

3
Tr

{
e[A0γ

0 + Aiγ
i(pap

a)n]

p0γ0 + piγi(papa)n −mz
× e[A0γ

0 + Ajγ
j(pbp

b)n]

p0γ0 + pjγj(pbpb)n −mz

× e[A0γ
0 + Akγ

k(pcp
c)n]

p0γ0 + pkγk(pcpc)n −mz

}
,

(4.114)
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S
(3)
ef =

ie3

3
TrG(p)γ0A0G(p)γ0A0G(p)γ0A0

+
ie3

3
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γ0A0G(p)γ0A0

+
ie3

3
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γjAj(pbp
b)nG(p)γ0A0

+
ie3

3
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γjAj(pbp
b)nG(p)γkAk(pcp

c)n,

=
ie3

3

∫
dx0d

3x(Π000)zA0A0A0 +
ie3

3

∫
dx0d

3x(Πi00)zAiA0A0

+
ie3

3

∫
dx0d

3x(Πij0)zAiAjA0 +
ie3

3

∫
dx0d

3x(Πijk)zAiAjAk,

=
ie3

3

∫
d4x(Πµνα)zAµAνAα,

(4.115)

com

(Πµνα)z = tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)Γµ(p)G(p)Γν(p)G(p)Γα(p). (4.116)

Contudo, ao efetuarmos o processo de integração, vemos que as contribuições para

S
(3)
ef são nulas para qualquer z ı́mpar, ou seja,

(Π000)z = (Πi00)z = (Πij0)z = (Πijk)z = 0. (4.117)

4.2.5 Funcão de quatro pontos

Por último, calculamos o quarto termo da série (4.51),

S
(4)
ef =

i

4
Tr

{
e[A0γ

0 + Aiγ
i(pap

a)n]

p0γ0 + piγi(papa)n −mz
× e[A0γ

0 + Ajγ
j(pbp

b)n]

p0γ0 + pjγj(pbpb)n −mz

× e[A0γ
0 + Akγ

k(pcp
c)n]

p0γ0 + pkγk(pcpc)n −mz
× e[A0γ

0 + Amγ
m(pdp

d)n]

p0γ0 + pmγm(pdpd)n −mz

}
,

(4.118)

que contém as funções de quatro pontos que originam as correções radiativas de

quarta ordem, as correções de ordem mais alta com contribuições não nulas para

nossos cálculos.
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Escrevendo (4.118) em termos do propagador fermiônico e, em seguida,

das funções de quatro pontos, encontramos

S
(4)
ef =

ie4

4
TrG(p)γ0A0G(p)γ0A0G(p)γ0A0G(p)γ0A0

+
ie4

4
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γ0A0G(p)γ0A0G(p)γ0A0

+
ie4

4
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γjAj(pbp
b)nG(p)γ0A0G(p)γ0A0

+
ie4

4
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γjAj(pbp
b)nG(p)γkAk(pcp

c)nG(p)γ0A0

+
ie4

4
TrG(p)γiAi(pap

a)nG(p)γjAj(pbp
b)n

×G(p)γkAk(pcp
c)nG(p)γmAm(pdp

d)n,

=
ie4

4

∫
dx0d

3x(Π0000)zA0A0A0A0 +
ie4

4

∫
dx0d

3x(Πi000)zAiA0A0A0

+
ie4

4

∫
dx0d

3x(Πij00)zAiAjA0A0 +
ie4

4

∫
dx0d

3x(Πijk0)zAiAjAkA0

+
ie4

4

∫
dx0d

3x(Πijkm)zAiAjAkAm,

=
ie4

4

∫
d4x(Πµναβ)zAµAνAαAβ,

(4.119)

sendo

(Πµναβ)z = tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)Γµ(p)G(p)Γν(p)G(p)Γα(p)G(p)Γβ(p). (4.120)

Através de um esquema semelhante ao apresentado para os termos anteriores,

após uma rotação de Wick, resolvemos (4.119) para z = 2n + 1 e chegamos ao
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resultado

(Πµναβ)z = (Πijab)z (4.121)

= Γ

(
d− 4

2z
+ 2

)
Γ

(
−d+ z − 4

2z

)(
gabgij − gaigbj + gajgbi

)
× i2−d−1(d− 4)π

1
2

(−d−1)(z − 1)((d+ 1)(z − 1)− 3z + 5)md+z−4

z3Γ
(
d+4

2

)
(4.122)

Assim, para z = 1, encontramos

(Π0000)1 = (Πi000)1 = (Πij00)1 = (Πijk0)1 = 0. (4.123)

A única das funções de quatro pontos não nula é aquela puramente espacial,

(Πijab)1 =
iπ−

d
2
−1md−3 sen(πd)Γ(2− d)Γ

(
d
2

) (
gabgij − 2gaigbj + gajgbi

)
3 2

. (4.124)

No entanto, ela também não contribuirá para a ação, pois é anulada ao ser con-

tráıda com os campos auxiliares

(Πijab)1AiAjAaAb = 0. (4.125)

Isso revela que, para z = 1 (na ausência de momento externo), o termo de ordem

quatro da ação efetiva não produz correção quântica, conforme esperado, uma vez

que esta correção não existe na EDQ usual.

Para z = 3, assim como ocorreu com z = 1,

(Π0000)3 = (Πi000)3 = (Πij00)3 = (Πijk0)3 = 0. (4.126)
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E apenas (Πijab)3, dado por

(Πijab)3 =
im2Γ

(
−1

3

)
Γ
(

11
6

) (
97gabgij − 218gaigbj + 97gajgbi

)
2430π5/2

, (4.127)

mostrou-se diferente de zero, com

(Πijab)3AiAjAaAb = −
4im2Γ

(
−1

3

)
Γ
(

11
6

)
405π5/2

AiA
iAjA

j,

=
4im2Γ

(
2
3

)
Γ
(

11
6

)
135π5/2

AiA
iAjA

j,

=
iβ3

4
AiA

iAjA
j, (4.128)

sendo β3 o valor de βz com z = 3, tal que [β3] = 2. Por conseguinte,

L(4)
ef = −e

4β3

4
AiA

iAjA
j. (4.129)

Após aplicarmos o escalanomento descrito na seção 4.2.3, juntando todas as

correções de um loop calculadas até aqui, por meio da equação (4.48), constrúımos

a lagrangiana efetiva do sistema com z = 3,

Lef =
g2
t

2
m2ζ0A

2
0 +

g2
s

2
m−2ζiAiA

i − 1

4
m2FµνF

µν − m2

4
(∂iA0)2

+ e2m−2 α̃13ζi
2

gijAiAj − e4m−4β3ζ
2
i

4
AiA

iAjA
j, (4.130)

sendo ζ0 =
2λ

1/2
2

5λ1
, ζi = 2

5λ
1/2
2

. Ao separarmos desta expressão os termos de poten-

cial, encontramos a expressão completa, para os campos A0 e Ai, do potencial
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efetivo

Vef (A
0, Ai) =− e2

2Gt

m2ζ0A
2
0 −

e2

2Gs

m−2ζiAiA
i − e2m−2 α̃13ζi

2
AiA

i

+ e4m−4β3ζ
2
i

4
AiA

iAjA
j, (4.131)

usando g2
s,t = e2

Gs,t
. Com isso, da mesma maneira que fizemos na seção 4.2.1, conse-

guimos reorganizar o potencial efetivo e escrevê-lo como um potencial bumblebee:

Vef (A
0, Ai) = −g

2
t

2
m2ζ0A

2
0 +

m2β̃3ζ
2
i

4

(
AiA

i − aia
i

e2

)2

, (4.132)

com o acréscimo da constante adimensional β̃3 = e4 β3
m6 . Desta forma, conseguimos

corroborar o resultado (4.47), desta vez calculando o potencial com o uso das

correções quânticas de ordem dois e quatro.

Com esta nova configuração para o potencial efetivo, a equação (4.130)

ganha a seguinte forma:

Lef =
g2
t

2
m2ζ0A

2
0−

1

4
m2FµνF

µν − m
2

4
(∂iA0)2− m

2β̃3ζ
2
i

4

(
AiA

i − aia
i

e2

)2

. (4.133)

Esta lagrangiana é formada por um termo de massa para A0, pelo termo de

Maxwell, um termo com derivada de segunda ordem e o potencial bumblebee

para Ai. O termo com duas derivadas, surgido durante o processo de indução

do termo de Maxwell, pode ser considerado um termo espúrio, uma vez que não

existe na EDQ usual. Por isso, buscamos um meio de eliminá-lo. Uma opção é

considerar o limite de acoplamento forte (gt → 0), que torna a teoria uma teoria de

calibre e permite-nos assumir (∂iA0)2 = 0 como nossa escolha de calibre. Assim,
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a lagrangiana efetiva assume a forma simplificada que desejamos:

Lef = −1

4
m2FµνF

µν − 4m2β̃3

100λ2

(
AiA

i − aia
i

e2

)2

(4.134)

Todavia, devemos ainda observar que, segundo (4.106), λ2 < 0 e, portanto,

a transformação (4.109) é imaginária e elimina a quebra espontânea da simetria

rotacional, uma vez que inverte os sinais dos termos do potencial efetivo. Sendo

assim, no nosso modelo, a construção do termo de Maxwell inviabiliza a violação

espontânea de simetria. Mas, por outro lado, podemos escolher considerar λ2 =

−|λ2| em (4.108) e escrever o escalonamento em termos de |λ2|, o que resulta em:

Lef = −1

2
m2F0iF

0i +
1

4
m2FijF

ij − 4m2β̃3

100|λ2|

(
AiA

i − aia
i

e2

)2

. (4.135)

Assim, embora percamos a restauração perturbativa da simetria de Lorentz, pre-

servamos a violação espôntanea da simetria rotacional. Ademais, nosso modelo,

além de demonstrar a aplicabilidade da metodologia dos modelos bumblebee em

teorias do tipo Hořava-Lifshitz, que pode permitir sua utilização em estudos

de matéria condensada, preserva ainda uma caracteŕıstica do modelo de qua-

tro férmions com invariância de Lorentz, que é, partindo de uma lagrangiana que

apresenta simetria global U(1), chegar a uma lagrangiana com simetria local U(1)

nos mı́nimos do potencial [65].
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Caṕıtulo 5

ANOMALIA ABJ NA EDQ

COM EXTENSÃO DE

HOŘAVA-LIFSHITZ

No presente caṕıtulo, estudamos alguns aspectos da introdução da for-

mulação de Hořava-Lifshitz na eletrodinâmica quântica. Com foco no caso com

expoente cŕıtico z = 3, calculamos correções quânticas de um loop e mostramos

como é posśıvel com elas induzir o surgimento da ação livre de Maxwell a par-

tir do setor fermiônico de EDQ de Hořava-Lifshitz. Além disso, analisamos a

possibilidade da ocorrência da anomalia ABJ neste modelo.

5.1 Anomalia ABJ

Com o avanço dos estudos sobre teorias quânticas de campos do tipo

Hořava-Lifshitz, tem-se buscado compreender aspectos mais sofisticados destes

modelos, e um desses aspectos é o problema das anomalias. Chamamos de ano-
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malia a quebra, decorrente de efeitos quânticos, de uma determinada lei de con-

servação associada a uma simetria clássica de um dado sistema [66]. Este efeito

foi observado pela primeira vez na teoria de perturbação em um processo de re-

gularização UV de um diagrama divergente [67]. Contudo, este não é um efeito

exclusivo da regularização, podendo surgir em diversos procedimentos. Anomalias

podem emergir, por exemplo, como uma singularidade infravermelha através do

método de relações de dispersão [68, 69] ou regras de soma [70]. Elas também

são identificadas com o uso de integrais de trajetória, através de transformações

quirais da medida da integral [71,72].

Nos últimos anos tem ocorrido um crescimento da atenção dada a questão

das anomalias, e este trouxe consigo o desenvolvimento de novos instrumentos

matemáticos para a descrição desse fenômemo. Como exemplo, podemos citar o

uso de geometria diferencial [73–79], topologia [80–91] e cohomologia [92–95].

Um caso de destacada importância é o da anomalia Adler-Bell-Jackiw

(ABJ) [96], também conhecida como anomalia triangular ou quiral. Em parti-

cular, muito do interesse pelo estudo dessa questão no contexto das teorias do

tipo HL [97, 98] está diretamente relacionado ao fato de que esta anomalia é a

única capaz de causar ambiguidades em teorias com pequenas violações da sime-

tria Lorentz [99]. A anomalia ABJ é um tipo de anomalia global U(1) encontrada

em algumas teorias quânticas de campos em que a corrente quiral não é conser-

vada. A não conservação desta corrente se dá quando a representação espinorial

na teoria apresenta classicamente simetria quiral, i.e., a teoria é aplicável igual-

mente para férmions de mão direita e mão esquerda, mas perde esta propriedade

após a quantização. Isto ocorre porque, nestes casos, a medida da integral de

trajetória (Dψ) não possui esta simetria.
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Uma caracteŕıstica crucial da anomalia ABJ é que ela é irredut́ıvel, o que

significa que não é posśıvel acrescentar contra termos ao diagrama triangular que

a descreve de modo a garantir a preservação da conservação da corrente vetorial

e a consequente eliminação da anomalia. É posśıvel demonstrar, inclusive, que

não existe maneira de se alterar a eletrodinâmica quântica de modo a eliminar

a anomalia quiral sem a perda de alguma propriedade fundamental, como renor-

malizabilidade, invariância de calibre ou unitariedade. O que mostra que esta

anomalia é de fato uma propriedade f́ısica da EDQ, embora inexista na teoria

clássica.

Um exemplo de cálculo desta anomalia é tratado no Apêndice A.

5.2 Correções quânticas para a EDQ com z = 3

Para uma melhor compreensão do cenário que origina a anomalia ABJ,

precisamos conhecer a eletrodinâmica quântica. No caso do nosso trabalho, pre-

cisamos, mais especificamente, de algum conhecimento a respeito dos efeitos da

incorporação do escalonamento de Lifshitz na EDQ.

Ainda antes da publicação do modelo gravitacional de Petr Hořava, impor-

tantes trabalhos já empregavam o escalonamento de Lifshitz em teorias quânticas

de campos, buscando criar modelos com derivadas espaciais de alta ordem sem

com isso alterar o comportamento das derivadas temporais, evitando assim o sur-

gimento de campos fantasmas [100–104]. Contudo, o relativo sucesso da utilização

desta anisotropia no contexto da gravitação fez o uso da quebra expĺıcita da sime-

tria de Lorentz via escalonamento de Lifshitz se popularizar. Nesta conjuntura,
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surgem extensões de Hořava-Lifshitz da eletrodinâmica quântica para diversos va-

lores do expoente z. Essas versões da EDQ visam incorporar a formulação de

Hořava para, entre outras coisas, incrementar a convergência de integrais de loop.

Para além daqueles já citados aqui anteriormente, diversos outros estudos

têm sido realizados recentemente no âmbito da eletrodinâmica quântica de Hořava-

Lifshitz. Como exemplos importantes, podemos destacar análises do modelo de

Liouville [105], dependência de calibre [106] e de correções quânticas para a EDQ

com z = 2 [18]. Também já foram estudados modelos de EDQ em 5 dimensões

[107], eletrodinâmica clássica [108], o efeito Casimir em uma teoria de campo

escalar [109], além de teorias supersimétricas [110,111].

Para estudar efeitos do escalonamento de Lifshitz na EDQ, na presente

seção, analisamos, via expansão perturbativa, o setor fermiônico de uma versão de

Hořava-Lifshitz da lagrangiana da eletrodinâmica quântica com expoente cŕıtico

z = 3, dada por

L = −1

2
F0iF

0i − 1

4
Fij∆

2F ij + ψ̄[iD0γ
0 + (iDiγ

i)3 −m3]ψ

= ψ̄[i∂0γ
0 + eA0γ

0 − i(∂i − ieAi)γi(∂j − ieAj)γj(∂k − ieAk)γk −m3]ψ

− 1

2
F0iF

0i − 1

4
Fij∆

2F ij,

(5.1)

já estudada em [11] e também em [18], neste último com z = 2 e a adição de

um campo escalar, revelando apenas correções nulas. As dimensões de massa dos

objetos em (5.1) são

[A0] = 2, [Ai] = 0, [ψ] =
3

2
, [e] = [m] = [1], [∂0] = 3, [∂i] = 1 (5.2)

e a ação relacionada a esta lagrangiana é invariante sob as transformações de
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calibre

ψ → eieαψ, A0,i → A0,i + ∂0,iα. (5.3)

Nosso propósito inicial é induzir a geração da ação livre de Maxwell a partir

de correções radiativas no setor fermiônico do modelo. Para calcular as correções

de um loop, nosso primeiro passo deve ser a obtenção do propagador fermiônico,

aqui designado por G(p) e dado por

G(p) =
i∂0 + iγi∂i∆ +m3

∂2
0 −∆3 −m6

. (5.4)

Sabendo que no espaço dos momentos i∂i → ki, quando a derivada atua nos

campos de calibre, e i∂i → pi, quando a derivação se dá nos espinores, G(p) pode

então ser escrito como

G(p) =
1

/p0
+ /pi(pjp

j)−m3
=
/p0

+ /pi(pjp
j) +m3

p2
0 + (pjpj)3 −m6

, (5.5)

conforme já apresentado anteriormente no caṕıtulo 4.

A partir dos termos de interação da lagrangiana calculamos os vértices

trilineares V l e V 0. Ao efetuarmos os produtos que descrevem a relação entre

fótons e férmions em (5.1), ignorando os termos de ordem superior a O(e2), dos

termos espaciais temos

V̄ ψ = γiγjγkVijkψ, (5.6)

sendo,

Vijk = ∂i∂jAkψ + ∂iAj(∂kψ) + Ai(∂j∂kψ). (5.7)

Ao contrairmos as matrizes de Dirac com os campos e derivadas, a equação (5.6)
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torna-se

V̄ ψ =e(∂i∂
iAk)γ

kψ + 2e(∂iAk)γ
k∂iψ + 2eAkγ

k(∂i∂
iψ) + e(∂iAj)γ

jγjγk(∂kψ)

+ eAjγ
iγjγk(∂i∂kψ),

(5.8)

com

(∂iAj)γ
jγjγk(∂kψ) = (∂iAj), (g

ijγk + gjkγi − gikγj − iεaijkγaγ5)(∂kψ)

= (∂jAj)γ
k(∂kψ) + (∂iA

k)γi(∂kψ)− (∂kAj)γ
j(∂kψ)

(5.9)

e

Ajγ
iγjγk(∂i∂kψ) = Ajγ

k(∂j∂kψ) + Ajγ
i(∂i∂

jψ)− Ajγj(∂k∂kψ),

= 2Ajγ
k(∂j∂kψ)− Ajγj(∂k∂kψ).

(5.10)

Logo, V̄ ψ será

V̄ ψ =e(∂i∂
iAk)γ

kψ + e(∂iAk)γ
k(∂iψ) + eAkγ

k(∂i∂
iψ) + e(∂jAj)γ

k(∂kψ)

+ e(∂iAk)γ
i(∂kψ) + 2eAjγ

k(∂j∂kψ).

(5.11)

Com isso, encontramos V̄ (p, k),

V̄ (p, k) = ek2
iAlγ

l+ekiAlγ
lpi+eAlγ

lp2
i +ek

iAiγ
lpl+ekiAlγ

ipl+2eAlγ
iplpi. (5.12)

A partir deste ponto, iremos computar as correções de um loop de segunda ordem

representadas pelo diagrama de polarização do vácuo, ou autoenergia do fóton,
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Figura 5.1: Representação diagramática das correções de segunda
ordem

= Π00 + Πl0 + Π0l + Πlm

Fonte: Autor, 2018.

Estas correções podem, conforme feito no caṕıtulo 4, ser todas obtidas atráves da

versão expandida da ação efetiva,

S
(l)
ef = iTr

∞∑
l=1

1

l

[
V0 + V̄

/p0
+ /pip

2
j −m3

]l
, (5.13)

com V̄ dado por (5.12), contendo a parte espacial do campo de calibre, e

V0 = eA0γ
0. (5.14)

Mais especificamente, as correções são computadas através dos termos de segunda

ordem de (5.13), aqui escritos em função do propagador G(p):

S
(2)
ef =iTr

{
G(p) /A0G(p) /A0 +G(p) /A0G(p)V lAl

+G(p)V l(p− k, k)AlG(p) /A0 +G(p)V l(p− k, k)AlG(p)V m(p− k, k)Am
}
.

(5.15)

O vértice V l(p − k, k) é obtido passando-se o campo Al para o final dos termos
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de V̄ (p, k) em (5.12):

V̄ (p, k) = ek2
i γ

lAl + ekiγ
l(pi − ki)Al + eγl(pi − ki)2Al

+ eklγi(pi − ki)Al + ekiγ
i(pl − kl)Al

+ 2eγi(pl − kl)(pi − ki)Al,

= V l(p− k, k)Al. (5.16)

De tal modo que, separando o campo de calibre, encontramos a expressão para o

vértice:

V l(p− k, k) = ek2
i γ

l + ekiγ
l(pi − ki) + eγl(pi − ki)2

+ eklγi(pi − ki) + ekiγ
i(pl − kl)

+ 2eγi(pl − kl)(pi − ki). (5.17)

Voltando para (5.15), usando

Ai,0Ai,0p
l = (pl − kl − k′l)Ai,0Ai,0

= plAi,0Ai,0,

(5.18)

com kl = −k′l, passamos desta vez os campos Ai,0 pelos propagadores G(p) e, após

efetuarmos o traço no espaço dos momentos, obtemos uma expressão integral para
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a ação efetiva,

S
(2)
ef =

ie2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p− k)γ0A0A0

+
ie2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)V l(p− k, k)G(p− k)V m(p, k)AlAm

+
ie2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p− k)V l(p, k)A0Al

+
ie2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)V l(p− k, k)G(p− k)γ0AlA0.

(5.19)

Por meio dos termos de auto-energia do fóton, a equação acima pode ainda ser

sintetizada da seguinte forma:

S
(2)
ef =

i

2

∫
d4xΠ00A0A0 +

i

2

∫
d4xΠlmAlAm+

i

2

∫
d4xΠ0lA0Al+

i

2

∫
d4xΠl0AlA0.

(5.20)

Nosso próximo passo é, por meio da equação (5.19), visando a indução

da ação de Maxwell, construirmos um termo cinético da forma de FµνF
µν , o que

explica o fato de a polarização do vácuo ser a única correção relevante para nosso

propósito, uma vez que o tadpole e as outras correções de ordens diferentes não

produzem contribuições quadráticas no momento externo. No entanto, uma vez

que estamos estudando um modelo não covariante, necessitamos obter separada-

mente as componentes F0lF
0l e FlmF

lm de FµνF
µν . Optamos então por iniciar os

cálculos com as componentes de F0lF
0l, a saber

∂lA0∂
lA0, ∂0Al∂

0Al, ∂0Al∂
lA0, ∂lA0∂

0Al. (5.21)
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A componente ∂lA0∂
0Al, associada a Π0l, é dada pela expressão

Ω(0l) =
e2

2
tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p− k)V l(p, k)A0Al, (5.22)

sendo o propagador transladado, G(p− k), tal que

G(p− k) =
1

(p0 − k0)γ0 + (pi − ki)γi(kj − pj)2 −m3
,

=
1

(p0 − k0)γ0 + (pi − ki)γi(k2
j − 2kjpj + p2

j)−m3
,

=
{
−k0γ

0 + piγ
i(−2pjk

j + k2
j )− kiγi(p2

j − 2pjk
j + k2

j )

+p0γ
0 + piγ

ik2
j −m3

}−1
,

=
1

p0γ0 + piγip2
j −m3 − λ

,

(5.23)

com

λ = k0γ
0 − piγi(−2pjk

j + k2
j ) + kiγ

i(p2
j − 2pjk

j + k2
j ). (5.24)

Deste modo, econtramos a equação para Ω(0l), dada por

Ω(0l) =
e2

2
tr

∫
d4p

(2π)4

1

/p0
+ /pi(pjp

j)−m3
γ0 1

p0γ0 + piγip2
j −m3 − λ

V l(p, k)A0Al,

(5.25)

retirada de (5.19). Para resolver Ω(0l), precisamos adotar alguns procedimentos,

sendo o primeiro deles expandir G(p− k) até a segunda ordem no parâmetro λ, o

que nos leva a

G(p− k) = G(p) +G(p)λG(p) +G(p)λG(p)λG(p) +O(p3), (5.26)
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e resulta em

Ω(0l) =
e2

2
tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p)V l(p, k)A0Al

+
e2

2
tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0 [G(p)λG(p)]V l(p, k)A0Al

+
e2

2
tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0 [G(p)λG(p)λG(p)]V l(p, k)A0Al +O(λ3).

(5.27)

Após isso, limitando-nos aos termos com dois momentos externos, conseguimos

separar Ω(0l) em três partes, i.e.,

Ω(0l) = Ω
(0l)
1 + Ω

(0l)
2 + Ω

(0l)
3 , (5.28)

com Ω
(0l)
1 sendo o termo de ordem zero em λ,

Ω
(0l)
1 =

e2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0G(p)k2

i γ
lA0Al, (5.29)

Ω
(0l)
2 contendo a parte do vértice V l dependente de k0 e ki,

Ω
(0l)
2 =

e2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0G(p)/k0G(p)

[
γlpik

i + pik
ikl + kiγ

ipl
]
A0Al,

(5.30)

e Ω
(0l)
3 englobando os termos restantes,

~Ω
(0l)
3 =

e2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0G(p)/k0G(p)(2/pipjk

j + /kip
2
j)G(p)

×
[
γlpip

i + 2γjplpj
]
A0Al.

(5.31)

Uma vez conhecidas estas três componentes, podemos então resolvê-las

isoladamente, diminuindo o grau de complexidade dos nossos cálculos. Começando
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por Ω
(0l)
1 , aplicando (5.5) em (5.29), chegamos a

Ω
(0l)
1 =

e2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4

1

(p2
0 + p6

i −m6)2

[
k2
im

3p2
i γ

0
/piγ

l + k2
im

3p2
i /piγ

0γl

+k2
i p

2
i /pγ

0
/pγ

l + k2
i /p0

γ0
/p0
γl + k2

i γ
0γlm6

]
A0Al.

(5.32)

Mas o traço do integrando acima é nulo. Logo

Ω
(0l)
1 = 0, (5.33)

e, portanto, esta componente não produz contribuição para o termo cinético. Para

Ω
(0l)
2 , após o cálculo do traço, com o procedimento de regularização dimensional,

temos

Ω
(0l)
2 =µ3−d e

2

2

∫
dp0d

dp

(2π)d+1

1

(p2
0 + p6

i −m6)3

[
12A0p

2
0k0~p

4Alk
l

+24A0p
2
0k0~p

2Alp
lpjk

j + 4m6A0k0~p
4Alk

l + 8m6A0k0~p
2Alp

lpkk
k

+4A0p
0~k10Alp

l + 8A0p
0~k8Alk

lkkp
k
]
.

(5.34)

Contudo, esta componente também não produz contribuição, sendo anulada com

a integração na parte espacial do momento. Dessa forma,

Ω
(0l)
2 = 0. (5.35)

A última componente ainda a ser calculada, Ω
(0l)
3 , dá-nos, após efetuarmos o traço
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e uma rotação de Wick,

Ω
(0l)
3 =− µ3−d e

2

2

∫
dp0d

dp

(2π)d+1

1

(−p2
0 − ~p6 −m6)4

[
−64ip2

0m
6k0A0~p

2plAl~p · ~k

−8ip2
0m

6k0A0~p
4klAl + 440ip2

0k0A
0~p8plAl~p · ~k − 64ip4

0k
0A0~p

2plAl~k · ~p

−8ik2
0p

0A0
~k10plAl − 8ip4

0k
0A0~p

4klAl − 72im6k0A0~p
8plAl~p · ~k

−72ik0A0~p
14plAl~p · ~k

]
.

(5.36)

Em seguida, utilizando coordenadas esféricas em d dimensões na parte espacial

dos momentos internos, realizamos a integração sobre as componentes temporais

do momento e encontramos

Ω
(0l)
3 =µ3−d 2πd/2

Γ
(
d
2

) e2

2

∫
drrd−1

(2π)d

[
−
k0A0r

10
(

1
m6+r6

)5/2
klAl

2d

+
4m6k0A0r

4
(

1
m6+r6

)5/2
klAl

d
+

1

2
k0A0r

10

(
1

m6 + r6

)5/2

klAl

+
1

2
m6k0A0r

4

(
1

m6 + r6

)5/2

klAl

]
.

(5.37)

Resolvendo por fim a integral em r, obtemos, já no espaço de Minkowski,

Ω
(0l)
3 =

ie2µ3−d21−dπ−
d
2
− 1

2md−5Γ
(

5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4

6

)
3Γ
(
d
2

+ 1
) (k0 · A0)(~k · ~A). (5.38)

Como esta é a única contribuição diferente de zero para ∂lA0∂
0Al, então

Ω(0l) = Ω
(0l)
3 . (5.39)
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A contribuição de ∂lA0∂
lA0, dada por Ω(00) e associada a Π00, é

Ω(00) =
e2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p− k)γ0A0A0. (5.40)

Desta vez, após o emprego da expansão (5.26), separamos a expressão em duas

partes,

Ω(00) = Ω
(00)
1 + Ω

(00)
2 , (5.41)

sendo a primeira delas, Ω
(00)
1 , independente de λ,

Ω
(00)
1 =

e2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0G(p)γ0A0A0 (5.42)

e a segunda, Ω
(00)
2 , contendo os termos restantes,

Ω
(00)
2 =

e2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4
G(p)γ0 [G(p) +G(p)λG(p) +G(p)λG(p)λG(p)] γ0A0A0.

(5.43)

Calculado o traço da parte sem momento externo (5.42), obtemos

Ω
(00)
1 =

e2

2

∫
dp0d

3p

(2π)4

1

(p2
0 + p6

i −m6)3

[
−4A2

0p
6
i − 4A2

0p
2
0 + 8(A0p0)2 + 4A2

0m
6
]
.

(5.44)

No espaço euclidiano, por meio de um processo semelhante ao descrito para Ω0l,

resolvemos a integral na parte temporal dos momentos chegando a

Ω
(00)
1 =µ3−d 2πd/2

Γ
(
d
2

) e2

2

∫
drrd−1

(2π)d

{
iA2

0

(
1

m6 + r6

)3/2 [(
−r2

)3
+ r6

]}
. (5.45)
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Esta integral é anulada pela soma dos termos entre colchetes. Portanto,

Ω
(00)
1 = 0. (5.46)

O segundo termo (5.43), uma vez calculado o traço, torna-se no espaço euclidiano,

já exlúıdos os objetos ı́mpares nos momentos de integração,

Ω
(00)
2 =e2µ3−d 2π d

2

Γ(d/2)

∫
dp0dr

(2π)d+1

rd−1

(−p2
0 − r6 −m6)4

[
40r16A2

0
~k2

d
+

216p2
0A

2
0r

10~k2

d

+
8m6A2

0r
10~k2

d
+

32p4
0A

2
0r

4~k2

d
− 32m12A2

0r
4~k2

d
+ 4p4

0A
2
0r

4~k2 − 4m12A2
0r

4~k2

−8m6r10A2
0
~k2 − 4A2

0r
16~k2

]
.

(5.47)

Resolvendo as integrações, encontramos a contribuição relativa a ∂lA0∂
lA0,

Ω
(00)
2 = −

iµ3−de221−dπ−d/2−1/2md−5Γ
(

5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4

6

)
3Γ
(
d
2

+ 1
) ~k2A2

0. (5.48)

Com isso, por (5.46) e (5.41),

Ω(00) = Ω
(00)
2 . (5.49)

As contribuições relativas a ∂0Al∂
0Al (Ω(ll)) e a ∂0Al∂

lA0 (Ω(l0)) foram

obtidas de maneira análoga àquelas cujos cálculos detalhamos acima. A correção

Ω(ll) é originada pelos termos com dois momentos temporais de

e2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)V l(p− k, k)G(p− k)V m(p, k)AlAm (5.50)
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e tem a seguinte forma:

Ω(ll) = −
iµ3−de221−dπ−d/2−1/2md−5Γ

(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4

6

)
3Γ
(
d
2

+ 1
) k2

0A
2
l . (5.51)

Já a correção Ω(l0) resulta de

e2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4
G(p)V l(p− k, k)G(p− k)γ0AlA0 (5.52)

e é dada pela expressão

Ω
(l0)
2 =

iµ3−de221−dπ−d/2−1/2md−5Γ
(

5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4

6

)
3Γ
(
d
2

+ 1
) (~k · ~A)(k0 · A0). (5.53)

Com os resultados (5.38), (5.48), (5.51) e (5.53), vemos que todas as contribuições

para F0lF0l têm um mesmo coeficiente finito. Este fato nos permite escrever então

a primeira componente do termo cinético como

ξ

2
F0lF0l = Ω(0l) + Ω(l0) + Ω(00) + Ω(ll), (5.54)

sendo

ξ = −
µ3−de222−dπ−d/2−1/2md−5Γ

(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4

6

)
3Γ
(
d
2

+ 1
) . (5.55)

A outra componente, FijFij, é, assim como Ω(ll), relacionada a Πlm e decor-

rente de (5.50). Contudo, ela é resultante dos termos com dois momentos externos

Instituto de F́ısica - UFAL
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espaciais e é expressa como

Ω
(lm)
2 = −

iµ3−de22−d(d− 2)(d+ 8)π−d/2−1/2md−1Γ
(

1
6
− d

6

)
Γ
(
d+2

6

)
9dΓ

(
d
2

)
×(klkm − ~k2glm)AlAm. (5.56)

Assim, podemos escrever a segunda componente do termo cinético como

Ω(lm) = −1

4
χm4FlmFlm, (5.57)

com

χ = −
e2µ3−d2−d+2(d− 2)(d+ 8)π−d/2−1/2md−5Γ

(
1
6
− d

6

)
Γ
(
d+2

6

)
9dΓ

(
d
2

) . (5.58)

Para conseguirmos igualar os coeficientes ξ e χ e, assim, montarmos a ação livre

de Maxwell, expandimos os coeficientes ξ e χ em torno de d = 3, uma vez que

estamos estudando um modelo quadridimensional,

ξ = −
e2Γ

(
1
3

)
Γ
(

7
6

)
9π5/2m2

, (5.59)

χ = −
11e2Γ

(
−1

3

)
Γ
(

5
6

)
27π5/2m2

, (5.60)

para em sequência reescalonarmos os momentos e campos de calibre:

kl → 1

χ
1
4

kl, (5.61a)

Al → 1

mχ
1
4

Al, (5.61b)
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A0 → mχ
1
4

(ξ + 1)
1
2

A0, (5.61c)

k0 → m2χ
1
4

(ξ + 1)
1
2

k0. (5.61d)

Note que, uma vez que ξ < 0, para que este escalonamento seja válido devemos

ter |ξ| < 1.

Levando-se em consideração o termo com F0iF
0i em (5.1), das correções

(5.54) e (5.57) temos:

−1

2
F0iF

0i + Ω(0l) + Ω(l0) + Ω(00) + Ω(ll) = −m
2

2
F0lF

0l (5.62)

e

Ω
(lm)
2 = −1

4
m2FlmF

lm. (5.63)

Com isto, conseguimos construir a partir da ação efetiva (5.19) o termo

SM =

∫
dx0d

3x

(
−m

2

2
F0lF

0l − 1

4
m2FlmF

lm

)
, (5.64)

SM =

∫
dx0d

3x

(
−m

2

4
FµνF

µν

)
, (5.65)

a chamada ação livre de Maxwell.

Este resultado mostra como a EDQ de Hořava-Lifshitz com expoente cŕıtico

z = 3 é capaz de induzir, através de correções quânticas de um loop, a ação livre

de Maxwell a partir do setor fermiônico da sua lagrangiana.
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5.3 Anomalia ABJ na EDQ de Hořava-Lifshitz

com z = 3

Nesta seção discutimos a possibilidade de surgimento da anomalia ABJ

na extensão de Hořava-Lifshitz da eletrodinâmica quântica, apresentada na Seção

5.2, mas com a inserção de um campo externo. Para isso utilizamos a lagrangiana

L = ψ̄[iD0γ
0 + (iDiγ

i)3 −m3 + /Bγ5]ψ. (5.66)

O diagrama de Feynman que descreve a anomalia no caso que estudamos aqui é

apresentado na Figura 5.2, onde a linha ondulada mais escura representa o campo

externo Bµ,

Figura 5.2: Forma geral da contribuição para a anomalia ABJ

Fonte: Autor, 2018.

O propagador fermiônico com a inserção do campo externo é descrito pela seguinte

expressão:

GB(p) =
1

p0γ0 + piγi(pj)2 −m3 − /Bγ5

,

= G(p) +G(p) /Bγ5G(p) + · · · , (5.67)
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com G(p) definido como em (5.5). Sua versão transladada é então escrita como

GB(p− k) =
1

(p0 − k0)γ0 + (pi − ki)γi(pj − kj)2 −m3 − /Bγ5

,

= G(p− k) +G(p− k) /Bγ5G(p− k) + · · · . (5.68)

Substuindo (5.26) na expressão acima, expressamos agora o propagador transla-

dado como

GB(p− k) = [G(p) +G(p)λG(p) + · · · ]

+ [G(p) +G(p)λG(p) + · · · ] /Bγ5 [G(p) +G(p)λG(p) + · · · ] ,
(5.69)

com λ dado por (5.24).

Conhecendo a expressão do propagador e os vértices (5.14) e (5.16), cons-

trúımos finalmente a ação efetiva de segunda ordem com a inserção do campo

externo

S
(2)
efB =

ie2

2
Tr

{
1

p0γ0 + piγi(pjpj)2 −m3 − /Bγ5

(A0γ
0 + V l(p− k, k)Al)

× 1

p0γ0 + piγi(pjpj)2 −m3 − /Bγ5

(A0γ
0 + V m(p− k, k)Am)

}
.

(5.70)

Ao passarmos os campos de calibre para o final da expressão e computarmos o

traço no espaço dos momentos, a ação efetiva assume a forma

S
(2)
efB =

ie2

2
tr

∫
dp0d

3p

(2π)4

[
GB(k)γ0GB(k − p)γ0A0A0

+GB(p)V l(p− k, k)GB(p− k)V m(p, k)AlAm

+GB(p)γ0GB(p− k)V l(p, k)A0Al +GB(p)V l(p− k, k)GB(p− k)γ0AlA0

]
,

(5.71)
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com o uso da identidade

A0V
l(p− k, k)Al = V l(p, k)A0Al. (5.72)

Note que, uma vez que nosso cálculo aqui equivale a avaliar o diagrama

triangular da Figura 5.2, interessam-nos somente os termos de S
(2)
efB que conte-

nham apenas três propagadores e um campo externo. Por esta razão, termos

dependentes de λ serão desprezados, permitindo-nos assumir

GB(p− k) ≈ G(p) +G(p) /Bγ5G(p). (5.73)

Com esta simplificação, encontramos as expressões das contribuições para o dia-

grama triangular que seguem

Π00 = ie2 tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p)(Biγ

i +B0γ
0)γ5G(p)γ0, (5.74)

Πlm = ie2 tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)V l(p− k, k)G(p)(Biγ

i +B0γ
0)γ5G(p)V m(p, k), (5.75)

Π0l = ie2 tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γ0G(p)(Biγ

i +B0γ
0)γ5G(p)V l(p− k, k), (5.76)

sabendo que Π0l = Πl0. Empregando um método já descrito em detalhes nos

caṕıtulos anteriores, resolvemos as integrais acima. Vemos, com isso, que todas

elas possuem traço nulo e, por conseguinte,

Π00 = Π0l = Πl0 = Πlm = 0. (5.77)

Este resultado, ainda que preliminar, indica-nos que os vértices de primeira ordem

em Ai,0 não produzem contruibuição para a anomalia ABJ na EDQ de Lifshitz

Instituto de F́ısica - UFAL



5 Anomalia ABJ na EDQ de Hořava-Lifshitz com z = 3 86

com z = 3, na presença do campo de fundo Bµ. Contudo, precisamos ainda

incorporar vértices de ordem mais alta para obter um resultado definitivo sobre

a ocorrência da anomalia no modelo em questão. Uma vez calculados todos os

vértices relevantes para o processo, esperamos confirmar as conclusões encontradas

em [97] e [112], onde se constatou a presença da anomalia ABJ em modelos com

férmions de Lifshitz (z = 3), resultados análogos aos dos casos relativ́ısticos.
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Caṕıtulo 6

CONSIDERAÇÕES FINAIS E

PERSPECTIVAS

No trabalho apresentado nesta tese, dedicamo-nos ao estudo de um tema

que tem ganhado bastante relevância nos últimos tempos, em especial na busca

por uma teoria capaz de complementar o Modelo Padrão, que é a formulação de

Hořava-Lifshitz para teorias quânticas de campos. A parte principal do nosso

trabalho se divide basicamente em duas etapas. A primeira delas consiste na

aplicação da proposta de espaço-tempo anisotrópico de Hořava em um modelo de

quatro férmions. Na segunda parte introduzimos a extensão de Hořava-Lifshitz

para a eletrodinâmica quântica. Em ambos os casos, buscamos avaliar algumas

das consequências nas teorias da realização de uma mudança tão drástica quanto

a modificação de uma estrutura f́ısica fundamental para a nossa descrição do uni-

verso como é o espaço-tempo. A escolha na primera parte do trabalho por um

modelo com interação fermiônica quártica se deu em razão do valor do papel que

estes desempenham como parametrizações de baixa energia para teorias funda-
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mentais, valor em grande parte relacionado com a sua versatilidade e o efeito

de dinâmica emergente, que fazem com que estes modelos sejam utilizados com

frequência para a explicação de diversos fenômenos em teorias quânticas de cam-

pos abelianas, não abelianas, na f́ısica da matéria condensada, entre outras áreas.

Já a opção subsequente pelo estudo da EDQ com expoente cŕıtico z = 3 foi feita

em virtude da centralidade da posição que esta teoria ocupa no Modelo Padrão

da F́ısica de Part́ıculas, juntamente com a pouca quantidade de estudos feitos

para este tema com este valor espećıfico de z, embora com ele tenhamos as mais

relevantes correções quânticas para a EDQ espinorial de Lifshitz, além da renor-

malizabilidade da gravitação em (3+1) dimensões.

Nosso estudo é iniciado com um primeiro caṕıtulo onde realizamos uma

breve descrição da sequência histórica do desenvolvimento de algumas das prin-

cipais teorias f́ısicas que fundamentam esta tese, com o propósito de localizar e

justificar a realização deste trabalho no contexto da f́ısica atual. Aliada a isso,

apresentamos uma explanação simplificada de alguns detalhes técnicos por trás

da motivação para a elaboração e a escolha de alguns dos modelos aqui estudados.

No caṕıtulo segundo tratamos da teoria de gravitação de Hořava, uma

proposta de gravitação quântica renormalizável perturbativamente, feita com base

na ideia de escalonamento de Lifshitz, que considera a existência de uma assimetria

entre tempo e espaço determinada por um expoente cŕıtico, pretendendo com

isso evitar o surgimento de campos fantasmas. Após uma introdução sobre o

modelo gravitacional, mostramos, através de um exemplo com campo escalar,

como o emprego deste escalonamento é capaz de diminuir o grau de divergência

de integrais de loop. Antes disso, mostramos ainda como o expoente z é capaz de

influir positivamente no comportamento UV e na renormalizabilidade de TQC’s.
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O caṕıtulo 3 é uma revisão sobre modelos de quatro férmions. Nele exibi-

mos uma visão geral sobre os modelos que estudam interações quárticas fermiônicas,

com algumas de suas caracteŕısticas básicas, discutindo brevemente alguns dos

seus principais exemplares, com enfoque especial para o modelo de Nambu-Jona-

Lasinio. Em seguida, no caṕıtulo quatro, o primeiro dos caṕıtulos principais do

trabalho, elaboramos uma versão com extensão de Hořava-Lifshitz de um mo-

delo de geração dinâmica do campo eletromagnético, que gerou a publicação [25].

Neste trabalho, calculamos correções quânticas de um loop para uma versão com

z ı́mpar genérico desta proposta de eletrodinâmica, uilizadas para análises dos

casos de z = 1 e z = 3. Por meio dessas correções, conseguimos identificar, com

z = 3, a ocorrência de uma violação dinâmica de simetria rotacional, apontada

pela presença de um potencial bumblebee, feito que ainda não havia sido regis-

trado em teorias do tipo Lifshitz. Além disso, no trabalho original, de J. Bjorken,

a violação espontânea de simetria foi conseguida apenas com a adição artificial de

termos extras na ação. Este resultado, a violação da simetria rotacional, indica a

possibilidade de aplicação do método de modelos bumblebee, com escalonamento

de Lifshitz, em análises de sistemas com comportamento cŕıtico, onde quebras de

simetrias espaciais podem ser relevantes. Ainda por meio de correções radiativas,

conseguimos induzir, neste mesmo modelo, o surgimento de um termo cinético

covariante para os campos auxiliares (termo de Maxwell), mas ao custo da eli-

minação da quebra espontânea de simetria. Isto revelou uma incompatiblidade

entre a quebra espontânea de simtria e a restauração perturbativa da covariância

de Lorentz, implicando que, neste modelo, ou existe um potencial com quebra de

simetria ou um termo de Maxwell covariante.

No caṕıtulo cinco, estudamos a eletrodinâmica quântica com a formulação
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de Hořava-Lifshitz, com expoente cŕıtico z = 3, utilizando para isso a expansão

derivativa, método ainda não empregado para este tipo de sistema. Este caṕıtulo

compõe a parte final dos caṕıtulos principais da tese e contém os cálculos das

correções radiativas (todas finitas) que utilizamos para induzir neste modelo, por

meio da obtenção da sua ação efetiva, a ação livre de Maxwell, a partir do setor

fermiônico da lagrangiana, bem como para discutirmos a possibilidade de surgi-

mento da anomalia ABJ, que mostramos não ter contribuição gerada pelos vértices

de primeira ordem nos campos de calibre.

No apêndice A, apresentamos um exemplo de cálculo da anomalia ABJ,

utilizando formalismo covariante, com o propóisto de facilitar a compreensão deste

tema, que, até então, nesta tese, só havia sido trabalhado no contexto de um

espaço-tempo anisotrópico.

Ao final do trabalho, no apêndice B, elaboramos um apêndice matemático

para tratar da questão da impossibilidade do uso de deslocamentos na variável

de integração, em integrais linearmente divergentes, e calculamos a contribuição

anômala para a identidade de Ward axial, tema do apêndice A.

Como perspectivas futuras temos a possibilidade de estender nossa análise

com a formulação de Hořava para outros aspectos do modelo de Bjorken de fótons

de Goldstone, como o cálculo da constante de estrutura fina, e, principalmente,

testar sua equivalência para várias ordens de perturbação com relação à eletro-

dinâmica quântica usual, atestada em [24] para o modelo relativ́ısitco. Podemos

também estudar a termodinâmica do modelo, levando em conta a presença de

temperatura nos cálculos, em uma análise com temperatura finita, buscando com-

preender os efeitos dessa consideração sobre as simetrias do sistema, com e sem

anisotropia de Lifshitz.
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Os estudos sobre a aplicação do escalonamento de Lifshitz na EDQ nos

oferecem também boas oportunidades futuras, como a generalização dos nossos

resultados para um valor ı́mpar genérico de z, e, em especial, a continuação dos

cálculos relativos à anomalia ABJ, já realizados em [18] para z = 2. Outro estudo

posśıvel é o das implicações de uma posśıvel alteração no vértice /Bγ5 provocada

pela anistropia de Lifshitz. E, além da possibilidade de desenvolvimento da ge-

neralização da EDQ de Hořava-Lifshitz, podemos prosseguir nosso trabalho para

testar o efeito da anisotropia no espaço-tempo sobre a renormalizabilidade desta

teoria.

Por fim, uma vez que conseguimos demonstrar a viabilidade da descrição

de teorias de Hořava-Lifshitz como modelos de bumblebee, esperamos que esta

abordagem seja generalizada para teorias mais complexas, como, por exemplo,

aquelas incluindo o acoplamento entre vetor e espinor no contexto da gravitação.

Ademais, desde que uma das principais motivações para teorias do tipo Lifshitz

reside na possibilidade da sua aplicação na descrição de fenômenos que envolvem

transições de fase e comportamento cŕıtico, esparamos que nossos resultados pos-

sam contribuir para futuras aplicações em estudos de matéria condensada, onde

a quebra espontânea de simetria é bastante importante.
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Apêndice A

IDENTIDADE DE WARD

ANÔMALA

Com a finalidade de explanar como se dá a identificação da anomalia ABJ,

apresentamos um exemplo de sua ocorrência através do cálculo do gráfico trian-

gular fermiônico, buscando verificar a preservação ou não da identidade de Ward,

que para estes fins pode ser tratada como uma confirmação da conservação de cor-

rente [113]. Calculamos os gráficos do triângulo de um loop fermiônico, com cor-

rentes vetorial-vetorial-axial (T µνλ) e vetorial-vetorial-pseudoescalar (T µν), com

massa e em (3+1) dimensões:

Figura A.1: Gráficos triangulares T µνλ e T µν

γλγ5

γµγνγν γν γµ

γ5
T µνλ :

T µν :

Fonte: Autor, 2018.
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A amplitude correspondente ao primeiro dos diagramas apresentados acima,

no espaço dos momentos, é calculada usando-se

T µνλ(p1, p2) = T µνλ1 (p1, p2) + T µνλ2 (p1, p2), (A.1)

com

T µνλ1 (p1, p2) = − tr

∫
d4k

(2π)4

1

/k −m
γλγ5

1

/k − /q −m
γν

1

/k − /p1
−m

γµ, (A.2)

sendo

T µνλ2 (p1, p2) = T νµλ1 (p2, p1) e q = p1 + p2. (A.3)

Onde usamos pµ1 e pν2 para os momentos vetoriais, e qλ para o axial. Para o

segundo gráfico temos

T µν(p1, p2) = T µν1 (p1, p2) + T µν2 (p1, p2), (A.4)

com

T µν1 (p1, p2) = − tr

∫
d4k

(2π)4

1

/k −m
γ5

1

/k − /q −m
γν

1

/k − /p1
−m

γµ (A.5)

e

T µν2 (p1, p2) = T νµ1 (p2, p1). (A.6)

Com o fim de verificarmos a preservação da identidade de Ward no sistema

em questão, devemos então observar se é ou não válida a equação

qαT
µνλ(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2). (A.7)
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Para isso, lançamos mão da identidade,

/qγ5 = γ5(/k − /q −m) + (/k −m)γ5 + 2mγ5. (A.8)

Através dela encontramos a seguinte relação entre (A.2) e (A.5),

qλT
µνλ(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2) +Rµν

1 +Rµν
2 , (A.9)

com

Rµν
1 = tr

∫
d4k

(2π)4

[
1

/k − /p2
−m

γ5γ
ν 1

/k − /q −m
γµ − 1

/k −m
γ5γ

ν 1

/k − /p1
−m

γµ

]
(A.10)

e

Rµν
2 = tr

∫
d4k

(2π)4

[
1

/k − /p1
−m

γ5γ
µ 1

/k − /q −m
γν − 1

/k −m
γ5γ

µ 1

/k − /p2
−m

γν

]
,

(A.11)

de modo que, semelhantemente ao que ocorre com os tensores T µνλ e T µν ,

Rµν
2 (p1, p2) = Rνµ

1 (p2, p1). (A.12)

Note que se deslocarmos os momentos k nas expressões dos termos de repouso

Rµν
1 e Rµν

2 por

k → k + p2 e k → k + p1, (A.13)

passamos a ter

Rµν
1 = Rµν

2 = 0 (A.14)
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e, em consequência disso, (A.9) torna-se

qλT
µνλ(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2), (A.15)

o que confirmaria a validade da identidade de Ward. No entanto, as integrais em

(A.10) e (A.11) são linearmente divergentes e por isso não podemos realizar des-

locamentos nas variáveis de integração (Apêndice B). Logo, os termos de repouso

contribuirão e assim a identidade de Ward não pode ser satisfeita, confirmando a

existência da anomalia ABJ no sistema estudado.
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Apêndice B

DESLOCAMENTO DE

VARIÁVEL EM INTEGRAL

LINEARMENTE DIVERGENTE

Para entendermos o problema do deslocamento na variável de integração

de uma integral linearmente divergente, consideramos o exemplo simples de uma

integral unidimensional, ∫ ∞
−∞

dxf(x). (B.1)

Ao realizarmos um deslocamento x → x + a e subtrairmos da nova integral a

integral (B.1), definimos a função

∆(a) =

∫ ∞
−∞

dxf(x+ a)−
∫ ∞
−∞

dxf(x), (B.2)

que é tal que

∆(a) = 0, (B.3)
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se o deslocamento em x não alterar (B.1). Mas, por outro lado,

∆(a) =

∫ ∞
−∞

dx[f(x+ a)− f(x)]

=

∫ ∞
−∞

dx

[
a
d

dx
f(x) +

a2

2!

d2

dx
f(x) + · · ·

]
= a [f(∞)− f(−∞)] +

a2

2!
[f ′(∞)− f ′(−∞)] + · · · (B.4)

Se a integral (B.1) for convergente, ou ao menos logaritimicamente divergente,

deve ser verdade que

f(±∞) = f ′(±∞) = f
′′
(±∞) = · · · = 0 (B.5)

e assim encontramos o resultado (B.3), provando com isso que o deslocamento

em x não modificou o resultado de (B.1). Se, entretanto, a integral (B.1) for

linearmente divergente, embora

f ′(±∞) = f
′′
(±∞) = · · · = 0, (B.6)

teremos agora

f(±∞) 6= 0. (B.7)

Isto tornará o resultado de (B.4) não nulo ao dar origem a um termo de superf́ıcie

∆(a) = a [f(∞)− f(−∞)] 6= 0, (B.8)

que comprova a inviabilidade do emprego de deslocamentos na variável de inte-

gração de integrais linearmente divergentes.
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Entendido o problema unidimensional, podemos agora generalizar este

exemplo para o caso de n dimensões, onde, no espaço euclidiano, a função ∆(a) é

∆(a) =

∫ ∞
−∞

dnx[f(x+ a)− f(x)]

=

∫ ∞
−∞

dnx [aµ∂µf(x) + aµaν∂µ∂νf(x) + · · · ] . (B.9)

Novamente, se a integral for linearmente divergente, teremos

f(±∞) 6= 0 e ∂µf(±∞) = ∂µ∂νf(±∞) = · · · = 0 (B.10)

e ∆(a) gerará um termo de superf́ıcie da forma

∆(a) = aµ lim
r→∞

rµ
r
Sn−1(r)f(r), (B.11)

obtido através do teorema de Gauss, após o uso de coordenadas esféricas gene-

ralizadas, com Sn−1(r) representando a superf́ıcie de um esfera (n-1)-dimensional

de raio r.

Para voltarmos ao problema dos termos de repouso do diagrama triangu-

lar, abordado na Seção 5.1, nos limitamos, a partir daqui, a um espaço (3+1)-

dimensional, onde a superf́ıcie esférica é dada por

S3(r) = 2π2r3 (B.12)

e a função (B.11)

∆(a) = i2π2aµrµr
2f(r), (B.13)

que torna-se imaginária por estar agora no espaço de Minkowski (x0 → ix0).
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Como é posśıvel notar em (A.10) e (A.11), os termos de repouso tem a forma

Rµν
1 =

∫ ∞
−∞

d4k

(2π)4
[f(k − p2)− f(k)] , (B.14)

Rµν
2 =

∫ ∞
−∞

d4k

(2π)4
[f(k − p1)− f(k)] . (B.15)

Isso nos permite aplicar (B.13) para resolver estas integrais. Assim, com um

deslocamento de aλ = −pλ2 , Rµν
1 torna-se

Rµν
1 = i2π2(−pλ2) lim

k→∞

k2kλ tr(/k +m)γ5γ
ν(/k − /p1

+m)γµ

(2π)4(k2 −m2) [(k − p1)2 −m2]
, (B.16)

que, efetuado o traço, nos dá

Rµν
1 =

1

2π2
εβναµp1αp2λ lim

k→∞

kλkβ
k2

= − 1

8π2
εµναβp1αp2β. (B.17)

Calculado da mesma forma que Rµν
1 , apenas com as trocas de p1 ↔ p2 e µ ↔ ν,

Rµν
2 é igual a Rµν

1 , i.e,

Rµν
2 = − 1

8π2
εµναβp1αp2β. (B.18)

Finalmente, aplicando (B.17) e (B.18) na expresão (A.9), obtemos

qλT
µνλ(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2)− 1

4π2
εµναβp1αp2β, (B.19)

a expressão da identidade de Ward anômala1, que indica a existência da anomalia

ABJ.

1Para um maior aprofundamento na questão indicamos o livro [114].
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 106
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