IIIlIIIlIII
arwmll UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

PROFMAT

DISSERTACAO DE MESTRADO

4 pd pd P4 }
>4> 2 W >4> >4’§
pd P P4

UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA RESOLVER
EQUACOES DO SEGUNDO E TERCEIRO GRAUS NO
CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

<

pd Pd Ppd Pd P P

>«
2 Wa

ADRIANO ARAUJO COSTA

V ’ Maceié, Abril de 2013 At‘

Instituto de Matematica P R O F M AT

pd Ppd Pd P

4 P

4 pd P



ADRIANO ARAUJO COSTA

UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA RESOLVER EQUACOES DO SEGUNDO E
TERCEIRO GRAUS NO CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

Dissertagao apresentada ao Programa de
Mestrado Profissional em Matemética em
Rede Nacional, coordenado pela Sociedade
Brasileira de Matematica, ofertado pelo
Instituto de Matematica da Universidade
Federal de Alagoas, como requisito par-
cial para obtencao do grau de mestre em

matematica.

Orientador:

Prof. Dr. Amauri da Silva Barros

MACEIO, AL
2013



Catalogacéo na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Fabiana Camargo dos Santos

C837s

Costa, Adriano Aradjo.
Uma sequéncia didatica para resolver equacdes do segundo e terceiro graus

no conjunto dos nimeros racionais / Adriano Araujo Costa. — 2013.
103 f. :il.
Orientador: Amauri da Silva Barros.

Dissertacdo (Mestrado profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Universidade Federal de Alagoas. Instituto de Matematica. Macei6, 2013.

Bibliografia: f. 100-101.
Apéndices: f. 102-103.

1. Equagdes. 2. Material concreto — Didética. 3. Sequéncia didética. 4.
Material dourado. I. Titulo.

CDU: 51:371.695




Universidade Federal de Alagoas

Instituto de BfIa,tematma

Uma sequencia diddatica para resolver equacoes
do segundo e terceiro graus no conjunto dos
NUIMeros racionais

Adriano Araijo Costa

Trabalho de Conclusao de Curso
apresentado ao Programa de Mestrado
Proflissional em Matematica em Rede Na-
cional, coordenado pela Sociedade Brasileira
de Matemadtica, ofertado pelo Instituto
de Matematica da Universidade Federal
de Alagoas, como requisito parcial para
obtencao do grau de mestre em matemdtica.

Banca Examinadora.

%@a Bories
/ Amauri da Silva Barros (Orientador - UFAL)

3 Wu%i&«d\

Prof. Dr. Ediel Azevedo Guerra (UFAL)

Kz’

Prof. Dr. Victor Auguhto Giraldo (UFRJ)




Aos meus pais, José Maria (em memdria) e Irani,
a minha esposa, Luciana, e minhas filhas, Sophia

e Julia, dedico esta grande conquista.



AGRADECIMENTOS

A Deus, que me sustentou diante das dificuldades.

A minha esposa, Luciana, e filhas, Sophia e Jilia, pelo apoio e compreensao du-

rante todo o curso.

A minha mae Irani por acreditar sempre em meu potencial.

Aos meus familiares que me incentivaram e compreenderam a minha auséncia du-

rante essa caminhada.

Ao Prof. Dr. Amauri Barros, pela sua amizade, pelo seu incentivo e pela confianca

despendida a mim.

Ao Prof. Dr. Fernando Micena, pelo seu comprometimento, dedicacao e entusi-

asmo na busca de uma aula que possa complementar nossos conhecimentos.

Aos professores do Instituto de Matemaética que fazem parte do programa PROF-

MAT, que de forma direta ou indireta contribuiram para minha formagao.

Aos amigos e colegas que fazem parte da primeira turma do PROFMAT pelo apoio,

incentivo e estudos que realizamos durante todo o curso.

A CAPES pelo suporte financeiro que recebi ao longo de todo o curso de mestrado.



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma nova proposta metodolégica, baseada
na teoria construtivista e na pedagogia montessoriana, para que os alunos, a partir do 8°
ano do ensino fundamental, possam resolver equacoes do segundo e terceiro graus cujas
raizes pertencem ao conjunto dos ntiimeros racionais através da construcao de retangulos
e paralelepipedos utilizando o material dourado. Para isso, faremos algumas adaptacoes
ao material dourado e iremos dividir as equagoes do segundo e terceiro graus em varios
tipos de acordo com os sinais dos seus coeficientes. Nossa perspectiva é que a proposta
apresentada possa contribuir no processo de ensino aprendizagem deste tema que é tao
importante para a vida escolar dos nossos alunos.

Palavras-chave: Equacao. Material Concreto. Sequéncia Didéatica. Material Dourado



ABSTRACT

This paper aims at present a new methodological proposal based on constructivist theory
and Montessori pedagogy for students from the 8th grade of elementary school which will
be able to solve equations of second and third degree whose roots belong to the set of
rational numbers by constructing parallelepiped rectangles and using the golden material.
Hence, we will adapt the golden material and we will divide the equations of the second
and third degrees in various types according to the signs of their coefficients. Our pers-
pective is that this work will be able to contribute to the teaching and learning process
of the subject that is so important to the school life of our students.

Key words: Equation. Concrete Material. Instructional Sequence. Golden Material
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1 INTRODUCAO

Equagoes algébricas é um dos conteidos matematicos que desperta bastante in-
teresse no mundo académico devido a sua importancia e aplicabilidade tanto em outros
conteiudos matematicos, como em outras ciéncias e até mesmo para resolver problemas do

nosso cotidiano.

O primeiro contato que o aluno tem com uma equacao da forma que ela é escrita
hoje ocorre no 7° ano do ensino fundamental com as equagoes de primeiro grau, depois no
9° ano sao apresentadas a ele as equacoes do segundo grau e as equacoes de quarto grau,
apenas as equacoes biquadradas, e por fim na 3* série do ensino médio o aluno reconhece

e soluciona uma equacao algébrica ou polinomial agora podendo ser de qualquer grau.

As dificuldades apresentadas pelos alunos na compreensao das expressoes algébricas
e as dificuldades para resolver as equacoes foram resumidas pelo pesquisador americano

James Fey (1990) da seguinte forma:

Na matematica escolar atual os estudantes empregam um tempo enorme em
tarefas envolvendo variaveis, enquanto nomes literais para ntimeros desconhe-
cidos, e com equagoes e inequagoes, que impoem condig¢oes nesses numeros. O
ensino de dlgebra enfatiza demais os procedimentos formais de transformacao
de expressoes simbdlicas e resolucao de equacoes que buscam determinar o

valor desconhecido de variaveis.

Na teoria, o aluno deveria saber resolver uma equacao de primeiro ou segundo
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grau durante todo o ensino médio porque ele s6 tera contato com as equacoes de grau
maior do que ou igual a 3 na ultima série do ensino médio. Aqui vale destacar, pelo
menos na teoria, que o aluno pode resolver equacoes de grau maior do que ou igual a 3 se
nela for possivel aplicar regras de fatoracao estudadas no 8° ano do ensino fundamental.
Na prética, principalmente em escolas publicas, encontramos alunos no ensino médio com
imensa dificuldade em trabalhar com expressoes algébricas e resolver equagoes do segundo
grau, dificultando ao professor trabalhar os conteidos do ensino médio e ao préprio aluno

compreender conceitos relativamente simples.

O que ocorre na realidade é como se ele nunca tivesse estudado tal contetdo ou
uma coisa que aconteceu num passado muito remoto e ele lembra vagamente dos conceitos
estudados, apesar de todo o tempo despendido no ensino fundamental para esse tema.
Essas dificuldades podem estar associadas a forma que esses contetidos sao mecanicamente
lecionados, cheios de regras e detalhes que acabam limitando o pensamento do aluno. Os
alunos, por exemplo, quando se deparam com uma equacao do 2° grau lembram que a

sua solugao depende apenas de uma tnica formula.

Segundo Nobre (2006), o primeiro indicio do uso de uma equagao foi constatado
em um documento do antigo Egito chamado de Papiro de Rhind, aproximadamente 1650
a.C., que também recebe o nome de Papiro de Ahmes. Desde entao as equagoes passaram
a ter um papel muito importante no desenvolvimento dos estudos matematicos. No final
do século XVI, quando as equagoes passaram a ser escritas utilizando simbolos e letras
foi possivel encontrar formulas resolutivas para algumas equacoes, que durante todo esse
tempo ainda foi motivo de duelos entre varios matematicos. Um desses duelos ocorreu
em 1547 e 1548 entre Fiore e Tartaglia, que foi motivado pela descoberta da férmula para
resolucao das equacoes de terceiro grau. Mais tarde, Evariste Galois estudou as equagoes
de grau maior ou igual a cinco e descobriu que estas nao podiam ser resolvidas através de

uma férmula envolvendo os seus coeficientes.

No capitulo 2 deste trabalho apresentaremos como povos antigos resolviam pro-
blemas que hoje podemos interpretar como equacoes do segundo grau e como ocorreu o

desenvolvimento destas resolugoes até a atual forma que resolvemos esse tipo de equacao,
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chamada por alguns autores brasileiros, por motivos desconhecidos, a partir dos anos
60 como férmula de Bhaskara segundo Nobre (2006). Além disso, apresentaremos ainda

neste capitulo a férmula resolutiva para equagoes de terceiro grau.

No capitulo 3 faremos a fundamentacao tedrica da proposta que apresentaremos
nesse trabalho que tera por base o construtivismo, teoria desenvolvida a partir das ex-
periéncias do bidlogo Jean Piaget que constatou que o conhecimento de uma crianca esta
diretamente ligado a interacao entre ela e o meio onde vive. E o método montessoriano
criado pela médica e pedagoga italiana Maria Montessori. Veremos que seu método era

composto por varias atividades motoras e sensorias.

No capitulo 4, apresentaremos a nossa proposta para resolver as equagoes a partir
de um material concreto e os argumentos matematicos que validam o método que estare-

mos propondo.

A sequéncia didatica que estamos propondo nesse trabalho serd apresentada e de-
senvolvida no capitulo 5, onde apresentaremos o material concreto que iremos utilizar para
resolver as equacoes. Como representaremos a equacao a partir dele e como manipular o

material para obter a resolugao das equacoes de segundo e terceiro graus.

No capitulo 6 faremos as consideragoes finais onde serao apresentadas as dificul-

dades e as propostas para aplicacao do método.
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2 A RESOLUCAO DAS EQUACOES DO SEGUNDO E TERCEIRO GRAUS:
ALGUNS ASPECTOS HISTORICOS

Neste capitulo, apresentaremos alguns aspectos histéricos relacionados as equacoes
do segundo e terceiro graus, como algumas civilizagoes antigas resolviam problemas que
hoje podemos interpretar como equacoes do segundo grau e a importancia da repre-
sentacao geométrica para obter ou demonstrar procedimentos para resolver esses tipos de

equagcoes.

2.1 Histéria das equagoes do segundo grau

A historia da matematica pode ser usada como um fator motivacional despertando
a curiosidade dos alunos na aprendizagem de matematica. Além disso, podemos através
dela conhecer a origem de ideias, quem as criou e como essas ideias foram desenvolvidas.

Desta forma, podemos compreender melhor termos e formulas que utilizamos hoje.

Através da histéria da matematica podemos constatar que a matemaética utilizada
por civilizagoes mais antigas era muito pratica e estava sempre associada a problemas do

cotidiano.

Boa parte do material deixado por algumas dessas civilizagoes foram destruidos por
catastrofes naturais, ou por guerras, ou por vandalos ou até mesmo pela acao do tempo.
Por exemplo, os Chineses e os Indianos utilizavam casca de arvore ou o bambu para fazer

suas anotacoes, os Egipcios utilizavam o papiro que dependendo da regiao duravam por
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muito tempo e os Babilonios utilizavam placas de barro mole que depois eram colocadas

ao sol para endurecer tornando-se assim mais resistentes.

Os registros deixados por algumas dessas civilizagoes sao as principais referéncias
para muitos dos fatos narrados na historia da matemética. Sao manuscritos, datados
de antes da era crista, escritos por matematicos daquela época que apresentavam varios
problemas e suas solucoes. A partir deles vamos constatar que algumas dessas civilizagoes

ja estudavam e apresentavam métodos para resolugao de equacoes do segundo grau.

Uma dessas referéncias é a tabua BM13901 do periodo da antiga Babilonia que

apresentava dois problemas que nos remetiam a um sistema de equagoes do segundo grau.

Figura 2.1: Tabua BM13901.

Fonte: Roque; Carvalho 2012

Na China podemos destacar o texto Nove Capitulos da Arte Matemdtica de um
autor desconhecido, datado do século Il antes da era crista, que apresentava exercicios

envolvendo equagoes do segundo grau.

Na India podemos destacar o manuscrito de Bhaskara que apresentava em seus

versos problemas de varios assuntos entre eles a equacao do segundo grau.
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Pensando na proposta que iremos apresentar no capitulo 4 dessa dissertacao apre-

sentaremos alguns problemas e suas respectivas solugoes apresentadas por alguns matema-

ticos de acordo com sua origem.

2.1.1 Resolucao pelos Egipcios

O conhecimento que temos hoje da matematica praticada pela civilizacao Egipcia
se da pela descoberta e manutencao de alguns papiros deixados por essa civilizagao e
que resistiram a acao do tempo. Esse conhecimento esté registrado no Papiro de Rhind
(escrito por volta de 1650 antes da era crista), que apresentava 85 problemas, no Papiro
de Moscou (escrito por volta de 1850 antes da era crista), que apresentava 25 problemas,
no Papiro de Berlim (escrito por volta de 1800 antes da era crista) e no Papiro de Kahun
(escrito por volta de 1800 antes da era cristd), este ultimo apresentava em um de seus

fragmentos o calculo da raiz quadrada.

Figura 2.2: Papiro de Rhind.
. e

Fonte: Roque; Carvalho 2012
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Figura 2.3: Papiro de Moscou.
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Fonte: Roque; Carvalho 2012

Figura 2.4: Papiro de Kahun.

Fonte: Roque; Carvalho 2012

Fonte: Roque; Carvalho 2012

Segundo Boyer ([10] pag. 16), os conhecimentos apresentados nos papiros eram
de ordem pratica. Até o presente momento nao foram encontrados fatos evidentes que
comprovem que os antigos egipcios tenham desenvolvido algum estudo sobre a resolucao

de uma equagao do segundo grau. Mas, no papiro de Berlim foram encontrados dois pro-
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blemas envolvendo um sistema de equacoes no qual uma seria do segundo grau. Vejamos

um desses problemas:

“E te dito ... a rea de um quadrado de 100 [cibitos quadréticos] é igual
a de dois quadrados mais pequenos. O lado de um dos quadrados é % + }1

o lado do outro. Diz-me quais sao os lados dos dois quadrados desconhecidos.”

A solucao deste problema usando uma simbologia atual & a seguinte:

Sendo x e y as medidas dos lados dos quadrados. Assim, obtemos o seguinte sistema:

2?4 y* = 100
4o = 3y

Note que a primeira equagao do sistema é satisfeita se admitirmos que x e y valem, res-

pectivamente, 3 e 4. Substituindo esses valores na equacao obtemos:

22+ P =32 +42=9+16 = 25.

Agora multiplicando a equagao acima por 4, obtemos a soma dos quadrados igual a 100.

Assim:
2 2 2 92 2 42 =2:3=6
4 +4y* =27-3°42°-4° =100 =
y=2-4=38
Como,
do=4-6=24
= 4z = 3y.
3y=3-8=24

Note que os novos valores calculados para x e y satisfazem agora as equacoes 1 e 2 do

sistema.

Portanto, os lados dos quadrados desconhecidos medem 6 e 8.
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Essa regra foi denominada como regra da falsa posicao, pois nesse caso encon-
tramos uma solucao particular para equacao do segundo grau e através dela calculamos
a solugao para o sistema dado conforme vimos. Os Egipcios utilizavam a regra da falsa
posicao também para resolver equacoes do primeiro grau. O nome dado a regra causa

tanta estranheza que Humphey Baker (1568) escreveu a seguinte frase:

“A regra de falsidade é assim chamada, nao porque ela ensine qualquer fraude
ou falsidade, mas porque, por nimeros de meios tomados a sorte, ensina a

encontrar o numero verdadeiro que ¢é o pedido. (Smith (1925)).”

2.1.2 Resolucgao pelos Babilonios

Diferente dos egipcios que utilizavam papiros para fazer os registros matematicos
da época, os babilonios faziam tais registros em pedras de argila mole que depois eram
cozidos ao sol. Por isso, existem mais documentos que comprovam que o povo babilonico
estudou e desenvolveu um procedimento algébrico para resolver uma equagao do segundo

grau.

Um desses principais documentos ¢ o tablete YBC 7289 no qual é apresentada uma
boa aproximacao da raiz quadrada de 2, que é a solucao positiva da equagao do segundo
grau 2 = a. Para isso eles utilizavam uma tabela de quadrados pela qual era possivel

fazer o enquadramento da raiz procurada.

Figura 2.6: Tablete YBC 7289.

Fonte: Roque; Carvalho 2012
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Mas, segundo Katz ([11], p. 28) os Babilonios também resolviam equagoes do se-

gundo grau do tipo Ax? + Bx = O, tais procedimentos de resolucao eram apresentados

como uma “receita matemadatica”.

Segundo Roque (2012) ao longo de muito tempo acreditava-se que essas “receitas”

determinavam que os babilonios utilizavam procedimentos algébricos para resolver tais

equacoes, entretanto eles relatam que trabalhos de historiadores mais recentes poderiam

tornar plausivel que os babilonios utilizavam raciocinios geométricos para resolver tais

equagcoes.

Nosso objetivo é apresentar a resolucao descrita pelos babilonios, entao nao en-

traremos no mérito da discussao se a mesma é algébrica ou geométrica. Dessa forma,

iremos apenas descrever tal procedimento utilizando uma linguagem atual.

Para resolucao da equacao Az?+Bx = C, temos o seguinte procedimento algébrico:

e 1° passo:

e 2° passo:

e 3° passo:

e 4° passo:

e 5° passo:

e (° passo:

e 7° passo:

e &° passo:

e 9° passo

Multiplique A por C (Obtendo AC);

Encontre metade de B (Obtendo £);

Multiplique £ por £ (Obtendo (%)2);

Adicione AC a (g)2 (Obtendo (%)2 + AC);

A raiz quadrada é (Obtendo 4/ (%)2 + AC);

Subtraia & da raiz obtida (Obtendo (%)2 + AC - 5);
Tome o reciproco de A (Obtendo %);

Multiplique por % para obter o lado do quadrado;

O lado do quadrado ¢ ( (%)2 + AC — g) X %.

Observacao: Na época nao eram reconhecidos termos negativos, entdao a equacao Ax? +

Bx = C poderia ser escrita de modo a tornar todos os niimeros positivos. Assim a receita
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descrita acima sofreria algumas modificagoes.

2.1.3 Resolucgao pelos Gregos

A civilizacao grega acabou dando um tratamento geométrico as equacoes do se-
gundo grau, pois eles buscavam entender melhor a posicao do homem em relacao ao

universo e através da matematica eles poderiam ordenar as ideias de forma racional.

Nesse sentido, varios gregos alcancaram uma posicao de destaque Euclides, Pitagoras,

Thales de Mileto, Diofanto de Alexandria, entre outros.

A obra “Os Elementos” de Euclides, considerada como uma obra magnifica por
muitos, era composta por 13 livros, onde ele apresentava varias demonstracoes da re-

solugao de uma equacgao utilizando construgoes geométricas.

Em seu segundo livro apresenta, por exemplo, a proposicao 11 que diz:

“Dividir um segmento de reta dada de maneira que o retangulo determinado

pelo todo e por uma das partes seja o quadrado sobre a outra parte”.

Vamos descrever o processo utilizado pelos gregos usando uma simbologia atual.
De acordo com a proposi¢ao enunciada e considerando o segmento AB = a dado, o ob-
jetivo é encontrar um ponto H neste segmento de modo que (AB) - (HB) = (AH)?. Ou

seja, se AB =a e AH = x temos:

2 2

a-(a—x)=12%ousejaa® = z% + ax.

Com isso Euclides mostra em seu livro a resolucao geométrica da equagao de 2°

grau do tipo a? = 2% + ax.

A igualdade acima é obtida através da aplicacao direta do teorema de Pitagoras.
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Dada a equacao 22 + pz = ¢, note que se podemos construir um triangulo de lados

x+ 5, 5 e /q obtemos a equacao desejada. Assim, temos que:

Logo, para resolver a equagao basta:

e 1° passo: Calcular a raiz quadrada de ’;12 +q;

e 2° passo: Da raiz obtida acima subtrair £;

, 2
e 3° passo: o valor de z é /5 +q — 5.

Outro matematico grego que merece destaque é Diofanto de Alexandria que é au-
tor da obra composta por 13 livros chamada Aritmética. Nessa obra, Diofanto apresenta

varios problemas envolvendo equacoes de varios graus, principalmente do 1° e 2° graus.

2.14 Resolucao pelos Hindus

Bhramagupta (598-665) matematico e astronomo realizou um estudo mais com-
pleto sobre equagoes algébricas. Segundo Pitombeira (2004) o procedimento de resolugao

apresentado por ele é correspondente a férmula que utilizamos atualmente.

Segundo Nobre (2003), a solugdao dada por Bhramagupta & equagao az?® + bz = d,

utilizando uma simbologia atual, foi:

e 1° passo: A soma multiplicada pelo coeficiente do quadrado, vocé adiciona o quadrado

da metade do coeficiente da incognita;

b 2
2=q-d -] .
X a +<2)
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e 2° passo: Em seguida toma a raiz quadrada;

e 3° passo: A metade do coeficiente da incégnita é subtraida;

[ 2
x = a-d+(g) —g.

e 4° passo: E finalmente divide pelo coeficiente do quadrado;

Jad+ G-
r = .
a

Efetuando algumas operacoes na equagao obtida acima, temos que:

Vdad +b> —b

2a

“FE interessante observar que, ja nessa época, havia plena consciéncia de que
) )
numeros negativos nao sao quadrados, e de que o numero de raizes de uma
b
equacao de 2° grau pode ser 0, 1 e 2. Bhramagupta afirma que o quadrado de

negativo e de positivo é positivo e de zero é zero.” (Carvalho (2004))

A férmula que utilizamos hoje, que no Brasil é chamada inadequadamente de
formula de Bhaskara, para resolver uma equacao do segundo grau foi enunciada pela
primeira vez por Sridhara (850-950) em um de seus trabalhos, mas os manuscritos deixa-

dos por ele acabaram nao sendo preservados. Bhaskara II e outros citam o procedimento:

“Multiplique ambos os lados da equacao por uma quantidade igual a quatro
vezes o coeficiente do quadrado da incégnita; adicione a ambos os lados uma

quantidade igual ao quadrado do coeficiente da incognita entao extraia a raiz

quadrada.” (Carvalho (2004))
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Vamos utilizar o processo descrito acima considerando a equacao az? + bx = c.

e 1° passo: Multiplicando ambos os membros por 4a, obtemos:

4a’z? + dabx = dac.

e 2° passo: Adicionando a ambos os membros o quadrado do coeficiente da quantidade

desconhecida:

4a*x* + 4abx + b* = b* + dac = (2ax + b)* = b* + 4ac.

e 3° passo: Extraindo a raiz quadrada, temos que:

2ax + b = Vb? + 4dac.

Obtendo uma equagao do primeiro grau cuja solugao era conhecida.

2.1.5 Resolugao pelos Arabes

Durante o século VIII, com o fortalecimento do império islamico, a civilizacao
arabe passou a se interessar por varias areas das ciéncias entre elas a matemadtica. Os
califas Al-Mansur (754 - 775), Harum Al-Rachid (786 - 809) e Al-Mamum (813 - 833) sao
considerados patronos da cultura abéssida, durante os seus reinados muitos dos escritos
deixados por civilizagoes mais antigas foram traduzidos. Além disso, Al-Mansur fundou
uma biblioteca cujo acervo continha varios manuscritos de civilizagoes anteriores. Ja Al-

Mamum fundou em Bagd4 uma academia chamada de “Casa da Sabedoria”.

Assim os arabes conseguiram traduzir as obras mais importantes deixadas por Eu-
clides, Arquimedes, Apolonio, Herao, Ptolomeu e Diofanto. Com isso, os drabes obtiveram
um maior conhecimento da matematica grega e puderam avancar em varias outras areas

entre elas a trigonometria e as equagoes algébricas.
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Dentre os matematicos arabes que contribuiram para esses avancos destacamos

Al-Khowarizmi, Tabit Bem Qurra e Omar Khayyam.

O matemaético arabe de maior importancia foi Mohamed-ibn-Musa Al-Khowarizmi.
Ele viveu entre 780 e 850, foi membro da Casa da Sabedoria, entre 813 e 833 escreveu o
livro “Al Kitab al-muhtasar fi hisab al-jabr wa al-mugabala” cuja traducao ao pé da letra
seria “Breve tratado sobre o calculo de restauragao e comparacao”. Mais tarde, essa obra
foi traduzida como “Ciéncias das Equacoes”, onde “jabr” significa somar termos iguais
a ambos os membros de uma equacao e “muqgabala” significa subtrair termos a ambos
os membros de uma equacgao. O principal objetivo dessas operacoes era eliminar termos
negativos de um dos membros da equacgao, pois os nimeros negativos ainda eram de dificil

aceitacao.
Foi a partir da operagao al-jabr que, no século XIV, surgiu a palavra algebra. As
palavras algoritmo e algarismo tém sua origem a partir do nome Al-Khowarizmi. Por isso,

Al-Khowarizmi é considerado o “Pai da Algebra”.

Al-Khowarizmi apresenta em sua obra regras para resolucao de equacoes do primeiro

e do segundo grau, ele dividiu essas equacoes em seis tipos:

1° tipo: Quadrados iguais a rafzes: ax? = bx.

2° tipo: Quadrados iguais a ntimeros: ax? = c.

3° tipo: Raizes iguais a nimeros: bxr = c.

4° tipo: Quadrados mais raizes iguais a ntimeros: ax? + bx = c.

5° tipo: Quadrados mais nimeros iguais a raizes: az® + ¢ = bx.

6° tipo: Raizes mais nimeros iguais a quadrados: bx + ¢ = az?.



29

Essa divisao se deve ao fato de que todos os coeficientes deveriam ser positivos.
Segundo Roque (2012), Al-Khowarizmi possuia uma regra para cada tipo de equacao que

eram demonstradas por resultados obtidos no livro Os Elementos de Euclides.

Em sua obra Al-Khowarizmi trabalhava cada tipo de equacao a partir de exemplos.

Vejamos um exemplo:

“um mal e dez jidhr igualam trinta e nove denares.” (Roque (2012))

Escrevendo numa linguagem atual teriamos uma equacao do tipo 4 dada por

x? + 102z = 309.

A regra de resolugao descrita por Al-Khowarizmi foi:

“tome a metade da quantidade de jidhr; multiplique estd quantidade por si
mesma; some no resultado os adad; extraia a raiz quadrada do resultado;

subtraia deste resultado a metade dos Jidhr, encontrando a solugao.” (Roque

(2012))

Vejamos a solugao na forma numérica:

10 10
?:5:>5-5:25:>25+39:64:>v64:8:>8—?:8—5:3.

Encontrando o nimero 3 como solugao da equacao.

Escrevendo esse procedimento numa forma algébrica atual, temos que:
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Essa regra foi justificada geometricamente por Al-Khowarizmi. Iremos descrever
abaixo todo o procedimento utilizado por ele usando uma simbologia que utilizamos atu-

almente.

1° passo: Considere um quadrado de lado z e drea igual a x°.

Figura 2.7: Quadrado de lado x.

X

Fonte: Autor 2013

2° passo: Some ao quadrado dois retangulos iguais cujos lados medem % ex.

Figura 2.8: Poligono com area c.
b

X 2

b | S

X

Fonte: Autor 2013

3° passo: Obtendo uma figura cuja area é igual a c.



31

4° passo: Completando a figura com um quadrado de lado g e area (3)2, iremos obter um

quadrado cuja area ¢ igual a (%)2 +c.

Figura 2.9: Quadrado de lado (x + g)

b
X 2
X X
b b
2 42
; b
2
Fonte: Autor 2013
5° passo: Assim, temos que (x + %)2 = (3)2 + c. Portanto, z = (3)2 +c— g

2.1.6 Resolucao pelos Europeus

Até o século XII, a matematica na Europa tinha um nivel de desenvolvimento
muito baixo. Foi neste século, com o surgimento das cidades comerciais na Italia, que
comerciantes passaram a visitar com mais frequéncia o Oriente e desta forma levando o
conhecimento arabe para Furopa. Obras como as de Al-Khowarizmi sao traduzidas do

arabe para o latim.

Um desses comerciantes que devemos destacar foi Leonardo de Pisa (1170 — 1250),
que ficou mais conhecido como Leonardo Fibonacci, era um italiano que tinha conheci-
mento das linguas arabe e grega. Apos regressar de uma viagem ao oriente, escreveu a
sua principal obra Liber abbaci (1202) cujo conteudo apresentava parte da aritmética e
algebra da civilizacao. Um das principais caracteristicas dessa obra é a introducao do

sistema de numeragao hindu-arabico, que seria o marco para o avan¢o da matematica.

Na sua obra, Fibonacci além de estudar as equacoes de Al-Khowarizmi, ele também
apresenta exemplos préprios onde ele ja passa a considerar nimeros negativos, o zero e

numeros irracionais.
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A partir de meados do século XV, as atividades cientificas e culturais comecam a se
desenvolver na Europa. Foi durante o periodo renascentista da Europa, que se destacou o
francés Frangois Viete (1540-1603), um advogado, mas que durante o seu lazer dedicava-
se a Matematica. Contribuindo para algumas areas da Matemdtica, mas a sua principal
contribuicao foi a dlgebra. Foi o primeiro a utilizar as consoantes para representar quanti-
dades desconhecidas e também nimeros conhecidos. Ele também desenvolveu um método
para resolver equacoes do segundo grau conhecido como “método de Viete”, tal método
consiste em considerar duas novas varidveis u e v tais que, na equacao ax? + bx + ¢ = 0,

x éigual a u + v.

Vejamos o método na pratica:

Substituimos = u + v na equacio az* + bz + ¢ = 0, obtemos:

a-(u+v)?+b-(utv)+ec=0
a-(u*+2uv+v?)+b-(ut+v)+c=0

av® + (2au + b)v + au® + bu + ¢ = 0.()

Fazendo agora o coeficiente de v igual a zero, obtemos:

200+ b=0=u=—.
2a

Substituindo o resultado acima em (*), temos que:

9 b2 b2
vt = — — — —
2a  4a
5 20 —V? —dac
av” =
4a
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Se b? — 4ac > 0, entdao v = i—vbz;‘l“.

Como = = u + v a solucao da equagao sera:

T = —b+vb%—4ac
- 2a '

(Obtendo assim a férmula de Bhaskara)

Um outro matematico europeu que deu importantes contribuicoes na resolugao de
uma equacao do segundo grau é o também francés René Descartes (1596 - 1650). Ele
desenvolveu um método geométrico para calcular as raizes positivas de uma equagao do

segundo grau. Na obra “O discurso sobre o método” ele apresenta a solugao geométrica

2 2

das equacoes do tipo 2 = bz + %, 22 = ? — bx e 2% = bx — 2.
s b

Para resolver a equacao do tipo 2% = bx+c? ele utilizou uma construcao geométrica

obtida a partir dos seguintes passos:

1° passo: Constroéi-se um segmento ML, de comprimento c;

Figura 2.10: Segmento ML de comprimento c.

c
0

M L
Fonte: Autor 2013
2° passo: Constréi-se agora um segmento MN com medida igual a g e perpendicular a

ML;

Figura 2.11: Segmentos MN e ML perpendiculares.
N

o | o

M I,

Fonte: Autor 2013

3° passo: Constroi-se agora um circulo com centro em N e raio MN;
)
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Figura 2.12: Circulo com raio MN.

M A L

Fonte: Autor 2013

4° passo: Traga-se uma reta ligando os pontos L e N que corta o circulo em O e P, com

OL = x;

Figura 2.13: Circulo cortado por uma reta secante.

A

M C I

9,

Fonte: Autor 2013

5° passo: Aplicar o teorema de Pitdgoras no triangulo MNL.

Figura 2.14: Triangulo retangulo MNL.

N
b
b il
2
I
M ¢

Fonte: Autor 2013
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22 =bx + 2.

Para resolver a equacao do tipo 22 = ¢ — bz, utiliza-se a mesma figura admitindo
que LP = x, obtendo um triangulo retangulo com novas medidas conforme podemos ob-

servar na figura abaixo:

Figura 2.15: Triangulo retangulo MNL.
N

x+

b2 |

o] o

M c

Fonte: Autor 2013

J4 para resolver as equacoes do tipo 22 = bz — ¢? ele utilizou os seguintes passos:

1° passo: Constroi-se um segmento ML, de comprimento c;
) )

Figura 2.16: Segmento ML com comprimento c.

c
¢ ———

M L

Fonte: Autor 2013
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2° passo: Constréi-se agora um segmento MN com medida igual a % e perpendicular a ML;

Figura 2.17: Segmentos perpendiculares MN e ML.
N

(AR~

M I;

Fonte: Autor 2013
3° passo: Constréi-se agora um circulo com centro em N e raio MN;

I

Figura 2.18: Circulo com raio MN.

ML

Fonte: Autor 2013

4° passo: Traca-se uma reta do ponto M perpendicular a ML que ira cortar o circulo nos

pontos O e P, com MP = x;

Figura 2.19: Circulo cortado por uma reta secante.
P

0]

M I

Fonte: Autor 2013

5° Passo: Construir o segmento NH paralelo a ML e perpendicular a PL.



Figura 2.20: Segmento NH perpendicular ao segmento PL

P
o
M L

Fonte: Autor 2013

6° passo: Aplicar o teorema de Pitdgoras no triangulo NHP, obtendo:

Figura 2.21: Triangulo retangulo NHP.
P

(SR~
=
-
|
b | o

Fonte: Autor 2013

2 2
(g) =2 —br + (g) + 2
2 —br+c*=0

2% = bx — 2.

2.2 Histéria das equagoes do terceiro grau

37

Segundo Lima (2002), o Frei Luca de Pacioli, renomado professor de Matematica

de varias universidades da Italia, afirmava que era impossivel haver uma regra para re-

solver uma equacao do terceiro grau do tipo 2° 4+ pr = ¢, que na época era lida “cubo

e coisas igual a numero”. Muitos matematicos acreditavam na afirmagao feita por Pacioli.

Mas, no inicio do século XVI, Scipione Del Ferro (1465-1526), professor da Uni-

versidade de Bolonha, foi o primeiro a encontrar uma férmula envolvendo radicais para
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resolver uma equacao de terceiro grau. Essa formula nunca foi publicada, ele apenas co-

municou a Antonio Maria Fiore, que era um grande amigo.

Em 1535 Fiore desafia Niccolo Fontana (1499-1557), mais conhecido por Tartaglia,
para uma disputa matematica. Esses desafios eram muito comuns na época e consistiam

numa lista de problemas trocadas entre os competidores.

A lista apresentada por Fiore continha problemas envolvendo equagoes do terceiro
grau, logo Tartaglia desconfiou que pudesse existir uma solugao para tais equagoes. Os
competidores tinham um prazo de 40 dias para resolver a lista proposta pelo oponente,
oito dias antes do encerramento desse prazo, depois de varias tentativas, Tartaglia resolve
a equacao do terceiro grau, principalmente as do tipo z® + pxr = ¢, e vence o duelo com
facilidade, pois o seu oponente nao conseguiu resolver nenhum dos problemas proposto
por ele. Mais uma vez a formula para resolver as equacoes do terceiro grau é mantida em

segredo.

As noticias sobre o resultado desse duelo se espalharam muito rapidamente devido
a natureza dos problemas chegando a Milao onde vivia o doutor Girolamo Cardano (1501-
1576), que ficou muito curioso para saber como teriam conseguido resolver um problema

que para Pacioli e outros era impossivel.

Em 1539, Girolamo Cardano usando de todos os meios, principalmente a promessa
de que nunca divulgaria a regra, obteve de Tartaglia a regra para resolver a equagao do
terceiro grau. Essa regra foi passada a ele sob a forma de versos enigméaticos, mas sem a

demonstracgao.

Cardano e seu brilhante discipulo, Ludivico Ferrari (1522-1557), demonstraram a

regra de Tartaglia para solucao da equacao z° + pz = q.

Os estudos de Cardano, com a colaboragao de Ferrari, conduziram a importantes
avancos na teoria das equagoes, entre eles poderiamos citar o reconhecimento de raizes

multiplas, relacao entre raizes e coeficientes e a aceitacao das raizes negativas, irracionais
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e imaginarias.

Em 1545, Cardano publica o livro “Ars Magna”, que continha as solugoes para
os 13 tipos de equacoes separadas por capitulos. Isto provoca uma reacao contraria de
Tartaglia, que, em 1546, publica o livro “Quesiti et Inventioni Diverse”, no qual ele, além
de apresentar solucoes para varios pro-blemas que lhe foram propostos, ataca duramente

Cardano pela quebra do juramento.

Segundo Roque (2012), Cardano nunca afirmou que era o descobridor do método,
ele apenas descobriu uma forma geométrica de demonstra-lo. Como podemos observar na

citacao abaixo:

“No mais, quando entendi que a regra que Tartaglia havia fornecido tinha sido
descoberta por mim a partir de uma demonstracao geométrica, pensei que este

seria 0 melhor caminho a seguir em todos os casos.” (Cardano)

2.2.1 Resolugao das equacoes do terceiro grau

A regra de Cardano para resolver uma equagao do terceiro grau foi enunciada da

seguinte forma:

“Eleve ao cubo a terca parte do nimero de coisas ao qual serd somado o
quadrado da metade do termo numérico da equacgao e extraia a raiz quadrada
deste total que serda usado, em dois momentos. Em um deles, adicione a
metade do termo numérico da equagao e no outro subtraia o mesmo nimero.
Teremos entao, um binomium e o seu apotome respectivamente. Subtraia a
raiz cubica do apotome da raiz ctibica do binomium e o resultado final é o

valor da coisa.” (Roque (2012))

Considerando a equacao do tipo 2® + px = ¢ e escrevendo a regra descrita acima

numa linguagem atual, obtemos:
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1 passor (3)%

2° passo: (§)°+ (4)"

3° passo: /(§)" + (4)"

4° passo: § + JW (binomium) e 5 + \/m (apotome);
5 pasor 2 = {4407+ (2~ 3+ @7+ (9

Como a regra acima é para uma equacao cuja variavel ao quadrado tem o coefi-
ciente igual a zero, Cardano sugere que para as equacoes em que isso nao ocorra, devemos
a

fazer uma mudanga de varidvel na equagao, ou seja, substituimos x = y — ¢ na equacao

23 + ax® + bx + ¢ = 0 obtendo assim uma equacao do tipo y3 + py = q.

Segundo Roque (2012), a demonstragao geométrica proposta por Cardano é dificil
de compreender. Ainda segundo os mesmos a demonstragao proposta por Cardano seria

o equivalente a regra do cubo da soma demons-trada geometricamente.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, apresentaremos o embasamento tedrico da nossa proposta que es-

tard fundamentada na teoria construtivista e no método montessoriano.

3.1 Construtivismo

Construtivismo é uma das correntes tedricas empenhadas em explicar como a in-
teligéncia humana se desenvolve partindo do principio de que o desenvolvimento da in-

teligéncia é determinado pelas agoes mutuas entre o individuo e o meio.

O construtivismo propoe que o aluno, a partir de suas agoes, participe ativamente
do seu préprio aprendizado, através da experimentagao, das pesquisas em grupos, do
estimulo ao desenvolvimento do raciocinio entre outras interacoes que eles possam ter

com objetos, espaco e pessoas.

A percepcao e o desenvolvimento de alguns conceitos como o de proporcionalidade,
quantidade, volume, entre outros, surgem a partir da interacao do aluno com o meio em

que ele vive.

3.2 O Método Montessoriano

“Eu estudei a crianca. Foram minhas observagoes, pesquisas e conclusoes so-

bre o que a crianga expressou que serviram de base para o que ¢ chamado de
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método montessori.” (Maria Montessori)

O método montessoriano foi inicialmente criado para ser aplicado a criangas com
necessidades especiais mais tarde quando aplicado a criangas sem nenhum tipo de neces-
sidade especial obteve-se resultados surpreendentes. Uma das principais caracteristicas
desse método de ensino é a utilizagao de atividades motoras e sensoriais, aplicadas prin-
cipalmente em criangas das séries iniciais. Esse ¢ um método de carater individual com
atividades especificas e atraentes que possam estimular a memoria e percepcao da crianca.

Para isso, utiliza-se de matérias especiais desenvolvidos por Maria Montessori.

No método montessoriano a crianga € livre para escolher a atividade que ird desen-
volver dentro daquelas que ja estao preestabelecidas, sao atividades diferentes, mas que

desenvolvem uma mesma habilidade.

Segundo o site do Centro de Educagao Montessoriana do Para (2013), poderiamos

destacar como as principais caracteristicas do método montessoriano:

e Liberdade: A liberdade é um exercicio constante, pois os alunos podem escolher
os materiais e as atividades que eles irao trabalhar, de acordo com o seu ritmo,

respeitando o outro e o ambiente.

“O Homem ¢ tanto mais livre quanto maior for a sua capacidade de es-

colher as coisas que lhe fazem bem.” (Maria Montessori)

e Ambiente: O ambiente devera ser organizado e preparado, de acordo com a neces-
sidade, para que os alunos possam desenvolver sua aprendizagem através de suas

potencialidades.

e Normalizacao: A normalizacao é a caracteristica principal da educagao, com ela o

aluno é capaz de se autodisciplinar e assim desenvolver suas atividades de forma
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espontanea.

“A normalizacao oferece condicOes para que a crianga encontre o siléncio

interior”. (Maria Montessori)

e Educacao para a vida: O método montessoriano durante todas as etapas da educagao
esta preocupado em criar atividades para os conteudos que possam ser associadas
ao cotidiano da crianca. Formando cidadaos criticos e conscientes do seu papel na

sociedade.

3.3 Materiais Didaticos Montessorianos

Para desenvolver o seu método Maria Montessori criou uma série de cinco grupos

de materiais didaticos, sao eles:

1. Exercicios para a vida cotidiana;

2. Material sensorial;

3. Material de linguagem;

4. Material de matematica;

5. Material de ciéncias.

Estes materiais sao compostos por pecas sélidas de diversos tamanhos e formas:

caixas para abrir, fechar e encaixar; botoes para abotoar; série de cores, de tamanhos,
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de formas e espessuras diferentes. Colecoes de superficies de diferentes texturas e cam-

painhas com diferentes sons.

Dentre os materiais de matematica desenvolvidos por Maria Montessori destacamos

o Material das Contas e o Material Dourado.

3.3.1 Material das Contas

Maria Montessori definiu assim o material das contas:

“Preparet também, para os maiorezinhos do curso elementar, um material
destinado a representar os niumeros sob formas geométricas. Trata-se do ex-
celente material chamado material das contas. As unidades sao representadas
por pequenas contas amarelas; a dezena é formada por uma barra de dez contas
enfiadas num arame bem duro. Esta barra € repetida dez vezes em dez outras
barras ligadas entre si, formando um quadrado, “o quadrado de dez”, somando
o total de cem. Finalmente, dez quadrados sobrepostos e ligados formando um

cubo, o “cubo de dez”, isto é, 10007.

3.3.2 Material Dourado

O material dourado foi desenvolvido a partir do material das contas, onde tais
contas se transformaram em cubos. O material dourado é composto por cubinhos, barras,
placas e cubos. Conforme podemos observar na figura abaixo, o cubo é formado por 10

placas, a placa é formada por 10 barras, a barra é formada por 10 cubinhos.

O material dourado pode ser aplicado para facilitar a compreensao de diversos
conteudos matematicos, entre eles destacamos os algoritmos da adicao, da subtracao, da
multiplicacao e da divisao entre niimeros. Por exemplo, a tabela abaixo mostra a relacao
entre as pecas que compoem o material dourado e o valor posicional do algarismo no nosso
sistema de numeracao. Este material serd base para nossa proposta que descreveremos

no capitulo 4.
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Tabela 3.1: Valores representativos do material dourado.

PECA

SIGNIFICADO

Cubinho

Barra
Placa
Cubo

Uma unidade
Uma dezena
Uma centena

Uma unidade de milhar

3.4

Matematica

O laboratoério de matemética é uma ferramenta indispensavel para facilitar a com-
preensao e melhorar o aprendizado do aluno. Por exemplo, o aluno que olha para as
operacoes de polinomios se depara com uma porcao de letras e até mecanicamente, sem

compreender muito bem o que estéd fazendo, automatiza a solucao destas operacoes.

Nesse sentido, poderiamos utilizar o laboratério de matematica para explicar me-
lhor aos nossos alunos a diferenca entre os termos de uma expressao polinomial associando

cada termo semelhante a figuras ou objetos iguais e termos nao semelhantes a figuras ou

objetos diferentes.

Fonte: Autor 2013

A importancia do laboratério de Matematica na aprendizagem de
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Todo professor ja deve ter sido questionado por algum ou vérios alunos pergun-
tando: “por que estamos estudando isso?”. O laboratério pode ser uma boa ferramenta

para responder a essa pergunta.

3.5 Materiais manipulaveis no ensino de Matematica

A utilizagao de jogos, software, materiais concretos e outros recursos que facilitem
a compreensao dos conteidos se tornam ferramentas indispensaveis no mundo cada vez
mais atraente, o que acaba tornando a sala de aula e livros didaticos algo quase que ultra-
passados. A sala de aula é um ambiente propicio a aprendizagem, onde podemos trocar
experiéncias, reconhecer e criar novas técnicas de ensino. Ela deve ser vista como um

laboratério onde a observagao e a pesquisa sao constantes.

O fato de um professor usar um notebook, um projetor multimidia ou uma lousa
eletronica nao significa que o aluno ird compreender melhor os conceitos abordados na
sala de aula. Ele apenas estd dando cores a algo que antes era transmitido em preto e
branco. Se todo esse aparato nao for utilizado de forma adequada, a sala de aula sera
parecida com uma sala de cinema onde o piblico (o aluno) estara assistindo a um filme

que ele nao tem interesse em assistir.

Todos esses recursos tecnologicos quando utilizados apenas para a reproducao do
material nao tem significado diferente da aula tradicional. Apesar desse método atender
a uma demanda pequena da turma, eles devem ser utilizados para chamar a atencao e
envolver o aluno no processo de aprendizagem. Muitos conceitos matematicos sao dificeis

de serem compreendidos sem uma maior interatividade entre eles e a realidade do aluno.

O material concreto entao iré tornar alguns conceitos matematicos que nao ficaram
bem compreendidos no papel em algo que pode ser manipulado e visualizado com as maos

do proprio aluno.
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Dentre tantos os materiais concretos ja existentes atualmente queremos destacar o
material criado pela médica italiana Maria Montessori conhecido como material dourado,
tal material é utilizado para compreensao de alguns conceitos matematicos tais como

nimeros decimais, potenciacao, area, volume, entre outros. Esse material que serd base

para a nossa proposta.
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4 APRESENTACAO DA PROPOSTA

Como vimos no capitulo 2 deste trabalho, as civilizagoes mais antigas tinham como
fonte de demonstragao a pratica geométrica ja que a simbologia algébrica que utilizamos

hoje nao fazia parte da pratica matematica dessas civilizacgoes.

Atualmente, a demonstracao de uma féormula, de um teorema, enfim de algum
resultado matematico, é feita de forma algébrica. Com isso, a geometria muitas vezes é
utilizada para facilitar a compreensao do resultado nao sendo explorada como poderia.
Isto se deve ao fato de que alguns resultados nao podem ser demonstrados apenas com

argumentos geométricos.

Em relacao a resolucao de uma equacao do segundo grau, por exemplo, alguns
professores seguem as instrugoes de alguns livros didaticos e ainda aplicam mesmo que de
forma meramente ilustrativa a resolucao geométrica de completar quadrados. Esta é uma
forma mais geral, e é aplicada a solucao de uma equacao do segundo grau encontrando
suas raizes. O grande problema desse método é que as vezes o aluno ira trabalhar com
operagoes de potenciacao e radiciagao com numeros decimais e isso é um fator complicador
para alguns alunos, mesmo considerando que a solugao que queremos encontrar pertenca
aos numeros racionais. Além disso, ele tera que utilizar a algebra para determinar a

solucao da equagao.

Pensando nisso neste capitulo, vamos apresentar uma proposta para resolver equacoes
do segundo e do terceiro graus, onde devemos aplica-la, quais sao os nossos objetivos e as

demonstracoes matematicas desta proposta.
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4.1 Descrevendo a proposta

Nossa proposta é apresentar um método para que o aluno possa determinar as
raizes de uma equacao do segundo e terceiro grau a partir de um material concreto. Nesse
sentido, o aluno ird construir, com as pecas que representarao os termos de uma equacao,
paralelepipedos e a partir das suas dimensoes determinarao as raizes da equacao. Com
isso, pretendemos que essa proposta seja aplicada a partir do 8° ano do ensino fundamen-

tal.

4.2 Investigando a proposta

Para desenvolver melhor o método e entender as dificuldades que pudessem aconte-
cer, resolvemos aplicar uma atividade, sem que os alunos soubessem qual era o propdsito
dela na realidade, cujo objetivo era simplesmente montar retangulos com as pecas en-

tregues a eles.

Para aplicacao desta atividade comprei cartolinas guache amarela, azul e vermelha
e com elas criei quadrados maiores medindo 10 cm por 10 cm, retangulos medindo 10
cm por 1,5 cm e quadrados menores medindo 1,5 cm por 1,5 cm conforme figura abaixo.
O objetivo dessas medidas é que eles encaixassem as pecas da forma conveniente para o

método que pretendemos desenvolver e nao um retangulo qualquer.
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Figura 4.1: Pecas feitas com cartolina.

Fonte: Autor 2013

Dividi a turma em varias equipes de tal forma que uma nao pudesse interagir com
a outra e, de forma aleatéria, comecei a distribuir os jogos de pecas, a partir das equagoes
que eu ja havia pensado, para que eles montassem os retangulos, os resultados de algumas

equipes estao representados nas fotos abaixo.

Figura 4.2: Montagem da equipe 1.

Fonte: Autor 2013
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Figura 4.3: Montagem da equipe 2.

Fonte: Autor 2013

Figura 4.4: Montagem da equipe 3.

Fonte: Autor 2013

Algumas equipes apresentaram dificuldades e precisaram de algum tempo, mas
conseguiram montar o primeiro retangulo e as dificuldades apresentadas por essas equipes
foram diminuindo com a pratica da montagem. Outras equipes tiveram menos dificul-
dades e conseguiam montar com uma boa velocidade. Como podemos perceber nas fotos,
as equipes montavam os retangulos sem se preocupar com a estética da figura, mas uma
equipe me chamou a atencao e de forma intuitiva realizou a tarefa apresentando sua figura
com uma boa estética, tais como elementos com tamanhos iguais juntos ou de cores iguais

também juntos (ver figuras abaixo).
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Figura 4.5: Montagem da equipe 4.

Fonte: Autor 2013

Figura 4.6: Montagem da equipe 4.

Fonte: Autor 2013

No experimento realizado com esse material percebi que os erros mais comuns a-
presentados pelas equipes na montagem eram o de deixar espacos entre algumas pecas
para obter o retangulo, montar pecas sobrepostas uma das outras ou ultrapassar com

alguma pega o limite de um dos lados do retangulo.

E importante nesse momento deixar registrado que essa atividade aplicada nao
tem como objetivo coletar dados ou testar se o método é eficiente na aprendizagem do
aluno, mas apenas para modelar o método. Por isso, nao existe a necessidade de apresen-

tar graficos estatisticos, questionarios feitos aos alunos, ou seja, qualquer documento que
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garanta os resultados que estao sendo citados aqui.

Com isso, podemos percerber que a proposta era viavel e a minpulacao do material
era de facil compreensao bastava agora criar uma metodologia, que iremos apresentar no

capitulo 5, para a nossa proposta.

4.3 Relagao entre a proposta e a forma fatorada de uma equagao polinomial

O italiano Raphael Bombelli (1526-1572), no seu livro de Algebra, percebe de forma
melhor os nimeros complexos e concluiu que a equagao do terceiro grau tinha trés raizes

e a do quarto possuia quatro raizes.

Mais tarde, Leonhard Euler (1707-1783), através dos seus estudos com os niimeros
complexos trouxe contribui¢oes importantes na teoria das equacoes polinomiais. Euler
descobriu que o nimero de raizes n-ésimas de qualquer nimero complexo nao nulo, seja

ele real ou um numero imaginario, ¢ exatamente igual a n.

Com isso, varios matematicos tentaram provar que uma equac¢ao polinomial de
grau n tem n raizes, conhecido como o Teorema Fundamental da Algebra, nenhum deles
obteve sucesso. A primeira vez que o Teorema Fundamental da Algebra foi demonstrado

foi na tese de doutorado em matematica de Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

A partir da demonstracao desse teorema podemos concluir que uma equagao poli-

nomial de grau n tem n raizes e é escrita de uma tnica forma fatorada.

Considerando que as raizes da equacao "+ ap 12" ' 4+ ap_ox" >+ ...+ a1z +ag = 0

Sa0 11, Ty, ..., 'n_1, Tn, €entao a forma fatorada dessa equacao é:

(x—=ry)-(x—r2) oo (& —71p1) - (x—1ry) =0.
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Como estamos apresentando uma proposta para resolver equacoes do segundo e
terceiro graus que tenha raizes racionais. Vamos apresentar agora, a forma fatorada dessas

equacoes com suas raizes racionais.

Suponha que as raizes racionais de uma equacao do segundo grau sejam r; = & ¢
p q quag g g ] 1=

2 = 3 1,01, 2,02 1,02 : itui 1
r 32, com ay, by, az,bs € Z € by, b 0. Substituindo essas raizes na forma fatorada,
2

temos que:

Consideremos um retangulo cujos lados sao bijx — a; e box — as. A area desse

retangulo é representada pelo produto desses dois lados, ou seja:

A= (bix — ay) - (byx — as)

Notem que a expressao que representa a area do retangulo é a mesma que repre-

senta a forma fatorada da equagao.

Fazendo o mesmo para as equacoes do terceiro grau. Vamos admitir que as raizes

. . ~ . . __ a1 __ a2 __ as
racionais de uma equacao de terceiro grau sejam ri = 3+, 2 = 2 e rz = 32, com
ai, by, a0,ba,a3,b3 € Z e by, by, by # 0. Substituindo essas raizes na forma fatorada, temos

que:
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(x—r)-(x—r2) - (x—13) =0
(r=5) () (o) =0
(o) - () - () =0

(byx — ay) - (bex — ag) - (bsx —az) =0

Consideremos um paralelepipedo cujas dimensoes sao byxz — ay, box — ay € byx — as.

O volume desse paralelepipedo é representado pelo produto dessas trés dimensoes, ou seja:

V = (blx - a1) : (bﬂ - CL2> ) (bﬂ - a3)

Notem que a expressao que representa o volume do paralelepipedo é a mesma que

representa a forma fatorada da equacao.

Portanto, podemos admitir que é possivel determinar as raizes racionais de uma
equacao do segundo grau a partir da construcao de retangulos e as raizes racionais de

uma equagao do terceiro grau a partir da construcao de paralelepipedos.

4.4 Objetivos da proposta

Para que o aluno possa resolver uma equacao a partir do material concreto ele

devera:

e Conhecer o significado de cada elemento do material concreto;

e Representar uma equacao do segundo e terceiro grau com o material concreto;
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e Manipular os elementos do material concreto que representam uma equagao para

construir um paralelepipedo;

e Analisar as dimensoes do paralelepipedo construido;

e Determinar as raizes racionais da equacao a partir das dimensoes do paralelepipedo.
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo, iremos apresentar as adaptacoes que teremos que fazer no material
dourado para que possamos resolver as equagoes do segundo e do terceiro grau a partir

dele.

Descreveremos como o aluno representara as equacoes do segundo e do terceiro
graus a partir do material dourado adaptado, como ele ird manipular o material e como

determinar a solucao a partir da construcao geométrica que ele ird obter.

5.1 Os Elementos envolvidos e seus significados

Como vimos no capitulo anterior iremos utilizar o material dourado criado por
Maria Montessori para resolucao das equacgoes do segundo e do terceiro graus. Neste
sentido, iremos fazer duas adaptacoes ao material dourado, a primeira sera em relacao as

cores.

Tal material geralmente é comercializado nas cores amarela, dourada ou madeira.
Na nossa proposta o material terd as cores vermelha, que representard valores negativos,

e azul, que representara valores positivos.
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Figura 5.1: Foto do material dourado adaptado.

b3

Fonte: Autor 2013

Figura 5.2: Foto do material dourado adaptado.

Fonte: Autor 2013

A segunda modificagao esta relacionada ao significado de cada pega. Originalmente
elas sao utilizadas para representar as unidades (cubinhos), dezenas (barras), centenas
(placas) e unidades de milhar (cubo). Como todos os elementos que formam o material
dourado tém o formato de paralelepipedo, ou seja, sao solidos que tém comprimento,
largura e altura. Iremos adotar medidas para os solidos que formam o material dourado.
Neste sentido, o cubinho tera aresta medindo 1, a barra tera medidas 1 por 1 por z, a

placa terda medidas 1 por x por x e o cubo tera arestas medindo z.

Calculando o volume de cada uma das pecas que formam o material dourado a
partir das medidas que adotamos para cada um deles, teremos que o volume do cubinho

serd igual a 1 unidade de capacidade, o da barra sera igual a x unidades de capacidade, o
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da placa ser4 de 22 unidades de capacidade e o do cubo serd de 2* unidades de capacidade.

Portanto, as modificagoes que propomos na segunda etapa estao apresentadas na

tabela abaixo, indicando o novo significado de cada peca.

Tabela 5.1: Valores representativos do material dourado na proposta apresen-

tada.

PECA SIGNIFICADO

Cubinho Termo independente da equacao
Barra Termo de grau um da equacao
Placa Termo de grau dois na equagao

Cubo Termo de grau trés na equacao
Fonte: Autor 2013

Neste momento, propomos que o professor desenvolva algumas segoes de atividades
para que o aluno possa representar algumas equagoes com o material e vice-versa, ou seja,
que ele também possa escrever a equacao a partir das pegas fornecidas a ele.

Como sugestao de atividade para o professor, apresentamos abaixo dois exemplos
de como iremos representar uma equacao do segundo ou do terceiro grau com o material

proposto.

Exemplo 1: A equacao z? + 2z — 3 = 0 representada a partir do material dourado

proposto seria:

Figura 5.3: Representacao da equacao 22 + 2x — 3 = 0.

Fonte: Autor 2013
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Exemplo 2: A equacio 2 — 322 — 5z + 6 = 0 representada a partir do material dourado

proposto seria:

Figura 5.4: Representacao da equacao z° — 322 — 5z 4 6 = 0.

i

A X
-

Fonte: Autor 2013

5.2 Resolvendo equagoes do segundo grau utilizando o material dourado

Agora que o aluno ja conhece todos os elementos do material dourado proposto
e ja sabe representar a equacgao do segundo grau através do material dourado, passamos
para etapa mais interessante que seria a apresentacao da solugao das equacgoes através da

manipulacao do material representativo da equacao.

Como vimos no capitulo 4, na investigacao da proposta, a atividade que os alunos
realizaram com os recortes de cartolinas geraram retangulos mais de forma desorganizada,
apenas algumas equipes tiveram um olhar diferenciado em relacao a estética da figura.
Neste momento, o papel do professor é importante para que o aluno possa compreender

como ele ird manipular as pecas.

Neste momento, é interessante estabelecer algumas etapas que acreditamos que
serd a sequéncia didatica que o professor deverd seguir para que o aluno possa determi-
nar, ao final delas, as raizes da equacao do segundo grau. Em relacdo ao tempo e/ou
quantidade de atividades que o professor ird desenvolver em cada uma destas etapas,
acreditamos que devera ser de acordo com a turma ao qual ele estara desenvolvendo a

proposta. Vejamos quais sao essas etapas:
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e 1* Etapa: Apresentacao do material dourado com o significado de cada pega e as

cores ue propomos:

Nesse caso, o professor apresentara o significado seguindo o que propomos na
tabela 5.1. J4 em relacdo as cores temos a distingao entre termos positivos (pegas

azuis) e negativos (pecas vermelhas).

e 2% Etapa: Representacao das equacoes do segundo grau com o material dourado

proposto;

Neste momento, o professor apresentara varias equacoes aos alunos e estes

deveram apresentar as pecas do material que representam a equacao.

e 3* Etapa: Utilizar a simbologia algébrica para escrever a equagao do segundo grau

a partir do material dourado;

A terceira etapa serd a volta da segunda etapa, ou seja, o professor apresen-

tard as pecas e o aluno descrevera a equacao numa simbologia algébrica.

e 4* Etapa: Organizar o plano onde montaremos o retangulo;

Nessa etapa, o professor devera desenhar sobre o plano, onde devemos cons-
truir o retangulo, duas linhas perpendiculares (ver figura abaixo), que dividird o
plano de montagem em quatro regioes. O objetivo dessa divisao é orientar o aluno na
distribuicao das pecas. Conforme vimos na atividade proposta no capitulo anterior

os alunos montaram os retangulos mais as pecas ficaram distribuidas aleatoriamente.

e 5* Etapa: Exemplificar como as pecas deveram ser distribuidas nas quatro regioes;
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Figura 5.5: Plano para montagem.

Fonte: Autor 2013

Agora, o professor deverd mostrar como o material deve ser manipulado
nas quatro regioes determinadas pelas linhas perpendiculares. Explicar através de
exemplos que em cada regiao devera ficar um 1nico tipo de peca e de mesma cor.
Além disso, as placas e os cubinhos devem ocupar regioes do plano que estao opostas
pelo vértice. Na sequéncia, apresentamos dois retangulos que estao montados com

as pecas do material dourado.

Figura 5.6: Montagem correta.

Fonte: Autor 2013

Como podemos observar na figura 5.6 em cada quadrante existem pecas
iguais e de mesma cor. Além disso, podemos observar que para montar o retangulo
as placas e os cubinhos devem estar oposto pelo vértice em relagao ao plano de
montagem. Esta serd mais uma condi¢ao que devemos estabelecer no inicio para

facilitar a montagem do retangulo por parte do aluno.
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Figura 5.7: Montagem incorreta.

Fonte: Autor 2013

Notem que na figura 5.7 no terceiro quadrante existem duas barras sendo
uma azul e a outra vermelha, segundo o que enunciamos anteriormente isso nao

pode ocorrer dentro de um mesmo quadrante. Por isso, a montagem esta incorreta.

e (6* Etapa: Dividir as equagoes em varios tipos;

O principal objetivo dessa divisao é que o aluno consiga se familiarizar com
o método criando a seguranca necessaria para resolugao da equagao. Outro detalhe
importante nessa divisao é que dependendo dos coeficientes da equacao, iremos
encontrar o retangulo somente com as pegas fornecidas pela equagao ou teremos que
acrescentar mais pecas as que foram fornecidas pela equagao para obter o retangulo.

A divisao que propomos ao professor esta apresentada na tabela abaixo.

Tabela 5.2: Tipos de equagoes do segundo grau.
TIPO EQUACOES DO SEGUNDO GRAU

Tipo 1 Equagoes completas com todos os coeficientes positivos.
Tipo 2 Equagoes completas com os coeficientes a e ¢ positivos e b negativo.
Tipo 3 Equagoes incompletas em c.

Tipo 4 Equagoes completas com coeficiente ¢ negativo e incompletas em b.
Fonte: Autor 2013

e 7* Etapa: Montar o retangulo;
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Agora, o professor ird apresentar os procedimentos para montagem do retangulo
de acordo com o tipo de equacao do segundo grau que propomos. Faremos o deta-

lhamento desses procedimentos na préxima secao.

e 8* Etapa: Identificar as raizes da equacao pelo retangulo montado;

Esta sera nossa ultima etapa, apds a montagem do retangulo o aluno podera
utilizar o recurso algébrico para determinar as raizes da equagao. Como vimos no
capitulo anterior, a decomposicao da area do retangulo representa a forma fatorada
da equacao. Assim o aluno que igualar cada lado do retangulo a zero determinara as
duas raizes da equacao. Mas, nosso objetivo é que ele nao utilize recursos algébricos

para determinar as raizes.

Nesse caso, o professor devera explicar ao aluno que a solugao é dada pelo
numero de barras que acrescentamos ao lado da placa com o sinal oposto. A demons-
tracao deste fato é o procedimento algébrico que explicamos acima. Retomando a
figura 5.6 podemos perceber que aos lados da placa foram acrescentadas duas placas

vermelhas (representando - 2) e cinco placas vermelhas (representando - 5).

Figura 5.8: Montagem correta.

Fonte: Autor 2013

Portanto, as raizes da equacgao representada por esse retangulo é 2 e 5.

Agora que finalizamos todas as etapas da nossa proposta, vamos estudar a re-

solugao de cada tipo de equacao sugerida aplicando o método que estéa sendo proposto
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nesse trabalho.

5.2.1 Equacoes do tipo 1

Nesse tipo de equacao, o retangulo é montado utilizando as pecas obtidas de acordo
com a equagao, caso o retangulo nao possa ser montado significa dizer que a equagao nao
possui raizes racionais. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Quais sdo as rafzes da equacao % + 4z + 3 = 0?

Solugao: A equagao representada com o material seria:

Figura 5.9: Equacao 22 4 42 + 3 = 0 representada no material.

Il

Fonte: Autor 2013

Agora vamos montar um retangulo com essas pecas, obtendo:

Figura 5.10: Retangulo obtido a partir da equacao z? + 4z + 3 = 0.

Fonte: Autor 2013

Vamos analisar o retangulo montado:
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Figura 5.11: Solucao geométrica da equacao z% + 4z + 3 = 0.

|

B

Fonte: Autor 2013

Notem que a partir da analise feita e considerando as medidas de cada sélido, obtemos um
retangulo cujos lados medem =z +3 e x + 1. A area desse retangulo sera a forma fatorada

da equacao estudada, ou seja:

A=(x+1) (x+3).

Fazendo a érea igual a zero, obtemos:

(x+1)-(z+3)=0.

Agora, para determinar as raizes da equacao basta igualar cada fator a zero, obtendo:

r+1=0 r=-—1
=
r+3=0 = -3

Fazendo uma observacao apenas no retangulo obtido poderiamos determinar a
solugao sem a necessidade da utilizacao da area ou da forma fatorada, bastava observar

quanto foi acrescentado a cada lado do retangulo e suas raizes serao esses nimeros com
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0s sinais opostos.
Vamos verificar isso em outros exemplos:
Exemplo 2: Determine o conjunto solucao da equacao 222 + 11z +5 = 0.

Solucao: A equacao representada pelo material sera:

Figura 5.12: Equacao 22% + 11z +5 =0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Montando um retangulo com essas pegas, obtemos:

Figura 5.13: Retangulo obtido a partir da equagao 22% + 11z + 5 = 0.

Fonte: Autor 2013

Vamos analisar o retangulo acima:
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Figura 5.14: Solucao geométrica da equacao 2z% + 11z + 5 = 0.

Fonte: Autor 2013

Nesse caso, obtemos um retangulo cujos lados medem 2x + 1 e x + 5. Assim, temos que:

A=@u+1)-(+5) = Q2u+1)-(z+5) =0= xji

Analisando apenas a figura, podemos observar que ao lado x acrescentamos + 5,
isso significa que uma das raizes serd — 5, e ao lado 2x acrescentamos + 1, isso significa
que sera — 1 divido por 2,0u seja, _71

Exemplo 3: Quais sdo os nimeros racionais que satisfazem a equacao 22 + 4z + 10 = 07

Solugao: A equacao nos fornece as seguintes pecas:

Figura 5.15: Equacao

2442 +10=0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013
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Agora, vamos tentar montar um retangulo com essas pecas.

Figura 5.16: Primeira tentativa para montar o retdngulo que represente a

equacgao 2% + 4z + 10 = 0.

Fonte: Autor 2013

Figura 5.17: Segunda tentativa para montar o retadngulo que represente a

equacao 7% + 4z + 10 = 0.

Fonte: Autor 2013

Observem que sempre esta sobrando pecas nas duas tentativas, isso significa que
nao podemos montar um retangulo para essa equacao. Logo, a equagdo nao tem raizes

racionais.

5.2.2 Equacgoes do tipo 2

Analogamente as equacoes do tipo 1, o retangulo é obtido utilizando as pecas obti-

das de acordo com a equagao, caso o retangulo nao possa ser montado significa dizer que
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a equacao nao possui raizes racionais. Vamos exemplificar para entender melhor:
Exemplo 1: Quais sdo as raizes da equacao z2 — 6z + 9 = 07
Solugao: Representando a equagao com o material obtemos as seguintes pecas:

Figura 5.18: Equagao 22 —62+9=0 representada com o material.

#

Fonte: Autor 2013

Montando e analisando um retangulo com essas pecas, obtemos a figura:

Figura 5.19: Solugao geométrica da equagao 2% — 6x + 9 = 0.

Fonte: Autor 2013

Analisando algebricamente a figura e lembrando que as pecas vermelhas re presentam

nimeros negativos, obtemos:

A=(z-3)-(z-3)=(x—-3)- (z—-3)=0= ;
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Analisando a figura notem que a cada lado x acrescentamos — 3, isso significa que

as duas raizes da equacao sao iguais a 3.
Exemplo 2: Determine o conjunto solucao da equacao 3z% — 8z + 4 = 0.

Solugao: De acordo com a equagao temos as seguintes pegas para montar nosso retangulo.

Figura 5.20: Equacgao 322 — 8z + 4 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Montando e analisando um retangulo com essas pecas, obtemos a figura:

Figura 5.21: Solugao geométrica da equagao 32> —8x+4=0.

Fonte: Autor 2013

Analisando algebricamente a figura, obtemos:
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A (52 (Br-2) = (1—2)-Gr-2=0=4 "7

r =

Wi

Analisando a figura, notem que ao lado = acrescentamos — 2, isso significa que uma

das raizes da equacao é 2. Ja ao lado 3x acrescentamos — 2, isso significa que a outra raiz
~ )
da equagao € 3.

Exemplo 3: Quais sdo os nimeros racionais que satisfazem a equacao 22 — 8x + 6 = 07

Solugao: A equagao nos fornece as seguintes pecas:

Figura 5.22: Equacao z? — 8z + 6 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Vamos tentar montar um retangulo com essas pecas.

Figura 5.23: Primeira tentativa para montar o retangulo.

Fonte: Autor 2013
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Figura 5.24: Segunda tentativa para montar o retangulo.

Fonte: Autor 2013

Notem que nao foi possivel montar o retangulo com as pegas fornecidas. Logo, a

equacao dada nao tem raizes racionais.

5.2.3 Equacoes do tipo 3

Nesse tipo de equagao, o retangulo é obtido juntando todas as barras a um dos
lados da placa. Assim, um dos lados da equacao sera sempre x o que resulta que uma das
raizes serd sempre igual a zero, ou seja, nesse caso ¢ sempre possivel montar o retangulo.

Vejam os exemplos:

Exemplo 1: Quais sao as rafzes da equacao % 4 7z = 07

Solugao: De acordo com a equacao, temos que montar um retangulo com as seguintes

pecas:

Figura 5.25: Equagao z? + 7z = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013
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De acordo com o que enunciamos acima, obtemos a seguinte figura:

Figura 5.26: Solugao geométrica da equagao z° + 7z = 0.

[~

Fonte: Autor 2013

Analisando algebricamente a figura, obtemos:

A=z-(z4+7)=2z-(z+7)=0=
=7

Analisando a figura, notem que aos lados x acrescentamos 0 e + 7, isso significa

que as raizes dessa equagao sao 0 e — 7.
Exemplo 2: Determine os valores de z que satisfazem a equacao 222 — 5z = 07
Solugao: Representando a equagao a partir do material obtemos as seguintes pecas:

Figura 5.27: Equagao 22% — 5z = 0 representada com o material.

1.

Fonte: Autor 2013
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Agora, vamos montar e analisar o retangulo que iremos obter com essas pegas.

Figura 5.28: Solugao geométrica da equagao 22% — 5z = 0.

il

Fonte: Autor 2013

A partir da area do retangulo, temos que:

A=z-2z-5)=2-22-5)=0=

S
I
polon

Analisando a figura, notem que ao lado = acrescentamos 0 e ao lado 2z acrescen-

tamos — 5, isso significa que as raizes dessa equacao sao 0 e g

5.2.4 Equacoes do tipo 4

Nas equacoes do tipo 4 a quantidade de pecas que a equacao nos fornece é sem-
pre insuficiente para montar o retangulo, isso nao significa que a equagao nao tem raizes

racionais.

Para resolver esse problema o aluno podera solicitar pecas do tipo barra para ten-
tar montar o retangulo. Esta solicitacao nao pode ser em uma quantidade qualquer de
pegas, ela deverd ter uma quantidade par de pecas sendo metade azul (positiva) e a outra
metade vermelha (negativa), assim estaremos acrescentando a equagao elementos opostos,

0 que nao alterara a equagao em questao. Por isso, esse tipo de equagao exigird um pouco
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mais de atencao por dois motivos, o primeiro é que ele devera analisar bem a equacao
para nao solicitar pecgas demais e o segundo é que ao fim da montagem devemos verificar
o jogo de sinais, pois o retangulo podera estar montado, mas a equacao nao ter solugoes

no conjunto dos niimeros racionais. Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1: Quais sao as raizes da equacao x? + 4z — 12 = 07

Solugao: Representando a equagao no material proposto, obtemos as seguintes pecas:

Figura 5.29: Equacao z? + 4r — 12 = 0 representada com o material.

'YX XA 24
¢oo9 8o

Fonte: Autor 2013

O aluno ird tentar montar o retangulo com essas pecas e nao conseguird. Como foi dito
acima, esse tipo de equacao exige que o aluno faca a complementacao de retangulo solici-
tando pegas do tipo barra para que ele possa tentar montar o retangulo. Também como
foi dito, essa solicitacao devera ser numa quantidade par de pecas, sendo metade azul e a
outra metade vermelha. Aqui neste momento, nao iremos discutir a habilidade do aluno
se ele solicitard uma quantidade exata de pecas ou se ele ira solicitar de duas em duas até
que consiga montar a figura. Portanto, apresentaremos a quantidade exata de pegas que

é necessaria para montar o retangulo.

Nesse caso, sao necessarias quatro barras sendo duas azuis e duas vermelhas.
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Figura 5.30: Pecas complementares para resolver a equacao 2% + 4z — 12 = 0.
= _

Fonte: Autor 2013

Assim, obteremos o seguinte retangulo:

Figura 5.31: Solucao geométrica da equacao x? + 4x — 12 = 0.

| T MIIIIII

Fonte: Autor 2013

Veja que acrescentamos a um dos lados — 2 e ao outro + 6 e o produto desses niimeros é
— 12. Notem que o termo independente da equacao é axatamente representado por doze
cubinhos vermelhos, complementando assim o retangulo. Calculando a area do retangulo,

temos que:

A=(z+6)-(z—-2)=(z+6)-(z—2)=0=

Analisando a figura, notem que aos lados x acrescentamos + 6 e — 2, desta forma

teremos que as raizes dessa equacao sao — 6 e 2.
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Exemplo 2: Determine o conjunto solucao da equacio 2x? — 5x — 12 = 0.

Solugao: Representando a equagao no material proposto, obtemos as seguintes pecas:

Figura 5.32: Equacgao 22? — 5x — 12 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

O aluno irad tentar montar o retangulo com essas pecas e nao ird conseguir. Logo, ele tera

que solicitar algumas barras conforme figura abaixo:

Figura 5.33: Pecas complementares para resolver a equacgao 212 — 5z — 12 = 0.

Fonte: Autor 2013

Com essas novas pecas ele ird montar o retangulo abaixo:
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Figura 5.34: Solucao geométrica da equacao 2z% — 5z — 12 = 0.

Fonte: Autor 2013

Veja que acrescentamos a um dos lados — 4 e ao outro + 3 e o produto desses niimeros é
— 12, Neste momento é importante verificar se o nimero que representa o produto é igual
ao numero que representa o termo independente da equacao. Neste caso, temos doze
cubinhos vermelhos complementando a figura. Assim, calculando a area do retangulo,

temos que:

A=Q2zx+3) - (z—4)=>22+3)-(z—4)=0= ?

Analisando a figura, notem que ao lado 2x acrescentamos + 3 e ao lado x acres-

centamos — 4, desta forma teremos que as raizes dessa equagao sao _73 e 4.

Exemplo 3: Determine os valores de z que satisfazem a equacao 22 — 16 = 07?

Solugao: Como vimos nos exemplos anteriores o primeiro passo é representar a equagao

com o material proposto. Assim, obtemos as seguintes pecas:
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Figura 5.35: Equacao 2? — 16 = 0 representada com o material.

'Y )
l.:'.
T

L
‘..

Fonte: Autor 2013

O aluno logo percebera que nao é possivel montar o retangulo com essas pecas. Assim,

ele tera que solicitar algumas barras conforme figura abaixo:

Figura 5.36: Pegas complementares para resolver a equagao 2?2 — 16 = 0.

Fonte: Autor 2013

A partir dessa nova quantidade de pecas ele poderd montar seu retangulo:
Veja que acrescentamos a um dos lados — 4 e ao outro + 4 e o produto desses niimeros

é — 16. Notem que a quantidade de cubinhos vermelhos é 16. Desta forma, obtemos a

solugao da equacao, calculando a area do retangulo, temos que:

A=(z+4) - (z—4)=(z+4) - (z—4)=0=

Analisando a figura, notem que aos lados = acrescentamos + 4 e — 4, desta forma

teremos que as raizes dessa equacao sao — 4 e 4.
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Figura 5.37: Solucao geométrica da equacao x> — 16 = 0.

Fonte: Autor 2013

E natural que apds a conclusao desta etapa o aluno tente encontrar solucoes para as
equagoes dos itens anteriores solicitando barras para fazer a complementagao do retangulo,
entao é por isso que é preciso deixar claro para eles que além de montar o retangulo é

necessario também observar o jogo de sinais que estao representados pelas cores.
Vamos verificar esse fato através do exemplo abaixo:

Exemplo 4: Quais sao os niimeros racionais que satisfazem a equacio x? + 25 = 0?

Solucao: Representando a equagao no material proposto, obtemos as seguintes pecas:

Figura 5.38: Equacao 22 + 25 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

O aluno logo percebera que nao é possivel montar o retangulo com essas pecas. Assim,

ele tera que solicitar algumas barras conforme figura abaixo:
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Figura 5.39: Pecas complementares para resolver a equagao 22 + 25 = 0.

Fonte: Autor 2013

A partir dessa nova quantidade de pecas ele poderd montar seu retangulo:

Figura 5.40: Aparente solugao da equagao z? + 25 = 0.

=

Fonte: Autor 2013

Apesar de termos conseguido montar a figura essa equagao nao tem raizes racionais. Va-
mos analisar a figura montada, observe que acrescentamos a um dos lados da figura + 5
e a o outro — 5 e o produto desses nimeros é — 25. Agora, a quantidade de cubinhos, que
representa o termo independente da equacao, sao 25 azuis, ou seja, o termo independente
é positivo e o produto deu negativo. Isto significa que o retangulo que foi montado nao
representa a solucao da equacao. Entao, podemos concluir que essa equacao nao possui

ralzes racionais.
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5.3 Resolvendo equacgoes do terceiro grau utilizando o material dourado

Utilizaremos as mesmas etapas descritas para as equagoes do segundo grau para re-
solver as equacoes de terceiro grau, mas agora estaremos trabalhando com uma figura em
terceira dimensao, ou seja, nesse caso estaremos agora tentando formar um paralelepipedo.
A decomposicao do volume desse paralelepipedo formado representard a forma fatorada

da equacao que estaremos estudando.

Para identificar algumas dificuldades ou estabelecer alguns procedimentos para
montagem do paralelepipedo resolvi aplicar, mais uma vez sem que os alunos soubessem
o proposito da atividade propriamente dito, a atividade de formar paralelepipedo com as
pegas recebidas. Como eles ja haviam participado da atividade de montar retangulo esta
segunda atividade foi iniciada de forma mais tranquila. Agora, a montagem apresentou
alguns erros comuns que era a desarrumacao da figura e a solicitacao de pecas demais

naquelas que sao necessarias as solicitagoes.

Mais uma vez devemos deixar registrado que essa atividade aplicada nao tinha
como objetivo coletar dados ou testar se o método é eficiente na aprendizagem do aluno,
mas apenas para modelar o método. Por isso, nao existe a necessidade de apresentar
graficos estatisticos, questiondrios feitos aos alunos, ou seja, qualquer documento que

garanta os resultados que estao sendo citados aqui.

A partir dessa atividade podemos estabelecer algumas condigoes:

e 1* condicao: para montar o paralelepipedo devemos sobrepor as placas sobre as

faces do cubo, nao colocando essas placas em faces paralelas;

e 2% condicao: nao colocar pecas de cores diferentes sobre a mesma face;

e 3* condicao: quando necessario podemos solicitar, sempre em quantidades pares

metade azul e metade vermelha, placas e barras para montar o paralelepipedo;
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e 4% condigao: a quantidade de placas que serao colocadas sobre cada face do cubo

pode ser identificada pelo termo independente da equagao;

e 5% condicao: se o paralelepipedo for montado, as raizes racionais da equagao serao

iguais aos opostos das quantidades que acrescentamos a cada aresta do cubo.

Para facilitar a aprendizagem, iremos dividir as equagoes do terceiro grau em trés
tipos, conforme tabela abaixo. Essa divisao foi relaizada utilizando a mesma idéia uti-
lizada nas equacoes do segundo grau, ou seja, exitem equagoes que montamos o pa-
ralelepipedo a partir das pecas fornecidas por ela, enquanto outras devemos acrescentar

pecas para montar o paralelepipedo.

Tabela 5.3: Tipos de equacoes do terceiro grau.
TIPO EQUACOES DO TERCEIRO GRAU

TIPO 1 Equagoes completas com todos os coeficientes positivos.
TIPO 2 Equagoes completas com os coeficientes a e ¢ positivos e b e d negativos.

TIPO 3 As demais equacoes completas e incompletas.
Fonte: Autor 2013

Agora vamos estudar a resolucao de cada tipo de equacao sugerida aplicando o

método que estd sendo proposto nesse trabalho.

5.3.1 Equacoes do tipo 1

Nesse tipo de equacao, iremos montar o paralelepipedo utilizando apenas as pecas
que a equacao ira nos fornecer, caso isso nao seja possivel significa que a equacao nao tera

todas as suas raizes racionais. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Quais sao as rafzes da equacao 2% + 622 + 11a + 6 = 07
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Figura 5.41: Equacgao z° + 622 + 11z + 6 = 0 representada com o material.

TN

Fonte: Autor 2013

Solucao: Inicialmente, iremos representar a equacao a partir do material dourado.

Conforme enunciamos acima, esse tipo de equacao é solucionada de forma direta, sem a

solicitagao de pegas. Montando o paralelepipedo com essas pegas, obtemos a figura:

Figura 5.42: Paralelepipedo obtido a partir da equacgao z*® + 62> + 11z + 6 = 0.

B

Fonte: Autor 2013

Vamos analisar o paralelepipedo acima:
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Figura 5.43: Solucao geométrica da equagao z® + 622 + 11z + 6 = 0.

! -
-

“,I‘.
/

~
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Fonte: Autor 2013

Observe que ao montarmos o sélido encontramos um paralelepipedo cujas arestas medem
r+1, x+2ex+3. O volume deste paralelepipedo nos darda a forma fatorada da equacao

dada.

V=@&+1) - (z+2)-(z+3)=(r+1)- (z+2)- (2+3)=0=< z=-2 .

Analisando a figura, notem que as arestas = do cubo acrescentamos + 1,4+ 2 e +

3, desta forma teremos que as raizes dessa equagao sao — 1, — 2 e — 3.
Exemplo 2: Determine o conjunto solucao da equacao x® + 922 + 24z + 20 = 0.

Solucao: Inicialmente, iremos representar a equacao a partir do material dourado.

Figura 5.44: Equacao z® + 922 + 24z + 20 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013
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Conforme enunciamos acima, esse tipo de equacao é solucionada de forma direta, sem a
solicitacao de pegas. Montando e analisando o paralelepipedo com essas pegas, obtemos

a figura:

Figura 5.45: Solucao geométrica da equacao x* + 922 + 24z + 20 = 0.

Fonte: Autor 2013

Observe que ao montarmos o sélido encontramos um paralelepipedo cujas arestas medem
r+2, x4+2ex+5. Calculando o volume deste paralelepipedo nos dard a forma fatorada

da equacao dada.

V=(@+2)-(z+2)-(z+5)=>(x+2)- (+2)- (2+5)=0=><¢ z=-2

Analisando a figura, notem que as arestas x do cubo acrescentamos + 2,+ 2 e +

5, desta forma teremos que as raizes dessa equacao sao — 2, — 2 e — 5.

Exemplo 3: Quais sao os niimeros racionais que satisfazem a equacio z°+z2+2x+10 = 07

Solugao: Representando a equagao no material dourado, obtemos as seguintes pecas:
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Figura 5.46: Equagao z° + z* 4 2z 4 10 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Nao ¢é possivel montar um paralelepipedo utilizando apenas essas pecas. Portanto,
a equacgao nao tem todas as suas raizes racionais.
5.3.2 Equacoes do tipo 2

Nesse tipo de equacao iremos utilizar o mesmo procedimento utilizado nas equacoes
do tipo 1, ou seja, montar o paralelepipedo utilizando as pegas fornecidas pela equacao,
nao sendo possivel montar o paralelepipedo a equacao nao tera todas as suas raizes

racionais. Vamos exemplificar para entender melhor:

Exemplo 1: Quais sdo as raizes da equacao z3 — 822 + 192 — 12 = 07

Solucao: Inicialmente, iremos representar a equacao a partir do material dourado.

Figura 5.47: Equacgao z® — 822 + 192 — 12 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013
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Conforme enunciamos acima, esse tipo de equacao é solucionada de forma direta, sem a
solicitacao de pegas. Montando e analisando o paralelepipedo com essas pegas, obtemos

a figura:

Figura 5.48: Solucao geométrica da equacgao 2° — 822 + 192 — 12 = 0.

Fonte: Autor 2013

Outra visao do paralelepipedo montado:

Figura 5.49: Solucao geométrica da equacao z® — 822 + 192 — 12 = 0.

Fonte: Autor 2013

Observe que ao montarmos o sélido encontramos um paralelepipedo cujas arestas medem
x—1, x—3 ex—4. Calculando o volume deste paralelepipedo nos dara a forma fatorada

da equacao dada.



90

r=1
V=@-1)-(z=3)-(z—4)=@—-1)-(z-3)- (x—4)=0=¢ =3

r=4
Analisando a figura, notem que as arestas x do cubo acrescentamos — 1, — 3 e —

4, desta forma teremos que as raizes dessa equacgao sao 1, 3 e 4.
Exemplo 2: Determine o conjunto solucao da equacao x® — 922 + 15z — 7 = 0.

Solugao: Inicialmente, iremos representar a equagao a partir do material dourado.

Figura 5.50: Equagao z° — 922 + 152 — 7 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Montando e analisando o paralelepipedo com essas pecas, obtemos a figura:

Figura 5.51: Solugao geométrica da equagao z® — 922 + 152 — 7 = 0.

|

el

Fonte: Autor 2013
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Outra visao do paralelepipedo montado:

Figura 5.52: Solucao geométrica da equacgao z° — 922 + 152 — 7 = 0.

Fonte: Autor 2013

Observe que ao montarmos o sélido encontramos um paralelepipedo cujas arestas medem
xr—1,x—1exz—"7. Calculando o volume deste paralelepipedo nos dara a forma fatorada

da equacao dada.

r=1
V=@-1)-(z-1)-(z-7=(@x-1)-(z-1)-(z=7)=0=< z=1

x=17
Analisando a figura, notem que as arestas x do cubo acrescentamos — 1, -1 e —

7, desta forma teremos que as raizes dessa equacao sao 1, 1 e 7.

Exemplo 3: Quais sdo os nimeros racionais que satisfazem a equacao x®—42?+10zx—1 = 07?

Solugao: Representando a equagao no material dourado, obtemos as seguintes pecas:
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Figura 5.53: Equacgao z® — 422 + 10x — 1 = 0 representada com o material.

NI

Fonte: Autor 2013

Nao é possivel montar um paralelepipedo utilizando apenas essas pecas. Portanto,

a equacao nao tem todas as suas raizes racionais.

5.3.3 Equacgoes do tipo 3

Nas equacgoes do tipo 3, a quantidade de pecas que a equagao nos fornece podera
ser insuficiente para montar o paralelepipedo, isso nao significa que a equacao nao tem

raizes racionais.

Para resolver esse problema o aluno podera solicitar pecas dos tipos placas e/ou
barras para tentar montar o retangulo. Esta solicitacao nao pode ser em uma quantidade
qualquer de pegas, ela devera ter uma quantidade par de pegas sendo metade azul (po-
sitiva) e a outra metade vermelha (negativa), assim estaremos acrescentando a equagao
elementos opostos, o que nao alterard a equacao em questao. Por isso, esse tipo de equacao
exigira um pouco mais de atencao por dois motivos, o primeiro é que ele devera analisar
bem a equagao para nao solicitar pecas demais e o segundo é que ao fim da montagem

devemos verificar o jogo de sinais. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Quais sdo as raizes da equacao 23 — 2% — 12z = 07

Solucao: Inicialmente, iremos representar a equacao a partir do material dourado.
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Figura 5.54: Equacgao z® — 22> — 122 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Conforme enunciamos acima, devemos solicitar algumas pegas do tipo placa e/ou
do tipo barra, todas em quantidades pares sendo metade azul e metade vermelha para
nao alterar a equagao dada. Nesse momento devemos destacar que nao importa como o
aluno fara tais solicitagoes e sim que ele compreenda todo o procedimento. A quantidade

que devera ser solicitada para resolver essa equacao esta representada na figura abaixo.

Figura 5.55: Pecas complementares para resolver a equagao 2® — 22 — 12z = 0.

Fonte: Autor 2013

Analisando o paralelepipedo que podemos montar com essas pecas, obtemos a figura:
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Figura 5.56: Solucao geométrica da equacao z® — 22 — 122 = 0.

y/ AT

Fonte: Autor 2013

Observe que ao montarmos o sélido encontramos um paralelepipedo cujas arestas medem
x, x —4 e x+ 3. Calculando o volume deste paralelepipedo nos dara a forma fatorada da

equacao dada.

V=zx-(z—4)-(x+3)=zx-(x—4) - (z+3)=0=<( =4

Analisando a figura, notem que as arestas x do cubo acrescentamos 0 , — 4 e + 3,

desta forma teremos que as raizes dessa equacao sao 0, 4 e — 3.
Exemplo 2: Determine os valores de x que satisfazem a equacao x> + 62% — 192 — 24 = 07

Solucao: Inicialmente, iremos representar a equacao a partir do material dourado.



95

Figura 5.57: Equacgao 2° + 622 — 192 — 24 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

A quantidade de pecas do tipo placa que devera ser solicitada para resolver essa equacao

estd representada na figura abaixo.

Figura 5.58: Pecgas complementares do tipo placa para resolver a equagao

23+ 622 — 192 — 24 = 0.

Fonte: Autor 2013

Fazendo apenas a solicitacao dessas pecas nao sera possivel ainda montar o paralelepipedo.
Entao, deveremos solicitar também pecas do tipo barra. A quantidade que devera ser so-

licitada para resolver essa equacao esta representada na figura abaixo.
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Figura 5.59: Pecas complementares do tipo barra para resolver a equacgao

23+ 622 — 192 — 24 = 0.

Fonte: Autor 2013

Analisando o paralelepipedo que podemos montar com essas pecas, obtemos a figura:

Figura 5.60: Solucao geométrica da equacao 2 + 622 — 192 — 24 = 0.

Fonte: Autor 2013

Observe que ao montarmos o sélido encontramos um paralelepipedo cujas arestas medem
r+1, x4+ 8 e x—3. Calculando o volume deste paralelepipedo nos daréa a forma fatorada

da equacao dada.

V=@+1)-(z+8) - (z=3)=(+1)-(2+8)- (¢ -3)=0=q z=-8 .
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Analisando a figura, notem que as arestas x do cubo acrescentamos + 1, + 8 e —

3, desta forma teremos que as raizes dessa equacgao sao — 1, — 8 e 3.

Exemplo 3: Quais sao os nimeros racionais que satisfazem a equacao x® + 8 = 07?

Solugao: Representando a equagao no material dourado, obtemos as seguintes pecas:

Figura 5.61: Equacao x3b+ 8 = 0 representada com o material.

Fonte: Autor 2013

Nesse caso, podemos solicitar pegas do tipo placas e/ou barras para montar o para-
lelepipedo mesmo assim nao iremos conseguir montar o paralelepipedo. Portanto, a

equacao nao tem todas as suas raizes racionais.



98

6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final desse trabalho devemos destacar que a proposta apresentada une dois
elementos que podem tornar a aprendizagem mais atrativa e de ficil compreensao. O
primeiro elemento é a utilizacao dos procedimentos geométricos, tao utilizados por povos
antigos, para representar uma equacao e o segundo é que essa representagao geométrica
serd feita com um material pedagogico, o material dourado, cuja eficacia no desenvolvi-

mento do aluno ja fora devidamente comprovada.

Para alguns professores a proposta que esta sendo apresentada pode ser considerada
incompleta, pois sé é possivel encontrar a solugao para raizes racionais ou pela alegacao
de que o material para montagem nao estara disponivel para o aluno, por exemplo, na
aplicacao de uma prova. Mas, o aluno que estiver bem familiarizado com o procedimento
poderd construir um desenho para representar os elementos da equacgao e depois solu-
cionar essa equacao a partir do seu desenho. Além disso, quando o aluno resolve uma
equacao do segundo ou terceiro grau a partir do método estudado ele estara, mesmo que
intuitivamente, estabelecendo relacoes entre os coeficientes e as raizes da equacao, ou seja,

as relacoes de Girard.

Como nossa proposta é que esse método possa ser aplicado no oitavo ano do ensino
fundamental o aluno ainda nao tera tido o contato com as relacoes de Girard, mas quando
esse contetdo for passado para ele nas séries seguintes ele poderd fazer alguma associagao

entre o método proposto e tais relacgoes.

Podemos perceber também que durante o processo de resolugao o aluno esté traba-
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lhando outros conceitos matematicos além de determinar as raizes da equacao, tais como
estudo dos sinais, propriedades da adigao, operagoes inversas, multiplicagao de ntimeros
inteiros, multiplicacao de polinomios, area do retangulo, area do quadrado, volume do par-
alelepipedo, volume do cubo e equacao do primeiro grau. Aliados a todos esses contetidos
poderiamos destacar também o desenvolvimento da visao espacial e do raciocinio logico
dedutivo. Por isso, esse material também poderd ser utilizado para explicar a multi-
plicacao entre dois ou trés polinomios de primeiro grau, produtos notaveis entre outros

que possam ser associados a esse material.

E claro que para o aluno atingir o desenvolvimento ideal para esse tipo de tra-
balho, devemos aplicar essa sequéncia didatica que esta sendo proposta em diversas aulas
e procurando envolver o aluno para que ele possa descobrir a melhor forma de visualizar
e montar o seu objeto. O professor tera um papel de facilitador mais a descoberta devera

ser do aluno.

As dificuldades que os professores encontrarao durante a aplicacao deste método
¢ principalmente a falta de interesse do aluno na montagem da figura. Isto se deve ao
fato de que ele nao é acostumado a desenvolver atividades de montagem e colagem, prin-
cipalmente a partir do sexto ano do ensino fundamental, ou pela dificuldade natural que
os alunos apresentam quando desenvolvem alguma atividade que nao tenha resposta ime-
diata, ou seja, atividades que exijam um pouco de raciocinio. Nenhum recurso tecnolégico
ou material pedagdgico sera eficaz se o professor nao desenvolver habilidades para motivar

o aluno para que ele possa realizar a tarefa e atingir o objetivo desejado.

Finalmente, podemos concluir esse trabalho acreditando que a proposta de sequéncia
didatica apresentada possa ser mais uma ferramenta que possibilite o desenvolvimento e

a aprendizagem dos nossos alunos.
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APENDICE A

QUEM FOI MARIA MONTESSORI?

No dia 31 de Agosto de 1870 em Chiaravelle na Itdlia nasce Maria Montessori,
filha de Alessandro Montessori (Militar e diretor da Manufatura Tabacchi) e e Renilde

Stoppani (era filha do renomado fil6sofo e professor Stoppani).

Quando Maria Montessori tinha doze anos seus pais decidem mudar para Roma,
pensando nos estudos de sua filha. Aos 14 anos, ela inicia o curso secundéario demon-
strando um grande interesse pelo estudo das matérias cientificas, principalmente biologia
e matematica, a ultima serd estudada durante toda a sua vida. Em 1897, aos 17 anos ela
se matricula no curso de engenharia contra a vontade de seus pais que gostariam que ela

fosse professora.

Em 1890, obteve licenciatura na cadeira de fisico-matematica e em 1892 com-
pletou o curso e é diplomada em Ciéncias Naturais pela Faculdade de Ciéncias Fisicas,

Matematicas e Naturais, da Universidade de Roma.

Em 1896, Montessori formou-se em Medicina, tornando-se a primeira mu-lher
médica em seu pais. Em 1897, comeca a trabalhar como médica assistente na clinica
de psiquiatrica da Universidade de Roma, dando uma maior atencao as criangas que eram
consideradas loucas. Passou a trabalhar numa creche, mantendo um maior contato com as
criangas e desenvolvendo intensas pesquisas com elas. Maria Montessori estudou diversas
obras de famosos médicos franceses Itard, Séguin e Bourneville, a partir desses estudos e

de suas investigacoes nasce o Método de Classificacao dos deficientes.
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Em 6 de Janeiro de 1907, era inaugurada a primeira “Casa dei Bambini”, no bairro
operario de San Lourenzo em Roma, onde ela passa a aplicar suas ideias na educacao das

criancas. Neste mesmo ano ¢ inaugurada a segunda “Casa dei Bambini”.

Em 1909 publica o livro “Método da pedagogia cientifica aplicada a edu-cagao”
que obteve grande repercussao em todo o mundo sendo traduzido para varios idiomas
fazendo cm que o método Montessori seja difundido em todos os paises. Escolas Montes-
sorianas surgem em varios paises: Inglaterra, Austria, Holanda, Dinamarca, Suica, India,

Paquistao, Estados Unidos, etc.

Em 1912, vai pela primeira vez aos Estados Unidos, onde é recebida com grande

admiracao, e lanca o livro “O método Montessori”.

No periodo de 1915 a 1934, participa de congressos e ministra cursos para profes-

sores em VAarios paises.

Em 1950, preside o IX Congresso Internacional de Educagao Montesso-riana real-

izado em Londres.

Em 1951, é convidada pelo governo de Gana a contribuir para a independéncia e

liberdade da nacao Africana.

Em 6 de Maio de 1952, aos 81 anos de idade, falece a criadora de um método que
revolucionou uma época e traz contribuicoes muito significativas para o desenvolvimento

das criancas no mundo educacional atual.



