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RESUMO

A grande dificuldade em entender o processo de demonstracdo de identidades
algébricas, tem se tornado um grande desafio para alunos, que muitas vezes
necessitam de um material que os auxilie ou simplesmente os convenca de que
essas expressdes sdo verdadeiras. Nada melhor do que usarmos a beleza da
geometria para através de imagens estimularem estudantes na busca do
conhecimento. Entdo, desenvolvemos sequéncias didaticas utilizando material
concreto, que podem ser aplicadas em sala de aula de forma bastante dinamica.
Tendo em vista que a prépria imagem ja induz a prova de alguma expressao,
abordamos minuciosamente os passos que devemos fazer para chegarmos ao
resultado. Podendo ser utilizado pelo professor ao apresentar o contelldo ou apenas
para fixa-lo, servindo de base para o surgimento de investigacbes em outras
identidades. A énfase é fornecer pistas visuais ao observador para estimular o
pensamento matematico.

Palavras-chaves: Identidades algébricas; Geometria; Material concreto; Provas sem
palavras.



ABSTRACT

The great difficulty in understanding the process of demonstrating algebraic identities
has become a great challenge for students who often need material that helps them
or simply convinces them that these expressions are true. Nothing is better than
using the beauty of geometry for images to stimulate students in the pursuit of
knowledge. Then, we develop didactic sequences using concrete material, which can
be applied in the classroom in a very dynamic way. Given that the image itself
already proves the proof of some expression, we approach in detail the steps we
must take to arrive at the result. It can be used by the teacher when presenting the
content or just to fix it, serving as the basis for the emergence of investigations into
other identities. The emphasis is to provide visual cues to the observer to stimulate
mathematical thinking.

Key Words: Algebraic identities; Geometry; Concrete material; Proof Withont Words.
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1. INTRODUCAO

Demonstracfes geométricas de relacbes algébricas elementares: uma
proposta de sequéncia didatica foi desenvolvida para que professores e alunos
tivessem a oportunidade de conhecer a matematica de forma mais encantadora,
relacionando geometria e algebra através da visualiza¢do de figuras, acompanhadas
por expressoes que auxiliam no entendimento.

Demonstracdo refere-se a prova matematica, uma sucessao finita de
argumentos restritos as regras da légica mostrando que determinada afirmacédo é
necessariamente verdadeira quando se assumem certos axiomas. Em sala de aula,
0 objetivo da demonstracao é explicar e estimular a compreensao dos estudantes.

Sera que de fato, uma imagem vale mais que mil palavras? E a beleza da
matematica simplificada em uma imagem que nos faz compreender melhor certas
expressdes ou até melhorar o entendimento de suas demonstragdes.

Martin Gardner, em seus “Jogos matematicos populares”, coluna da edi¢céo de
outubro de 1973 da revista Scientific American, discutiu as Proof Withont Words
como diagramas do tipo “olhar — ver”. Ele disse: “em muitos casos, uma prova
macante pode ser complementada por um analogo geométrico, de modo tao simples
e belo que a verdade de um teorema é quase vista de relance”.

A utilizacdo de materiais concretos € uma das formas de facilitar o aprendizado
e a interacdo entre os alunos, de apresentar uma maneira mais facil e palpavel de
aprender matematica. Com isso, sugerimos a confeccao de materiais e em alguns
casos distribuimos em varios envelopes, pois h4 uma sequéncia a ser seguida. Para
facilitar essa confeccao, indicamos expressdes genéricas, onde o professor pode
definir as medidas e com valores ja definidos para o material do aluno e do
professor.

A dissertacdo é composta por sequéncias didaticas que o professor pode
aplica-las em diferentes momentos, de acordo com seu planejamento. S&o
Teoremas muito utilizados, de forma que sugerimos sua aplicacado nos 8° e 9° anos
do ensino fundamental Il, pois de acordo com a “Base Nacional Comum Curricular”
(BNCC), séo nesses anos € gue algumas demonstracdes sédo exploradas.

Inicialmente, apresentamos a diferenca de quadrados, onde temos uma
igualdade e uma desigualdade para serem demonstradas geometricamente. Em

seguida, teoremas com igualdades demonstradas através de sequencias de acdes
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com o material concreto. Depois, trabalhamos com desigualdades entre os lados de
um triangulo retdngulo. O proximo item aborda areas proporcionais utilizando
medianas para provar. Os proximos dois itens tratam de desigualdade entre area e

diagonal de um quadrilatero convexo e céncavo, respectivamente.



1a

2. AS MUDANCAS NA BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCC) EM
RELACAO AOS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS (PCNs)

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) séo diretrizes separadas por
disciplinas elaboradas pelo governo federal e ndo obrigatérias por lei. Elas visam
subsidiar e orientar a elaboragdo ou revisdo curricular; a formagao inicial e
continuada dos professores; as discussdes pedagogicas internas as escolas; a
producdo de livros e outros materiais didaticos e a avaliacdo do sistema de
Educacdo.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) foi criada para que todas as escolas
tenham um padrdo minimo de instrucdo, e o esperado é que essa padronizacdo
aumente a qualidade do ensino no pais, especialmente na esfera publica.

A BNCC faz parte do Plano Nacional da Educacédo, previsto na Constituicdo
Federal de 1988. A primeira versdo foi redigida em 2014. ApGOs passar por um ciclo
de debates e consulta publica, foi homologada pelo MEC em dezembro de 2017. De
forma que todas as instituicbes escolares do Brasil devem, obrigatoriamente,
implementar a BNCC até o final de 2019.

Apesar das altera¢des, o documento ndo propde uma ruptura com a visao sobre
a disciplina adotada desde os Parametros Curriculares Nacionais (PCNSs):
documento que durante anos serviu de referéncia para as escolas brasileiras. A

BNCC aprofunda e amplia alguns dos objetivos dos PCNSs.
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Figura 1 - Estrutura da BNCC.
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As 10 Competéncias Gerais da Base Nacional Comum Curricular

acompanham o desenvolvimento dos alunos desde a Educacdo Infantil até o

Ensino Médio.

1.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a construcdo de uma sociedade justa,
democréatica e inclusiva.

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo, a andlise critica, a imaginacgéo e
a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e
resolver problemas e criar solu¢cbes (inclusive tecnolégicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

Valorizar e fruir as diversas manifestacdes artisticas e culturais, das locais as
mundiais, e também participar de préticas diversificadas da producéo
artistico-cultural.

Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e
escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
linguagens artisticas, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar
informacdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e
produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e
comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informacdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de
conhecimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relacdes
préprias do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da
cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade.

Argumentar com base em fatos, dados e informagbes confiaveis, para
formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisGes comuns que

respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o



consumo responsavel em ambito local, regional e global, com posicionamento
ético em relagéo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional,
compreendendo-se na diversidade humana e reconhecendo suas emocoes e
as dos outros, com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o dialogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacéo,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos
humanos, com acolhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de
grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem
preconceitos de qualquer natureza.

10.Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade,
resiliéncia e determinacéo, tomando decisdes com base em principios éticos,

democréaticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

MATEMATICA NO ENSINO FUNDAMENTAL - ANOS FINAIS.

Vamos destacar as principais mudancas na area de Matematica.

Na unidade tematica Algebra, as equacdes ndo s&o mais trabalhadas de
forma exaustiva nos 8° e 9° anos. A énfase é dada a capacidade de resolver
situacdes-problema utilizando o pensamento algébrico, e isso pode ou nao envolver

equacodes e inequacgoes.

Na unidade tematica Geometria, algoritmos e fluxogramas passam a ser tema
das aulas de Geometria a partir do 60 ano. Fluxogramas aparecem como forma de
identificar os passos necessarios na resolucdo de problemas geométricos, a
exemplo das constru¢cbes de poligonos e transformacdes no plano. Além disso,
aparece também para estruturar a classificacdo de figuras utilizando para isso as
organizacdes proprias dos fluxogramas.

Na unidade tematica NUmeros, um conceito novo na ideia de numeros é a
progressdo no ensino das fracdes, destacando as diferentes concepcdes da fracao,
como numero (elemento dos racionais), operador (aplicado a inteiros discretos ou

continuos) ou representante de relacdes (entre parte e todo ou razao entre partes).



Na unidade tematica Grandezas e medida, o foco € a resolucéo de problemas

envolvendo medidas e medi¢des, compreendendo que medir € comparar um inteiro

continuo com diferentes unidades, padronizadas ou ndo. As figuras planas

aparecem com mais destaque nessa etapa do ensino.

Na unidade tematica Probabilidade e estatistica, a interpretacdo e a elaboragéo

de graficos mais complexos, que antes acontecia apenas no Ensino Médio, ja sédo

tratadas como objeto de conhecimento a partir do 60 ano.

Observe que muitos conteudos foram reorganizados e alguns novos foram

inseridos. Destacamos alguns objetos de conhecimento e habilidades em geometria,

gue nos mostram a importancia do trabalho a ser desenvolvido, nos 8° e 9° anos.

MATEMATICA - 8° ANO
UNIDADES OBJETOS DE HABILIDADES
TEMATICAS CONHECIMENTO

Geometria Congruéncia de triangulos | (EFO8MA14) Demonstrar propriedades de

de
de

e demonstracbes
propriedades
guadrilateros

quadrilateros por meio da identificacdo da
congruéncia de triangulos.

Mediatriz e bissetriz como
lugares geomeétricos:
construcéo e problemas

(EFO8MA17) Aplicar os conceitos de
mediatriz e bissetriz como lugares
geomeétricos na resolucéo de problemas.

Transformacgdes
geomeétricas: simetrias de
translagcdo, reflexdo e
rotacao

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras
obtidas por composicdes de transformacdes
geométricas  (translacdo, reflexdo e
rotacdo), com o0 uso de instrumentos de
desenho ou de softwares de geometria
din&mica.

Fonte: http://basenacionalcomum.mec.gov.br




MATEMATICA - 9° ANO
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UNIDADES OBJETOS DE HABILIDADES

TEMATICAS CONHECIMENTO

Geometria Demonstracoes de | (EFO9MA10) Demonstrar relagcbes simples
relacbes entre 0os | entre os angulos formados por retas
angulos formados por | paralelas cortadas por uma transversal.
retas paralelas

intersectadas por uma
transversal

Relagbes métricas no

tridngulo retangulo
Teorema de Pitagoras:
verificacbes
experimentais e
demonstracao

Retas paralelas
cortadas por
transversais: teoremas
de proporcionalidade e
verificacOes

experimentais

(EFO9MA13) Demonstrar relacées
métricas do tridngulo retadngulo, entre elas
o0 teorema de Pitagoras, utilizando,
inclusive, a semelhanca de triangulos.

(EFO9MA14) Resolver e elaborar
problemas de aplicacdo do teorema de
Pitagoras ou das relacbes de
proporcionalidade envolvendo retas
paralelas cortadas por secantes.

Poligonos regulares

(EFO9MA15) Descrever, por escrito e por
meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcdo de um poligono regular
cuja medida do lado € conhecida,
utilizando régua e compasso, como

também softwares.

Distancia entre pontos
no plano cartesiano

(EFO9MA16) Determinar o ponto médio de
um segmento de reta e a distancia entre
dois pontos quaisquer, dadas as
coordenadas desses pontos no plano
cartesiano, sem o uso de formulas, e
utilizar esse conhecimento para calcular,
por exemplo, medidas de perimetros e
areas de figuras planas construidas no
plano.

Fonte: http://basenacionalcomum.mec.gov.br
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3. AREAS ALGEBRICAS

Nesta seccao, iremos mostrar como fatoramos algumas expressées através de
diferentes visualizacbes de uma mesma figura, onde faremos uso de alguns
recursos, como agrupamentos, para que tenhamos um resultado claro. Séao
sequéncias didaticas que o professor pode aplica-las em diferentes momentos, de

acordo com seu planejamento.

3.1.Diferenca de quadrados
Teorema: Dados a,b,c e d reais positivos, o produto da soma dos quadrados é
(a+b)?> — (a- b)* =4ab

e

a+b
2

>+ab.

Figura 2 - Diferenca de quadrados.

b

b a a—"b

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Conteudos associados a habilidades:
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» Monbdmios ou termos algébricos.
» Os produtos notaveis.
» Poténcias.

» Desigualdades.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.
+ Quatro retangulos de comprimento a e largura b.
% Um quadrado de lado a - b.
Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros com
medidas diferentes e definir valores para a e b, tais que a > b.
» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno, tomando
a =8meb = 5cm:
% Quatro retangulos de comprimento 8 cm e largura 5cm.

% Um quadrado de lado 8 - 5 = 3cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomandoa = 16cmeb = 10cm:

% Quatro retangulos de comprimento 16cm e largura 10cm.

% Um quadrado de lado 16 - 10 = 6cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreensao do

aluno ao generalizarmos).

Motivacdo: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade das
expressoes.
(a+b)?> — (a- b)?> =4ab

e

%ZVab.
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s Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,
a =8meb = 5cm.

Possivel solucéo:
» Igualdade
(8+ 5)%—(8-5)% =48-5
132 — 32 = 4-40
169 — 9 = 160

160 = 160.
» Desigualdade

a+b

> =>Vab
8+5
TZVB-S

6,5 > V40 = 6,32.

« Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,
a =16cm eb = 10cm.

Possivel solucéo:
» Igualdade
(16 + 10)2— (16 - 10)2= 4-16-10
26% — 62 = 4-160
676 — 36 = 640

640 = 640.
» Desigualdade

16 + 10

=>+vV16-10

26> 160
> =

13 > 4Vv10 = 12,64.

3.1.1. Demonstracgéo da igualdade

(a+b)?> — (a- b)? =4ab.

Considere os retangulos, a medida do lado maior a e do lado menor b.

Construa um quadrado utilizando as cinco pecas, sem sobreposicao.
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Possivel solucéo:

.  Obtenha a medida do lado do quadrado formado pelas cinco pecas, bem
como a medida do lado do quadrado menor, localizado no centro da figura.
Possivel solucéo:
Quadrado maior: a+ b .

Quadrado menor: a — b .

lll.  Retire o quadrado menor, restando o quadrado maior vazado.
Possivel solucéo:
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IV. Podemos observar a composicdo desse quadrado vazado de duas formas
(Induzir o aluno a visualizacdo). Na primeira, temos a area de um
guadrado maior, menos a area de um quadrado menor. Na segunda,
temos a area de quatro retangulos. Obtenha uma expressao que
represente as duas composicgoes.

Possivel solucéo:
A primeira composic&o é (a + b)? — (a- b)2 :

A segunda composicdo é 4-ab .

V. Assim, a area desse quadrado vazado € a mesma area dos quatro
retangulos. Encontre essa igualdade.

Possivel solucéo:

(@+b)? — (a-b) =4ab.
3.1.2. Demonstragéo da desigualdade

2> ab.

VI. Compare a area do quadrado completo (formado pelas cinco pecas) e a
area do quadrado vazado (os quatro retangulos) de forma a obter uma
desigualdade simplificada.

Possivel solucéo:
A area do quadrado completo € maior que a area dos quatro retangulos

juntos, pois possui 0 quadrado menor a mais.

(a + b)? > 4ab

a + b)?

4
(a+b

2
> )Zab

+b
az > Vab.
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VII.  Analise o que acontece com as medidas a e b, lados do retangulo, quando
nao existir o quadrado central.
Possivel solucéo:
Vai ocorrer a igualdade a = b, ou seja, vamos ter quatro quadrados

iguais, e ainda:

a+b:m'

2

3.2.Completando quadrados

Teorema: Para quaisquer a > 0ex > 0, temos

x?+ax = (x + %)2 - (%)2.

Figura 2 - Soma de dois quadrilateros.

r

xr

Fonte: Elaborado pela autora.



Figura 3 - Dividimos um retangulo em dois.

@r

a
2

xr

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 4 - Reorganizando trés quadrilateros.

o2

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Conteudos associados a habilidades:

» Mondmios ou termos algébricos.

27
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» Os produtos notaveis.

> Poténcias.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
> Genericamente.

% Um quadrado de lado x.

% Dois retangulos de comprimento x e Iargurag .

< Um quadrado de lado g

Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros

diferentes e definir valores para x e a.

» Sugestdes de valores para confec¢cdo de materiais para o aluno, tomando
x = 10cmea = 6cm:

< Um quadrado de lado 10cm.

. N . 6
+« Dois retangulos de comprimento 10cm largura 5= 3cm .

% Um quadrado de lado 3cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomando x = 20cmea = 12 cm:

< Um quadrado de lado 20cm.

. N . 12
+ Dois retangulos de comprimento 20cm largura 5 = 6cm .

% Um quadrado de lado 6¢cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreenséo do

aluno ao generalizarmos).

Motivacao: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.

x? +ax = (x+%)2—(§)2.
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« Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,
x = 10cmea = 6cm:

Possivel solucao:

6 6\ >
102 4+ 6.10 = (10 + E)2— (—)

2
100 + 60 = (10 + 3)% — (3)2
160 =169 — 9
160 = 160.

% Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,
x = 20cmea = 12cm:
Possivel solucéo:

) 12, (12y?
207+ 12.20 = (20 + —) —(7)

400 + 240 = (20 + 6)% — (6)?
640 =676 — 36
640 = 640.
3.2.1. Demonstragao

Considere o quadrado maior e os dois retangulos. Construa um quadrado e
um retangulo utilizando as trés pecas, sem sobreposicao.
Possivel solucéo:
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Obtenha as areas do quadrado e do retadngulo e a soma das mesmas.
Possivel solucao:

Quadrado: x2 .

Retangulo: ax .

Soma: x? + ax .

Separe as duas pecas do retangulo formado e verifique as medidas de cada
um de seus lados.
Possivel solucao:

Lados do retangulo: % ex

Considerando essas trés pecas e 0 quadrado menor, construa um gquadrado,
sem sobreposi¢cdo. Em seguida retire 0 quadrado menor, para que possamos
preservar a area inicial.

Possivel solucéo:



V1.

3

Podemos observar & composi¢cdo dessa figura como a area do quadrado
formado menos a area do quadrado menor (Induzir o aluno a visualizacao).
Obtenha uma expressao que represente essa cComposicao.

Possivel solucéo:

Compare a area inicial, do quadrado mais o retangulo, com a area de
guadrado vazado. Concluimos que permanecemos com a mesma area,
apenas reagrupando as pecas.

Possivel solucéo:

+ax=(x+3) —(5)

3.3.Fatoracéo de quadrados
Teorema: Para quaisquer nimeros reais positivos a e b, temos que

(a+b)*+ (a- b)?> =2 (a?+ b?).



Figura 5 - Soma de dois quadrados.

f

f

f

L

i ||J

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 6 - Reagrupar os quadrilateros.

H'—-h'

32

b

"

a—b

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Conteudos associados a habilidades:
» Mondmios ou termos algébricos.
» Os produtos notaveis.

> Poténcias.

b
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Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.
% Um quadrado de lado a.
% Trés quadrados de lado b.
% Dois retangulos de largura b e comprimento a— b .
% Um quadrado de lado a—b .
Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros

diferentes e definir valores para a e b, tais que a > b.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno, tomando
a =10cmeb = 3cm:
% Um quadrado de lado 10cm.
% Trés quadrados de lado 3cm.
% Dois retangulos de largura 3cm e comprimento 10 — 3 = 7 cm.

o,

% Um quadrado de lado 10 —3 = 7 cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomandoa = 20cmeb = 6cm:

% Um quadrado de lado 20cm.

X/
o

Trés quadrados de lado 6cm.

DS

» Dois retangulos de largura 6cm e comprimento 20 — 6 = 14 cm.

RS

% Um quadrado de lado 20 — 6 = 14 cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreensédo do

aluno ao generalizarmos).

Motivacao: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.
(a+b)?+ (a- b)?=2(a?+ b?).

» Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,

a =10cmeb = 3cm.
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Possivel solucéo:
(10 +3)%2 + (10 - 3)% = 2 (102 + 3?)

(13)% + (7)% = 2 (100 + 9)
169 + 49 = 2 (109)

218 = 218.
» Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,
a =20cmeb = 6cm:
Possivel solucao:
(20 + 6)% + (20 - 6)% = 2 (202 + 62)
(26)% + (14)% = 2 (400 + 36)
676 + 196 = 2 (436)
872 = 872.

3.3.1. Demonstracao

Construir dois quadrados utilizando as sete pegas, sem sobreposic¢ao.

Possivel solucao:

Obtenha as areas dos dois quadrados e a soma das mesmas.



da

Possivel solucéo:
Quadrado maior: (a + b)?.
Quadrado menor: (a — b)?.
Soma: (a + b)? + (a — b)?.

Ill.  Construir quatro quadrados utilizando as sete pecas, sem sobreposicao.

Possivel solucéo:

IV. Obtenha uma expressdo simplificada para a soma das areas dos quatro

retangulos.
Possivel solucéo:
a’? + b? + a? + b? = 2a% + 2b% = 2(a® + b?).

V. Compare a area inicial, dos dois quadrados, com a éarea final, dos quatro
guadrados. Concluimos que permanecemos com a mesma area, apenas
reagrupando as pecas. Encontre a igualdade que represente esse fato.
Possivel solucéo:

(a+b)?>+ (a- b)>=2(a%*+b?).

3.4.A soma dos quadrados de quatro termos

Teorema: Se a, b e ¢ sS40 ndmeros reais, entao
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(a+b+c)’+(@+b—-c)?+(@a—-b+c)2+(a—b—c)? =(2a)*+ (2b)%? + (2¢c)?.

Figura 7 - Soma dos quadrados de quatro termos.

-+ i — e

11 2c
I a+b—-rc
I a—b+e
Vv
w| IV “”
Vi ia— b —c
Vi
Fonte: Elaborado pela autora.
Figura 8 - Reagrupando quadrados.
I VT a—b+e
A
VIl
”+h—f 'l__.-' f.”
v
11
T
- 2a - 2b 2c

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Contelidos associados a habilidades:

» Monbmios ou termos algébricos.

» Os produtos notaveis.
» Poténcias.
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Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.

% Um retangulo de comprimento a+ b —c e larguraa—b + c . (Pecal)

% Um quadrado de lado 2c . (Peca ll)

% Um reténgulo de comprimento a — b + c e largura a + b — c (retirar o
quadrado de lado a — b — ¢ de acordo com a figura). (Peca lll)

< Um quadrado de lado 2b . (Peca lV)

% Um quadrado de lado a+ b — c. (Pe¢a V)

% Um quadrado de lado a — b + c. (Peca VI)

% Um quadrado de lado a — b — c. (Peca VII)
Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros

diferentes e definir valores paraa,bec,taisquea>b+ceb > c.

» Sugestdes de valores para confeccao de materiais para o aluno, tomando

a=6cm,b =3cmec = 2cm:

% Um retangulo de comprimento 6 +3 -2 =7cmelargura6 -3+ 2 =
5cm.

% Um quadrado de lado 2.2 =4 cm.

% Um retédngulo de comprimento 6 +3 -2 =7cm e largura 6 —3 + 2 =
5 cm (retirar o quadrado de lado9 — 5 — 3 =1 cm).

% Um quadrado de lado 2.3 =6 cm.

% Umquadradodelado 6 + 3 —2 = 7cm.

% Um quadrado de lado 6 —3 + 2 = 5cm.

% Um quadrado de lado 6 —3 —2 = 1cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomando a = 18cm,b = 10cmec = 6cm:
% Um retangulo de comprimento 9+5—-3 =11cme largura 9 -5+
3 =7cm.
« Um quadrado de lado 2.3 = 6cm.
% Um retdngulo de comprimento 94+ 5—-3 =11cm e largura 9 -5+
3 = 7cm (retirar o quadrado de lado 9 — 5 — 3 = 1cm.

% Um quadrado de lado 2.5 =10 cm.
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« Um quadrado de lado 9+ 5 —3 =11cm.
% Um quadrado de lado 9 —5+ 3 = 7cm.
% Um quadrado de lado 9 -5 -3 = 1cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreensédo do

aluno ao generalizarmos).
Motivacédo: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.

(a+b+c)*+(@a+b—-c)*+(a—b+c)>+(a—b—c)*=(2a)*+ (2b)* + (2¢)*.

» Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,
a=6cm,b = 3cmec = 2cm:
Possivel solucao:
(6+3+2)2+(6+3—-2)2+(6—-3+2)*+(6—3—2)*
= (2.6)2 4+ (2.3)2 + (2.2)2
AD*+ D+ G)*+ (1)? = (12)* + (6)* + (D)?
121+49+25+1=144+36+16
196 = 196.

» Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,
a = 18cm,b = 10cmec = 6cm:
Possivel solucéo:
(18 + 10 + 6)% + (18 + 10 — 6)2 + (18 — 10 + 6)? + (18 — 10 — 6)?
= (2.18)2 + (2.10)% + (2.6)?
(34)? + (22)% + (14)% + (2)? = (36)% + (20)% + (12)?
1156 + 484 + 196 + 4 = 1296 + 400 + 144

1840 = 1840.

3.4.1. Demonstracéo
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Construir quatro quadrados utilizando as sete pecas, sem sobreposicao.

Possivel solucao:

Obtenha os lados dos quatro quadrados e a soma da area dos mesmas.
Possivel solucéo:

Lado a+b+c

Lado(a+b+c)—2c=a+b—c.

Lado(a+b+c)—2b=a—-b+c.
Lado(a+b+c)—2b—2c=a—-b—c.

Somadas areas: (a+b+c)>+(a+b—c)>+(@a—b+c)>+(a—b—c)?.

Construir trés quadrados utilizando as sete pecas, sem sobreposicao.
Possivel solucéo:
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IV. Obtenha as medidas dos lados dos trés quadrados e a soma das mesmas.
Possivel solucéo:
Lado(a+b—-c)+(a—b+c)=2a.
Lado 2b.
Lado 2c.
Soma das areas: (2a)? + (2b)? + (2¢)?.

V. Compare a area inicial, dos quatro quadrados, com a area final, dos trés
quadrados. Concluimos que permanecemos com a mesma area, apenas

reagrupando as pecas. Encontre a igualdade que represente esse fato.
Possivel solucéo:

(a+b+c)+(a+b—c)*+(a—b+c)*+(a—b—c)?
= (2a)* + (2b)* + (2¢)*.

3.5.Soma de quadrados

Teorema: Dados x e y numeros reais positivos, temos

x2+y?=(x+y+2xy).(x +y—2xy).

Figura 9 - Acrescentamos dois retangulos de mesma area xy .

Ty

Y

Y

r+y—

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 10 - Nova divisdo no quadrado.

2y

A, 2ry [

As — A, Az ¥ +y — \/2xy
1

-

As T+y+ V/E.r.r;
Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Tempo necessario: 2 h/aula

Conteudos associados a habilidades:
» Monbdmios ou termos algébricos.
» Os produtos notaveis.
» Poténcias.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.
% Um quadrado de lado x.
% Um quadrado de lado y.
% Dois retangulos de comprimento x e largura y.
< Um quadrado de lado /2xy .
< Um retangulo de comprimento x + y e largura x +y — ,/2xy .

% Um retangulo de comprimento ,/2xy e largura x+y —./2xy .
Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros

diferentes e definir valores para x e y, tais que x+y > ,/2xy.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno, tomando

x = 9cmey = 2cm, distribuidos em envelopes da seguinte forma:
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I.  Envelope
% Um quadrado de lado 9cm.
% Um quadrado de lado 2cm.

+ Dois retangulos de comprimento 9c¢m e largura 2cm.

II.  Envelope
% Um quadrado de lado v2.9.2 = 6cm.

% Um retangulo de comprimento= 942 =11cm e largura 9+ 2 —

V2.9.2 = 5cm.
% Um retangulo de comprimento v2.9.2 =6 cm e largura 942 —
Vv2.9.2 = 5cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomandoa = 18cmeb = 4cm:
% Um quadrado de lado 18cm.
% Um quadrado de lado 4cm.
+« Dois retangulos de comprimento 18cm e largura 4cm.
< Um quadrado de lado /2.18.4 = 12cm.

% Um retangulo de comprimento 18 +4 = 22cm e largura 18 +4 —

v2.18.4 = 10cm.
% Um retangulo de comprimento v2.18.4 = 12cm e largura 18 + 4 —
v2.18.4 = 10cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreensédo do

aluno ao generalizarmos).

Motivagdo: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.

x2+yr=(x+y+2xy).(x+y—2xy).
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« Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,
X = 9cmey = 2cm:
Possivel solucéo:

92 4+22=(9+2+V29.2).(9+2—-v29.2)
81+4=09+2+6) (9+2-6)
85 =17.5
85 = 85.

» Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,
a = 18cmeb = 4cm:
Possivel solucéo:
182 + 4% = (18 + 4 + V2.18.4) . (18 + 4 — V2.18.4)
3244+16 = (18 +4 +12) . (18 + 4 — 12)
340 =34.10
340 = 340.

3.5.1. Demonstracéo
Distribuir para cada grupo dois envelopes contendo as pecas. Com o primeiro

envelope, exponha apenas dois quadrados.

Possivel solucéo:
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[I. Obtenha as areas dos quadrados e a soma das mesmas, fixando a area
inicial.
Possivel solucéo:
Quadrado: x?2.
Retangulo: y? .

Soma: x? + y2.

lll.  Ainda com o primeiro envelope, utilizando os dois retangulos restantes,
complete o quadrado, utilizando as quatro pecas, sem sobreposicéao.

Possivel solucéo:

IV. Observe as areas adicionadas, ou seja, os dois retangulos. Encontre uma
expressdo que melhor represente essa area. Lembrando que teremos que
retird-las no final.

Possivel solucao:
(x+y)2—x?2—y2=x?+2xy +y2—x%2 —y% =2xy.
V. Utilizando apenas as pecas do segundo envelope, substituir o quadrado

formado por outro de mesma area.

Possivel solugéo:
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VI. Nessa nova distribuicdo de pecas, temos um quadrado de lado ./2xy, que
representa a area dos dois retangulos adicionados. Calcule medida dos lados
de cada retangulo.

Possivel solucéo:

Lados do retangulo maior: x + yex +y —/2xy .

Lados do retangulo menor: x + y — /2xy € /2xy .

VIl. Observe que os retangulos possuem um lado em comum. Construir um
retangulo com duas pecas, retirando a area do quadrado que a mesma dos
dois retangulos acrescentados no inicio, para que possamos preservar a area
inicial.

Possivel solucao:

VIIl.  Encontre uma expressao que melhor represente essa area.

Possivel solucéo:
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(x +y+2xy) . (x +y — J2xy).

Compare a area inicial, dos dois quadrados, com a area final, do retangulo.
Concluimos que permanecemos com a mesma area, apenas modificando as
pecas. Encontre a igualdade que represente esse fato.

Possivel solucéo:

x2+y?2=(x+y+2xy).(x +y—2xy).

3.6.Identidade de diofanto
Teorema: Dados a,b,c e d reais positivos, o produto da soma dos quadrados

7z

e
(a®? + b?). (c? + d?) = (ad + bc)? + (bd — ac)?.
Figura 11 - Retangulos transformados em quadrados de mesma area.
2 (be)?
ac

— e (ac)

(1,2C2 b2C2
= (ad)2 (bd)2

a’d? bAd*

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 12 - Construg&o do quadrado de lado bd - ac.

ac

(be)? (h(')3

(ac)” abed  |bd
]

(ad)? . = (ad)* o= ”(‘Fg

bd — ae

(hd)"} abed ac

bd

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 13 - Cinco quadrilateros reorganizados.

I'fl‘.lI

'I'“" clwel
(bey®

(ired <+ D

»
I_-rr.-JI )= il

[} |I.'|' I‘.|I

| bef — e ]l : (bl — ad)®

e

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Conteudos associados a habilidades:
» Monbmios ou termos algébricos.
» Os produtos notaveis.
» Poténcias.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.
% Um retangulo de comprimento a? e largura d?.
% Um retangulo de comprimento b? e largura c? .
% Um retangulo de comprimento b? e largura d? .
% Um quadrado de lado (ac)? .
< Um quadrado de lado (bc)? .
% Um quadrado de lado (ad)? .
% Um quadrado de lado (bd)? .
¢ Dois retangulos de comprimento ac e largura bd .
< Um quadrado de lado (bd — ac)? .
+ Dois retangulos de comprimento ad e largura bc .
< Um quadrado de lado (ad + bc)? .
Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros com

areas diferentes e definir valores para a, b, c e d, tais que bd > ac.
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» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno, tomando
a = 3cm,b = 4cm,c = 1cmed = 2cm, distribuidos em envelopes da

seguinte forma:

I.  Envelope
% Um retangulo de comprimento 32 = 4cm e largura 1% = 1cm.
% Um retangulo de comprimento 32 = 9cm e largura 22 = 4cm.
< Um retangulo de comprimento 42 = 16cm e largura 12 = 1cm.

< Um retangulo de comprimento 42 = 16cm e largura 22 = 4cm.

II. Envelope
% Um quadrado de lado 3.1 = 3cm.
% Um quadrado de lado 4.1 = 4cm.
% Um quadrado de lado 3.2 = 6cm.

% Um quadrado de lado 4.2 = 8cm.

lll.  Envelope
+ Dois retangulos de comprimento 3.1 = 3cm e largura 4.2 = 8cm.

% Um quadrado de lado 4.2 — 3.1 = 5cm.

IV. Envelope

% Dois retangulos de comprimento 3.2 = 6cm e largura 4.1 = 4cm.

V. Envelope

% Um quadrado de lado 3.2 +4.1 = 10cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomandoa = 3cm,b = 5cm,c = 2cmed = 4cm:
% Um retangulo de comprimento 3% = 9cm e largura 22 = 4cm.
% Um retangulo de comprimento 3% = 9cm e largura 4% = 16cm.
% Um retangulo de comprimento 5% = 25cm e largura 22 = 4cm.
% Um retangulo de comprimento 5% = 25cm e largura 4% = 16cm.

+« Um quadrado de lado 3.2 = 6cm.



Distribuicao

43

Um quadrado de lado 5.2 = 10cm.

Um quadrado de lado 3.4 = 12cm.

Um quadrado de lado 5.4 = 20cm.

Dois retangulos de comprimento 3.2 = 6cm e largura 5.4 = 20cm.
Um quadrado de lado 5.4 — 3.2 = 14cm.

Dois retangulos de comprimento 3.4 = 12cm e largura 5.2 = 10cm.
Um quadrado de lado 3.4 + 5.2 = 22cm.

de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos

dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um

material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados

correspondentes (sugerimos letras e n&o valores, para facilitar a compreenséo do

aluno ao generalizarmos).

Motivacdo: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expresséo.

(a®? + b?). (c®* + d?) = (ad + bc)? + (bd — ac)?.

» Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,

a =

3cm,b = 4cm,c = 1Icmed = 2cm:

Possivel solucéo:

(32+42). (12+2%) = (3.2 +4.1)? + (4.2 —3.1)?
(9+16). (1+4)=(6+4)>+(8—3)2
(25). (5) = (10)? + (5)?

125 = 100 + 25
125 = 125.

» Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,

a =

3cm, b= 5cm, ¢ = 2cmed = 4cm:

Possivel solugao:

(32+452%). (22+4%) = (3.4 +5.2)2 + (5.4 — 3.2)?
(9+425). (4+16) = (12 + 10)? + (20 — 6)?
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(34). (20) = (22)% + (14)?
680 = 484 + 196
680 = 680 .

3.6.1. Demonstracao

Distribuir para cada grupo os cinco envelopes contendo as pecas. Com o
primeiro envelope, construa um retangulo usando as quatro pegas, sem
sobreposicao, fixando a area inicial.

Possivel solucao:

Obtenha os lados do retangulo formado e sua area. Fixe a area inicial.
Possivel solucéo:

Lado menor: a? + b?.

Lado maior: c? +d?.

Area: (a? + b?).(c? + d?).

Com o segundo envelope, substituir cada retangulo pér um quadrado com
mesma area. Veja que tinhamos um retangulo de lados a? e c? (cuja area é

a’c?) e agora temos um quadrado de lado ac (cuja area é (ac)? ), ou seja,
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permanecemos com a mesma area. Observe que iSSO ocorre com 0S 0outros
trés quadrilateros e que pecas com mesma cor possuem areas iguais.
Possivel solucao:

IV. Retire o quadrado maior e o quadrado menor, e separadamente junte-os, de
forma que, os outros dois permanecam inalterados.
Possivel solucéo:
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V. Utilizando as pecas do terceiro envelope, substituir os dois quadrados
separados, permanecendo com a mesma area.

Possivel solucéo:

VI. Calcule a area do quadrado formado nessa nova subdivisdo, bem como, a
area dos retangulos.
Possivel solucao:
Temos que a medida do lado do quadrado maior bd menos a medida
do lado do quadrado menor ac € igual ao lado do quadrado formado
bd — ac, portanto sua area € (bd — ac)?.

Logo os lados de cada retangulo séo ac e bd , e suas areas séo abdc.

VIl. Com o quarto envelope, substituir os dois retangulos por outros dois
retangulos de mesma area, para termos lados em comum com os quadrados.
Temos a intencdo de completar o quadrado maior, logo devemos ter dois
retangulos de lados ad e bc, note que permanecemos com a mesma area
abdc.

Possivel solucéo:
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VIIl. Observe que os dois retangulos juntamente com o0s dois quadrados
inalterados formam um quadrado maior. Entdo obtenha dois quadrados com
essas cinco pecas.

Possivel solucéo:

IX. Observe a composicdo desses quadrados e obtenha uma expressdo que

represente a area de cada um, assim como a soma das mesmas.
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Possivel solucao:
Quadrado maior: (ad + bc)?.
Quadrado menor: (bd — ac)?.
Soma: (ad + bc)? + (bd — ac)?.

Compare a area inicial, do retangulo, com a area final, dos dois quadrados.
Concluimos que permanecemos com a mesma area, apenas modificando as
pegas.

Possivel solucéo:

(a®? + b?). (c®*+d?) = (ad + bc)? + (bd — ac)?.

3.7.DESIGUALDADE ENTRE OS LADOS DE UM TRIANGULO RETANGULO

Teorema: Em um tridngulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa c vale a
desigualdade

a+b<cV2

e a igualdade vale se, e somente se, o tridangulo é isGsceles, ou seja,

a=bec=aV2.

Figura 14 - Relacao entre diagonal do quadrado menor e lado do quadrado maior.

[ a

a+b a+b V2

b

- —_— -
b

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 15 - Relacéo entre diagonal do quadrado menor e lado do quadrado maior.

1 il

b , l

ev2

b b
Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 9° ano

Conteudos associados a habilidades:
» O Teorema de Pitagoras.
» Relag¢des métricas no tridngulo retangulo.
» Relacdes trigopnométricas no triangulo retangulo.

» Calculando as areas de algumas figuras geométricas.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.

¢ Dois quadrados de lado a + b.
< Um quadrado de lado c, tais que a + b < cv2.
% Um quadrado de lado c, taisque a+ b =cvV2 e a = b.

Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para quadrilateros

diferentes e definir valores para a, b e c.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno,
distribuidos em envelopes da seguinte forma:

I.  Envelope (tomando a = 5cm,b = 12cm, ¢ = 13cm).
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% Umquadradodelado 5+ 12 =17cm .

% Um quadrado de lado 13cm.

II. Envelope (tomando a = b = 8,5 cm).
% Um quadrado de lado 8,5+ 8,5 =17cm .
% Um quadrado de lado 12,02 cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
distribuidos em envelopes da seguinte forma:

I.  Envelope (Tomando a = 8cm, b = 15cm, ¢ = 17cm)
% Um quadrado de lado 8 + 15 = 23cm .

% Um quadrado de lado 17cm.

II.  Envelope (Tomando a =b = 11,5 cm).
% Um quadrado de lado 11,5+ 11,5 = 23cm .

s Um quadrado de lado 16.2cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e nao valores, para facilitar a compreensédo do

aluno ao generalizarmos).

Motivacdo: Através de exemplos numéricos, verifiqgue a veracidade das expressoes.

a+b<cV2

e

a=bec=aV2 © a+b=cV2.

++ Tomando como referéncia os valores do material do aluno.

Possivel solucao:



» Desigualdade (Tomando a = 5cm,b = 12cm, ¢ = 13cm).

5+12 < 13V2

17 < 13V2 .

» Igualdade (Tomando a = b = 8,5 cm,).
Assim sendo, ¢ = 8,5v2. Logo

8,5+8,5=85.v2.V2
17 =17.

% Tomando como referéncia os valores do material do professor.

Possivel solucéo:

» Desigualdade (Tomando a = 8cm, b = 15cm, ¢ = 17cm).

8+ 15 < 17V2

23 < 24,04 .

» Igualdade (Tomando a = b = 11,5 cm).
Assim sendo, ¢ = 11,5v2. Logo
11,5+ 11,5 = 11,5V2.v2

23 =23.

3.7.1. Demonstracdo da desigualdade

a+b<cV2.

al

Com o primeiro envelope, inserir o quadrado menor no quadrado maior, com

sobreposicao.

Possivel solucao:
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Observe que a diagonal do quadrado menor divide o quadrado maior em dois
trapézios retangulos. Verifique os valores da base menor, base maior e altura
do trapézio.
Possivel solucéo:

Base menor: a.

Base maior: b .

Altura:a +b.

Tracando um segmento paralelo a altura do trapézio, obtemos um triangulo
retangulo junto com a diagonal do quadrado menor. Encontre a medida da
hipotenusa.

Possivel solucéo:

Hipotenusa: cv2.

Observe que em qualquer triangulo retangulo o cateto € sempre menor que a
hipotenusa. Concluimos assim, que a altura do trapézio (ou o lado do
guadrado maior) € menor que a diagonal do quadrado menor. Encontre a
desigualdade que represente esse fato.

Possivel solucao:
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a+b<cV2.

3.7.2. Demonstracao da igualdade

a+b=cV2.

Com o segundo envelope, inserir o quadrado menor no quadrado maior, com
sobreposicao.

Possivel solucéo:

Observe que a diagonal do quadrado menor divide o lado do quadrado ao
meio. O que acontece com a e b? Aplicando o Teorema de Pitdgoras no
triangulo retangulo Aabc, encontre uma expressao simplificada pra c.

Possivel solucao:

Vamos obter a = b. E a seguinte igualdade

¢? = a? + b

c?=a’+a?
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VI. Observe que a diagonal do quadrado menor é paralela ao lado do quadrado
maior e o divide em dois retdngulos de mesma area. Concluimos que a
medida do lado do quadrado maior € igual a medida da diagonal do quadrado
menor. Encontre a igualdade que represente esse fato.

Possivel solugéo:

a+b=cV2.

4. DESIGUALDADES RELATIVAS AS AREAS
Iniciamos, nesta seccado, algumas propriedades dos quadrilateros, relacionando

suas areas com diagonais, lados ou medianas.

4.1.Areas proporcionais
Teorema: Considere o triangulo de lados a, b e c, representado por Aabc.
Tracando as medianas m,, m;, e m,., que formam o triangulo Am,m,m,,

entao

. 3
Area (Am,mym,) = i Area(Aabc).

Figura 16 - Tragando as medianas de um triangulo.

Fonte: Elaborado pela autora.



Figura 17 - Paralelogramo formado por triangulos.

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Conteudos associados a habilidades:
» Elementos de um triangulo.
» Os angulos no triangulo.
» Classificacao dos triangulos.
» Altura, mediana e bissetriz de um triangulo.

» Congruéncia de triangulos.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
> Genericamente.

Rl

% Dois triangulos de lados a, b, e c.

% Quatro tridangulos de lados g

NS

, €

N|a

Obs.: Preferencialmente utilizar a mesma cor para os dois triangulos
maiores e cores diferentes para os quatro triangulos menores. Definir

valores paraa,b e c.
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» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno, tomando
a=24cm, b=18cm e c=22cm:

¢ Dois triangulos de lados a = 24cm, b= 18cm e ¢ = 22cm.
+« Quatro triangulos de lados % =12cm, % =9cm, e % =11cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomando a = 36cm, b= 28cm e ¢ = 32cm:

¢ Dois triangulos de lados a = 36cm, b= 28cm e ¢ = 32cm.

+« Quatro triangulos de lados ? = 18cm, ? = 14cm, e % =16cm

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreenséo do

aluno ao generalizarmos).

Motivacado: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.

3
— - Area(Aabc).

Area (Amympm,) = 2

++ Tomando como referéncia os valores do material do aluno.

Possivel solucéo:

» Vamos calcular a area do triangulo menor (Tomando a = 12cm, b= 9cm e

¢ = 11lcm), através da Foérmula de Heron A =/p(p—a)(p—b)(p —¢) ,

a+b+c

sendo p = 0 semiperimetro.

_atbtc_12+9+411 32 _
P=7">% T =2 ~72°

A=\plp-a)p—b)(p—c)=+16(16 — 12)(16 —9)(16 — 11)
=./16(4)(7)(5) = V2240 = 8V35.
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Observe que o triangulo formado pelas medianas Am,m,m, possui seis
metades do triangulo destacado, logo formam trés desses triangulos e o

Aabc € formado por quatro desses triangulos, logo

3
3-8V35 = Z-4-8x/£

24+/35 = 24+/35 .

Tomando como referéncia os valores do material do professor.

Possivel solucéo:

Vamos calcular a area do triangulo menor (Tomando a = 18cm, b =

14cm ec = 16cm), através da Férmula de Heron

a+b+c

A= \/p(p —a)(p—b)(p—c),sendo p = — O semiperimetro.

_atbtc_18+14+16_48 _
P=">% T =2 T2~

A=plp-a)(p—b)(p—c)=124(24 — 18)(24 — 14)(24 — 16)
= /24(6)(10)(8) = V11520 = 48v/5 .

Observe que o triangulo formado pelas medianas Am,m,m_, possui seis
metades do triangulo destacado, logo formam trés desses triangulos e o

Aabc é formado por quatro desses triangulos, logo

3
3-48V5 = 1-4-48\/3

144+/5 = 144+/5 .

4.1.1. Demonstragao

Com o primeiro envelope, inserir 0s quatro triangulos menores no triangulo

maior, com sobreposicéo e seguindo os tracados.

Possivel solucao:
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Com o segundo envelope, utilize o triangulo maior para completar o
paralelogramo.
Possivel solucéo:
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Retirar o triangulo menor central do primeiro triangulo e o inserir no centro do
outro tridangulo. Identificar o triangulo formado pelas medianas através de retas
paralelas.

Possivel solucéo:




Observe que o triangulo formado pelas medianas Am,m,m, poSsui seis
metades do triangulo destacado, logo formam trés desses triangulos, ou ainda,
gue a metade de trés triangulos esta inserida no triangulo Am,m,m, e as
outras metades, que estdo fora, completam perfeitamente o triangulo,
ocupando as areas ndo preenchidas interiormente. Observe que apenas um
triangulo estad totalmente fora. Encontre a relagcdo de proporcionalidade
existente entre Aabc e Am,m;m..
Possivel solucéo:
O tridngulo original Aabc é formado por quatro desses triangulos
destacados e o triangulo formado pelas medianas Am,m,m_. possui
trés triangulos destacados (ou possui seis metades do triangulo

destacado). Logo
] 3
Area (Am,ymym,) = 7 Area(Aabc).

4.2.Desigualdade entre area e diagonal de um quadrilatero convexo
Teorema: A area de um quadrilatero convexo € inferior ou igual a metade do
produto dos comprimentos de suas diagonais, com igualdade se, e somente

se, as diagonais séo perpendiculares.
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Figura 18 - Quadrilatero convexo.

k

D

Fonte: Elaborado pela autora.

Série ou ano a ser aplicado: 8° ano

Conteudos associados a habilidades:

» Poligonos e seus elementos.
Perimetro de um poligono.
Diagonais de um poligono.
Angulos de um poligono convexo.

Angulos de um poligono regular.

vV V V V V

O quadrilatero e seus elementos.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.
+« Trés triangulos de lados a, b e c.

% Um tridngulo de lados e, f e c.
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Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para todos o0s

tridngulos e definir valores para a,b,c ee f.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o aluno, tomando
a=10cm, b = 20cm, ¢ = 22cm, e = 14cme f =17cm.

I.  Envelope.
% Um triangulo de lados 10cm, 20cm e 22cm.
< Um triangulo de lados 14cm, 17cme 22cm.

II.  Envelope.

% Dois triangulos de lados 10cm, 20cm e 22cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomando a = 20cm, b = 40cm, ¢ = 44cm, e = 26cme f = 30cm.
I.  Envelope.
% Um triangulo de lados 20cm, 40cm e 44cm.
% Um triangulo de lados 26¢cm, 30cm e 44cm.
II.  Envelope.
% Dois triangulos de lados 20cm,40cm e 44cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos

dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um

material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados

correspondentes (sugerimos letras e nao valores, para facilitar a compreensédo do

aluno ao generalizarmos).

Motivacdo: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.

d-D

Area(ABCD) < —

De forma que a Area(ABCD) é a area do quadrilatero, d seja a diagonal

menor e D represente a diagonal maior.



« Tomando como referéncia os valores do material do aluno, ou seja,
tomando a=10cm, b = 20cm, c = 22cm, e = 13cmef =15cm e
alturas h = 9,5cme k = 9cm
Possivel solucéo:

» Desigualdade
22-95 22-9 22-19
2 + 2 < 2
209 198 418
2 + 2 < 2
104,5 + 99 < 209
203,5 < 209.

» lgualdade

22:95 2295 22-19
7 T2 T3
209 209 418
2 T2 T2
104,5 + 104,5 = 209

209 = 209.

% Tomando como referéncia os valores do material do professor, ou seja,
tomando a = 20cm, b = 40cm, ¢ = 44cm, e = 26cme f =30cm
Possivel solucéo:
» Desigualdade
22-95 22-9 22-19
2 + 2 < 2
209 198 418
2 + 2 < 2
104,5 + 99 < 209
203,5 < 209.

» lIgualdade

22-9,5+22-9,5_22-19
2 2 2




70

209 209 418

2 * 2 2
104,5 + 104,5 = 209
209 = 209.

4.2.1. Demonstracao da desigualdade

. d-D
Area(ABCD) < —

.  Com o primeiro envelope, construir um quadrilatero de forma que suas
diagonais ndo sejam perpendiculares, sem sobreposigao.

Possivel solucao:

II.  Observe que o lado comum aos triangulos (tomemos como base) é a diagonal
maior do quadrilatero. Calcule a area do quadrilatero.
Possivel solucéo:

Area(ABCD) = —+ — =

D.h D.k D
E'(h-'-k)'
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Sabemos que em qualquer triangulo retangulo o cateto é sempre menor que a
hipotenusa. Assim sendo, em cada triangulo a altura € menor que parte da
diagonal menor, ou seja, a soma das alturas € menor que a diagonal menor.
Encontre a desigualdade que represente esse fato.
Possivel solugéo:

h+k<d.

Comparando os valores, temos que a area do quadrilatero € menor que a
metade do produto das diagonais. Encontre a expressao que represente esse
fato.

Possivel solucéo:

. D.d
Area(ABCD) < —

4.2.2. Demonstragao da igualdade

. d-D
Area(ABCD) = —
Com o segundo envelope, construir um quadrilatero de forma suas sejam
perpendiculares, sem sobreposicao.

Possivel solucéo:




VI.

12

s

Observe no quadrilatero que a soma das alturas € igual a diagonal menor,
logo, a area do quadrilatero é igual a metade do produto das diagonais.
Encontre a expressao que represente esse fato.
Possivel solucéo:

h+k=d

. D.d
Area(ABCD) = —.

4.3.Desigualdade entre area e diagonal de um quadrilatero céncavo
Teorema: A area de um quadrilatero céncavo € inferior ou igual & metade do
produto dos comprimentos de suas diagonais, com igualdade se, e somente

se, as diagonais séo perpendiculares.

Figura 19 - Quadrilatero concavo.

B

h

A C

Fonte: Elaborado pela autora.
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Série ou ano a ser aplicado: 8° ano
Conteudos associados a habilidades:

Poligonos e seus elementos.
Perimetro de um poligono.
Diagonais de um poligono.
Angulos de um poligono convexo.

Angulos de um poligono regular.

YV V.V V V V

O quadrilatero e seus elementos.

Materiais a serem confeccionados em cartolina ou EVA:
» Genericamente.
% Dois triangulos de lados f, g e c.
% Um triangulo de lado h,i e c.
% Um triangulo de j, ke c.
Obs.: Preferencialmente utilizar cores diferentes para todos o0s

tridngulos e definir valores parac, f,g,h,i,j e k.

» Sugestdes de valores para confec¢cdo de materiais para o aluno, tomando
c=22cm,f =18cm,g = 24cm,h = 12cm,i = 13cm,j = 7cm, k = 18cm.
I.  Envelope.
% Um tridngulo de lados 18cm, 24cm e 22cm.
% Um tridngulo de lado 12cm, 13cm e 22cm.
II.  Envelope.
% Um triangulo de lados 18cm, 24cm e 22cm.

< Um triangulo de 7cm,18cm e 22cm.

» Sugestdes de valores para confeccdo de materiais para o professor,
tomando c=44cm,f =36cm, g = 48cm,h = 24cm,i = 26cm,j =
14cm, k = 36cm.

I.  Envelope.
% Um triangulo de lados 36cm, 48cm e 44cm.
< Um triangulo de lado 24cm,26cm e 44cm.

II.  Envelope.
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% Um tridngulo de lados 36cm,48cm e 44cm.

% Um tridngulo de 14cm,36cm e 44cm.

Distribuicdo de materiais: Considerando uma turma com 32 alunos, podemos
dividi-los em oito grupos com quatro alunos, de forma que cada grupo receba um
material completo. O professor pode escrever em cada figura as medidas dos lados
correspondentes (sugerimos letras e ndo valores, para facilitar a compreensédo do

aluno ao generalizarmos).
Motivacado: Através de exemplos numéricos, verifique a veracidade da expressao.

. d-D
Area(ABCD) < —

De forma que a Area(ABCD) é a area do quadrilatero, d seja a diagonal menor e D

represente a diagonal maior.

% Tomando como referéncia os valores do material do aluno. (¢ = 22cm, f =
18cm,g = 24cm,h = 12cm,i = 13cm,j = 7cm, k = 18cm)

Possivel solucéo:
» Desigualdade

22-17,5 22-5,5 < 22-13
2 2 2

385 121 286

192,5 - 60,5 < 143

132 < 228.

» lgualdade
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22-17,5 22-55 12-22

192,5-60,5 = 132
132 =132.

« Tomando como referéncia os valores do material do professor. (¢ =
44cm, f = 36cm, g = 48cm, h = 24cm,i = 26cm,j = 14cm, k = 36cm)

Possivel solucéo:

» Desigualdade
22-175 22-55 < 2213
2 2 2

385 121 286

192,5 - 60,5 < 143

132 < 228.

» lgualdade

22-17,5 22-55 12-22

192,5-60,5 = 132

132 =132.
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4.3.1. Demonstracao da desigualdade
. d-D
Area(ABCD) < —

Com o primeiro envelope, construir um quadrilatero de forma que suas diagonais
nao sejam perpendiculares, com sobreposicao.

Possivel solucéo:

Observe que o lado comum aos triangulos (tomemos como base) é a diagonal
maior do quadrilatero. Calcule a area do quadrilatero, lembrando que é formado
pela area do triangulo maior menos a area do triangulo menor.

Possivel solucéo:

D.h D.k D
2

Area(ABCD) =— - —=—.(h—k).

Sabemos que em qualquer triangulo retangulo o cateto € sempre menor que a
hipotenusa. Considere o triangulo retédngulo cuja altura € h — k, a subtracdo das
alturas € menor que a diagonal menor. Encontre a desigualdade que represente
esse fato.
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Possivel solucéo:
h—k<d.

IV. Comparando os valores, temos que a area do quadrilatero € menor que a metade
do produto das diagonais. Encontre a expressao que represente esse fato.

Possivel solucéo:

. D
Area(ABCD) < 7 .(h—k)

. D.d
Area(ABCD) < —

4.3.2. Demonstracao da igualdade

. d-D

Area(ABCD) = —

V. Com o segundo envelope, construir um quadrilatero de forma suas sejam
perpendiculares, com sobreposicao.

Possivel solucéo:




VI.
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Observe no quadrilatero que a subtracdo das alturas € igual a diagonal menor,
logo, a area do quadrilatero € igual a metade do produto das diagonais. Encontre
a expressao que represente esse fato.

Possivel solucéo:

h—k=d

. D.d
Area(ABCD) = —.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

As demonstracdes de relacbes algébricas € um dos conteddos matematicos
gque geram dificuldades no ensino fundamental, que devem ser superadas por
alunos e professores, trazendo um novo significado de prova matemética. Entdo
demonstrar geometricamente essas identidades facilita o aprendizado, tornando
possivel sua compreensao.

A demonstracdo em matematica € uma das competéncias indicadas nos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o ensino fundamental e para o
ensino médio como parte integrante do curriculo da escola basica, mas que ainda
nao possui, no Brasil, um namero de pesquisas suficiente para a compreensao de
seus mecanismos utilizados na formacao dos conceitos matematicos. Afirma que “é
desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a argumentacao de
modo que os alunos ndo se satisfacam apenas com a producdo de respostas a
afirmacdes, mas assumam a atitude de sempre tentar justifica-las”. Tendo por base
esse trabalho, pode-se avancar no quarto ciclo para que o aluno reconheca a
importancia das demonstracdes em Mateméatica, compreendendo provas de alguns
teoremas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) afirma que “precisa ser destacada
a importancia da comunicacdao em linguagem matematica com o uso da linguagem
simbdlica, da representacao e da argumentacdo.” Com isso devemos valorizar o uso
de outros métodos que enriquecam a compreenséao dos conteudos.

Diante do que apresentamos, concluimos que as demonstragfes vao além de
um recurso pra eliminar davidas. Podemos explorar sua descoberta provocando um
desafio intectual, podendo fazer verificacdes, mas também explicando simplesmente
todo o processo de construcao, tendo o professor um papel fundamental como um
facilitador necessério.

Esta dissertacdo contribui para a aproximacao da geometria com a comunidade
escolar, incentivando mais pesquisas gue possam aumentar o interesse de
professores na realizacdo de atividades e oficinas, bem como alunos, numa nova

forma de enxergar a matematica.
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