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Resumo

Nas ultimas décadas diversos trabalhos cientificos foram publicados sobre instabi-
lidades hidrodinamicas na célula de Hele-Shaw e a formacao de padrao de dedos viscosos
na interface entre dois fluidos imisciveis. Este problema foi analisado tanto por fisicos
experimentais como tedricos devido ao seu papel prototipico na descricao de processos de
crescimento interfacial, tais como extracao de petroleo, solidificagao, descargas elétricas,
etc. Quando um fluido menos viscoso desloca outro mais viscoso, essas instabilidades
ocorrem devido a diferenga de viscosidade entre os dois fluidos imisciveis confinados (ins-
tabilidade de Saffman-Taylor), sendo a taxa de inje¢ao a forga motriz da desestabilizagao.
No entanto, outros mecanismos fisicos também podem desestabilizar uma interface ini-
cialmente circular nesta geometria quase bidimensional e produzir dedos viscosos quali-
tativamente diferentes. Nesta dissertacao abordamos o problema da célula de Hele-Shaw
girante, em que as instabilidades sao induzidas através da forga centrifuga e, neste caso,
dependem da diferenca de densidade entre os fluidos. Esta variante do problema de
Saffman-Taylor foi previamente estudada na literatura de maneira analitica, numérica e
experimental, onde diversas caracteristicas morfologicas e dinamicas dos dedos viscosos
foram exploradas. Nos revisitamos este sistema com o intuito de reproduzir vérias destas
observagoes através de simulagoes computacionais utilizando o método de Phase-Field
para escoamentos bidimensionais com tensao superficial finita. Este método consiste em
reescrever as equacgoes dinamicas do problema de fronteira livre original em termos de
um campo de fase auxiliar que regulariza a interface entre os fluidos ao introduzir uma
espessura finita artificial para a separagao das fases. Desta maneira somos capazes de in-
tegrar numericamente equacgoes diferenciais parciais que automaticamente implementam
as condigbes de contorno do problema e nao necessitam rastrear a interface. Através desta
técnica, realizamos simulacoes da evolucao temporal de gotas inicialmente circulares tanto
em circunstancias em que introduzimos perturbagoes simétricas na interface (consistindo
apenas um modo harmoénico) como perturbagoes assimétricas (possuindo diversos modos
harmonicos de perturbagdo com fases aleatorias entre si). Neste estudo, analisamos o
papel dos dois parametros adimensionais que governam a dinamica do sistema: a tensao
superficial adimensional B, que mede a razao entre as forgas de capilaridade em relagao
a forca centrifuga; e o contraste de viscosidade entre os fluidos A. Nossas observagoes sao
comparadas qualitativa e quantitativamente com as previsoes da analise de perturbacao
linear do problema, e estao de acordo com os prévios resultados contidos na literatura.

Palavras-chave: Formacao de dedos viscosos 2. Célula de Hele-Shaw 3. Forca
centrifuga 4. Método de phase-field.



Abstract

In the past few decades many scientific papers were published about hydrodynamic
instabilities in the Hele-Shaw cell and pattern formation through viscous fingering in the
interface between two immiscible fluids. This problem was analyzed both by experimen-
tal and theoretical physicists, due its prototypical role in describing interfacial growth,
such as oil recovery, solidification, electrical discharges, etc. When a less viscous fluid
displaces a more viscous one, these instabilities arise due to the difference in viscosity
between the two confined liquids (Saffman-Taylor instability), and the driving force of
this destabilization is the fluid injection rate. However, other physical mechanisms may
destabilize an initially circular interface in this effectively two-dimensional geometry and
produce qualitatively different viscous fingering phenomena. In this work, we approach
the problem of a rotating Hele-Shaw cell, where the instabilities are now induced by the
centrifugal force and depend on the density difference between the fluids. This variant
version of the original Saffman-Taylor problem was previously studied in the literature
trough analytical, numerical and experimental investigations, and several morphological
and dynamical properties of viscous fingering were explored. Here, we revisit this sys-
tem with the goal of reproducing several of these observations through computational
simulations utilizing the Phase-Field method for two-dimensional flow with finite surface
tension. This method consists in rewriting the equations in terms of an auxiliary scalar
field that regularizes the interface between the fluids by introducing an artificial finite
thickness to the phase separation region. By proceeding this way, we are able to numeri-
cally integrate partial differential equations that automatically implement the boundary
conditions of the problem, without the necessity of tracking the moving interface. Via
this technique, we have performed numerical simulations of the time evolution of initially
circular droplets in situations where we introduce symmetric perturbations at its interface
and other cases where we use asymmetric perturbations. In this study, we analyze the
role of both dimensionless parameters that govern the system’s dynamics: the dimension-
less surface tension B, which measures the ratio between capillary and centrifugal forces;
and the dimensionless viscous contrast A between the fluids. Our observations compare
well with the theoretical predictions of the linear perturbation analysis, both qualitatively
and quantitatively, and are in agreement with previous results contained in the scientific
literature on the subject.

Keywords: Viscous fingering 2. Hele-Shaw cell 3. Centrifugal force 4. Phase-field.
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INTRODUCAO

1.1 O Problema de Saffman-Taylor

A Fisica é uma ciéncia que busca compreender a natureza e seus fenémenos, de
modo a explicar diversos tipos de padroes. O estudo destes padroes atua de forma de-
cisiva para o desenvolvimento tecnolégico e consequentemente, para a melhoria da vida
humana|l]. Dentre eles, destacamos a formagao padrao em sistemas hidrodindmicos, onde
podemos observar o comportamento complexo na interface que separa dois fluidos misci-
veis ou imisciveis. Por exemplo: conveccao em fluidos com diferentes temperaturas, ondas
no mar, difusao entre fluidos, etc.

O estudo das instabilidades na interface entre dois fluidos viscosos imisciveis é de
grande aplicabilidade em setores industriais, onde podemos citar o mercado petrolifero
que utiliza a extracao do Oleo a partir de pogos encontrados em jazidas profundas de
meios porosos em terra firme e no fundo do mar[2]. Os meios porosos sdo como esponjas
tipicamente preenchidas por fluidos, e oferecem uma resisténcia na passagem do mesmo,
causando diminui¢ao de velocidade. Nesses casos, geralmente usa-se a conhecida lei de
Darcy para meios porosos, podendo ser derivada das equacgoes de Navier-Stokes, e estas
sdo usadas para uma relagao linear entre forgas viscosas e velocidade dos fluidos|3, 4|. Na
exploracao de petréleo ocorrem instabilidades interfaciais entre dois fluidos imisciveis, e
seus efeitos de deslocamento de um fluido sobre o outro sao de grande interesse, uma vez
que essa mudanca na interface gera padroes conforme mostra a figura 1.1. Como exemplo
podemos citar a dgua e o Oleo, que formam um sistema heterogéneo, isto é, composto
por duas fases. Essa mistura de fases é conhecida como sistema multifasico, e quando
submetidos a processo de escoamento apresentam uma fronteira chamada de interface [5].

E comum o 6leo ficar preso em rochas porosas, impedindo o seu bombeamento
direto para fora por um outro fluido, o que leva a perda do poco de petréleo. A expulsao
¢ entao conduzida por bombeamento da agua, onde ocorre o deslocamento do petréleo
por pressao, causado pela ocupacao da agua no lugar do petréleo. Em relagao ao petroleo
nao temos uma completa evasao desse fluido. A formacao de ondulac¢oes é ocasionada
pela diferenca de viscosidade entre os fluidos, do menos viscoso para o mais viscoso, que
ao empurrarem-se ocorre uma instabilidade na interface, comprometendo a recuperacao

final da producao. Uma parte fica presa nas rochas com isso, temos o abandono do pocgo
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Figura 1.1: Instabilidade na interface de dois fluidos na extracao de petréleo, ocasionada pela
diferenca de viscosidade. Temos trés fotos a esquerda na parte de cima, temos uma maquina
extraindo o petréleo, a direita uma plataforma de extracao no fundo do mar, e na parte de baixo
temos um exemplo do comportamento do fluido durante a extracao por injegao de dgua.

e |njegﬁo
Oleo re5|dual
AGUA E EXTRAIDA
Poco de extragao AO INVES DE OLEO
T

Fonte: Dias (2012).

de exploragao [5].

Nosso trabalho visa o estudo de instabilidades na interface entre dois fluidos imis-
civeis, em que variamos os valores dos parametros de viscosidade, bem como a tensao
superficial, visando reproduzir uma instabilidade induzida pela forca centrifuga. A vari-
acao desses parametros pode estar relacionada a viscosidade do fluido e a sua densidade,
mudando ou nao o comportamento entre eles. A instabilidade nao ocorre somente em
sistemas de agua e 6leo, mas em qualquer fluido que nao se mistura sob condigoes de
temperatura e pressao variadas, denominados de liquidos imisciveis. Essa auséncia de
mistura se deve a imiscibilidade, onde ocorrem escoamentos imisciveis em sistemas de
fluidos bifasicos, trifésicos, com fases distintas, como gés-liquido e liquido-liquido.

O problema de interfaces instéveis entre dois fluidos teve inicio com os estudos de
Philip Saffman' e Geoffrey Taylor? [6] que em 1956 descobriram que poderiam modelar um
problema similar ao encontrado nos pocos de petroleo, em poco maritimos. Poderiamos
entao visualizar os fenomenos que ocorrem dentro das rochas porosas (dos pogos no mar),
evitando prejuizos ao prevenir que sobras de petréleo se mantivessem presas.

Taylor e Saffman usaram como dispositivo um ambiente de espago estreito com-
posto por duas placas paralelas, separadas para que o fluido escoasse entre elas, para
modelar problemas semelhantes ao escoamento de fluidos em meios porosos. Este am-
biente ficou conhecido como célula de Hele-Shaw[6]. Na figura 1.2 vemos o dispositivo
formado pelas placas de vidro de 6 mm de espessura, 150 mm de comprimento, 100 mm

de largura e 1 mm de espagamento.

Imatematico inglés, professor de matemética aplicada e aeronautica no CALTECH
2renomado fisico britanico, reconhecido por diversos trabalhos em dinamica dos fluidos.
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Figura 1.2: Vista 3D e transversal da célula de Hele-Shaw.

/ / = ~
Fonte: Varges (2015).

A célula de Helew-Shaw nos fornece uma maneira simples de observar um fluxo
efetivamente bidimensional, e nessa geometria é possivel descrever o sistema de uma forma
matematica simplificada|7]. No século XIX Henry S. Hele-Shaw® desenvolveu esta célula,
que consiste em duas placas planas separadas por 1 mm de distancia e 30 cm de largura|g|,
buscando entender o escoamento entre as placas[6]. Geralmente ela é usada como solugao
para problemas do escoamento de fluidos em meios porosos onde visualizamos instabili-
dades na interface entre dois fluidos.

A desestabilizacao da interface pode ocorrer quando ha diferenca de viscosidade
entre os fluidos por injecao ou forga centrifuga quando a célula é rotacionada. Neste caso
temos uma instabilidade que se forma na interface que separa os fluidos do sistema. Em
exemplo podemos citar em uma situacao que o fluido de baixa viscosidade 1 (ar) desloca

o fluido de alta viscosidade 2 (6leo) formando os dedos conforme a figura 1.3.

Figura 1.3: Na figura temos uma inje¢ao do fluido menos viscoso sobre o mais viscoso. Onde
ocorre uma instabilidade na interface entre ar (em branco) e 6leo (em cinza) na célula de Hele-
Shaw retangular.

Z /7//

Qoo ///‘/f////

Fonte: Saffman e Taylor, (1958).

Esse fendmeno nao é observado na situacao inversa em que o fluido mais viscoso
desloca o menos viscoso, ou seja, a interface é completamente estavel. Em 1958 Saff-
man e Taylor fizeram o primeiro experimento na célula de Hele-Shaw retangular muito
estreita, onde observaram que ao injetar um fluido menos viscoso contra um mais vis-
coso a uma velocidade baixissima nao ocorre instabilidade na interface entre os fluidos.
Porém aumentando a velocidade de injecao essa interface se desestabiliza ocorrendo uma
interpenetragao do fluido menos viscoso sobre o fluido mais viscoso. A instabilidade se

desenvolve em forma de "dedos"que se tornam cada vez mais acentuados com o tempo,

3engenheiro naval inglés.
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e é produzida pela velocidade de injecao e contraste de viscosidade. Por outro lado, a
tensao superficial tende a estabilizar a interface, pois tenta reduzir a area da superficie
entre os fluidos.

Para melhor compreensao desse comportamento na interface entre os fluidos, Saff-
man e Taylor realizaram um novo experimento, onde injetariam um fluido de baixissima
viscosidade proxima de zero contra um fluido de alta viscosidade. Através dessa anélise
poderiam concluir a influéncia da diferenga de viscosidade na interface entre os fluidos.
O experimento foi realizado em um canal estreito na posicao vertical onde teriam a acao
da gravidade desestabilizando o fluido. Injetaram primeiramente o fluido mais viscoso
(glicerina) no fundo (parte de baixa) da placa, ¢ logo apos injetaram o fluido menos
viscoso (ar), essa inje¢do ocorreu com uma velocidade suficiente para que ocorresse essa
instabilidade entre os fluidos. Conforme injetavam o fluido menos viscoso sobre o mais
viscoso, observaram uma interpenetracao do ar sobre a glicerina, gerando “dedos viscosos”
que inicialmente tinham aparéncia de pequenas ondula¢oes. Com a evolucao do tempo a
interface comega ganhar a aparéncia de uma luva, até que notou-se que um dedo dominava
a dindmica desse sistema, os outros diminuiam definindo assim um estado estacionério.
Nesse experimento constata-se a predominancia de um dedo ganhando metade da largura

do estreito canal conforme a figura 1.4.

Figura 1.4: Foto do experimento realizado por Saffman-Taylor. O fluido menos viscoso (ar,
parte superior da figura) é injetado no mais viscoso (glicerina, parte inferior da figura), favore-
cendo a formacao de dedos. O tempo apos o inicio do experimento cresce da esquerda para a
direita.

Fonte: Saffman e Taylor (1958).

Esse experimento ganhou notoriedade na comunidade cientifica: a pesquisa reali-
zada por Saffman e Taylor atraiu diversos cientistas de diferentes areas a desvendarem
fendmenos na interface entre dois fluidos. Perceberam que variando a viscosidade do flui-
dos e a geometria da célula poderiam ter como resultado uma diversidade de padroes.

A célula de Hele-Shaw é um dos dispositivos mais bem-conceituado para esses tipos de
experimentos no meio académico, também conhecido como problema de Saffman-Taylor.

Podemos ter instabilidades de Saffman-Taylor para células de Hele-Shaw retangulares|9|
ou radiais[10]. Outras geometrias também foram analisadas recentemente como células

esféricas, cilindricas e conicas|11, 12, 13].
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A geometria retangular estda em um formato de canal onde fluido é deslocado por
meio de injecao em um dos lados. No inicio da dindmica, vemos que os dedos possuem
comprimentos aproximadamente iguais, com pequenas ondulagoes, esses dedos viscosos
competem entre si. No fluxo de geometria retangular o comprimento de onda dos dedos
¢ a distancia (paralela a diregdo de propagagao da onda) entre as repetigoes da forma de
onda. Esse comprimento depende da espessura que temos da placa das viscosidades, a
velocidade que o fluido é injetado e da tensao superficial entre os fluidos. Conforme o
tempo evolui, os dedos de diversos tamanhos vao surgindo, e alguns deles atingem um

estagio estacionario e outros observamos estruturas de ondulagoes bem maiores, conforme

mostra a figura 1.5.

Figura 1.5: Na figura esquematica da esquerda temos que o fluido 1, menos viscoso, é injetado
no fluido 2, mais viscoso. As instabilidades ocorrem. Na figura a direita temos uma simulagao
computacional de trés momentos da evolugao tipica na interface entre ar (em branco) e 6leo (em
cinza) na célula de Hele-Shaw retangular.
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Fonte: Saffman e Taylor, (1958). Fonte: E. Pauné, M Siegel e J. Casademunt (2003).

Na geometria radial utiliza-se injecao no centro da célula como ponto de partida
para deslocar os fluidos e a interface que tem forma de um circulo, conforme mostra a figura
1.6. Nelas temos dois fluidos imisciveis e com diferentes viscosidades que sao injetados
radialmente um no outro através de um furo no centro das placas. As instabilidades
surgem somente quando injetado o fluido de menor viscosidade contra o mais viscoso,
onde vemos que algumas ondulacoes vao se formando na interface inicialmente circular
e o surgimentos dos dedos que se multiplicam com a evolug¢ao do tempo. Invertendo a
insercao dos fluidos a interface se propaga na forma de uma frente circular estéavel.

Esses fendomenos ocorrem nas duas geometrias devido a evolugao no tempo de flu-
tuagoes térmicas ou mecanicas. Na superficie entre dois fluidos, pois qualquer pertubacgao
nesse contorno gera a formacao de pequenas ondulagoes na interface. A dindmica do
sistema provoca a formagao dos dedos viscosos que crescem devido a gradientes de pres-
sao nas pontas dessas ondulagoes. O gradiente de pressao nas regioes curvadas induz
uma maior velocidade da interface forcando a desestabilizacao da gota. Por outro lado, a
tensao superficial entre os fluidos forgara a estabiliza¢do dessa pertubagao[14].

Na dinadmica de geometria radial observamos a interface entre os fluidos ramificar-se
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Figura 1.6: Na figura a esquerda temos a representacao esquemética da célula de Hele-Shaw
radial. Na figura a direita temos um experimento mostrando a evolugdo temporal de padrao
formado em uma célula de Hele-Shaw radial. Inicialmente temos uma interface circular; em
seguida, algumas dobras se formam e os dedos surgem.

Fonte: Dias, 2011. Fonte: Perter (2009).

nas chamadas bifurcagoes. Dedos surgem durante toda a evolugao temporal da interface,
e o estado estacionario nao ¢ alcangado[15]. Além disso, dependendo do espagamento das
placas da célula de Hele-Shaw e das propriedades fisicas dos fluidos, podemos observar
estruturas bastante ramificadas produzidas principalmente por sucessivas bifurcagoes dos
dedos viscosos. Vale ressaltar que no fluxo inverso, no qual o fluido mais viscoso deslo-
cando o menos viscoso, a interface fluido-fluido é estavel e permanece plana na geometria

retangular e evoluindo circularmente na geometria radial conforme mostra a figura 1.7.

Figura 1.7: Diagrama esquemético da célula de Hele-Shaw radial. Inicialmente temos uma
interface circular que, com o passar do tempo se deformara.

Fonte: Pelce, (1988).

Agora se analisarmos o mesmo sistema radial aplicando forcas nao-inerciais, ao
invés de injetarmos o fluido menos viscoso no centro da célula pelo orificio, colocamos no
centro da célula girante o fluido mais denso que estara cercado por um fluido menos denso,
e apenas rotaciona-la. Teremos como resultado que o fluido de mais denso deslocara o de
menor densidade pela influéncia da forga centrifuga. Nesse sistema apenas giraremos a
célula de Hele-Shaw sem inje¢ao. Assim iremos provocar instabilidades na interface entre
os fluidos com uma velocidade angular {2 constante, em torno do seu eixo axial que é
perpendicular as placas. Esse crescimento das pertubacoes, agora nao é mais gerado pela

diferenca de viscosidade (inje¢ao), porém pela forga centrifuga que é proporcional a dife-
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renga de densidade entre os fluidos. Ao girar a célula temos um fluido de maior densidade
que deslocara a de menos denso, deformando a interface entre eles. Com isso teremos ins-
tabilidade na interface da célula de Hele-Shaw radial (pelos efeitos gravitacionais), vistos
também na célula retangular(quando inserido no topo um fluido mais denso, provocando
instabilidade), porém com uma distingao: a gravidade é variavel ajustada pela velocidade
angular ) na direcao radial.

Um dos nossos objetivos é entender a instabilidade dindmica na célula de Hele-
Shaw girante provocada pelas for¢as nao-inerciais entre dois fluidos imisciveis que formarao
padroes. A célula de Hele-Shaw girante comecgou a ser estudada experimentalmente por
Ortin* em 1996 no seu trabalho publicado com o titulo “ Ezperiments in a rotating Hele-
Shaw cell” sendo sua principal motivacao para este estudo é entender fenémenos dinamicos
entre as interfaces através da observacao em fluidos com o contraste de baixa viscosidade
em experimentos motivados pela gravidade.

O nosso ponto de partida com o estudo do processo de formagao de padroes é
revisar publicagoes que tratam da célula de Hele-Shaw girante. E a partir dela realizar
um estudo computacional. Utilizamos métodos numéricos como ferramenta para solugao
das instabilidades na interface, com aplicacao do método de phase-field para o referencial
girante|16], no qual realizou um estudo de desprendimento das gotas satélite.

Comparamos os resultados numéricos com a anélise perturbativa linear desenvol-
vida primeiramente por [17], e com os resultados analiticos da competi¢ao dos dedos
prevista por [18] e Gadélha® em 2007, no qual realizou um estudo teérico sobre a analise
fracamente linear na célula de Hele-Shaw girante, incluindo a forca de Coriolis®.

Neste trabalho abordaremos uma variante do problema de Saffman-Taylor, onde
faremos um estudo computacional do comportamento de dois fluidos viscosos na célula de
Hele-Shaw girante. Simularemos como um fluido externo menos denso ¢ empurrado por
outro fluido de maior densidade através da forca centrifuga. Utilizamos modelos matemé-
ticos que descrevem o comportamento desse fendmeno bem estabelecidos na literatura.
Com isso tentaremos entender os processos de formagao e crescimento dos dedos ao longo
do tempo. Para isso simularemos a evolucao temporal de uma interface circular ligeira-
mente perturbada e iremos variar os parametros adimensionais que governam a dinamica

do escoamento.

1.2 Lei De Darcy

Em 1855 e 1856 Henry Darcy’ conduziu experimentos em colunas de agua que

estabeleceram o que tornou-se conhecido como lei de Darcy, a equagao principal do nosso

4fisico espanhol, professor de fisica na universidade de Barcelona.

5fisico e matemaético brasileiro, professor de matematica na universidade de York.

bforca inercial de um sistema de referéncia em rotacio uniforme

"engenheiro hidraulico francés, fez diversas contribuicoes na area de mecanica dos fluidos.
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sistema, que descreve todo o escoamento de fluidos em meios porosos [19].

A lei de Darcy inicialmente foi utilizada para descrever o fluxo de d4gua em filtros
de areia verticais e homogéneos|19]|. Apresentada primeiramente de forma empirica, ela
nos fornece a relagao entre a velocidade e o gradiente de pressao. Nos experimentos
o fluido era submetido a um gradiente de pressao e atingiam velocidades no fluxo que
eram proporcionais ao gradiente. Podemos considerar a célula de Hele-Shaw como sendo
efetivamente bidimensional visto que nao ha fluxo na diregao perpendicular as placas.
Curiosamente, a célula de Hele-Shaw tem um comportamento que pode ser descrito pelo
mesmo conjunto de equagoes que descrevem o fluxo bidimensional no meio poroso |15, 20],

que é a lei de Darcy.

Figura 1.8: Representacao esquematica da interface fluido-fluido na célula de Hele-Shaw hori-

zontal.
Z]<x

y

L

Fonte: Miranda (1998).

Para entendermos melhor esse processo imaginaremos o confinamento de dois flui-
dos imisciveis e incompressiveis no espaco estreito b na célula de Hele-Shaw radial, como
mostrado na figura 1.8. Vamos assumir que b é o menor comprimento existente, portanto,
o sistema pode ser considerado efetivamente bidimensional. A pressao é aplicada no cen-
tro empurrando o fluido 1 no fluido 2. A célula tem uma largura L e o fluxo efetivamente
bidimensional acontece no plano x — y.

Usando a equagao da continuidade para descrever a conservagdo da massal21],
temos:

9p;

5 TV () =0, (1.1)

onde t é o tempo, a velocidade tridimensional dos fluidos e a densidade sao representados
por u; e p; com j = 1 e 2 denotando os fluidos 1 e 2 respectivamente. Para fluidos
incompressiveis p; ¢ uma constante. Assim obtemos a expressao resultante da equacao da

continuidade
v . u] — 07 (1'2)

que nos mostra que o fluxo nao possui divergéncia. A equagao de Navier-Stokes |21, 22|

descreve o movimento dos dois fluidos através do balanco de momento linear, portanto
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podemos chamar ela de segunda lei de Newton aplicada aos fluidos. Podemos formular a
equagao de Navier-Stokes da seguinte forma:
Du;

ij_t] =1j; (1.3)

o lado esquerdo da equacgao é dada por:

Du, = du + (u- V)u, (1.4)
Dt ot
sendo Du;/Dt a aceleracao do fluido e f; o somatério das forgas hidrodindmicas por
unidade de volume.
Como estamos considerando os fluidos viscosos, devemos levar em conta o atrito
interno no escoamento, isto é, a resisténcia dos fluidos é representada pelas forcas viscosas.

Essas forgas podem ser descritas pelo tensor de estresses viscosos IT; na forma V -II; [22].

O tensor ¢é dado por:
Hj =1;€; = T]j[VUj + (VUJ')T], (15)

onde 7n; é a viscosidade, e = Vu; + (Vu;)? ¢ o tensor da taxa de cisalhamento, T
representa a transposigao da matriz e (Vu);x = 0;u.

Observamos claramente que os estresses viscosos estao relacionados com as velo-
cidades dos fluidos (para fluidos newtonianos incompressiveis). Por outro lado, temos a
forca de compreensao que atua em um elemento de superficie dS. Exercida pela pressao

—Vp;j, ¢ dada por p;ndS. Desta maneira, podemos escrever,

—/pjndS: —/ijdV, (1.6)
1%

S

onde n é o vetor normal a superficie, assim obtemos forca de pressao hidrodinamica

do sistema. Usamos o teorema da divergéncia para uma fungao escalar (o sinal negativo

surge por conta de n apontar para fora de S). A forga de pressao por unidade de volume

que atua no fluido é representada por —Vp;. Usando f; = —Vp; +1;V?u; apos calcular o

divergente da Eq.(1.5) e reescrevendo a Eq.(1.3) conseguimos chegar a equagao de Navier-
Stokes

%

pil 5 T (uj - V)u,] = —Vp; + n;V?u, (1.7)

que descreve o escoamento de fluidos viscosos na auséncia de forcas externas. No lado
direito da Eq.(1.7) temos no primeiro termo a forga provocada pelo gradiente de pressao
e no segundo termo a forca de atrito entre os elementos do fluido, que é proporcional a

viscosidade.
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Podemos obter a Lei de Darcy a partir das equagoes Eq.(1.2) e Eq.(1.7), conside-
remos placas paralelas com espacamento b entre elas, que seja pequeno o suficiente para
que o fluxo na célula de Hele-Shaw seja completamente determinado pelo balanco entre as
forcas viscosas e da pressao. Nestas circunstancias podemos desprezar os termos inerciais
[0u; /0, + (u; - V)u,] para viscosidade alta comparada com a inércia.

Considerando que a pressao ¢ aproximadamente constante na diregao 2, u; varia
mais intensamente com z do que z e y. Sob essas condigoes, utilizamos a equagao de

Navier-Stokes para as componentes da velocidade u, e u, em ambos os fluidos entao

temos:
u, Op
_ 9 1.
o T ox (1.8)
e
Ouy _ Op (1.9)
Tz = oy’ '

onde omitimos o subindice j com u, ~ 0, pois p; ¢ independente de z. Assumimos a
condicao de nao deslizamento do fluido onde a velocidade se anula nas placas: u; = 0 em

z =0 e z = b, ou seja, o liquido fica preso, nas paredes solidas. Resolvendo a Eq.(1.8)

para x:
(z—1b)dp
. 9 1.10
i, =220 (1.10)
e para y resolvendo a Eq.(1.9)temos:
—b
nuy:z(z ) 9p (1.11)

2 Oy
Entao, as Eq.(1.10) e Eq.(1.11) podem ser reescritas juntas da seguinte forma:
1
nju;(z,y, z) = 52(2 —b)Vp,(z,y). (1.12)

Notamos que o perfil de velocidade do fluxo é parabdlico na diregao transversal da
célula de Hele-Shaw, ou seja, é quadréatico em z. Podemos transformar o problema num
escoamento efetivamente bidimensional, introduzindo uma velocidade média ao longo da

diregao transversal dos fluidos

b
1
= E/u] x,y,2)dz, (1.13)
0

10



1.2. LEI DE DARCY 11

consequentemente temos a Lei de Darcy,

b2
= Vp.. 1.14
Vi 121 Dj ( )
As médias da velocidade e pressdo com relagdo ao eixo z sao v; = v;(z,y) e

p; = pj(z,y). Com isso, o fluxo é irrotacional, isso pode ser observado aplicando o
operador rotacional em ambos os lados da Eq.(1.14). Como V x Vp; = 0, temos que

V x v; = 0. Assim podemos escrever
vi(z,y) = —-Vo,(x,y), (1.15)

onde ®; representa o potencial da velocidade de cada um dos fluidos.

Observaremos apenas os fluxos irrotacionais, podendo a vorticidade somente estar
presente na interface entre os fluidos. Para o fluxo na célula de Hele-Shaw, a regiao de
vorticidade nao nula surge da descontinuidade em que a velocidade tangencial apresenta
na fina interface entre os fluidos imisciveis. Se substituimos a Eq.(1.14) na Eq.(1.15),

obtemos a Lei de Darcy na forma escalar,

b2

= —0p.. 1.1
1217] ( 6)

n;P;

Por outro lado, calculando a média transversal da condigao de incompressibilidade
da Eq.(1.2), obtemos,

A partir da equacao Eq.(1.17), portanto, podemos ver que a nova equagao para o

potencial de velocidade satisfaz da equacao de Laplace bidimensional,
V20, = 0. (1.18)

Apesar de encontrarmos facilmente na literatura a resolucao da equacao de Laplace,
no nosso problema hi uma dificuldade adicional devido & interface se mover com o tempo
numa forma funcional desconhecida.

A seguir falaremos sobre as condigoes contorno dindmico de fronteira "livre"que é
a regiao que separa dois fluidos. Este o problema é do tipo "free boundary problem"e, em
geral, nao é possivel resolvé-lo analiticamente de uma forma fechada. Portanto, fazem-se

necessario o uso de simulagoes numéricas e de anélise perturbativa.

11
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1.3 Condicoes de Contorno

Nesta parte do capitulo estudaremos as condigoes de contorno necessarias para
descrever o comportamento dos fluidos imisciveis na regiao da interface. Para isso, pri-

meiramente precisamos saber o que é tensao superficial ou capilaridade.

Figura 1.9: Tensao superficial da agua.

A A A A A
e 3K 3 3 3 S
S

Fonte: Nanocell News (2018).

I

0

A tensao superficial é a forca que aparece na superficie livre de um liquido devido
atracao entre as moléculas do fluido. Esta forca que permite aos insetos, por exemplo,
andar por cima da 4dgua|23|. Tomando o exemplo da dgua podemos ver através da figura
1.9, a forca resultante de atracao das moléculas que abaixo da superficie na agua é menor
que as encontradas na superficie. Isso se deve ao fato que cada molécula no interior do
liquido ¢ atraida pelas demais moléculas igualmente, em todas as diregoes, enquanto as
que estao na superficie sao atraidas para o interior do liquido mais fortemente da que em
dire¢ao ao ar [24|. Assim, na superficie da adgua cria-se uma forga sobre essas moléculas
que provoca a contracao do liquido, causando a chamada tensao superficial, que funciona
como uma fina pelicula elastica na superficie da agua. Este fenomeno pode ser descrito
matematicamente através da lei de laplace.

A lei de Laplace relaciona a variagao de pressao na superficie que separa dois
fluidos de natureza distintas. De acordo com Laplace, a pressao dentro de uma bolha é
inversamente proporcional ao seu raio e diretamente proporcional a tensao superficial. Em
outras palavras, a pressao dentro da bolha aumentara se o raio for reduzido e, diminuira
se a tensao superficial diminuir. Forcas atrativas que surgem entre moléculas do mesmo
tipo. Por exemplo, as moléculas de dgua atraem-se umas as outras por forgas de coesao. A
chamada "tensao superficial da agua", pois elas estao fortemente ligadas umas as outras.

Assim a lei de Laplace pode ser representada por;

P1 — P2 = OK, (1.19)

onde p; e py sao as pressoes do fluido 1 e 2 respectivamente na interface, o é a tensao

12
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superficial e k é a curvatura média definida por

_1+1
" Ry Ry

K

(1.20)

em que R; e Ry sao os raios de curvatura principal.

Agora precisamos conhecer as condigoes de fronteira no caso de um sélido e um
fluido. Para descrever o comportamento de um fluido em contato com objetos soélidos
temos a chamada condi¢ao de nao-deslizamento (no-slip boundary condition). Imaginemos
uma interface onde temos um lado rigido ou sélido e o outro um fluido com uma velocidade

u de escoamento, ou seja, sua superficie S é a interface fluido-s6lido. Entao temos;
u=0, (1.21)

em S, é a condigao de nao-deslizamento (no-slip boundary condition)|24]. Para condigoes
de contorno nao sélidas onde a interface se move, temos na superficie S dois fluidos 1 e 2

de velocidade representadas por u; e us com a componente normal n. Entao;

(up—uwy) - n=0 (1.22)

em S. Esta é a chamada condigao cinematica de escoamento, que também nos diz que a

velocidade da interface fluido-fluido é dada por
V=u-n=us-n. (1.23)

Notamos que a componente de velocidade tangencial nao apresenta restri¢coes na super-
ficie S. A mesma expressao pode ser usada como condi¢ao de nao deslizamento. No
entanto precisamos satisfazer a condi¢ao de contorno na interface entre dois fluidos, que
é conhecida como a lei de Laplace [25, 26].

A Lei de Darcy ¢ uma Eq.(1.14) fenomenologica derivada da Eq.(1.7) de Navier-
Stokes que descreve problemas de fluidos em um sistema bidimensional de escoamento
entre placas ou em um meio poroso. Assim como a Eq.(1.17) da incompressibilidade que
descreve a restricao do fluido e a velocidade do escoamento num determinado ponto da
célula, a lei de Laplace, ou seja, a Eq.(1.19) descreve a diferenga de pressao do fluido 1 e 2
que é diretamente proporcional a tensao superficial dos fluidos e inversamente proporcional
ao raio da curvatura dela. Essas equacoes sao essenciais para resoluc¢ao do nosso problema.
Pois estamos partindo de um problema tridimensional que sera resolvido em um sistema
bidimensional, esse problema usara equacoes ja referenciadas na literatura.

Com as limitagoes matematicas e computacionais tentamos retratar esse fenomeno

o mais parecido possivel com o problema real com isso utilizamos ferramentas matema-

13
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ticas para descrever as condigoes de contorno do problema. A Eq.(1.22) é a condigao da
velocidade dos fluidos 1 e 2 dentro da célula, essas equagoes servem para descrever as
condicgoes de fonteira livre do nosso problema.

No préximo capitulo mencionaremos a célula de Hele-Shaw girante assim como a

lei de Darcy onde inserimos o termos de rotacao, velocidade angular e eixo de rotagao.

14



A CELULA DE HELE-SHAW
GIRANTE

2.1 Revisao da literatura

O estudo do célula de Hele-Shaw girante pode nos trazer informagoes preciosas
sobre como prever o comportamento e a forma geométrica da interface entre dois flui-
dos, sem a necessidade de inserir um outro fluido por injecao. Podemos descrever seu
comportamento conforme a figura 2.1.

Na célula Hele-Shaw girante temos dois fluidos viscosos com valores de densidades
e viscosidades diferentes onde um fluido mais denso desloca o de menor densidade por
forca centrifuga. Essa forca nao-inercial é gerada no referencial girante pela velocidade

angular e diferenca de densidade, e é proporcional a distancia radial ao eixo de rotacgao.

Figura 2.1: Diagrama esquemético da célula de Hele-Shaw girante com dois fluidos de densida-
des diferentes representada por p, €2 é a velocidade angular, n a viscosidade, ¢ o 4ngulo azimutal,
R é o raio da interface circular que separa os fluidos, ¢ a tensao superficial, b o espagamento
entre as placas e ( a pertubagio na interface circular.

Fonte: Gadélha 2007.

O problema consiste em uma gota de fluido inicialmente circular, cercada por
um fluido de menor densidade, confinado no espaco estreito entre duas placas de vidro
paralelas, a célula de Hele-Shaw, que gira em torno de um eixo perpendicular ao plano
do escoamento.

As instabilidades interfaciais surgem quando pequenas pertubacoes sao amplifica-

15
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das por forcas centrifugas que atuam sobre a interface fluido-fluido conforme a figura 2.1.
Este problema é uma variagao da instabilidade classica de Saffman-Taylor[9], na qual as
perturbagoes na interface agora surgem principalmente devido & diferenga de densidade
entre os fluidos, ou seja, o crescimento das perturbacgoes ( na interface nao sao mais provo-
cadas pela injecao de fluidos e pela diferenca de viscosidade entre elas, mas sim causadas
pela rotacao e diferenca de densidade.

O estudo do desenvolvimento de padroes interfaciais na célula de Hele-Shaw girante
nos ultimos anos, tem sido abordado por diversos grupos que se empenharam no estudo
analitico do problema, [16, 18, 27, 28] e investigaram as instabilidades interfaciais de flui-
dos imisciveis em uma célula girante. Uma melhor investigacao do comportamento de mu-
danga na interface foi realizada com uma analise tedrica e experimental[18, 29, 30|. Essas
investigagoes trouxeram grandes avancos tedricos para a analise de pertubagoes lineares
e nao-lineares. As simulagdes numeéricas vieram como solugao para problemas complexos,
nos casos nao-lineares ou envolvendo limite de baixo contraste de viscosidade [31] em situ-
agoes que os fluidos apresentam valores de contraste de viscosidade negativo[28|. Alguns
pesquisadores investigaram as propriedades reologicas! e adesivas durante a deformacao
de tragao de um ferrofluido, de formacao de cadeia confinada submetido a um campo
magnético radial [32]. Ha uma analogia entre a for¢ca magnética produzida pelo campo
radial e a forca centrifuga, pois ambas sao proporcionais & distancia radial. Em ambos os
casos, para um ferrofluido submetido a um campo radial ou um fluido denso submetido
a forca centrifuga, ocorre uma desestabilizagao da interface e a formagao de padroes de
certa maneira semelhantes. Também foi estudado o caso em que o campo magnético é
azimutal e produzido por um fio por onde passa uma corrente elétrica [33]. Neste caso
o fluido externo é um fluido nao-magnético, enquanto o fluido interno é um ferrofluido,
o campo magnético desempenha um papel estabilizante e se opoe a forca centrifuga que
empurra o fluido para fora devido a diferenca de densidade.

O grupo de Ortin e Casademunt deu grandes contribuigoes para a pesquisa na célula
de Hele-Shaw girante, pois foram os primeiros a realizar analises tedricas e experimentais
do problema [16, 17, 29, 30, 31, 34|. Estes experimentos podem ser vistos na figura 2.2,
para duas combinacoes de fluidos distintos e em dois intervalos de tempo diferentes. Na
Fig. 2.2(a) temos dois fluidos de viscosidade bastante distintas no instante inicial da
dindmica de crescimento dos dedos, e em (b) vemos a interface formada pelos fluidos
num tempo posterior. Ja as Figs. 2.2(c) e (d) mostram dois fluidos com viscosidades
ligeiramente distintas em dois instantes de tempos diferentes. O parametro adimensional
que descreve estas diferentes situagdes experimentais é o contraste de viscosidade A =
(%), onde 7, é a viscosidade do fluido interno e 7, é a viscosidade do fluido externo.
Na figura 2.2 a) vemos dois fluidos com A proximo ou igual a 1(alto contraste), formando

dedos, e em b) temos a interface num tempo posterior, onde visualizamos o crescimento

!Ciéncia que estuda as deformacoes e escoamentos da matéria.
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Figura 2.2: Experimentos na célula de Hele-Shaw girante onde pode ser vista a evolugao
temporal da interface entre os fluidos. Em (a) e (b) temos experimentos realizados com intervalos
de tempos diferentes e um alto contraste de viscosidade (A = 1), enquanto em (c) e (d) temos
baixo contraste viscoso (A<1) com intervalos de tempo diferentes.

(a) (b)

© @

o

Fonte: Folch (2009).

de gotas satélites nas pontas dos dedos mas sem desprendimento. Para o caso ¢) com
A < 1(baixo contraste), visualizamos os dedos e pequenas gotas satélites comegando a
se desprender, e em d) num tempo mais avangado essas gotas se desprendem dos dedos.
Os diversos trabalhos desenvolvidos pelo grupo de Ortin e Casademunt foram de grande
contribui¢ao para o entendimento do problema de onde pode ser tirada uma série de
resultados muito interessantes no assunto, envolvendo altos [29] e baixos [30] contrastes
de viscosidade entre os fluidos e ainda o deslocamento radial de um anel girante, nos
regimes estaveis e instaveis [34].

Na célula de Hele-Shaw girante podemos encontrar uma série de formas geométricas
e padroes que sao formados ao rotacionar os fluidos confinados na célula, esses geradas
pela forca centrifuga que desestabiliza & interface entre o fluido interno (de dentro) e
o externo (de fora). Esta desestabiliza¢do ocorre na interface entre os fluidos, fazendo
o fluido interno, que é o de maior densidade, forme dedos, que podem se desprender
formando gotas redondas nas pontas dos dedos, conforme pode ser visto na figura 2.2
em (c) e (d). Neste caso temos uma formacdo de gotas na extremidades dos dedos,
formada ao rotacionar a célula. Dependendo da instabilidade provocada, essas gotas
podem se desmembrar da maior por¢ao do fluido, caracterizando um fendémeno chamado
de pinch-off, conforme pode ser visto na figura 2.3. E caracteristica de gotas satélites
que a diferencia da geometria radial por injecao, onde ocorrem sucessivas bifurcagoes nas
pontas dos dedos.

A bifurcagao dos dedos nao acontece em células girantes, porém vemos competicao
entre os dedos viscosos que crescem na interface. Pode-se dizer que a competicao dos dedos
esta associada a variabilidade de comprimento entre as estruturas dos dedos [28]. O fluido

de dentro cresce em direcao ao fluido de fora, ou o fluido de fora penetra em direcao ao
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Figura 2.3: Evolugao temporal do padrao formado em um experimento em célula de Hele-Shaw
girante. As imagens mostram uma sequéncia temporal da esquerda para a direita e de cima para
baixo. Note o desmembramento de gotas satélites nos estagios finais da din&mica.

15¢cm

0-15s . 15 cm

41s *
63s %

Fonte: Alvarez-Lacalle (2004).

fluido de dentro. Essa descricao de competicao entre os fluidos, ndao é capturada pela
analise da estabilidade linear. Como solucao deve-se utilizar o regime fracamente nao-
linear para analisar a dindmica da competicao entre os dedos. No regime fracamente
nao-linear observamos algumas caracteristicas morfologicas na interface, onde vemos que
o contraste de viscosidade A(parametro adimensional do contraste de viscosidade que
varia de —1 < A < 1) tem um papel fundamental no comportamento da competi¢ao dos
dedos. Essa competicao pode ser analisada pelo destaque na diferenga de tamanho dos
dedos no fluido interno ou externo. Os tamanhos dos dedos formados pelo fluido interno é
medido do centro da gota a ponta dos dedos. E para o fluido externo o tamanho dos dedos
¢ medido do centro da gota ao vale da interface. Pode-se demonstrar que para valores em
que A < 0, os dedos formados pelo fluido interno (fluido 1), que podemos chamar de dedos
que saem, competem e assumem tamanhos diferentes entre si. E no caso em que A > 0 o
fluido externo (fluido 2), que forma os dedos que entram na interface, crescem em diregao
ao fluido interno e assumem tamanhos diferentes entre si. Essa relagao de competicao
pode ser vista na figura 2.4 através das setas que apontam o sentido do crescimento dos
dedos. Quando o contraste de viscosidade assume o valor A = 0, visualizamos que os
dedos dos fluidos interno e externo nao apresentam competicao entre si [18].

A circunstancia de termos dois valores de viscosidade parecidos nos dois fluidos.
Mostrara uma inexisténcia de competicao entre os dedos no regime fracamente nao-linear,
ou seja, indicara uma auséncia dinamica de destaque entre os dedos. Notavelmente, este
importante efeito, que nao poderia ser acessado usando a analise puramente linear, ja
é detectado na mais baixa ordem nao-linear. Outros paradmetros de interessante como
a tensao superficial B, e o espagamento b também serao importantes nas caracteristicas

morfologicas na interface fluido-fluido para o regime fracamente nao-linear |7]. Porém em

18



2.1. REVISAO DA LITERATURA 19

Figura 2.4: Descrigao esquemética da competigao entre os dedos em a) A<0 os dedos do
fluido de dentro competem entre si, em b) A>0 os dedos do fluido de fora competem e assumem
tamanhos distintos entre si.

(a) Fluido2 (b) Fluido2

Fluidol Fluido1

Fonte: Gadélha (2007).

todo regime que analisaremos nesta dissertacao, o parametro b nao desempenha nenhum
papel na nossa dinamica desde que ele seja pequeno o suficiente para que a aproxima-
¢ao do perfil de velocidades parabdlico seja valida. Neste trabalho nao derivaremos a
parte analitica no regime fracamente nao-linear, apenas discutiremos qualitativamente a
dindmica de competicao dos dedos que esta além da analise de estabilidade linear.

Para o estudo analitico do sistema, consideramos a célula de Hele-Shaw girante
onde a evolucao da interface foi obtida em termos dos parametros (adimensionais) de
controle: contraste de viscosidade A e tensao superficial adimensional B. Fizeram-se
diversos estudos tanto tedricos como experimentais variando os valores dos parametros
de controle |26, 27, 30]. Algumas das principais descobertas da competigao dos dedos
[35], foram feitas analisando todos aspectos dos parametros envolvidos no problema para
o regime fracamente nao-linear. Nesses estudos ignoraram a influéncia do contraste de
viscosidade no inicio dos efeitos nao-lineares, tal analise foi realizada por Gadéllha e
Miranda [18] em alguns aspectos da interface descontinua que foram levadas em conta.

Devido a atratividade pela area das células girantes, foram obtidos em pesquisas
experimentais e tedricas uma grande variedade de padroes dos dedos, onde os casos eram
para fluido interno menos viscoso em relagao ao fluido externo. Miranda e Alvarez-Lacalle
[28] realizaram simulagoes numéricas de dois fluidos imisciveis em que fluido interno era
menos viscoso em relagao ao fluido externo na célula de Hele-Shaw girante obtendo di-
ferentes morfologias para a interface fluido-fluido. Eles perceberam que essa variagao do
contraste de viscosidade afeta visivelmente o comportamento dos dedos e principalmente
o seu comprimento. Nesse mesmo estudo confirmaram o trabalho realizado por Gadéllha
e Miranda [18] em que eles verificaram nos primeiros estagios de rotagdo uma competi-
¢ao dos dedos, esses fendmenos foram revelados nas simulagoes assim como o previsto na
analise fracamente nao-linear.

Na figura 2.5 temos trés valores de viscosidades diferentes com A = —0.8, A =0

e A=1para B =5.0-10"* das simulacdes numéricas realizadas por Miranda e Alvarez-
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Figura 2.5: Experimento numéricos mostrando a formacao tipica de dedos na célula girante
para trés valores do contraste de viscosidade, A = —0.8, A=0e¢ A= 1.

A=-0.8 A=0 A=1

(a)

Fonte: Gadélha (2008).

Lacalle. Analisando a figura 2.5 na parte a) vemos uma penetracao dos fluidos de dentro
que podemos chamar de dedos que saem e o fluido externo que sao os fluidos de fora.
A competicao entre os dedos que saem ocorre quando nosso parametro adimensional de
contraste de viscosidade ¢ A = —1. Na parte b) da figura 2.5 observamos um equilibrio no
tamanho dos dedos em A = 0, quase nao se observa uma competicao entre eles, pois nao
ocorre uma variacao de tamanho dos dedos, isso pode ser analisado com os que entram e os
que saem. Esse resultado ja eram esperado, pois esse estudo ja esta bem estabelecida para
a célula de Hele-Shaw retangular |36, 37, 38, 39, 40]. Gadélha e Miranda [18| sugeriram
para a célula girante que ocorre a competicao dos dedos, através de uma analise nao-linear,
que foi refor¢ado pelo estudo numérico realizado novamente por Miranda e Alvarez-Lacalle
[28]. Na figura 2.5 em c) visualizamos os fluidos que entram penetrando o fluido interno.
Se observamos no centro da figura notamos que ocorre uma penetragao na regiao do fluido
interno formando vales.

Essa competicao entre os dedos dos fluidos sempre ocorrerd quando temos um
fluido menos viscoso penetrando o mais viscoso, independente se os dedos estao entrando
ou saindo. Podemos dizer que ocorre uma indicagao clara da competicao dos dedos que sao
determinadas pela viscosidade fundamentalmente em termos nao-lineares, essa competicao
¢ semelhante a instabilidade de Saffman-Taylor [6] onde também esse fenomeno se deve a
viscosidade dos fluidos.

Os resultados numéricos obtidos por Miranda e Alvarez-Lacalle [25], reforgam que
o contraste de viscosidade A de fato influencia a competicao entre os dedos e governa
a morfologia dos padroes, de tal maneira que ao variamos o parametro entre 1 a -1 os
padroes formados apresentarao comprimentos e larguras diferentes conforme as predic¢oes
analiticas de Gadélha e Miranda [18].
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2.2 Lei de Darcy para célula de Hele-Shaw girante

Apesar do ntimero consideravel de estudos teoéricos e experimentais sobre a célula
de Hele-Shaw girante ainda ha espaco para entender o surgimento de deformagdes na
interface centrifugo-induzida e seus, varios efeitos dindmicos e morfologicos. Nesta secao
vamos mostrar como a instabilidade na interface entre dois fluidos viscosos na célula de

Hele-Shaw girante pode ser formulada analiticamente. Considerando o referencial girante:

Ou,

Pil—7 5 + (uj - V)u,] = =Vp; + n;V>u; + pQ%rf, (2.1)

onde §2 denota a velocidade angular de rotacao da célula, r é a distancia ao eixo de rotagao
e 1 ¢ o vetor unitario na direcao radial.

A fim expressar solugdes em um referencial girante na célula de Hele-Shaw, é
necessario alterar o balango de momento angular na equagao de Navie-Stokes. Agora

inserindo os termos para o referencial girante no segundo termo da Eq.(1.7) temos:

Ou,

pil—== T + (u; - V)u,)] = —Vp; +n,;Vu; + pQ2re. (2.2)

Sob as condig¢oes da célula de Hele-Shaw, podemos desprezar os termos inerciais
do lado esquerdo da equacao de Navier-Stokes e expressar as componentes da velocidade

u;, e u;, em coordenadas polares:

O%ujr _ Op; 2
== —p,Q 2.
77] 822 87" p] Ty ( 3)
e para ¢
Pujy  10p;
: = 24
722 rog’ (2.4)

onde u;, ~ 0, pois p; ¢ independente de z.
Resolvendo a Eq.(2.3) para 7 de maneira similar ao que foi feito na se¢ao (1.2),
temos:

(2—0)0p

Nitjr = ZT[OT pi¥r]. (2.5)

¢ para ¢ resolvendo a Eq.(2.4)temos:

—b) .10
Nilje = Z(z 5 >[;a—g]-

(2.6)

Entao, pegando as Eq.(2.5) e Eq.(2.6) podemos reescrevé-las juntas da seguinte
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forma:

us(r, 6,2) = 52(= = B)[Vny(r, 0) — 7], 2.7

Nos definimos nossa coordenada como polar satisfazendo o sistema (r,p, z) de
tal forma que sua origem esteja localizada no centro da gota efetivamente bidimensional
(localizada no plano z-y), enquanto a célula gira em torno do eixo z. Além disso, as
placas da célula estao localizadas em z = 0 e z = b. Finalmente realizando uma média
transversal da Eq.(2.7) na diregao z, temos:

2

b .
vj = ———[Vp; — . (2.8)

12n);

onde v; e p; representam a velocidade e pressao efetivamente bidimensional do problema.
A equacao do sistema expressa o campo de velocidade bidimensional dado pela lei de
Darcy

b2 P

(2.9)

que é usada para descrever o escoamento dos fluidos no interior da célula de Hele-Shaw
girante. O problema fica completamente especificado ao incluirmos as condi¢oes de con-

torno na interface entre os fluidos dadas pelas Eqgs.(1.19) e (1.20).

2.3 Analise pertubativa linear

Em geral nao é possivel obter solugoes analiticas completas para a evolugao da
interface entre os fluidos e faz-se necessaria uma analise perturbativa do crescimento de
dedos na interface. Nesta secao, destacaremos alguns aspectos da analise de perturbacao

linear da interface.

Figura 2.6: Diagrama esquemético da célula de Hele-Shaw girante.

Fonte: Gadélha (2008).
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Consideraremos uma célula circular de Hele-Shaw com raio L(na direcao radial)
e espessura b (na diregao z), contendo dois fluidos com viscosidades distintas (7, 72) e
densidades (p1, p2) conforme a figura 2.6. O fluido interno possui um volume constante,
onde R é o raio nao-perturbado ambos os fluidos sao separados por uma interface imiscivel
com a tensao superficial o e consideramos que L»R. E conveniente usar a formulacio do
problema em termos da fungao corrente ¢ definida por v = V xz, onde v é a velocidade
do fluido e Z é a direcao perpendicular das placas. A funcao da corrente é harmonica,
mas, ao contrario do campo de pressao, ¥ é continua através da interface. Em termos
da funcao corrente, o problema de limite livre é totalmente especificado pelas seguintes

equagoes governantes:
V3 =0, (2.10)

que vem da condicao de incompressibilidade. A condi¢ao de incompressibilidade dos dois
liquidos V.v = 0, leva a equacao de Laplace para a fun¢ao corrente no volume.

Para completar o conjunto de equagoes para o problema de fronteira livre em duas
dimensoes, devemos fornecer condigoes de fronteira cinematica e dindmica na interface.
As duas condigoes de contorno consideradas geralmente sao, em primeiro lugar, a conti-

nuidade da velocidade normal na interface
Vn:fl'Vlzfl'VQ, (211)

e, em segundo lugar, uma relagao linear entre o salto de pressao local na interface e sua

curvatura da Eq.(1.19) temos,
P1— P2 = 0K, (2.12)

onde o é a tensao interfacial entre os dois liquidos e k é a curvatura local da interface
considerada uma linha unidimensional.
Reescrevendo essas condi¢oes de contorno em termos da funcao corrente, temos

que

adﬂ |m: sw |out: —Vn, (213)

que vem da condigao cinematica, e

8n¢ |out _anz/} ‘m: F, (214)

que vem da lei de Darcy e condicao de pressao,onde s e n sao coordenadas tangenciais e
normais para a interface, respectivamente.

A magnitude do salto de velocidade tangencial é a forca I' da vorticidade singular
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na interface,
FE’Y + A(arﬂ/} |m +3n¢ |out>7 (215)

onde I' é dada pela descontinuidade tangencial da velocidade ao longo da interface e sua

parte local é dada por

v b? 9, 022

J_ il _ — 2.16

2 - 12(m —m)os |7 (= p2) =1 (2.16)
sua versao adimensional é dada por

v ~

§Z(BVR —r) -5, (2.17)

com k sendo a curvatura no plano (para um circulo x >0) e r a coordenada radial. A
forma explicita da vorticidade é o que define especificamente as for¢as do problema:tensao
superficial e a forga centrifuga. As equagbes governantes (2.10), (2.13) e (2.14) que s@o
usadas como condigao de contorno ja estao em sua forma adimensional, assim como as
equagdes (2.15) e (2.17).

Temos dois pardmetros que usamos em nosso problema para definir as caracteristi-
cas da nossa gota: tanto o tamanho da nossa pertubagao como os tamanhos dos dedos. O
contraste de viscosidade é responsavel pela caracteristica dos dedos na morfologia em que
os dedos crescem, a forma como eles serdo. A tensao superficial define o niimero de dedos,
de maneira que sua forca de atragdo entre as moléculas, quando maior ela for menor o

numero de dedos. B como paradmetro adimensional para a tensao superficial

g
B = 2.1
(o1 — o) PR (218)

temos p que define nossa densidade, n que é nossa viscosidade. A é o contraste de visco-

sidade representado na seguinte equagao:

A= (L2 (2.19)
h + 12

Vamos apresentar os métodos analiticos que descrevem o crescimento das pertu-
bacoes e os parametros envolvidos, examinando importantes caracteristicas morfologicas
na interface fluido-fluido. Utilizaremos das equagoes (2.10), (2.13) e (2.14) como formu-
lagao analitica dos problemas na célula de Hele-Shaw girante. O problema consiste em
determinar a evolugao do tempo da interface entre dois fluidos viscosos e imisciveis dentro
de uma célula Hele-Shaw girante. Isso pode ser feito analiticamente somente de maneira
aproximada, portanto, o posterior trabalho numérico geralmente é necessario. Para fazer

a anélise de pertubagao linear, a interface perturbada é descrita como R(0 t) = R +
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¢(6,t), onde R é o raio nao perturbado da gota inicialmente circular, e (6 ,t) representa a
perturbagao na interface. Nos expandimos em série de Fourier a perturbacao na interface

Cco1mo

= > Cal)e™, (2.20)

n=—0oo

com amplitudes de Fourier (,(¢) e numeros de onda azimutais discretos n. Ao inserir
esta condigao nas equagoes governantes do problema (2.10)-(2.14) e expandindo todos os

termos até a primeira ordem em ( é possivel obter a expressao [18, 27|

Cn = A()Gn, (2.21)

onde , representa a amplitude de fourier de um modo de n. Resolvendo Eq.(2.21) temos

como resultado:

Ga(t) = Gu(0)eM! (2.22)

A(n) é a taxa de crescimento exponencial, (,(0) a pertubagao inicial, e t como tempo

adimensional. A taxa de crescimento linear em sua forma dimensional é dada por

An) = — (e — 1), (2.23)

sendo ) representado por

O — Q0% (p1 — pa)

, (2.24)
12 i +
e o como
2
gl o (2.25)
121 +m

Discutimos a seguir como adimensionalizar o problema utilizando a Eq.(2.23). O
parametro de tensao superficial B é uma razao entre as efeitos de capilaridade com a
centrifuga na Eq.(2.21) os comprimentos sao adimensionalizados por R, e o tempo por

R/U, onde
U = [b*R(pr — p2)Q]/12(m — 112), (2.26)

e chamando

AR

A= (2.27)
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Ao multiplicar o R/U nos dois lados da Eq.(2.23) temos que

_ 0212 py —
Moy = [BEmp, e 0 e gy B (2.28)
12 m2 +m N2 +m U
Ao trabalhar nos termos da Eq.(2.28) teremos
< on 5

p1— p2)

e por fim encontramos a expressao para a taxa de crescimento adimensional
A(n) = Inl[1 — B(n® - 1)) (2.30)

onde A denota a taxa de crescimento linear, n denota o modo de Fourier da pertubacio
e o parametro B é a tensao superficial adimensional. Observamos que uma caracteristica
importante é sua dependéncia somente no parametro B, o que indica que sua instabilidade
serd governada pela razao entre tensao superficial e forga centrifuga. Se considerarmos
a situagao comum da agua e 6leo em que o fluido interno é mais denso, havera um raio
critico no qual a interface se torna instavel. Ao girar o fluido mais denso teremos o menos
denso formando os dedos e a forga centrifuga compete com o efeito estabilizador da tensao
superficial que depende do raio R, de modo que a competicao dos dois termos favorecera
a instabilidade para grandes R.

Na se¢ao seguinte discutiremos a taxa de crescimento linear com mais detalhes e
por simplicidade, omitiremos a barra na Eq.(2.30) e nos referiremos a A(n) como taxa de

crescimento linear adimensional.

2.4 Regime linear

A taxa de crescimento linear governa o crescimento exponencial ou decrescimento
das amplitudes de fourier da pertubacao quando estas sao pequenas, isto é, para tempos
curtos com uma tnica evolucao dos dedos.

A previsao da anélise de perturbagao linear ¢ mostrada na figura (2.7) onde temos
a taxa de crescimento linear adimensional A(n) em fun¢do do modo perturbativo n. A
figura nos mostra que o perfil da curva \(n) é parabdlica e modos perturbativos com altos
valores de n sdo estaveis. Através da Eq.(2.30) podemos determinar o modo de maior

crescimento linear, utilizando a modo critico

(2.31)
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Figura 2.7: Taxa de crescimento linear A(n) em funcao de n, para B = 0.01, B = 0.03 e
B =0.06

10 T T T T T
//5.’_._.,\. \\\
R 0 N =
\0
\
- - B=0.01 \
- -—- B=0.03 N -
B=0.06 \
\
_10 1 | 1 | 1 | 1 [ -
0 2 4 6 8 10

n (nimero de modos)
Fonte: Autor.

assim podemos chamar n,,s, da seguinte expressao

Ne 1+1/B
Nonaz = % =\ 3 (2.32)

Podemos ver pela Eq.(2.21) que quando A(n) é positivo para um dado n, este modo
de Fourier cresce exponencialmente e quando A\(n) é negativo o modo decresce exponen-
cialmente. Os modos que crescem vao determinar o nimero de dedos predominante do
padrao.

A figura 2.7 descreve a taxa de crescimento linear em fungao de n para trés va-
lores distintos de B, dados por (0.01, 0.03 e 0.06). Notamos que valores mais altos da
tensao superficial B fazem com que a banda de modos instaveis diminua e que 7,4, se
desloque para valores menores. Pode-se verificar na Eq.(2.30) que A(n) é completamente
insensivel a mudancas em A. Entao espera-se que examinando a evolugao temporal de
interface para um dado valor de A e B o niimero de dedos predominante é dado por 7,4,
Eq.(2.32). Calculando para B = 0.01 temos como resultado para n,s, = 5.8, ou seja,
aproximadamente 6. Para B = 0.03 temos que n,,s, = 3.38 uma pequena aproximagao do
valor 4 e para B = 0.06 0 1,5, = 2.42 um valor proximo de 3 que podemos comparar com
a figura 2.7 para ambos os valores de B. De fato, experimentos na célula de Hele-Shaw
girante concordam com as previsoes teoricas [30].

Neste trabalhos exploremos condigbes onde o fluido interno é o mais denso assim
a instabilidade da interface é impulsionada pelas diferenca de densidade entre os fluidos.
O ntmero de dedos esta também relacionado a velocidade de rotagao da placa: ao ser
aumentada a rotagao temos consequentemente um maior niimero de dedos. O valor de B

é inversamente proporcional a rotagao. Se a velocidade é menor, B tende a ser maior e o
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nimero de dedos menor.

Na Eq.(2.32) temos o modo de Fourier com a maior taxa de crescimento e portanto
ele deve determinar o nimero de dedos predominante do padrdao. A despeito de ter
uma influéncia evidente no ntmero tipico dos dedos mostrados pela equacgao acima, o
parametro B terd muita influéncia nos resultados principais apresentados neste trabalho.
Nesse estudo utilizamos parametros adimensionais (B e A) com os valores tipicos das
quantidades fisicas correspondentes usadas em experimentos existentes na célula de Hele-
Shaw girante, principalmente aqueles realizados por Ortin, Casademunt e colaboradores
[27, 28, 29, 30].

Uma comparagao detalhada entre a previsao linear e experimentos no trabalho ¢é
realizada por Ortin e Casademunt [30]. No experimento a investigagao ¢é feita com aparatos
extremamente calibrados, placas de vidro circulares, onde a célula é montada em cima de
uma plataforma rotativa movida por um motor DC e um redutor para manter velocidades
angulares altamente estaveis, independentemente das flutuacoes de carga. A célula é
nivelada com precisdao mesmo nas velocidades angulares mais altas. Um nivelamento
adequado da célula é critico durante a rotacao. Apods os experimentos, a analise de
estabilidade linear é realizada fazendo o comparativo do niimero predominante de dedos
com a Eq.(2.32), que mostra o numero maximo de dedos. Nos experimentos é visivel um
valor grande para o niimero maximo de dedos uma vez que o fluido interno é mais denso que
o externo. Assumimos que o nimero de ondulagoes observadas no inicio da instabilidade, é
tipicamente da ordem de n,,,. A validade desta suposi¢ao depende de duas propriedades
descontroladas das condigoes iniciais, a saber, que o ruido ¢é suficientemente fraco e que sua
amplitude nao favorece sistematicamente alguns modos sobre outros. A comparacao do
nimero de ondulagoes e n,,,, nao é, portanto, apenas uma prova da relagao de dispersao
linear, mas, na verdade, essas duas premissas sobre o ruido externo na condigao inicial. Os
padroes com conservagao de massa exibem um nimero de onda um pouco menor do que
o previsto analiticamente porque a célula leva um tempo da ordem de 1s para alcancar a
velocidade estavel.

No regime linear, o contraste de viscosidade nao desempenha um outro papel além
de definir a escala de tempo da instabilidade e nao afeta o padrao emergente, que depende

apenas da proporcao de forgas centrifugas para capilares [41, 42, 43, 44].
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IMPLEMENTACAO DO METODO
DE PHASE-FIELD

3.1 O método de phase-field

Os métodos de interface difusa hoje sao bastante populares como ferramenta de
modelagem fisica e computacional de processos multifasicos tais como solidificagao e escoa-
mento de fluidos. Dentre eles, destacamos o método de phase-field, ou campo de fase, que
¢ geralmente empregado em problemas de formacao de padrao de sistemas complexos.
Do ponto de vista matematico, utilizaremos este método para resolver numericamente
nosso problema de fronteira livre no escoamento entre dois fluidos viscosos imisciveis e
confinados.

Na préatica o campo de fase descrevera o movimento da fronteira entre os fluidos,
ou seja, a dindmica da interface produzida pelo escoamento de ambos os liquidos. O
método possui a vantagem de evitar o rastreamento da interface que estd se movendo,
introduzindo um campo auxiliar anélogo a um parametro de ordem que localiza a interface
e cuja dinamica é acoplada aos outros campos fisicos através de um conjunto apropriado
de equacoes diferenciais parciais. Desta forma, as condi¢oes de contorno do problema sao
automaticamente implementadas na interface e todo o sistema ¢é tratado como um granel.

Em modelos de campo de fase, um parametro de ordem nao conservado, o campo
de fase 6, é introduzido para descrever o comportamento de cada fase. Ele possui valores
constantes no interior das fases (por exemplo, neste trabalho, § = +1 em uma fase e
6 = —1 na outra) e varia suavemente na regiao da interface difusa (-1 <6 <+1), porém
de maneira rapida como uma tangente hiperboélica, conforme mostra a figura 3.1.

A caracteristica mais atraente do método de campo de fase é que todas as equa-
¢oes governantes podem ser resolvidas em todo o dominio numérico sem qualquer conheci-
mento a priori da localizagao das interfaces. O rastreamento de interface é completamente
evitado e as alteragoes de topologia sao tratadas naturalmente sem a necessidade de pro-
cedimentos especiais. Embora a curvatura da interface e a direcao normal nao estejam
necessariamente explicitadas, o método do campo de fase é especialmente adequado para
problemas nos quais o movimento da interface depende de gradientes de um campo ex-

terno normal & interface e & curvatura local da interface. Uma visao geral da aplicacao
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Figura 3.1: Diagrama esquemético da célula de Hele-Shaw girante com dois fluidos de densida-
des e viscosidades diferentes onde temos o fluido amarelo como fase +1(positiva) e o fluido preto
como fase -1(negativa).

Fase positiva

450 1
400
350

300

0.5

250
200
150
100 05

50

-1

0 50 100150200250300350 400450
Fase negativa

Fonte: Autor.

da modelagem de campo de fase em fisica de matéria condensada pode ser encontrada em
[45]. A ideia fundamental de rastrear e capturar adequadamente a dinamica da interface
através de teorias de campo de fase foi posteriormente generalizada e adaptada a cenéarios

de fluxo de fluidos multifésicos [46].

Figura 3.2: Podemos visualizar o crescimento dos dedos e entender pela escala de cores o lado
positivo e o negativo. O lado direito que cresce em sentindo positivo ao longo de y e o lado
esquerdo cresce em sentido negativo ao longo de y.
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As taxas de variacao da funcao corrente v descrevem a velocidade dos fluidos em
qualquer ponto da célula girante, podendo as componentes da velocidade serem positivas
ou negativas. Na figura 3.2 podemos observar as velocidades dos fluidos através de vari-

agoes na escala de cores que se encontra do lado direito. A cor branca indica ¢ = 0, e
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nas regioes brancas onde v é constante temos uma velocidade baixissima ou desprezivel;
geralmente isso se da nas regioes centrais da gota e no fluido externo longe da interface.
Uma ilustragao deste efeito pode ser feita utilizando o exemplo de uma bolha de ar se
movendo na dgua: nas regioes proximas a interface da bolha a velocidade da agua é alta,
porém nos pontos mais distantes da bolha a velocidade da agua é praticamente nula. A
cor vermelha nos fornece um valor de 1 negativo, enquanto a cor azul representa valores
de v positivo. Devido a simetria do problema, o moédulo dos valores mais negativos é
igual ao modulo dos valores positivos.

Para entender melhor como determinamos a velocidade a partir de ¢ podemos

utilizar as equagoes que relacionam a velocidade com a fungao corrente
V=V XA, (3.1)

onde A = 4(x,y) Z. Abrindo os termos em A temos

- 0A 0A 0A 0A 0A 0A
A — z _ _y o~ X _ Z N\~ Y _ €T\~ 2
VA= (5 - G+ (G - 00+ (Gt - SN (32
e considerando que os termos A, e A, sao nulos e que A, =1,
v O 0Y
A= (=) - (=)y. :
VA= (Gha- (G (33
A nossa velocidade é dada por
V = v,T + v, 9, (3.4)
e comparando-a com a Eq. (3.3) temos que
oY
x - R 35
=g (35

a variacao de 1) ao longo da direcao y nos dé a velocidade dos fluidos na direcao x, e

oy
v, = 2%

) a$ ) (36)

a variagao de 1 ao longo da direcao x nos da a velocidade dos fluidos na direcao y.
Portanto, conforme a figura 3.2, o dedo da direita se move com v, > 0 (para a direita) e
o dedo da esquerda se move com v, < 0 (para a esquerda).

Nos casos assimétricos podemos ter gotas com dedos em diversas diregoes e com
velocidades distintas nos diversos pontos da interface, dependendo da perturbacao na
forma da gota. O método de campo de fase resolve o problema de maneira totalmente

nao-linear, sendo compativel tanto com o regime linear como o nao-linear. No capitulo
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4 comparamos nossos resultados computacionais com as previsoes tedricas para o regime
linear.

Teorias variacionais ou termodinamicas sejam talvez a estrutura tedrica mais co-
mum para derivar rigorosamente um funcional de energia em termos de campos de fase. O
objetivo comum nessas abordagens é formular tensores de estresse termodinamicamente
consistentes e leis de equilibrio de mesoescala, incluindo o impacto da tensao superficial
sobre o equilibrio do momento, bem como a dindmica correta da dindmica interfacial.
No entanto, alguns dos modelos de phase-field foram obtidos a partir da derivacao de
equacgoes diferenciais para o campo de fase que convergem para as equagoes de interface
estritamente fina no limite em que a espessura artificial da interface € tende a zero. Utili-
zaremos esta abordagem para integrar numericamente e analisar os diferentes estagios da
dindmica interfacial de nosso sistema. Isso torna o modelo uma ferramenta atraente para
estudar problemas que nao seriam facilmente vidveis com métodos tradicionais.

Outra maneira de abordar nosso problema seria através de métodos integrais de
contorno (boundary integral methods) que expressam a dindmica da interface em termos de
equagoes integro-diferenciais calculada na interface entre os fluidos. A integracao numeérica
dessas equagoes é bastante elaborada, particularmente em simulagoes de tempos longos,
devido a complexidade e a estabilidade numeérica das equagoes[29|. Portanto, no presente
estudo abordaremos somente simula¢oes numéricas através do método de phase-field para

regime linear.

3.2 Equacao do phase-field

Seguimos a referéncia [16] e reescrevemos equagoes que regularizam a interface entre
os dois fluidos através de uma interface difusa de espessura €. Desta maneira substituimos
as equagoes (2.10)-(2.14) de interface fina pelas equagoes diferenciais parciais (3.7) e (3.8).
A Eq.(3.7) descreve o comportamento da fun¢ao-corrente ¢ em ambas as fases, e portanto
a velocidade dos fluidos. Além disto, a Eq.(3.8) nos fornece a evolugao temporal da
interface através da fungao phase-field 6, que possui valor +1 (—1) para o fluido interno
(externo), e passa rapidamente de uma fase a outra. Desta maneira evitamos a dificuldade
computacional de rastrear a interface entre os fluidos. Portanto, assim é descrita a fungao

corrente em todos os pontos do fluido interno bem como do fluido externo:

Y _ w21 Av - (0v) +%

5 7(6) (1-67), (3.7)

1
2v/2
onde € é a espessura artificial da interface e € é um parametro numérico para otimizagao

do tempo de relaxacao de . Destacamos que esta equacao corresponde as equacoes de

interfase fina no limite € — 0: o primeiro termo do lado direito reproduz a Eq. (2.10); a
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continuidade de v ao longo da interface satisfaz a Eq. (2.13); e os ultimos dois termos do
lado direito reproduzem a condigao de contorno da Eq. (2.14). Ja o termo (#) é dado
pela Eq. (2.17).

A Eq.(3.8) do phase-field representada por 6 abaixo nos diz como a interface se

move:

,00

€ = f(0)+ V20 + ek (0) VO] + 22 - (Vi x V6) (3.8)

com f (6) = 6 (1 - %) escolhida para reproduzir os valores § = +1 em cada fase. A

curvatura generalizada dependente do campo de fase é dada por

k() = -V -n(0) (3.9)
n(0) = é—; (3.10)

representando o vetor unitario normal & interface. O vetor tangente da Eq.(2.17) é dado

por
$(0) =7 (0) x 2. (3.11)

A Eq. (3.8) tem grande importancia em nosso modelo por representar a fronteira
livre entre os fluidos do nosso sistema. O termo do lado esquerdo da equagao juntamente
com os dois primeiros termos do lado direito nos dao uma dindmica de relaxacao do campo
0 cuja solucao é uma funcao degrau suavizada, ou seja, em uma dimensao ela corresponde
a uma tangente hiperbolica. O ultimo termo do lado direito introduz uma advecgao a
esta interface suavizada com velocidade dada pela velocidade normal dos fluidos. Por fim,
o termo proporcional & curvatura é colocado na equagao para manter a conservacao da
area da gota, pelo menos na ordem dominante da dinamica.

Nos escolhemos arbitrariamente a fase +1 como interna e —1 como externa. De
acordo com essa convengao, o vetor normal da Eq.(3.10) aponta para dentro, o vetor
tangente Eq.(3.11) aponta em sentido anti-horario e a curvatura Eq.(3.9) é positiva para
um circulo.

A seguir, demonstramos como expressar a curvatura generalizada em termos do

campo de fase, que constitui um passo importante para a implementagao numérica da
Eq. (3.8). Usando a Eq.(3.10) e substituindo em (3.9) temos:

5 (0) = -V - (%). (3.12)
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Substituindo as derivadas temos:

0,0 0,0
V(0.0 + (9,0 \/(0,0)* + (9,0)?

ki (0) = —(0z,0,)( )- (3.13)

Separando os termos de x e y da Eq.(3.13) temos:

9 0.0 9 0,0
w(0) = =5, _(\/(axe)2 T (0,0)

NGOG
Resolvendo para ambos os lados da Eq.(3.14) temos:

). (3.14)

20(9.0)2 — 020(0,0)? — 0,00,00,,0
c(0) — 2000 = 000,000 _ 0, (9.0) V00,8 (3.15)
[(020)% + (9,0)%]2 [(0:0)* + (0,0)%]

Para a expressao final temos:

2 2
o () = (000 0us + 20,00,000,0 + (9,0)°00 3.16)
[(0:0)* + (9,0)°]2

que explicita curvatura dependente do campo de fase.

3.3 Implementacao numérica

A modelagem consiste na construgao de um conjunto de equagoes matematicas que
representam os fendémenos e os processos modelados. Portanto, as solu¢oes das equacoes
de um modelo devem apresentar um comportamento compativel com as propriedades
do problema fisico modelado. A esséncia dos métodos numéricos estd na representagao
discreta do problema que, em geral, é originalmente modelado como um continuo. E essa
discretizacao que viabiliza o uso dos computadores no tratamento numérico das equacoes
diferenciais.

A ideia geral do método de diferencas finitas é a discretizacao do dominio e a
substituicao das derivadas presentes na equacao diferencial por aproximacgoes envolvendo
somente valores numéricos da funcao. Na prética substitui-se as derivadas pela razao
incremental que converge para o valor da derivada quando o incremento tende a zero;
dizemos entao que o problema foi discretizado. Quando o dominio tem mais de uma
variavel, a ideia acima é aplicada para cada uma delas separadamente.

Para obter a solu¢ao numérica do nosso problema utilizamos o método explicito de
integragao numeérica, que consiste em calcular o estado do sistema num tempo posterior
a partir da avaliacao da equacao diferencial discretizada no estado atual do sistema.
Utilizamos o discretizagao mais simples de primeira ordem em tempo e segunda ordem

no espaco com diferencas centradas.
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Utilizaremos a seguinte notagao para a discretizacao do campo escalar 1

(i yjs tn) = Vi, (3.17)

onde os indices inteiros n, ¢ e j representam as discretizacoes de t, x e y, respectivamente.
Para discretizar as expressoes das derivadas de primeira ordem utilizamos as seguintes

aproximacoes:

n+1 n
oy i — Yy

5 A , (3.18)
para derivadas temporais; para a derivada de 1 em funcao de x temos:

a_w _ ¢?+1,j - 2/}znfl,j (3 19)

Ox 2Ax ’ '
equanto que para y temos:

0 i — W

O _ Vi = Vijo1. (3.20)

oy 2Ay

Usando diferencas centradas de segunda ordem na variavel espacial para aproximar a

derivada de segunda ordem obtemos:

0% Wim1y = 295 + i

92 (@i, ) ~ N (3.21)

No caso espacialmente unidimensional, as Eqs. (3.18), (3.19) e (3.21) inseridas na
Eq.(3.7) representam o método explicito para ¢(x;,t,). O campo 6(z,t) é tomado em
t = t, e suas derivadas espaciais sao discretizadas da mesma forma que para o campo
®. Notemos pois, que sao conhecidos os valores ¥;_1 ., Vi, € ¥it1, calculamos ;41
explicitamente, sem qualquer complicagao suplementar.

A molécula computacional é uma traducao grafica da Eq.(3.18) e Eq.(3.19), pois
ela estabelece a relagao de dependéncia existente entre o valor no ponto (i,n + 1) e seus
vizinhos. Note que, no caso do método explicito, o ponto (i7,n + 1) depende apenas dos

pontos (i — 1,n), (i,n) e (i + 1,n), todos do nivel anterior, dai a palavra explicito.
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RESULTADOS NUMERICOS E
COMPARACAO COM A TEORIA

As formacoes de padroes interfaciais tem despertado bastante interesse entre mui-
tos pesquisadores da area de mecénica dos fluidos, uma area bastante complexa e que
ainda tem muito a ser explorado. Diversos estudos analiticos e experimentais foram feitos
para entender o comportamento da interface entre dois fluidos imisciveis quando esta evo-
lui de maneira nao-trivial no tempo. Com o intuito de entender e prever esse fendémeno
sao realizadas estudos numéricos que descrevem solucoes rapidas e precisas.

Um exemplo é a inje¢ao de fluidos em meios porosos que é utilizada como um pro-
blema prototipo para estudar formagoes interfaciais entre fluidos de viscosidades diferentes[47].
Um aspecto interessante deste problema ¢ o papel nao trivial do contraste de viscosidade
entre os dois fluidos na dindmica quando hé injecao. Na geometria do canal, uma sé-
rie de simulagoes numéricas|[48, 36, 49|, experimentais [38, 50|, e outros estudos teoricos
[51, 52, 53| provaram que o contraste de viscosidade desempenha um papel dindmico im-
portante no regime profundamente nao linear, particularmente nos mecanismos de com-
peticao dos dedos e na morfologia resultante da interface deformada. Similarmente, o
contraste de viscosidade desempenha um papel igualmente crucial no problema da inje¢ao
na geometria radial. Na geometria do canal, no limite de contraste de baixa viscosidade
foram explorados experimentalmente por gravidade, levantando um dos lados do canall6].
Neste caso, a instabilidade é basicamente originada pela diferenca de densidade e nao pela
diferenca de viscosidade entre os dois fluidos. A situacao na geometria radial é mais com-
plexa, uma vez que nao ha anélises simples de gravidade nesta geometria. Um candidato
interessante ¢ a condugao centrifuga, que ocorre girando a célula circular em torno de
seu eixo de simetria vertical. Sob a diregao centrifuga, a instabilidade também se origina
basicamente pela diferenca de densidade entre os dois fluidos, como no caso gravitacional.
Para entendermos melhor realizamos experiéncias numéricas com uma ampla gama de
parametros, com foco na influéncia do contraste de viscosidade que enfatiza a forma da
interface dos padroes. Nossos experimentos numeéricos resultaram em diversas simulacoes
que apresentaram resultados de acordo com o previsto na literatura e nos experimentos
realizados por Ortin e Casademunt|16, 17, 27, 30].

A literatura nos mostra como devem se comportar nossos resultados de acordos
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com os experimentos e simulacoes ja realizadas, portanto o principal objetivo do nosso
estudo foi reproduzir estes resultados ja conhecidos. Podemos relacionar nossos resulta-
dos aqui apresentados com os experimentos do grupo Ortin e Casademunt, pioneiros no
estudo de instabilidades interfaciais sob forcamento centrifugo, onde observaram-se gotas
assimétricas em uma célula de Hele-Shaw girante sob alto contraste de viscosidade[29].
Eles verificaram a selecao do modo de Fourier de maxima da taxa de crescimento e tam-
bém estudaram o regime nao-linear. O grupo de Ortin e Casademunt realizaram uma
segunda série de experimentos na célula rotativa que focou na dindmica das configuragoes
anulares assimétricas, com ar na camada mais interna, e 6leo na camada externa [54].
Este arranjo leva & uma rica variedade de padroes, uma vez que a diferenca de densidade
impulsiona a instabilidade da interface principal do 6leo deslocando o ar e a diferenca de
viscosidade impulsiona a instabilidade da interface de arrasto do ar deslocando o 6leo.
Provaram que esta estabilidade das duas interfaces é acoplada através do campo de pres-
sao ja em um nivel linear. Em outros experimentos com injecao houveram tentativas
de controle do crescimento da instabilidade dos dedos, este processo visa encontrar uma
forma de minimizar as pertubagoes da interface [31]. As pertubagoes nas gotas mostram
o papel estabilizante do parametro de tensao superficial B e o papel desestabilizante do
parametro adimensional A para a injecao.

Nossas simulagdes tratam da célula de Hele-Shaw girante (sem inje¢ao) onde o
fluido interno possui densidade maior que o fluido externo, mas o contraste viscoso en-
tre os fluidos pode assumir qualquer valor. Os fluidos sao imisciveis e ha uma tensao
superficial entre eles, consideramos que a gota inicial quase circular do fluido interno é
grande o suficiente para que o circulo seja desestabilizado pela forca centrifuga. Para
estudar as instabilidades na interface fluido-fluido introduzimos pequenas perturbacoes
na gota circular, separando os casos em que as perturbagoes sao simétricas e assimé-
tricas. Nas simulagoes com perturbacao simétrica as gotas mantém a simetria imposta
pela perturbagao, e observa-se na beleza de cada parte dos dedos na gota dividida igual-
mente em relagao aos eixos de simetria. Neste caso apenas um modo de Fourier n é
utilizado na perturbacao, e o crescimento deste modo induz o aparecimento somente de
modos harmoénicos, ou seja, multiplos de n (2n, 3n, 4n, etc.), o que mantém a simetria
do padrao. Em situacoes mais realistas comparéveis aos experimentos, diversos modos
de Fourier (n =1,2,3,...) devem ser considerados na perturbacao inicial da gota e desta
maneira os padroes se desenvolvem de maneira assimétrica. Para os casos assimétricos as
formagoes dos dedos nao obedecem um padrao logico, algo que reflete que os modos de
Fourier possuem fases distintas entre si [28]. Para realizar o estudo da formagao dos dedos
no6s focamos nos dois parametros adimensionais governantes do sistema A e B, variando
ambos sistematicamente nas simulagoes. Realizamos simulacoes nos casos assimétricos e
depois para os casos simétricos com 2, 3 e 4 dedos. Também fizemos uma comparagao

dos nossos resultados com previsoes analiticas da analise linear.
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4.1 Simulacoes simétricas

Mostraremos trés simulagoes de gotas simétricas nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 com
parametros A = 0.95 e B = 0.02, passo de tempo adimensional At = 7.81 x 10~7, por um
ntmero total de 2 x 10° passos, com € = 0.025, € = 0.1 e para Az = Ay = ¢/2 = 0.0125,
onde variamos apenas a perturbacao inicial utilizando os modos de Fourier 2, 3 e 4,
respectivamente em cada figura. Os painéis superiores exibem o campo de fase 6 em
trés valores diferentes para o tempo adimensional: onde a fase § = +1 (cor amarela)
corresponde ao fluido interno e a fase § = —1 (cor preta) correspondem ao fluido externo.
Para obtermos os resultados simétricos, utilizamos a equagao da pertubacao inicial na

interface:

r(¢) = R+ (ycos(ng), (4.1)

sendo r a posicao da interface radial, R = 1 o raio adimensional da gota nao perturbada,

n o unico modo de Fourier da perturbacao e ¢, a amplitude da perturbagao.

Figura 4.1: Simulagdo da evolugdo temporal de uma gota inicialmente circular e perturbada
pelo modo n = 2 com A = 0.95 e B = 0.02. Na linha superior a interface é vista através da
escala de cores para a funcdo # em trés instantes de tempo adimensional ¢t = 7.81 x 1073, ¢t = 0.5
e t = 0.81. Na linha inferior é mostrada a fungdo corrente adimensional ¥ em codigo de cores

nos instantes de tempo correspondentes.
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Fonte: Autor.

Os diagramas da figura 4.1 mostram as fungoes 6 e 1) que descrevem a evolucao da
interface, onde utilizamos uma gota inicialmente perturbada com n = 2 dedos. Ela evolui
no tempo como uma goticula inicialmente circular perturbada para um n modo de Fourier
com amplitude igual a 2. A gota perturbada com n = 2 comega com dois dedos simétricos
que se esticam igualmente para ambos os lados impulsionados pela forca centrifuga. O
parametro adimensional B representa a tensao superficial adimensional e mede a razao

entre a tensao superficial e a forca centrifuga. A tensao superficial tende a estabilizar a
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gota enquanto a forca centrifuga tende a desestabilizd-la. A simula¢ao nos mostra que
para tempos longos a interface apresenta uma configuracao de duas goticulas do fluido
conectadas por um “pesco¢o”’. Neste caso explorado de A =~ 1, nao ocorre a ruptura hi-
drodinamica do pescogo apesar de seu estado final ficar bastante fino,consequentemente
nao ha desprendimento de gotas satélites. No entanto, para A < 1 é esperado o des-
prendimento de gotas, como foi descrito na Ref. [27]. Portanto, o efeito do contraste
de viscosidade A estd na morfologia e dindmica nao-linear dos dedos em tempos lon-
gos. Curiosamente, uma descrigao continua hidrodindmica pode prever corretamente a
ocorréncia de singularidades de tempo finito fora de uma condicao inicial suave, mesmo
que nao implique a separacao e reconexao da interface que necessariamente envolve fisica
microscopica [27].

Na linha de baixo na figura 4.1 observamos que variacoes da fungao 1 descrevem
a velocidade em cada ponto da gota, de acordo com as relagoes v, = g_;p evy = g—f. Como
exemplo podemos tomar a extremidade do dedo a direita, onde notamos que v cresce
ao longo do eixo y de valores negativos (cor vermelha) até valores positivos (cor azul),
indicando que v, = g—f > 0. Consequentemente, o dedo da direita se move ao longo de
r com v, = % > 0, ou seja, para a direita. Analogamente, o dedo da esquerda se move

com v, = ‘g—f < 0 (para a esquerda).

Figura 4.2: Simulagdo da evolugdo temporal de uma gota inicialmente circular e perturbada
pelo modo n = 3 com A = 0.95 e B = 0.02. Na linha superior a interface é vista através da
escala de cores para a funcdo @ em trés instantes de tempo ¢t = 7.81 x 1073, t = 0.25 e t = 0.45.
Na linha inferior é mostrada a fungao corrente ¥ em cédigo de cores nos instantes de tempo
correspondentes.
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Fonte: Autor.

Na figura 4.2 o modo da perturbacgao inicial que mudou a morfologia do sistema,
temos uma célula girante de n = 3 dedos. Quando ocorre a evolucao temporal da interface
os dedos comecam a surgir em ¢t = 7.81 x 1073, com a forte forca centrifuga ¢ desencadeada

uma forte instabilidade interfacial. Devido & natureza da forca centrifuga ser proporcional
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a distancia radial, os dedos viscosos se tornam mais propiciados em t = 0.25. A interface
continua esticando até que um primeiro ponto da interface atinja a borda da célula, que é
impenetravel de acordo com nossas condigoes de contorno nas fronteiras: 6 = —1 e ¢p = 0.
Nosso método explicito com diferencas finitas é de primeira ordem no tempo e segunda
ordem no espacgo, e podemos determinar a condi¢ao de estabilidade baseada na difusao
do ruido numeérico. Com a imposi¢ao do limitante para o tamanho maximo do passo de
tempo, o método explicito geralmente produz aproximagoes satisfatérias na auséncia de
quebra da gota.

Na linha de baixo na figura 4.2 observamos que variacoes da fun¢ao v descrevem
a velocidade em cada ponto da gota, onde temos trés dedos que se deslocam, um deles na

direcao x e os outros dois em dire¢oes diagonais. O dedo na direcao diagonal para cima

_oy
Jy

(para cima) ao longo da diregao y. O resultado da uma resultante diagonal no segundo

move-se com v, = < 0 (para a esquerda) ao longo da direcdo = e com v, = g—i >0

quadrante. Temos um resultado anélogo para o dedo diagonal para baixo, que possui um

vetor velocidade apontando no sentido do terceiro quadrante. J& para o dedo da direita,

vemos que ao longo da direcao x ele se move com v,

g—f > 0 (para a direita).

Figura 4.3: Simulagdo da evolugao temporal de uma gota inicialmente circular e perturbada
pelo modo n = 4 com A = 0.95 e B = 0.02. Na linha superior a interface é vista através da
escala de cores para a funcdo 6 em trés instantes de tempo ¢t = 7.81 x 1073, ¢t = 0.25 e t = 0.62.
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Nas formas da figura 4.3, os dedos sao esticados pelo forcamento centrifugo e assim
evoluem para filamentos finos e alongados com uma extremidade arredondada no final,
resultando em n = 4 dedos. Nota-se que uma fracao de massa do circulo inicial é presa
ao redor do eixo enquanto a gota é acelerada a partir do centro da célula. Sao esperados
dedos mais vigorosos quando o modo n possui uma taxa de crescimento linear \(n) maior.

Ressaltamos que a forga centrifuga é diretamente proporcional a diferenca de densidade
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4.2. SIMULACOES ASSIMETRICAS 41

entre os fluidos, & distancia radial e ao quadrado da velocidade angular. Para valores
menores de B temos uma combinag¢ao maior dos efeitos centrifugos.

Observamos que a gota na ponta do dedo se alarga a medida que o dedo se estica
em um filamento alongado encostado na parede. Isso continua enquanto a célula esta sobre
rotacao o filamento se alarga o suficiente em direcao a ponta. H4 uma maior concentracao
de massa na ponta dos dedos, e uma menor no filamento da gota. A analise tedrica e
as simulagbes numéricas que estamos realizando mostram que a tensao superficial e o
contraste de viscosidade desempenham um papel no processo da formagao dos dedos, por
exemplo, as pequenas pertubagoes crescem formando filamentos longos.

Além de quantificar bem o comportamento de um tnico modo na interface, o estudo
das solugoes simétricas é importante para entender certas classes de solugoes estacionarias
exatas e simétricas encontradas para o problema [16].

Na figura 4.3 da linha de baixo observamos que variagoes da fungao 1) descrevem a
velocidade em cada ponto da gota. Analisando os dedos na direcao horizontal. Podemos
perceber que o dedo da direita ao longo da direcao x, se move com v, = g—f > 0 (para
direita), e o dedo da esquerda se move com v, = 2_15 < 0 (para a esquerda). Analisando os
dedos na vertical, visualizamos que 1 decresce ao longo do eixo-x de valores positivos (cor

azul) até valores negativos (cor vermelha). Indicando que g—i’ < 0. Consequentemente, o

dedo superior na vertical se move com v, = —g—f > 0, ou seja, para cima. Analogamente,
o dedo inferior na vertical se move com v, = —g—f < 0 (para baixo).

4.2 Simulacoes assimétricas

Para gerar simulacgoes assimétricas, escolhemos uma condi¢ao inicial com varios
modos de Fourier de amplitude pequena e sorteamos fases aleatorias para cada modo.
Mostramos a seguir trés simulagoes onde apenas variamos o parametro B e depois va-
riamos somente o parametro A. A comparacao do resultado simulado com a previsao
analitica pode ser feita usando a Eq.(2.32) que calcula o modo n de maximo crescimento.
Os dedos crescem de forma desordenada ocorrendo uma competicao entre eles, onde al-
guns modos se destacam mais na gota ao longo da evolugao temporal. Ha diferenca de
crescimento entre os dedos e nao existe uma simetria no padrao, como podemos perceber
através da comparagao entre as figuras (4.4)-(4.6) e (4.1)-(4.3). Para obtermos os resulta-
dos assimétricos, inserimos o termo «,, de aleatoriedade na Eq.(4.1) da pertubagao inicial

na interface:

r(¢) =R+ (icos(ng + ay) (4.2)
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os valores adotados na amplitude de perturbacao ¢, = 0.01, para o niimero de modos
N =10 e para «,, que ¢é fase de cada modo de Fourier foram escolhidos valores aleatorios
entre 0 e 27 rad (com 360 valores possiveis). Poderiamos fazer um calculo estatistico
para determinar a configuragao média, porém, os valores de «,, mexem na condi¢ao inicial
da gota, mas nao afetam a dindmica. O nimero de dedos esperado continuara sendo o
mesmo.

As condigoes utilizadas para as simulacoes assimétricas foram: passo de tempo
adimensional At = 7.81 x 10”7, ntimero total de 2 x 10° passos, com € = 0.025 para
a grossura da interface, € = 0.1 para difusao da funcao 1, e para discretizacao espacial

Ax = Ay = €/2 = 0.0125 em que cada simula¢ao variamos apenas os parametros A e B.

Figura 4.4: Simulagdo da evolugdo temporal de uma gota inicialmente quase circular com
perturbacdo assimétrica usando A = 0.95 e B = 0.01. Os instantes de tempo sdo t = 7.81 x 1073,
t=0.37et=0.8l.
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Fonte: Autor.

Na figura 4.4 utilizamos os valores dos parametros adimensionais A = 0.95 e B =
0.01. Sabe-se que em experimentos a gota apresenta pequenas pertubacoes microscopicas
(térmicas ou mecénicas) no tempo inicial t = 0 que aqui reproduzimos através de modos
de Fourier com amplitudes exageradas para melhor visualizacao na simulagao. Quando a
gota é centrifugada, os dedos iniciais crescem de maneira desacoplada entre si com taxas
de crescimento similares as previstas pela analise linear \(n).

O modo n,,.,; de maior taxa de crescimento se tornara mais evidente e, portanto,
ditard o nimero de dedos n = n,,., predominante no padrao. Os resultados analiticos
lineares podem ser descritos utilizando a Eq.(2.32) que calcula modo de maior crescimento,
a previsao linear nos diz que n,,5, = 5.8, 0 que resulta em aproximadamente 6 dedos na
interface da gota. A simulagao apresenta 7 dedos ao longo da sua interface para B = 0.01,
assim vemos uma pequena discrepancia entre o resultado analitico e a simulacao que ¢é de

aproximadamente 1 dedo. Notamos através da evolugao temporal que no instante ¢ = 0.37
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os dedos cresceram e ja estao evidentes, enquanto que no tempo t = 0.81 os modos ja
interagem entre si e os dedos ja safram do regime linear.

As caracteristicas morfologicas assimétricas mostram também o fenémeno da com-
peticao entre os dedos, onde dedos apresentam comprimentos diferentes. Isso pode-se
dar tanto nos dedos formados pelo fluido interno e que saem da gota, como nos dedos
formados pelo fluido externo e que entram na gota [26]. Este fendmeno é nao-linear e

depende do contraste de viscosidade A entre os fluidos.

Figura 4.5: Simulacao da evolucao temporal de uma gota inicialmente circular assimétrica
usando A = 0.95 e B = 0.03. Os instantes de tempo sdo ¢t = 7.81 x 1073, t =1.31 e t = 1,56.

450
400
350
300

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

1

0.03

450
400
350
300
250
200
150

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

1

05

03

02

01

450
400
350
300
250
200
150
100
50
0

450
400
350
300
250
200

150

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

-

1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Fonte: Autor.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Na figura 4.5 utilizamos os parametros adimensionais A = 0.95 e B = 0.03, ou
seja variamos apenas B. O estado inicial da gota é o mesmo da figura 4.4. Ao variar o
parametro B, ou seja, ao aumentar a tensao superficial o crescimento dos dedos é menor
e a morfologia do sistema é diferente, para uma tensao menor o nimero de dedos na gota
é maior devido as forgas de coesao serem menores. Através desta simulacao percebemos
como o coeficiente de tensao superficial muda a forma da gota, dificultando o crescimento
dos dedos, o que pode ser verificado conforme o resultado analitico linear na figura 2.4
onde 7,5, = 3.38 proximo de 4 dedos na interface da gota. A simulagao apresenta 4 dedos
ao longo da sua interface para B = 0.03, o resultado préoximo da literatura. A disputa
entre a forca de tensao e a forca centrifuga faz com que o ntimero de modos linearmente
estaveis e a magnitude de suas taxas de crescimento mudem com B.

Na verdade, percebe-se que, a partir de um padrao inicial bastante ruidoso, uma
competicao entre os dedos é estabelecida e os dedos mais curtos nao crescem e apenas
alguns deles continuam crescendo.

Na figura 4.6 utilizamos os parametros adimensionais A = 0.95 e B = 0.06. A
gota pouco se deforma com a evolug¢ao do tempo, ganhando uma forma similar a uma

pera, mostrando claramente a influencia do pardametro B em determinar a morfologia do
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Figura 4.6: Simulagdo da evolugao temporal de uma gota inicialmente circular assimétrica
usando A = 0.95 e B = 0.06. Os instantes de tempo sdo t = 7.81 x 1073, t = 0.78 e t = 1, 56.
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Fonte: Autor.

sistema inibindo o nimero de dedos. O estado inicial da gota é o mesmo da figura 4.4,
e o sistema evolui temporalmente de forma que em t = 7.81 x 1072 os dedos comecam a
surgir de maneira lenta e ao chegar no tempo t = 1,56 percebemos que o ntimero dedos
na gota ¢ bem menor que nas figuras 4.4 e 4.5.

A observacao do comportamento dos dedos nos leva a validar o nimero de dedos
usando a Eq.(2.32), ou seja, o nimero méaximo de modos que pode ser comparado uti-
lizando a figura 2.4 que de acordo com ela temos que n,,;, = 2.42 para B = 0.06 um
valor préoximo de 3 juntamente com analise teérica, a simulagao correspondeu com o pre-
visto. Podemos observar que os comprimentos dos dedos se desenvolveram com tamanhos
diferentes e em diregoes variadas.

Na figura 4.7 fixamos o parametro B e variamos apenas o parametro adimensional
A, utilizando os valores A = —0.95, A = 0.0 e A = 0.95, e exibimos as formas da interface
em seu estagio final de evolugao. Destacamos que o niimero predominante de dedos no
padrao nao muda, visto que n,,,, ¢ unicamente determinado por B. Portanto, nesta
figura podemos entender de que forma o parametro A influencia a morfologia dos dedos
na interface e a competicao entre eles, onde consideramos que ha competicao quando ha
diferenca de tamanho entre os dedos. Além disto, podemos analisar a competicao entre
os dedos formados pelo fluido interno e que se projetam para fora da gota (dedos que
saem da gota), e também entre os dedos formados quando o fluido externo penetra na
gota inicialmente circular (dedos que entram na gota). Este estudo foi feito com base nas
previsoes analiticas e numéricas desenvolvidas em estudos passados|6, 18, 28|.

Na figura da esquerda, onde temos A = —0.95, podemos observar como um valor
de A negativo influencia a morfologia das perturbagoes: o fluido de dentro forma dedos

com cabecas abaloadas, espessas na ponta, enquanto o pescog¢o é mais fino. Os dedos
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Figura 4.7: Simulagdo da gota evoluida em seu tempo final assimétrica usando na figura es-
querda A = —0.95 , no centro A = 0.0 e direita A = 0.95, com B = 0.01 nas trés simulag¢oes. No
instante de tempo final e ¢ = 0.81.
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Fonte: Autor.

que saem da gota exibem competicao, visto que os dedos formados pelo fluido interno
(amarelo) possuem tamanhos claramente diferentes. Por outro lado, os dedos de que
entram na gota (fluido externo, preto) nao demonstram sinal de competi¢do. Isso pode
ser visto através das distancias radiais do centro da célula até a ponta dos dedos que
entram, que praticamente nao variam de um dedo para outro.

De fato, estudos anteriores baseados na teoria fracamente nao-linear [18, 28| indi-
caram que nao deveria haver grande competigao entre os dedos que saem e nem entre os
dedos que entram na gota. No entanto, percebemos que ainda hé uma ligeira diferenca
de tamanho tanto entre os dedos que entram como entre os dedos que saem da gota. Esta
observagao esta de acordo com resultados computacionais da evolugao temporal nao-linear
do método de phase-field |16].

Na figura do centro, em que A = 0.0, notamos que houve uma grande redugao na
competicao tanto entre os dedos que entram como entre os dedos que saem da gota.

Na figura 4.7 da direita, no caso A = 0.95, vemos que os dedos que saem da gota
possuem praticamente o mesmo comprimento, algo que pode ser constatado a partir da
observacao de que um circulo centrado na gota passaria por quase todas as pontas dos
dedos amarelos. O mesmo nao se aplica aos dedos pretos que entram na gota, pois possuem
distancias radiais distintas. Estas observagoes estao de acordo com as analises prévias [6]
que constataram que para A > 0 deveria haver competicao entre os dedos que entram,
mas nao entre os dedos que saem. Ressaltamos que a intensidade da competicao entre
os dedos também depende do parametro B, porém o comportamento qualitativo desta
competicao é definido pelo parametro A [6]. Nossas simulagoes de phase-field corroboram

os resultados que haviam sido explorados teoricamente [18] e através de simulagoes de
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integrais de contorno [28].
Mostraremos em seguida que nossos resultados numéricos no caso simétrico apre-
sentam que o crescimento dos dedos é basicamente exponencial no tempo para os instantes

iniciais da dinamica, algo que é previsto pela anélise de estabilidade linear.

4.3 Analise quantitativa do crescimento da pertubacgao

Nesta sessao pretendemos fazer uma comparacao quantitativa do crescimento dos
dedos extraido das simulagoes numéricas com a taxa de crescimento linear prevista pela
analise perturbativa para instantes iniciais da dinamica. Para tanto, utilizaremos as si-
mulagoes simétricas, visto que elas possuem somente um modo de Fourier n no inicio da
instabilidade. Neste caso, s6 aparecerao outros modos de Fourier no estégio nao-linear da
evolugao temporal, eles serao miltiplos de n e estarao em fase com o modo fundamental
como consequéncia do acoplamento nao-linear. O modo fundamental n determina o ni-
mero de dedos da interface e, portanto, a simetria do padrao. Esta analise numérica sera
feita a partir das simulacgoes das figuras 4.1, 4.2 e 4.3 para os modos n = 2,3 e 4, de onde
obtemos os gréficos das figuras 4.8, 4.9 e 4.10. Os resultados previstos analiticamente pela
analise linear podem ser vistos na Fig.2.4 onde é mostrada a taxa de crescimento linear

em funcao do modo de Fourier n.

Figura 4.8: Posicao da interface ao longo do eixo y = 0 em fungao do tempo adimensional ¢
para a simulagao mostrada na Fig. 4.1 em que temos uma perturbacao simétrica com n = 2.
O tamanho do dedo direito (esquerdo) neste grafico é dado pela posigao positiva (negativa) da
interface menos (mais) o tamanho do raio nao perturbado R = 1.
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Fonte: Autor.

Através dos graficos das figuras 4.8, 4.9 e 4.10 podemos analisar como as extremi-
dades da interface crescem ao longo do tempo. Para realizar uma analise quantitativa,

tracamos uma linha horizontal ao longo do eixo y = 0 gota e localizamos as duas pontas
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da interface onde € = 0. Para os modos pares n = 2 e n = 4, temos posi¢oes simétricas
para ambas as extremidades devido & simetria de reflexao do padrao em torno de x = 0.

No caso do modo impar n = 3 perdemos esta simetria, portanto teremos a posi¢ao
de um dedo na extremidade direita da interface e a posicao de um vale na extremidade
esquerda que pode ser vista na figura 4.2. Consequentemente, as figuras 4.8 (n = 2) e 4.10
(n = 4) apresentam uma evolugao simétrica das duas pontas da gota, enquanto a figura
4.9 (n = 3) apresenta duas curvas assimétricas. De maneira geral, a evolugao da interface
se da quando a tensao superficial ¢ vencida pela forca centrifuga, que é proporcional a
distancia radial.

As figuras abaixo, mostram a evolugao temporal da posi¢ao na interface em n = 2,
n = 3, n = 4. Fizemos uma analise quantitativa onde tragamos uma linha horizontal na
gota, e fizemos um comparativo do crescimento da perturbacao nas duas pontas. Paran =
2 e n = 4 temos curvas exponenciais simétricas, resultado do crescimento da perturbacao
no sentido positivo (lado direito da gota) e negativo(lado esquerdo da gota). Para n = 3
temos um crescimento de um dedo na horizontal com sentido positivo(lado direito da
gota), e dois dedos diagonalmente em sentido negativo(lado esquerdo da gota), formando

um vale, o que resulta em curvas assimétricas.

Figura 4.9: Posicao da interface ao longo do eixo y = 0 em funcao do tempo adimensional ¢
para a simulacao mostrada na Fig. 4.2 em que temos uma perturbacao simétrica com n = 3.
Os dedos do lado esquerdo crescem na diregao diagonal formando um vale, assim temos curvas
assimétricas.
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Fonte: Autor.

Na figura 4.8 temos as posicoes dos dedos na interface simétrica de modo n = 2
evoluindo ao longo do tempo t. Para cada instante ¢t mostramos dois pontos que correspon-
dem aos valores das posicoes das extremidades da interface. A amplitude da perturbacao
aumenta a medida que evolui a instabilidade na gota, e os dois dedos da gota crescem

de forma simétrica, conforme pode ser visto pelas interfaces mostradas na figura 4.1. No
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eixo das ordenadas notamos que a posicao da interface varia de um valor préoximo —1.2
para —2 (curva negativa) e de 4+1.2 para +2 (curva positiva), visto que a gota circular
tem raio R = 1 e a amplitude da perturbacao inicial vale 0.2.

As curvas se assemelham a duas exponenciais simétricas, resultado do crescimento
da perturbagao no sentido positivo (lado direito da gota) e negativo (lado esquerdo da
gota). De fato, é previsto pela analise linear que o crescimento da amplitude da pertur-
bagao seja exponencial para ¢t pequeno, de acordo com a Eq.(2.22). Escolhemos analisar
o crescimento dos dedos somente até o tempo final de 0.8 para estudar a taxa de cres-
cimento nos instantes iniciais da dinamica e compara-la com a previsao linear, algo que
fizemos na figura 4.1. Podemos saber agora as etapas do crescimento da perturbacao ao
longo do tempo da simulacao mostrada na figura 4.1, a velocidade com que ela cresce, as

ondulagoes que se destacam lentamente ao longo da interface da gota.

Figura 4.10: Posicao da interface ao longo do eixo y = 0 em func¢ao do tempo adimensional ¢
para a simulagao mostrada na Fig. 4.3 em que temos uma perturbacao simétrica com n = 4. Os
dedos crescem em forma de cruz, assim o crescimento das linhas da curvas sdo uma exponencial
crescente positiva(negativa).
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Fonte: Autor.

Na figura 4.9 vemos o comportamento da posi¢gao da interface em fungao do tempo
para a simulagao simétrica com n = 3. Neste caso a gota possui um numero impar de
dedos, portanto ao longo da dire¢ao horizontal y = 0, temos do lado direito a posicao de
um dedo da interface, e do lado esquerdo a posicao de um vale, que podemos visualizar
conforme a figura 4.2. O vale é formado pelos dois dedos nas dire¢oes diagonais do lado
esquerdo da gota. No sentido positivo (lado direito) da gota ocorre o crescimento de um
tnico dedo. O vale situado a esquerda na figura 4.2 faz com que as linhas do grafico nao
sejam simétricas: temos uma curva positiva semelhante a uma exponencial para a posicao
do dedo e uma curva negativa menos pronunciada para a posi¢ao do vale. A amplitude

da perturbacao na gota varia de um valor que se inicia proximo de +1.2 para um valor
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perto de +2, e para o vale de um valor inicial préximo de —0.8 que cresce em direcao a
0.0 com aparéncia mais retilinea.

Na figura 4.10 temos duas curvas que aparentam ser exponenciais simétricas (uma
positiva e outra negativa) para as posi¢oes da interface com modo n = 4. Portanto, o
comportamento do crescimento das curvas é simétrico em ambas as dire¢oes dos dedos,
conforme pode ser visto na figura 4.3. Se compararmos as curvas da figura 4.8 com as da
4.10, veremos que na tltima o crescimento é mais acentuado, o que significa uma maior

taxa de crescimento.

4.4 Analise comparativa

Realizamos uma anéalise comparativa para o crescimento da perturbagao na inter-
face da gota extraido de nossas simulagoes com a previsao tedrica dada pela analise linear.
Para tanto utilizamos a posicao da interface das simulagoes simétricas com n = 2, 3, e 4,
mostradas nas figuras 4.8, 4.9 e 4.10, respectivamente. A amplitude da perturbacao da
gota ( em cada um destes casos é dada pela posicao da interface subtraida do raio nao
perturbado R = 1, e representa o desvio da interface em relagao a interface circular. Nos
limitamos apenas ao regime linear nosso modelo computacional descreve tanto a parte
linear como a parte nao-linear da dinamica, ele nao faz nenhuma distin¢ao entre esses re-
gimes. No entanto, como ha somente previsao analitica para o regime linear (perturbagao
pequena, tempo pequeno), ndés comparamos quantitativamente nossos resultados com a
previsao analitica linear. As discrepancias entre os resultados numeéricos e os analiticos
a nivel linear se devem & introducao da espessura artificial €, portanto se diminuirmos e
diminuimos as discrepancias|29].

Na figura 4.11 mostramos o crescimento da amplitude de perturbacao do modo
n = 2 em fungdo do tempo num grafico com escala linear (a4 esquerda) e em escala
monolog (& direita). Em ambos os graficos a curva preta corresponde ao resultado da
simulagao numérica e representa o desvio da posicao da interface em relagao ao circulo
obtido através da figura 4.8. Notamos que quando mostrado no grafico monolog, esta
curva é bastante proxima de uma reta principalmente em tempos iniciais, o que indica
dependéncia exponencial com o tempo. Para corroborar esta observacao, plotamos a
curva azul que representa um ajuste exponencial para a curva preta somente no intervalo
0 <t < 0.1. Vemos que a curva interpola bem os pontos para os instantes iniciais da
dindmica e sofre um pequeno desvio em tempos posteriores. Isto estd de acordo com o
fato de que para amplitudes baixas esperamos que a dindmica se comporte de maneira
linear (crescimento exponencial), e quando a amplitude se torna maior efeitos nao-lineares
comecgam a afetar o crescimento da perturbagao. A curva vermelha representa a previsao
teorica da andlise linear: um crescimento exponencial de acordo com a Eq.(2.22) onde a

taxa de crescimento linear adimensional é dada pela Eq.(2.32).
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Figura 4.11: Tamanho da perturbacao da interface (3 em funcao do tempo adimensional ¢ para
a simulacao simétrica com n = 2 na Fig. 4.1. A curva preta representa o resultado extraido
da simulagao e de acordo com a Fig. 4.8; a curva azul representa um ajuste numérico por uma
curva exponencial nos instantes iniciais da simulacao 0 < ¢t < 0.1; a curva vermelha representa a
previsao tedrica do crescimento exponencial do modo n = 2 dada pela Eq.(2.22). O grafico da
esquerda estd em escala linear, enquanto o grafico da direita estd em escala monolog.
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Através destas curvas podemos comparar a taxa de crescimento obtida a partir da
simulagao com a previsao tedrica. Para encontrar o de Ag,aitico analiticamente usamos
a Eq.(2.32), e substituindo as variaveis por n = 2 e B = 0.02, obtemos uma taxa de
crescimento de Agpaitico = 1.88. J& em nosso ajuste numérico (curva azul) encontramos
um valor de Agjyste = 1.64. Comparando esses resultados obtidos com a linha teérica temos
uma pequena discrepancia de 12,8%, e o resultado da simulacdo cresce um pouco abaixo
do previsto. Notamos que ha um desvio consideravel entre o resultado da simulagao e a
previsao analitica, que se deve ao fato de que a espessura € da interface é finita e introduz
corregoes quantitativas apreciaveis na dinamica. No entanto, os aspectos qualitativos
continuam sendo coerentes com as previsoes do problema original de interface fina.

Na figura 4.12 temos a evolucao temporal da amplitude de Fourier do modo n = 3,
obtida através da figura 4.9, num grafico com escala linear (a esquerda) e em escala
monolog (& direita). A curva preta foi extraida das simulagoes, a azul corresponde a um
ajuste exponencial da curva preta no intervalo 0 < ¢t < 1, e a curva vermelha corresponde
a previsao teodrica da anélise linear. Todas elas tém o mesmo ponto nos tempos iniciais. A
taxa de crescimento linear analitica é calculada usando a Eq.(2.32) com n = 3 e B = 0.02,
e obtemos Agpaiitico = 2.52. Ja a taxa de crescimento de nosso ajuste numérico resulta
em Agjuste = 2.25, e & obtida através da inclinagao da curva azul no grafico monolog.
As curvas do ajuste e da simulagao se superpoem nos tempos iniciais, divergindo mais
a partir de t > 0.4. Assim como no caso n = 2, temos uma pequena discrepancia de
10,71%, a interface da simulacdo demora mais tempo para crescer do que o previsto na

teoria devido as correcoes introduzidas pela grossura da interface difusa.
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Figura 4.12: Tamanho da perturbacao da interface (3 em funcao do tempo adimensional ¢ para
a simulacao simétrica com n = 3 na Fig. 4.2. A curva preta representa o resultado extraido
da simulagao e de acordo com a Fig. 4.9; a curva azul representa um ajuste numérico por uma
curva exponencial nos instantes iniciais da simulacao 0 < ¢t < 0.1; a curva vermelha representa a
previsao tedrica do crescimento exponencial do modo n = 3 dada pela Eq.(2.22). O grafico da
esquerda estd em escala linear, enquanto o grafico da direita estd em escala monolog.
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Figura 4.13: Tamanho da perturbagao da interface {4 em funcao do tempo adimensional ¢ para
a simulagao simétrica com n = 4 na Fig. 4.3. A curva preta representa o resultado extraido da
simulagao e de acordo com a Fig. 4.10; a curva azul representa um ajuste numérico por uma
curva exponencial nos instantes iniciais da simulagao 0 < ¢ < 0.1; a curva vermelha representa a
previsao teorica do crescimento exponencial do modo n = 4 dada pela Eq.(2.22). O grafico da

esquerda estd em escala linear, enquanto o grafico da direita estd em escala monolog.
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Na figura 4.13 exibimos a perturbagao da interface em fun¢dao do tempo num
4, de
acordo com os dados do grafico da figura 4.10. O coédigo de cores é o mesmo das figuras
4.11 e 4.12. Usando a Eq.(2.32) com n =4 ¢ B = 0.02 obtemos como resultado analitico

grafico com escala linear (a esquerda) e em escala monolog (& direita) para n

Aanatitico = 2.8, enquanto em nosso ajuste numérico obtemos uma taxa de crescimento de

Aajuste = 2.49. Portanto o desvio entre teoria e simulacao ¢ de 11,1%, mantém-se similar
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aos modos n = 2 e n = 3, e deve diminuir para simulagoes com valores de € menores [16].
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CONSIDERACOES FINAIS

A natureza é composta de padroes, muitos cientistas descrever esses padroes da
melhor maneira possivel. Compreender e dominar a fisica por tras desse assunto nos
ajuda a entender os mecanismos que conduzem a formacao desses padroes. Através desse
entendimento podemos aplica-las tanto para criacao de novas tecnologias como para apli-
cacao direta em industrias. Tentamos explicar melhor o comportamento da instabilidade
de Saffman-Taylor que é a base de estudo do nosso trabalho porém em uma célula radial
girante. Procuramos resolver suas equagoes que governam o sistema utilizando recursos
numeéricos. Dessa maneira, comprovamos através de nosso coédigo de phase-field que inter-
faces simétricas e assimétricas de fato exibem dindmica compativel com as analises fisicas
anteriores do problema. Neste trabalho focamos em alguns aspectos fisicos fundamentais
do problema estudado em questao: nimero de dedos dos padroes, a morfologia dos dedos
viscosos e o papel dos parametros adimensionais do sistema A e B. Nosso estudo se limi-
tou ao regime linear, onde simulamos a célula de Hele-Shaw girante, com gotas simétricas
e assimétricas.

No capitulo 2 apresentamos a formulagao tradicional de formacgao de dedos viscosos
em células de Hele-Shaw girantes, os efeitos viscosos, de capilaridade e centrifugos como
responsavel pelos padroes formados. Mostramos as principais equagoes que descrevem o
comportamento das perturbacoes na gota e de onde se originam os dedos. A velocidade
dos fluidos na interface nao pode ser determinada completamente de maneira analitica,
mas pode ser calculada utilizando complexos métodos numéricos. Vale a pena salientar
que o método numérico que utilizamos ¢é capaz de acessar estigios altamente nao-lineares
da dindmica sem a necessidade de rastrear a interface. A descricao do nosso método de
phase-field é dada no capitulo 3.

No capitulo 4 apresentamos os resultados das simulagoes e fizemos comparagoes
com resultado experimentais e analiticos. Analisamos o desenvolvimento das instabilida-
des de Saffman-Taylor na célula de Hele-Shaw girante quando variamos os parametros
A e B. Se a tensao superficial for menor que 0.06 a interface se torna instavel e temos
crescimento de dedos. Observamos que a medida que diminuimos B, aumenta o nimero
de dedos na interface, visto que que a tensao superficial tem efeito estabilizante. Nos
também comparamos o nimero de dedos predominante na interface com o ntmero de

dedos de mais rapido crescimento linear.
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Além disso, realizamos um estudo na influéncia destes parametros sobre a dinamica
de competicao dos dedos e deduzimos que existe uma ligacao entre a competicao dos dedos
viscosos e o parametro A. Nessa abordagem foi mostrado que o contraste de viscosidade
exerce papel crucial na determinacao da dinadmica de competicao dos dedos do sistema,
e seu sinal determina se ha competicao nos dedos que entram ou que saem da gota.
Nossos resultados mostram um bom acordo com as investigagoes prévias experimentais
e numéricas. Ao nivel linear, investigamos as caracteristicas morfologicas da interface
fluido-fluido no inicio do crescimento de dedos. Fizemos uma analise comparativa onde
exibimos as curvas exponenciais nos graficos das figuras 4.11, 4.12 e 4.13 da simulagao,
ajuste numérico e modelo analitico.

As simulagoes do método de phase-field explicito demonstram a boa concordancia
com a anélise teodrica linear. Uma continuagao natural do presente estudo poderia ser
implementar o método numérico implicito no tempo e analisar o desprendimento de gotas

satélite.
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