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RESUMO

Nesta dissertacao apresentaremos a demonstragao de um Teorema obtido por C. Cue-
vas e J.C. de Souza, o qual estabelece a existéncia e unicidade de solucao branda S-
assintoticamente w-peridédica para uma equacgao semilinear fracionédria. Além disso, abor-
daremos uma aplicacao deste problema para uma equacao diferencial parcial de ordem
fracionéaria. Este artigo foi publicado em 2008 no Applied Mathematics Letters, com
o titulo S-asymptotically w-periodic solutions of semilinear fractional integro-differential
equations.

Palavras-chave: Semigrupos fortemente continuos de operadores limitados. Semigru-
pos Analiticos. Equacoes integro-diferenciais de ordem fracionéria.



ABSTRACT

In this work we demonstrate a theorem obtained by C. Cuevas e J.C. de Souza, which
establishes the existence and uniqueness of mild solution S-asymptotically w-periodic for
a semilinear fractional equation. In addition, we discuss an application of this problem
for a partial differential equation of fractional order. This article was published in 2008
in Applied Mathematics Letters, as the title S-asymptotically w-periodic solutions of se-
malinear fractional integro-differential equations.

Keywords: Strongly continuous semigroups of bounded operators. Analytic semigroups.
Integro-differential equations of fractional order.
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INTRODUCAO

Esta dissertacao esté baseada no artigo S-asymptotically w-periodic solutions of semi-
linear fractional integro-differential equations de 2008. Neste artigo Cuevas e Souza pro-
varam a existéncia e a unicidade de solugoes brandas S-assintoticamente w-periddicas
da equagao de evolugao semilinear do tipo fracionaria

Ot = /O%Au(s)ds+f(t,v(t)) >0, (1)
v(0) = wup € X, (2)

onde 1 <a <2, A:D(A) C X — X é um operador linear densamente definido do tipo
setorial num espago de Banach complexo X e f : [0,00) x X — X é uma fungao continua
satisfazendo uma condigao tipo Lipschitz.

O objetivo deste trabalho é demonstrar o resultado citado acima obtido por Cuevas
e Souza. Com esse intuito, na primeira secao do Capitulo 1, abordamos o conceito de
Integracao de Bochner, que estende o conceito de integral de Lebesgue para func¢oes com
valores em um espacgo de Banach. Ao longo desta dissertagao, salvo mengao contraria, X
munido da norma || - || x representara um espaco de Banach.

Na se¢ao 1.2, apresentamos uma breve exposi¢ao de Medidas de Nao-compacidade
e enunciamos um Teorema de Ponto Fixo, sendo este, ferramenta fundamental para a
demonstracao do principal resultado deste trabalho.

A sec¢ao 1.3 trata do estudo do célculo fracionario. De acordo com a abordagem feita
neste capitulo, a integral do tipo convolu¢ao em (??) é conhecida como a integral de
Riemann-Liouville de ordem o« — 1 > 0, ou seja,

Lt —s)? _ a-1
/0 ey Av(e)ds = I Av()

O estudo das fungoes continuas e limitadas f : [0,00) — X, para as quais existe w > 0
tal que lim; oo (f(t+w) — f(t)) = 0, ¢ apresentado no Capitulo 2 e retomado no Capitulo
4. No decorrer do segundo capitulo, chamaremos estas fungoes de S-assintoticamente w-
periddicas e estudaremos as principais propriedades desta classe de fungoes. Ja no quarto
capitulo, verificamos a existéncia de solu¢oes brandas S-assintoticamente w-periddica para
o problema (?7)-(?7?).

Os Semigrupos Lineares Limitados sao abordados no Capitulo 3. Nas secoes 3.1, 3.2 e
3.4, nos dedicamos ao estudo qualitativo dos Semigrupos Uniformemente Continuos, dos
Co-semigrupos e dos Semigrupos Analiticos, respectivamente. Na se¢ao 3.3, estabelecemos
vérios resultados com a finalidade de demonstrar o Teorema de Hille-Yosida. Por fim,



na secao 3.5, apresentamos um exemplo de semigrupo analitico, a saber, o Semigrupo
Gaussiano, o qual sera novamente citado no dltimo resultado deste trabalho.

O dltimo capitulo esta dividido em duas se¢oes. Na primeira, introduzimos algumas
defini¢oes relevantes para o entendimento da segunda secao. Por exemplo, veremos a
importante definicao de operador linear setorial tipo p.

Definigao 0.1. Um operador linear A : D(A) C X — X fechado é dito setorial do tipo
p se existem pp € R, 0 <60 < 5 e M >0 tais que seu resolvente existe fora do setor

p4 Sy ={p+ M XAeC,|arg(=\) |< 0}

T =A< A ¢+ So.

A —=p |

Na se¢ao final, definimos o conceito de solugao branda S-assintoticamente w-periddica
para o problema (?7)-(77).

Definigao 0.0.1. Suponha que A é o gerador de um operador solug¢ao integravel S, (t).
Uma fungao u € Cy([0,00), X) € dita uma solugao branda S-assintoticamente w-
periddica do problema (?7)-(?7) se u : Ry — X for uma fungio S-assintoticamente
w-periodica e satisfaz

u(t) = Sa(t)ug + /0 Sa(t —s)f(s,u(s))ds, ¥Vt >0. (3)

Além disso, utilizamos os capitulos anteriores para mostrar alguns resultados impor-
tantes que garantem a existéncia e unicidade de solu¢ao branda S-assintoticamente w-
periodica. Entre esses, destacamos o resultado abaixo:

Teorema 0.1. Sejam A um operador setorial do tipo p < 0, f :[0,00) x X — X uma
fungao continua tal que f(-,0) € integrdavel em [0,00) e L : [0,00) — R wma fungao
continua e integravel tal que

I f(tx) = f(ty) IS LE) |z =y, para todo x,y € X,t > 0.

Entao o problema (?7) e (??7) tem uma tnica solugao branda S-assintoticamente w-
periodica. Além disso, vale

I llo< Ol wo | + 1l £(-0) ll1) exp(C || L |l),

onde C € uma constante suave e positiva.



1 PRELIMINARES

Neste capitulo fixamos notagoes e apresentamos os requisitos necesséarios para a com-
preensao desta dissertacao.

1.1 Integragao de fungoes com valores vetoriais

Neste se¢ao temos como objetivo apresentar uma breve introducao da integral de
Bochner. Abordaremos apenas o necessario para compreensao dos Capitulos 3 e 4. Para
um estudo mais detalhado consulte [?] e [?]. Como ja convencionamos, X representara
um espago de Banach com a norma || - [[x. Além disso, £(X) é o espago de Banach dos
operadores lineares limitados de X em X com a norma usual.

A integral de Bochner estende a definigao de integral de Lebesgue para fungdes com
valores em um espago de Banach, como o limite de integrais de func¢oes simples. Para
isto, consideremos f uma funcao

f:J—=X
definida em algum intervalo J C R.

Definicao 1.1.1. Uma fung¢ao vetorial f : J C R — X € dita simples se f pode ser
representada por

f:ZfL'kXJk, (1.1)
k=1

para algum n € N, onde x, € X e Ji sao subconjuntos mensurdveis de J com medida de
Lebesgue finita pu(Jy).

Se f ¢ uma fungao simples, definimos sua integral por

/Jf(s)ds = Zxku(Jk),

a qual independe da representacao em (?77).

Definicao 1.1.2. Se f pode ser aproximada pontualmente por funcgoes simples, ou seja,
se existe uma sequéncia (f,)nen de funcoes simples em J tal que

Tim [[f(s) = fa()| =0~ qtp. (1.2)

entao f € dita (fortemente) mensurdvel.

Com esta definicao, o conjunto das fungoes mensuraveis ¢ um espaco vetorial.
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Definigao 1.1.3. Se [ € mensurdvel e existe uma sequéncia (f,)nen de fungoes simples
em J, tal que

lim / 1£(3) — fuls)]lds =0, (1.3)

entao dizemos que f € (Bochner) integrdvel. A integral acima € uma integral de Lebesque.

Se f é integravel, definimos sua integral por

/f(s)ds = lim [ f.(s)ds,
J J

n—oo

a qual independe da sequéncia (f,),en na definigdo acima.
No que se segue, listaremos algumas propriedades elementares das fun¢oes mensura-
veis. As demonstragoes podem ser encontradas em |?].

Proposicao 1.1. Seja f: J — X uma funcao vetorial, entao

1. Se (fn)nen € uma sequéncia de fungoes mensurdveis definidas em J que converge
para f no sentido (1?7), entao f também é mensurdvel.

2. Se [ é mensurdvel e F : J — L(X) € fortemente continua, entdo a composi¢ao
Fof:J— X também é mensurdvel.

Proposicao 1.2. Se f é mensurdvel, entao as afirmagoes sao equivalentes:

(i) [ € integrdvel.
(it) [;11f(s)llds < oo.

Como consequéncia imediata das Proposigoes 7?7 e 7?7, podemos observar que se f :
J — X é uma funcao integravel e F' : J — L(X) é fortemente continua, entao a composta
Fof:J— X étambém integravel. Além disso, as seguintes propriedades sao validas
para a integral de Bochner.

() I f5 f()ds 1< [5 11 £(s) |l ds;

(ii) (Teorema de Fubini) Seja I = I x I um retangulo em R?. Seja f : I — X mensuréavel
e suponha que

/ | f(s,t)||dtds < .
Iy JIa

Entao f é Bochner integravel e

/ f(s,t)dtds e / f(s,t)dsdt

existem e so iguais. Além disso as integrais acima coincidem com [, f(s,t)d(s,t).

(iii) (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam f, : I — X, com n € N, fungoes
Bochner integréaveis. Se f(t) := lim,,_, fn(t) existe em p-q.t.p. e existe uma fungao
integravel g : I — R tal que || f,.(¢)]| < g(t) em p-q.t.p. para todo n € N, entao f é
Bochner integréavel e

/I 70 = lim [ fu(o

n—o0

Além disso, [, [|f(t) — fu(t)||dt — 0, quando n — co.



11

A proposicao ?? sera utilizada no capitulo 3 e sua demonstracao segue diretamente
do préximo resultado.

Teorema 1.1. Sejam T : X — Y um operador linear limitado entre os espacos de Banach
X eY e f:I— X Bochner integravel. Entao T o f :t+— T(f(t)) é Bochner integrdvel e

T(/Jf(s)ds) :/JT(f(s))ds.

Demonstragao.  Sabemos que [, f(t)dt = lim, . [, gn(t)dt, onde g, : I — X sao

fungoes simples. Assim
kn
4 i=1

Com isso, temos

(g 0m) = (i Yt

kn,
= Jim 37 (rnln)).
Por outro lado,

JIr©) = Tanntae < 71 [ 156 = o)t o
Logo
/T(f(t))dt = lim [ T'(gn(t))dt

I n—oo I

kTL
= nh_)rgo Zl T(xm),u((]m).

g

O resultado a seguir nos garante, sob algumas hipéteses, que podemos comutar inte-
gragao com aplicacoes de operadores fechados.

Proposicao 1.3. Sejam X,Y espagos de Banach e A : D(A) C X — Y um operador
fechado. Se f :J — X ¢é uma funcao integravel, f(s) € D(A) pam quase todo s € J e
Af :J =Y dado por (Af)(s) := Af(s) € integravel, entio [, f(s)ds € D(A) e

A</Jf(s)ds> :/]Af(s)ds

Demonstragao. Consideremos o espaco de Banach X x X com a norma ||(z,y)| =
|lz|| + [ly|]|. Se denotamos por G(A) o grafico de A, por definicao G(A) é um subespago
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fechado de X x X. Defina g : I — G(A) C X x X por ¢(t) := (f(t), A(f(t))). Portanto,

g é mensuravel e, como f e Ao f sao integraveis, temos

/I lg(®)lldt = / 1F ()t + / JACF(£)dt < oo.

Logo g é Bochner integravel. Considere os operadores limitados P; : X x X — X
definidos por P;(z1,x2) = x;, para i = 1,2. Do teorema (?7), obtemos

Jowar = (A [owa).ma( [o0ar))

— ([@wiogar, [(Piogorar)

1 1

_ (/If(t)dt,/IA(f(t))dt>.

Além disso, [, g(t)dt € G(A), pois [, g(t)dt é limite de pontos de G(A). Portanto,

/If(t)dte D(A) e A(/If(t)dt> :/IA(f(t))dt.

1.2 Um Pouco de Topologia

Nesta segunda secao, apresentaremos um Teorema de Ponto Fixo e a no¢ao de medidas
de nao-compacidade, os quais sao requisitos necessarios para a compreensao dos principais
resultados desta dissertagao, a saber, os Teoremas 77 e 77.

1.2.1 Teorema de Ponto Fixo

O proximo teorema é uma consequéncia do Teorema do ponto fixo de Banach e sua
demonstragao pode ser encontrada em |[7].

Sejam Y e Z espagos de Banach com normas || - ||y e || - ||z, respectivamente. Suponha
a existéncia de uma relacao de ordem parcial < em Z e uma aplicagago m : Y — 7
satisfazendo as condigoes abaixo:

(i) Paratodoy €Y, 0 < m(y);

(ii) a norma || - ||z € mondtona com respeito a ordem parcial <, ou seja, se 0 < 27 =< 29,
entdo |21z < |22/ 2;

(iii) Existem constantes C,Cy > 0, tais que

lylly < Cillm(y)llz e [m)llz < Callylly, paratodoy €Y.
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Nestas condigoes, enunciamos o seguinte Teorema:

Teorema 1.2. Sejam S CY um conjunto fechado e nao vazio e P : S — S uma aplica¢ao
continua. Suponha que existe um operador linear e limitado B : Z — Z tal que:

(I) O raio espectral r(B) < 1;

(IT) O operador B € crescente com rela¢ao a ordem parcial <, ou seja, se 0 = z; < zy,
entao Bzy = Bz,

(IIT) Para todo y1,ys € S, tem-se que m(Py; — Pys) = Bm(y; — 42).
Entao, P tem um unico ponto fixo.

A seguir mostraremos um exemplo de uma aplicacao m : Y — Z, a qual satisfaz as
hipoteses (i), (ii) e (iii). Este exemplo sera utilizado na demonstragao do Teorema 77.

Exemplo 1.1. Seja Cy([0,00), X) o espago das fungoes continuas e limitadas munido
da norma da convergéncia uniforme. Considere os espagos Y = Cy([0,00),X) e Z =
Cp([0,00),R). Considere Z com a ordem pontual, isto €, se uy,us € Z, dizemos que
uy = ug, quando ui(t) < ug(t) para todo t > 0. Para cada u € Cy([0,00), X), defina

m(u)(t) = sup [lu(s)|, ¢=0.
s€[0,t]

Entao, m € uma aplicagao m : Cy([0,00), X) — Cy(]0,00),R) que satisfaz as hipiteses
(i), (ii) e (iii).

Primeiramente mostraremos que m toma valores em Cj([0,00), R). Seja v uma fungao
no espago Cy([0,00), X). Entdo, temos que

| m(u)(t) [< sup [lu(s)]| = [lullee, =0,

$€[0,00)

o que mostra que m(u) é limitada. Além disso, dados e > 0 e ¢t > 0, tome h = h(e,t) > 0
tal que se 0,0 € [t,t + h], entdo ||u(f) —u(#')|| < e. Se SUDse(o,++4) ||w(s)]| for atingido no
intervalo [0, ¢], entao

| m(u)(t+h) —m(u)(t) | = [ sup Ju(s)|| — sup [lu(s)]| [=0<e.

s€[0,t+h] s€[0,t]

Suponha agora que supe( .45 [[u(5)[ seja atingido no intervalo (¢, + h] e seja s’ o menor

valor em (t,¢ + h] tal que sup e s lu(s)]| = [Ju(s)]|. Seja também s” o maior valor
em [0, ] tal que supycpoq [[u(s)]| = [lu(s")]|. Sabemos que [[u(s")|| < [lu(s")|| e [Ju(s")]] €
[lu(sM), [|[w(s")]|]. Segue do Teorema do Valor Intermediario que existe § € [s”, s tal que
|u(8)|| = [Ju(s”)||. Da escolha de s" e s” temos que 5 € [t,s'] C [t, ¢ + h]. Logo,
| m(u)(t+h) =m(u)(t) | = | sup [lu(s)]| — sup [lu(s)| |
s€[0,t+h] se0,t

= [lus) = [lu(s")ll
= u(sHI = llu(3)]
< lu(s’) —u@)] <e.
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Com um processo analogo, mostra-se a desigualdade acima, para h < 0 com t+h > 0.
Com isso, mostramos que m(u) é continua e, portanto, m(u) € Cy([0,00),R). As hipoteses
(i) e (ii) sdao obviamente satisfeitas. Se u € Cy([0,00), X), temos

[m(u)@)[lz = sup [m(u)(?) |
te[0,00)
= sup ( sup fu(s)])
te[0,00) ™ s€[0,t]
= sup [lu@®)] = [lully,
te[0,00)

o que mostra que vale (iii), com C; = Cy = 1.

1.2.2 Medidas de Nao-Compacidade

A definicao de medida de nao compacidade de subconjuntos limitados mostra-se bas-
tante util na teoria de equagoes diferenciais em espacos de Banach. A seguir, definiremos
medidas de nao compacidade e abordaremos algumas propriedades que serao utilizadas
nas proximas secoes.

Definicao 1.1. Sejam E um espago de Banach, B um subconjunto limitado de E e e > 0.
Uma cobertura {V;} de B é uma e-cobertura se diam(V;) < e para todo i. A medida de
nao compacidade de B ¢ definida por

Ygp(B) = inf{e > 0; eziste uma e-cobertura finita de B}.

Uma cobertura {B;} de B por bolas de raio < ¢ é chamada de e-cobertura restrita de
B. Assim, a medida restrita de nao compacidade é definida por

Yp(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de B}.

A proposicao a seguir apresenta varias propriedades das medidas de nao compacidade
que serao utilizadas no capitulo 4, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [?].

Proposicao 1.4. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espaco de Banach E. Entdo
(a) Ygp(A) =0 se, e somente se, A ¢ compacto;
(b) Ye(A) = ¥(A);
(¢) ve(AA) =[ X[ Yp(A);
(d) Se A C B, entao Yr(A) < Ygr(B);
(¢) Ye(A+ B) <vp(A) + ¢Ye(B).
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1.3 Calculo Fracionario

O principal objetivo do calculo fracionario ¢ manter, num sentido generalizado, a rela-
¢ao entre operadores diferenciais e operadores integrais dada pelo Teorema Fundamental
do Calculo. A seguir, serao introduzidas algumas notagoes convenientes para o operador
diferencial e para o operador integral.

Definicao 1.2. Denotemos por D o operador que corresponde uma fun¢ao diferencidvel
a sua derivada, 1sto €

Df(a) == f (a).

Definicao 1.3. Denotemos por J, o operador que correponde uma func¢ao f, assumindo
ser (Riemann) integrdvel no intervalo compacto [a,b] a sua primitiva centrada em a, isto

-

é
Lfta) = [ (o
para a < x <b.

Definicao 1.4. Paran € N, usaremos o simbolo D" e J}' para denotar a n-ésima iteragao
de D e J,, respectivamente, isto é

D':=D e J':=,
D" :=DD" ' e J':=J,J"  paran > 2.

Com estas notagoes o Teorema Fundamental do Célculo pode ser reescrito como

DJaf - f

o que implica
D"J'f=f, paranecN.

Ou seja, D" é a inversa a esquerda de J', num espago adequado de fungoes. Nosso
objetivo sera estender num certo sentido a definicao ??, para n € R. Para isto, deseja-
mos preservar esta propriedade. Existem varias generaliza¢oes possiveis, em nosso caso,
estamos interessados na generalizagao de Riemann-Liouville.

Antes de definirmos os operadores D" e J', para n € R, lembraremos algumas propri-
edades ja conhecidas para o caso n € N. O resultado a seguir pode ser demonstrado por
inducao e tem como utilidade reduzir o calculo de J!' a uma tnica integral tipo convolucao.

Lema 1.1. Seja f uma fungao Riemann integravel em [a,b]. Entao, para a < x < b e

n € N, temos
1

@) = = / Cw— 0t

O lema abaixo é uma consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo.
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Lema 1.2. Sejam m,n € N tais que m > n. Seja f uma fun¢io continua com n-ésima
derivada no intervalo |a,b]. Entao,

D"f = D"

O lema ?7 nos mostra que sera tutil generalizar a nocao de fatorial para n € R. A esta
generalizacao, que definiremos a seguir, denominaremos de Funcao Gamma.

Definicao 1.5. A fungio I' : (0,00) — R, definida por

[(z):= / t"teTldt,
0
€ chamada Fun¢ao Gamma de Fuler.

O resultado a seguir prova, num certo sentido, a generalidade que propomos & Funcao
Gamma ter:

Teorema 1.3. Para n € N, vale que
['(n)=(n—1)!

Demonstracao. A demonstragao sera feita por inducao. Para n = 1, temos

0o k
(1) = / e 'dt = lim etdt = lim (1 —e %) = 1.
0

k—o0 0 k—o0

Agora, suponha que o teorema valha para n = x e verifiquemos para n = x + 1, isto é

00 k
Mz+1) = / t'e”tdt = lim / te "t dt
0 y

k—o0,y—0T

k
= lim (e‘yyx —e Pk 4 x/ tw_le_tdt>
y

k—o0,y—0+

= x/ t" e tdt = ol (z).
0

Portanto,
MNex+1)=al'(z) =2(z—1)! = 2!

Definicao 1.6. Para o, 5 € Ry, a integral de Beta de Euler é definida por
1
B(a, B) :/ (1 — ) 1at.
0

Uma propriedade importante que relaciona a integral beta e a integral gama é dada
pela relacao
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1.3.1 Operador Integral
Definigao 1.7. Seja n € (0,00). O operador J", definido em L'[a,b] por

I () = ﬁ / o — (e,

para a < x < b, € chamado de Operador Integral de Riemann-Liouville de ordem
n. Paran =0, definimos J° f(z) := I, onde I representa o operador identidade.

Segue do lema ?? e do Teorema 7?7 que a integral fracionaria de Riemann-Liouville
coincide com a definigao classica de J?, para n € N, exceto pelo fato de estendemos o
dominio de Riemann integravel para Lebesgue integravel. Além disso, podemos observar
que no caso n > 1, a integral JI'f(x) existe para todo = € [a,b], pois o integrando ¢ o
produto de uma fungao integravel f com uma fungao continua g(t) = (z — )" .

No caso em que 0 < n < 1, a situagao nao é tao clara, mas é justificada pelo proximo
resultado.

Lema 1.3. Sejam f € L'a,b] e n > 0. Entdo, a integral J"f(x) existe em quase todo
ponto x € [a,b]. Além disso, a fungao J"f pertence a L'[a,b].

Demonstragao. DBasta observar que

/ o= 0 (1) = / " pula — Ddalt)dt = (61 % do)(x)

onde
ul, para0<u<b—a
¢1(u) =
0, caso contrario.
e
f(u), paraa<u<b
Pa(u) =

0, caso contrario.

Por construgao ¢; € L*(R) para j € {1,2}. Portanto segue da Desigualdade de Young
que J"f existe em q.t.p. e J*f € L'a,b].

g

A seguir, abordaremos um exemplo que sera utilizado posteriormente.

Exemplo 1.2. Considere f(x) = (x — a)”, onde 8,n € R sdo tais que B > —1 en > 0.
Entao - .
(B+1) (z — a)"™’.

Jo f(z) = TntB+1)



De fato, temos

i) = —

1

o / (t— a)(z — )"dt

= — 15&:—@ Ble —a—s(z—a)" Yz —a)ds
- | = (¢~ a)"(z — a)d

1 1
= —(z— a)”+5/ sﬁ(l — 5)""tds
0

I'(n)

Lpg+1)

(n+B8+1)

—a)""B(+1,n)

_ a)TH’ﬁ'
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Outra propriedade importante dos operadores integrais de ordem inteira também sera

preservada pela nossa generalizagao:

Teorema 1.4. Sejam m,n >0 e ¢ € L'[a,b]. Entdo

Jo' e o =J3"",

em quase todo ponto em [a,b]. Além disso, se ¢ € Cla,b] ou m+n > 1, entao a igualdade

vale em todo |a,b].
Demonstragao. Temos que

T () = ——

—F(m)F(n) /a (x —t)™" /a (t — )" o(1)drdt.

Do lema 7?7, segue que a integral existe. Além do mais, pelo Teorema de Fubini,
podemos comutar a ordem de integracao, obtendo

Ji'Jao(x) =

1

e .

['(m)T'(n)

w /I(x — )™t — )" o(r)dtdr

/a o(7) /j(a: — )" Yt — )" dtdr.

Fazendo a substituigdo t = 7 + s(x — 7), temos

F T J—

1 xT
= T [ eoe

L(m)l(n) /a ¢(T)/O [(z = 7)1 =)™ [s(z = 7)]"" (z — 7)dsdr

1
— T)m+"_1/ (1 —s)" s tdsdr.
0
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Como fol(l —s)™ ts"tds = B(n,m) = FF(&)JEES), teremos que

m n _ 1 ‘ . m+n—1 _ m+n
JIINd(x) = m/a O(7)(x — )" dr = T (),

em quase todo [a, b]. Além disso, se ¢ € Cla, b], entao J'¢ € Cla,b] e, portanto, J"J"¢ €
Cla,b] e J""¢p € Cla,b]. Assim, utilizando que duas fungoes continuas que coincidem
em quase todo ponto, coincidem em todo [a, b].Segue que, J"J"p(x) = J"T"¢p(x), para
todo z € [a, b].

Finalmente, se ¢ € L'[a,b] e m +n > 1, segue do resultado acima que

T Te =T e = T e,

em q.t.p. Como J!¢ é continua, temos que J" "¢ = J" "1 J1¢ ¢ continua. Utilizando
novamente que duas fungoes continuas que coincidem quase todo ponto devem coincidir
em todo intervalo [a, b], o resultado segue.

g

Para finalizar esta subsecao, enunciaremos um corolario que ¢ uma consequencia direta
do teorema anterior.

Coroléario 1.1. Sejam ¢ € L'[a,b] e m,n € R, tais que m,n > 0. Entdio
TG = T

1.3.2 Operador Diferencial

Defini¢ao 1.8. Sejam n € Ry e m = [n]. O operador D, definido por
Dif = D"

€ chamado Operador Diferencial de Riemann-Liouville de ordem fraciondria n.
Paran =0, definimos D° := I, onde I é o operador identidade.

Em consequéncia do lema ?7, o operador D!' coincide com a defini¢ao cléssica para
n € N. O lema ?? também pode ser estendido para o caso onde n € R, como veremos a
Seguir.

Lema 1.4. Sejam n € R, e m € N, tal que m > n. Entao
D= D"y,
Demonstragao. Como m > [n] e m, [n] € N, temos D"~ "1 Jm=["l = [ ¢ assim,

ijzznfn _ D[n] Dmfﬁﬂ Jmf(n]t][n]fn _ D[n] Jgn]fn _ D;l

Teorema 1.5. Sejam ny,ne >0 e ¢ € Lia,b]. Se f = J" 24, entio

DM Dnzf — Dm-&-nzf'
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Demonstracao. Pela definicdo de derivada de ordem fracionaria e pelo teorema funda-
mental do calculo para o caso natural, temos que

DpDif = DI g1 pi i i
— D(m]JJ"IW—nlDMﬂJinanlgb
_ piml gfrlem pinal gfnel g
- D(nﬂjafnﬂ*m T

= Dmlgmly = ¢

Analogamente, podemos ver que D2 f = ¢,
U

Com tudo que foi visto até aqui, serd possivel estender o Teorema Fundamental do
Calculo.

Teorema 1.6. Sejan > 0. Se f € L'[a,b], entdo
DgJif =1,
em quase todo ponto.

Demonstragao. Para n = 0, temos por definicao que os operadores D] e J!' sao iguais
ao operador identidade. Assim nao ha nada o que ser demonstrado.
Para n > 0, basta considerar m = [n] € N, para assim obter que

Dy f =Dy J I f = DI f = f.
O

Para finalizar esta subsecao, introduziremos a nocao de transformada de Laplace, com
a finalidade de obter uma relacao entre esta e a integral de ordem fracionaria, a qual seré
utilizada na demonstragao da Proposicao 77.

Definicao 1.9. Sejam X um espaco de Banach e f: R, — X wma funcao mensurdvel,
exponencialmente limitada com expoente w € R. Entao, definimos a transformada de
Laplace Lf : {\ € C; Re\ > w} — X por

LfN) = / e Mf(t)dt.
0
Com isso, pode-se demonstrar que

ce ) = EDE g

Za
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2 FUNCOES S-ASSINTOTICAMENTE w-PERIODICAS

Consideremos Cy(]0,00), X) o espago das fungoes continuas e limitadas definidas em
[0,00) com valores em X, dotado da norma da convergéncia uniforme, a qual denotaremos
por || - |l Além disso, Cy([0,00), X) e C,([0,00), X), para w > 0, serdo subespagos de
Cy(]0, 00), X) definidos por

Co([0.00), X) = {f € Cy([0.20), X): lim | £(¢) [|= 0},

Cu([0,00), X) = {f € Cp([0,00), X); f ¢ w-periodica }.

Agora, introduziremos algumas defini¢oes importantes que serao utilizadas no decorrer
deste capitulo e do capitulo 4.

Definicao 2.1. Sejam P C R um conjunto de nimeros reais e | > 0. Dizemos que P €
l-denso em R, se [a,a+ 1] NP # D para todo a € R.

Alternativamente, dizemos que o conjunto P é relativamente denso em R.

Definigao 2.2. Uma funcao f € Cy(R, X) é chamada quase periddica se, para cada
e > 0, existe um subconjunto de R relativamente denso, denotado por H(e, f), tal que

| fE+&) = f(t) |[<e,VEteR eVE e He,f).

Definigao 2.3. Uma funcio f € Cy(]0,00), X) € chamada assintoticamente quase
periddica se existe uma fun¢ao quase periddica g e uma fungao ¢ € Cy([0,00), X), tais
que f =g+ . Se g é w-periddica, f € dita assintoticamente w-periddica.

Vale ressaltar que a Proposi¢ao 1.12 em [?|, garante a unicidade da decomposigao
f = g+ ¢ na definigao acima.

No restante desta secao, por simplicidade, fixaremos algumas notacoes. Para um
nimero positivo fixado w e para cada t > 0, consideremos a decomposi¢ao

t=E(t) + 7(t)w, (2.1)

com £(t) € [O,w) e 7(t) € NU{0}. Além disso, para h > 0 e f € Cy([0,00), X),
denotaremos por f a func¢ao fy, : [0,00) — X definida por f,(t) = f(t + h).

Agora, veremos algumas propriedades qualitativas das fungoes continuas e limitadas
f :]0,00) — X, para as quais existe w > 0 tal que lim;,(f(t +w) — f(t)) = 0
(estas fungoes serao chamadas fungoes S-assintoticamente w-periddicas). Comegaremos
estabelecendo algumas terminologias.
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Defini¢ao 2.4. Uma funcao f € Cp([0,00), X) € dita S-assintoticamente periddica
se existe w > 0 tal que

Jim (£(t+) = £(1) =0,

Neste caso, dizemos que w € um periodo assintotico de f e que f € S-assintoticamente
w-periodica.

Observe que dadas duas fungoes S-assintoticamente w-periddicas , a dizer f e g, e a €
F (R ou C), entao a func¢ao F := f + ag também é S-assintoticamente w-periédica. Com
isso, usaremos a notacao SAP, (X) para denotar o subespago de Cy(]0,00), X) formado
pelo conjunto das fungoes S-assintoticamente w-periddicas.

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata das defini¢oes anteriores.

Lema 2.1. Sejam f :[0,00) — X uma funcgao S-assintoticamente w-periddica e (t,)nen
uma sequéncia tal que t, — 0o, quando n — oo. Se fi, — F uniformemente em compac-
tos de [0,00), entao F' € C,([0,00), X).

Demonstragdo. Como F é limite uniforme em subconjuntos compactos de [0, 00) de
fungdes continuas e limitadas, entao F € Cy([0,00), X). Parat > 0 e € > 0, podemos
escolher ng € N, tal que

1 F(s) = fr.(s) | = || F(s) = ftn +8) [| < 3, s €[t +w]

Wl M

[ fluttn+w) = fluttn) | <5 p 20,

para todo n > ng. Assim, para n > ng, temos que
[Ft+w)=F@) | < [ Fl+w) —flt+wtin) [+ fE+w+tn) = f(E+1) |l
+ | ft+t) = F@) ||

< e

Portanto F(t +w) = F(t).
U

E importante notar que nem toda fungao S-assintoticamente p-periddica é assintoti-
camente p-perivdica. Daremos um exemplo disso a seguir.

Exemplo 2.1. Seja X = {(x,)nen; T, € R e lim, oz, = 0}, munido da norma

| (Zn)nen ||= sup |z,].
neN
) : 2nt B ‘
Consideremos [ : [0,00) — X definida por f(t) = <—) . A fungio f assim
t2 + TL2 neN

definida € limitada, uniformemente continua e S-assintoticamente p-periodica para cada
1> 0. No entanto, f nao € assintoticamente p-periodica.
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De fato, sabemos que (t —n)? > 0 para todo t > 0 e n € N. Logo,

2nt
— — | < o0 ). .
| f(t) |l iﬁg‘ﬂ n2) <1, Vt €[0,00) (2.2)

Agora, sejam s,t € [0, 00), temos que

frn =10 = () - ()

B ((t2 + n?)(2nt 4 2ns) — 2nt(n® + t* + s* + 2ts)>
B [(t + 5)% + n?|(t? + n?) neN

2sn(n? — st — t?)
B ([(t +5)2 4+ n2]t(t2 j— n2))n€N.

Logo,

B 2sn(n? — st — t?)
1ft+s)=fOI = ilelg [(t+ )2 + n2] (2 + n2)

- 2sn | n? — st —t* |
su
= ST s + (2 + n?)

< 2s.

Desta desigualdade e de (??7), f é limitada e uniformemente continua. Além disso,
para > 0et > 1 temos

2
5+ = SO < sw s

<

=

Portanto f é S-assintoticamente p-periédica para todo p > 0. No entanto, f nao
é assintoticamente p-periddica. Para mostrar esta afirmagao, suponha que existem g €
C.([0,00),X) e p € Cy(]0,00),X) tal que f = g+ . Se f = (fu)nen , entao cada
coordenada f, é assintoticamente p-periodica e f, (t+ku) = g,(t) +¢n(t+kp), para cada
k,ne€Net>0. Como limy_, fn(t+ ku) = 0, entdo g,(t) =0, para todon € Ne ¢t > 0.
Consequentemente, a fungao g é identicamente nula e f = ¢, 0 que nao pode ocorrer, pois
||f(n)|| = 1 para cada n € N. Isto prova que f nao ¢é assintoticamente p-periodica.

Proposicao 2.1. Seja f : [0,00) — X uma fungdo S-assintoticamente w-periddica e
assintoticamente quase periodica. Entdo, f € assintoticamente w-periddica.

Demonstragao. Podemos decompor f como f = g+ ¢, onde g é uma funcao quase
periodica e ¢ € Cy([0,00), X). Como f é assintoticamente quase periddica, existe uma
sequéncia de ntmero reais (t,),ecr tal que £, — 0o e g;, — ¢ uniformemente em [0, 00).
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Portanto f;, = g, + ¢, — ¢ uniformemente em [0, 00). Segue do Lema (?7) que
g € C,([0,00),X) o que, por sua vez, implica que a fun¢ao f é assintoticamente w-
periddica.

0

A definicao que se segue sera crucial para a compreensao dos proximos resultados:

Defini¢ao 2.5. Definimos o espago F(R', X)), como sendo o espago das fung¢oes continuas
h:[0,00) — X que satisfazem a sequinte propriedade:

I) Dado e > 0, existe T'=T(g) > 0 tal que o conjunto de nimeros reais

Tox(h,e) == {7 > O;sup|[h(t + 1) — h(t)|| < e}
t>T

¢ relativamente denso em [0,00). Desta forma, podemos encontrar L(e) tal que
Tir(h,e)N]a,a+ L(e)] # 0, para todo a > 0.

Assim, se f é uma fungao assintoticamente quase periodica, entao f € F(RT, X).
Mais geralmente, vale o proximo Teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em

17].

Teorema 2.1. Uma funcao f € assintoticamente quase periodica se, e somente se, [ €
F(R' X).

O seguinte corolario do Teorema acima nos dard um bom método para saber se uma
dada funcao é assintoticamente w-periddica.

Corolario 2.1. Seja ¢ € Cy(]0,00), X). Suponha que existe uma sequéncia (n;)jen C N,
comn; =1 en; = oo quando j — 00, tal que

a =sup(n;1 —n;) <oo e lim(p(t+njw)—(t) =0
jEN t—o0

uniformemente para j € N, entao ¢ € assintoticamente w-periodica.

Demonstragao. Tomando j = 1, no limite posto no enunciado, obtemos

lim (p(t +w) — p(t)) = lim (e(t + nw) — p(t)) = 0.
t—00 t—o0
Portanto, ¢ é S-assintoticamente w-periodica. Agora, mostremos que ¢ é assintotica-
mente quase periddica. Dado ¢ > 0, existe N = N(g) > 0, tal que

sup | f(t +nw) — fOll <&, jEN.
t>N

Tome L(e) = aw+e. Paraa > 0, existe j, € N tal que n;,w € [a,a+ L(e)]. Além disso, se
definimos 7, = {n;w, j € N;sup,~ y || f(t+n;w) — f(t)|| < ¢}, podemos ver que n; w € 7.
Assim, [a,a 4+ L(e)] N T, # 0. Aléem do mais, como a > 0 foi tomado arbitrariamente,
segue que o conjunto 7, é relativamente denso em [0, 00). Mas,

To € Tex(fre) = A{r 2 Osup [[f(t +7) — F(1)]] < e}
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Dai, T r(f,¢) também ¢é relativamente denso em [0, 00). Com isso, temos que f €
F(R*, X) , utilizando o Teorema ?7?, segue que f é assintoticamente quase periodica.

0

Concluiremos esta se¢@o com alguns conceitos e propriedades do espago SAP, (X).
Teorema 2.2. O subespago SAP,(X) C Cy([0,00), X) € um espago de Banach.

Demonstragao.  Seja (f,)neny uma sequéncia em SAP,(X) que converge para f €
Cp(]0,00), X). A decomposi¢ao

flw+t) = ft) = flw+t) = fulw+1) + fulw+1) = fult) + fu(t) = F(D),
nos mostra que lim; o, f(w +1t) — f(t) = 0. Portanto, f € SAP,(X).
U

Definigao 2.6. Seja f : [0,00) x X — X wma fungdo continua. Dizemos que f €
uniformemente S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados se, para todo K C
X limitado, o conjunto {f(t,z);t > 0,2 € K} ¢ limitado e, além disso,

lim (f(t+ w,2) — f(t,2)) =0,
—00
uniformemente em K.

Definigao 2.7. Seja f : [0,00) x X — X wma fun¢do continua. Dizemos que f é
assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados se, para todo € > 0 e
K C X limitado, existem L. > 0 e 6. > 0 tais que ||f(t,z) — f(t,y)| < e, para todo
t>Leg ex,y € K, com |z —vy| <. k.

Teorema 2.3. Sejam X, Y espagos de Banach, u : [0,00) — X uma fun¢ao S-assintotica-
mente w-periddica e f :[0,00) X X — Y uniformemente S-assintoticamente w-periddica
em conjuntos limitados e uniformemente continua em conjuntos limitados. Entao, v(t) =
f(t,u(t)) é uma fungao S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracao. Como u € Cy([0,00), X), a imagem de u ¢ um subconjunto limitado

de X. Da defini¢ao 77, temos que o conjunto {v(t) = f(¢,u(t));t > 0} ¢ limitado, ou seja,

v é uma fungao limitada. Assim, como u e f sdo continuas segue que v € Cy([0, 00), X).
Das Definigoes ?? e 77, temos que para todo € > 0, existem L! > 0 e d > 0 tais que

max{||f(t +w,z) = f(t, 2|, [/, 2) = F(t,9)]|} <e,

para todo t > L, x,y,2 € Z(u), com ||z —y| < e. Além disso, como u € SAP,(X), existe
L? > 0 tal que |Ju(t + w) — u(t)|| < J, para todo ¢t > L2. Assim, para t > max{L!, L?},
temos que

[o(t +w) —o@®)| = [[f(t+w,ult +w)) = [t ult))]
< U+ w ult +w)) = 6 ult + )+ LFEu +w) = F(Eu@)]

< 2e.

Portanto v € SAP,(X).
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3 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

3.1 Semigrupos Uniformemente Continuos

Como ja convencionamos, ao longo desta se¢@o, consideremos X como sendo um espago
de Banach com norma || - || e £(X) como sendo o conjunto dos operadores lineares
limitados de X em X, com a norma

| Tz ||,
1T, .= sup ——0>.
L0 pexazo |2l

Por simplicidade, denotaremos ambas as normas citadas anteriormente por | - ||. O
operador identidade em X serd denotado por I.

Definigao 3.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia {T(t)}i>0 de operadores

lineares limitados de X em X € um semigrupo de operadores lineares limitados em
X se

(i) 7(0) = I;
(i) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Além do mais, diremos que um semigrupo de operadores lineares limitados {T'(t) }+>0
em X € uniformemente continuo se

lim || T(t)— I ||=0.

t—0t

E possivel demonstrar diretamente da definicio que se {T'(t)};>0 ¢ um semigrupo
uniformemente continuo de operadores lineares limitados, entao

lim || T(s) — T(t) ||= 0.

s—t
Definigao 3.2. Denotaremos por D(A) C X o conjunto dado por

t—0t

D(A) = {x € X; lim w e:m'ste}.

O operador linear A definido por

_ +
Ax = lim —T(t)a: T d—
t—0t t dt

T(t)w‘ , para @ € D(A).

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo T(t) e D(A) é o dominio de A.
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O teorema a seguir nos dara uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um operador
linear seja gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo. Para provar
este resultado, antes enunciaremos e demonstraremos um lema de Analise Funcional.

Lema 3.1. Seja T € L(X), com | T ||< 1. Entao I —T € inversivel e pertence a L(X).

Demonstracao. Defina o operador linear

S = io:Tj.
=0

Logo,
SI-T)=(I-T)S = S-T.5=Y V- T

:J+iﬂ—iw
j=1 j=1

= 1.
Portanto S = (I —T)~'. Tomando z € X, temos que

ISzl = | Yo ma|
j=0

ST |
j=0

IA

o
< Jz > IT.
j=0

Como || T ||< 1, temos que

ITIP= 77 =K
§: HTH

Assim, para todo z € X, existe K > 0, tal que || Sz ||< K || z ||. Portanto S = (I —T)~!
eSeL(X).
U

Teorema 3.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-
memente continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstracao. Seja A: X — X um operador linear limitado. Defina

IuyzéAzfi@Aw. (3.1)

n!
n=0



28

Vé-se facilmente que o lado direito da equagao (?7) converge em norma para cada
t > 0 e, além disso, define um operador linear limitado 7'(t). Além do mais, 7(0) = I
e T(s+t) = T(s)T(t), para todo t,s > 0. Portanto, {T(t)};>0 ¢ um semigrupo de
operadores lineares limitados em X. Mas

ECE Y ok

St A
<2

n=1

o tn—l H A Hn—l
=gy AT
n=1 ’

Hn—l

= 1) 4
LAY —————
— (n—1)!

— ] A e,

IN

Logo,
lim || T(t)—1]=0

t—0t

Assim, {T'(t) }+>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limita-
dos em X. Além disso, A é o gerador infinitesimal deste semigrupo, pois

|75 Al = (-0 -4

tnl

= | Z
Sy

<
n=2
Sl _q
= 4]
Dai,
T(t)—1
WECESAE
t—0t

Reciprocamente, considere {7(f)}:>o um semigrupo uniformemente continuo de ope-
radores lineares limitados em X. Como || T'(t) — I ||[— 0, quando ¢ — 0", entao existe
0 > 0 tal que

| T(t) — I ||< 1, sempre que 0 <t <.

Assim, fixado 0 < p < 9, temos que
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HI-%/OPT(S)CZSH _ H% [/OP(I—T(s))ds”’ < %/Op |1 =T(s) || ds < 1.

Utilizando o lema 7?7, temos que fop T(s)ds ¢ inversivel e sua inversa é um operador
linear limitado. Agora, seja h € (0, p). Entéao

Assim,

% _ %(/pp+hT(s)ds—/OhT(s)ds)</OpT(8)dS)_l- (3:2)

Lembrando que, para todo t > 0, vale

1 t+h
lim /t T(s)ds = T(t),
se fizermos h — 0 na igualdade (??), concluimos que h=*(T'(h) — I) converge em norma
e, portanto, fortemente para o operador linear limitado (T'(p) — I)( [ T'(s)ds)™", o qual ¢

por definigao o gerador de T'(t).
Ul

3.2 Semigrupos Fortemente Continuos

Nesta secao, definiremos a nogao de semigrupo fortemente continuo. Veremos que
o gerador de um semigrupo fortemente continuo é linear, mas em geral nao é limitado.
Também mostraremos que o dominio do gerador ¢ um subconjunto denso de X.

Definigao 3.3. Um semigrupo T'(t), 0 <t < oo de operadores lineares limitados em X é
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados, se

lim T (t)x = x, para cada z € X. (3.3)

t—0

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X € chamado de
semigrupo de classe Cy ou simplesmente de Cy-semigrupo.
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No Teorema a seguir, veremos que todo Cp-semigrupo possui uma limitagao exponen-
cial.

Teorema 3.2. Considere T(t) um Cy-semigrupo. Existem constantes w > 0 e M > 1,
tais que
IT(t)| < Me“* para 0 <t < . (3.4)

Demonstragao. Primeiramente, mostremos que existe 7 > 0 tal que ||T'(t)]| ¢ limitado

para t € [0,n]. De fato, supondo o contrario, para cada n € N, tomando n = %, existiria

0 < t, <= com |T(t,)| > n. Logo, existiria uma sequéncia {t,}nen, com &, > 0,

satisfazendo lim,, . t, = 0 e ||T'(¢,)|| > n. Assim, pelo Principio da Limita¢ao Uniforme,
deve existir x € X tal que T'(t,)z — oo quando n — oo, contrariando (??). Desta forma,
existem constantes > 0 e M > 0 tais que |T(t)|| < M para todo t € [0,7]. E como
IT(0)]] =1, temos M > 1.

Seja t > 0, existem constantes k € N e § € [0,7] tais que t = kn + J. Portanto, pelas
propriedades de semigrupos, temos

| T(t) [|1=)l TCn +8) <)) Tm) 1]l T() ||< MM,

Tomando w := 1~ log M, temos
| T(t)||< Me™, parat>0.

g

Corolario 3.1. Se T'(t) € um Cy-semigrupo, entio para cada v € X, a funcao f, : RY —
X definida por f.(t) := T(t)x € continua definida Ry (a reta real nao negativa) e tomando
valores em X.

Demonstracao. Para todo ¢t > 0, mostraremos que limg_,; f.(s) = f.(t) (observe que
para t = 0, este limite s6 faz sentido quando s > 0, ou seja, quando s — t). De fato,
quando s — t*, tomando h := s — ¢ > 0, temos

I fa(s) = L) || = [ T(t+h)x =T)x |

< || T®) Il T(h)xr — =z ||— 0, quando h — 0.

Logo,
lim f.(s) = fu(1).

st
Além disso, quando s — t7, para 0 < h < t, tomando h :=t — s, temos
| fols) = fo®) | = [T =h)x=Tt)x |
< N T@E=n) Iz =T(h)x ||

< Mew(t—h) H T(h)x — ||—) 0 , quandO h — 0+.



Portanto,
lirr% fz(s) = f.(t), para todo t > 0.
S—r

Teorema 3.3. Seja T'(t) um Cy-semigrupo e seja A seu gerador infinitesimal. Entao

(a) Para cada z € X,
t+h

1
lim — T(s)xds = T(t)x.

h—0 h "

(b) Para cada x € X ,temos que fo s)xds € D(A) e

A(/OtT(t)xds> =T{t)r — x.

(c) Para cada x € D(A), temos que T'(t)x € D(A) e

d
STt = AT(t)x = T(t)Aa. (3.5)

(d) Para cada x € D(A), vale

s

T(t)z — T(s)x = / t T(r)Awdr = / t AT (7)zdr.

Demonstracgao.
a) Seja x € X. Como f,(t) = T(t)z ¢ continua, entao

lim — / s)xds = T(t)z.

h—0 h

b) Sejam = € X e h > 0, temos

M/OtT(s)xds = %/OtT(h—ks)xds — %/OtT(s)xds

h
1 h+t 1 t
- [ T [T
h/h (s)xds h/o (s)xds

1 t 1 h+t 1 h
= E/h T(s)xds%—ﬁ/t T(s):vds—ﬁ/o T(s)xds
! /t T(s)xds
h Jh

1 h+t 1 h
= E/t T(s)xds — E/o T(s)xds.
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Da letra (a) deste Teorema, sabemos que

lim % ( /Ot T(s)xds) =T(t)x — .

h—0t

Portanto,
/Ot T(s)xds € D(A) e A(/Ot T(t)xds) =T(t)x — .

c) Seja x € D(A) e h > 0. Entao

Logo,

lim %(T(m) = lim T(t)<w>(x) — T(t)Ax. (3.6)

t—0t t—0t+

Portanto, T'(t)x € D(A), AT (t)x = T(t)Ax e (??) implica que

d+
T (e = AT(t)z = T(t)Ax.

Assim, a derivada a direita de T'(t)x é T'(t)Az. Para provar (??), temos que mostrar
que para t > 0, a derivada a esquerda de T'(t)z existe e coincide com T'(t) Az. Mas, lembre
que

T(t)xr —T(t — h)x
h

% — A:L’) +T(t —h)Az —T(t)Ax.

T Az = T(t — h)(

Ambos os termos do lado direito vao para zero, quando h — 0*. De fato, z € D(A) e
| T(t —h) || & limitado em 0 < h < ¢, entdo

T(h)x T

HT(t - h)(T_‘” - A:v) H < |7t - h)||H% - A:UH — 50, quando h — 0%,

Por outro lado, como T'(t) é fortemente continua, temos que

lim T'(t — h)Az = T'(t)Ax.

h—0t

Portanto,
d- . Tt)x—=T(t—h)x
g LD = lim, h (t) A
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d) Seja z € D(A). Segue da identidade (??7) que

TWn—ﬂ@wifgi&mh:AZWMﬂh:L%ﬁMMW

T

U

Corolario 3.2. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo T(t), entao D(A), o
dominio de A, € denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstragao. Seja z € X. Para cada ¢t > 0, defina

1 t
T = —/ T(s)xds.
0

t

Segue do item (b) do Teorema ?? que z; € D(A) e do item (a) do mesmo Teorema,
temos que
lim 2, =T(0)x = x.

t—0t+

Assim, D(A) = X.

Sabemos que o gerador de um semigrupo é um operador linear. Agora mostremos que
A é um operador fechado. Com efeito, seja {x, }neny € D(A) com z, — x e Ax, — y.
Segue do item (d) do Teorema (?7) que, para cada n € N, temos

T@%—%:A%@m%ﬁ. (3.7)

O integrando do lado direito de (??) converge uniformemente em intervalos compactos
para T'(s)y . Assim, fazendo n — oo em (?77), temos

Tt —x= /OtT(s)yds.

Desta forma, para t > 0, temos

T(t)x — I
lim Mz -z = lim — [ T(s)yds
t—0t t t=0t € Jo
= Ty =y

Portanto, x € D(A) e Ax = y. Desta forma concluimos que A é um operador linear
fechado.

g

Lema 3.2. Seja H : I — X, onde I := [a,b] C R e X ¢ um espa¢o normado. Se H é

R
diferencidvel e S H(t) =0, Vt € I, entio H(t) = C.



34

Demonstracao. Com efeito, fixado A € X*, consideremos a func¢ao f : I — C definida
por f(t) = M(H(t)). Observe que f ¢ deferenciavel, pois

flt+h) = (1) AH(t+ 1)) — A(H())

i h = Jim h
B . H(t+h) - H(@)
- A@fi% h )
= A(0) =0.

Logo, f(t) = ¢, para todo t € I. Em particular para ty € I, temos
A(H(t) = f(t) = f(to) = MH(t)), VteL
]

Teorema 3.4. Sejam T(t) e S(t) Co-semigrupos de operadores lineares limitados com
geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t), para
t>0.

Demonstragao. Primeiramente, observe que para t = 0, temos 7'(0) = [ = S(0).
Agora, sejam © € D(A) = D(B) et > 0. Do item (c) do Teorema 7?7, segue que a fungao
fu(s) :=T(t — s)S(s)x, definida em [0,¢] com valores em X, é diferenciavel e que

d d
gfx(s) = £T(t —5)S(s)x

= —AT(t—s)S(s)x+T(t —s)BS(s)x
= —T(t—s)AS(s)x+T(t —s)BS(s)x =0.

Assim, f,(s) é constante e, em particular, temos

T(t)z = fo(t) = £o(0) = Sz, Yz € D(A).

Portanto, S(t) e T'(t) coincidem em D(A). Como D(A) é denso em X, dado z € X,
existe uma sequéncia {x,},ey € D(A) com z, — x. Logo, T'(t)r = S(t)x para todo
x € X, pois S(t) e T(t) sdo operadores continuos.

|

3.3 O Teorema de Hille-Yosida

Seja T'(t) um Cy-semigrupo. Ja vimos, no Teorema 77, que existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que || T(t) ||< Me“t, para cada t > 0. Se w = 0, T'(¢) é dito uniformemente
limitado e se M =1, T(t) é dito Cy-semigrupo de contragoes. Esta segao é voltada
para a caracterizagao do gerador infinitesimal de Cy-semigrupos de contragoes. Condigoes
serao dadas sobre o resolvente de um operador A, as quais sao necessarias e suficientes
para que A seja o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.
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Teorema 3.5. Se um operador linear A (nao limitado) é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contragoes {T(t)}i>0, entdo valem:

(i) A € fechado e D(A) = X;

(i) O conjunto resolvente de A, p(A), contém RT e para cada A\ > 0, temos

I R(A:A) < (3.8)

> =

Demonstragao. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Segue do Corolario
?? que A é fechado e D(A) é denso em X, logo vale (i). Agora, para A > 0 e x € X,
defina

RNz = /000 e MT(t)xdt. (3.9)

Como t — T(t)z é continua e uniformemente limitada, a integral em (??) existe e
define um operador linear limitado R(\) satisfazendo

o0 o0 1
| ROV |1< / N Tty || de <]l < | / <l (310)
0 0

Além disso, para h > 0, temos

N
T(h)R(N)z = lim e MT(t + h)adt

N—o00 0

N-+h h
= lim </ e_’\(t_h)T(t):vdt—i-/ e_’\(t_h)T(t):rdt>
h 0

N—o0

h
- / e MR xdt
0
N—o0

N+h h
= ( lim / e_k(t_h)T(t)mdt> —/ e AT () adt
0 0

00 h
= e)‘h/ e_AtT(t)a:dt—e)‘h/ e MT(t)adt.
0 0

Logo,
T(h)—1 T(h)R(A\)x — R(\)x
" RNz = ;
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Quando b — 0%, o lado direito da igualdade acima converge para AR(\)x — z. Isto
implica que, para cada z € X ¢ A > 0, R(\)z € D(A) ¢ AR(\) = AR(\) — I, ou

(M — A)R(\) = 1. (3.11)

Para = € D(A), pela Proposi¢ao 77, temos
R\ Az = / e MT(t) Azdt
0
= / e MAT (t)adt
0

- A( / h e’”T(t)xdt)

— AR\ (3.12)

De (?7?7) e (?7?), segue que

RAN)(M — A)z =z para z € D(A).

Portanto, R(A) é a inversa de A\l — A e existe para todo A > 0, ou seja, RT C p(A).
Segue de 7?7 que, para todo x # 0, temos
| RNz || _ 1

<<= [ RN = sup
| || A TEX,||z||<1 |z |l

g

Para mostrar que as condigoes (i) e (ii) sdo de fato suficientes para que A seja o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes precisamos de mais alguns lemas.

Lema 3.3. Seja A um operador satisfazendo (i) e (ii) do Teorema 7?7 e seja R(\: A) =
(M — A)~L. Entao

/\lim AR(A: A)x =z, para cada x € X.

—00

Demonstragao. Suponha que z € D(A). Entao

| ARAN: Az —x | = || AR A)— Iz |
= [[AR(A: Az ||
= [[R(\: A)Az |< 5 || Az [|— 0, quando A — oco.

Portanto,
lim AR(A: A)z =z, Vo e D(A).

A—00

Como D(A) é denso em X e || AR\ : A) ||[< 1 entdo, para cada xz € X, existe
(Zn)nen C D(A) tal que z,, > x e

| AR(A: A)x — || | AR(A : A)z — ARN = A)xy, || + || AR(N = A)xy, — 2y, ||
4, o

AR A) [l = || + T AR Az = || + [ 20 — 2 |
|2 =@ [ + [TARA - A)z =z || + || 20 — 2]

£ € €

3+3—|—3—5.

AR VANRVAN
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Portanto, para cada x € X, temos que AR(\ : A)z — x, quando A — oo.

A aproximacao de Yosida de um operador A é definido por

Ay = AR\ : A) = N>R(\: A) — AL

Observe que desta ultima igualdade temos que, se [0,00) C p(A), entao Ay € L(X),
pois neste caso sabemos que R(\: A) € L(X).

Lema 3.4. Seja A um operador satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do Teorema ??. Se
Ay € a aproximacao Yosida de A, entao
lim Ayx = Az, para cada v € D(A).
A—00
Demonstragao. Com efeito, para todo x € D(A), tem-se que Az € X. Logo do lema
7?7, temos que
lim Ayz = lim AR(\: A)Az = Ax.

A—00 A—00

0

Lema 3.5. Considere A um operador satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do Teorema ?7.
Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entio Ay € o gerador infinitesimal do semigrupo
uniformemente continuo de contragoes et . Além disso, para cada * € X, N\, ju > 0,
temos

| e — ety <t Aye — Az ||

Demonstragao. Como ja observamos que Ay € L(X), segue do Teorema 7?7 que A, é
o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo e*** de operadores lineares

limitados. Além disso,
tAy H _ H e—t)\letAQR()\:A) H

e~ tA H etAQR(A:A) H
e~ AIAR:A)|

e Per =1,

e

IA A

Portanto e/ ¢ um semigrupo de contracoes. Agora, como para qualquer A,z > 0, (e
t > 0) os operadores etAA, etA“, Ay e A, comutam, temos que

1
| ey — ety | = H/ di<6tSAA€t(l_S)A“x>ds
o ds
1

- / It (e ey (Aye — Az) || ds

01

t/ | Axz — A,z || ds

0

= t| A —Aux|.

O

Teorema 3.6. (Hille-Yosida).
Um operador linear A (nao limitado) € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contragoes T'(t), t > 0 se, e somente se, valem:
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(i) A € fechado e D(A) = X;
(ii) O conjunto resolvente de A, p(A), contém R* e para cada A > 0, temos

1
| RO :A) < T (3.13)
Demonstracao. Se A é o gerador de um Cy-semigrupo de contragoes T'(t), segue do
Teorema ??7 que valem (i) e (ii). Reciprocamente, consideremos um operador linear A
satisfazendo (i) e (ii) e sejam A\, u > 0 e t € [0,%y], para ty > 0 fixado. Do Lema ?7?, segue

que para x € D(A) vale

| et — etAug || t| Az — Az ||
to || Ane — Az ||+ to || Ay — Az || .

Do Lema ?7?, segue que

I et g — otAu g |— 0, quando A, u — oo.

Portanto, para x € D(A), ez converge quando A — oo e a convergéncia é uniforme
em intervalos limitados. Assim, para todo z € D(A) e t € [0,ty], dado € > 0 existe
N; € N tal que

| et — ety || < g, para todo A\, u > Nj. (3.14)

Agora consideremos x € X. Como D(A) é denso em X, existe (2,,)neny C D(A), onde,
para todo € > 0, existe Ny € N tal que

|z, — 2 |I< %, para todo n > Ns. (3.15)

Assim, para xz € X e t € [0, 1], dado £ > 0 podemos tomar N suficientemente grande,
de forma que

| et —etex || < || Mo —eMay || + || ey — ety || + || ettrr — efray ||
< el —ay ||+ || ePay —etray ||+ || e ||| 2 -y ||
< 2oy —x | 4 || ePay — ety |
- 2 ¢ .
3 3 7

Portanto, e*4*2 ¢ uma sequéncia de Cauchy. Logo e**z converge quando A — 0o, para
todo x € X et € [0,1y], isto &, e converge uniformemente em intervalos limitados.
Assim, mostraremos que, para todo t > 0 e x € X, se definimos T'(t)x := limy ., ez,
entao {T'(t) }+>0 C L£(X) ¢ um semigrupo fortemente continuo de contragoes. Primeira-
mente, observe que {T'(t)};>0 C L£(X), pois como || e ||< 1 para todo t > 0, temos
que

| T(t)x [|= lim || etAry |< lim || et Il = ||<|| = ||, para todo z € X.
A—00 A—00

Agora, mostremos que {7'(¢)};>0 ¢ um semigrupo de contragoes. Com efeito, pela
defini¢ao de T'(t) e por {e! };>¢ ser um semigrupo uniformemente continuo de contragoes,
valem
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(i) 7'(0) = I, pois para todo x € X, temos
T(0)r = lim x = z.

A—00
(ii) Para todo t,s > 0, temos T'(t)T'(s) = T'(t + s), pois para todo x € X vé-se que

THT(s)x = T(t)( limy e e ) = limy_, o eMetMrr

= limy 00 €)My = T(t + 5)z.

(iii) Por fim, temos || T'(¢) ||< 1, pois para todo = € X, ja vimos que ||T(t)z|| <|| = || e,
dai,
T(t

1T = sup 1EOTH

reX,x#£0 || x ||

Portanto, {7'(t) };>0 € um semigrupo de contragoes. Também sabemos que t — T'(t)x,

definida para t > 0, é continua, pois ¢ limite uniforme das funces continuas t — ez,

logo lim; ,o+ T'(t)x = T(0)x = =z, ou seja, {T'(t)}+>o ¢ um semigrupo fortemente con-

tinuo de contracoes. Para concluir a demonstracao, basta mostrar que A é o gerador
infinitesimal de T'(t). Se x € D(A), temos

t

d
Tt —x = lim (2 —z) = lim [ —(e*Mz)ds
A—00 A—o0 Jo ds
t t

= lim s Ay zds :/ lim e* A, xds

A—00 0 0 A—00
t

- / T(s)Axds.

0

Na terceira igualdade utizamos a letra (c) do Teorema ?? e a quarta e quinta igualdades
valem porque e Az — T(t)Az, quando A — oo, onde a convergéncia ¢ uniforme em
intarvalos limitados. Sejam B o gerador infinitesimal de T'(t) e x € D(A). Para t > 0,
segue do item (a) do Teorema 7?7 que
T(t)x — I
lim Tz = lim - [ T(t)Azds =T(0)Ax = Ax.

t—0+ t t=0t+ ¢ Jo

Portanto x € D(B) e Bx = Ax. Como tomamos = arbitrariamente em D(A), temos
que D(A) C D(B) e B|p) = A, ou seja, o operador B ¢ uma extensao do operador A.
Assim

(I = B)D(A) = (I — A)D(A). (3.16)

Do Teorema ?? temos que 1 € p(B), pois B é o gerador de um Cy-semigrupo de
contragoes e por hipotese temos 1 € p(A). Desta forma (I — A)~' e (I — B)™! sdo
densamente definidos, ou seja, (I — A)D(A) =X = (I — B)D(B). Como I —Ael - B
sao operadores fechados, segue que

(I — B)D(B) = X = (I — A)D(A). (3.17)

De (??7) e (?7), segue que D(A) = D(B) e, portanto, A = B.
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3.4 Semigrupos Analiticos

Nessa secao, generalizamos a ideia de Cp-semigrupos. Iniciaremos com algumas propri-
edades acerca de fungoes definidas em subconjuntos do corpo complexo C tomando valores
num espaco de Banach X. Em seguida, definiremos a no¢ao de semigrupos holomorfos.

Definicao 3.4. Sejam X wum espaco de Banach e € um subconjunto aberto de C. Uma
funcao f: € — X € dita holomorfa em ) se, para cada zy € §2, o limite

lim f(zo+h) — f(20)
h—0 h

existe. Neste caso, denotamos este limite por f () que é chamada a derivada de f em
20-

Se f & holomorfa ¢ de facil demonstragao que f é continua e fracamente holomorfa (ou
seja, ¥ o f : Q@ — C é holomorfa, para todo z* € X* ). O proximo teorema nos diz que
vale a reciproca. Para demonstra-lo usaremos o lema dado a seguir, cuja a demonstragao
pode ser encontrada em |[?], pagina 89.

Lema 3.6. Seja X um espago de Banach. A sequéncia {x,} C X é de Cauchy se, e
somente se, {z*(x,)} € uniformemente de Cauchy para x* € X* com ||z*|| < 1.

Teorema 3.7. Sejam X um espag¢o de Banach, Q0 C C aberto e f : Q — X. Se f €
fracamente holomorfa, entao f € holomorfa.

Demonstragao. Sejam f: () — X fracamente holomorfa, 2o € 2 e I' = OD(zg,r) uma
esfera em 2, onde D(zg,7) C Q. Se z* € X* entao z* o f : Q@ — C & holomorfa e

x*<f<20 + hf>L - f(20)> (2% o 1Y (20)
_ L F[%(2_<1 - ) e ()

27 20+ h) z—2z z—2)?

Como z* o f é continua em I" e I" € um conjunto compacto, entao | (z*o f)(2) |< Cy,
para todo z € I'. Se olharmos f(z) como sendo uma familia de aplicagoes f(z) : X* — C,
temos que f(z) é pontualmente limitada para cada z* € X*. Entao, pelo Teorema da
Limitacao Uniforme, temos que sup,r || f(2)]] < C < oco. Logo

x*<f(z0 + h})L - f(20)> — (2% o f)'(zo)
1

< @0 el (sup ) | = - .

zo+h N(z—20) (22— 20)?

A estimativa mostra que z*[(f(z0 + h) — f(20))/h] é uniformemente de Cauchy para
[l < 1.
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Do lema anterior concluimos que [f(zo + h) — f(20)]/h converge em X, logo f(-) ¢é
fortemente holomorfa.

g

Sejam v : [a,b] — C uma curva finita e parcialmente suave, 2 C C aberto e I' o trago
da curva . Consideremos I' C Qe f : 2 — X uma fungao continua ao longo de I'. A
integral de linha de f ao longo da curva v é definida por

7

b
/ (f o 7)(s)7 (s)ds,

/Ff(z)dz.

Teorema 3.8. Sejam X e Y espacos de Banach em C, T € L(X,Y) ey uma curva como
na definicao acima. Se f: Q) — X € uma funcao continua ao longo de ', entao

7 /F f(2)dz) = /F T(f(2))d=. (3.18)

e denotada por

Demonstragao. Sabemos do Teorema ?? que se foy : [a,b] — X é Bochner integravel,
entao T'(f o) : [a,b] = Y & Bochner integravel e vale

r( [ o) = [T e

g

O Teorema de Hahn-Banach junto com o Teorema 7?7 nos permite, sem muito esforgo
adicional, estender uma parte significativa da teoria de fung¢oes de variaveis complexas
para fungoes com valores vetoriais. Um exemplo importante ¢ a férmula de Cauchy

w :L Mdz
flw) = — /| . |

271 Z—w

onde f é holomorfa em Q, B(zp,7) C Qe w € B(zy,r). Com efeito, para todo z* € X*,
temos que x*(f) é holomorfa, logo

2 (f(w)) = — TN g, — (L / . JE 4.

2T Jog=r 2T W 2mi z—w

Lema 3.7. Sejam Y um subespaco fechado de um espago de Banach X e Y° := {y* €
X*:{y,y*) =0,Vy € Y}. Sey € X satisfaz (y*,y) =0, para todo y* € Y, entioy €Y.

Demonstragao. Caso contrario, pelo Teorema de Hahn-Banach, existiriay € X -V, tal
que (y*,y) = 0, para todo y* € Y°. Assim, existe z* € X* tal que z*(y) = dist(y,Y) # 0
e " =0, para todo y € Y. (Ver lema 4.6-7 de [?]).

|
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Teorema 3.9. Sejam Y um subespaco fechado de um espago de Banach X e ) C C aberto
e conexo. Se f:Q — X € holomorfa e existe uma sequéncia convergente {z, }nen C Q) tal
que lim z, € Q e f(z,) € Y, para todo n € N, entio f(z) € Y, para todo z € Q.

Demonstragao. Se z* € Y entao (z* o f)(z,) = 0 para todo n € N. Como z*o f :
2 — C é holomorfa e lim z, também é um zero de z* o f, segue do Teorema 6.20 de [?]
que (z* o f)(z) = 0, para todo z € Q. Portanto f(z) € X com (z*, f(z)) = 0, para todo
2* € Y? e todo z € . Assim, o resultado segue do lema anterior.

g

Agora, generalizemos a ideia de semigrupo abordada na segao 3.2.

Definigao 3.5. Uma aplicacao T : (0,00) — L(X) fortemente continua é dita semigrupo
se satisfaz:

() T(t+s)=T()T(s), para todo t,s > 0;
(b) Euxiste ¢ > 0, tal que | T'(t) ||< ¢, para todo t € (0,1];
(c) SeT(t)x =0, para todo t > 0, entao x = 0.
O proximo teorema, cuja a demonstragao pode ser encontrada em |[?], sera utilizado

para garantir a existéncia de um operador A que é o gerador de um semigrupo, no
sentido da definicao ?7.

Teorema 3.10. Seja S : RT — L(X) uma fungao fortemente continua satisfazendo
t
H/ S(s)dsH < Me**, t>0,
0

para M,w > 0. Sek € N e R(\) := N\ fooo e MS(t)dt, para X > w, entdo sio equivalentes:
i) Existe um operador A tal que (w,0) C p(A) e R(\) = (A — A)~! para X\ > w;

ii) Para s,t > 0, valem

SWS() = =y (/t (st — P8 dr - /Os(sw— r)EtS(r)dr)
S(t)yx=0, Vt>0 =z =0.

Pela Defini¢ao 77 é facil ver que || T(t) ||< Me**, para todo t > 0. Dessa forma, faz
sentido definir

Escolhendo & = 1 no Teorema ?? observamos que S(-) : RT — L(X) satisfaz a
condigao (ii) deste teorema. Com efeito, para s,t > 0, temos
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S(s)S(t) = /0 (Ve /tT(w)dw

_ / /OtT(r)T(w)dwdr

_ /OS/OtT(r+w)dwdr

) /0 /:MTMMT

) / ( /OHTT(W)dw_ /OTTde)dr
_ /OSS(r+t)dr— /OSS(r)dr

_ /tHsS(r)dr— /OSS(r)dr.

Portanto, existe um operador A : D(A) C X — X tal que (w,00) C p(A) e, para
A > w, vale que

R(MA) = A/Ooe—”S(t)dt
= / Ooe_’\tT(t)dt.

Tal operador A é chamado gerador do semigrupo 7. Do Corolario 3.3.11 de [?],
podemos observar que um semigrupo ¢ um Cy-semigrupo se, e somente se, seu gerador
for densamente definido.

Nos proximos resultados, consideraremos Yy := {z € C — {0};|argz| < 0} o setor no
plano complexo de angulo 6 € (0, 7.

Definigao 3.6. Considere 0 € (0,5]. Um semigrupo T em X ¢é chamado holoformo
de dngulo 0 se T admite uma extensao holomorfa definida em ¥y a qual é limitada em

Yo N{z € C;|z| < 1}, para todo 0 € (0,0).

No que segue ao restante desta se¢ao, quando nao houver confusao, a extensao de 7T’
em Yy também sera denotada por 7.

Lema 3.8. Sejam 0 <0 <m e f:3X9g — X uma fungcao holomorfa tal que

sup || f(z) || < oo,
ZGEQI
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para todo §' € (0,0). Seja x € X.

a) Se tlim f(t) =z, entao  lim  f(z) =z, para todo ' € (0,0);

\z\—)oo,zEEe/

b) Se lim f(t) =z, entao lim  f(z) =z, para todo 0" € (0,6).

t—0+t |2]—=0,2€%,

Demonstragao.
a) Seja fr(z) = f(kz). Segue do Teorema de Vitali, (ver [?], Teorema A.5, pag. 467), que
limy_oo fr(2) = 2, uniformemente nos subconjuntos compactos de £,. Se 0 < 5 < «

e e > 0, existe ky € N tal que ||fx(2) — z|| < e, para todo z € ¥, 1 <| z |< 2 e
k> ky. Para z € ¥5 e | z |> ko, escolha k € N tal que k <| z |< k + 1, entao

17) =l = | £e(3) =3 < e

b) Utilizar o item (a) para a funcao z — f(z71).
Proposicao 3.1. Sejam 0 € (0,5] e T um semigrupo em X com gerador A. Se T é
holomorfa de dngulo 0, entao valem:

(@) T(z+2)=T(2)T(7), para todo z,z" € Xy;

(b) Para todo 0" € (0,0), existem M >0 e w > 0 tais que || T(2) [|[< Me*R% | para todo
PRSI

(c) Seja a € (—0,0). Denote por T, o semigrupo dado por T,(t) := T(e't), para t > 0.
Entao A € o gerador de T,;

(d) Se T é um Cy-semigrupo e z € Ly, entao

lim T'(z)x = z,
z—0

para todo x € X e para todo 0" € (0,0).
Demonstragao.

(a) Para 2’ € (0,00) fixado, considere as fung¢oes holomorfas S(z) = T'(z + 2') e R(z) =
T(z)T(2') definidas em ¥, tomando valores no espago de Banach £(X). Considere
Y = {0} C L(X), Q:= %y e defina f := R—S. Considere {z,}nen C ¥y uma
sequéncia dada por z, := 1+ % Assim, lim z,, € Yy e, como S e T coincidem em
(0, 00), temos que f(z,) = 0, para todo n € N, ou seja, f(z,) € Y para todon € N.
Assim, pelo teorema 7?7, concluimos que f(z) = 0 para todo z € ¥y e, portanto,

T(z+2)=T()T(Z), V2€Xy e 2’ €(0,00).

Analogamente, fixando z € ¥y, as fungoes 2’ — T(z+2') e 2/ — T'(2)T(2') coincidem
para todo z’ € (0,00). Utilizando o Teorema ?7?, o resultado segue.
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(b) Seja ' € (0,0). Como aextensao T : Xy — L(X) é limitada em XpN{z € C; |z| < 1},
podemos definir

M:= sup ||T(2)] e w':=max{logM,0}.

2€X,1,|2|<1

Seja z = te'® € Yy, onde t = |z| e |B] < . Escreva t = n + s, onde n é o maior
natural menor do que ou igual a t e s € [0,1). Defina T5(t) := T(te'®). Assim,

temos que
1T = 1T |
= [ Ts(n+s) |
< o) 7 [ T(s) |
< M.M"
< Me™
< Mel#

/

Rez
Como |z| < s g DA todo z € Xy, tomando w := , obtemos
cos

cos 0’

I T(2) < Mefe,

(c) Seja a € (—0,0). Denote por T, (t) := T(te'®), onde t > 0. Primeiramente, verifique-
mos que, de fato, T, é um semigrupo. Com efeito, valem:

(i) Para todo s,t > 0, segue do item (a) deste Teorema que T, (t+s) = T (t)Ta(s).
(ii) Cmo para todo t > 0, temos que T,(t)z = 0, entdo T_,(t)T,(t)x = 0. Mas

T )T, (t)x = T(te ™)T(te™)z
= T(t(e™™ +e))x

= T(t(2cosa))x

T(s)x,

onde s :=t(2cosa) > 0, pois o € (TW, g) et > 0. Como T restrito a (0, c0)

é um semigrupo, segue que z = 0.
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(iii) Se t € (0,1], temos que T,(t) = T'(te'®). Seja z; := te™, com t = |z| € (0,1] e
a € (—0,0). Entao z; € Xg N {z € C;|z| < 1}, para algum 6" € (0,60). Logo,
existe C' > 0 tal que

| Tu(2) 1=l Tt =] T() < C, v

Assim, concluimos que T, é um semigrupo. Agora basta mostrar que seu gerador
é e A, onde A é o gerador de T

De fato, para R > 0, consideremos as curvas I'y, = {y1(t) = ;0 < t < R},
% = {%(t) = R0 <t < a} el = {p(t) = te*;0 <t < R}. Defina
Ir =TLUT% U-T% (o sinal de menos na tltima integral, significa que a curva
coincide com I'}, mas tem dire¢ao oposta) e seja A > 0. Pelo Teorema ?7, temos
que f(2) := exp(—Ae ™2)T(2) ¢ holoforma em Yy e T — {0} C ¥y é uma curva
fechada e suave por partes. Logo do Teorema de Cauchy para fungoes com valores
vetoriais, temos que

(2)xdz =0, Vre X.
Ir

Mas

f(z)zdz = f(2)xdz+ | f(2)xdz — f(z)xdz

_ / Fn (), (1)t + /Oaf(%(t))’yé(t)dt— / F () (B)dt
= [ e o omt + [ a0

R
—e' / e M, (t)xdL.
0

Fazendo R — oo, obtemos

em/ e’\tTa(t)dt:/ exp(—Ae )T (t)dt. (3.19)
0 0
Com efeito,
H / Pl = | / exp|—iAR(cos(t — a) + isen(t — a)]
0 0
T(Reit)Rieitmdt”

< /Oa | exp[—AR(cos(t — ) + isen(t — «))] |

M€wRCOStRH.T||dt
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< / e—)\Rcos(t—a)RMechost||det
0

IN

|‘J7||M/ ReR(wcost—)\cos(t_a))dt
0
o
< ||x||M/ ReR(cost)(w—,\COSQ)dt‘
0

A ultima desigualdade segue da identidade — cost cosa = — cos(t — «) + sent.sena.
Dai, escolhendo A\ > , temos

H /a f(vg(t))yé(t)dtH — 0, quando R — 0.
0
Seja A, o gerador de T,. Assim, utilizando (??), temos que, para todo z € X,
RN Aoz = e [T e M, (t)adt
= [T exp(=Ae )T (t)xdt

= R(\e™™ A)zx.

Portanto,
e\ — Ay)™t = (Ne7 @] — A)7H
= At = AT

= A, = €A,

(d) Sejam z € X e 0" € (0,0). Considere a fungao holomorfa f : 3y — X dada por

f(z) =e“*T(2)x.

Do item (b) deste teorema segue que existem M > 0 e w > 0 tais que
fG) I < e[ [ TC) [l = |
= e T() Il = |

<MH$H, Vz € Y.
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Portanto,
sup || f(z) < oo, VO €(0,0).

2629/

Como T é um Cy-semigrupo, temos

li t) =1l (e = .
Jim f(t) = lim e T (t)z = =

Logo, utilizando o Lema ??, concluimos que

li —wa = I = .
oam e T (z)e = lm () =2

g

Note que, na Proposi¢ao ??, T, é um Cpy-semigrupo para cada a € (—6,0) quando
T é um Cy-semigrupo, isto é, se D(A) é denso. Em seguida, definiremos semigrupos
holomorfos limitados.

Definigao 3.7. Seja 6 € (0, g] Um semigrupo T € dito semigrupo holomorfo limitado
de dngulo 0 se T' admite uma extengao holomorfa limitada em g para cada 6 € (0,0).

E necesséaria uma certa prudéncia sobre esta terminologia. De fato, se T' é um semi-
grupo limitado que é holomorfo, entao ele nao é necessariamente um semigrupo holomorfo
limitado, pois é apenas limitado em R, e, assim, pode nao ser limitado num setor. Um
exemplo em que ocorre isto ¢ com o espago X = C e com a fungao T'(t) = e, t > 0. A
proposicao a seguir segue diretamente do Teorema 77.

Proposigao 3.2. Um operador A € gerador de um semigrupo holomorfo T se, e somente

se, existe w > 0 tal que A — wl € gerador de um semigrupo holomorfo limitado S.

3.5 O Semigrupo Gaussiano

Da teoria de Fourier, sabemos que
~Af=F'MFf, VfeL*R". (3.20)

Aqui, F : L*(R") — L*(R") é transformada de Fourier e M ¢é o operador multiplicagao
definido em
D(M) = {g € L*(R",d§);| £ |* g € L*(R", d§)}

por

(Mg) (&) =I € I* 9(9).

Pela identidade de Parseval, temos que

<Ff7fg>L2 = <fag>L27 v.fag € LQ(Rn)

Para maiores detalhes acerca destes conceitos veja |?|, capitulo IX.
Observamos que a igualdade (?7) acima é uma caracteristica dos operadores autoad-
juntos, como pode ser visto no Teorema abaixo.
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Teorema 3.11. Seja A um operador auto-adjunto num espaco de Hilbert separdvel H
com dominio D(A). Existem um espago de medida (M, ), onde p € uma medida finita,
um operador unitdrio U : H — L*(M,du) e uma fungao com valores reais [ definida em
M a qual € finita em quase toda parte, tais que

1. ¢ € D(A) se, e somente se, f(-)(U)(-) € L*(M,du).
2. Se p € U(D(A)), entio (UAU 1 p)(m) = f(m)p(m).

Demonstragao. Ver [?], pag.261.

O operador M é um operador densamente definido e fechado.

Com efeito, considere ¢ € L*(R", d¢). Para cada n € N, defina a fungio v, por
Un(x) = P(x), se | g(z) |< n e ,(xr) = 0 caso contrario. Assim, para cada n € N,
Y, € D(M). Além disso, ¥, — 1 na norma L*(R", d¢), pois | ¥, |<| ¥ | qt.p. e
| g, |< n |9 |. Conclui-se que 1, € L*(R", d¢). Também, temos que v, — 1 em q.t.p.
e, utilizando o teorema da convergéncia dominada, vemos que v, — ¢ em L*(R™,d€).
Portanto, M é um operador densamente definido. Agora mostremos que M é um operador
linear fechado. Para isso, suponha que {¢,,} é uma sequéncia em L?*(R™, d€), tal que
Y — P e M1, — ¢ ambas as convergéncias em L*(R",d¢). Tomando subsequéncias,
se necessario, podemos supor que ¥, — ¥ em q.t.p. e g(¢,) — ¢ em q.t.p.. Logo,
g(¥n) — g(10) em q.t.p. e portanto g(¢)) = ¢ em q.t.p. Assim, concluimos que ¢ € D(M)
e My = ¢. Como é facil verificar que D(M) é um espago vetorial e que M ¢é linear neste
dominio, concluimos que M é um operador densamente definido e fechado. Também é
possivel mostrar que M é um operador nao limitado.

Dando continuidade ao estudo do Laplaciano, considere { f,,} uma sequéncia em D(A),
tal que

fo—=f e Af,—g em L

Assim, Ff, — Ff em L?, ja que F & unitario. Além disso, como F *MFf, — g, segue
que MFf, — Fg. Logo Ff € D(A) e MFf = Fg. Dai, pelo Teorema 7?7, temos que
feDA)eAf =F 'MFf =g. Com isso, concluimos que A é operador fechado.

A seguir, daremos um exemplo de semigrupo holomorfo.
Exemplo 3.1. (Semigrupo Gaussiano) Sejam t >0, f € X := L*(R") e z € R™. Entdo

2
lyll

(G(t)f)(w) = (4mt)”% . fle—y)e  wdy

define um Cy-semigrupo holomorfo limitado de dngulo 3 em L*(R™). Seu gerador € o
Laplacioano Ax em X com dominio maximal, ou seja,

D(Ax) = {feX;Afe X}

AXf - Afu

onde X ¢ identificado como um subespaco de D(R™) e Af = Z;—;l DJQf
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Com efeito, seja k; € S(R™) dado por

T
ki(x) = ce , t>0,2 € R"
(4rt)z

Entao G(t)f = k;x f € X. Note que Fk; = hy, onde hy(z) := e~thell* ¢ hiys = hihs.
Como F é um isomorfismo de S(R")" em S(R™)’, tal que F(v % f) = Fu.Ff, para todo
Y e SR e f € SR, entdo F(G(t)f) = hy.Ff. Assim,

F(G(t+5)f) = hess F f = he.hF f = F(G)G(5) f).

Logo G(t + s) = G(t)G(s), para t,s > 0. Como {k;t > 0} é uma aproximacao da
identidade, segue do Lema 1.3.3 de |?| que [|G(t)f — f|| = ||k = f — f]| — 0, quando
t — 07, para todo f € X. Portanto G é um Cy-semigrupo.

Agora observe que k., também ¢é definida para Rez > 0 e a funcao z — k, : C, —
LY(R™) é um holomorfismo satisfazendo supes, [|k:l[r1®n) < 00, para cada 0 < 6 < 7.
De fato,

Lz l=|?
k., - ‘ = |d
]l (4mz) /n ‘ ’
1 7Hz|\2\z|c059
= o 4‘2‘2 d
e Lt '
1 / _Md
= 7 e 4z T
(Arm|z])2z Jgo
B 1
~ (cosf)z’
Assim, G(z) := k, = f define uma extensao de G para C; com valores em L£(X) e

sup.ey-, [G(2)[] < oo, para cada 0 < 0 < 3.
Desta forma, basta mostrar que o gerador de GG é o Operador Laplaciano. Primeira-
mente, observe que, se f € X com Af € X e m(x) = — | x |?, entdo

FAGE)f)) = mF(GQR)f) = mFf =hmFf=hnFAf)=F(GHAS).

Portanto A(G(t)f) = G(t)(Af).
Agora observe que se 1 € S(R™) e G; é um semigrupo gaussiano em L'(R"), entao

}“( /OtGl(s)AzZ)ds>($) = /0 tF(Gl(s)Aw)(x)ds

- / e (— | 2 ) (F)(x)ds

= (e = D(FY)(@)
= (F(Gi(w = ¥))(@).
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Segue da unicidade da transformada de Fourier que
/ G (5)Adbds = G (80 — .
0
Agora, seja f € X, t > 0. Mostremos que
A/ G(s)fds=G(t)f — f.
0
Se 1 € S(R™), temos que
A G(s)fd = (AY, | G(s)fd
(0.8 [ Gopas) = (av. [ Georas)
~ [ v
- [ (Giav.pis

- </0t G (s)Adds, f>

= (Gi()Y =, )

Dai,
. I . GWf-f
s ot o) -y ST iy
onde B é o gerador de G(t) e f € D(B). Mas, do Teorema ?7, item (a), temos
1 t
tl_l}Iéng i G(s)fds = f.

Usando o fato de A ser um operador fechado, concluimos que
D(B)C D(A) e Bf=Af, VfeD(B). (3.21)
Para finalizar, facamos duas observagoes:

Observacgao 3.1. Suponha que exista w € C([0, 7], X) tal que

/Otu(s)ds €D(A) e A(/Otu(s)ds) — u(t) — .
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Defina v(t) = fg(u(s) —G(s)x)ds. Por hipdtese e pelo item (b) do Teorema 7?7, temos
que v(t) € D(A). Assim, se
t
St = [ Gy,
0

entao AS(t)y = G(t)y —y, para todo y € X. Por fim, se definimos w(s) = S(t — s)v(s),
0<s<t, temos que

w'(s) = —G(t—s)(s)+ St —s)v'(s)
= —G(t—s)v(s) + S(t — s)Av(s)

= —G(t—s)v(s) + AS(t — s)v(s)

Portanto,

Observacao 3.2. Sabemos pelo Teorema 77, que existem w > 0 e M < 1, tais que
IG(#)]] < Me*', ¥t >0.
Entao para A > w, temos

A=AYA=B)'f =f. (3.22)

Na identidade anterior foi utilizada a identidade (?7) e o fato de Ry C p(B) que seque
do Teorema ?7?.

Vamos mostrar que (\—A) é um operador injetivo. Se (A—A)f = 0, entdo u(t) := e f
satisfaz

/Otu(s)ds e D(A) e A(/Otu(s)ds € D(A)) = u(t)— f.

Segue da observagao 7?7 que u(t) = G(t)f. Mas,

Mfl =N fll = lu®)] = IGO Il < Me"| f]]

Isso s6 é possivel se f = 0.

Da observacao 77 e (77), temos que A = B.
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4 SOLUCOES S-ASSINTOTICAMENTE w-PERIODICAS DE EQUACOES
DE EVOLUCAO FRACIONARIA

4.1 Operador Solugao

Consideremos o setor u + Sp = {4+ M A € C,| arg(—A) |< 0}, como podemos ver
abaixo:

prs

Deste modo, dizemos que um operador linear A : D(A) C X — X fechado, com
D(A) = X ¢ um operador setorial do tipo x se existem p € R, 0 <60 <5 e M >0,
tais que seu resolvente existe fora do setor u + Sy e além disso

) M
(A= A) lllﬁm, A¢ i+ Sp.

Definigao 4.1.1. Sejam X um espago de Banach, k € C(R,) e a € L .(R,). Dizemos

loc

que um operador linear fechado A : D(A) C X — X, com D(A) = X € o gerador de
uma familia (a, k)-regularizada, {S(t)}i>0 C L(X), se as sequintes condigoes sao
satisfeitas:

(i) S(t) ¢ fortemente continua, para todo t > 0. Além disso S(0) = k(0)I, onde I € o
operador identidade.

(ii) S(t)x € D(A), para todot >0 e x € D(A). Além disso, vale

A(S(t)x) = S(t)(Ax).
(iii) Vale a equagao resolvente (a, k)-reqularizada
t
S(t)r = k(t)z + / a(t —s)AS(s)xds,
0

para todo v € D(A) et > 0.
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Definigao 4.1.2. Um operador linear fechado A, com dominio D(A) C X, é dito o
gerador de um operador solugao se existem > 0 e uma funcao S, : Ry — L(X)
fortemente continua tais que:

(i) {A% Red > u} C p(A);

(i) X\ — A)"lz = / e MSo(t)xdt, Reh>p x € X.
0

Neste caso, S, € o operador solugao gerado por A.
Proposicao 4.1. Se A € o gerador de uma familia (a, k)-regularizada e exponencialmente

a—1
limitada {S(t)}+>0, onde a(t) = li(a)

um operador solug¢ao S,, com S, = S.

ek(t)=1, com1 < a <2, entio A € o gerador de

Demonstragao. Como a familia {S(¢)}:>¢ ¢ exponencialmente limitada, entao existem
constantes M e w > 0, tais que

I S(t) |< Me™, ¥t >0.

Assim, para cada A € C, com Rel > w e z € X, temos

H / eNS(tyed| < / N || S(t) (]« || de
0 0

IN

/ efRe)\tMewt ” T H dt
0

< M|z / @ RN gt < o0,
0
Deste modo, podemos definir o operador H(A) : X — X pondo

H\z = /000 e MS(t)wdt,

Por hipotese, para z € D(A), temos que

S(t)x = x+/0 (t;(—z;_lAS(s)xds

= x4+ JYAS(t)x.

Usando as propriedades de integracao fracionaria e aplicando a transformada de La-
place, temos

HNz = /000 e Mz + JYAS(t)z)dt
=z /OO e Mdt + L(J*AS(t)x)
= 37 L(J*AS(t)z)

x  L(AS(t)x)
T e
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Deste modo, temos que L(AS(t)x) = AX*(H(\)x—x). Portanto Ae ' S(t)x é integravel.
Segue da Proposigao 7?7 que H(\)z € D(A) e que

A</OOO e’”S(t)xdt) = /00 e MAS(t)xdt.

0
Dai, obtemos que

Portanto,
M7\ — AYH(\N)x = 2, VYo € D(A).
Como D(A) = X, temos que H()) é a inversa a direita de A'=*(A* — A). Além disso, por
(ii) da definigao de familia (a, k )-regularizada, temos que H(\) é a inversa de A\'=*(A\*—A).
Assim,
AT\ = AN TP =H\) = (A= A) = A"H()\).
Logo A\* € p(A), para todo A € C, com Re\ > w, ou seja,

{A\% ReX > w} C p(A).

AT\ — A = / e MS(t)xdt.
0
Portanto, S(t) é um operador solugao gerado por A.

g

Sendo assim, uma forma de garantir que A seja gerador de uma operador solugao S, (t)
. . a—1 . . o~
é determinar que A é o gerador de uma familia (tr(_ay 1)—regularizada. Condigoes para
que isso ocorra podem ser encontradas em [??|. No entanto, tais possibilidades ainda nao
foram estudadas.
De qualquer forma, faremos uma outra abordagem: Usaremos, sem detalhes, os resul-

tados obtidos na referéncia [??]. Tais sao apresentados a seguir:

2), entio A € o

Lema 4.1. Se A € um operador setorial do tipo pu, com 0 < 6§ < 7(1 — §

gerador de um operador solu¢ao dado por

_\/ekt)\a—l()\oz_A)—ld,%

21 ~

Sa(t) :

onde v € um caminho suave no exterior do setor p+ Sy

A seguir apresentamos um esbog¢o da demonstracao deste Lema.
Demonstragao. A convergéncia absoluta de S,(t) é dada pelo Teorema ??7 a seguir.
Observe agora que

o0 1 o0
/ e M8, () = — [n* (A=A / e~ A tdtdn
0

2mi ), 0

_ L 77a_1<)\a _ A)—ldn
27 )., n—A

— /\afl(Aa_A)fl,
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onde acima estamos usando o teorema de Fubini e a Féormula de Cauchy.
A condigao {\*; ReA > u} C p(A) pode ser encontrada na prova do Teorema 1 de [?7]

Teorema 4.1. Se A ¢ um operador setorial tipo p < 0, para algum M > 0 e 0 < 0 <

m(1—5), entao existe C' > 0, tal que

CM
< > 0. 4.1
I 5a(®) 1< T 120 (1)

Observe que

0 1 7é
/ dtzlu‘ f, I<a<?2
o 14 |p|te asen (I)

Assim, de fato S,(t) é integravel.

4.2 Solugoes brandas S-assintoticamente w-periédica

Nesta se¢ao consideremos a existéncia e unicidade de solugoes brandas S-assintoticamen-
te w-periddicas para o problema

o't = /0 %Av(s)ds+ flto(t)) >0, (4.2)
v(0) = wu € X, (4.3)

onde 1 <a <2, A: D(A) C X — X é um operador linear densamente definido do tipo
setorial definido num espaco de Banach complexo X e f : [0,00) X X — X é uma fungao
continua satisfazendo uma condigao tipo Lipschitz.

Podemos observar que a integral tipo convolugao em (?77?) é a integral fracionaria de
Riemann-Liouville de ordem « — 1, denotada por J* 'Av(t). Seja A é gerador de um
operador solugao integravel S, (t). Aplicando o operador J* em (?7), obtemos

v(t) = J*Av(t) + JEf(t,v(t)) + vo.

Aplicando a transformada de Laplace e considerando suas propriedades citadas na
secao 1.3, temos que

LN =2+ LLHO) + 35 LAV ().

Uma vez que \* € p(A), para todo A € C com Re\ > pu, temos que

(A= A)L@)(A) = ATlwg + ATIL(F)(N)
= L)) = AT — A) oy + AT (A0 — A)TIL()(N).

Da Definicao 7?7, sabemos que

AT — AT = / N e MG (t)dt = L(S,)(N).
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Assim,
L)(A) = L(Sa)(MNvo + L(Sa)(A) - Lf)(A)
= L(Sa)(Nvo + L(Sa * f)(N).

Da unicidade da transformada de Laplace, obtemos

v(t) = Su(t)vo + /0 Sa(t —s)f(s)ds.

Motivados por isso, definimos solugdo branda para o problema (?7)-(77?).

Definicao 4.2.1. Suponha que A € o gerador de um operador solugao integrdavel S, (t).
Uma fungio u € Cy([0,00), X) € dita uma solugao branda S-assintoticamente w-
periddica do problema (?7)-(?7) se u : Ry — X for uma funcio S-assintoticamente
w-periodica e satisfaz

u(t) = Sa(t)ug + /Ot Sa(t —s)f(s,u(s))ds, Vt>0. (4.4)

Teorema 4.2. Sejam A um operador setorial do tipo p < 0, com 0 < 6 < 7(1 — §),

f:]0,00) x X — X wma funcao continua tal que f(-,0) é integravel em [0,00) e L :
[0,00) = R uma fungao continua e integravel tal que

I f(tx) = f(ty) IS LE) |z =y, para todo x,y € X,t > 0.

Entao o problema (77 )-(?7) tem uma inica solug¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.
Além disso, vale

Il lloo= C(ll o 1+ 11 £(-50) [I) exp(C ] L {]),

onde C' € uma constante suave e positiva.

Demonstragao. Seja S, o operador do lema (?7?), defina o operador I', no espago
SAP,(X) por

(Co)u(t) := Sa(t)up + /0 Sa(t —s)f(s,u(s))ds = Su(t)up + va(t). (4.5)

Mostremos que I', é um operador com valores em SAP,(X). Seja x € X. Como
Se : Ry — L(X) é fortemente continua, temos que S, (-)z é continua. Além disso,

CM

S.(t)z]] < ————
IS0 € T

|z|]| = 0, quando t — oo.

Portanto, S,(-)z € Cy([0,00), X ). Para w > 0, temos que

CM . CcM
[ p] (E+w) 14| p] e

1S (t + w)z + Sa(t)z] g( )||xy| 0, quando t — oo.

Assim, S,(-)x € SAP,(X) , para todo z € X. Com isso, o problema se reduz em
mostrar que v, € SAP,(X). Para isto, primeiramente, note que existe C, , > 0 tal que

sup [[Sa(t)z| < Chuy € X.
te[0,00)
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Dai segue pelo Principio da Limitacao Uniforme que existe uma constante C, > 0 tal
que SuP;e(p o) [|Sa(t) || < Co. Sejam u € SAP,(X) e s > 0, da desigualdade

1F (s, uls)I < [1f (s, uls)) = f(s,0)[] + [1f (s, 0)]
< L(s)l[u(s)] +[1f (s, O,

segue que a fungao s — f(s,u(s)) é integravel em [0,00). Seja e > 0, fixemos a > 0 tal

que .
| st < 55

Também sabemos que, como a fungao s — f(s,u(s)) é continua, o conjunto K, :=
{f(s,u(s));s € [0,a]} é compacto em X. Assim, paraw > 0e s € [0,a] existe T k, > 0,
tal que

g

10+ 5. () = Sa(t) (5, 03] < =,
para todo t > T e s € [0,a]. Para ¢ > a, podemos fazer a seguinte decomposicio
lt b o) = [ St 90wl = [ Sule = )7 Gs, o))
= /Oa(Sa(t +w—35)—S,(t—9))f(s,u(s))ds
b [ Sttt o= Gt ds — [ 86— ) u(s)s
Tomando t > T + a, obtemos
oot +) —val®)] < [ USalt-+ w0 = ) o5 = St = 515wl
. / (s, u(s))lds + Co / (s, u(s))lds

< /—ds+20/ 1£ (s, uls)) | ds

<—2C
= 3t BCa

o que mostra que lim;_,o (v (t + w) — v,(t)) = 0. Mais ainda, da desigualdade

loa(®)] < /0 1S (t = $)I[11f (s, u(s))llds
< C, /000 || f(s,u(s))]|ds < 00, t>0,

temos que v, é limitada. Agora, mostremos a continuidade de v, e concluimos que
vy € SAP,(X).
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Parat>0ch >0, vale
it =) = [ St h= (s [ Sult - 901Gt
_ /Oh Su(t+h— ) (s, u(s))ds + /;Hl Su(t+h— ) f(s, u(s))ds
= [ St = o)t utonas
=[St s+ s + ) = Sl
4 /Oh Su(t+h — 8)f(s, u(s))ds.

Para ¢ > 0, existe §; > 0 tal que para todo 0 < h < ¢,

1f (s + hyu(s + 1) — f(s,u(s)]| < m se0,t+1],
" E
AIV@U@W% < =

Assim, para todo 0 < h < d;, obtemos
t
[0a(t 4+ h) = va(t)]| < Ca/ 1/ (s + h,uls + ) — f(s, u(s))||ds
0

Hal|uuu@mw

g £
< Oyt + O,
= 2(Cut +1) 2C,
< € n € .
iy 2 2 - &

o que implica que v, é continua a direita.
Do que foi visto até aqui, concluimos que I',, : SAP,(X) — SAP,(X). Agora, sejam
uy, us € SAP,(X), a desigualdade

ICatia(8) — Twun())]| < AH&@—@Wﬂ&m@»—ﬂ&w@DWS
ga%L@m@—mww

< C’a/ L(s)ds||u1 — uzl|oo,
0

mostra que I', ¢ continua. Defina o operador linear B, : Cy([0, 00),R) — Cy([0, 00), R)
por

(Bag)(t) = C’a/o L(s)g(s)ds, parat>0.

B, é continua e além disso, B, é completamente continua. Para mostrar que B, é
completamente continua, observe que dado € > 0, podemos escolher a > 0, tal que

C’a/ L(s)ds < e.
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Para cada g € Cy([0,00)), defina as seguintes fungoes

( Cq /tL(s)g(s)ds, 0<t<a
T =4
Ca/o L(s)g(s)ds, t>a.
‘ (0, 0<t<a
(Tag)(t) = a
Oa/o L(s)g(s)ds, t>a

Seja R = {I'1¢g; ||9]l« < 1}. Se s,t > a, temos | I'ig(s) — T'ig(t) [= 0. Se 0 < s,t < q,
para qualquer € > 0, tome 6 = %. Logo, para | s —t |< ¢, temos

| (Thg)(s) = (Tig)(®) | = | Co / " L(u)g(u)du — Cy / Liw)g(u)du |

IN

c, /0 " L(u)g(u)du — /0 t L(w)g(w)u]

t
(Ja/

< Cysup |L(u)g(u)|ls —t| < e.
u<a

IN

L(u)g(u) ‘du

Analogomente, se s < a et > a, para € > 0, tome § = §, assim para |s —t| < d, temos
la —s| < 0, logo

(T1g)(s) — Cg)®) | = | Co / " L(w)g(u)du — Ca / " Lwg(u)du |

sca/

Portanto a familia R. = {I"1(9); ||9|lcc < 1} é equicontinua. Também podemos observar
que R, é uniformemente limitada, pois se 0 <t < a, temos

L(u)g(u)‘du <e.

| (Tug)(t) |< Ca / 1L () lg(w) | < o,

do mesmo modo, para t > a, temos

[ (Tug)(t) |< Ca / L) llgw)ldu < oo.

Do Teorema de Arzela-Ascoli concluimos que R, é relativamente compacto. No en-
tanto, observe que

B,g(t) =T1g(t) + Tag(t), ¥t >O0.
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Portanto
Bo = {Bag; |lgll <1} € Re +{B; 8 € Cy([0,00)), |B]loc < €} = Re + D-
Pela Proposicao ??, ¥, ((0,00)) (Re) = 0, pois R. é compacto. Logo
Yay0.00)(B) < Yay(0,00) (Be) + Y0y (10,000 (D)
Yy (0,000 (Ds) < €. Ve > 0.

Portanto, ¥, ((0,00))(Ba) = 0. Assim, B, é um operador completamente continuo. Segue
da Teoria espectral para Operadores Compactos que 0 € o(B,) e que o(B,) — {0} =
0,(Bs) — {0}, onde o(B,) e 0,(B,) sdo o espectro de B, e o espectro pontual de B,,
respectivamente. Observe que se A # 0 é autovalor de B, associado ao autovetor g, por
definicao temos que

1 Bug)t)| _ Co [T
[9(0) 1= =1, §|>\|/O|L(s)||g(s)|ds, >0,

Pela Desigualdade de Gronwall, segue que | g(¢) |= 0, para todo t > 0, ou seja,
g = 0. Logo, A # 0 nao pode ser autovalor de B,. Assim, o(B,) = {0} e o raio
espectral de By, 1(Ba) = SuPyeyp,) | A [= 0 < 1. Considere Cy([0,00),R) com a
relacao de ordem pontual e defina uma aplicacao m, como no Exemplo 77, a saber,
m : Cp(]0,00), X) — Cy([0,00),R) onde

(mu)(t) = sup [[u(s)]|, t=0.
s€[0,t]

Dados t > 0, 0 € [0,] e uy,us € SAP,(X), temos que

0
ITaui(0) = Taus(O)] < Ca/ L(s)[lur = us|ds
0

IA

c, / | L(s) | s fua(8) — a6 s

IN

0
c, / | L(s) | sup [ur (8) — ua(@)1ds
0 0
= Bym(u; — u)(t).
Com isso,

m(Tour — Taus)(t) = sup [|[Taui(8) — Toua(0)]] < Bam(uy — ug)(t), ¢t >0,
0€[0,t]

o que mostra que m(I'yu; — Tyug) < Bam(uy — us). Dali, segue que I'y,, B, e m verificam
as condigoes do Teorema ?7, portanto I', tem um tnico fixo u € SAP,(X). Ainda temos
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que

L] = 0+ ) [Salb + [ St = )5

IN

(14 [ult?) [[uoll + (1 + |pf) /Ot 1St = $)I[11f (s, u(s))l|ds

M
L+ [plte

(1 + [plt?)
L [ul (£ = 5)%)

(1 + [plt?)

(1 + [pl(t = 5)*)

IN

ol + 0 [ (s u(s)) s

IN

ol + 0 [ L(s)ul)] s

1 to‘
‘oM / )y (s, 0 s,

L [ul (t = 5)*)
Mas, para s < t, temos
(1 |pft?)
< 2°(1+ |puls”).
(1 +|pl(t = s)*)

Portanto,

(L4 [ult) u@® < CMIIUo||+2aCM/O(1+|M|S“)L(8)IIU(8)|Id8

L2e0M / (L [l £ (s, 0) s

< CMlfugl| +2°CM (1 + [ult*)|[ £, 0)]

+200M/0 (14 |ls) L(s)|[us) | ds.

Da desigualdade de Gronwall, concluimos
[u()]loo < C(lluoll + £, 0)[11) exp(CI| L)
onde C' = 2°CM.
O

Teorema 4.3. Sejam A um operador setorial tipo p < 0 e f :[0,00) X X — X uma
fung¢ao uniformemente S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados que satisfaz
a condicao de Lipschitz

() = fE )l < Lz =yl Vae,y e X8> 0. (4.6)

Se CM | |2 7L < asen (7), onde C' e M sdo constantes dadas por (77), entdo o
problema (7?7) e (7?7) tem uma solugao branda S-assintoticamente w-periddica.
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Demonstracao. Como no Teorema (?7), defina a aplicagao I', no espago SAP,(X)
por

(Cou)(t) := Sa(t)up + /0 Sa(t —s)f(s,u(s))ds = Su(t)ug + va(t).

Mostraremos que I', estd bem definida e em seguida mostraremos que I'(«) é uma
contracdo. De fato, seja u € SAP,(X). Sabemos que S, (t)up — 0, quando ¢ — oo, logo
Sa()ug € SAP,(X). Além disso, v, € Cy([0,00), X), pois f(-,u(-)) € limitada e temos

CM | o |7 £ u() e

<
alloe < asen ()

Do Teorema ?7, segue que para todo € > 0, existe L. > 0 tal que || f(t + w,u(t + w)) —
ft,u(t))|| < e, para todo t > L.. Portanto, para todo ¢t > L., temos

[va(t +w) —va()] < /OwIISa(Hw—S)f(&U(S))IIdS

L.
-
0
t
-
L.

& 1 o0 1
CMHf(aU())Hoo(/t mdS‘i‘z/t L Wdé“)

&u—guw+ww@+w»—ﬂ&m@mps

&@—QU@+wm@+wD—ﬂ&M@MW5

IN

CM | p| == me
asen(Z)

Logo va(t + w) — v,(t) — 0, quando t — oo e portanto I'yu € SAP,(X). Por outro
lado, para uy,us € SAP,(X), pois

CM | p| = wL
asen (Z)

[(Taun)(t) = (Tauz) ()] <

||U1 —U2Hoo'

Portanto, I', ¢ uma contracao.
O

Corolario 4.1. Seja [ : [0,00) x C — C uma fungao S-assintoticamente w-periddica em

conjuntos limitados que satisfaz a condigoes de Lipschitz (77). Se L < as;:g; entao o

problema (?7?7) e (?77) tem uma solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.

Teorema 4.4. Seja f(-,0) limitada e limy_,o (f (¢, 2) — f(t +nw,z)) = 0 uniformemente
emx € K en € N, para todo K C X limitado. Suponha que CM- | p \_i L <
asen (Z) e vale 7?7, entdo o problema (7?7) e (77) admite uma tnica solugao branda S-
assintoticamente w-periodica.
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Demonstragao. Seja S(X) das fungoes u € Cy([0,00), X) tais que

lim (u(t) — u(t +nw)) =0,

t—o00

uniformemente en n € N. Observe que se u; — g, com {uy}reny C S(X), ou seja, para
todo k, temos uy, € Cp([0,00), X) e limy o (ug(t) — up(t + nw)) = 0, entédo

luo — uo(t + nw)l| < Jluo(t) — ur(t)]| + lJun(t) — un(t + new)|]

+  |lur(t + nw) — uo(t + nk)||.

Logo limy_,o(ug — ug(t + nw)) = 0, uniformemente em n € N. Portanto, S(X) é um
subespaco fechado de Cy([0,00), X). Assim, se u € S(X), entao

Jim (f (4 new, u(t +nw)) = f(t,ult))) =0,

uniformemente em n € N. Defina I',, : S(X) — S(X) como em (??). Como

_ MLl w( e + 150l
lealloe < e D |
E - )
«a e < «A[<l; o0 ) cn) <u/m P
Joaft +m) = va®] < CM(Lllulloe + 17,00 ) (| 7,750
0o 1 7é
+2/ d8>+CM\u|ﬂ7r€
. T[] s asen (2)

Portanto, I, € S(X). Assim, analogamente a demonstragao do Teorema (?7), concluimos
que I',, tem um tnico ponto fixo em S(X), logo o resultado segue do Teorema (?7).

g

Para concluir este trabalho, analisemos a existéncia e unicidade de solucao branda
S-assintoticamente w-periddica para a seguinte equagao fracionéria

Deu(t,x) = D2u(t,r) — pu(t,z) + D a(t)f(u(t,00)), t>0,2€[0,7], (4.7)
u(t,0) = wu(t,m) t>0, (4.8)
w(0,7) = u(x) v e, (49)

onde ug : [0,7] = Rea, f:[0,00) — R sao fungoes apropiadas.

Consideremos o problema (??) e (??) com X = L?[0,7] e A definido em D(A) C X
por Au =" —vu, v > 0, com

D(A) = {u e L*[0,7];u" € L0, 7], u(0) = u(x) = 0}.

Sabemos que Au = u~ é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico limitado
de angulo 7 em L?[0, 7], a saber, o semigrupo gaussiano, estudado no Exemplo ??. Do
Teorema 3.7.11 de [?], temos que X, C p(A) e

sup [[AMAI —A)7H| < oo, Ve>0.

AEX ¢
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Seja Sz 1= {A € C; |arg(—A)| < 5}, entdo
C—S% :E% CZTFCp(A).

Deste modo, se A € C — Sz, entdo A +v € p(A). Logo, (A= A)™" = (A+v)[ = A)~!
existe, para todo A no exterior do setor Sz. Além disso, temos que

1

1A = A = (A + )T = A) 7 < Pyl

Portanto, A é setorial tipo —v < 0. Assim, assuma que a(-) é uma funcao S-
assintoticamente w-periddica e que existe uma constante L > 0 tal que

| fx)=fw)ISLlz—yl|, Vo,yel0, 00).

Se lalloe < %E)L, entdo pelo teorema (?7), existe uma tnica solu¢do branda S-
v a T
assintoticamente w-periddica de (??) e (??7). Se além disso, lim;_,o(a(t +nw) —a(t)) = 0,

uniformente em n € N, entao a solugao é assintoticamente w-periodica.
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