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RESUMO

Para o dimensionamento e a concepcao de estruturas em geral, faz-se sempre necessario a
correta avaliagdo das tensdes e deslocamentos em vista a um bom desempenho estrutural dos
seus componentes. Nestes moldes, frisa-se que o procedimento normalmente utilizado para o
dimensionamento de vigas metalicas considera um comportamento elastico-linear do material e
baseia-se nas consideracdes ou restricGes cinematicas da teoria de vigas de Euler-Bernoulli.
Todavia, ressalta-se a necessidade de prever o comportamento dos elementos estruturais sob
regime de deformacdes plasticas, em vista ao entendimento dos modos de falha e as zonas de
deformacdes plasticas. Diante do exposto, este trabalho propde um procedimento semi-analitico
para a avaliacdo das tensGes e deslocamentos em vigas metalicas sob um regime elastoplastico de
deformacéo, considerando as restricGes cinematicas da teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Além
disto, adota-se um procedimento incremental-iterativo baseado nas EquacOes de Prandtl-Reus
modificadas, propostas em Mendelson (1968), em vista a calcular as deformacdes plasticas.
Ademais, com o intuito de verificar o modelo proposto, comparou-se os resultados obtidos com
este modelo com aqueles advindos de uma anélise empregando o ABAQUS®, software baseado
no Metodo dos Elementos Finitos. Por fim, observou-se uma boa concordéncia entre os
resultados, demonstrando a eficacia do modelo e sobretudo sua relevancia quando de uma

avaliacdo mais realista e sofisticada do comportamento estrutural de vigas metéalicas.

Palavras-chave: Vigas Metalicas. Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli. Anélise Elastopléstica.
Teoria da Plasticidade. EquacOes de Prandtl-Reuss Modificadas.



ABSTRACT

The stress and displacement analysis is necessary to design and build efficiently any
structure. In general, the current accepted procedures to design steel beams admit the linear-
elastic material behavior and are based on the assumptions adopted by the Euler-Bernoulli beam
theory. However, it is critical to predict the behavior of the structural elements under plastic
deformation, in order to understand the failure modes and the plastic hinges formation in steel
beams. Accordingly, this work proposes a theoretical procedure to evaluate stresses and
displacements in steel beams under elastoplastic deformation, assuming the kinematic
assumptions of the Euler-Bernoulli beam theory. Moreover, an iterative-incremental procedure
based on the reformulated Prandtl-Reuss equations proposed by Mendelson is employed to
compute the plastic strains, in the context of a secant or total elastoplastic formulation. In order
to verify the proposed approach, its results are compared with those ones obtained by the finite
element method analysis. This comparison demonstrates the effectiveness of the proposed
model, and shows the possibility to realize more realistic and sophisticated analysis of steel

beams using this approach.

Keywords: Steel Beams. Euler-Bernoulli Beam Theory. Elastoplastic Analysis. Theory of

Plasticity. Reformulated Prandtl-Reuss Equations.
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1.  INTRODUCAO

Diante de um cenério de crescente aumento das demandas atreladadas as necessidades
humanas e do meio ambiente, a Engenharia tem se tornado indispensavel. Mais especificamente,
os estudos depreendidos pela Engenharia Civil tém contribuido bastante para atender estas
referidas demandas, sobretudo no que diz respeito a construcdo. Nesses moldes, esclarece-se que,
de maneira geral, 0s projetos de componentes estruturais admitem que as possiveis solicitacdes
externas conduzem a um comportamento elastico dos materiais constituintes, como mencionam
Jorge e Dinis (2005).

Todavia, ha a necessidade de prever o comportamento dos elementos estruturais sob regime
de deformacdes pléasticas, sobretudo devido a questdes de seguranca. Do mesmo modo, a
simulacdo dos processos de fabricacdo de componentes metalicos por conformacdo mecanica
(laminagdo, forjamento, trefilagdo, extrusdo, estampagem) envolvem inevitavelmente
deformacdes plasticas. Nesta perspectiva, evidencia-se a importancia do entendimento dos

fendmenos e modelos relacionados a formulacdo do comportamento plastico dos materiais.
1.1.  Motivagao e Justificativa do Trabalho

A maioria dos procedimentos adotados em projetos de componentes estruturais baseiam-se
nas restricdes cinematicas adotadas pela teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Além disso, admite-
se que 0s possiveis carregamentos externos conduzirdo o material a um comportamento linear-
elastico, o que significa que as deformacgbes serdo reversiveis e que a Lei de Hooke para a
relagdo tensdo-deformagcdo é valida. Em contrapartida, a andlise do comportamento de estruturas
sob o regime de deformacdo plastica tem se tornado importante, além de ter alcancado avancos
significativos nas Gltimas décadas (Baker and Heyman (1969); Horne (1979); Moy (1981); Neal
(1977)). Em adicdo, Baker (1949) observou que os métodos de dimensionamento que
consideram o regime plastico para o caso de vigas continuas, proporcionam maiores niveis de

economia.

Obviamente, nas construgdes tradicionais de engenharia, engenheiros e projetistas devem
dimensionar as estruturas cuidadosamente em vista a impedir deformagdes excessivas e limitar o
estado de tensdo a certo nivel. No entanto, existem alguns tipos de componentes estruturais que

necessitam de uma analise mais minuciosa, sob a perspectiva de uma teoria mais sofisticada. A
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titulo de ilustracdo, cita-se alguns elementos constituintes de veiculos automotivos, os quais
precisam ser dimensionados de forma a otimizar a absorcdo de energia de deformacao, reduzindo
assim os efeitos de um possivel acidente. Neste caso, opta-se por utilizar fundamentalmente a

zona de comportamento plastico do material (JORGE, 2001).

Diante da referida necessidade do estudo e modelagem do comportamento de elementos
estruturais sob um regime elastopléastico de deformagdo, propde-se neste trabalho uma
formulacdo semi-analitica para analise elastoplastica de vigas metélicas. O presente modelo
adota as consideracGes ou restricdes cinematicas da teoria de vigas de Euler-Bernoulli no
desenvolvimento da formulagdo. Do mesmo modo, para a avaliagdo das deformacdes plésticas,
ultiliza-se um procedimento incremental-iterativo, baseado nas Equagfes de Prandtl-Reuss
modificadas, proposto em Mendelson (1968). Dessa forma, o modelo proposto viabiliza a
realizacdo de analises mais realistas e sofisticadas de vigas metalicas sob regime elastoplastico

de deformacéo.
1.2.  Objetivo Geral

Propor uma formulacdo semi-analitica para a andlise elastoplastica de vigas metélicas,
baseada na teoria de vigas de Euler-Bernoulli e num procedimento incremental-iterativo para

avaliacdo das deformacdes plasticas.
1.3.  Objetivos Especificos

Avaliar tensbes e deslocamentos em vigas metalicas sob regime elastoplastico de

deformacéo;

Empregar um procedimento incremental-iterativo proposto em Mendelson (1968), baseado

nas equac0es de Prandtl-Reuss modificadas, para avaliacdo das deformacdes pléasticas;

Investigar a formacédo de zonas de plastificacdo, suas respectivas localiza¢cbes no dominio da

viga, assim como a propagacéo destas durante a aplicacdo do carregamento;

Desenvolver recursos imageticos, tais como campos de tensdes e deformacdes e diagramas

em secdes especificas, de modo a obter celeridade na interpretacdo da anélise.
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2.  FUNDAMENTACAO TEORICA

Para uma melhor compreensdo e formulacdo do problema investigado, faz-se necessario o
estudo de alguns campos da mecanica dos sélidos. Neste aspecto, apresentam-se as trés teorias
principais que serviram de embasamento para a formulagio e melhor entendimento do problema.
Destaca-se, no entanto, que estas teorias serdo apresentadas de forma bem suscinta, sobretudo
por questdes de objetividade, sendo apenas a teoria da plasticidade um pouco mais longa e

detalhada, dada sua inerente complexidade.
2.1.  Introducdo & Teoria da Elasticidade

A teoria da elasticidade se preocupa com o entendimento e formulagcdo do comportamento
reoldgico dos materiais, em outras palavras, esta teoria propde uma maneira pela qual o material
se deforma quando sujeito a acOes externas. De maneira geral, concebe-se um modelo fisico-
matematico para modelagem do comportamento reoldgico dos materiais, levando-se em
consideracdo resultados obtidos experimentalmente, o que caracteriza a via fenomenoldgica. Em
adicdo, de modo a simplificar a analise, considera-se que 0s materiais sdo continuos, 0 que
significa dizer que as funcbes que representam os esforcos, deslocamentos, deformacdes, etc.,
sdo continuas no espaco e no tempo. Esta hip6tese é razoavel para o caso do material estudado
neste trabalho, posto que a dimensdo maxima dos cristais de um metal é, no geral, infinitamente

inferior as dimensdes comumentes analisadas pela engenharia (SILVA, 2004).

Dando continuidade, definem-se a seguir alguns conceitos fundamentais da teoria de
elasticidade, a saber, (1) forcas externas, (2) esforcos internos, (3) movimento de corpo rigido,

(4) tensdo, e (5) deformacéo.

(1) Forgas Externas — sdo forgas exercidas exteriormente ao corpo por meio de mecanismos
exteriores a este e dividem-se em forcas de corpo e de superficie. O primeiro deles pode
ser entendido como forcas que atuam no volume do corpo, como a gravidade por
exemplo. Por outro lado, as forcas de superficie sdo as que atuam na superficie de um
corpo, como o peso distribuido na superficie de uma estrutura por exemplo.

(2) Esforgos Internos — sdo forgas internas ao corpo solido exercidas entre as partes
constituintes deste. A titulo de ilustracdo, pode-se exemplificar esforcos internos como o

esforco normal e transversal, 0 momento fletor e torsor atuantes em uma determinada
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secdo transversal de um elemento estrutural, de forma a garantir o equilibrio das partes,
além de satisfazer a terceira lei de Newton, com acdo e reacdo atuantes em partes
distintas do corpo.

(3) Movimento de Corpo Rigido — consiste no deslocamento dos pontos constituintes de um
corpo, sem que haja, no entanto, variacdo da distancia entre eles.

(4) Tensdo — definida como a forga interna por unidade de area, esta possibilita analisar os
esforgos internos de maneira independente das dimensdes e geometria do corpo.

(5) Deformacéo — definida como a variacdo da distancia entre dois pontos no interior de um
corpo dividida pela distancia original, esta viabiliza analisar o0s deslocamentos

independentemente das dimensdes e geometria do corpo.

Assim sendo, apresenta-se nos subitens a seguir, uma breve abordagem acerca da analise de

tensao, analise de deformacao e relagbes constitutivas.
2.1.1. Anélise de Tensao

Esclarece-se, inicialmente, que os estados de tensdo em torno de um ponto consistem em
grandezas fisicas tensoriais ou, em outras palavras, podem ser expressos como um vetor com
nove componentes para o estado de tensdo tridimensional e quatro componentes para o estado
plano de tensdo (SILVA, 2004). Assim sendo, fala-se aqui de tensor de tensdo que consiste na
organizacdo das componentes do vetor de tensdo em relacdo a um sistema de coordenadas

previamente escolhido.

Admitindo-se um carregamento externo aplicado a um corpo genérico composto pelas
forcas P1 a Pg e um plano de analise AB conforme ilustra a Figura 1. Considerando-se um
elemento de area (44) neste plano sob acdo de um elemento de forca (4P), a tensdo pode entdo
ser definida como segue:

__ AP

9= 2a (1)

Fazendo-se uso da Equagdo 1, pode-se definir a tensdo em um ponto (p) do material

tornando 44 infinitamente pequeno. Dessa forma, a tensdo em (p) pode ser expressa como:

. AP
9p = MM, 2 )
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Figura 1: llustragdo de um corpo genérico sujeito a um carregamento externo.
Fonte: Adaptado de Mendelson (1968).

De modo a ter uma definicdo completa do estado de tensdo em um ponto, € necesséria a
avaliacdo das tensGes relativas a trés planos mutualmente perpendiculares entre si, que em escala
infinitesimal definem este ponto. Considerando-se um sistema de eixos perpendiculares entre si
(X, y, z) e um paralelepipedo com dimens6es infinitesimais (dx, dy, dz), como ilustrado na Figura
2, observa-se que a definicdo completa do estado de tensdo neste ponto se da por meio de um
tensor com nove componentes, como previamente mencionado. Abaixo, explicita-se de maneira

geral o estado de tensdo em um ponto.

Gx Txy Txz
O'l'j = |Tyx O-y Tyz (3)
Tox sz O-Z

A Figura 2 mostra uma representacdo do estado de tensdo em um ponto, ilustrando a
convengdo de sinais geralmente adotada, sendo nesta figura todas as tensdes positivas. As
componentes da diagonal principal da matriz da Equacdo 3 representam as tensdes normais,

enguanto que as demais referem-se as tensdes de cisalhamento.
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Figura 2: llustracdo e convenc¢ao do estado de tensdo em um ponto.

Fonte: Mendelson (1968).

Dando continuidade, menciona-se que, de modo a estabelecer o equilibrio a translacdo e
rotacdo, dois conjuntos de equacbes sdo comumente encontrados na literatura sobre teoria da

elasticidade. A Equacao 4 estabelece o equilibrio a translacéo.

00, 0Tyx 0T,
ox dy 0z

+F =0

(4)

0Tyy 00y 01z
Ty Ty T LR =
dx ay + 0z + y

0Ty, 0Ty, 00, LE =0
ox 9y 9z 7

Onde F,F, e F, representam as componentes da forga de corpo por unidade de volume,
concernentes aos eixos x,y e z, respectivamente. As Equacdes 4 s&o conhecidas na literatura

como Equacdes Diferencias de Equilibrio. Quanto ao equilibrio a rotacdo, pode-se deduzir a

seguinte relagéo:

()

Ty = Tyx s Tyz = Tzy 5 Txz = Tzx
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Por fim, elucida-se que para 0 caso desta pesquisa, adotou-se uma analise considerando-se
um estado plano de tensdo, sendo, portanto, nulas todas as componentes de tensdo na direcdo de

Z.
2.1.2. Andlise de Deformacao

A andlise de deformacdo esta relacionada com os deslocamentos relativos dos pontos que
compBem o corpo, estes ultimos definidos em relacdo & um sistema de eixos referencial.
Basicamente, todos os pontos do corpo podem apresentar os mesmos deslocamentos, diz-se
entdo que houve deslocamento de translacdo e/ou rotacdo de corpo rigido do corpo. A
deformacdo, por outro lado, é acompanhada por esfor¢os internos, e constituem num
alongamento ou encurtamento, ou mesmo distor¢do, de uma porcdo especifica do corpo. A
analise de deformacéo é importante para a analise estrutural, uma vez que as tensdes podem ser
relacionadas com as deformac6es, fornecendo-se os parametros necessarios para uma analise
completa da estrutura. A hipétese de continuidade é de grande valia, pois permite que as
deformagdes sejam definidas independentemente das dimensdes do elemento estrutural. A
seguir, baseando-se em Silva (2004), apresentam-se alguns conceitos iniciais da analise de
deformacdo, a saber, as propriedades matematicas do tensor de deformacdes e suas relacdes com

os deslocamentos, definindo-se, assim, 0 movimento dos pontos constituintes de um corpo.

Ha Y

Yo+ o)

...........

T (I
Zo + g
- r

(b)

Figura 3: (a) deslocamento do ponto genérico P de um corpo; (b) determinacdo da deformacao ¢,,.
Fonte: Silva (2004).
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Quanto ao tensor de deformacdes, tem-se trés deformacdes normais e trés deformacdes
angulares, ou distor¢des. Assim sendo, o estado de deformacdo em um ponto fica totalmente
definido por um tensor com seis componentes independentes. A Figura 3 (a) ilustra um sistema
de coordenadas ortogonais (X, y, z) com 0s pontos que constituem o corpo. No processo de

deformacdo do corpo, o ponto P é deslocado para a posicdo P’, sendo este deslocamento

representado pelo vetor PP’. Dessa forma, apds a deformacgdo, o ponto tera as seguintes
coordenadas: (x+u, y+v, z+w), onde u, v e w sdo componentes do campo de deslocamentos nas
direcOes de X, y e z, respectivamente, sendo, assim, fungdes continuas dependentes destas

coordenadas.

A Figura 3 (b) mostra uma representacdo oportuna para a formulacéo da deformacdo normal
na direcdo de x (&, ), esquematizando um segmento de reta de comprimento dx definido pelos
pontos Po(Xo,Yo,20) € P1(Xo+dXx,Yo,20). Assim, apds a deformagéo, as posigdes destes pontos serdo
P ’o(Xo+Uo, Yo+Vo, Zo+Wo) e P '1(xo+dx+u1, Yo+Vi, Zo+W1), respectivamente. A partir de operacoes
algébricas e geométricas, pode-se constatar que:

+ 24
u, = u, —ax
1 0 ax

v =V + Z_de (6)

+ 2%
W, = W, —dax
1 0 ax

Como a deformacdo normal consiste na variagdo do comprimento em relagdo ao
comprimento inicial, observa-se que:

_ Py'Py —dx
xXx dx

o PPy = (1 + gp)dx ()

Fazendo-se uso do teorema de Pitagoras para expressar P, P;" em funcéo de suas projecdes
nas direcOes dos eixos coordenados, e atentando-se para o fato deste procedimento ser
perfeitamente reproduzivel para os outros dois eixos (y e z), pode-se chegar as seguintes

relacdes:

S’ Ou  1[sow? v\ ow\?
o
2 ox 2|\ox ox ox
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gyyz _ v

s (R RN ®

&2 0w 1[/0u\? ov\? ow\ >
o
2 dz 2|\0z dx dx

Dando continuidade, segue o procedimento para a determinacdo das distor¢des, a fim de se

L1
2

obter a completa caracterizacdo do estado de deformacdo em um ponto. Inicalmente, considere

0s segmentos de reta perpendiculares entre si antes da deformacédo, como ilustra a Figura 4. Apés

a deformacéo, tem-se os segmentos compostos por P,'P,’ e P,'P,’, também ilustrados na Figura

4,
Y,

y W
F
dy + L
v+ 5, dy
P
]
_I.'].:]‘
L I
dy o F ‘
Py 4w i
H‘] 4 [irs
dr 1

I
2 T

Figura 4: llustracao esquematica para determinacéo das distorgoes.

Fonte: Silva (2004).

De posse desta representacdo, fazendo-se o produto escalar entre os vetores P,'P," e P,'P,’,

depois de algumas manipulagdes algébricas, pode-se chegar a seguinte relacdo:

du , Ov , dJudu , ovdv , Owow

+
dy O0x 0xdy 0xdy 0x0y
sen(6y,) = 9
( xy) (1+exx)(1+Eyy) ( )

Analogamente, pode-se provar que:

ou  Ow , dudu , dvov , dwow

Sen(e ) — £+E+axaz+axaz+axaz (10)
xz (A+exx)(1+ezz)
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dv  o0w , dudu , dvov , Owdw

_E-’-a dyodz 0ydz 0y 0z
sen(0y,) = (1+&yy)(1+&57) (11)

De posse das Equacdes 8, 9, 10 e 11, define-se completamente o estado de deformacdo em
um ponto. Salienta-se, no entanto, que esta formulacdo da deformacdo em um ponto € geral e
bastante complexa, uma vez que sdo expressdes longas, envolvem derivadas parciais, e as

deformac0es e distor¢des sdo fornecidas de forma implicita.

Dessa forma, torna-se oportuno adotar algumas consideracdes simplificadoras. A principal
delas advéem de uma condicdo quase sempre adotada nos projetos de engenharia, das
deformacgdes serem muito pequenas, imperceptiveis para o usuario da estrutura, sendo, portanto,
bastante razoavel considera-las infinitesimais. Assim sendo, é possivel fazer diversas
simplificacBes nas Equacdes 8, 9, 10 e 11, obtendo-se, assim, uma caracterizagdo mais simples
do estado de deformacdo em um ponto. As EquacBes 12 e 13 representam o estado de

deformag&o em um ponto para um regime de pequenas deformagdes.

du
gxx=£
av
Eyyza (12)
ow
SZZ:E
¥y _ _l[a_” v
2 T3 0y+6x
Yz _ o _ 10w Ow
2~ X2 7 5oz 0x (13)
Vyz _ . _1fov a_W]
2 T H273 az+ay

2.1.3. Relagdes Constitutivas

Nos itens anteriores, foram apresentados os aspectos tedricos relacionados com analises de
tensdo e de deformacdo em um ponto de forma independente, como se estas analises pudessem
ser realizadas de forma dissociada, embora se falasse na relacdo entre elas. Nestes termos, este

item tem como objetivo apresentar as relagdes constitutivas, que constituem o elo entre tensoes e
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deformacdes, como destaca Silva (2004). Nesses moldes, esclarece-se que a via fenomenoldgica
é sempre usada no processo de quantificacdo e entendimento do comportamento reolégico dos
materiais. Em adicdo, neste processo se faz sempre necessario a adogdo de modelos de
comportamento, os quais sdo diversos na literatura. Nesta se¢do, considera-se 0 modelo linear
elastico proposto por Robert Hooke (Lei de Hooke) e, por fim, admite-se que o material é

isotropico.

Com base nessas informacdes, torna-se oportuno analisar um estado de tensdo uniaxial
definido pela tensdo longitudinal (o,,), € encontrar a sua relagdo com as deformacgoes
longitudinal (s,) e transversais (e, € &,,), € replicar esta formulagdo para as outras direcoes,
visto que a consideracdo de material isotrépico permite esta abordagem. De maneira geral,
considerando-se o,, positivo, observa-se um alongamento na direcdo longitudinal (x) e
encurtamentos idénticos nas diregfes transversais (y e z). Estas deformacdes nas direcdes
transversais sdo decorrentes do efeito Poisson, que propde uma relacdo linear entre as
deformagdes transversais e longitudinal, definida pelo coeficiente de Poisson (v). Por sua vez, a
lei de Hooke propde uma relacgdo linear entre tenséo e deformacéo longitudinais, definida pelo
modulo de elasticidade (E). Atentando-se aos aspectos mencionados, e observando o principio da

superposicao dos efeitos, pode-se chegar nas seguintes relacoes:
1
Exx = E [Uxx - v(o-yy + Uzz)]
1
Eyy = [oyy — v(0xx + 022)] (14)

1
Ez7 = E [Uzz - v(o-xx + O-yy)]

Similarmente, constata-se que as tensfes tangenciais provocam distor¢fes no plano em que

atuam, permitindo assim uma formulagao para yyy, Yxz, € Yy, As relagoes entre as deformagdes

angulares e as tensdes tangenciais sdo apresentadas abaixo:

Yxz = Esz (15)
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1
Yyz = ETyz

Onde G consiste no modulo de elasticidade de cisalhamento, e esta relacionado com E e v

por meio da Equacdo 16.

G = E

T 2(1+v)

(16)

De posse das Equacgdes 14, 15 e 16, define-se completamente a lei constitutiva de um
material isotrpico com comportamento elastico linear. A seguir, apresenta-se um breve

apanhado sobre a teoria da plasticidade.
2.2. Introducdo a Teoria da Plasticidade

Mendelson (1968) menciona que a teoria da plasticidade é compreendida em duas
categorias, a saber, teorias fisicas e teorias matematicas. As teorias fisicas se empenham em
explicar o motivo pelo qual os metais apresentam comportamento plastico, considerando o que
acontece com 0s atomos, cristais e grdos que constituem o material. Por outro lado, as teorias
matematicas se importam com o aspecto sistematico, objetivando formulacbes passiveis de
verificacdo experimental, sendo, portanto, aplicaveis do ponto de vista macroscopico. Esta
categoria € mais estudada na Engenharia de Estruturas, pois fornece as ferramentas necessarias

para aplicacdes praticas.

Dessa forma, este material restringe-se as teorias matematicas envolvidas no estudo da
plasticidade, e serdo abordados os seguintes conceitos fundamentais do modelo elastoplastico:

critério de escoamento, regras de endurecimento e de escoamento plastico e leis constitutivas.
2.2.1. Ensaio de Tracdo Uniaxial e Observacbes Experimentais

O ensaio de tragdo uniaxial consiste no experimento mais conhecido, simples e importante
do estudo da mecanica dos materiais. Um corpo sélido prismatico é inserido em um aparato para
que seja submetido a acréscimos graduais de tensdo na dire¢éo longitudinal, de forma a alongéa-lo
nesta direcdo, onde sdo mensuradas as tensbes e as deformacgdes (tanto longitudinais como
transversais). Nesta perspectiva, define-se a tenséo de engenharia (o,,) pela Equacgédo 17, onde P
representa a carga longitudinal agindo sobre o corpo, enquanto Ao representa a area inicial da

secdo transversal.
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P
Op = A_o (17)

Em adicdo, define-se também a deformacéo longitudinal média (¢) a partir da Equacgéo 18,
na qual lo representa o comprimento inicial, e | equivale ao comprimento do corpo ap6s a

aplicacdo da carga.

(18)

A partir das leituras dos esforgos de tracdo e dos respectivos alongamentos, pode-se tracar
um diagrama relacionando a tensdo de engenharia e a deformacdo longitudinal média (grafico
tensdo-deformacéo). Para uma liga metalica, de acordo com observacdes experimentais, tem-se

um grafico tensdo-deformacédo assumindo o aspecto representado na Figura 5.

a
P
BY i
A \\—-I'ténsﬁo limite elastico
L‘;"telhsﬁo limite proporcionalidade
Q| £°| £ &

Figura 5: Gréfico tensdo-deformacéo de uma liga metélica.
Fonte: Jorge e Dinis (2005).

Como pode ser observado na Figura 8, o ponto A consiste na tensdo limite de
proporcionalidade, ponto a partir do qual o material passa a apresentar um comportamento ndo-
linear. Enquanto isso, o ponto B representa a tensdo de escoamento, que é a tensdo limite do
comportamento elastico. Nos metais mais correntes, o trecho AB da curva é muito pequeno,
sendo por isso razoavel admitir ndo haver distincdo entre a tensdo de escoamento e a tensao

limite de proporcionalidade.

2.2.2. Modelos Uniaxiais Idealizados para o Comportamento Elastoplastico do Material



26

Diante da complexidade inerente ao real comportamento do grafico tensdo-deformacéo,

alguns modelos foram idealizados, buscando-se facilitar o estudo do comportamento

elastoplastico dos materiais. Tomando-se a tensdo aplicada (o) e a deformag@o (g), pode-se fazer

as seguintes distingdes para o0 comportamento idealizado dos materiais:

Comportamento linear elastico: esta idealizacdo € uma das mais usadas no estudo do
comportamento de estruturas. Esta admite que o material assumira comportamento que
obedece a lei de Hooke, o que caracteriza uma relacdo linear entre tensdo e deformacao.
A Figura 6 ilustra fisicamente esta idealizag&o.

Figura 6: Modelo linear elastico.

Fonte: Jorge e Dinis (2005).

Comportamento rigido-perfeitamente plastico: em situacdes em que pode surgir
deformac0es plasticas a idealizacdo de comportamento linear elastico € incapaz de prover
meios sistematicos para analise. Assim sendo, propOe-se idealizacbes para 0
comportamento plastico do material, sendo o mais basico deles o0 comportamento rigido-
perfeitamente plastico. Nesta idealizacdo, tem-se 0o material se comportando como um
corpo rigido até um certo nivel de tensdo, logo apo6s este nivel de tensdo o material inicia
um processo de deformacdo plastica continuado, sem que haja necessidade de acréscimos

de tensdes. Estes conceitos sdo, fisicamente, ilustrados na Figura 7.

atrito

o /o

—
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Figura 7: Modelo rigido-perfeitamente plastico.

Fonte: Jorge e Dinis (2005).

Comportamento rigido-plastico com endurecimento linear: esta idealizacdo é bem similar
a anterior, no entanto, no processo de deformacao plastica assume-se uma relacdo linear
entre tensdo e deformacdo pléstica e, portanto, um acréscimo de deformacdo pléstico

requer, necessariamente, um acréscimo de tensdo. A Figura 8 ilustra estes conceitos.

—_/ atrito
[—

Figura 8: Modelo rigido-plastico com endurecimento linear.

Fonte: Jorge e Dinis (2005).

Comportamento elastico-perfeitamente plastico: assume-se um comportamento linear
elastico até um certo nivel de tensdo, o qual é conhecido como tensdo de escoamento.
Depois de atingido esta tensdo, o material apresenta um comportamento perfeitamente
plastico, 0 que representa um processo de deformacdo plastica continuado, sem que haja

necessidade de acréscimos de tens@es. A Figura 9 ilustra estes conceitos.

'_/ atrito
o Jlk ‘i‘ I tﬂ M ii A ‘I m ‘E ‘E ] o

Figura 9: Modelo elastico-perfeitamente plastico.

Fonte: Jorge e Dinis (2005).
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e Comportamento elastoplastico com endurecimento linear: por fim, este modelo considera
um comportamento linear elastico até a tensdo de escoamento. Neste regime assume-se
que o material se deforma conforme a lei de Hooke. Depois de atingido esta tensdo, o
material apresenta deformac&o pléstica com relacéo linear entre tensdo e deformacéo e,
portanto, um acréscimo de deformacéo pléstico requer, necessariamente, um acréscimo

de tensdo. A Figura 10 ilustra estes conceitos.

Figura 10: Modelo elastoplastico com endurecimento linear.

Fonte: Jorge e Dinis (2005).

2.2.3. Lei da Decomposicao

O comportamento elastoplastico compreende o fendmeno pelo qual o material responde
inicialmente de maneira elastica, e a partir de um certo nivel de tensdo apresenta um

comportamento inerentemente plastico.

A Figura 11 mostra o modelo reoldgico elastoplastico unidimensional. Por consequéncia da
tensdo aplicada (o), 0 material sofrerd uma deformacéo (g), a qual pode ser decomposta em sua

componente elastica e sua componente plastica, como mostra a Equacao 19.

e=e’+¢° (19)
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| (1+&%)L, | (1+&")L, [

Figura 11: Modelo reol6gico elastoplastico unidimensional.
Fonte: Jorge e Dinis (2005).

Como ja mencionado, a deformacao causada pelo carregamento sera elastica até um certo
ponto (limite eléstico), e dentro deste intervalo esta deformacdo satisfaz a lei de Hooke. A
deformacéo pléastica inicia-se quando a tensdo aplicada atinge o limite elastico, ou seja, quando

esta excede a tensao de escoamento ().

A luz destas consideraces, em uma formulagio elastopléstica é conveniente decompor o
tensor das deformacgdes em uma componente elastica e uma componente pléastica, e estabelecer
modelos matematicos separadamente. Dessa forma, para 0 comportamento elastico utiliza-se da
teoria da elasticidade, e para o comportamento plastico a teoria da plasticidade, onde trés

aspectos importantes devem ser considerados:

(i) Estabelecer um critério de escoamento, indicando o inicio da plastificacéo;
(i) Estabelecer uma lei de endurecimento depois da plastificacdo iniciada;
(iii) Definir uma regra de escoamento, de modo a desenvolver uma relagdo entre

tenséo e deformacdo pos-plastificacéo.

2.2.4. Superficie de Escoamento

Atentando-se aos aspectos supracitados, faz-se necessario introduzir uma abordagem que
extrapole a nogdo basica de carregamentos e modelos unidimensionais, em vista a estender estes
conceitos para um estado de tensdo tridimensional. Assim sendo, enunciam-se, abaixo, quatro

postulados importantes sobre o inicio do processo de escoamento.

Existe uma funcdo geral para o escoamento - assume-se que 0 escoamento depende

apenas do estado de tensdo e ndao da maneira pela qual este estado foi alcangado. Uma lei define
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um limite de elasticidade, que consiste em um critério para o inicio do escoamento. Em outras

palavras, admite-se a existéncia de uma funcéo de escoamento f (o;;), tal que:

Se f (i) < 0 ou f (;;) = 0 e f*(0;;) < 0, entdo o material esta no regime elastico. Se
f(oi;) = 0e f*(g;;) = 0, entdo o material estd exibindo um comportamento pléastico. Onde

f (ay;) define a superficie de escoamento, e f*(o;;) indica o incremento do carregamento.

O material é isotrépico — este postulado diz que ndo ha diferenca entre as direcdes
escolhidas, o que significa que a funcdo de escoamento serd a mesma independentemente das
direcdes dos eixos. Uma implicacdo importante deste postulado é a possibilidade de definir

f (al-j) apenas como funcéo das tensbes principais, f (oy, 03, 03).

O escoamento independe do estado de tensdo hidrostatico — isso significa que a funcéo f
depende apenas das tensdes desviadoras principais, Si1, Sz € Sz, ou seja, f (S;,S,,S3). Utilizando-
se 0s invariantes das tensdes desviadoras, Ji, J2 € J3, e atentando-se para o fato que J1 = 0, tem-se

que f é fungdo dos invariantes Jz e J3, ou seja, f (J2,/3).

Comportamentos idénticos para tracdo e compressdo — postula-se aqui que o material
apresenta as mesmas propriedades de escoamento tanto sob efeito de tracdo quanto de

compressdo. Isso implica na imposigéo que a funcéo de escoamento seja uma fungéo par, ou seja,
f (03) = f (=a3)).
Estes constituem os quatro postulados principais para o desenvolvimento de uma funcdo de

escoamento sob o viés da teoria classica da plasticidade.

Fundamentando-se no exposto, desenvolve-se a seguir conceitos fundamentais relacionados

a funcdo de escoamento genérica.
2.2.4.1. Funcéo de Escoamento Genérica

Sem perda de generalidade, uma funcdo para a superficie de escoamento pode ser escrita
como f (J,,J3) = 0, sendo esta definida no espaco das tensdes principais (o;, 05, 03). A luz dos
postulados supracitados, os estados de tensGes principais cujos pontos estiverem dentro desta
superficie determinam um comportamento elastico do material, enquanto 0s pontos que

estiverem sobre a superficie indicam o inicio de um comportamento plastico do material.
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Nesse contexto, a Figura 12 ilustra o espago das tensdes principais, assim como a superficie
de escoamento com suas peculiaridades e adjacéncias. Desta forma, a reta o, = 0, = 03

representa o eixo hidrostatico, sendo este igualmente inclinado em relacdo aos eixos principais,

A . . . 11 . ;. .
com angulo de inclinagdo igual a cos™? 5 Intuitivamente, a superficie de escoamento consiste

em um prisma infinito cuja geratriz é paralela ao eixo hidrostatico, devido ao fato do escoamento

independer do estado de tens&o hidrostatico.

[ ]

g
~
-
-~
~
-

Eixo Hidrostatico
1= 0= O3

Superficie de Escoamento
f(J3,J3)=0

Plano Octaédrico
o1t ot G3=0

Figura 12: Superficie de escoamento genérica.
Fonte: Adaptado de Shames e Cozzarelli (2014).

Dando continuidade, observa-se a representacdo de um ponto P(ay, g5, 05) genérico situado
dentro da superficie de escoamento, do vetor o e das suas componentes nas direcdes desviadora
(o,-) e hidrostatica (g, ), do plano octaédrico e do vetor direcional (&), que descreve a direcao
do eixo hidrostatico. Desta forma, utilizando-se de conhecimentos algébricos e geométricos,

pode-se verificar que o, € o, podem ser expressos, respectivamente, pelas Equacdes 20 e 21.
O'r = Sl?-l- 52]_)+S3E (20)

0, = Ol + O] + Ok (21)
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Onde a,, corresponde a tensdo média (o,, = (o, + 0, + 03)/3), € 51, S, € S5 s&0 as tensdes
principais do estado de tenséo desviador.

2.2.5. Critério de Escoamento de VVon Mises

O critério de escoamento proposto por Von Mises, estabelece a seguinte expressao para a

fungéo de escoamento.
Y2
f(]2)=]2—?=0 (22)
Atentando-se para o fato de que /2], = |a,.|. O critério de escoamento de VVon Mises pode

ser geometricamente representado por um cilindro circular infinito com raio igual a \EY,

representado no sistema de coordenadas a;, g,, g5 conforme ilustra a Figura 13.

a3

Superficie de Escoamento

Figura 13: Representacao geométrica do critério de escoamento de Von Mises.
Fonte: Adaptado de Shames e Cozzarelli (2014).
2.2.5.1. Critério de Von Mises para um Estado Plano de Tenséo

O segundo invariante do estado de tensdo desviador, J,, pode ser também expresso como
Jo = %[(01 —0,)% + (0, — 03)? + (03 — 07)?]. Assim sendo, para um estado plano de tensao,

onde o3 = 0, a Equacdo 22 pode ser simplificada da seguinte forma.
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01% — (0,01)* + 0,2 = Y? (23)

A Equacdo 23 caracteriza uma elipse rotacionada a 45° em relacdo a horizontal no

plano gy, g, , conforme ilustra a Figura 14.

Figura 14: Representacio geométrica do critério de VVon Mises para o Estado Plano de Tens&o.
Fonte: Adaptado de Mendelson (1968).

2.2.5.2. Critério da Maxima Energia de Distorcao

O critério da méxima energia de distor¢cdo assume que 0 escoamento iniciara quando a
energia de distorcdo for igual a energia de distor¢cdo no momento do escoamento para um estado

uniaxial de tensdo, ou seja, quando ug; = ugim), ONde uy representa a energia de distorcao.

Neste interim, a Equacdo 24 expressa u, em termos de Jo.

1+v
Ug =—/2 (24)

.. o .. 1+v
Para um estado uniaxial de tensdo, ao iniciar o escoamento, tem-se ud(lim) =2 T Yz, o

1+v _, _ 1+v . . . : :
que resulta em: EY = ?]2. Nesta perspectiva, evidencia-se, a partir de uma simples
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manipulacdo algébrica, que o critério da maxima energia de distorcdo € exatamente igual ao

critério de escoamento de VVon Mises.
2.2.6. Regra de Endurecimento

O “encruamento” ou “endurecimento” pode ser entendido como a propriedade de um
material aumentar a tensdo axial com a evolucdo da deformacdo axial apds o ponto de
escoamento. A Figura 15 exemplifica este fendmeno de endurecimento dos metais, ao passo que

ilustra 0 aumento na tensdo de escoamento apOs 0 processo consecutivo de carga e descarga.
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Figura 15: llustragé@o do processo de endurecimento dos metais.
Fonte: O Autor (2017)

Dessa forma, a superficie de escoamento muda com a ocorréncia de deformacdes plasticas
adicionais. A “regra de escoamento” define a evolucdo da superficie de escoamento com o fluxo
plastico, e esta mudanca na superficie de escoamento pode ser matematicamente expressa por

meio da Equacéo 25.
f (0ij, &%) = F (0yj,€57) + K?e,P = 0 (25)

Onde o termo F (o), &;;P) define a forma da superficie de escoamento, enquanto o termo

K?&,P define o tamanho desta. Neste ponto, faz-se necessario definir tensdo e deformacéo

plastica efetivas. Estas s@o definidas pelas Equacgdes 26 e 27, respectivamente.

00 =Tz = (0= 0.7 + (3, — 027 + (05— )] (26)
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e = [elera] = [ElEm?+ et + e @)

Observa-se que, para um estado de tensdo uniaxial, onde o, # 0 e 0, = a3 = 0, a tenséo
efetiva sera igual a o;, 0 que pode ser facilmente constatado para as outras duas direcdes
principais. Em adi¢do, quando em regime plastico, o material apresenta invariancia do seu
volume, ou seja, consiste em um material plastico incompressivel. Assim sendo, por meio de
manipulacgdes algébricas com a Equacao 27, para um estado de tensdo uniaxial, pode-se verificar

que &,P = g,P.
2.2.6.1. Modelo de Endurecimento Isotrdpico

Neste modelo, considera-se que a superficie de escoamento inicial se expande
uniformemente sem distorcdo e sem translacdo quando ocorre o fluxo plastico. A partir disso,

utilizando-se do critério de escoamento de Von Mises e da Equacdo 25, tem-se:

f (]Zigijp) =F Uz) + Kzgep =0.

O-ez 2

— 4+ K*¢g,P = (28)
A partir da Equacdo 28, para o estado de tensdo uniaxial, pode-se verificar a seguinte

igualdade: g, = Y(&.P). Desta forma, obtém-se o critério de escoamento de Von Mises para

materiais elastoplasticos com endurecimento isotropico.
2.2.6.2. Modelo de Endurecimento Cinematico

Neste modelo, conjectura-se que durante o fluxo pléstico, a superficie de escoamento se
desloca como um corpo rigido no espago das tensdes, mantendo a forma, o tamanho e a
orientacdo da superficie inicial. Dessa forma, a evolucdo da superficie de escoamento com o

fluxo pléastico pode ser matematicamente representada pela Equagéo 29.
f (0ij,&;7) = F (01; — 03 (7)) + K* = 0 (29)

Onde o; jR(sl- ;P) consiste no tensor das tensOes de recuperagao, representando graficamente

a translagdo do centro da superficie de escoamento, tendo a mesma dimensdo do tensor das

tensodes.
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2.2.6.3. Modelo de Endurecimento Misto

Neste modelo, considera-se que durante o fluxo pléstico a superficie de escoamento sofre
uma translacdo definida por ain(eijp) e uma expansdo uniforme medida por K2¢,P, mantendo

sua forma original. Isto pode ser expresso matematicamente pela Equacao 30.
f (01, €j7) = F (0;; — 0i;% (7)) + K?€,P = 0 (30)
2.2.7. Condicao de Continuidade do Fluxo Plastico

Se num determinado ponto de um corpo for verificada a condi¢éo f (al-j, eijp) < 0, o corpo
apresentara nesse ponto um comportamento elastico. Se, por outro lado, for verificada a
igualdade f (aij, sl-jp) =0, o comportamento sera pléastico. Quando em regime plastico, o
comportamento do ponto material serd condicionado pela variagdo de f (aij, eijp) relativamente
a 0;;. Desta maneira, a condigdo de continuidade do fluxo plastico € que o incremento em “f”
seja nulo (“df = 0”). Abaixo, as Equagdes 31, 32 e 33 expressam df para 0s casos de materiais

elastico-perfeitamente plastico, elasto-plastico com endurecimento isotrépico e elasto-plastico

com endurecimento cinematico, misto ou distorcional, respectivamente.

9 T
df =(£) do (31)
afn\T )
df =(Z) do+ ag’; ~de,? (32)
_ (or\" of
df =(Z) do+Laer (33)

Onde do = {do;; do,, ... doy,}" representa o vetor incremento de tensdo e deP =

{de P dey,P ... de,P}T representa o vetor incremento de deformacio plastica. Além disso, o

) . r\ . R .
vetor gradiente da funcdo de escoamento (;’;) é um vetor normal a superficie de escoamento:

of {6f af af }T
do )

60'11 60'22 60'12

Para materiais elasticos-perfeitamente plasticos, a condicdo de continuidade do fluxo

TR TI ar\’ : . . :
plastico implicard em (é) do = 0, ou seja, o gradiente de “f” serd perpendicular ao vetor
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incremento de tensdo, pois o;; deve permanecer na superficie de escoamento, que por sua vez

ndo se altera durante o processo de escoamento.

Do mesmo modo, para materiais elastoplasticos com endurecimento, a condicdo de

of

T
-~ 3 p
aa) do > 0entdo de,”? > 0

continuidade do fluxo pléstico leva as seguintes conclusdes: (1) se (

T
e (2)se )" do < 0 entdo de,P = 0, consistindo, portanto, no retorno ao regime elastico.
do

2.2.8. Postulado de Drucker

Enguanto a energia elastica de deformacdo é totalmente recuperavel, a energia associada a
um comportamento plastico ndo é totalmente recuperavel, por conta de fendbmenos de origem
térmica e/ou de contato a nivel atbmico. O postulado de Drucker tem como objetivo tratar esses
fendmenos de uma maneira sistematica e passivel de modelagem. Abaixo enuncia-se este

postulado.

Postulado de Drucker: Suponha que tenhamos um estado inicial de tensdo, e um dado
agente externo produz incrementos de tensdo, e em seguida 0s remove lentamente. Diante disso,

tem-se que:

(1) O trabalho realizado pelo agente externo durante a aplicacdo do carregamento € positivo.

(2) O trabalho resultante ap6s o ciclo de carregamento e descarregamento € zero ou positivo.

Matematicamente, o Postulado de Drucker pode ser enunciado da seguinte maneira:

suponha que para um estado de tensdo o;; e de deformagdo &;; um dado agente externo produz
incrementos de tenséo do;; e de deformacéo de;;, tendo este Ultimo uma parcela elastica (de;;°),
e podendo ter uma parcela plastica (de;;”). Agora suponha que este agente externo seja

removido, liberando os incrementos de deformacao elastica. Diante disso, tem-se:
(1) Trabalho realizado pelo agente externo durante a aplicacao do carregamento:
dojjde;; = doy;j(de; ;€ + de;P) >0 (34)
(2) Trabalho resultante ap6s o ciclo de carregamento e descarregamento:

do-ij(dgij — dSije) = dO'ideijp >0 (35)
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Para materiais elasticos-perfeitamente plasticos verifica-se que doijdsijp =0, sendo a
expressao daijdeij” > 0 valida para materiais elastoplasticos com endurecimento. Além disso,

um material que satisfaz o Postulado de Drucker é dito “estavel” ou “work-hardening material”.

Os materiais que apresentam um processo de “amaciamento” (tensdo diminuiu com a
deformacéo) ndo satisfazem o Postulado de Drucker e apresentam um comportamento “instavel”,
pois um determinado estado de tensdo conduziria a mais de um estado de deformacédo. Apesar
dos materiais elésticos-perfeitamente plasticos apresentarem um comportamento “instavel”, os
mesmos satisfazem o Postulado de Drucker, pois ndo apresentam um processo de

“amaciamento’.
2.2.9. Leis da Normalidade e da Convexidade

O Postulado de Drucker pode ser estendido para um incremento de tensdo finito, em
particular para o caso em que o estado de tensdo inicial (o;;*) se encontra no interior da
superficie de escoamento e o0 estado de tenséo final (o;;) esta sobre a superficie de escoamento.
Admitindo-se um incremento de carga que conduza o estado de tensdo de o;;* para o estado de
tensdo o;;, € em seguida um descarregamento que conduza novamente o estado de tensdo para

o;;*, 0 Postulado de Drucker implica na seguinte relagao:
(O-l'j — O'ij*)dé'l'jp =0 (36)

Esta expressdo tem importantes consequéncias na teoria da plasticidade. Para uma superficie
de escoamento diferenciavel em todos os seus pontos, como ocorre para o critério de Von Mises,
é possivel definir um plano tangente a superficie em qualquer ponto pertencente a mesma, assim
como um vetor normal a esse plano. Admitindo-se uma representacdo esquematica
bidimensional para a superficie de escoamento e a relacdo dada pelo Postulado de Drucker

expressa por um produto escalar dos vetores (6 — a*) e de&P, segue:
(6 —0").de? =0 (37)

Onde g = {0-11 037 ... 0-12}T, 0'* = {0-*11 0-*22 0-*12}T (] dgp dEfIﬂIdO como

anteriormente.
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De posse destas informacdes, para que a relacdo dada pelo Postulado de Drucker seja valida
para um estado de tensdo eléstico inicial “arbitrario”, o vetor incremento de deformagao plastica
deP deve ser normal ao plano tangente a superficie de escoamento e com o sentido apontando
para fora da mesma, esta é a lei da normalidade. A Figura 16 ilustra esta lei por meio de uma
representacdo bidimensional da superficie de escoamento e adjacentes.

\
\ Plano Tangente
Superficie de Escoamento \

\

Figura 16: llustracéo bidimensional da lei da normalidade.
Fonte: O Autor (2017)

Por outro lado, se o estado de tensdo inicial se encontrar do outro lado do plano tangente a
superficie de escoamento, a relagdo dada pelo Postulado de Drucker ¢ “violada”. Deste modo,
toda a regido elastica encontra-se do mesmo lado do plano tangente, concluindo-se que a
superficie de escoamento é “convexa”. Esta é a chamada lei da convexidade. A Figura 17 ilustra
esta lei por meio de uma representacdo bidimensional da superficie de escoamento com

concavidade e adjacentes.

Superficie de Escoamento
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Figura 17: llustracéo bidimensional da lei da convexidade.

Fonte: O Autor (2017)

2.2.10. Funcéo Potencial Pléstico e Regra de Escoamento

A funcéo potencial eléstico [g (a;;)] é uma funco escalar das tensdes a partir da qual os

incrementos de deformacao plastica podem ser determinados.

Regra de escoamento ou de fluxo plastico: a hipo6tese cinematica postulada para a
deformacao pléstica ou fluxo plastico é a seguinte.

deP = dA2Z (38)

6ai]-

Onde dA representa o fator de proporcionalidade escalar ndo negativo, denominado
“multiplicador plastico”. Assim sendo, elucida-se duas leis concernentes ao fluxo pléstico, a

saber, a lei associativa do escoamento plastico e a lei associativa de Von Mises.

Lei associativa do escoamento plastico: a funcdo de escoamento coincide com a funcéo
potencial plastico, ou seja:

g (O-ij) = f (O-ij) dEijp = dla_f (39)

anj

A lei associativa também ¢ referida como “condi¢do de normalidade ”, uma vez que resulta
da aplicacdo da lei da normalidade, valida para materiais que satisfazem o Postulado de Drucker.
Para os metais, a utilizacdo da lei associativa leva a resultados concordantes com observagoes

experimentais.

Para outros materiais, como € o caso dos solos, a aplicacdo de regras de escoamento plastico

fazendo uso da lei ndo associativa [g (o;;) # f (0;;)] conduz a resultados mais realistas.

Lei associativa de Von Mises: para materiais elasto-plasticos com endurecimento

y? (geP)
3

isotropico, o critério de Von Mises admite que f (J,, &.P) =], — = 0 e, portanto, a lei

associativa de VVon Mises pode ser expressa pela Equacéo 40.
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P g2l gp 2L 02 . g P — -
dey? = dAg - =dAg 0% - dey’ = dAS, (40)
d ) : . N . <
Uma vez que % =1e f = §;;. Assim sendo, a Equacao 40 implica na seguinte relagao:
2 ij
dl — dellp — dgzzp — d$33p — d823p — d813p — dglzp (41)

S11 S22 S33 S23 S13 S12
Estas Gltimas sdo conhecidas como Equac6es de Prandtl-Reuss.
2.2.11. Relacéo Entre Incrementos de Deformacéo Plastica e Deformacéo Total

Esta secdo baseia-se em um procedimento delineado em Mendelson (1968), o qual propde
uma abordagem incremental-iterativa para avaliacdo dos incrementos de deformacdo plastica a
partir da deformacdo total, sem necessitar recorrer as tensbes. Primeiramente, supde-se um
estado de tenséo o;; e de deformacdo plastica ¢;;P resultantes de um dado carregamento. Em
seguida, supde-se incrementos de deformacéo plastica deijp decorrentes de um incremento de

carregamento. Desta forma, a deformacao total ¢;; pode ser avaliada como segue:
gij = Eije + Eijp + dEijp (42)

Onde ¢;;° corresponde a componente elastica da deformagdo total, ;;” representa a
deformacdo plastica acumulada antes do incremento de carregamento (admitida conhecida) e
deijp corresponde ao incremento de deformacdo plastica resultante do incremento de

carregamento (ainda a ser determinado). Dando continuidade, a Equacdo 43 define a deformagéo
total modificada.

Slij = gij — Sijp (43)
Atentando-se para o fato de que ¢';; = &;° + de;P, e subtraindo-se a deformagéo média

dos elementos da diagonal principal de ambos os lados da equagéo, tem-se:
e'ij = eije + d&'ijp (44)

Onde e; ;¢ corresponde ao tensor desviador de deformagdo elastica, e e';; representa o tensor

desviador de deformacéo total modificada. A partir da lei de Hooke e das Equacdes de Prandtl-

Reuss:
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, 1
e ij = (1 +m) dEijp (45)

Onde G é o mddulo de elasticidade de cisalhamento. Neste ponto, define-se a deformacéo
total modificada efetiva como e', = Ee’ife’if’ e por meio de manipulacdes algébricas
apropriadas, tem-se:

de.P

dgijp = e,ij (46)

ele

2 . ~ , .- .
Onde de, P = /gdeijpdsijp corresponde ao incremento de deformacdo plastica efetiva.

Como estas equagdes foram deduzidas a partir das equactes de Prandtl-Reuss, elas fazem uso de
forma implicita da funcdo de escoamento de Von Mises. Ademais, a deformagdo total
modificada efetiva é apenas uma definicdo matematica, sem nenhum significado fisico. Para o

incremento de deformacéo pléastica efetiva, tem-se:

er _%e(anterior)
p _ e 3G
dee(atual) - doe (47)
1+d£€p(anterior)
3G

EH

—&, .., considerando-se materiais elasto-plasticos com
E—-H (anterior)

Onde o, (anterior) = Y+

endurecimento linear, e H consiste no parametro de endurecimento do material. De posse desta
formulagdo, é possivel avaliar os incrementos de deformacgdo plastica resultantes de um

incremento de carregamento.
2.3. Teoria de Viga de Euler-Bernoulli

Inicialmente, esclarece-se que a teoria de viga de Euler-Bernoulli faz uso de trés
consideracGes béasicas no processo de formulacdo das tensbes atuantes em vigas. Abaixo,

explicita-se estas consideragdes basicas:

Para o caso de elementos submetidos a um momento fletor aplicado perpendicularmente ao

eixo longitudinal, considera-se:

0] O eixo neutro ndo apresenta alongamento ou encurtamento;

(i) Todas as se¢des permanecem planas e ortogonais ao eixo deformado;
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(iii))  Quaisquer deformacOes das secbes em relacdo aos seus proprios eixos serao

desprezadas;

De posse destas consideracbes, pode-se partir para a deducdo da relacdo momento-
curvatura, da formula da flexdo, da férmula do cisalhamento transversal e quaisquer outras
formulacGes e observancias oportunas desta teoria. Assim sendo, mostra-se a seguir,

suscintamente, esta formulagéo.

Relacdo Momento-Curvatura: para a obtencdo desta relacdo, parte-se inicialmente da
seguinte equacao.

M(x) = fA —YOyx dA (48)

Sabe-se, diretamente da consideracéo (i), que &,, = —Ky, onde K representa a curvatura e y
caracteriza a localizacdo de andlise ao longo da altura da viga. Combinando ¢,, = —Ky com a

lei de Hooke na Equacéo 48 e resolvendo-a para K, obtem-se a relacdo momento-curvatura:

_ me
K = = (49)

Formula da Flex&o: esta pode ser obtida, simplesmente pela substituicdo de ¢,, = —Ky
em o,, = E¢,, (lei de Hooke), depois substituindo a relagio momento-curvatura e resolvendo

para o,... Seguindo-se este procedimento pode-se chegar na formula da flexdo:
M(x)
Oxx = _Txy (50)

Onde | representa 0 momento de inércia da secdo em relagdo ao eixo neutro.

Localizacdo do Eixo Neutro: fazendo-se a resultante das forcas horizontais igual a zero,

tem-se:
Eo=[ 0ndAd=0- [ [-KylEdA=0 (51)

Considerando-se que K e E sdo ambas grandezas ndo nulas, obrigatoriamente fA ydA =0

e isso implica que o eixo neutro coincide com o eixo do centroide horizontal da peca.

Formula do Cisalhamento Transversal: Hibeller (2011) prop6e um procedimento para a

obtencdo da formula do cisalhamento transversal baseado no equilibrio horizontal de forcas em



44

um elemento como ilustrado na Figura 18. De posse desta representacdo, pode-se obter a

seguinte equacdo:

YE =0 [,0'dA — [, 0dA —1y,(tdx) =0 (52)

J“% 3,{) .

M /‘ “_ ‘\\M +dM
C ¥

| I i M + dM
| | -
Lol / —

~_ \\ =

w -

Figura 18: Vista tridimensional e vista lateral.
Fonte: Hibeller (2011).

dM(x)

Substituindo a formula da flexdo na Equacdo 52, atentando-se para o fato de que

consiste no esforgo cortante (Q(x)) e resolvendo para ,,, tem-se a formula do cisalhamento

transversal:

Q) Vv
Tay = = (52)

OndeV = [, ydA =y'A".

De maneira breve esta é a formulacdo da teoria de viga de Euler-Bernoulli. Destaca-se que
esta formulacdo modela apenas o comportamento de vigas sob um regime elastico de
deformacdo. O modelo proposto neste trabalho, utiliza-se de procedimento analogo no processo
de formulacdo para um regime elastoplastico de deformacgédo. No que se segue, apresenta-se esta
formulacéo, fazendo-se sempre uma comparacdo paralela entre as férmulas da teoria de viga de

Euler-Bernoulli e as propostas neste estudo.
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3. FORMULACAO DO MODELO PROPOSTO

No processo de formulacdo do modelo proposto neste trabalho, adotou-se as restricGes
cinematicas da teoria de viga de Euler-Bernoulli. Inicialmente, ndo se conhece a deformagéo
plastica, ¢,,P, mas prossegue-se com a formulacdo, como se este parametro fosse conhecido, e
posteriormente este é avaliado por meio do procedimento incremental-iterativo descrito em
2.2.11.

Antes de proceder para a formulacdo da relacdo momento-curvatura para um regime
elastoplastico de deformacdo, propBe-se o invento de uma nova variavel (y) a qual mede a
divergéncia entre o eixo do centroide horizontal e o eixo neutro como ilustra a Figura 19. Sabe-
se que, para os casos de vigas analisados neste trabalho, o eixo neutro ainda coincidira com o
eixo do centroide horizontal, isso pela simetria da secdo das vigas e, sobretudo, pela

consideracdo de comportamento idéntico para tracdo e compressdo do material.

No entanto, se estas hipoteses ndo forem satisfeitas, o eixo neutro ndo coincidird com o eixo
do centroide horizontal, sendo, portanto, a concep¢do de y bastante oportuna. Dessa forma,
optou-se por desenvolver uma formulacdo mais genérica por meio da criacdo deste parametro,
mesmo que para o0s casos analisados neste trabalho o y seja desnecessario.

K
I

M

I External Load

External Load

S \j————rx
EXI

(@ (b)
Figura 19: (a) Diagrama de deformacao longitudinal para um regime elastico; (b) Diagrama de

deformacé&o longitudinal para um regime elastopléstico genérico.
Fonte: Santos e Cavalcante (2016)

Baseando-se no exposto, segue-se para a avaliacdo de y, notando que agora &, =

—K(y — ¥). Em adicdo, o principio da decomposicdo, delineado em 2.2.3, afirma que €,,¢ =
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Exx — ExxP. Utilizando-se da condicdo de resultante de forgas horizontais nula, conforme

Equacéo 51, tem-se agora:

[, [=K(y =3 — exxP]EdA =0 (53)

Operando algumas manipulagdes algébricas basicas na Equagdo 53, pode-se chegar na

seguinte relacéo:

— 11 1
y:EZ A Sxxp dA+ZfA ydA (54)
Vale notar que %fA y dA corresponde ao centro geométrico da secdo em relacdo a y, e como

este foi definido iniciando-se no meio da viga como ilustrado na Figura 19, %fA ydA =0.

Assim sendo y é avaliado com a equacao a seguir:

p

y =2 (55)

1 1 . _ ~
Onde &,,? = ZfA &xPdA. Tendo uma formula para y, pode-se agora formular a relacéo

momento-curvatura para um regime elastoplastico de deformacdo. Isto € feito na secdo

subsequente.
3.1. Relacdo Momento-Curvatura para um Regime Elastoplastico de Deformacéao

Para um regime elastoplastico, a Equacdo 48 fornecera a seguinte igualdade:

M(x) =E [K [, ?dA—K7 [, ydA+ [, y e dA ] (56)

Substituindo y = Z’g na Equacdo 56 e fazendo-se algumas simplificacGes, pode-se obter:
M(x)=E[KI—exfoAydA+fAysxxpdA] (57)

Atentando-se para &,,P = % f , Exx! dA e substituindo-o na Equacéo 57, obtem-se:

M(x)=E[KI—%fAydAfA e’ dA+ [, yexxpdA] (58)
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Observando, novamente que % ) , ¥dA =0 e resolvendo a Equacdo 58 para K, pode-se

determinar a relagdo momento-curvatura.

_ M)
T EI

K =50 =11, vt dA (59)

Facilmente, pode-se observar que se &,,” = 0 a relagdo momento-curvatura deduzida aqui
para um regime elastopléstico, reduz-se a relagdo momento-curvatura para um regime elastico,

representada pela Equacao 49.
3.2. Férmula da Flexao para um Regime Elastoplastico de Deformacéo

Para a deducdo da formula da flexdo, utiliza-se a lei de Hooke combinada ao principio da
decomposicdo. Logo apds, pode-se substituir K pela expressdo dada pela Equacdo 59. Este
processo é mostrado abaixo:

Oxx = E(&xx — &xxP) =

Oxx = E[_K(y - 37) - gxxp]

M(x) _

Oxx = E [_( £l %J'A Y Exx? dA)(y -y - gxxp] (60)

Operando algumas simplificacGes basicas na Equacdo 60, pode-se obter a formula da flexéo

para um regime elastoplastico:

_ M(x)

_ E _
Oxx = I Cab?) +7(y_y) fA Y Exx? dA — E€y,P (61)

Fazendo-se uma rapida andlise, percebe-se que se ¢,,” = 0 entdo y = 0 por consequéncia, e
assim sendo, a Equacdo 60, reduzir-se-a a Equacgdo 50 que é a formula da flexdo para um regime
elastico de deformacdo. Esta comparacao/verificacdo é importante para uma rapida averiguacao
da consisténcia do modelo proposto neste trabalho. A seguir, deduz-se a férmula do

cisalhamento transversal.

3.3. Formula do Cisalhamento Transversal para um Regime Elastoplastico de

Deformacéo
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Quanto a esta formulacdo, faz-se uso do mesmo procedimento delineado em 2.3 e
considera-se a ilustracdo da Figura 18. Considerando deformacbes plasticas, o equilibrio

horizontal de forgas dado pela Equagéo 52, fornece a seguinte equagéo.

M(x+4 _ E _ ,
[ (-2 y - 5+ 0]+ E [y = F(x + AD)] [, ¥ P G+ A%,Y) dA — Eey?(x + Ax,y)} dA’ =

Lo =220y = 5001+ 21y = 51 [, ¥ &P (0,Y) dA — EeyP(x,)} dA’ = 1, thx (62)

A Equacdo 61 leva em consideracdo a variagdo do momento fletor (M (x)) e do eixo neutro
(¥) ao longo de um elemento horizontal da viga genérico (4x). Faz-se Ax tender a zero, aplica-se
operacbes do calculo diferencial e integral e resolve-se esta equagdo para z,,. Apos uma
manipulacdo algébrica um pouco extensa e exaustiva, pode-se chegar a férmula do cisalhamento

para um regime elastoplastico.

p vy ! v ! P
Tyy = [—Q(x)+EfA y "’g;; dA]%A +[M(x)—EfA Y £4P dA]I—lt%A —% Iy af;gj dA
(63)

Onde y' = %IA, y dA'. Analogamente, se ¢,,,7 = 0 e y = 0 entdo a Equacdo 63 reduzir-se-a
a Equagdo 52 que é a formula do cisalhamento transversal para um regime elastico de
deformacéo. Tendo as Equacdes 55, 59, 61 e 63 caracteriza-se 0 estado de tensdo, deformacéo e

também é possivel avaliar deslocamentos em vigas metalicas sob regime elastoplastico.

Vale destacar, no entanto, que quando comparada com a formulagdo da teoria de viga de
Euler-Bernoulli para um regime elastico, a formulacdo proposta apresenta um maior nivel de
robustez e complexidade. A seguir, sera feito uma simplificacdo do modelo proposto, em vista a
obter expressdes mais simples, mas ainda validas para muitos casos de carregamentos,

vinculacGes e padrdes geométricos de vigas.
3.4.  Simplificacdo do Modelo

Para 0 caso de vigas submetidas a carregamentos aplicados transversalmente ao seu eixo
longitudinal, e considerando-se haver uma perfeita simetria em qualquer se¢do transversal de
analise, como € o caso das vigas estudadas neste trabalho, nota-se que o eixo neutro também
coincidira com o eixo do centroide horizontal. Isso se da pelo fato de haver uma distribuicao
simétrica do campo de deformac6es plasticas em relagdo a y, o que leva a deformacéo plastica
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média a ser zero. Consequentemente, como pode ser observado na Equagédo 55, tem-se y = 0. De

posse destas observacdes, pode-se simplificar bastante 0 modelo proposto.

Assim sendo, a formula da flexdo pode ser simplificada, fazendo-se ¥ = 0 na Equacéo 61.

Dessa forma, obtem-se:

M(x) E
Oxxy = — Ix y+TyfA ygxxp dA_Esxxp (64)

Analogamente, fazendo-se y =0 na Equacdo 63, pode-se simplificar a formula do

cisalhamento transversal:

dx Tt Ja T ax

Toy = [-Q + E [, y 22l aa| T L g 2ol g p (65)

Estas duas simplificacdes sdo de ordem consideravel, sobretudo esta Gltima, pois a Equacéo
63 € bastante extensa. Na secdo a seguir, apresenta-se trés métodos numéricos que foram
utilizados no processo de implementacao da analise usando 0 modelo proposto, assim como uma

breve descricdo da rotina do algoritmo que implementa o modelo proposto.
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4. METODOS NUMERICOS

A implementacdo foi realizada utilizando o0 MATLAB®, software muito explorado por
cientistas e engenheiros no mundo todo, por sua ampla capacidade de realizar analises
numeéricas, célculo com matrizes, processamento de dados e construcdo de graficos com uma
interface amigavel (MathWorks, 2016). Como pode ser percebido facilmente, o modelo proposto
ndo é passivel de ser implementado apenas levando-se em consideracdo operacdes analiticas,

sendo necessario aplicar alguns métodos numéricos para realiza¢do da anélise.

Dessa forma, para realizacdo das operacdes de diferenciacédo e integracdo necessarias nesta
analise, utilizou-se o método das diferencas finitas e a regra do trapézio, respectivamente. Em
adicdo, para a avaliacdo da deflexdo em cada viga estudada, optou-se por utilizar o método de
Euler Melhorado.

4.1. Método das Diferencas Finitas

Esta secdo e a subsequente se baseam, preponderantemente, no trabalho de Amos e
Subramaniam (2014). Estes autores, mencionam que a diferenciacdo numérica é sempre
necessaria quando nao se tem expressdes analiticas, ou estas sdo muito complexas de serem
resolvidas com procedimentos usuais do célculo diferencial. A diferenciacdo numérica, faz-se

necessaria também quando se dispde de um conjunto de dados discretos.

Nesta perspectiva, esclarece-se que para a diferenciacdo numérica tem-se duas abordagens
estabelecidas na literatura dos métodos numéricos. A primeira delas consiste em ajustar, ou
interpolar os pontos discretos e entdo avaliar as derivadas analiticamente. A segunda consiste na

aproximacdo por diferencas finitas e esta foi a utilizada neste trabalho.

Quanto a este método, frisa-se que a derivada em um ponto x; € aproximada tomando-se 0s
valores dos pontos na vizinhanga, x;_; e x;,,. Esta aproximagcdo é feita avaliando a inclinacéo da
reta que ligas estes pontos da vizinhanga de x;. Para obter um nivel aceitdvel de preciséo, é
fundamental ter uma vasta quantidade de pontos para a analise e, no caso deste trabalho, isso é

possivel por meio de uma discretizagdo da viga em uma malha bem refinada.

Elucida-se que, no que tange ao método das diferencas finitas, existem trés maneiras bem

simples de aproximar derivadas. Estas sdo: formula da diferenca progressiva, férmula da
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diferenca regressiva e formula da diferenca central. A primeira delas avalia a inclinacdo da reta
que conecta os pontos (x;, f(x;)) e (x;+1, f(xi+1)), @ férmula da diferenca regressiva calcula a
inclinacdo da reta que conecta os pontos (x;_1, f(xi—1)) € (x;, f(x;)) e por fim a formula da
diferenca central avalia a inclinacdo da reta que conecta os pontos (x;_1, f(xi—1)) € (xi+1,
f(xi+1)). Optou-se por utilizar neste trabalho a formula da diferenca central, sendo as derivadas
aproximadas por meio da Equacéo 66.

af x;) = f&iv)—f(xi-1) (66)

E Xit+1—Xi-1
4.2.  Regrado Trapézio

Quanto a integracdo numérica, menciona-se que esta é necessaria sob 0s mesmos motivos
ou casos pelos quais a diferenciacdo numérica é necessaria, mencionados na se¢ao anterior. Na
literatura de métodos numéricos, encontram-se varios métodos para a aproximacao numeérica de
integrais. Basicamente, os métodos podem ser entendidos como métodos abertos e métodos

fechados.

Nos métodos abertos, o intervalo de integracdo extrapola os pontos finais deste intervalo,
enquanto nos métodos fechados, utiliza-se os pontos finais do intervalo na analise. A regra do
trapézio e o método de Simpson séo, por exemplo, métodos fechados, ao passo que 0s métodos

da quadratura de Gauss e do ponto central sdo métodos abertos.

A regra do trapézio consiste em um refinamento simples do método do retangulo e do ponto
central (ndo mostrados aqui) e faz uso do polindmio interpolador de Newton entre 0s pontos x=a

e x=b. A regra do trapézio, traduz-se na seguinte formula:
[f(@+f ()]
I(f) = 2222 (b - a) (67)

Utilizou-se a Equagdo 67 para aproximacdo numérica das integrais neste trabalho. A seguir

apresenta-se o método de Euler Melhorado para avaliagdo das deflexdes das vigas.
4.3. Método de Euler Melhorado

A deflexdo v(x) pode ser aproximada utilizando-se 0 método de Euler melhorado, uma vez
que a curvatura € conhecida, sendo dada pela Equacéo 59. Assim sendo, calcula-se a inclinagédo

0(x) e posteriormente a deflexdo. Noronha e Cavalcante (2015) mencionam que o método de



52

Euler melhorado consiste em uma discretizacdo do dominio de analise em n pontos,
(X0) X1y eoey Xy Xj 1y =r» Xn—1, Xn), S€NMO a inclinacdo 6;,, determinada a partir do valor da
inclinagdo no ponto anterior ( 6; ). Este processo se inicia com um valor conhecido de inclinacdo
inicial (6,), previamente determinado por meio de condic¢des de contorno. A formula fornecida

pelo método de Euler melhorado, para avaliacdo da inclinacdo é a seguinte:

Oir1 =~ 0; + (Xip1 — xi)% (68)

Seguindo um raciocinio analogo as deflex6es podem também ser avaliadas da mesma

maneira. As deflexes podem ser computadas por meio da Equacéo 69.
9i+9i
Vigr # VU + (g1 — XL)TH (69)

Por fim, atenta-se, novamente, para a necessidade de uma discretizacdo bem refinada de
modo a se obter um nivel de precisdo aceitavel. Estes métodos numéricos apresentados acima

viabilizaram a implementacdo do modelo proposto.
4.4. Descrigdo da Rotina do Algoritmo do Modelo Proposto

Apresenta-se, a seguir, uma descri¢do breve da rotina computacional criada nesta pesquisa

para a implementacdo do modelo proposto e obtencdo dos resultados necessarios para a analise.

Passo 01 - definicdo dos parametros de entrada: primeiramente, define-se alguns parametros
iniciais para a analise, a saber, as dimensbes da viga, a magnitude do carregamento e as

propriedades mecanicas do material.

Passo 02 — discretizacdo espacial da viga: define-se a malha da viga constando de 100
pontos na horizontal e 100 pontos na vertical. Nomeia-se a quantidade de pontos na horizontal e

na vertical como Nx e Ny, respectivamente.

Passo 03 — célculo de pardmetros geométricos: calcula-se a area da se¢do transversal e o

momento de inércia da se¢do transversal, parametros geométricos primordiais para a analise.

Passo 04 — inicializagdo dos incrementos de deformacdo plastica: inicia-se a avaliacdo dos
incrementos de deformacdo pléstica por meio da criacdo de matrizes de dimensdes Nx por Ny

compostas por elementos nulos.
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Passo 05 — célculo dos parametros para avaliacdo da tensdo de cisalhamento: inicia-se a
avaliacdo da area (A”), ilustrada na Figura 18, por meio da formulacéo classica da teoria de vigas
de Euler-Bernoulli, descrita em 2.3. Em adicdo, calcula-se 0 momento de primeira ordem
utilizado na avaliacdo da tensdo de cisalhamento e inicia-se o célculo da posi¢do do centroide

desta area.

Passo 06 — carga no passo corrente e avaliacdo dos esforcos internos: o carregamento é
dividido e “aplicado” aos poucos a viga. Assim sendo, calcula-se 0s esfor¢os internos no passo

corrente, a saber, 0 momento interno e o esfor¢o cortante, por meio da mecanica classica.

Passo 07 — calculo da curvatura e posicdo da linha neutra no passo corrente: avalia-se a
deformacdo plastica horizontal média, 0 momento de primeira ordem da deformacdo plastica
horizontal e 0 momento de primeira ordem da derivada horizontal da deformacéo plastica média,
por meio da regra do trapézio. De posse destes parametros, calcula-se a curvatura no passo

corrente, por meio da Equacéo 59 e a posicdo da linha neutra () por meio da Equacéo 55.

Passo 08 — avaliacdo da derivada horizontal da posicao da linha neutra: por meio do método

das diferencas finitas, avalia-se a derivada horizontal da posicéo da linha neutra.

Passo 09 — componente de tensdo horizontal e de cisalhamento: de posse destes passos
anteriores, calcula-se as componentes da tensdo horizontal e de cisalhamento, por meio das

Equacdes 61 e 63, respectivamente.

Passo 10 — célculo dos incrementos de deformacdo plastica efetiva e dos incrementos de
deformacdo pléastica: para a avaliacdo destes calculam-se primeiramente as deformacdes totais
modificadas, a média das componentes normais das deformacdes totais modificadas, as tensbes
totais modificadas desviadoras, a tensdo total modificada desviadora efetiva e a tenséo efetiva
com o modelo bi-linear. Em seguida, verifica-se por meio do critério de escoamento de Von
Mises modificado se houve escoamento. Se negativo, o incremento de deformacgdo pléastica
efetiva e os incrementos de deformacdo plésticas serdo nulos. Se positivo, o incremento de
deformacdo plastica efetiva e os incrementos de deformacdo plasticas sdo calculados e
atualizados a cada passo por meio do procedimento descrito em 2.2.11.



54

Passo 11 — atualizacdo da derivada horizontal da deformacéo plastica horizontal: por meio
do método das diferencas finitas a derivada horizontal da deformacéo pléastica horizontal pode

ser atualizada.

Passo 12 - inicio do procedimento iterativo: inicia-se um processo no qual as iteracdes sao
realizadas até se obter um bom nivel de convergéncia, estipulado por uma tolerancia de 107,

Neste procedimento, as varidveis descritas acima séo recalculadas iterativamente.

Passo 13 — organizacdo dos resultados: de posse dos resultados obtidos com 0s passos
acima, criou-se coOdigos para organizacdo e plotagens dos resultados. Estes programas,
basicamente se utilizam dos dados do programa descrito nos 12 passos anteriores para geragao
dos graficos. Os codigos geram o0s seguintes resultados: campo das deformacgdes plasticas
efetivas, campo das tensdes de cisalhamento, campo das tensbes horizontais, ao longo do
dominio da viga, deflexdo da viga e os diagramas das deformac6es plésticas efetivas, tensdo de
cisalhamento e tensdo horizontal em se¢des especificas da viga.
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5.  RESULTADOS NUMERICOS

A analise foi implementada no MATLAB® para obtencdo de resultados podendo estes
serem incialmente submetidos a uma rapida verificacdo para averiguar se ha concordancia entre
0s resultados obtidos e o que se espera fisicamente. No entanto, esta averiguacdo nao é suficiente
para validar o modelo proposto, sendo, portanto, necessario comparar os resultados obtidos nesta
pesquisa com resultados obtidos a partir de métodos j& validados ou a partir de experimentos.
Assim sendo, decidiu-se comparar os resultados obtidos pelo modelo proposto com resultados
obtidos com 0 ABAQUS®, software muito utilizado por seu poder de simulacdo numerica e que

emprega métodos dos elementos finitos em seu processo de solucdo de problemas.

A analise fornece alguns resultados que sdo mostrados a seguir, a saber, diagramas da tensao
horizontal e de cisalhamento em sec@es criticas de cada viga, campos das tensdes horizontais e
de cisalhamento, campo das deformac@es plasticas efetivas ao longo do dominio da viga e, por

fim, os gréficos de deflexdo das vigas.
5.1. Objeto de Analise

O objeto de estudo deste trabalho consiste em vigas metélicas com diferentes padrbes de
carregamento, vinculagdo e geometria. Considerou-se para analise trés configuracbes diferentes
de vigas, a saber, viga simplesmente apoiada, viga engastada e viga bi-apoiada com uma
extremidade em balangco. A primeira delas, apresenta as seguintes caracteristicas: (1)
comprimento de 3m, (2) secdo transversal de 30x15cm, (3) carregamento distribuido
transversalmente com magnitude de 650KN/m. Quanto a viga engastada, tem-se: (1)
comprimento de 1 m, (2) secdo transversal de 10x5cm, (3) carregamento concentrado na
extremidade livre com magnitude de 40 KN. Por fim, a viga bi-apoiada com uma extremidade
em balango apresenta as seguintes caracteristicas: (1) comprimento de 3m, (2) se¢do transversal
de 30x15cm, (3) carregamento distribuido transversalmente com magnitude de 2000KN/m.

As Figuras 20, 21 e 22 ilustram estas trés vigas com seus respectivos padrées de geometria,

vinculacdo e carregamento, os quais foram utilizados como parametros para a analise.
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Figura 20: Viga simplesmente apoiada com padrdes de geometria, vinculacbes e carregamento.
Fonte: O Autor (2017)
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Figura 21: Viga engastada com padrdes de geometria, vinculagdes e carregamento.
Fonte: O Autor (2017)
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Figura 22: Viga bi-apoiada com extremidade em balan¢o com padrdes de geometria, vinculagdes e

carregamento.

Fonte: O Autor (2017)
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Ademais, vale destacar que os valores dos carregamentos mostrados acima ndo foram
escolhidos arbitrariamente, os mesmos foram calculados em fungédo da geometria, da vinculacéo
e das propriedades do material. A definicdo da magnitude do carregamento objetivou certificar-
se que haveria zonas de plastificagdo no dominio da viga.

5.2. Propriedades do Material

As vigas mencionadas acima sdo constituidas do aco ASTM A36, o qual é amplamente
conhecido e utilizado para fins estruturais, como salienta Janior (2015). Este ago apresenta teor
de carbono variando entre 0,008% e 2,11%, sendo esta caracterisitica favoravel para alguns casos
e desfavoravel para outros. Por exemplo, o aumento do teor de carbono aumenta a resisténcia do
aco, mas diminui sua ductilidade (PFEIL, 2009).

O aco ASTM A36 apresenta modulo de elasticidade (E) de 200 GPa, coeficiente de Poisson
(v) igual a 0,26 e tensdo de escoamento (Y) igual a 250 MPa. Estas sdo as propriedades inerentes
ao referido material. Em adicéo, assumiu-se um valor para o parametro de endurecimento (H) de
20 GPa.

A seguir, apresenta-se os resultados obtidos para cada viga, bem como as discussdes e
conclus@es que podem ser tiradas a partir da anélise destes resultados.

5.3.  Viga Simplesmente Apoiada

De posse das configuracGes geométricas, de vinculacdo e padrdes de carregamentos desta

viga e também das propriedades do material, implementou-se o modelo proposto.

A Figura 23 traz os resultados dos campos de tensdes horizontais e de cisalhamento e o

campo das deformacdes pléasticas efetivas ao longo do dominio da viga.
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(@)

(b)

(©)

Figura 23: (a) Campo das deformagdes plasticas efetivas; (b) Campo das tensdes horizontais; (c)

Campo das tensdes de cisalhamento.
Fonte: O Autor (2017)

Os valores das deformacGes plasticas efetivas na Figura 23(a) sdo adimensionais, enquanto
os valores das tens@es horizontais e de cisalhamento, Figuras 23(b) e 23(c), estdo expressos em
N/m?, ou Pa. Ao interpretar o campo de deformagdes plasticas efetivas, Figura 23(a), percebe-se
uma Otima consisténcia fisica, pois a zona de plastificacdo encontra-se no meio da viga. Sabe-se
que, para 0 padrdo de carregamento desta viga, tem-se maiores niveis de tensdes no meio desta,
sobretudo porque o momento fletor atinge seu ponto maximo nesta localidade. Em adicdo, este
mesmo comportamento pode ser percebido para 0 campo das tensdes horizontais, o que fornece
um répido indicativo de que o modelo proposto estd em concordancia com 0 que se espera

fisicamente.

Outro fator importante € a simetria que estes campos de tensdes e deformacgdes apresentam,
tanto na direcdo de x quanto na direcdo de y, o que também se esperava, diante de todas as

considerac0es feitas neste trabalho.
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Dando continuidade, a Figura 24 apresenta a deflex@o da viga em questdo. Vale destacar que

Deflexao (mm)

a deflexdo maxima ocorre no meio da viga, como esperado, e que o seu valor maximo é 10 mm.

10 1%5
X (m)
Figura 24: Deflexo da viga.
Fonte: O Autor (2017)
5.3.1. Comparacéo dos Resultados

Para validar o modelo proposto, esta mesma viga, com seus padrdes de geometria,
vinculagdo e carregamento, foi analisada ultilizando-se o software ABAQUS®. A Figura 25
mostra os resultados dos diagramas das tensdes horizontais analisado no meio da viga. O gréfico
em azul representa os resultados obtidos com o modelo proposto, ao passo que o grafico em
laranja corresponde aos resultados obtidos para a mesma secdo utilizando o ABAQUS®.
Notavelmente, os resultados obtidos por meio do modelo proposto estdo muito préximos dos
resultados obtidos com 0 ABAQUS®.
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—— Proposed Model —— Abaqus
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Figura 25: Diagrama das tensdes horizontais na secdo do meio da viga.
Fonte: O Autor (2017)

Do mesmo modo, a Figura 26 ilustra os resultados dos diagramas das tensfes de
cisalhamento transversal analisados no meio da viga. Novamente, o grafico em azul representa
os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto o grafico em laranja corresponde aos

resultados obtidos para a mesma sec¢do utilizando o ABAQUS®.

—— Proposed Model —— Abaqus
0,15

0,1

0,05

0,15
-3,50E407 -3,00E407 -2,50E+07 -2,00E+07 -1,50E4+07 -1,00E+07 -5,00E406 O,00E+00

Oxy (Pa}
Figura 26: Diagrama das tens@es de cisalhamento transversal na se¢do do meio da viga.

Fonte: O Autor (2017)

A Tabela 1 mostra a divergéncia relativa percentual entre os resultados obtidos pelo modelo
proposto e pelo ABAQUS ®.



61

Tabela 1: avaliacdo das divergéncias entre 0 modelo proposto e 0 ABAQUS

Modelo ABAQUS® Divergéncia
Proposto Relativa Percentual
Oxx max (Pa) 2.58x10° 2.64x10° 2.4%
Txy MAX (Pa) -3.25x107 -3.44 x107 5.5%
IVMAX| (mm) 10 10.3 3%

Fonte: O Autor (2017)

Como pode ser observado, os resultados séo relativamente proximos, o que atesta a eficacia
e acuracia do modelo proposto, assim como reforca que o modelo proposto € confiavel e pode
ser utilizado para andlise de vigas metalicas sob um regime elastoplastico de deformacéo.
Verifica-se que, embora de ordem ndo expressiva, houveram divergéncias entre os resultados
obtidos por meio do modelo proposto e os resultados obtidos por meio do ABAQUS®, mas as
mesmas ja eram esperadas, posto que no processo de formula¢do do modelo proposto algumas
considerac@es simplificadoras foram estabelecidas. JA 0 ABAQUS® utiliza-se de procedimentos
mais robustos e sofisticados, e, portanto, viabiliza andlises mais livres de consideragdes

simplificadoras.

Além do mais, no processo de deducdo da formula do cisalhamento transversal (Equacéo
63) foram admitidas algumas hipoteses simplificadoras. Talvez a mais critica delas é que 0s
esforcos de cisalhamento sdo constantes ao longo da largura da viga, o que ndo é verdade e pode

ter sido um dos fatores que ocasionaram esta pequena divergéncia nos resultados.
5.4.  Viga Engastada
Similarmente, implementou-se o modelo proposto para analise da viga engastada.

A Figura 27 mostra os resultados dos campos de tensdes horizontais e de cisalhamento e o

campo das deformacdes plasticas efetivas ao longo do dominio da viga.

Os valores das deformacGes plésticas efetivas na Figura 27(a) sdo adimensionais, enquanto
os valores das tensdes horizontais e de cisalhamento, Figuras 27(b) e 27(c) estdo expressos em
N/m?, ou Pa. Ao interpretar o campo de deformagcdes plésticas efetivas, Figura 27(a), percebe-se
uma 6tima consisténcia fisica, pois a zona de plastificagdo encontra-se no engaste. Sabe-se que
para 0 padrdo de carregamento desta viga, tem-se maiores niveis de tensdes justamente no

engaste, sobretudo porque o momento fletor atinge seu ponto méximo nesta localidade. Em
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adicdo, este mesmo comportamento pode ser percebido para 0 campo das tensdes horizontais, o
que fornece um rapido indicativo de que o modelo proposto esta em concordancia com o que se

espera fisicamente.

(@)
—-—" 2
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(b)
6
% 10
— _5
| — -10
— '1 5
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Figura 27: (a) Campo das deformagdes plasticas efetivas; (b) Campo das tensdes horizontais; (c)

Campo das tensdes de cisalhamento.
Fonte: O Autor (2017)

Novamente, estes campos de tensdes e deformacgbes apresentam simetria na direcdo de y, o

que também se esperava, diante de todas as consideracgdes feitas neste trabalho.

Dando continuidade, a Figura 28 apresenta a deflexdo da viga em questdo. Vale destacar que
a deflexdo maxima ocorre na extremidade livre da viga, como esperado e que o seu valor

maximo &, aproximadamente, 32 mm.
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Figura 28: Deflexdo da viga.
Fonte: O Autor (2017)

5.4.1. Comparacéo dos Resultados

Igualmente, esta viga, com seus padrGes de geometria, vinculagdo e carregamento, foi
analisada ultilizando-se o software ABAQUS®. A Figura 29 mostra os resultados dos diagramas
das tensdes horizontais analisados na extremidade engastada da viga. O grafico em azul
representa os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto o gréafico em laranja
corresponde aos resultados obtidos para a mesma secdo utilizando o ABAQUS®. Notavelmente,
os resultados obtidos por meio do modelo proposto estdo muito préximos dos resultados obtidos
com 0 ABAQUS®.
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Figura 29: Diagrama das tensfes horizontais ha extremidade engastada.
Fonte: O Autor (2017)

De forma semelhante, a Figura 30 ilustra os resultados dos diagramas das tensdes de
cisalhamento transversal analisados na extremidade engastada da viga. Novamente, o grafico em
azul representa os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto o grafico em laranja

corresponde aos resultados obtidos para a mesma secédo utilizando o ABAQUS®.

—— Proposed Model Abaqus
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-1,65E+07 -1,35E+07 -1,05E+07 -71,50E+06 -4,50E+06 -1,50E+H06

Oxy (Pa)
Figura 30: Diagrama das tensdes de cisalhamento transversal na extremidade engastada.

Fonte: O Autor (2017)

A Tabela 2 mostra a divergéncia relativa percentual entre os resultados obtidos pelo modelo
proposto e pelo ABAQUS ®.
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Tabela 2: avaliacdo das divergéncias entre 0 modelo proposto e 0 ABAQUS

Modelo ABAQUS® Divergéncia
Proposto Relativa Percentual
O xx MAX (Pa) 3.68x108 3.94x108 6.5%
Txy MAX (Pa) -1.42x107 -1.46 x107 2.9%
[V pax| (mm) 32 36 11.11%

Fonte: O Autor (2017)

Como pode ser observado, os resultados séo relativamente proximos, o que atesta a eficacia
e acuracia do modelo proposto, assim como reforca que o modelo proposto € confiavel e pode
ser utilizado para andlise de vigas metalicas sob um regime elastoplastico de deformacéo.
Verificam-se pequenas divergéncias entre os resultados obtidos por meio do modelo proposto e
os resultados obtidos por meio do ABAQUS®, mas as mesmas ja eram esperadas, pelos mesmos

motivos esbocados no item anterior.
5.5. Viga Apoiada com Extremidade em Balancgo
Do mesmo modo, implementou-se o modelo proposto para analise desta viga.

A Figura 31 mostra os resultados dos campos de tensdes horizontais e de cisalhamento e o

campo das deformacdes pléasticas efetivas ao longo do dominio da viga.

Os valores das deformacGes plasticas efetivas na Figura 31(a) sdo adimensionais, enquanto
os valores das tensdes horizontais e de cisalhamento, Figuras 31(b) e 31(c) estdo expressos em
N/m?, ou Pa. Ao interpretar o campo de deformacdes plasticas efetivas, Figura 31(a), percebe-se
uma 6tima consisténcia fisica, pois a zona de plastificacdo encontra-se no apoio que que dista 2
m da extremidade esquerda da viga. Para este padréo de carregamento e vinculacgdo, € sabido que
justamente nesta localidade ha maiores niveis de tensbes concentradas. Em adicdo, este mesmo
comportamento pode ser percebido para o campo das tensbes horizontais, o que fornece um
rapido indicativo de que o modelo proposto esta em concordancia com 0 que se espera

fisicamente.
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Figura 31: (a) Campo das deformacdes plasticas efetivas; (b) Campo das tensdes horizontais; (c)

Campo das tensdes de cisalhamento.
Fonte: O Autor (2017)

Novamente, estes campos de tensdes e deformacgdes apresentam simetria na diregcéo de y, o
que também se esperava, diante de todas as consideracgdes feitas neste trabalho.

Dando continuidade, a Figura 32 apresenta a deflexdo da viga em questdo. Vale destacar que
a deflexdo méxima ocorre na extremidade livre da viga e que o seu valor maximo é,

aproximadamente, 7,4 mm.
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Figura 32: Deflexdo da viga.
Fonte: O Autor (2017)

5.5.1. Comparacédo dos Resultados

Da mesma forma, esta viga, com seus padrbes de geometria, vinculacdo e carregamento, foi
analisada ultilizando-se o software ABAQUS®. A Figura 33 mostra os resultados dos diagramas
das tensbes horizontais analisados na se¢do do apoio situado a 2 m da extremidade esquerda. O
grafico em azul representa os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto o grafico em
laranja corresponde aos resultados obtidos para a mesma se¢do utilizando 0 ABAQUS®.
Notavelmente, os resultados obtidos por meio do modelo proposto estdo muito proximos dos
resultados obtidos com 0 ABAQUS®.

—— Proposed Model Abaqus

-4,00E+08 -2,00E+08 0,00E+00 2,00E+08 4,00E+08
Oxx (Pa]
Figura 33: Diagrama das tensdes horizontais a 2 m da extremidade esquerda.

Fonte: O Autor (2017)
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De forma semelhante, a Figura 34 ilustra os resultados dos diagramas das tensdes de
cisalhamento transversal analisados na secdo do apoio situado a 2 m da extremidade esquerda.
Novamente, o grafico em azul representa os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto
o grafico em laranja corresponde aos resultados obtidos para a mesma se¢do utilizando o

ABAQUS®.

Proposed Model Abaqus

0,15
0,00E+00 2,00E+07 4,00E+07 6,00E+07 8,00E+07 1,00E+08 1,2 0E+08

Oxy {Pa}
Figura 34: Diagrama das tensdes de cisalhamento transversal a 2 m da extremidade esquerda.
Fonte: O Autor (2017)

A Tabela 3 mostra a divergéncia relativa percentual entre os resultados obtidos pelo modelo

proposto e pelo ABAQUS ®.

Tabela 3: avaliacdo das divergéncias entre 0 modelo proposto e 0 ABAQUS

Modelo ABAQUS® Divergéncia
Proposto Relativa Percentual
O.x max (Pa) 3.14x10°8 3.24x108 2.9%
Txy viax (Pa) 1.07x108 1.64 x10° 5.6%
|VMAX| (mm) 7.4 8.2 9.7%

Fonte: O Autor (2017)

Como pode ser observado, os resultados séo relativamente proximos, o que atesta a eficacia
e acuracia do modelo proposto. Verifica-se pequenas divergéncias entre os resultados obtidos por
meio do modelo proposto e os resultados obtidos por meio do ABAQUS®, mas as mesmas ja

eram esperadas, pelos mesmos motivos anteriormente delineados.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho propds uma abordagem tedrica e semianalitica para analise elastoplastica de
vigas metélicas. Considerou-se as restricdes cinematicas adotadas pela teoria de vigas de Euler-
Bernoulli, no processo de formulagdo do modelo proposto. Do mesmo modo, para a avaliacdo
das deformacGes plasticas, ultilizou-se um procedimento incremental-iterativo, baseado nas
Equacdes de Prandtl-Reuss modificadas, proposto em Mendelson (1968). Assim sendo, 0 modelo
proposto possibilita a analise de tensdes, deformacdes e deslocamentos para vigas metélicas sob
regime elastopléastico de deformacéo.

Os resultados obtidos por meio deste modelo mostraram-se bastante consistentes com a
noc¢do fisica do problema. E 0 mais importante, estes resultados estdo em um bom nivel de
concordancia com os resultados obtidos por meio do ABAQUS®, o que atesta a eficacia e
acuracia do modelo, assim como indica que o modelo € confidvel e pode ser reproduzido,

atentando-se, € claro, ao atendimento das consideracdes observadas neste trabalho.

Por fim, espera-se que este trabalho contribua com a ampliacédo das investigacdes cientificas
concernentes ao entendimento e modelagem dos fenémenos associados a analise elastoplastica

de vigas e, sobretudo, possa servir como fonte para estudantes, engenheiros e cientistas.
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7. PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Apresenta-se nesta secdo uma relacdo de sugestBes para trabalhos futuros que podem

acrescentar muito a esta pesquisa:

(i) Ampliar o modelo proposto para o caso de carregamentos de flexo-compressao, o que
mudaria consideravelmente os padrées de comportamento do campo de deformacdes
plasticas;

(if) Analisar vigas com se¢des comerciais, como vigas com perfil em “T” ou “I”. Para as
vigas em “T”, possivelmente y # 0 devido a ndo simetria geométrica da peca em y.
Quanto a este ponto, vale mencionar que a formulacdo deste modelo teria que ser revista
com muito cuidado, pois estas secGes comerciais apresentam singularidades, como
mudanga brusca da geometria da secdo transversal, que pode levar a muitos erros,
sobretudo na avaliacdo das tensGes de cisalhamento transversal;

(iii) Por fim, mas ndo menos importante, pode-se analisar vigas metélicas em regime
elastoplastico de deformacdo sob acdes dinamicas. Estas acGes poderiam ser de ciclos de

carregamentos e descarregamentos, ou até mesmo impactos.
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	1. INTRODUÇÃO
	Diante de um cenário de crescente aumento das demandas atreladadas às necessidades humanas e do meio ambiente, a Engenharia tem se tornado indispensável. Mais especificamente, os estudos depreendidos pela Engenharia Civil têm contribuído bastante para...
	Todavia, há a necessidade de prever o comportamento dos elementos estruturais sob regime de deformações plásticas, sobretudo devido a questões de segurança. Do mesmo modo, a simulação dos processos de fabricação de componentes metálicos por conformaçã...
	1.1. Motivação e Justificativa do Trabalho
	A maioria dos procedimentos adotados em projetos de componentes estruturais baseiam-se nas restrições cinemáticas adotadas pela teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Além disso, admite-se que os possíveis carregamentos externos conduzirão o material a u...
	Diante da referida necessidade do estudo e modelagem do comportamento de elementos estruturais sob um regime elastoplástico de deformação, propõe-se neste trabalho uma formulação semi-analítica para análise elastoplástica de vigas metálicas. O present...
	1.2. Objetivo Geral
	Propor uma formulação semi-analítica para a análise elastoplástica de vigas metálicas, baseada na teoria de vigas de Euler-Bernoulli e num procedimento incremental-iterativo para avaliação das deformações plásticas.
	1.3. Objetivos Específicos
	Avaliar tensões e deslocamentos em vigas metálicas sob regime elastoplástico de deformação;
	Empregar um procedimento incremental-iterativo proposto em Mendelson (1968), baseado nas equações de Prandtl-Reuss modificadas, para avaliação das deformações plásticas;
	Investigar a formação de zonas de plastificação, suas respectivas localizações no domínio da viga, assim como a propagação destas durante a aplicação do carregamento;
	Desenvolver recursos imagéticos, tais como campos de tensões e deformações e diagramas em seções específicas, de modo a obter celeridade na interpretação da análise.
	2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
	Para uma melhor compreensão e formulação do problema investigado, faz-se necessário o estudo de alguns campos da mecânica dos sólidos. Neste aspecto, apresentam-se as três teorias principais que serviram de embasamento para a formulação e melhor enten...
	2.1.  Introdução à Teoria da Elasticidade
	A teoria da elasticidade se preocupa com o entendimento e formulação do comportamento reológico dos materiais, em outras palavras, esta teoria propõe uma maneira pela qual o material se deforma quando sujeito a ações externas. De maneira geral, conceb...
	Dando continuidade, definem-se a seguir alguns conceitos fundamentais da teoria de elasticidade, a saber, (1) forças externas, (2) esforços internos, (3) movimento de corpo rígido, (4) tensão, e (5) deformação.
	(1) Forças Externas – são forças exercidas exteriormente ao corpo por meio de mecanismos exteriores a este e dividem-se em forças de corpo e de superfície. O primeiro deles pode ser entendido como forças que atuam no volume do corpo, como a gravidade ...
	(2) Esforços Internos – são forças internas ao corpo sólido exercidas entre as partes constituintes deste. À título de ilustração, pode-se exemplificar esforços internos como o esforço normal e transversal, o momento fletor e torsor atuantes em uma de...
	(3) Movimento de Corpo Rígido – consiste no deslocamento dos pontos constituintes de um corpo, sem que haja, no entanto, variação da distância entre eles.
	(4) Tensão – definida como a força interna por unidade de área, esta possibilita analisar os esforços internos de maneira independente das dimensões e geometria do corpo.
	(5) Deformação – definida como a variação da distância entre dois pontos no interior de um corpo dividida pela distância original, esta viabiliza analisar os deslocamentos independentemente das dimensões e geometria do corpo.
	Assim sendo, apresenta-se nos subitens a seguir, uma breve abordagem acerca da análise de tensão, análise de deformação e relações constitutivas.
	2.1.1. Análise de Tensão
	Esclarece-se, inicialmente, que os estados de tensão em torno de um ponto consistem em grandezas físicas tensoriais ou, em outras palavras, podem ser expressos como um vetor com nove componentes para o estado de tensão tridimensional e quatro componen...
	Admitindo-se um carregamento externo aplicado à um corpo genérico composto pelas forças P1 a P8 e um plano de análise AB conforme ilustra a Figura 1. Considerando-se um elemento de área (ΔA) neste plano sob ação de um elemento de força (ΔP), a tensão ...
	𝜎=,Δ𝑃-ΔA.                                                                     (1)
	Fazendo-se uso da Equação 1, pode-se definir a tensão em um ponto (p) do material tornando ΔA infinitamente pequeno. Dessa forma, a tensão em (p) pode ser expressa como:
	,𝜎-𝑝.=,,lim-ΔA→0.- ,Δ𝑃-ΔA..                                                                     (2)
	Figura 1: Ilustração de um corpo genérico sujeito à um carregamento externo.                          Fonte: Adaptado de Mendelson (1968).
	De modo a ter uma definição completa do estado de tensão em um ponto, é necessária a avaliação das tensões relativas à três planos mutualmente perpendiculares entre si, que em escala infinitesimal definem este ponto. Considerando-se um sistema de eixo...
	,𝜎-𝑖𝑗.=,,,𝜎-𝑥.-,𝜏-𝑥𝑦.-,𝜏-𝑥𝑧.-,𝜏-𝑦𝑥.-,𝜎-𝑦.-,𝜏-𝑦𝑧.-,𝜏-𝑧𝑥.-,𝜏-𝑧𝑦.-,𝜎-𝑧...                                                             (3)
	A Figura 2 mostra uma representação do estado de tensão em um ponto, ilustrando a convenção de sinais geralmente adotada, sendo nesta figura todas as tensões positivas. As componentes da diagonal principal da matriz da Equação 3 representam as tensões...
	Figura 2: Ilustração e convenção do estado de tensão em um ponto.
	Fonte: Mendelson (1968).
	Dando continuidade, menciona-se que, de modo a estabelecer o equilíbrio à translação e rotação, dois conjuntos de equações são comumente encontrados na literatura sobre teoria da elasticidade. A Equação 4 estabelece o equilíbrio à translação.
	,𝜕,𝜎-𝑥.-𝜕𝑥.+,𝜕,𝜏-𝑦𝑥.-𝜕𝑦.+,𝜕,𝜏-𝑧𝑥.-𝜕𝑧.+,𝐹-𝑥.=0
	,𝜕,𝜏-𝑥𝑦.-𝜕𝑥.+,𝜕,𝜎-𝑦.-𝜕𝑦.+,𝜕,𝜏-𝑧𝑦.-𝜕𝑧.+,𝐹-𝑦.=0                                                   (4)
	,𝜕,𝜏-𝑥𝑧.-𝜕𝑥.+,𝜕,𝜏-𝑦𝑧.-𝜕𝑦.+,𝜕,𝜎-𝑧.-𝜕𝑧.+,𝐹-𝑧.=0
	Onde ,𝐹-𝑥., ,𝐹-𝑦. 𝑒 ,𝐹-𝑧. representam as componentes da força de corpo por unidade de volume, concernentes aos eixos 𝑥, 𝑦 𝑒 𝑧, respectivamente. As Equações 4 são conhecidas na literatura como Equações Diferencias de Equilíbrio. Quanto ao eq...
	,𝜏-𝑥𝑦.=,𝜏-𝑦𝑥. ; ,𝜏-𝑦𝑧.=,𝜏-𝑧𝑦. ; ,𝜏-𝑥𝑧.=,𝜏-𝑧𝑥.                                           (5)
	Por fim, elucida-se que para o caso desta pesquisa, adotou-se uma análise considerando-se um estado plano de tensão, sendo, portanto, nulas todas as componentes de tensão na direção de 𝑧.
	2.1.2. Análise de Deformação
	A análise de deformação está relacionada com os deslocamentos relativos dos pontos que compõem o corpo, estes últimos definidos em relação à um sistema de eixos referencial. Basicamente, todos os pontos do corpo podem apresentar os mesmos deslocamento...
	(a)                                                                      (b)
	Figura 3: (a) deslocamento do ponto genérico P de um corpo; (b) determinação da deformação ,𝜺-𝒙𝒙.. Fonte: Silva (2004).
	Quanto ao tensor de deformações, tem-se três deformações normais e três deformações angulares, ou distorções. Assim sendo, o estado de deformação em um ponto fica totalmente definido por um tensor com seis componentes independentes. A Figura 3 (a) ilu...
	A Figura 3 (b) mostra uma representação oportuna para a formulação da deformação normal na direção de x (,𝜀-𝑥𝑥.), esquematizando um segmento de reta de comprimento dx definido pelos pontos P0(x0,y0,z0) e P1(x0+dx,y0,z0). Assim, após a deformação, a...
	,𝑢-1.=,𝑢-0.+,𝜕𝑢-𝜕𝑥.𝑑𝑥
	,𝑣-1.=,𝑣-0.+,𝜕𝑣-𝜕𝑥.𝑑𝑥                                                           (6)
	,𝑤-1.=,𝑤-0.+,𝜕𝑤-𝜕𝑥.𝑑𝑥
	Como a deformação normal consiste na variação do comprimento em relação ao comprimento inicial, observa-se que:
	,𝜀-𝑥𝑥.=,,,,𝑃-0.-′.,,𝑃-1.-′..−𝑑𝑥-𝑑𝑥. ∴ ,,,𝑃-0.-′.,,𝑃-1.-′..=,1+,𝜀-𝑥𝑥..𝑑𝑥                                     (7)
	Fazendo-se uso do teorema de Pitágoras para expressar ,,,𝑃-0.-′.,,𝑃-1.-′.. em função de suas projeções nas direções dos eixos coordenados, e atentando-se para o fato deste procedimento ser perfeitamente reproduzível para os outros dois eixos (y e z)...
	,𝜀-𝑥𝑥.+,,,𝜀-𝑥𝑥.-2.-2.=,𝜕𝑢-𝜕𝑥.+,1-2.,,,,𝜕𝑢-𝜕𝑥..-2.+,,,𝜕𝑣-𝜕𝑥..-2.+,,,𝜕𝑤-𝜕𝑥..-2..
	,𝜀-𝑦𝑦.+,,,𝜀-𝑦𝑦.-2.-2.=,𝜕𝑣-𝜕𝑦.+,1-2.,,,,𝜕𝑢-𝜕𝑦..-2.+,,,𝜕𝑣-𝜕𝑦..-2.+,,,𝜕𝑤-𝜕𝑦..-2..                                    (8)
	,𝜀-𝑧𝑧.+,,,𝜀-𝑧𝑧.-2.-2.=,𝜕𝑤-𝜕𝑧.+,1-2.,,,,𝜕𝑢-𝜕𝑧..-2.+,,,𝜕𝑣-𝜕𝑥..-2.+,,,𝜕𝑤-𝜕𝑥..-2..
	Dando continuidade, segue o procedimento para a determinação das distorções, a fim de se obter a completa caracterização do estado de deformação em um ponto. Inicalmente, considere os segmentos de reta perpendiculares entre si antes da deformação, com...
	Figura 4: Ilustração esquemática para determinação das distorções.
	Fonte: Silva (2004).
	De posse desta representação, fazendo-se o produto escalar entre os vetores ,,,𝑃-0.-′.,,𝑃-1.-′.. e ,,,𝑃-0.-′.,,𝑃-2.-′.., depois de algumas manipulações algébricas, pode-se chegar à seguinte relação:
	𝑠𝑒𝑛(,𝛳-𝑥𝑦.)=,,𝜕𝑢-𝜕𝑦. + ,𝜕𝑣-𝜕𝑥. + ,𝜕𝑢-𝜕𝑥.,𝜕𝑢-𝜕𝑦. + ,𝜕𝑣-𝜕𝑥.,𝜕𝑣-𝜕𝑦. + ,𝜕𝑤-𝜕𝑥.,𝜕𝑤-𝜕𝑦.-(1+,𝜀-𝑥𝑥.)(1+,𝜀-𝑦𝑦.).                                             (9)
	Analogamente, pode-se provar que:
	𝑠𝑒𝑛(,𝛳-𝑥𝑧.)=,,𝜕𝑢-𝜕𝑧. + ,𝜕𝑤-𝜕𝑥. + ,𝜕𝑢-𝜕𝑥.,𝜕𝑢-𝜕𝑧. + ,𝜕𝑣-𝜕𝑥.,𝜕𝑣-𝜕𝑧. + ,𝜕𝑤-𝜕𝑥.,𝜕𝑤-𝜕𝑧.-(1+,𝜀-𝑥𝑥.)(1+,𝜀-𝑧𝑧.).                                            (10)
	𝑠𝑒𝑛(,𝛳-𝑦𝑧.)=,,𝜕𝑣-𝜕𝑧. + ,𝜕𝑤-𝜕𝑦. + ,𝜕𝑢-𝜕𝑦.,𝜕𝑢-𝜕𝑧. + ,𝜕𝑣-𝜕𝑦.,𝜕𝑣-𝜕𝑧. + ,𝜕𝑤-𝜕𝑦.,𝜕𝑤-𝜕𝑧.-(1+,𝜀-𝑦𝑦.)(1+,𝜀-𝑧𝑧.).                                            (11)
	De posse das Equações 8, 9, 10 e 11, define-se completamente o estado de deformação em um ponto. Salienta-se, no entanto, que esta formulação da deformação em um ponto é geral e bastante complexa, uma vez que são expressões longas, envolvem derivadas ...
	Dessa forma, torna-se oportuno adotar algumas considerações simplificadoras. A principal delas advém de uma condição quase sempre adotada nos projetos de engenharia, das deformações serem muito pequenas, imperceptíveis para o usuário da estrutura, sen...
	,𝜀-𝑥𝑥.=,𝜕𝑢-𝜕𝑥.
	,𝜀-𝑦𝑦.=,𝜕𝑣-𝜕𝑦.                                                               (12)
	,𝜀-𝑧𝑧.=,𝜕𝑤-𝜕𝑧.
	,,ɣ-𝑥𝑦.-2.=,𝜀-𝑥𝑦.=,1-2.,,𝜕𝑢-𝜕𝑦.+,𝜕𝑣-𝜕𝑥..
	,,ɣ-𝑥𝑧.-2.=,𝜀-𝑥𝑧.=,1-2.,,𝜕𝑢-𝜕𝑧.+,𝜕𝑤-𝜕𝑥..                                                    (13)
	,,ɣ-𝑦𝑧.-2.=,𝜀-𝑦𝑧.=,1-2.,,𝜕𝑣-𝜕𝑧.+,𝜕𝑤-𝜕𝑦..
	2.1.3. Relações Constitutivas
	Nos itens anteriores, foram apresentados os aspectos teóricos relacionados com análises de tensão e de deformação em um ponto de forma independente, como se estas análises pudessem ser realizadas de forma dissociada, embora se falasse na relação entre...
	Com base nessas informações, torna-se oportuno analisar um estado de tensão uniaxial definido pela tensão longitudinal (,𝜎-𝑥𝑥.), e encontrar a sua relação com as deformações longitudinal (,𝜀-𝑥𝑥.) e transversais (,𝜀-𝑦𝑦. e ,𝜀-𝑧𝑧.), e replica...
	,𝜀-𝑥𝑥.=,1-𝐸.,,𝜎-𝑥𝑥.−𝑣(,𝜎-𝑦𝑦.+,𝜎-𝑧𝑧.).
	,𝜀-𝑦𝑦.=,1-𝐸.,,𝜎-𝑦𝑦.−𝑣(,𝜎-𝑥𝑥.+,𝜎-𝑧𝑧.).                                                (14)
	,𝜀-𝑧𝑧.=,1-𝐸.,,𝜎-𝑧𝑧.−𝑣(,𝜎-𝑥𝑥.+,𝜎-𝑦𝑦.).
	Similarmente, constata-se que as tensões tangenciais provocam distorções no plano em que atuam, permitindo assim uma formulação para ,ɣ-𝑥𝑦., ,ɣ-𝑥𝑧., e ,ɣ-𝑦𝑧.. As relações entre as deformações angulares e as tensões tangenciais são apresentadas a...
	,ɣ-𝑥𝑦.=,1-𝐺.,𝜏-𝑥𝑦.
	,ɣ-𝑥𝑧.=,1-𝐺.,𝜏-𝑥𝑧.                                                              (15)
	,ɣ-𝑦𝑧.=,1-𝐺.,𝜏-𝑦𝑧.
	Onde G consiste no módulo de elasticidade de cisalhamento, e está relacionado com E e v por meio da Equação 16.
	𝐺=,𝐸-2(1+𝑣).                                                              (16)
	De posse das Equações 14, 15 e 16, define-se completamente a lei constitutiva de um material isotrópico com comportamento elástico linear. A seguir, apresenta-se um breve apanhado sobre a teoria da plasticidade.
	2.2.  Introdução à Teoria da Plasticidade
	2.2.4.1.  Função de Escoamento Genérica
	Onde ,𝜎-𝑚. corresponde à tensão média (,𝜎-𝑚.=(,𝜎-1.+,𝜎-2.+,𝜎-3.)/3), e ,𝑆-1., ,𝑆-2. e ,𝑆-3. são as tensões principais do estado de tensão desviador.
	O critério de escoamento proposto por Von Mises, estabelece a seguinte expressão para a função de escoamento.
	𝑓 ,,𝐽-2..= ,𝐽-2.−,,𝑌-2. -3.=0                                                     (22)
	Atentando-se para o fato de que ,2,𝐽-2..=,,𝝈-𝒓... O critério de escoamento de Von Mises pode ser geometricamente representado por um cilindro circular infinito com raio igual a ,,2-3..𝑌, representado no sistema de coordenadas ,𝜎-1.,,𝜎-2.,,𝜎-3. ...
	2.2.5.1.  Critério de Von Mises para um Estado Plano de Tensão
	O segundo invariante do estado de tensão desviador, J2, pode ser também expresso como ,𝐽-2.=,1-6.,,,,𝜎-1.−,𝜎-2..-2.+,(,𝜎-2.−,𝜎-3.)-2.+,(,𝜎-3.−,𝜎-1.)-2... Assim sendo, para um estado plano de tensão, onde ,𝜎-3.=0, a Equação 22 pode ser simplifi...
	,,𝜎-1.-2.−,,,𝜎-2.,𝜎-1..-2.+,,𝜎-2.-2.=,𝑌-2.                                                   (23)
	A Equação 23 caracteriza uma elipse rotacionada à 45  em relação à horizontal no plano ,𝜎-1.,,𝜎-2. , conforme ilustra a Figura 14.
	2.2.5.2.  Critério da Máxima Energia de Distorção
	O critério da máxima energia de distorção assume que o escoamento iniciará quando a energia de distorção for igual a energia de distorção no momento do escoamento para um estado uniaxial de tensão, ou seja, quando ,𝑢-𝑑.=,𝑢-𝑑(𝑙𝑖𝑚)., onde  ,𝑢-𝑑...
	,𝑢-𝑑.=,1+𝑣-𝐸.,𝐽-2.                                                               (24)
	Para um estado uniaxial de tensão, ao iniciar o escoamento, tem-se ,𝑢-𝑑(𝑙𝑖𝑚).=2,1+𝑣-𝐸.,𝑌-2., o que resulta em: ,1+𝑣-3𝐸.,𝑌-2.=,1+𝑣-𝐸.,𝐽-2.. Nesta perspectiva, evidencia-se, a partir de uma simples manipulação algébrica, que o critério da ...
	O “encruamento” ou “endurecimento” pode ser entendido como a propriedade de um material aumentar a tensão axial com a evolução da deformação axial após o ponto de escoamento. A Figura 15 exemplifica este fenômeno de endurecimento dos metais, ao passo ...
	Dessa forma, a superfície de escoamento muda com a ocorrência de deformações plásticas adicionais. A “regra de escoamento” define a evolução da superfície de escoamento com o fluxo plástico, e esta mudança na superfície de escoamento pode ser matemati...
	𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..=𝐹 (,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.)+,𝐾-2.,,𝜀-𝑒.-𝑝.=0                                              (25)
	Onde o termo 𝐹 (,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.) define a forma da superfície de escoamento, enquanto o termo ,𝐾-2.,,𝜀-𝑒.-𝑝. define o tamanho desta. Neste ponto, faz-se necessário definir tensão e deformação plástica efetivas. Estas são definidas pelas ...
	,𝜎-𝑒.=,3,𝐽-2..=,,1-2.,,(,𝜎-1.−,𝜎-2.)-2.+,(,𝜎-2.−,𝜎-3.)-2.+,(,𝜎-3.−,𝜎-1.)-2...                       (26)
	,,𝜀-𝑒.-𝑝.=,,2-3.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝...=,,2-3.,,(,,𝜀-1.-𝑝.)-2.+,(,,𝜀-2.-𝑝.)-2.+,(,,𝜀-3.-𝑝.)-2...                          (27)
	Observa-se que, para um estado de tensão uniaxial, onde ,𝜎-1.≠0 e ,𝜎-2.= ,𝜎-3.=0, a tensão efetiva será igual a ,𝜎-1., o que pode ser facilmente constatado para as outras duas direções principais. Em adição, quando em regime plástico, o material a...
	2.2.6.1.  Modelo de Endurecimento Isotrópico
	Neste modelo, considera-se que a superfície de escoamento inicial se expande uniformemente sem distorção e sem translação quando ocorre o fluxo plástico. A partir disso, utilizando-se do critério de escoamento de Von Mises e da Equação 25, tem-se:
	𝑓 ,,𝐽-2.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..=𝐹 ,,𝐽-2..+,𝐾-2.,,𝜀-𝑒.-𝑝.=0∴
	, ,,𝜎-𝑒.-2.-3.+,𝐾-2.,,𝜀-𝑒.-𝑝.=0                                                     (28)
	A partir da Equação 28, para o estado de tensão uniaxial, pode-se verificar a seguinte igualdade: ,𝜎-𝑒.=𝑌(,,𝜀-𝑒.-𝑝.). Desta forma, obtém-se o critério de escoamento de Von Mises para materiais elastoplásticos com endurecimento isotrópico.
	2.2.6.2.  Modelo de Endurecimento Cinemático
	Neste modelo, conjectura-se que durante o fluxo plástico, a superfície de escoamento se desloca como um corpo rígido no espaço das tensões, mantendo a forma, o tamanho e a orientação da superfície inicial. Dessa forma, a evolução da superfície de esco...
	𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..=𝐹 (,𝜎-𝑖𝑗.−,,𝜎-𝑖𝑗.-𝑅.(,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.))+,𝐾-2.=0                                     (29)
	Onde ,,𝜎-𝑖𝑗.-𝑅.(,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.) consiste no tensor das tensões de recuperação, representando graficamente a translação do centro da superfície de escoamento, tendo a mesma dimensão do tensor das tensões.
	2.2.6.3.  Modelo de Endurecimento Misto
	Neste modelo, considera-se que durante o fluxo plástico a superfície de escoamento sofre uma translação definida por ,,𝜎-𝑖𝑗.-𝑅.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.. e uma expansão uniforme medida por ,𝐾-2.,,𝜀-𝑒.-𝑝., mantendo sua forma original. Isto pode ser expre...
	𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..=𝐹 (,𝜎-𝑖𝑗.−,,𝜎-𝑖𝑗.-𝑅.(,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.))+,𝐾-2.,,𝜀-𝑒.-𝑝.=0                                  (30)
	Se num determinado ponto de um corpo for verificada a condição 𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..<0, o corpo apresentará nesse ponto um comportamento elástico. Se, por outro lado, for verificada a igualdade 𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗.,,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..=0, o comportamento ...
	𝑑𝑓=,,,𝜕𝑓-𝜕𝝈..-𝑇.𝑑𝝈                                                             (31)
	𝑑𝑓=,,,𝜕𝑓-𝜕𝝈..-𝑇.𝑑𝝈+,𝜕𝑓-𝜕,,𝜀-𝑒.-𝑝..𝑑,,𝜀-𝑒.-𝑝.                                                  (32)
	𝑑𝑓=,,,𝜕𝑓-𝜕𝝈..-𝑇.𝑑𝝈+,𝜕𝑓-𝜕,𝜺-𝒑..𝑑,𝜺-𝒑.                                                   (33)
	Onde 𝑑𝝈=,,𝑑,𝜎-11. 𝑑,𝜎-22.… 𝑑,𝜎-12..-𝑇. representa o vetor incremento de tensão e 𝑑,𝜺-𝒑.= ,,𝑑,,𝜀-11.-𝑝. 𝑑,,𝜀-22.-𝑝.… 𝑑,,𝜀-12.-𝑝..-𝑇. representa o vetor incremento de deformação plástica. Além disso, o vetor gradiente da função de ...
	Para materiais elásticos-perfeitamente plásticos, a condição de continuidade do fluxo plástico implicará em ,,,𝜕𝑓-𝜕𝝈..-𝑇.𝑑𝝈=0, ou seja, o gradiente de “𝑓” será perpendicular ao vetor incremento de tensão, pois ,𝜎-𝑖𝑗. deve permanecer na supe...
	Do mesmo modo, para materiais elastoplásticos com endurecimento, a condição de continuidade do fluxo plástico leva às seguintes conclusões: (1) se ,,,𝜕𝑓-𝜕𝝈..-𝑇.𝑑𝝈>0 então 𝑑,,𝜀-𝑒.-𝑝.>0 e (2) se  ,,,𝜕𝑓-𝜕𝝈..-𝑇.𝑑𝝈≤0 então 𝑑,,𝜀-𝑒.-𝑝.=...
	Enquanto a energia elástica de deformação é totalmente recuperável, a energia associada a um comportamento plástico não é totalmente recuperável, por conta de fenômenos de origem térmica e/ou de contato a nível atômico. O postulado de Drucker tem como...
	Postulado de Drucker: Suponha que tenhamos um estado inicial de tensão, e um dado agente externo produz incrementos de tensão, e em seguida os remove lentamente. Diante disso, tem-se que:
	(1) O trabalho realizado pelo agente externo durante a aplicação do carregamento é positivo.
	(2) O trabalho resultante após o ciclo de carregamento e descarregamento é zero ou positivo.
	Matematicamente, o Postulado de Drucker pode ser enunciado da seguinte maneira: suponha que para um estado de tensão ,𝜎-𝑖𝑗. e de deformação ,𝜀-𝑖𝑗. um dado agente externo produz incrementos de tensão 𝑑,𝜎-𝑖𝑗. e de deformação 𝑑,𝜀-𝑖𝑗., tendo...
	(1) Trabalho realizado pelo agente externo durante a aplicação do carregamento:
	𝑑,𝜎-𝑖𝑗.𝑑,𝜀-𝑖𝑗.=𝑑,𝜎-𝑖𝑗.,,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑒.+,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝..>0                                        (34)
	(2) Trabalho resultante após o ciclo de carregamento e descarregamento:
	𝑑,𝜎-𝑖𝑗.,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.−,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑒..=𝑑,𝜎-𝑖𝑗.,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.≥0                                       (35)
	Para materiais elásticos-perfeitamente plásticos verifica-se que  𝑑,𝜎-𝑖𝑗.,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.=0, sendo a expressão 𝑑,𝜎-𝑖𝑗.,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.≥0 válida para materiais elastoplásticos com endurecimento. Além disso, um material que satisfaz o Postulado ...
	Os materiais que apresentam um processo de “amaciamento” (tensão diminuiu com a deformação) não satisfazem o Postulado de Drucker e apresentam um comportamento “instável”, pois um determinado estado de tensão conduziria a mais de um estado de deformaç...
	2.2.9. Leis da Normalidade e da Convexidade
	O Postulado de Drucker pode ser estendido para um incremento de tensão finito, em particular para o caso em que o estado de tensão inicial (,,𝜎-𝑖𝑗.-∗.) se encontra no interior da superfície de escoamento e o estado de tensão final (,𝜎-𝑖𝑗.) está ...
	,,𝜎-𝑖𝑗.−,,𝜎-𝑖𝑗.-∗..,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.≥0                                                       (36)
	Esta expressão tem importantes consequências na teoria da plasticidade. Para uma superfície de escoamento diferenciável em todos os seus pontos, como ocorre para o critério de Von Mises, é possível definir um plano tangente à superfície em qualquer po...
	,𝝈−,𝝈-∗...𝑑,𝜺-𝒑.≥0                                                          (37)
	Onde 𝝈=,,,𝜎-11. ,𝜎-22.… ,𝜎-12..-𝑇., ,𝝈-∗.=,,,,𝜎-∗.-11. ,,𝜎-∗.-22.… ,,𝜎-∗.-12..-𝑇. e 𝑑,𝜺-𝒑. definido como anteriormente.
	De posse destas informações, para que a relação dada pelo Postulado de Drucker seja válida para um estado de tensão elástico inicial “arbitrário”, o vetor incremento de deformação plástica 𝑑,𝜺-𝒑. deve ser normal ao plano tangente à superfície de es...
	Por outro lado, se o estado de tensão inicial se encontrar do outro lado do plano tangente à superfície de escoamento, a relação dada pelo Postulado de Drucker é “violada”. Deste modo, toda a região elástica encontra-se do mesmo lado do plano tangente...
	2.2.10. Função Potencial Plástico e Regra de Escoamento
	A função potencial elástico ,𝑔 ,,𝜎-𝑖𝑗... é uma função escalar das tensões a partir da qual os incrementos de deformação plástica podem ser determinados.
	Regra de escoamento ou de fluxo plástico: a hipótese cinemática postulada para a deformação plástica ou fluxo plástico é a seguinte.
	,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.=𝑑𝜆,𝜕𝑔-𝜕,𝜎-𝑖𝑗..                                                             (38)
	Onde 𝑑𝜆 representa o fator de proporcionalidade escalar não negativo, denominado “multiplicador plástico”. Assim sendo, elucida-se duas leis concernentes ao fluxo plástico, a saber, a lei associativa do escoamento plástico e a lei associativa de Von...
	Lei associativa do escoamento plástico: a função de escoamento coincide com a função potencial plástico, ou seja:
	𝑔 ,,𝜎-𝑖𝑗..=𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗.. ∴ ,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.=𝑑𝜆,𝜕𝑓-𝜕,𝜎-𝑖𝑗..                                             (39)
	A lei associativa também é referida como “condição de normalidade ”, uma vez que resulta da aplicação da lei da normalidade, válida para materiais que satisfazem o Postulado de Drucker. Para os metais, a utilização da lei associativa leva a resultados...
	Para outros materiais, como é o caso dos solos, a aplicação de regras de escoamento plástico fazendo uso da lei não associativa  ,𝑔 ,,𝜎-𝑖𝑗..≠𝑓 ,,𝜎-𝑖𝑗... conduz a resultados mais realistas.
	Lei associativa de Von Mises: para materiais elasto-plásticos com endurecimento isotrópico, o critério de Von Mises admite que 𝑓 ,,𝐽-2.,,,𝜀-𝑒.-𝑝..=,𝐽-2.−,,𝑌-2.,,,𝜀-𝑒.-𝑝..-3.=0 e, portanto, a lei associativa de Von Mises pode ser expressa pel...
	,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.=𝑑𝜆,𝜕𝑓-𝜕,𝜎-𝑖𝑗.. =𝑑𝜆,𝜕𝑓-𝜕,𝐽-2..,𝜕,𝐽-2.-𝜕,𝜎-𝑖𝑗.. ∴ ,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.=𝑑𝜆 ,𝑆-𝑖𝑗.                                (40)
	Uma vez que  ,𝜕𝑓-𝜕,𝐽-2..=1  e  ,𝜕,𝐽-2.-𝜕,𝜎-𝑖𝑗..=,𝑆-𝑖𝑗.. Assim sendo, a Equação 40 implica na seguinte relação:
	𝑑𝜆=,,𝑑,𝜀-11.-𝑝.-,𝑆-11.. =,,𝑑,𝜀-22.-𝑝.-,𝑆-22..=,,𝑑,𝜀-33.-𝑝.-,𝑆-33..=,,𝑑,𝜀-23.-𝑝.-,𝑆-23..=,,𝑑,𝜀-13.-𝑝.-,𝑆-13..=,,𝑑,𝜀-12.-𝑝.-,𝑆-12..                         (41)
	Estas últimas são conhecidas como Equações de Prandtl-Reuss.
	2.2.11. Relação Entre Incrementos de Deformação Plástica e Deformação Total
	Esta seção baseia-se em um procedimento delineado em Mendelson (1968), o qual propõe uma abordagem incremental-iterativa para avaliação dos incrementos de deformação plástica a partir da deformação total, sem necessitar recorrer às tensões. Primeirame...
	,𝜀-𝑖𝑗. = ,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑒.+,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.+ ,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.                                                      (42)
	Onde ,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑒. corresponde à componente elástica da deformação total, ,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝. representa a deformação plástica acumulada antes do incremento de carregamento (admitida conhecida) e ,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝. corresponde ao incremento de deformação pl...
	,𝜀′-𝑖𝑗. = ,𝜀-𝑖𝑗.−,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.                                                              (43)
	Atentando-se para o fato de que ,𝜀′-𝑖𝑗. = ,,𝜀-𝑖𝑗.-𝑒.+ ,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝., e subtraindo-se a deformação média dos elementos da diagonal principal de ambos os lados da equação, tem-se:
	,𝑒′-𝑖𝑗. = ,,𝑒-𝑖𝑗.-𝑒.+ ,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.                                                            (44)
	Onde ,,𝑒-𝑖𝑗.-𝑒. corresponde ao tensor desviador de deformação elástica, e ,𝑒′-𝑖𝑗. representa o tensor desviador de deformação total modificada. A partir da lei de Hooke e das Equações de Prandtl-Reuss:
	,𝑒′-𝑖𝑗. = ,1+,1-2𝐺𝑑𝜆..,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.                                                         (45)
	Onde 𝐺 é o módulo de elasticidade de cisalhamento. Neste ponto, define-se a deformação total modificada efetiva como ,𝑒′-𝑒. = ,,2-3.,𝑒′-𝑖𝑗.,𝑒′-𝑖𝑗.., e por meio de manipulações algébricas apropriadas, tem-se:
	,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.=  ,,𝑑,𝜀-𝑒.-𝑝.-,𝑒′-𝑒..,𝑒′-𝑖𝑗.                                                                (46)
	Onde ,𝑑,𝜀-𝑒.-𝑝.=,,2-3.,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.,𝑑,𝜀-𝑖𝑗.-𝑝.. corresponde ao incremento de deformação plástica efetiva. Como estas equações foram deduzidas a partir das equações de Prandtl-Reuss, elas fazem uso de forma implícita da função de escoamento...
	𝑑,𝜀-𝑒(𝑎𝑡𝑢𝑎𝑙)-𝑝. = ,,𝑒′-𝑒.−,,,𝜎-𝑒.-(𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟).-3𝐺.-1+,,,𝑑,𝜎-𝑒.-,𝑑,𝜀-𝑒.-𝑝..-(𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟).-3𝐺..                                                               (47)
	Onde ,𝜎-𝑒 (𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟).=Y+,𝐸𝐻-𝐸−𝐻.,,,𝜀-𝑒.-𝑝.-(𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟)., considerando-se materiais elasto-plásticos com endurecimento linear, e 𝐻 consiste no parâmetro de endurecimento do material. De posse desta formulação, é possível avalia...
	2.3.  Teoria de Viga de Euler-Bernoulli
	Inicialmente, esclarece-se que a teoria de viga de Euler-Bernoulli faz uso de três considerações básicas no processo de formulação das tensões atuantes em vigas. Abaixo, explicita-se estas considerações básicas:
	Para o caso de elementos submetidos a um momento fletor aplicado perpendicularmente ao eixo longitudinal, considera-se:
	(i) O eixo neutro não apresenta alongamento ou encurtamento;
	(ii) Todas as seções permanecem planas e ortogonais ao eixo deformado;
	(iii) Quaisquer deformações das seções em relação aos seus próprios eixos serão desprezadas;
	De posse destas considerações, pode-se partir para a dedução da relação momento-curvatura, da fórmula da flexão, da fórmula do cisalhamento transversal e quaisquer outras formulações e observâncias oportunas desta teoria. Assim sendo, mostra-se a segu...
	Relação Momento-Curvatura: para a obtenção desta relação, parte-se inicialmente da seguinte equação.
	𝑀,𝑥.=,𝐴--−𝑦,𝜎-𝑥𝑥. 𝑑𝐴.                                                               (48)
	Sabe-se, diretamente da consideração (i), que ,𝜀-𝑥𝑥.=−𝐾𝑦, onde K representa a curvatura e y caracteriza a localização de análise ao longo da altura da viga. Combinando ,𝜀-𝑥𝑥.=−𝐾𝑦 com a lei de Hooke na Equação 48 e resolvendo-a para K, obtem-...
	𝐾=,𝑀,𝑥.-𝐸𝐼.                                                                          (49)
	Fórmula da Flexão: esta pode ser obtida, simplesmente pela substituição de ,𝜀-𝑥𝑥.=−𝐾𝑦 em ,𝜎-𝑥𝑥.=𝐸,𝜀-𝑥𝑥. (lei de Hooke), depois substituindo a relação momento-curvatura e resolvendo para ,𝜎-𝑥𝑥.. Seguindo-se este procedimento pode-se cheg...
	,𝜎-𝑥𝑥.=−,𝑀,𝑥.-𝐼.𝑦                                                                  (50)
	Onde I representa o momento de inércia da seção em relação ao eixo neutro.
	Localização do Eixo Neutro: fazendo-se a resultante das forças horizontais igual a zero, tem-se:
	,𝐹-𝑥.=,𝐴--,𝜎-𝑥𝑥. 𝑑𝐴.=0∴  ,𝐴--,−𝐾𝑦.𝐸 𝑑𝐴=0.                                    (51)
	Considerando-se que K e E são ambas grandezas não nulas, obrigatoriamente ,𝐴--𝑦 𝑑𝐴=0. e isso implica que o eixo neutro coincide com o eixo do centroide horizontal da peça.
	Fórmula do Cisalhamento Transversal: Hibeller (2011) propõe um procedimento para a obtenção da fórmula do cisalhamento transversal baseado no equilíbrio horizontal de forças em um elemento como ilustrado na Figura 18. De posse desta representação, pod...
	,,𝐹-𝑥..=0∴ ,,𝐴-′.--,𝜎-′.𝑑,𝐴-′..−,,𝐴-′.--𝜎 𝑑,𝐴-′..−,𝜏-𝑥𝑦.,𝑡𝑑𝑥.=0                                 (52)
	Substituindo a fórmula da flexão na Equação 52, atentando-se para o fato de que  ,𝑑𝑀,𝑥.-𝑑𝑥. consiste no esforço cortante (𝑄(𝑥)) e resolvendo para ,𝜏-𝑥𝑦., tem-se a fórmula do cisalhamento transversal:
	,𝜏-𝑥𝑦.=,𝑄,𝑥. 𝑉-𝐼𝑡.                                                                   (52)
	Onde 𝑉=,,𝐴-′.--𝑦 𝑑,𝐴-′.=,,𝑦.-′.,𝐴-′...
	De maneira breve esta é a formulação da teoria de viga de Euler-Bernoulli. Destaca-se que esta formulação modela apenas o comportamento de vigas sob um regime elástico de deformação. O modelo proposto neste trabalho, utiliza-se de procedimento análogo...
	3. FORMULAÇÃO DO MODELO PROPOSTO
	No processo de formulação do modelo proposto neste trabalho, adotou-se as restrições cinemáticas da teoria de viga de Euler-Bernoulli. Inicialmente, não se conhece a deformação plástica, ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝., mas prossegue-se com a formulação, como se este ...
	Antes de proceder para a formulação da relação momento-curvatura para um regime elastoplástico de deformação, propõe-se o invento de uma nova variável (,𝑦.) a qual mede a divergência entre o eixo do centroide horizontal e o eixo neutro como ilustra a...
	No entanto, se estas hipóteses não forem satisfeitas, o eixo neutro não coincidirá com o eixo do centroide horizontal, sendo, portanto, a concepção de ,𝑦. bastante oportuna. Dessa forma, optou-se por desenvolver uma formulação mais genérica por meio ...
	Figura 19: (a) Diagrama de deformação longitudinal para um regime elástico; (b) Diagrama de deformação longitudinal para um regime elastoplástico genérico.
	Fonte: Santos e Cavalcante (2016)
	Baseando-se no exposto, segue-se para a avaliação de ,𝑦., notando que agora ,𝜀-𝑥𝑥.=−𝐾,𝑦−,𝑦... Em adição, o princípio da decomposição, delineado em 2.2.3, afirma que ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑒.= ,𝜀-𝑥𝑥.−,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.. Utilizando-se da condição de resultan...
	,𝐴--,−𝐾,𝑦−,𝑦..−,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝..𝐸 𝑑𝐴=0.                                                   (53)
	Operando algumas manipulações algébricas básicas na Equação 53, pode-se chegar na seguinte relação:
	,𝑦.=,1-𝐾.,1-𝐴.,𝐴--,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝. 𝑑𝐴+,1-𝐴.,𝐴--𝑦 𝑑𝐴..                                                   (54)
	Vale notar que ,1-𝐴.,𝐴--𝑦 𝑑𝐴. corresponde ao centro geométrico da seção em relação à y, e como este foi definido iniciando-se no meio da viga como ilustrado na Figura 19, ,1-𝐴.,𝐴--𝑦 𝑑𝐴.=0. Assim sendo ,𝑦. é avaliado com a equação a seguir:
	,𝑦.=,,,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝..-𝐾.                                                                         (55)
	Onde ,,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝..=,1-𝐴.,𝐴--,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.𝑑𝐴.. Tendo uma fórmula para  ,𝑦., pode-se agora formular a relação momento-curvatura para um regime elastoplástico de deformação. Isto é feito na seção subsequente.
	3.1. Relação Momento-Curvatura para um Regime Elastoplástico de Deformação
	Para um regime elastoplástico, a Equação 48 fornecerá a seguinte igualdade:
	𝑀,𝑥.=𝐸,𝐾,𝐴--,𝑦-2. 𝑑𝐴−.𝐾,𝑦.,𝐴--𝑦 𝑑𝐴.+,𝐴--𝑦 ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝. 𝑑𝐴.  .                                         (56)
	Substituindo ,𝑦.=,,,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝..-𝑘(𝑥).  na Equação 56 e fazendo-se algumas simplificações, pode-se obter:
	𝑀,𝑥.=𝐸,𝐾𝐼−,,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝..,𝐴--𝑦 𝑑𝐴.+,𝐴--𝑦 ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝. 𝑑𝐴.  .                                        (57)
	𝑀,𝑥.=𝐸,𝐾𝐼−,1-𝐴.,𝐴--𝑦 𝑑𝐴.,𝐴--,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝. 𝑑𝐴.+,𝐴--𝑦 ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝. 𝑑𝐴.  .                                        (58)
	3.2.  Fórmula da Flexão para um Regime Elastoplástico de Deformação
	Para a dedução da fórmula da flexão, utiliza-se a lei de Hooke combinada ao princípio da decomposição. Logo após, pode-se substituir K pela expressão dada pela Equação 59. Este processo é mostrado abaixo:
	,𝜎-𝑥𝑥.=𝐸,,𝜀-𝑥𝑥.−,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.. ∴
	,𝜎-𝑥𝑥.=𝐸,−𝐾,𝑦−,𝑦..−,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.. ∴
	Operando algumas simplificações básicas na Equação 60, pode-se obter a fórmula da flexão para um regime elastoplástico:
	Fazendo-se uma rápida análise, percebe-se que se  ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.=0 então ,𝑦.=0 por consequência, e assim sendo, a Equação 60, reduzir-se-á a Equação 50 que é a fórmula da flexão para um regime elástico de deformação. Esta comparação/verificação é imp...
	3.3.  Fórmula do Cisalhamento Transversal para um Regime Elastoplástico de Deformação
	Quanto à esta formulação, faz-se uso do mesmo procedimento delineado em 2.3 e considera-se a ilustração da Figura 18. Considerando deformações plásticas, o equilíbrio horizontal de forças dado pela Equação 52, fornece a seguinte equação.
	,,𝐴-′.--,−,𝑀,𝑥+𝛥𝑥.-𝐼.,𝑦−,𝑦.,𝑥+𝛥𝑥..+,𝐸-𝐼.,𝑦−,𝑦.,𝑥+𝛥𝑥..,𝐴--𝑦 ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.,𝑥+𝛥𝑥,𝑦. 𝑑𝐴.−𝐸,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.,𝑥+𝛥𝑥,𝑦.. 𝑑,𝐴-′.. −,,𝐴-′.--,−,𝑀,𝑥.-𝐼.,𝑦−,𝑦.,𝑥..+,𝐸-𝐼.,𝑦−,𝑦.,𝑥..,𝐴--𝑦 ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.,𝑥,𝑦. 𝑑𝐴.−𝐸,,𝜀...
	A Equação 61 leva em consideração a variação do momento fletor (𝑀,𝑥.) e do eixo neutro (,𝑦.) ao longo de um elemento horizontal da viga genérico (𝛥𝑥). Faz-se 𝛥𝑥 tender a zero, aplica-se operações do cálculo diferencial e integral e resolve-se e...
	3.4.  Simplificação do Modelo
	Para o caso de vigas submetidas à carregamentos aplicados transversalmente ao seu eixo longitudinal, e considerando-se haver uma perfeita simetria em qualquer seção transversal de análise, como é o caso das vigas estudadas neste trabalho, nota-se que ...
	Assim sendo, a fórmula da flexão pode ser simplificada, fazendo-se ,𝑦.=0 na Equação 61. Dessa forma, obtem-se:
	,𝜎-𝑥𝑥.=−,𝑀,𝑥.-𝐼.𝑦+,𝐸𝑦-𝐼. ,𝐴--𝑦 ,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝. 𝑑𝐴.−𝐸,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.                                           (64)
	Analogamente, fazendo-se  ,𝑦.=0 na Equação 63, pode-se simplificar a fórmula do cisalhamento transversal:
	,𝜏-𝑥𝑦.=,−𝑄,𝑥.+𝐸,𝐴--𝑦 ,𝜕,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.-𝜕𝑥..𝑑𝐴.,,,𝑦.-′.,𝐴-′.-𝐼𝑡.−,𝐸-𝑡. ,,𝐴-′.--,𝜕,,𝜀-𝑥𝑥.-𝑝.-𝜕𝑥..𝑑,𝐴-′.                             (65)
	Estas duas simplificações são de ordem considerável, sobretudo esta última, pois a Equação 63 é bastante extensa. Na seção a seguir, apresenta-se três métodos numéricos que foram utilizados no processo de implementação da análise usando o modelo propo...
	4. MÉTODOS NUMÉRICOS
	A implementação foi realizada utilizando o MATLAB®, software muito explorado por cientistas e engenheiros no mundo todo, por sua ampla capacidade de realizar análises numéricas, cálculo com matrizes, processamento de dados e construção de gráficos com...
	Dessa forma, para realização das operações de diferenciação e integração necessárias nesta análise, utilizou-se o método das diferenças finitas e a regra do trapézio, respectivamente. Em adição, para a avaliação da deflexão em cada viga estudada, opto...
	4.1.  Método das Diferenças Finitas
	Esta seção e a subsequente se baseam, preponderantemente, no trabalho de Amos e Subramaniam (2014). Estes autores, mencionam que a diferenciação numérica é sempre necessária quando não se tem expressões analíticas, ou estas são muito complexas de sere...
	Nesta perspectiva, esclarece-se que para a diferenciação numérica tem-se duas abordagens estabelecidas na literatura dos métodos numéricos. A primeira delas consiste em ajustar, ou interpolar os pontos discretos e então avaliar as derivadas analiticam...
	Quanto a este método, frisa-se que a derivada em um ponto ,𝑥-𝑖. é aproximada tomando-se os valores dos pontos na vizinhança, ,𝑥-𝑖−1. e ,𝑥-𝑖+1.. Esta aproximação é feita avaliando a inclinação da reta que ligas estes pontos da vizinhança de ,𝑥-�..
	Elucida-se que, no que tange ao método das diferenças finitas, existem três maneiras bem simples de aproximar derivadas. Estas são: fórmula da diferença progressiva, fórmula da diferença regressiva e fórmula da diferença central. A primeira delas aval...
	,𝑑𝑓-𝑑𝑥.(,𝑥-𝑖.)= ,𝑓,,𝑥-𝑖+1..−𝑓(,𝑥-𝑖−1.)-,𝑥-𝑖+1.−,𝑥-𝑖−1..                                                         (66)
	4.2.  Regra do Trapézio
	Quanto à integração numérica, menciona-se que esta é necessária sob os mesmos motivos ou casos pelos quais a diferenciação numérica é necessária, mencionados na seção anterior. Na literatura de métodos numéricos, encontram-se vários métodos para a apr...
	Nos métodos abertos, o intervalo de integração extrapola os pontos finais deste intervalo, enquanto nos métodos fechados, utiliza-se os pontos finais do intervalo na análise. A regra do trapézio e o método de Simpson são, por exemplo, métodos fechados...
	A regra do trapézio consiste em um refinamento simples do método do retângulo e do ponto central (não mostrados aqui) e faz uso do polinômio interpolador de Newton entre os pontos x=a e x=b. A regra do trapézio, traduz-se na seguinte fórmula:
	𝐼(𝑓)= ,,𝑓,𝑎.+𝑓,𝑏..-2. (𝑏−𝑎)                                                         (67)
	Utilizou-se a Equação 67 para aproximação numérica das integrais neste trabalho. A seguir apresenta-se o método de Euler Melhorado para avaliação das deflexões das vigas.
	4.3. Método de Euler Melhorado
	A deflexão 𝑣(𝑥) pode ser aproximada utilizando-se o método de Euler melhorado, uma vez que a curvatura é conhecida, sendo dada pela Equação 59. Assim sendo, calcula-se a inclinação 𝜃(𝑥) e posteriormente a deflexão. Noronha e Cavalcante (2015) menc...
	,𝜃-𝑖+1.≈,𝜃-𝑖.+,,𝑥-𝑖+1.−,𝑥-𝑖..,,𝜅-𝑖.+,𝜅-𝑖+1.-2.                                                         (68)
	Seguindo um raciocínio análogo as deflexões podem também ser avaliadas da mesma maneira. As deflexões podem ser computadas por meio da Equação 69.
	,𝑣-𝑖+1.≈,𝑣-𝑖.+,,𝑥-𝑖+1.−,𝑥-𝑖..,,𝜃-𝑖.+,𝜃-𝑖+1.-2.                                                         (69)
	Por fim, atenta-se, novamente, para a necessidade de uma discretização bem refinada de modo a se obter um nível de precisão aceitável. Estes métodos numéricos apresentados acima viabilizaram a implementação do modelo proposto.
	4.4. Descrição da Rotina do Algoritmo do Modelo Proposto
	Apresenta-se, a seguir, uma descrição breve da rotina computacional criada nesta pesquisa para a implementação do modelo proposto e obtenção dos resultados necessários para a análise.
	Passo 01 - definição dos parâmetros de entrada: primeiramente, define-se alguns parâmetros iniciais para a análise, a saber, as dimensões da viga, a magnitude do carregamento e as propriedades mecânicas do material.
	Passo 02 – discretização espacial da viga: define-se a malha da viga constando de 100 pontos na horizontal e 100 pontos na vertical. Nomeia-se a quantidade de pontos na horizontal e na vertical como Nx e Ny, respectivamente.
	Passo 03 – cálculo de parâmetros geométricos: calcula-se a área da seção transversal e o momento de inércia da seção transversal, parâmetros geométricos primordiais para a análise.
	Passo 04 – inicialização dos incrementos de deformação plástica:  inicia-se a avaliação dos incrementos de deformação plástica por meio da criação de matrizes de dimensões Nx por Ny compostas por elementos nulos.
	Passo 05 – cálculo dos parâmetros para avaliação da tensão de cisalhamento: inicia-se a avaliação da área (A’), ilustrada na Figura 18, por meio da formulação clássica da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, descrita em 2.3. Em adição, calcula-se o mom...
	Passo 06 – carga no passo corrente e avaliação dos esforços internos: o carregamento é dividido e “aplicado” aos poucos à viga. Assim sendo, calcula-se os esforços internos no passo corrente, a saber, o momento interno e o esforço cortante, por meio d...
	Passo 07 – cálculo da curvatura e posição da linha neutra no passo corrente: avalia-se a deformação plástica horizontal média, o momento de primeira ordem da deformação plástica horizontal e o momento de primeira ordem da derivada horizontal da deform...
	Passo 08 – avaliação da derivada horizontal da posição da linha neutra: por meio do método das diferenças finitas, avalia-se a derivada horizontal da posição da linha neutra.
	Passo 09 – componente de tensão horizontal e de cisalhamento: de posse destes passos anteriores, calcula-se as componentes da tensão horizontal e de cisalhamento, por meio das Equações 61 e 63, respectivamente.
	Passo 10 – cálculo dos incrementos de deformação plástica efetiva e dos incrementos de deformação plástica: para a avaliação destes calculam-se primeiramente as deformações totais modificadas, a média das componentes normais das deformações totais mod...
	Passo 11 – atualização da derivada horizontal da deformação plástica horizontal: por meio do método das diferenças finitas a derivada horizontal da deformação plástica horizontal pode ser atualizada.
	Passo 12 -  início do procedimento iterativo: inicia-se um processo no qual as iterações são realizadas até se obter um bom nível de convergência, estipulado por uma tolerância de 10-10. Neste procedimento, as variáveis descritas acima são recalculada...
	Passo 13 – organização dos resultados: de posse dos resultados obtidos com os passos acima, criou-se códigos para organização e plotagens dos resultados. Estes programas, basicamente se utilizam dos dados do programa descrito nos 12 passos anteriores ...
	5. RESULTADOS NUMÉRICOS
	A análise foi implementada no MATLAB® para obtenção de resultados podendo estes serem incialmente submetidos a uma rápida verificação para averiguar se há concordância entre os resultados obtidos e o que se espera fisicamente. No entanto, esta averigu...
	A análise fornece alguns resultados que são mostrados a seguir, a saber, diagramas da tensão horizontal e de cisalhamento em seções críticas de cada viga, campos das tensões horizontais e de cisalhamento, campo das deformações plásticas efetivas ao lo...
	5.1.  Objeto de Análise
	O objeto de estudo deste trabalho consiste em vigas metálicas com diferentes padrões de carregamento, vinculação e geometria. Considerou-se para análise três configurações diferentes de vigas, a saber, viga simplesmente apoiada, viga engastada e viga ...
	As Figuras 20, 21 e 22 ilustram estas três vigas com seus respectivos padrões de geometria, vinculação e carregamento, os quais foram utilizados como parâmetros para a análise.
	Figura 20: Viga simplesmente apoiada com padrões de geometria, vinculações e carregamento. Fonte: O Autor (2017)
	Figura 21: Viga engastada com padrões de geometria, vinculações e carregamento.                     Fonte: O Autor (2017)
	Figura 22: Viga bi-apoiada com extremidade em balanço com padrões de geometria, vinculações e carregamento.
	Fonte: O Autor (2017)
	Ademais, vale destacar que os valores dos carregamentos mostrados acima não foram escolhidos arbitrariamente, os mesmos foram calculados em função da geometria, da vinculação e das propriedades do material. A definição da magnitude do carregamento obj...
	5.2.   Propriedades do Material
	As vigas mencionadas acima são constituídas do aço ASTM A36, o qual é amplamente conhecido e utilizado para fins estruturais, como salienta Júnior (2015). Este aço apresenta teor de carbono variando entre 0,008% e 2,11%, sendo esta caracterísitica fav...
	O aço ASTM A36 apresenta módulo de elasticidade (E) de 200 GPa, coeficiente de Poisson (v) igual a 0,26 e tensão de escoamento (Y) igual à 250 MPa. Estas são as propriedades inerentes ao referido material. Em adição, assumiu-se um valor para o parâmet...
	A seguir, apresenta-se os resultados obtidos para cada viga, bem como as discussões e conclusões que podem ser tiradas a partir da análise destes resultados.
	5.3.  Viga Simplesmente Apoiada
	De posse das configurações geométricas, de vinculação e padrões de carregamentos desta viga e também das propriedades do material, implementou-se o modelo proposto.
	A Figura 23 traz os resultados dos campos de tensões horizontais e de cisalhamento e o campo das deformações plásticas efetivas ao longo do domínio da viga.
	(a)
	(b)
	(c)
	Figura 23: (a) Campo das deformações plásticas efetivas; (b) Campo das tensões horizontais; (c) Campo das tensões de cisalhamento.
	Fonte: O Autor (2017) (1)
	Os valores das deformações plásticas efetivas na Figura 23(a) são adimensionais, enquanto os valores das tensões horizontais e de cisalhamento, Figuras 23(b) e 23(c), estão expressos em N/m2, ou Pa. Ao interpretar o campo de deformações plásticas efet...
	Outro fator importante é a simetria que estes campos de tensões e deformações apresentam, tanto na direção de x quanto na direção de y, o que também se esperava, diante de todas as considerações feitas neste trabalho.
	Dando continuidade, a Figura 24 apresenta a deflexão da viga em questão. Vale destacar que a deflexão máxima ocorre no meio da viga, como esperado, e que o seu valor máximo é 10 mm.
	Figura 24: Deflexão da viga.
	Fonte: O Autor (2017) (2)
	5.3.1. Comparação dos Resultados
	Para validar o modelo proposto, esta mesma viga, com seus padrões de geometria, vinculação e carregamento, foi analisada ultilizando-se o software ABAQUS®. A Figura 25 mostra os resultados dos diagramas das tensões horizontais analisado no meio da vig...
	Figura 25: Diagrama das tensões horizontais na seção do meio da viga.
	Fonte: O Autor (2017) (3)
	Do mesmo modo, a Figura 26 ilustra os resultados dos diagramas das tensões de cisalhamento transversal analisados no meio da viga. Novamente, o gráfico em azul representa os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto o gráfico em laranja corre...
	Figura 26: Diagrama das tensões de cisalhamento transversal na seção do meio da viga.
	Fonte: O Autor (2017) (4)
	A Tabela 1 mostra a divergência relativa percentual entre os resultados obtidos pelo modelo proposto e pelo ABAQUS ®.
	Tabela 1: avaliação das divergências entre o modelo proposto e o ABAQUS
	Fonte: O Autor (2017) (5)
	Como pode ser observado, os resultados são relativamente próximos, o que atesta a eficácia e acurácia do modelo proposto, assim como reforça que o modelo proposto é confiável e pode ser utilizado para análise de vigas metálicas sob um regime elastoplá...
	Além do mais, no processo de dedução da fórmula do cisalhamento transversal (Equação 63) foram admitidas algumas hipóteses simplificadoras. Talvez a mais crítica delas é que os esforços de cisalhamento são constantes ao longo da largura da viga, o que...
	5.4.  Viga Engastada
	Similarmente, implementou-se o modelo proposto para análise da viga engastada.
	A Figura 27 mostra os resultados dos campos de tensões horizontais e de cisalhamento e o campo das deformações plásticas efetivas ao longo do domínio da viga.
	Os valores das deformações plásticas efetivas na Figura 27(a) são adimensionais, enquanto os valores das tensões horizontais e de cisalhamento, Figuras 27(b) e 27(c) estão expressos em N/m2, ou Pa. Ao interpretar o campo de deformações plásticas efeti...
	(a) (1)
	(b) (1)
	(c) (1)
	Figura 27: (a) Campo das deformações plásticas efetivas; (b) Campo das tensões horizontais; (c) Campo das tensões de cisalhamento.
	Fonte: O Autor (2017) (6)
	Novamente, estes campos de tensões e deformações apresentam simetria na direção de y, o que também se esperava, diante de todas as considerações feitas neste trabalho.
	Dando continuidade, a Figura 28 apresenta a deflexão da viga em questão. Vale destacar que a deflexão máxima ocorre na extremidade livre da viga, como esperado e que o seu valor máximo é, aproximadamente, 32 mm.
	Figura 28: Deflexão da viga.
	Fonte: O Autor (2017) (7)
	5.4.1. Comparação dos Resultados
	Igualmente, esta viga, com seus padrões de geometria, vinculação e carregamento, foi analisada ultilizando-se o software ABAQUS®. A Figura 29 mostra os resultados dos diagramas das tensões horizontais analisados na extremidade engastada da viga. O grá...
	Figura 29: Diagrama das tensões horizontais na extremidade engastada.
	Fonte: O Autor (2017) (8)
	De forma semelhante, a Figura 30 ilustra os resultados dos diagramas das tensões de cisalhamento transversal analisados na extremidade engastada da viga. Novamente, o gráfico em azul representa os resultados obtidos com o modelo proposto, enquanto o g...
	Figura 30: Diagrama das tensões de cisalhamento transversal na extremidade engastada.
	Fonte: O Autor (2017) (9)
	A Tabela 2 mostra a divergência relativa percentual entre os resultados obtidos pelo modelo proposto e pelo ABAQUS ®.
	Tabela 2: avaliação das divergências entre o modelo proposto e o ABAQUS
	Fonte: O Autor (2017) (10)
	Como pode ser observado, os resultados são relativamente próximos, o que atesta a eficácia e acurácia do modelo proposto, assim como reforça que o modelo proposto é confiável e pode ser utilizado para análise de vigas metálicas sob um regime elastoplá... (1)
	5.5. Viga Apoiada com Extremidade em Balanço
	Do mesmo modo, implementou-se o modelo proposto para análise desta viga.
	A Figura 31 mostra os resultados dos campos de tensões horizontais e de cisalhamento e o campo das deformações plásticas efetivas ao longo do domínio da viga.
	Os valores das deformações plásticas efetivas na Figura 31(a) são adimensionais, enquanto os valores das tensões horizontais e de cisalhamento, Figuras 31(b) e 31(c) estão expressos em N/m2, ou Pa. Ao interpretar o campo de deformações plásticas efeti...
	(a) (2)
	(b) (2)
	(c) (2)
	Figura 31: (a) Campo das deformações plásticas efetivas; (b) Campo das tensões horizontais; (c) Campo das tensões de cisalhamento.
	Fonte: O Autor (2017) (11)
	Novamente, estes campos de tensões e deformações apresentam simetria na direção de y, o que também se esperava, diante de todas as considerações feitas neste trabalho. (1)
	Dando continuidade, a Figura 32 apresenta a deflexão da viga em questão. Vale destacar que a deflexão máxima ocorre na extremidade livre da viga e que o seu valor máximo é, aproximadamente, 7,4 mm.
	Figura 32: Deflexão da viga.
	Fonte: O Autor (2017) (12)
	5.5.1. Comparação dos Resultados
	Da mesma forma, esta viga, com seus padrões de geometria, vinculação e carregamento, foi analisada ultilizando-se o software ABAQUS®. A Figura 33 mostra os resultados dos diagramas das tensões horizontais analisados na seção do apoio situado a 2 m da ...
	Figura 33: Diagrama das tensões horizontais a 2 m da extremidade esquerda.
	Fonte: O Autor (2017) (13)
	De forma semelhante, a Figura 34 ilustra os resultados dos diagramas das tensões de cisalhamento transversal analisados na seção do apoio situado a 2 m da extremidade esquerda. Novamente, o gráfico em azul representa os resultados obtidos com o modelo...
	Figura 34: Diagrama das tensões de cisalhamento transversal a 2 m da extremidade esquerda. Fonte: O Autor (2017)
	A Tabela 3 mostra a divergência relativa percentual entre os resultados obtidos pelo modelo proposto e pelo ABAQUS ®.
	Tabela 3: avaliação das divergências entre o modelo proposto e o ABAQUS
	Fonte: O Autor (2017) (14)
	Como pode ser observado, os resultados são relativamente próximos, o que atesta a eficácia e acurácia do modelo proposto. Verifica-se pequenas divergências entre os resultados obtidos por meio do modelo proposto e os resultados obtidos por meio do ABA...
	6. CONSIDERAÇÕES FINAIS
	Este trabalho propôs uma abordagem teórica e semianalítica para análise elastoplástica de vigas metálicas. Considerou-se as restrições cinemáticas adotadas pela teoria de vigas de Euler-Bernoulli, no processo de formulação do modelo proposto. Do mesmo...
	Os resultados obtidos por meio deste modelo mostraram-se bastante consistentes com a noção física do problema. E o mais importante, estes resultados estão em um bom nível de concordância com os resultados obtidos por meio do ABAQUS®, o que atesta a ef...
	Por fim, espera-se que este trabalho contribua com a ampliação das investigações científicas concernentes ao entendimento e modelagem dos fenômenos associados a análise elastoplástica de vigas e, sobretudo, possa servir como fonte para estudantes, eng...
	7. PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS
	Apresenta-se nesta seção uma relação de sugestões para trabalhos futuros que podem acrescentar muito a esta pesquisa:
	(i) Ampliar o modelo proposto para o caso de carregamentos de flexo-compressão, o que mudaria consideravelmente os padrões de comportamento do campo de deformações plásticas;
	(ii) Analisar vigas com seções comerciais, como vigas com perfil em “T” ou “I”. Para as vigas em “T”, possivelmente ,𝑦.≠0 devido a não simetria geométrica da peça em y. Quanto a este ponto, vale mencionar que a formulação deste modelo teria que ser r...
	(iii)  Por fim, mas não menos importante, pode-se analisar vigas metálicas em regime elastoplástico de deformação sob ações dinâmicas. Estas ações poderiam ser de ciclos de carregamentos e descarregamentos, ou até mesmo impactos.
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