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Resumo

Neste trabalho vamos nos 
on
entrar sobre o efeito da anarmoni
idade em uma rede


lássi
a não-periódi
a. Estudamos numeri
amente a 
ompetição entre as 
onstantes de

mola harm�ni
as aperiódi
as 
om poten
iais quadráti
os não-lineares. Para produzir a

distribuição da 
onstante de mola aperiódi
a, utilizou-se uma função senoidal 
uja fase

varia 
omo uma lei de potên
ia, φ ∝ nν , onde n é a posição ao longo da 
adeia. Na

ausên
ia de a
oplamento anarm�ni
o foi demostrado numeri
amente a existên
ia de es-

tados estendidos e propagação de energia livre para o grau su�
iente de aperiodi
idade.

Os 
ál
ulos foram feitos usando o formalismo da matriz de transferên
ia, diagonaliza-

ção exata e solução numéri
a das equações de Hamilton. Nossos resultados indi
am a

presença de soluções estáveis de sólitons para o grau su�
iente de aperiodi
idade ν < 1.

No limite pseudo-aleatório ν > 1, nossos 
ál
ulos indi
am a presença de 
omportamento

solit�ni
o instável. O �uxo de energia em ambos regimes foi 
onsiderado.

Palavras-
have: Cadeias Harm�ni
as. Anarm�ni
o. Modos Vibra
ionais. Aper-

iódi
o. Sólitons.



Abstra
t

In this work we fo
us on the e�e
t of anharmoni
ity on non-periodi
 
lassi
al latti
es.

We study numeri
ally the 
ompetition between aperiodi
 harmoni
 spring 
onstats with

nonlinear quarti
 potentials. To produ
e an aperiodi
 distribution spring 
onstats, it

was used sinusoidal fun
tions whose phase vary as a power-law, φ ∝ nν , where n labels

the positions along the 
hain. In the absen
e of unharmoni
 
oupling we numeri
ally

demonstrated the existen
e of extended states and free energy propagation for su�
ient

degree of apperiodi
ty. Cal
ulations were done by using transfer matrix formalism, ex-

a
t diagonalization and numeri
al solution of Hamilton equations. By using numeri
al

solutions of Hamtilton's equations, we 
onsider the e�e
t of nonlinear terms in the Hamil-

tonian. Our results indi
ate thet presen
e of stable soliton solutions for su�
ient degree

of apperiodi
ity ν < 1. In the pseudorandom limit ν > 1, our 
al
ulations indi
ated the

presen
e of unstable solitoni
 behavior. The energy �ux in both regime was 
onsidered.

Keywords: Cadeias Harm�ni
as, Anarm�ni
o, Aperiódi
o, Modos Vibra
ionais,

Sólitons.
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Capítulo 1

Vibrações em Cadeia Harm�ni
a

1.1 Introdução

O estudo da interação entre a desordem e a não-linearidade é de grande importân-


ia no 
ampo da físi
a da matéria 
ondensada. Por exemplo, a lo
alização dos modos

vibra
ionais em sistemas de baixa dimensionalidade 
om desordem não 
orrela
ionada é

um resultado bem estabele
ido 
om diversas 
onsequên
ias sobre o transporte de 
alor.

Por outro lado, a presença de poten
iais não harm�ni
os representa uma mudança 
om-

pleta nas propriedades me
âni
as, ópti
as e eletr�ni
as. Dentro do 
ontexto de modos

vibra
ionais em sistemas não lineares, um dos efeitos mais importantes é a existên
ia de

sólitons [1�3℄. Um dos prin
ipais estudos sobre transporte de energia em 
adeias não

lineares foi o trabalho de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [4℄. FPU 
onsideraram uma 
adeia

de os
iladores não lineares e estudaram a redistribuição de energia entre os modos. Com

esse trabalho 
hegou-se à des
oberta dos fen�menos de re
orrên
ia de ex
itação expli
ada

mais tarde 
omo manifestação de sólitons. O transporte de energia em sistemas não lin-

eares tem re
ebido até hoje uma forte atenção pela 
omunidade 
ientí�
a [5�11℄. Neste

trabalho de dissertação estamos interessados em estudar a 
ompetição entre a ausên
ia

10
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de periodi
idade e a presença de poten
ias não harm�ni
os.

1.2 Aproximação Harm�ni
a

Em um sólido, as interações entre os átomos se dão por meio das ligações quími
as

existentes entre os mesmos [12; 13℄. Vamos 
onsiderar que 
ada átomo apresente uma

dada posição de equilíbrio |~r| = r0; esta posição 
orresponde ao mínimo da energia

poten
ial at�mi
a U(~r). A aproximação harm�ni
a para a vibração do átomo no entorno

de sua posição de equilíbrio é obtida 
om a hipótese de ser pequena a amplitude da

os
ilação, ou seja, pequenos valores |u| = |r−r0| << r0. Portanto a sua energia poten
ial

pode ser obtida expandindo-se em uma série de Taylor:

U(u) = U(0) +

(

dU

du

)

u=0

u+
1

2

(

d2U

du2

)

u=0

u2
+

1

6

(

d3U

du3

)

u=0

u3
+ ... (1.1)

O primeiro termo da equação (1.1), de ordem zero, é uma 
onstante, e não desem-

penha qualquer papel na dinâmi
a at�mi
a. A primeira derivada deve ser nula, uma vez

que na posição de equilíbrio, U(u) assume um valor mínimo, ou seja:
[(

dU
du

)

u=0
= 0
]

. Os

termos de ordem mais alta são desprezíveis para pequenos deslo
amentos. Desta forma,

a energia de interação é dada pela seguinte forma:

U(u) ⋍ U(0) +
1

2
Cu2

(1.2)

Onde C =

(

d2U
du2

)

u=0
. O termo 1

2Cu
2 na equação (1.2) representa a energia poten
ial

harm�ni
a que está asso
iada à resultante das forças que atuam no átomo e é de�nida

pelo gradiente de energia poten
ial

Instituto de Físi
a - UFAL
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F = −
(

dU

du

)

u=0

= −Cu. (1.3)

Observa-se que essa força é do tipo Lei de Hooke. Esta aproximação de primeira or-

dem desenvolvida anteriormente é 
onhe
ida 
omo aproximação harm�ni
a. A equação

(1.2) 
orresponde à expressão da energia poten
ial de um os
ilador harm�ni
o em uma

dimensão. No 
aso para pequenos deslo
amentos em torno da posição de equilíbrio, os

átomos se 
omportam 
omo duas massas ligadas por uma mola, portanto numa primeira

aproximação uma rede 
ristalina pode ser modelada por uma 
adeia de os
iladores har-

m�ni
os. Para uma expressão mais geral, uma rede 
ristalina tridimensional, em um

sistema de 
oordenada xyz a energia poten
ial toma a seguinte forma:

U(~u) ≃ U(0) +
1

2
Cxxu

2
x +

1

2
Cyyu

2
y +

1

2
Czzu

2
z, (1.4)

onde U(u) é determinada pela energia total de um sistema formado por três os
iladores

harm�ni
os independentes, 
om 
onstantes elásti
as, Cxx, Cyy e Czz.

No 
aso da energia poten
ial ser quadráti
a, eq. (1.2), a força resultante exer
ida

entre os átomos é linear ao deslo
amento, eq. (1.3). Em muitos 
asos, mantendo-se a

temperatura baixa, pode-se usar apenas a energia poten
ial harm�ni
a; os termos de

ordem superior, ou termo anarm�ni
os, em geral são mais importantes em temperatura

alta.

1.2.1 Modos Vibra
ionais de um Cadeia Monoat�mi
a

Um 
ristal monoat�mi
o unidimensional 
onsiste num 
onjunto de átomos idênti
os,


om movimentos de os
ilação em torno da posições de equilíbrio, espaçados entre si 
om

Instituto de Físi
a - UFAL



1.2. Aproximação Harm�ni
a 13

Figura 1.1: Modelo de um 
ristal em uma estrutura de 
adeia linear monoat�mi
o. (A)

os átomos nas posições de equilíbrio, e (B) os átomos deslo
ados pela passagem de uma

onda longitudinal.

Fonte:(Blakemore,1985)

uma distân
ia a, 
hamada de parâmetro da rede 
ristalina unidimensional, representada

na �gura (1.1).

A força que o átomo r + p exer
e sobre o r-ésimo átomo em um dado instante, 
om

a aproximação harm�ni
a, é propor
ional á diferença ur+p − up. A resultante das forças

que todos os átomos exer
em sobre ele é determinada por:

Fr(t) =

∑

p

Cp[ur+p(t) − ur(t)]; (1.5)

onde p = ...,− 2,− 1,0,+ 1,+ 2,.. é o índi
e que 
omputa a 
ontribuição de 
ada átomo

Instituto de Físi
a - UFAL
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da 
adeia linear para essa força resultante, e Cp é a 
onstante de força entre os átomos

separados por uma distân
ia p.

De a
ordo 
om a segunda Lei de Newton, essa força é igual à massa, m, do átomo

em estudo, multipli
ado pela sua a
eleração que é dada por ar(t) =
d2ur(t)

dt2
. Dessa forma,

obtem-se a equação de onda para meios 
ristalinos.

m
d2ur(t)

dt2
=

∑

p

Cp[ur+p(t) − ur(t)]. (1.6)

Considerando, somente os modos de propagação (
om freqüên
ia angular w e o vetor

de onda ~k) em uma 
adeia linear, pode se en
ontrar as soluções para ur(t) através de

ondas planas a saber:

ur(t) = u0exp[i(rka− wt)], (1.7)

substituindo esta função em (1.6), obtem-se:

−mw2ur(t) =

∑

p

Cpur(t)[e
ipka − 1]. (1.8)

Esta relação pode também ser es
rita 
omo:

−mw2ur(t) =

∑

p+

Cpur(t)[e
ip+ka − 1] +

∑

p
−

Cpur(t)[e
ip

−
ka − 1]; (1.9)

onde p+ = 0,+1,+2,+3,... e p− = ...,−3,−2,−1. Considerando a simetria de translação,

Cp+
= Cp

−

, e também p = p+ = −p−, pode-se rees
rever a equação (1.9) na forma:

Instituto de Físi
a - UFAL
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−mw2ur(t) =

∑

p>0

Cpur(t)[e
ipka

+ e−ipka − 2]; (1.10)

substituindo a identidade eipka
+ e−ipka

= 2 cos pka e 
an
elando o termo ur(t) de ambos

os membros, temos a relação de dispersão para os 
ristais unidimensionais. Esta relação

rela
iona w 
om o vetor de onda ~k .

w2
=

2

m

∑

p>0

Cp(1 − cos pka); (1.11)

utilizando a identidade cos pka = 1 − 2 sin
2
(

pka
2

)

, a relação toma a seguinte forma:

w2
=

4

m

∑

p>0

Cp sin
2

(

pka

2

)

. (1.12)

Da equação (1.11), onde os pontos de máximo dessa relação de dispersão o
orrem

quando dw2

dk = 0, ou seja:

dw2

dk
=

2

m

∑

p>0

paCp sin pka = 0, (1.13)

para que a igualdade da equação (1.14) seja satisfeita, é ne
essário que o vetor de onda ~k

assuma valores: ±π/a, que são os limites da primeira zona de Brillouin, onde sin pka =

sin pπ = 0.

Considerando interações somente entre os primeiros vizinhos, isto é, p se restringe a

±1, a equação (1.12) torna-se:

w2
=

4C

m
sin

2 ka

2
; w = ±wm| sin ka

2
|, (1.14)

onde wm = 2

√

C/m, é a frequên
ia máxima permitida para as vibrações longitudinais

Instituto de Físi
a - UFAL
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Figura 1.2: Relação de dispersão para as vibrações num 
ristal monoat�mi
o unidi-

mensional, 
onsiderando interações somente entre os primeiros vizinhos. O intervalo

−π/a ≤ k ≤ π/a 
orresponde à primeira zona de Brillouin [14℄.

Fonte:(Blakemore,1985)

numa 
adeia monoat�mi
a. O sinal ± da equação (1.14) indi
a a direção de propagação

da vibração, onde a onda se propaga tanto para direita ou para esquerda. o movimeto

em qualquer ponto é periódi
o no tempo [14℄.

A relação de dispersão da equação (1.14) 
orresponde ao 
hamado modo a
ústi
o de

vibração para a propagação de ondas longitudinais em uma estrutura linear monoat�mi
a,


onsiderando apenas as interações entre os primeiros vizinhos. Na �gura (1.2) nos mostra

o grá�
o da frequên
ia w em função do vetor de onda ~k, onde desta
a-se a região −π/a ≤

k ≤ π/a, que 
orresponde à primeira zona de Brillouin do 
ristal.

Uma das prin
ipais 
ara
terísti
as das relações de dispersão em meios 
ristalinos

unidimensionais (1.11), é o fato de w ser uma função periódi
a do vetor de onda ~k, de

período 2π/a, ou seja,

Instituto de Físi
a - UFAL
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w

(

k +
2π

a

)

= w(k). (1.15)

Da eq. (1.7), a razão entre dois deslo
amentos su
essivos é dada por:

ur+1

ur
=
u0e

i(r+1)ka

u0eirka
= eika

; (1.16)

o intervalo de −π 6 ka 6 π, 
obre todos os valores �si
amente possíveis para o vetor

de onda ka [15℄. Deste modo, basta 
onhe
er a função w(k), sendo esta 
ompletamente

de�nida no intervalo

k ∈
[

−π
a
,+

π

a

]

. (1.17)

Este intervalo 
orresponde à primeira zona de Brillouin [12; 13℄.

Os valores de k na fronteira da primeira zona de Brillouin estão asso
iados à ondas

esta
ionárias. De fato, quando k = ±π/a o deslo
amento torna-se:

ur = u0e
±irπ

= u0(−1)
r. (1.18)

Da equação a
ima 
on
lui-se que os átomos da rede movem-se em fases opostas, ou seja,

a onda não se propaga nem para a direita nem para a esquerda, independentemente de r

ser um número par ou um número ímpar. Logo, a equação (1.18) representa uma onda

esta
ionária e não uma onda progressiva. Então, no limite da primeira zona de Brillouin,

k = ±π/a, esta situação é análoga à re�exão de Bragg dos raios X [13; 14℄. Deste

modo, quando a 
ondição de Bragg for satisfeita, a onda sofre re�exões su
essivas para

frente e para trás produzindo uma onda esta
ionária. Assim, pela 
ondição de Bragg

Instituto de Físi
a - UFAL
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2d sin θ = nλ, no limite da primeira zona de Brillouin pode-se de�nir que θ = π/2, d = a,

k = 2π/λ e n = 1, de modo que λ = 2a

Limite Contínuo

No limite 
ontínuo, isto é, para longos 
omprimentos de onda, temos que λ >> a ou

pka << 1. Lembrando que k = 2π/λ, 
onsequentemente sin
2 pka ∼= (pka/2)

2, de modo

que a relação de dispersão da equação (1.12) pode ser es
rita 
omo:

w2
= k2





a2

m

∑

p>0

p2Cp



 . (1.19)

Assim, a relação de dispersão w(k), no limite de grandes 
omprimentos de onda, é

diretamente propor
ional ao vetor de onda k. Este resultado de�ne a relação de ondas

me
âni
as em meios 
ontínuos, que são determinadas por w = vk. Considerando apenas

as interações entre primeiros vizinhos, p = 1, w(k) é determinado por:

w(k) = 2

√

C

m

∣

∣

∣

∣

ka

2

∣

∣

∣

∣

= a

√

C

m
|k|. (1.20)

Ao analisar a velo
idade de um pa
ote de onda, de�nida 
omo vg = ~▽kw(k), que se

propaga na 
adeia monoat�mi
a linear tem-se

vg = ~▽kw(k) =
dw

dk
= a

√

C

m
cos

ka

2
. (1.21)

Através do 
á
ulo da velo
idade de grupo, pode-se 
onstatar o apare
imento de ondas

esta
ionárias para k = ±π/a, onde vg = 0. No limite 
ontínuo, veri�
a-se das expressões

(1.20) e (1.21), que a frequên
ia angular w é diretamente propor
ional ao módulo do vetor

de onda, |~k|, o que é equivalente a dizer que a velo
idade de propagação da vibração é

Instituto de Físi
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independente da fequên
ia. Por este motivo as velo
idades de fase (vf = w/k) e de

grupo (vg = dw/dk) das ondas são equivalentes. Então, para o limite 
ontínuo podemos

es
rever:

vg = vf ≈ a

√

C

m
. (1.22)

Dedução da Constante de Força

A partir do 
ál
ulo da função de dispersão w(~k) pode-se determinar a 
onstante de

força efetiva entre os átomos.

A 
onstante de força Cp é determinada multipli
ando ambos os membros da equação

(1.11) por cos rka, onde r é um inteiro, e integrando sobre o intervalo de valores inde-

pendentes de k, de modo que:

m

∫ π/a

−π/a
dkw2

cos rka = 2

∑

p>0

Cp

∫ π/a

−π/a
dk(1 − cos pka) cos rka. (1.23)

A integral da direita se anula, ex
eto para p = r. Logo tem-se que,

2

∑

p>0

Cp

∫ π/a

−π/a
dk(1 − cos pka) cos rka = −2π

Cp

a
, (1.24)

resultando em:

Cp = −ma
2π

∫ π/a

−π/a
dkw2

cos pka. (1.25)

A 
onstante Cp 
orresponde à transformada de Fourier da relação de dispersão w2
(K).
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Essa relação é válida apenas para redes monoat�mi
as [16; 17℄.

1.2.2 Modos Vibra
ionais de uma Cadeia Diat�mi
a

Numa des
rição 
lássi
a, usamos as equações de movimento de Newton para o movi-

mento vibratório dos átomos nos sólidos diat�mi
os unidimensionais. Os aspe
tos de

relação de dispersão de f�nons são eviden
iados quando da 
onsideração de bases 
om

dois ou mais átomos, tais 
omo as estruturas de NaCl ou do diamante, ambos 
om dois

átomos por 
élula primitiva [13℄. Para 
ada direção de propagação de ondas, a relação

de dispersão w versus k desenvolve dois ramos 
onhe
idos 
omo a
ústi
o e ópti
o. Con-

sequentemente, os modos de vibra
ionais se desdobram em longitudinal e transversal.

Consideremos uma rede unidimensional 
om dois átomos 
om massas m1 e m2 situ-

ados em planos paralelos e alternados entre si, 
omo é mostrado na �gura (1.3), onde

assume-se que a 
onstante de força elásti
a C é a mesma para todos os pares de átomos e

que o parâmetro da rede na direção perpendi
ular aos planos 
onsiderados seja a, Nesse


aso, para 
ada plano que 
ontém apenas um tipo de átomo, a onda se propaga na mesma

direção do deslo
amento dos átomos.

Os deslo
amentos em relação às posições de equilíbrio são un e vn para os átomos na

posição n, 
ujas massas são m1 e m2, respe
tivamente. Analogamente ao 
aso da 
adeia

monoat�mi
a linear, é possível desenvolver as equações de movimento para 
ada um dos

átomos, 
omo segue:

m1
d2un

dt2
= C(vn + vn−1 − 2un); (1.26)

m2
d2vn

dt2
= C(un+1 + un − 2vn). (1.27)

Cada par de átomos tem um modo normal representado por uma onda plana sim-
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Figura 1.3: Cadeia 
ristalina diat�mi
a linear 
om átomos de massas m1 e m2 ligadas

pela 
onstante de força C entre os planos adja
entes, onde o espaçamento entre dois

planos indênti
os é de�nido por a.

Fonte:(Kittel, 2006)

ilar a da equação (1.7), mas 
om diferentes amplitudes u e v para ambos os átomos,

determinada por:

un = uexp(inka− iwt); (1.28)

vn = vexp(inka− iwt). (1.29)

Deste modo as equações (1.26) e (1.27) assumem a forma:

(2C −m1w
2
)u− Cv[1 + exp(−ika)] = 0; (1.30)

(2C −m2w
2
)v − Cu[exp(ika) + 1] = 0. (1.31)

Dadas as equações (1.30, 1.31) podemos es
revê-las na forma matri
ial:
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





2C −m1w
2 −C(1 + e−ika

)

−C(1 + eika
) 2C −m2w

2













u

v






=







0

0






. (1.32)

A solução não trivial das equações diferen
iais a
opladas é obtida da 
ondição de que

o determinante da matriz, 
ujos 
oe�
ientes são u e v, seja nulo:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2C −m1w
2 −C(1 + e−ika

)

−C(1 + eika
) 2C −m2w

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (1.33)

ou seja

m1m2w
4 − 2C(m1 +m2)w

2
+ 2C2

(1 − cos ka) = 0. (1.34)

Esta equação do segundo grau (em w2) admite duas soluções dadas pela seguinte ex-

pressão:

w2
=

C

m1m2

[

(m1 +m2) ± (m2
1 +m2

2 + 2m1m2 cos(ka))1/2
]

. (1.35)

A equação (1.35) 
orresponde à relação de dispersão para a 
adeia diat�mi
a linear. Com

isso, podemos analisar alguns 
asos limites para esta relação de dispersão.

Primeiro 
aso limite:

Considerando valores pequenos, ka << 1, pode-se es
rever a expansão de Taylor,
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cos(ka) ∼= 1− 1
2k

2a2
+ .... Ao substituir esta expansão na relação de dispersão dada pela

equação (1.35), obtém-se:

w2
=

C

m1m2

[

(m1 +m2) ± (m1 +m2)

(

1 − m1m2k
2a2

(m1 +m2)
2

)1/2
]

; (1.36)

Onde o termo m1m2k2a2

(m1+m2)2
da equação (1.36) é bastante pequeno, desta forma pode-se usar

a expansão em série de Taylor (1 − x)n ≈ 1 − nx+ ..., obtendo:

w2
=

C

m1m2

[

(m1 +m2) ± (m1 +m2)

(

1 − 1

2

m1m2k
2a2

(m1 +m2)
2

)]

. (1.37)

A existên
ia do sinal (±) na equação (1.37) permite es
rever duas relações de dispersão,

uma para o sinal negativo e outra para o sinal positivo. Da relação de dispersão 
om o

sinal negativo, obtém-se:

w2
− =

C

2

k2a2

(m1 +m2)
. (1.38)

Esta relação de dispersão é 
hamada de Modo A
ústi
o de Vibração. Nesta solução os

átomos movem-se juntos produzindo as vibrações a
ústi
as de longos 
omprimentos de

onda.

Ao analisar a relação de dispersão 
om sinal positivo, partindo da equação (1.37),

e
ontra-se:

w2
+ =

2C(m1 +m2)

m1m2

[

1 − 1

4

m1m2k
2a2

(m1 +m2)
2

]

, (1.39)
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onde o termo 1
4

m1m2k2a2

(m1+m2)2
da equação (1.39) pode ser desprezado, pois ka << 1. Deste

modo, temos:

w2
+ = 2C

[

1

m1
+

1

m2

]

. (1.40)

Esta relação de dispersão é 
hamada de Modo Ópti
o de Vibração. Nesta frequên
ia

os átomos 
om massas diferentes vibram uns 
ontra os outros, 
aso eles tenham 
argas

elétri
as opostas é possível ex
itar este movimento através do 
ampo elétri
o de uma

onda luminosa.

Segundo 
aso limite:

Dentro da primeira zona de Brillouin o vetor de onda ~k pode variar dentro do intervalo

π/a ≤ k ≤ π/a. Deste modo, analisando o 
omportamento da relação de dispersão dada

pela equação (1.35) no limite da primeira zona de Brillouin temos que:

w2
=

C

m1m2
[(m1 +m2) ± (m1 −m2)]. (1.41)

Da mesma forma que no primeiro 
aso limite, pode-se en
ontrar uma relação de

dispersão 
om sinal negativo e outra 
om sinal positivo. A relação de dispersão 
om

sinal negativo e positivo é determinada por:

w2
− =

2C

m1
; w2

+ =
2C

m2
. (1.42)

Con
lui-se que para a relação de dispersão de uma 
adeia diat�mi
a linear a frequên-
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ia w− 
orresponde ao Modo A
ústi
o de Vibração e a frequên
ia w+ 
orresponde ao

Modo Ópti
o de Vibração. Através dos resultados obtidos nos dois 
asos limites, pode-se


onstruir o grá�
o da relação de dispersão determinada pela expressão (1.35).

Na �gura (1.4) é mostrada a 
urva de dispersão da rede diat�mi
a. Entre os dois

ramos se en
onta uma faixa de frequên
ia que não tem solução para k real. Esta faixa é


onhe
ida 
omo band gap [13℄.

Figura 1.4: Relação de dispersão para a propagação de uma onda longitudinal em uma


adeia diat�mi
a linear, para m1 > m2. O ramo inferior é o ramo a
ústi
o e o ramo

superior é 
hamado de ramo ópti
o.

Fonte:(Ash
roft,1976)

A �gura (1.5) ilustra os modos vibra
ionais transversais de movimento dos átomos

na 
adeia diat�mi
a linear [12; 13℄. O movimento de vibração dos átomos a
onte
e

numa direção perpendi
ular ao vetor de onda ~k da onda progressiva de f�nons. Por este

motivo, os dois modos normais de vibração são 
hamados de transversais, Modo Ópti
o

Transversal (TO) e Modo A
ústi
o Transversal (TA). Além destes modos transversais

de vibração, existem também os modos longitudinais de vibração, 
onhe
ido 
omo Modo
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Figura 1.5: O movimento vibra
ional dos átomos em uma 
adeia diat�mi
a linear. (a)

representa o modo ópti
o transversal (TO), o qual possui a frequên
ia w+. (b) representa

o modo a
ústi
o transversal (TA), o qual possui a frequên
ia w−.

Fonte:(Ash
roft,1976)

A
ústi
o Longitudional (LA) e Modo Ópti
o Longitudional (LO). Nos modos vibra
ionais

longitudinais, o movimento de vibração dos átomos a
onte
e na mesma direção do vetor

de onda ~k da onda progressiva de f�nons.

A 
lassi�
ação dos modos de vibração em ramos a
ústi
o e ópti
o pode ser estendido

a um sólido tridimensional 
om base diat�mi
a. Para 
ada valor de ~k existem 3p modos

normais de vibração, onde p é o número de átomos que estão na base ou 
élula primitiva

do 
ristal. Sendo que, deste total de modos normais (3p), 3 são modos a
ústi
o e (3p−3)

ramos ópti
os [12℄. O número de ramos é função da quantidade de graus de liberdade dos

átomos. Considerando N 
élulas primitivas e p átomos por 
élula, ou seja, pN átomos

no 
ristal, e tendo 
ada átomo três graus de liberdade, um para 
ada direção x, y e z,

obtém-se um total de 3pN graus de liberdade para os átomos do 
ristal. O número de

ramos para 
ada grau de liberdade é distribuído da seguinte forma:

N modos aústi
os longitudionais

2N modos aústi
o transversais
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(p− 1)N modos ópti
os longitudinais

2(p− 1)N modos ópti
os transversais

1.3 Transporte de energia em Cadeia Harm�ni
a: Formal-

ismo Hamiltoniano

Considerando uma 
adeia harm�ni
a unidimensional de N massas, no qual pode-se

es
rever o Hamiltoniano 
lássi
o de uma 
adeia harm�ni
a 
omo H =
∑N

n=1 hn(t), onde

a energia hn(t) de massa no sítio (n) é determinada por:

hn(t) =
p2

n

2mn
+

1

4
[βn(qn+1 − qn)

2
+ βn−1(qn − qn−1)

2
]. (1.43)

Os termos pn representa o momento e o qn é o deslo
amento do átomo n ao longo da


adeia 
om relação a sua posição de equilíbrio. As equações de movimento para pn e qn

podem ser obtidas a partir das equações de Hamilton determinada abaixo:

ṗn(t) = −∂H
∂qn

= βn(qn+1 − qn) − βn−1(qn − qn−1);

q̇n(t) =
∂H

∂pn
=
pn(t)

mn
. (1.44)

Aqui deve-se 
onsiderar β = βn = βn−1, que determina a 
onstante de força. A sua

frequên
ia máxima de f�nons é dado por Ω
2
D = 4β/mn [1℄. Introduz-se algumas variáveis

adimensionais:
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Pm = pn/mnΩD, Qm = qn,

τ = ΩDt. (1.45)

Pode-se determinar da equação (1.43) a evolução espa
ial e temporal da energia de

vibrações da rede, lo
alizada no 
entro do sítio, que pode ser des
rita pela densidade de

energia Em(t) =
hn(t)
mnΩ2 da seguinte forma:

Em(t) =
P 2

m

2
+

Ω
2
D

16
[(Qm+1 −Qm)

2
+ (Qm −Qm−1)

2
]. (1.46)

Para determinar a diagonalização do Hamiltoniano da eq. (1.43) partindo da 
oor-

denadas normais (Qk,Pk) obtem-se:

Qm =

∑

k

µm(k)Qk, (1.47)

Pm =

∑

k

µ∗m(k)Pk; (1.48)

onde os autovetores µm(k) 
onstituem um sistema de ortonormal 
ompleto determinado

da seguinte forma:

µm(k) =
1

√

(N + 1)
exp

(

i
2π

N + 1
km

)

, k = 0,± 1,± 2,± 3,...,±N/2 (1.49)

o Hamiltoniano diagonalizado é da seguinte forma H =
1
2

∑

k[PkP
∗
k + Ω

2
kQkQ

∗
k], onde
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Ω
2
k = Ω

2
D sin

2
(πk/(N+1)) é a relação de dispersão [18℄. A dinâmi
a do sistema das 
oor-

denadas normais (Qm, Pm) em termos das 
ondições ini
iais é determinda por Hamilton-

Heisenberg da seguinte forma:

Qk(t) = Qk(0) cos Ωkt+ Ω
−1
k P ∗

k (0) sin Ωkt, (1.50)

Pk(t) = Pk(0) cos Ωkt− ΩkQ
∗
k(0) sin Ωkt, (1.51)

onde pode-se de�nir a evolução temporal das 
oordenadas originais partindo da equação

(1.47 e 1.48) obtem-se as seguintes expressões

Qm =

∑

n

Qn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k) cos Ωkt+

∑

n

Pn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k)Ω−1
k sin Ωt, (1.52)

Pm =

∑

n

Pn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k) cos Ωkt−
∑

n

Qn(0)

∑

k

µm(k)µ∗n(k)Ωk sin Ωt. (1.53)

A partir dessas equações pode-se de�nir que:

Qm =

∑

n

Qn(0)S(1)
mn(t) +

∑

n

Pn(0)S(2)
mn(t) (1.54)

Pm =

∑

n

Pn(0)S(1)
mn(t) −

∑

n

Qn(0)S(3)
mn(t), (1.55)

onde essa expressão determina a propagação de energia espa
ial para qualquer 
ondição

ini
ial. Com isso, utilizando as funções de Bessel [19℄ pode-se determinar os valores de
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S
(1)
mn(t), S

(2)
mn(t) e S

(3)
mn(t) da seguinte forma:

S(1)
mn =

∑

k

µm(k)µ∗n(k) cos Ωkt =
1

N + 1

N/2
∑

k=−N/2

exp[i2π(m− n)k/(N + 1)]

cos[ΩDt sin(πk/(N + 1))]. (1.56)

No limite para N muito grande, ou seja, N ≫ 1, pode-se transformar a soma da eq.

(1.56) para uma forma intregal e fazendo uma mudança de variavel ε = πk/(N + 1)

obtém-se

S(1)
mn =

1

π

∫ π/2

−π/2
dεexp[2i(m− n)ε] cos(ΩDt sin ε), (1.57)

utilizando a fórmula de Euler eiθ = cos θ + i sin θ na equação a
ima tem-se:

S(1)
mn =

1

π

∫ π/2

−π/2
cos(ΩDt sin ε) cos[2(m− n)ε]dε+

i

π

∫ π/2

−π/2
cos(ΩDt sin ε) sin[2(m− n)ε]dε, (1.58)

a segunda integral do lado direito é nula, pois temos o produto entre uma função ímpar

e outra par. Deste modo, obtém-se

S(1)
mn =

1

π/2

∫ π/2

0
cos(ΩDt sin ε) cos[2(m− n)ε]dε, (1.59)

utilizando as propriedades da função de Bessel, Jn(x) =
1
π

∫ π
0 [cos(xsenθ) cosnθdθ, e

fazendo algumas 
onsiderações na expressão (1.59) temos que:
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S(1)
mn(t) = J2|m−n|(τ) onde τ = ΩDt. (1.60)

Analogamente ao 
aso da expressão anterior pode-se desenvolver para S
(2)
mn(t) e S

(3)
mn(t)

por meio das propriedades da função de Bessel obetem os seguites valores

S(2)
mn(t) =

∑

k

µm(k)µ∗nΩ
−1
k sin Ωkt

=
2

ΩD

∞
∑

ν=0

J2|m−n|+1+2ν(τ), (1.61)

e

S(3)
mn(t) =

∑

k

µm(k)µ∗nΩk sin Ωkt =
dS1

mn(t)

dt

=
2

ΩD
[J2|m−n|−1(τ) − J2|m−n|+1(τ)], (1.62)

rees
revendo a equação (1.54 e 1.55) por meio dessa expressão temos

Qm =

∑

n

Qn(0)J2|m−n|(τ) +

∑

n

Pn(0)
2

ΩD

∞
∑

ν=0

J2|m−n|+1+2ν(τ), (1.63)

Pm =

∑

n

Pn(0)J2|m−n|(τ) −
∑

n

Qn(0)
2

ΩD
[J2|m−n|−1(τ) − J2|m−n|+1(τ)]. (1.64)

Na seção seguintes serão dis
utidas as espe
i�
ações das 
ondições ini
iais. Cal
u-

lando a evolução temporal da energia dentro do sistema.
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1.3.1 Ex
itação Ini
ial Tipo Impulso

A evolução espa
ial da energia exibe uma dependên
ia da natureza da ex
itação

ini
ial lo
alizada. A 
ondição ini
ial para uma ex
itação do tipo impulso (tipo P) 
om

uma energia Em(t) no sítio m para um tempo ini
ial t = 0 é de�nido por:

Pm(t) = Pnδm,n, Qm(t) = 0. (1.65)

Analisando a equação (1.63 e 1.64) pela 
ondição 
ontorno da equação (1.65) resulta em:

Qm(t) = PnS
(2)
mn(t) = Pn

2

ΩD

∞
∑

υ=0

J2|m|+1+2υ(τ);

Pm(t) = PnS
(1)
mn = PnJ2|m|(τ). (1.66)

Considerando que a energia 
inéti
a e poten
ial (Ecint.
m e Epot.

m ) no sítio m (partindo da

equação 1.66) é da seguinte forma:

Ecint.
m (t) =

1

2
P 2

n(J2|m|)
2
; (1.67)
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Epot.
m (t) =

Ω
2
D

16
[(Qm+1 −Qm)

2
+ (Qm −Qm−1)

2
]

=
1

4
P 2

n

( ∞
∑

υ=0

(J2|m+1|+1+2υ(τ) − J2|m|+1+2υ(τ))

)2

+
1

4
P 2

n

( ∞
∑

υ=0

(J2|m|+1+2υ(τ) − J2|m−1|+1+2υ(τ))

)2

. (1.68)

Fazendo uso das propriedades das funções de Bessel na energia poten
ial (equação (1.68))

pode ser simpli�
ada para

Epot.
m (t) =

1

4
P 2

n [(J2|m|+1(τ))
2
+ (J2|m|−1(τ))

2
]; (1.69)

onde a energia total (Em = Ecint.
m + Epot.

m ) no sítio m é da seguinte forma

Em(t) =
1

2
P 2

n [(J2|m|(τ)) +
1

2
[(J2|m|+1(τ))

2
+ (J2|m|−1(τ))

2
]]. (1.70)

Portanto, a equação a
ima representa a evolução espa
ial e temporal da energia na na-

tureza da ex
itação ini
ial lo
alizada. Quando a ex
itação é do tipo impulso (tipo P),


omforme a expressão (1.70), a energia Em(t) para o m-ésimo sítio é es
rita em termo

da função de Bessel [1℄.

1.3.2 Análise dos Momentos da Distribuição de Energia

Uma das forma de analisar o 
omportamento da evolução energéti
a no espaço é por

meio dos momentos. O m-ésimo momento da distribuição de energia foram estudados

por Datta e Kundu [5℄. O momento da distribuição de energia é de�nida da seguinte

forma:
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Mq(t) =

N
∑

n=1

(n− n0)
q
[hn(t)/H]; (1.71)

onde a quantidade hn(t)/H determina a fração de energia 
on
entrada no sítio n no

tempo t (hn(t)) e o H é a energia total do sistema. Além disso, pode ser interpretado


omo um pa
ote de energia lo
alizada 
om uma probabilidade de ser en
ontrado no

sítio n no tempo t. Em t = 0 a energia H é introduzida na 
adeia por meio de uma

perturbação, esta perturbação pode ser dada ao sistema através de um impulso (tipo P)

ou por meio de um deslo
amento (tipo Q). O segundo momento da distribuição espa
ial,

M2(t), tem uma semelhança 
om o desvio médio quadráti
o de um pa
ote eletr�ni
o em


ristais ou materiais amorfos [5℄. O 
omportamento da propagação de energia pode ser


ara
terizada pela dependên
ia temporal do segundo momento; para uma ex
itação tipo

P , em uma 
adeia pura, foi mostrado na referên
ia [18℄ que M2(t) diverge da seguinte

forma

(M2(τ)/M0)
(P )

=
1

2

(τ

2

)2
; (1.72)

o segundo momento está rela
ionado 
om a 
onstante de difusão, D, na 
adeia por meio

da relação da referên
ia [5; 20℄ da seguinte forma

D =
1

2
lim
t→∞

dM2(t)

dt
. (1.73)
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1.4 Modos Vibra
ionais de uma Cadeia Harm�ni
a 
om Des-

ordem

Os efeitos da desordem no sistema 
ristalino tem sido objeto de estudo desde o tra-

balho de Anderson [21℄ sobre a lo
alização, em 1958. Dentro do 
ontexto de físi
a do

estado sólido, o estudo dos modos vibra
ionais em 
adeias harm�ni
as desordenadas tem

sido objeto de estudo durante várias dé
adas [5; 22�32℄. Em sólidos reais a presença de

defeitos induz uma aleatoriedade nos a
oplamentos entre as massas ou entre as 
onstantes

de forças.

A equação para os modos normais de vibração em 
adeias harm�ni
as desordenadas

podem ser fa
ilmente demostrados. Considerando uma 
adeia de N átomos interagente

por meio de uma força harm�ni
a, que obede
e a lei de Hook, onde a força é propor-


ional a distân
ia entre os átomos. Desde que as forças de a
oplamentos são lineares nos

deslo
amentos, sendo que a vibração do sistema é uma superposição de (N − 1) modos

normais, 
om uma frequên
ia 
ara
terísti
a ω, 
omo temos abraixo:

F = βm,n(um − un), (1.74)

onde βm,n é a 
onstante elásti
a da força entre os sítios m e n; um e un representam as

posições de dois átomos 
onse
utivos. Neste modelo, a desordem pode ser introduzida

de duas formas: 
olo
ando uma distribuição de massas aleatórias e 
onstantes de forças

iguais ou massas iguais e 
onstantes de forças aleatórias. As equações de movimentos

para uma 
adeia unidimensional de massas mn, 
om n = 1,2,3,...,N , a
opladas por forças

harm�ni
as, 
onsiderando apenas interações entre os primeiros vizinhos, são dada por:
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mn
d2un

dt2
= βn(un+1 − un) + βn−1(un−1 − un); (1.75)

onde mn é o valor da massa no n-ésimo sítio. Assumindo uma dependên
ia temporal 
om

uma úni
a frequên
ia [un = une
(−iωt)

], da equação (1.75) podemos obter uma equação

esta
ionária para os modos vibra
ionais de uma 
adeia harm�ni
a:

(βn−1 + βn − ω2mn)un = βn−1un−1 + βnun+1. (1.76)

Com base no formalismo da matriz de transferên
ia unidimensional, utilizado por

Matsuda e Ishii [24; 25℄, podemos es
rever a equação (1.76) na forma matri
ial 
omo:







un+1

un






=







βn−1+βn−mnw2

βn
−βn−1

βn

1 0













un

un−1






. (1.77)

Matsuda e Ishi mostraram que os modos vibra
ionais da 
adeia harm�ni
a 
om frequên
ia

não nula (ω > 0) são lo
alizados e próximo de ω = 0 existem
√
N estados estendidos, ou

seja, o 
omprimento de lo
alização λ dos modos diverge 
omo λ ∝ 1/ω2.

1.5 A Matriz de Transfêren
ia em uma Dimensão e o Ex-

poente de Lyapunov

A lo
alização dos auto-estados de sistemas ordenados e desordenados é 
al
ulada 
om

base no expoente de Lyapunov γ (ou inverso do 
omprimento de lo
alização λ). Para

isto, é ne
essário 
onhe
er a matriz de transfêren
ia do sistema em estudo. Sendo assim,
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podemos rees
rever a equação (1.76) na forma matri
ial 
omo:







un+1

un






= Tn







un

un−1






; (1.78)

onde Tn é a matriz de transfêren
ia determinada por:

Tn =







βn−1+βn−mnw2

βn
−βn−1

βn

1 0






(1.79)

Dada uma 
ondição ini
ial c(0) =







u1

u0






, através do produto de todas as matrizes de

transferên
ia QN , as amplitudes da função de onda do N -ésimo sítio são obtidas por:

CN = C0.QN (1.80)

onde QN = TNTN−1...T1. Sendo assim, o grau de lo
alização de 
ada modo vibra
ional é

obtido pelo inverso do 
omprimento de lo
alização λ ou expoente de Lyapunov γ [26; 29℄,

dado por:

γ = λ−1
= lim

N→∞
1

N
log

|QNc(0)|
|c(0)| ; (1.81)

A expressão a
ima para o expoente de Lyapunov também pode assumir todos os

auto-valores para o produto de matrizes aleatórias não 
orrela
ionadas.

Na �gura 1.6 plotamos o grá�
o do expoente de Lyapunov γ em função da frequên
ia
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Figura 1.6: O expoente Lyapunov γ (ou inverso do 
omprimento de lo
alização λ) em

função da frequên
ia w. Para uma 
adeia harm�ni
a 
om 
onstantes de forças aleatória

uniformente distribuídas no intervalo [1,3] e massas iguais, para uma 
adeia 
omN = 10
5.

0 2 4ω
0

1

2

3

4

γ

Fonte:(Autor, 2011)

w obtido pelo método da matriz de transferên
ia para uma 
adeia unidimensional. Este

resultado para uma 
adeia harm�ni
a 
om 
onstantes de forças aleatória uniformente

distríbuidas no intervalo [1,3] e massas iguais, ou seja,mn = 1. O expoente de Lyapunov é

pequeno na região de baixa frequên
ia (w → 0) e é �nito para a região de auto frequên
ia.

1.6 Modos Vibra
ionais de uma Cadeia Harm�ni
a em Po-

ten
ial Aperiódi
o

Estabele
idas em 1933 por Horald Bohr [33℄, as bases matemáti
as de ordem aper-

iódi
a há muito tempo vêm sendo estudadas e devido às suas propriedades quasi-periódi
as,

que o
orrem pela falta de simetria transla
ional, foram inseridas naturalmente nos domínios
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da investigação apli
ada. Atualmente, na literatura 
ientí�
a, existem diversas investi-

gações teóri
as baseadas em sistemas quasi-periódi
os unidimensionais, pois eles podem

ser des
ritos por modelos simples que apontam propriedades relevantes destes sistemas,


omo eletr�ni
as e vibra
ionais [34℄.

Quando as estruturas aperiódi
as e a desordem estão rela
ionadas, a lo
alização dos

modos vibra
ionais em uma 
adeia unidimensional pode ser des
rita pelo modelo de

Anderson [21℄. Anderson estudou a possibilidade de lo
alização eletr�ni
a em um semi-


ondutor, a partir de um grau de desordem em uma rede unidimensional. Outros estudos

das propriedades de lo
alização eletr�ni
a em uma dimensão foram utilizados no modelo

tight-binding 
om poten
ial pseudo-aleatório [35; 36℄. Neste modelo, foram 
onsiderados

o poten
ial de um sítio Vn = λ cos(πα|n|υ) 
om α sendo um número irra
ional, 
uja

fase da modulação segue uma lei de potên
ia em n. Nesse trabalho foram feitos 
ál
ulos

numéri
os, e usando método pertubativo para λ ≪ 1 en
ontraram o 
omprimento de

lo
alização para valores diferentes de ν.

No presente trabalho analisaremos os efeitos de aperiodi
idade na lo
alização dos

estados, através de uma sequên
ia de 
onstantes elásti
a aperiódi
as, onde vamos 
on-

siderar βn usando uma função senoidal 
uja fase varia 
omo uma lei de potên
ia, φ ∝ nυ,

onde n é a posição do átomo ao longo da 
adeia.

1.7 Termo Não Linear: Sóliton

Diversos fen�menos físi
os podem ser des
ritos por equações não lineares. Dentre esses

fen�menos podemos 
itar 
omo exemplo: sólitons óti
os em 
onjuntos de guias de onda

[37℄, dinâmi
a de biopolímeros [38℄ e dinâmi
a não linear do DNA [39℄. Vários estudos

sobre sistemas não lineares foram feitos também no 
ontexto da me
âni
a quânti
a, 
omo

nos 
ondensados de Bose-Einstein [40℄, na físi
a de super
ondutores de alta temperatura
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ríti
a [41℄ e em super-redes semi
ondutoras [42℄. Deste modo, a grande diversidade de

sistemas que apresentam 
omportamento não linear torna interessante o estudo deste

fen�meno. Por sua vez, uma das manifestações interessantes de efeitos não-lineares (ou

anarm�ni
os) em vibrações de 
adeias harm�ni
as longas é a existên
ia de sólitons.

A des
oberta do sóliton, também 
onhe
ido 
omo onda solitária, é atribuída a John

S
ott Russel [43; 44℄. Em 1834 John S
ott Russel observando o movimento de um

bar
o que estava sendo rapidamente puxado por dois 
avalos, ao longo de um estreito


anal, veri�
ou que quando o mesmo foi subitamente freado, surgiu uma grande onda

solitária 
om uma forma bem de�nida. Seguindo a onda formada, ele observou que a

mesma 
ontinuou seu 
urso ao longo do 
anal sem mudar a sua forma e sem diminuir

sua velo
idade por um longo tre
ho. Depois desta observação, Russel realizou várias

experiên
ias em laboratório. Analisando 
olisões entre duas ondas solitárias, ele veri�
ou

que elas mantinham suas 
ara
terísti
as. As ondas solitárias foram 
onsideradas 
omo

uma 
uriosidade até 1960, quando os 
ientistas 
omeçaram a utilizar os 
omputadores

para estudar a propagação de ondas em meio não-linear.

As des
obertas de soluções matemáti
as 
omeçaram 
om a análise de equações difer-

en
iais par
iais não-lineares. Korteweg e de Vries [45; 46℄, em 1895 derivaram a equação

de onda que estabele
eu a base matemáti
a para o estudo de vários fen�menos de ondas

solitárias. Tal equação tem a seguinte forma:

ut + 6uux + uxxx = 0, (1.82)

onde os subs
ritos t e x representam as diferen
iações par
iais em relação às variáveis t

e x, respe
tivamente. Esta equação é 
onhe
ida 
omo a equação não-linear KdV, a qual

é integrável e sua evolução temporal não é linear [47℄.

Os primeiros a desempenharem um papel importante na história da simulação 
om-
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puta
ional foram Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Eles pro
uram analisar os pro
essos de ter-

malização de um sólido [4℄. Este trabalho, publi
ado em um 
lassi�
ado do relatório do

Los Alamos National Laboratory no ano de 1955, foi 
on
luído pou
o antes da morte de

Enri
o Fermi, em 1954 [48℄. Através da simulação de uma 
adeia de partí
ulas de massa

unitária, ligadas por um poten
ial de interação quadráti
a, além de uma uma interação

fra
a não linear, Fermi, Pasta e Ulam de
idiram estudar 
omo o
orre a evolução para o

equilíbrio térmi
o de um 
ristal.

No modelo utilizado por FPU, foi 
onsiderada uma 
adeia unidimensional, �xa nas

extremidades, de 64 massas idênti
as 
om forças agindo entre os vizinhos mais próximos,

sendo que o Hamiltoniano do sistema é des
rito por:

H =

N
∑

i=0

[

1

2
p2

i +
1

2
(xi+1 − xi)

2
+
α

3
(xi+1 − xi)

3

]

; (1.83)

onde xi é o deslo
amento do i-ésimo ponto da posição de equilíbrio e pi é o momento. O

último termo é gerado pela 
ontribuição não linear para o poten
ial e leva ao a
oplamento

entre os modos.

A partir das equações de Hamilton são obtidas as seguites equações de movimento:

ẍi = (xi+1 + xi−1 − 2xi) + α[(xi+1 − xi)
2 − (xi − xi−1)

2
] (i = 1,2,..,64); (1.84)

ou

ẍi = (xi+1 + xi−1 − 2xi) + β[(xi+1 − xi)
3 − (xi − xi−1)

3
] (i = 1,2,..,64); (1.85)

onde α (
oe�
iente do termo quadráti
o) e β (
oe�
iente do termo 
úbi
o) são es
olhidos
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Figura 1.7: A �gura mostra a evolução temporal da quantidade de energia 
inéti
a e

poten
ial em 
ada um dos quatros primeiros modos.

Fonte:(Neweel, 1985)

de modo que o deslo
amento máximo do termo não linear seja pequeno.

A �gura (1.7) mostra o 
omportamento da energia em vários modos em função do

tempo (entre os 4 primeiros modos). Considerando um termo não-linear na energia

poten
ial, FPU esperavam que a energia introduzida em um úni
o modo fosse lentamente

distribuída para os outros modos, até que fosse atingida a equipartição de energia. No

entanto, após um período de re
orrên
ia, em que os 3 primeiros modos menores tro
am

energia entre si de forma regular, o estado ini
ial foi prati
amente re
uperado, onde quase

toda a energia (a menos de 3 por
ento) estava de volta para o modo de menor frequên
ia,

o que 
ara
terizava um sistema quase periódi
o.

A solução para a re
orrên
ia de FPU, em termos da dinâmi
a dos sólitons, foi en
on-

trada por Zabusky e Kruskal [46℄, os quais utilizaram o então 
hamado limite 
ontínuo.

Utilizando a equação do movimento de FPU (1.84), derivada do Hamiltoniano (1.83), e
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onsiderando os modos 
om grandes 
omprimentos de onda obtiveram a equação KdV

(1.82) 
om derivadas espa
iais e temporais apropriadamente es
alonadas. Deste modo,


hegaram à 
on
lusão de que em um sistema 
om uma força quadráti
a e uma onda

senoidal 
omo a posição ini
ial da 
adeia, o estado senoidal ini
ial desenvolve frentes

a
entuadas e depois se divide em uma série de pulsos, os quais são os sólitons. Do

mesmo modo que a re
orrên
ia de FPU é observada, esses pulsos preservam suas formas

e velo
idades durante o movimento em um sistema �nito 
om 
ondições de 
ontorno

periódi
as, e em determinados intervalos eles voltam às posições que possuíam antes,

restaurando assim a 
ondição ini
ial.

Podemos enfatizar que a des
oberta resultante destes estudos não apenas deram

origem ao 
on
eito de sólitons, 
omo também introduziu o 
on
eito de experimento

numéri
o e 
onsequentemente o uso da simulação 
omputa
ional na investigação de fen�-

menos físi
os.

Outro método utilizado para a resolução de equações não lineares foi desenvolvido

em 1967 por Morihazu Toda [49℄, quem introduziu uma função exponen
ial 
omo uma

solução analíti
a para as equações de movimento de uma rede unidimensional.

A partir da obtenção das soluções das equações diferen
iais par
iais não-lineares,


on
luiu-se que sóliton é 
ausado pelo 
an
elamento dos efeitos não-lineares e dispersivos

no meio, o qual passou a ser de�nido 
omo uma onda de forma permamente e lo
alizada,

a qual pode interagir fortemente 
om outros sólitons e manter a sua forma. Em outras

palavras, um sóliton é um pa
ote de onda (um pulso), que mantém sua forma enquanto

a sua velo
idade é mantida 
onstante [50℄.
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Capítulo 2

Aspe
tos da Dinâmi
a Vibra
ional

2.1 Introdução

O estudo de vibrações at�mi
as são de importân
ia fundamental para a análise de

propriedades termodinâmi
as, elásti
as, ópti
as e elétri
as de sólidos 
ristalinos. Nos

últimos anos apare
eram várias apli
ações de té
ni
as novas, tanto teóri
as quanto ex-

perimentais, ao estudo da dinâmi
a de redes at�mi
as.

O fen�meno da lo
alização é uma transição de fase de segunda ordem entre os auto

estados que são espa
ialmente lo
alizados e os que são deslo
alizados ou estendidos [51℄.

Para o problema vibra
ional de uma 
adeia harm�ni
a, devido à invariân
ia transla
ional,

os auto-estados são estado simples de Blo
h [52℄, sendo portanto estendidos. Contudo,

grande parte dos sólidos não possuem invariân
ia transla
ional, podendo ser des
ritos

por sequên
ias quasi-periódi
as. Por 
onseguinte, neste 
apítulo, analisaremos os efeitos

da aperiodi
idade em uma 
adeia harm�ni
a unidimensional, através da análise da 
om-

petição entre a ausên
ia de periodi
idade e a presença de poten
iais não harm�ni
os.

Os 
ál
ulos apresentados nas seções subsequentes foram feitos utilizando o formalismo

da matriz de transferên
ia, diagonalização exata e a solução numéri
a da equação de

44
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movimento de Hamilton. Também, foram realizados os 
ál
ulos do expoente de Lyapunov

(γ = 1/λ) e o número de parti
ipação ξ(w) dos autovetores na faixa de frequên
ias

permitidas.

2.2 Cadeia Harm�ni
a 
om Poten
ial Aperiódi
o

Dentre os diversos modelos que representam sistemas desordenados, 
onsideramos o

modelo no qual o efeito de desordem é introduzido através de um poten
ial aperiódi
o.

Considerando uma 
adeia harm�ni
a unidimensional 
om N massas, o Hamiltoniano


lássi
o pode ser es
rito 
omo:

H =

N
∑

n=1

hn(t), (2.1)

onde a energia hn(t) é a porção de energia total sobre a massa mn do sítio n. A energia

hn(t) é a energia poten
ial das molas que estão a
opladas na massa mn mais a energia


inéti
a desta massa. Deste modo, hn(t) é dada por:

hn(t) =
p2

n

2mn
+

1

4
[βn(qn+1 − qn)

2
+ βn−1(qn − qn − 1)

2
]. (2.2)

Temos que pn e qn são de�nidos respe
tivamente 
omo o momento e o deslo
amento da

massa no n-ésimo sítio, assim 
omo todas as massas são idênti
as e unitárias, isto é,

mn = 1. Neste 
aso, a 
onstante de força eláti
a βn é uma função senoidal 
uja fase varia


omo a lei de potên
ia, ϕ ∝ nν , de modo que seguindo uma lei determinísti
a é dada da

seguinte forma:
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Figura 2.1: A razão parti
ipação res
alada pelo tamanho da 
adeia (ξ/N) versus w para

ν < 1 e para uma 
adeia 
om N = 10
4.
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ω

0

0.2

0.4

0.6

0.8

ξ/
Ν

ν=0.6
ν=0.8

Fonte:(Autor, 2011)

βn = β0 + λ cos(αnυ
), (2.3)

onde α é um número arbitrário ra
ional, λ e υ são parâmetros ajustáveis e n as posições

ao longo da 
adeia. Em nosso 
ál
ulo vamos 
onsiderar β0 = 2, λ = 1 e α = 0.1,

sendo que β0 > λ para evitar valores negativos e nulos na distribuição das 
onstantes

elásti
a do meio. Em um estudo semelhante, realizado em 
adeias harm�ni
as unidimen-

sionais [53℄, onde o efeito da aperiodi
idade foi abordado 
onsiderando uma distribuição

de massa aperiódi
a e pseudoaleatória 
omo uma função senoidal, analisando os auto-

estados dos modos vibra
ionais, observou-se que devido ao efeito da aperiodi
idade na

distribuição de massa, para baixas frequên
ias podem exitir estados estendidos para os

modos vibra
ionais. A medida de lo
alização da função de onda em um meio aleatório
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Figura 2.2: A razão parti
ipação res
alada pelo tamanho da 
adeia (ξ/N) versus w para

ν > 1, para uma 
adeia 
om N = 10
4.
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ν=2.0
ν=3.0

Fonte:(Autor, 2011)

pode ser �si
amente 
ara
terizada por diversos parâmetros [54℄. A natureza dos modos

vibra
ionais pode ser investigada por meio do 
á
ulo da função razão parti
ipação, ξ.

As �guras (2.1,2.2) mostram a razão parti
ipação res
alada ξ/N versus ω, 
om uma dis-

tribuição da 
onstante de força elásti
a aperiódi
a. Desta forma, a razão parti
ipação é

determinada por [54; 55℄:

ξ(ω) =

∑N
n−1|un|2

∑N
n−1|un|4

. (2.4)

onde os deslo
amentos un são aqueles asso
iados as autofrequên
ias w de uma 
adeia de

N massas, obtidos pelo formalismo numéri
o de diagonalização direta NXN da matriz

se
ular A de�nida por An,n = (βn + βn−1), An,n+1 = An+1,n = βn e todos os outros

An,m = 0 [53; 56; 57℄.
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Para 
ompreender o grau de lo
alização da função parti
ipação, vamos 
onsiderar uma


adeia pura onde todos os autoestados são estendidos 
om un 
onstantes. Sendo que o

numerador da equação (2.4) é igual a 1 para manter a normalização dos autoestados, ou

seja, |un| =
1√
N
. Substituindo na expressão da parti
ipação obtém-se

ξ(ω) =
1

∑N
n=1

1
N2

= N. (2.5)

A função razão parti
ipação ξ representa o número de massas que parti
ipam de um

modo vibra
ional de frequên
ia ω. Sendo que as amplitudes un da função de onda são

diferentes de zero. Desta forma, 
al
ulamos a taxa de parti
ipação média de�nida por

〈ξ〉 =
1

Nf

∑w=1.5
w=0.5 ξ(w), onde Nf é o número de modos a
ústi
os no intervalo [0.5,1.5], rep-

resentado na �gura (2.3). No entanto, 〈ξ〉/N não depende de N para os modos estendidos

e vai até zero para os modos lo
alizados.

Na �gura (2.1,2.2) são mostrados os dados relativos da função parti
ipação es
alada

para ν < 1, ν > 1 e N = 1X10
4. Os dados na baixa frequên
ia 
on�rmam o 
aráter

estendido para os modos vibra
ionais. No 
aso em que ν > 1 (�g. 2.2), apenas para

w = 0 o número da parti
ipação es
alada é propor
ional ao tamanho do sistema. Na

frequên
ia 
ríti
a wc = 2 observa-se a transição dos modos vibra
ionais estendidos para

os lo
alizados, independentemente do expoente ν. Na �gura (2.3), analisando a es
ala

média de parti
ipação 〈ξ〉/N versus o número de massas N para ν = 0.5 até ν = 3.0, pode

ser notado que para os 
ál
ulos numéri
os 
om ν < 1.0 obtemos os estados estendidos e


om ν > 1.0 os estados lo
alizados.

Outra medida utilizada para determinar a lo
alização dos auto-estados é dada pelo


omprimento de lo
alização λ, o qual des
reve o 
omportamento assintóti
o da função de

onda [54℄. Deste modo, para grandes ditân
ias a função de onda apresenta um de
aimento

exponen
ial dado por:
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Figura 2.3: A parti
ipação média res
alada 〈ξ〉/N versus o número de massas N, para ν
variando de [0.5,3.0], para uma 
adeia 
om N = 10

4. Como pode ser notado, obtivemos

estados estendidos para ν < 1.0 e estados lo
alizados para ν > 1.
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Fonte:(Autor, 2011)

ψi(r) = f(r)exp(−r/λ); (2.6)

onde f(r) é uma função que varia aleatoriamente. No 
aso dos estados estendidos,

λ → ∞. Exitem vários métodos para 
al
ular λ, dentre os quais temos o grupo de

renormalização e a matriz de transfêren
ia. No entanto, esta quantidade não é muito

usual na práti
a, visto que sua apli
ação requer o 
ál
ulo de auto-estados úni
os.

Os expoentes de Lyapunov (ou inverso do 
omprimento de lo
alização λ) dos au-

tovetores foram 
al
ulados usando a té
ni
a de matriz transferên
ia para uma 
adeia
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Figura 2.4: O expoente Lyapunov γ em função da frequên
ia w para ν = 0.5 e 3.0, para

uma 
adeia 
om N = 10
4. Para ν = 3.0 o expoente Lyapunov desapare
e na região de

baixa frequên
ia (w → 0). Para ν = 0.5, o expoente de Lyapunov é aproximadamente

1/N , 
om w < wc ≈ 2.
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Fonte:(Autor, 2011)

unidimensional. Contudo, os autovetores e auto frequên
ias foram obtidos por diagonal-

ização direta NXN da matriz se
ular A 
om N até 32000. Na �gura (2.4) plotamos o

grá�
o do expoente de Lyapunov γ em função da frequên
ia w para ν = 0.5, ν = 3.0 e

η = 0. Para ν = 3.0, o expoente de Lyapunov desapare
e perto da região de baixa fre-

quên
ia (w → 0) e é �nito para a região de auto frequên
ia em sistemas harm�ni
os não

periódi
os de baixa dimensionalidade. Para ν = 0.5, o expoente de Lyapunov é aproxi-

madamente 1/N para w < wc ≈ 2. Além disso, os 
ál
ulos indi
am que na ausên
ia do

termo anarm�ni
o esta rede aperiódi
a pode apresentar modos de vibrações estendidos.

2.3 Dinâmi
a Energéti
a no Limite Harm�ni
o
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Considerando uma 
adeia harm�ni
a unidimensional de N massa, no qual podemos

es
rever o Hamiltoniano 
lássi
o 
omoH =
∑N

n=1 hn(t) (equação (2.2)), onde as equações

de movimento para pn e qn podem ser obtidas a partir das equações de Hamilton (onde

todas as massas são idênti
as, isto é mn = 1) determinada abaixo:

ṗn(t) = −∂H
∂qn

= βn(qn+1 − qn) − βn−1(qn − qn−1);

q̇n(t) =
∂H

∂pn
= pn(t). (2.7)

Considerando uma ex
itação ini
ial no sítio n0 em t = 0, resolvemos as equações

diferen
iais de Hamilton por meio do método de Runge-Kutta de quarta ordem 
om

passo de tempo dt ≈ 10
−3, para en
ontrar pn(t) e qn(t). Numa 
adeia harm�ni
a para um

impulso ini
ial de ex
itação a energia se espalha mais rápido do que para o deslo
amento

ini
ial de ex
itação, de tal forma que o 
omportamento depende das 
ondições ini
iais

[1; 5; 53℄. Nesse 
ontexto �zemos uso de métodos númeri
os 
omputa
ionais para 
al
ular

a fração de energia fn = hn(t)/H no sítio n. Ao 
onsiderar um pa
ote de energia uniforme

se propagando em uma 
adeia harm�ni
a pura 
om N massas, temos que fn ≈ 1/N .

Portanto, podemos de�nir a quantidade de tempo da seguinte forma:

ξ(t) =
1

∑N
n f2

n

. (2.8)

Para um pa
ote de energia uniforme se propagando neste modelo temos que
∑N

n=1 f
2
n =

(1/N2
)
∑N

n (1) = (1/N), ou seja, numa 
adeia harm�ni
a 
om N massas, ξ ∝ N . Por-

tanto, 
on
luímos que ξ(t) ∝ t para o transporte de energia em uma 
adeia harm�ni
a

periódi
a [53; 56℄. A função de medidas ξ(t) é o número de massas que parti
ipam do

transporte de energia, ou seja, esta função é semelhante a número de parti
ipação de

elétrons [57℄. Consequentemente, 
al
ulamos a transformada de Fourier do deslo
amento
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Figura 2.5: A função parti
ipação ξ(t) versus o tempo em uma rede harm�ni
a aperiódi
a


om ν = 0.5 (linha sólida) e ν = 3.0 (pontilhada), para uma 
adeia 
om N = 10
4. Para

ν menor que 1 há uma propagação de energia balísti
a ξ(t) ∝ t2. Para ν > 1 exite um

transporte de energia lo
alizada.
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Fonte:(Autor, 2011)

da massa na posição nf (A(w) = qnf (w)), onde de�nimos no nosso 
ál
ulo nf ≈ 0.9N .

Do mesmo modo, podemos obter a fração de energia do movimento da massa nf (fnf (w)

ou pnf(w)). Na �gura (2.5) plotamos o grá�
o em relação da função parti
ipação ξ(t) em

função do tempo de uma rede harm�ni
a aperiódi
a 
om ν = 0.5 (linha sólida) e ν = 3.0

(pontilhada). Determinamos a ex
itação ini
ial do tipo impulso (tipo P) no sistema para

pn = δn,n0

om n0 = N/2 no meio da 
adeia e qn = 0. Para ν menor que 1, a função

parti
ipação é diretamente propor
ional a t (onde é observada uma propagação balísti
a

da energia) e o segundo momentoM2 ∼ t2. No entanto, quando o grau de aperiodi
idade

é superior a 1, ν > 1, existe uma lo
alização transporte de energia. Na �gura (2.6)


oletamos os dados da intensidade espe
tral dos deslo
amentos das massas na posição

nf = 0.9N (A(w) = qnf (w)) em função da frequên
ia w para ν = 0.5, ν = 3.0 e η = 0,
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Figura 2.6: A intensidade espe
tral do deslo
amento das nf massas f(A(w) = qnf (w))

em função da frequên
ia w para ν = 0.5, ν = 3.0 e η = 0, para uma 
adeia 
om N = 10
4.

Onde de�nimos no nosso 
ál
ulo nf = 0.9N .
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Fonte:(Autor, 2011)

para uma 
adeia 
om N = 10
4. Para ν = 0.5 todos os modos de vibração 
om w > wc

existe um de
aimento, e o meio se 
omporta 
omo um �ltro para transmitir os modos

de baixa frequên
ia wc ≈ 2. Para ν = 3.0, apenas os modos próximos à região de baixa

frequên
ia (w → 0) se propagam ao longo da 
adeia, demostrando assim, que estão de

a
ordo 
om o 
aráter pseudo aleatório da 
adeia.

2.4 Limite Anarm�ni
o

A partir da distribuição da energia de ex
itação nos modos vibra
ionais em uma

rede anarm�ni
a aperiódi
a, é possível en
ontrar pontos 
om lo
alização de Anderson

e soluções do tipo sóliton. Considerando que a existên
ia de sólitons é de
orrente de
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Figura 2.7: hn(t) versus a t e n para uma 
adeia aperiódi
a anarm�ni
a 
om µ = 0.5
e η = 10 e 20, para uma 
adeia 
om N = 10

3. A ex
itação ini
ial foi Pm = δn,n0

om

n0 = N/2 e Qm = 0. Nossos resultados mostraram que a ex
itação ini
ial é dividida em

dois sólitons estáveis que se propagam ao longo da 
adeia.

(a) (b)

Fonte:(Autor, 2011)

fen�menos não-lineares, para uma 
adeia unidimensional de N massas, podemos es
rever

o Hamiltoniano 
lássi
o H =
∑N

n=1 hn(t) a
oplado 
om o termo anarm�ni
o, onde a

energia hn(t) de massa no site (n) agora é determinada da seguinte forma:

hn(t) =
p2

n

2mn
+

1

4
[βn(qn+1 − qn)

2
+ βn−1(qn − qn − 1)

2
] +

η

8
[(qn+1 − qn)

4
+ (qn − qn−1)

4
]. (2.9)

O termo pn representa o momento e o qn é o deslo
amento do átomo n ao longo da


adeia 
om relação a sua posição de equilíbrio e o η é o termo anarm�ni
o. A �gura

2.7 mostra a evolução espa
ial e temporal da energia hn(t) numa 
adeia anarm�ni
a

aperiódi
a após uma ex
itação ini
ial do tipo �P�. Foi 
onsiderado ν = 0.5 e η = 10 e 20

usando ini
ialmente uma ex
itação ini
ial no sitio n0 = N/2. Desta maneira, podemos

observar que há uma divisão da ex
itação ini
ial em dois modos do tipo sóliton que
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Figura 2.8: O 
omportamento da distân
ia ds entre os sólitons, onde exibe uma dinâmi
a

balísti
a, ds ∝ t, numa 
adeia aperiódi
o anarm�ni
o feito para a mesma 
adeia da �gura

2.7, para uma 
adeia 
om N = 10
3.
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Fonte:(Autor, 2011)

se propagam ao longo da 
adeia. De a
ordo 
om os resultados obtidos, a dinâmi
a de

energia en
ontrada para essa 
adeia aperiódi
a aponta para a existên
ia de soluções de

sólitons estáveis. Além disso, 
al
ulamos numeri
amente a distân
ia ds entre os sólitons

(�gura 2.8). Os 
á
ulos foram feitos para a mesma 
adeia da �gura 2.7. No entanto,

os resultados indi
am que os sólitons exitem uma dinâmi
a balísti
a 
om ds ∝ t para

ν = 0.5 e η = 10 e 20.

A distribuição de energia na parte lo
alizada pode ser de�nida por meio da ex
itação

ini
ial sobre os modos lo
alizados na origem. Uma 
adeia harm�ni
a desordenada 
om

poten
ial pseudo-aleatório e termo anarm�ni
o, pode ser veri�
ado na �gura 2.9, onde

foi 
al
ulado o valor da energia H no sítio n(hn(t)) para uma 
adeia pseudo-aleatória

anarm�ni
a 
om ν = 3.0 e η = 10 e 20. A ex
itação ini
ial foi do tipo P 
om n0 = N/2

no meio da 
adeia. Sendo assim, é evidente na �gura 2.9 que após a ex
itação, em
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Figura 2.9: hn(t) versus a t e n para uma 
adeia pseudo-aleatória anarm�ni
a 
om

ν = 3.0 e η = 10 e 20, para uma 
adeia 
om N = 10
3. A ex
itação ini
ial foi do tipo P


om n0 = N/2. Nessa �gura observa-se tanto a lo
alização de Anderson, 
omo a solução

do tipo sóliton (para tempos 
urtos).

(a) (b)

Fonte:(Autor, 2011)

um pequeno período de tempo, a densidade de energia é dividida em dois sólitons de

tempo 
urto e uma fração �nita do pulso de energia ini
ial permane
e presa no sítio

ini
ial, n0 = N/2. Observamos que os modos de sóliton, que são exibidos para os

tempos ini
iais não são estáveis e desapare
em no tempo. O termo de anarmoni
idade

reduz a intensidade de energia presa no lo
al ini
ial (�g.2.9 b). Estes resultados para

ν > 1 estão de a
ordo 
om os obtidos para a 
adeia anarm�ni
a desordenada da ref.

[1℄. Nossos resultados indi
am que sistemas aperiódi
o não lineares podem apresentar


omportamento físi
o qualitativo de sistemas puros e também desordenados dependendo

do grau de aperiodi
idade (
ontrolado neste modelo pelo expoente ν). A estabilidade dos

sólitons obtidos para o 
aso ν < 1 foi estudada através da monitoração da quantidade

de energia 
ontida dentro do sóliton e também das propriedades de 
olisão dos mesmos.

Na �gura 2.10 plotamos hn(t) versus a t e n para uma 
adeia aperiódi
a anarm�ni
a


om µ = 0.5 e η = 10 e 20. Neste experimento numéri
o a energia ini
ial foi introduzida
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Figura 2.10: hn(t) versus a t e n para uma 
adeia aperiódi
a anarm�ni
a 
om µ = 0.5
e η = 10 e 20, para uma 
adeia 
om N = 10

3. A energia ini
ial foi introduzida no

sistema através de duas ex
itações tipo impulso :PN/4 = 1 e P3N/4 = 1. Desta forma

podemos visualizar a 
olisão do sólitons formados em torno de N/4 e 3N/4. A 
olisão

não modi�
a a estrutura da onda solit�ni
a.

(a) (b)

Fonte:(Autor, 2011)

no sistema através de duas ex
itações tipo impulso :PN/4 = 1 e P3N/4 = 1. Deste

forma observamos a formação de sólitons em torno das posições N/4 e 3N/4. A 
olisão

dos sólitons em torno da posição 
entral da 
adeia não modi�
a a estrutura da onda

solit�ni
a.
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Con
lusão

No presente trabalho foram estudados os modos vibra
ionais em 
adeias harm�ni
as

e anarm�ni
as aperiódi
as. Utilizando métodos numéri
os na solução das equações de

Hamilton, o formalismo da matriz de transferên
ia e a diagonalização exata, foi 
al
u-

lada a função de parti
ipação e o expoente de Lyapunov ou inverso do 
omprimento de

lo
alização. Esses métodos possibilitaram estudar sistemas não periódi
os 
om poten-


iais aperiódi
os e anarm�ni
os. Os efeitos da aperiodi
idade numa 
adeia harm�ni
a

unidimensonal foram introduzidos por meio de uma função senoidal 
uja fase varia 
omo

uma lei de potên
ia, ϕ ∝ nν . O quê possibilitou simular as distribuições das 
onstantes

elásti
as aperiódi
as e pseudo-aleatórias. Contudo, foi analisada a razão parti
ipação

res
alada ξ/N versus a frequên
ia w, 
om uma distribuição de 
onstante elásti
a aper-

iódi
a para ν < 1 e ν > 1. Sendo assim, para baixas frequên
ia obtivemos os modos

vibra
ionais estendidos. Observou-se também, que transição dos modos vibra
ionais es-

tendidos para os lo
alizados o
orreram para a frequên
ia 
ríti
a wc = 2. No entanto, a

média da razão parti
ipação 〈ξ〉/N não depende de N para os modos estendidos e vai

até a zero para os modos lo
alizados.

Em outra parte do estudo foram analisados a in�uên
ia da ex
itação em uma 
adeia
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harm�ni
a unidimensional, assim 
omo as propriedades de lo
alização dos modos. Neste


ontexto foram produzidos 
ál
ulos numéri
os da evolução temporal das soluções da

equação de movimento de Hamilton, onde veri�
ou-se a lo
alização dos modos vibra-


ionais em uma 
adeia unidimensional aperiódi
a. Deste modo, por meio de métodos

numéri
os de Runge-Kutta foi 
al
ulada a propagação de energia em uma 
adeia uni-

dimensional in�nita. Sendo assim, foi realizada uma ex
itação ini
ial, na forma de um

impulso tipo P no meio da 
adeia, 
om n0 = N/2. Nosso modelo apresenta um trans-

porte balísti
o no regime ν < 1, o qual está asso
iado 
om a fase de modos vibra
ionais.

Portanto a função parti
ipação é diretamente propor
ional a t, ξ(t) ∝ t, e o segundo

momento M2 ∼ t2 na ausên
ia do termo anarm�ni
o η = 0. Para ν > 1 existe uma

lo
alização no transporte de energia.

Para o 
aso em que o termo anarm�ni
o é 
onsiderado. A evolução espa
ial e temporal

da energia hn(t), na 
adeia unidimensional aperiódi
a, foi 
al
ulada para o 
aso de βn e

η 
onstantes, 
om ν = 0.5 e η = 10 e 20. O resultado mostrou a divisão da ex
itação

ini
ial em dois modos do tipo sóliton que se propaga ao longo da 
adeia. Por 
onseguinte,

numa 
adeia anarm�ni
a 
om um poten
ial pseudo-aleatório 
om ν = 3.0 e η = 10 e 20,

a densidade de energia após a ex
itação, se dividiu em dois sólitons de tempo 
urto

e uma lo
alização de Anderson, em torno do lo
al de ex
itação, mostrando que estes

resultados estão de a
ordo 
om os obtidos (já existentes na literatura) para uma 
adeia

anarm�ni
a. Entretanto pre
isamos salientar que além do expoente ν o parâmetro α

desempenha um papel importante na topologia do sistema em questão. Portanto uma

de nossas perspe
tivas 
onsiste de investigar o papel deste parâmetro na propagação de

energia nestes sistemas.
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