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AGRADECIMENTOS

Gostaria de agradecer a todos os professores de Instituto de F́ısica que participaram,

direta ou indiretamente da minha formação, em especial aos professores Evandro Gouveia,

Thiago Mariz, Iram Gléria e Marcelo Lyra.
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos as propriedades de gases quânticos não interagentes em uma
rede de Apolônio. Utilizando o modelo tight-binding para construir o Hamiltoniano do
sistema, o espectro de energia e a densidade de estados foram calculados. Devido às ca-
racteŕısticas fractais da rede de Apolônio, a estrutura de bandas de energia apresenta uma
distribuição multifractal. A partir do espectro de energia, as propriedades termodinâmicas
de gases quânticos são estudadas. Os resultados obtidos mostram que a estrutura mul-
tifractal do espectro de energia afeta o comportamento de férmions e bósons em baixas
temperaturas. No caso em particular do gás ideal de bósons, é mostrado a existência de
uma condensação de Bose-Einstein, com as caracteŕısticas de uma transição de segunda
ordem.

Palavras-chave: Rede de Apolônio. Fractais. Transições de Fase. Termodinâmica.



ABSTRACT

In this work, we have studied the properties of non-interacting quantum gases in the
Apollonian network. By using the tight binding approach to compute the hamiltonian of
the system, the energy spectrum and the density of states are computed. Due to the fractal
characteristics of the Apollonian network, the structure of the energy bands presents a
multifractal distribution. From the energy spectrum, the termodynamic properties of non-
interacting quantum gases are studied. Our results show that the multifractal structure of
the energy spectrum affects the behavior of fermions and bosons at low temperatures. In
the particular case of the ideal gas of bosons, it is shown the existence of a Bose-Einstein
condensation, with characteristics of a second order phase transition.

Keywords: Apollonian Network. Fractals. Phase Transitions. Thermodynamics.
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1.1 Gases quânticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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śıtios, dada pela equação 2.92. Note que ∆E0 ∝ N−1/2. No detalhe, a dife-
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Introdução

É um fato que sistemas macroscópicos são compostos por um grande número de

part́ıculas. Geralmente conseguimos medir experimentalmente a média de algumas quan-

tidades, tais como temperatura, volume e pressão. Essas quantidades são variáveis que

dependem do comportamento conjunto de todas as part́ıculas do sistema. Por exemplo,

a pressão é resultado de um enorme número de colisões das moléculas de um gás nas pa-

redes do recipiente que o contém. A posição, o momento, ou qualquer outra propriedade

dinâmica de uma única part́ıcula não pode ser observada. É evidente que é imposśıvel

acompanhar todas as part́ıculas desse sistema, mas podemos usar a mecânica estat́ıstica

para explorar as propriedades de sistemas com um grande número de part́ıculas. Ape-

sar de termos acesso a uma pequena quantidade de variáveis, as flutuações destas são

extremamente pequenas em sistemas grandes [1, 2, 3].

As propriedades termodinâmicas de um conjunto de part́ıculas tem três diferentes tipos

de comportamento termodinâmico. Podem obedecer a estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann,

a de Fermi-Dirac ou a de Bose-Einstein. A estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann é aplicada

quando pensamos em part́ıculas completamente distingúıveis. No contexto de Maxwell-

Boltzmann, onde as part́ıculas são consideradas clássicas, podemos identificar e descrever

a trajetória de duas part́ıculas, antes e depois de uma colisão. Desta maneira, o estado

f́ısico do sistema após uma colisão e sua evolução temporal são bem definidos. No con-

texto da Mecânica Quântica, a definição do estado f́ısico do sistema e sua subsequente

evolução temporal não podem mais ser descritos em termos da trajetória das part́ıculas

devido ao prinćıpio da incerteza de Heisenberg. Como consequência, é necessário utilizar

distribuições estat́ısticas que respeitem a indistinguibilidade das part́ıculas. Como vere-

mos, há duas distribuições estat́ısticas adequadas para descrição de um sistema formado

por part́ıculas indistingúıveis dentro do formalismo da Mecânica Quântica. Estas distri-

buições estão associadas à simetria dos estados f́ısicos que formam o espaço de estados

do sistema de part́ıculas em estudo: a distribuição de Fermi-Dirac - para um sistema de

part́ıculas cujo o espaço de estados é formado por estados completamente antissimétricos;

e a distribuição de Bose-Einstein - para um sistema de part́ıculas cujo o espaço de esta-

dos é formado por estados completamente simétricos. Part́ıculas distingúıveis da mesma

espécie não existem na natureza de fato, mas podem ser tratadas teoricamente, segundo

a estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann ou estat́ıstica clássica [1, 3, 4].
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1.1 Gases quânticos

A descrição da mecânica quântica de sistemas com part́ıculas indistingúıveis requer si-

metrias definidas para as funções de onda do sistema quando os estados de duas part́ıculas

são trocados [4]. Isto ocorre porque a permutação dos estados das duas part́ıculas não

corresponde a um novo estado do sistema. Ao levar em conta os posśıveis distintos estados

acesśıveis ao gás, as part́ıculas devem ser consideradas indistingúıveis. Isso quer dizer que

não importa qual part́ıcula está em um determinado estado, mas somente quais os estados

ocupados pelas part́ıculas que formam o sistema. Neste caso, é necessário usar o postulado

da simetrização para descrever o estado f́ısico do sistema [4, 5]. O postulado determina

que apenas os estados completamente simétricos ou completamente antissimétricos cor-

respondem aos estados f́ısicos de um sistema fomado por part́ıculas indistingúıveis. A

ocupação de estados completamente simétricos ou completamente antissimétricos está in-

timamente ligada com o momento angular intŕınseco (spin) das part́ıculas em estudo. Em

particular, se o spin das part́ıculas é inteiro ou semi-inteiro.

1.1.1 Férmions

Part́ıculas com spin semi-inteiro são aquelas cujos autovalores do momento angular intŕıseco

são 1/2, 3/2, 5/2... Em um sistema formado por N part́ıculas com esta caracteŕıstica,

o postulado de simetrização requer que a função de onda que descreve o estado f́ısico do

sistema seja completamente antissimétrica quanto à permutação do estado de quaisquer

part́ıculas. Uma das consequências é que part́ıculas indistingúıveis com spin semi-inteiro

não podem ocupar o mesmo estado quântico. Isso é conhecido como o prinćıpio da exclusão

de Pauli. Part́ıculas que satisfazem a condição de antissimetria obedecem à estat́ıstica de

Fermi-Dirac e são chamadas de férmions. Exemplos de férmions são os elétrons, prótons,

nêutrons e todas as part́ıculas formadas por eles que apresentem spin semi-inteiro, tais

como os átomos de 3He [3].

Um fenômeno derivado diretamente da natureza fermiônica dos elétrons é a formação

de bandas de energia em sólidos. Um átomo isolado tem seus elétrons distribúıdos em

ńıveis de energia discretos e bem definidos. Ao aproximarmos dois átomos idênticos,

esses ńıveis de energia são perturbados devido à superposição das funções de onda dos

elétrons em cada átomo. Uma vez que, pelo prinćıpio da exclusão de Pauli, dois férmions

não podem ocupar o mesmo estado quântico, a degenerescência dos ńıveis de energia é

quebrada, como mostra a figura 1.

Em um meio sólido, onde a distância interatômica é pequena, a superposição das

funções de onda dá origem a bandas de energias praticamente cont́ınuas [1], como mostra

a figura 2. As bandas são separadas por intervalos de energia que não apresentam orbitais

eletrônicos correspondentes, sendo assim denominadas de lacunas de energias.
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Figura 1: Quebra da degenerescência dos ńıveis de energia decorrente da super-
posição das funções de onda de átomos idênticos. ∆ε representa o deslocamento dos
ńıveis de energia do sistema formado pelos dois átomos.

Fonte: Autor, 2012

Figura 2: Estruturas de banda observadas em sólidos.

Fonte: Kittel, C., Introduction to the solid state, John Wiley & Sons, 2005

A estrutura de bandas de energia é o que determina as propriedades elétricas de um

sólido cristalino. Depedendo de como as bandas de energia são ocupadas, um material

pode ser considerado como isolante, metal ou semicondutor. Se os elétrons de valência pre-

enchem completamente uma ou mais bandas, com todas as outras bandas completamente

vazias, o material é dito isolante. Por outro lado, se os elétrons de valência não preenchem

completamente uma banda, o material é chamado de metal. Nesta situação, um campo

elétrico pode promover um elétron da banda de valência (semi-preenchida) para a banda

de condução (vazia), dando assim origem a uma corrente elétrica. Quando a lacuna de

energia entre uma banda preenchida e uma banda vazia é pequena, os elétrons da banda
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cheia de um material considerado isolante a uma certa temperatura podem ser excitados

termicamente. Alguns elétrons são então elevados para a banda de maior energia. Esse

tipo de material é conhecido como semicondutor [1, 7, 6].

Outro fenômeno interessante da mecânica quântica é o fato de part́ıculas poderem se

agrupar para dar origem a outras part́ıculas com caracteŕısticas completamente diferentes.

O átomo de hélio é um exemplo importante. Diferentes isótopos desse átomo obedecem

a estat́ısticas diferentes. O isótopo 3He, composto por dois prótons e um nêutron, é um

férmion. Tanto prótons com nêutrons são férmions, de spin 1/2. Tendo um número impar

de part́ıculas fermiônicas, o isótopo 3He também é um férmion, pois tem spin resultante

semi-inteiro [1, 8]. A descoberta deste isótopo raro ocorreu em 1933, com Oliphant [9]

e seu diagrama de fases é mostrado na figura 3. Uma caracteŕıstica interessante do 3He

é que, mesmo sendo um férmion, pode apresentar superfluidez em baixas temperaturas,

fenômeno geralmente atribúıdo a sistemas formados por part́ıculas com momento angular

intŕınseco inteiro. Isso se deve à formação dos pares de Cooper, quando um par de férmions

com momento linear e spins opostos apresentam uma interação efetiva atrativa, de forma

que o par formado tenha um spin resultante nulo [10, 11, 19, 20]. Em alguns materias

cristalinos, a interação efetiva entre os elétrons que dá origem aos pares de Cooper é

mediada pelas vibrações dos ı́ons da rede cristalina, resultando na supercondutividade

[21, 17]. Em contraste com o 3He, o isótopo 4He tem spin inteiro, e pode apresentar

superfluidez e outros fenômenos sem a formação de pares de Cooper [1].

Figura 3: Diagrama de fases do 3He

Fonte: L. E. Reichl. A Mordern Course in Statistical Physics. John Wiley & Sons, 1998

O gás ideal de Fermi é um modelo que descreve um sistema composto por part́ıculas
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não interagentes que obedecem a estat́ıstica de Fermi-Dirac. Apesar de não considerar

a interação entre os férmions, o gás ideal de Fermi tem se mostrado um modelo muito

útil na descrição de sistemas f́ısicos. Exemplos do seu êxito podem ser reconhecidos ao

estudar o comportamento dos elétrons em estrelas anãs brancas e nêutrons em estrelas

de nêutrons [23], bem como descrever o comportamento de elétrons se movendo na rede

cristalina de metais e semicondutores através do conceito de ondas de Bloch [6]. Na

discrição de sistemas onde a interação entre os férmions é relevante, o modelo deve ser

complementado, utilizando a teoria de perturbação [24].

1.1.2 Bósons

No caso de um sistema formado por N part́ıculas com spin inteiro, o postulado de sime-

trização estabelece que a função de onda que descreve o estado do sistema deve ser com-

pletamente simétrica sob qualquer permutação no estado das part́ıculas. Em decorrência

disso, part́ıculas indistigúıveis com spin inteiro podem ocupar o mesmo estado de energia,

sendo chamadas de bósons. De fato, sob determinadas condições uma fração significativa

das part́ıculas de um sistema pode ocupar o mesmo estado quântico, num fenômeno co-

nhecido como condensação de Bose-Einstein [3, 25, 26]. Exemplos de bósons são os fótons,

os glúons, e algumas excitações elementares, tais como os mágnons. No Modelo Padrão

para a descrição das interações fundamentais da natureza, os bósons são responsáveis por

mediar as interações: interação eletromagnética (fótons), interação nuclear forte (glúons),

interação nuclear fraca (bósons W e Z) e interação gravitacional (bóson de Higgs) [27, 28].

O bóson de Higgs é um part́ıcula elementar prevista pelo modelo padrão, cuja existência

poderia explicar a quebra de simetria espontânea da força eletrofraca [29, 30]. Part́ıculas

como o bóson de Higgs só podem ser detectados com energias acima de 1, 4 TeV. Atual-

mente, essas energias podem ser geradas pelo LHC, ou Grande Colisor de Hádrons, por

meio do qual espera-se detectar o bóson de Higgs.

Fótons e excitações elementares

Uma propriedade muito comum em todos os objetos é a capacidade de emitir radiação ele-

tromagnética quando aquecidos. Esse fenômeno é conhecido como radiação térmica, assim

chamado devido à relação entre a temperatura do objeto e a distribuição de frequências

da radiação emitida. A determinação de como a distribuição de energia eletromagnética

irradiada depende da temperatura da fonte foi um dos grandes problemas abordados pela

comunidade cient́ıfica no fim do século XIX. Dentro deste contexto, surgiu a ideia da ra-

diação de corpo negro, descrito como um objeto irradiador ideal, que não reflete nenhum

tipo de radiação que incida sobre ele, ou absorve toda a radiação incidente.

As primeiras investigações experimentais sobre a radiação de corpo negro revelaram

que a função de distribuição espectral de um corpo negro apresentava um enorme dis-
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crepância com as previsões teóricas da F́ısica Clássica realizadas por Rayleigh e Jeans

[1, 31]. Uma vez que a discrepância era mais acentuada na região do ultravioleta de

espectro, este fato ficou conhecido como catástrofe do ultravioleta e marcou uma mu-

dança na abordagem usada para descrever os fenômenos associados à emissão de radiação

térmica. Os primeiros trabalhos que descreveram de forma satisfatória a emissão de ra-

diação por um corpo negro foram realizados por Max Planck [1, 3, 31]. Assim como na

abordagem clássica, ele considerou que os osciladores carregados (elétrons) existentes nas

paredes sólidas de uma cavidade emitiam radiação. Contudo, Planck supôs que a energia

média por modo de vibração dependia do comprimento de onda da radiação emitida,

violando assim o teorema da equipartição da energia. Para tanto, Planck considerou que

a energia dos osciladores era uma variável discreta, sendo proporcional à frequência dos

osciladores. A compreensão de que energia dos osciladores na cavidade do corpo negro

é discreta, assim como a da radiação emitida, só foi bem estabelecida a partir do tra-

balho de Einstein que explicou o efeito fotoelétrico. Em particular, Einstein estabeleceu

que a quantização da energia é uma caracteŕıstica intŕıseca da radiação eletromagnética.

Mais especificamente, a radiação eletromagnética é composta de entidades discretas, in-

distingúıveis e sem massa chamadas de fótons, cuja energia é proporcional a frequência

da radiação. Desta forma, numa radiação pode haver vários fótons no mesmo estado

de energia, consequentemente, fótons são bósons. É importante salientar que fótons são

bósons que não conservam seu número, podendo ser absorvidos ou gerados por um meio

material.

Em um trabalho posterior, Einstein reconheceu que a quantização dos osciladores, ob-

servada originalmente em um corpo negro, influenciaria nas propriedades termodinâmicas

dos sólidos. O modelo de Einstein, também chamado de sólido de Einstein, considera

as moléculas como um conjunto de osciladores harmônicos independentes, mas que são

fortemente ligados ao śıtios da rede cristalina ao qual pertencem. Einstein considerou

que cada uma dessas ligações são como molas, todas com a mesma constante elástica.

Medidas feitas em sólidos reais mostram que o calor espećıfico em altas temperaturas está

de acordo com o modelo de Einstein, tendendo para zero à medida que a temperatura

se aproxima do zero absoluto. Contudo, o modelo de Einstein prevê uma queda expo-

nencial para o calor espećıfico no limite de baixas temperaturas, o que não é observado

experimentalmente [3, 1, 6], como exibido na figura 4 [18].

Esse modelo foi ajustado em 1912 por Debye, que considerou o sólido como sendo um

sistema de osciladores harmônicos acoplados. O modelo de Debye apresentou um sistema

que permitia a propagação de ondas transversais e longitudinais [1]. Essas ondas são

conhecidas como fônons e são um exemplo de excitações elementares ou quasipart́ıculas, e

que obedecem a estat́ıstica de Bose-Einstein. Outros exemplos de excitações elementares

com caráter bosônico são os plasmons, que são oscilações na densidade de elétrons em um

plasma, e os mágnons, que são oscilações na densidade de spin eletrônico, ou ondas de
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Figura 4: O calor espećıfico no modelo de Einstein é exponencial para baixas
temperaturas, diferente do modelo de Debye.

Fonte: Schroeder, D. V., Thermal physics. Addvison Wesley Longman, 1999.

spin [32].

Superfluidez - 4He

Figura 5: Diagrama de fases do 4He.

Fonte: L. E. Reichl. A Mordern Course in Statistical Physics. John Wiley & Sons, 1998.
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Como foi dito anteriormente, existem dois isótopos estáveis do átomo de hélio: hélio

4 - com dois nêutrons no núcleo e spin nulo (4He); e o hélio 3 - com apenas um nêutron

no núcleo e spin semi-inteiro (3He). A existência de átomos de 4He, o mais comum na

natureza, foi demonstrada em 1871 através das suas linhas caracteŕısticas do espectro

solar [1, 12, 33, 34]. Mas só em 1895, uma amostra considerável de 4He foi obtida por

Ramsay, por meio do aquecimento do urânio [1, 12]. O primeiro a liquefazer o 4He foi

Kamerlingh Onnes em 1908. O 4He apresenta o diagrama de fases mostrado na figura 5.

Uma vez que o 4He é um bóson, uma fração finita de seus átomos pode ocupar um mesmo

estado quântico quando liquefeito. A transição do hélio-4 ĺıquido para estado superfluido

é similar a condesação de Bose-Einstein observada em um gás ideal de bósons. Esta

transição já havia sido prevista por London e só foi observada experimentalmente uma

década depois [34, 35]. O estado ĺıquido do hélio surge apenas em baixas temperaturas,

devido à fraca interação de Van der Waals entre os átomos de hélio. De fato, o 4He se

liquefaz a 4,2K em pressão atimosférica, enquanto 3He se liquefaz a 3,2K [9, 12].

1.2 Cristais e Quasicristais

Na seção anterior, foi apresentado como o postulado de simetrização é fundamen-

tal na descrição das propriedades f́ısicas de part́ıculas e, consequentemente, da matéria

condensada. Simetrias representam uma propriedade fundamental na natureza, de forma

que o seu reconhecimento possibilita a solução de inúmeros problemas em toda f́ısica. As

equações de Maxwell são um bom exemplo de como as simetrias têm um papel central na

descrição dos fenômenos naturais. Soluções das equações de Maxwell, como as ondas ele-

tromagnéticas, apresentam propriedades de simetria [36, 37], além de leis de conservação

[38, 39]. A natureza está cheia de exemplos de simetrias, tais como a simetria bilateral

do corpo humano, a simetria pentagonal em algumas flores, a simetria esférica dos astros,

entre muitas outras. Os objetos naturais com as mais evidentes propriedades de simetria

são, sem dúvida, os cristais [39]. Nas próximas seções descreveremos algumas propriedades

de cristais e quasicristais, que serão úteis para compreensão do nosso trabalho.

1.2.1 Sólidos Cristalinos

Na natureza, a maioria dos sólidos são cristalinos e caracterizam-se pelo fato de que as

moléculas, átomos ou ı́ons que os compõem se organizam em uma estrutura periódica

tridimensional, denominada de rede cristalina. A configuração em que a rede cristalina

se apresenta é determinante para as propriedades eletrônicas e termodinâmicas destes

sistemas. De fato, desde a estrutura de bandas de energia, que determina se um material é

condutor ou isolante, até os modos vibracionais permitidos na rede dependem da geometria

e da composição da rede [6].
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De maneira formal, a rede cristalina é descrita como uma rede de Bravais [6], onde

cada elemento da rede (átomos ou moléculas, colocados nos vértices) tem sua posição

definida por um vetor cujas componentes são multiplos inteiros de vetores base da rede.

Desta maneira, diferentes conjuntos de vetores formam redes com geometrias distintas.

Dentre os tipos de geometria mais comuns destacam-se a rede cúbica, a rede hexagonal,

a rede de corpo centrado e diamante.

Por conta da simetria apresentada pela rede cristalina, seu volume pode ser dividido

em células idênticas que contenham apenas um śıtio da rede. Estas células são conhecidas

como células primitivas. A escolha mais comum de célula primitiva é a de Wigner-Seitz.

Uma célula primitiva de Wigner-Seitz é constrúıda a partir de planos colocados à meia

distância entre dois śıtios, como mostra a figura 6 [6].

Figura 6: (a) Célula unitária da rede cúbica de corpo centrado e (b) a respec-
tiva célula primitiva de Wigner-Seitz. (c) Célula unitária da rede cúbica de faces
centradas e (d) a respectiva célula primitiva de Wigner-Seitz.

Fonte: Ascroft, N. W. and Mermin, N D., Solid state physics. Brooks/Cole, 1976

O conjunto de todos os vetores, no espaço dos momentos, que dão origem às ondas

planas com a periodicidade da rede de Bravais é conhecido como rede rećıproca. A rede

rećıproca tem papel fundamental na determinação da estrutura de bandas de energia de

um sólido cristalino. A célula primitiva de Wigner-Seitz da rede rećıproca é chamada de

primeira zona de Brillouin. A importância da primeira zona de Brillouin é resultado da

descrição de ondas de Bloch em potenciais periódicos e da teoria de ńıveis eletrônicos em

potenciais periódicos [6].

1.2.2 Sistemas Amorfos

A simetria translacional caracteŕıstica dos cristais introduz uma considerável simplificação

nos tratamentos teóricos dos seus estados eletrônicos e vibracionais. Porém, a simetria

dos cristais descreve apenas certos aspectos da natureza da estrutura dos sólidos, já que
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contempla somente caracteŕısticas associadas ao tipo de ordem de longo alcance apresen-

tadas por estes sistemas. Em materiais onde nenhum tipo de periodicidade é encontrado,

a ordem de curto alcance é o parâmetro mais importante na descrição de suas proprieda-

des f́ısicas [40]. Sólidos que não apresentam ordenamento translacional de longo alcance

são chamados de amorfos.

Um material amorfo muito comum é o vidro, que apesar de não apresentar uma rede

periódica, possui um comportamento mecânico similar ao dos sólidos cristalinos. O pro-

cesso mais comum para a fabricação de vidros é resfriar um ĺıquido viscoso rápido o

bastante para evitar que a rede cristalina se forme [41]. Sólidos amorfos têm desempe-

nhado um papel importante no desenvolvimento de dispositivos e nas telecomunicações.

Neste contexto, as fibras ótica têm papel de destaque, uma vez que são produzidas a partir

de materiais amorfos extremamente puros, mas que podem ter suas caracteŕısticas ajus-

tadas por meio do processo de dopagem [13]. Do ponto de vista mais cotidiano, plásticos,

vidros metálicos e algumas ligas poliméricas são exemplos de sólidos amorfos amplamente

utilizados devido ao seu magnetismo fraco e alta resistência à corrosão [42, 43].

1.2.3 Quasicristais

O procedimento experimental mais utilizado para determinar as estruturas microscópicas

de materiais sólidos é o estudo da difração sofrida por feixes de elétrons, de nêutrons

ou de raios-X (figura 7). Esse método consiste em analizar o padrão de interferência

gerado durante a difração, uma vez que este é caracteŕıstico da estrutura do material,

de acordo com o espalhamento de Bragg. Por exemplo, um cristal perfeito apresenta um

padrão de interferência caracteŕıstico, que é resultado da ordem translacional de longo

alcance presente em sua estrutura. Teoricamente, um cristal é constrúıdo a partir de sua

célula primitiva, transladando-a de modo consistente com os sete sistemas cristalinos e

as quatorze redes de Bravais, de forma que nenhuma outra transformação pode ser feita,

seja ela uma rotação ou reflexão. Essas regras implicam, segundo a cristalografia clássica,

que nenhum cristal pode ter simetria de rotação de grau cinco ou superior a seis [44].

Em 1984, Dan Shechtman e colaboradores apresentaram padrões de interferência de

uma liga metálica que exibiam simetria de rotação de grau dez [45], como mostra a

figura 8. Na época, seus resultados levaram a muitas controversias, pois se acreditava

ser imposśıvel a existência de tais estruturas. Nas décadas seguintes, foram identificadas

outras estruturas com simetrias de rotação de grau cinco, oito e doze (figuras 8 e 9),

que seriam eventualmente proibidas pelas regras da cristalografia clássica [44]. Essas

estruturas receberam o nome de cristais quasi-periódicos ou quasicristais. Em 2011, Dan

Shechtman recebeu o prêmio Nobel pelos seus esforços na pesquisa dos quasicristais.

Várias ligas metálicas com estrutura quasicristalina são compostas por aglomerados

icosaedrais orientados na mesma direção (figuira 10). Um quasicristal é uma estrutura
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Figura 7: (a) Feixe de elétrons sendo difratado por uma amostra de cristal. (b)
Padrão de difração de elétrons de um cristal.

Fonte:Tilley, R. J. D., Crystals and Crystal Structures. John Wiley & Sons, 2006

Figura 8: Padrão de difração com simetria de rotação de grau dez observado por
Dan Shechtman em 1984.

Fonte: Shechtman, D., Blech, I., Gratias, D., Cahn, J. W., Physical Review Letters, n.20, 1951, vol.53,
1984

que apresenta uma ordenamento posicional e translacional de longo alcance. Contudo não

há uma periodicidade na ordem translacional e a estrutura não apresenta um ponto de

simetria rotacional [46, 47, 48]. Uma boa analogia dessa estrutura é tentar preencher um

plano com pentágonos. É fácil preenchê-lo com triângulos, quadrados ou hexágonos, mas

não é posśıvel com um pentágono. O mesmo ocorre se tentarmos preencher um espaço

tridimencional com icosaedros (poliedro com vinte faces) [44].

Uma caracteŕıstica comum em muitas ligas metálicas quasicristalinas é a presença de

pseudo-lacunas na densidade de estados, próximo ao ńıvel de Fermi [49]. Tais pseudo-

lacunas dependem da ordem de curto alcance observada na estrutura dos quasicristais e

são determinantes para a magnitude da condutividade elétrica destes sistemas [49]. A

ordem de curto alcance desempenha um papel fundamental nas propriedades magnéticas

de ligas metálicas quasicristalinas magnéticas [46, 49, 50].
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Figura 9: Padrão de difração de
elétrons de um liga metálica quasicris-
talina de alumı́nio, ńıquel e cobalto.

Fonte:Tilley, R. J. D., Crystals and Crystal
Structures. John Wiley & Sons, 2006

Figura 10: Modelo de uma estrutura
formada por decágonos orientados na
mesma direção, mas sem ordem posi-
cional periódica.

Fonte:Tilley, R. J. D., Crystals and Crystal
Structures. John Wiley & Sons, 2006

Os efeitos do ordenamento quasiperiódico de longo alcance sobre as as propriedades

f́ısicas de quasicristais só são observados em baixas temperaturas [44, 49]. Alguns modelos

para o transporte eletrônico em quasicristais foram propostos [48]. Eles se baseiam em

um modelo de estrutura hierárquica para a dependência da condutividade eletrônica com

a temperatura de ligas icosaedrais [51]. Há também uma forte relação entre a condução

térmica e a estrutura hierárquica dos quasicristais [51]. Em baixas temperaturas, os

modos vibracionais da estrutura quasiperiódica podem apresentar uma lei de dispersão

que tem uma dependência não-trivial com a temperatura [52]. Essas caracteŕısticas abrem

a possibilidade de aplicação dos quasicristais em dispositivos tecnológicos, que variam

desde materiais semicondutores até isolantes térmicos [44, 48].

1.3 Redes complexas e Estruturas Aperiódicas

Como vimos nas últimas seções, grande parte do nosso conhecimento sobre as propri-

edades f́ısico-qúımicas de sistemas sólidos está atrelada ao tipo de ordenamento e perio-

dicidade observado nestes sistemas. Porém, avanços em alguns campos de pesquisa têm

levado a uma mudança de paradigma durante as últimas décadas, trazendo o conceito

de ordem sem periodicidade, necessário para descrever uma grande variedade de sistemas

complexos.

Estruturas constrúıdas a partir de diferentes blocos apresentam, muitas vezes, uma
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ordem aperiódica. Embora os quasicristais sejam um bom exemplo disso, estruturas

aperiódicas são muito comuns na natureza [53, 40]. Erwin Schrödinger desenvolveu um

modelo onde a molécula de DNA é considerada como uma cadeia aperiódica das bases

nitrogenadas adenina, guanina, citosina e timina [54]. A partir de então, diferentes cadeias

baseadas em sequências aperiódicas têm sido usadas na descrição das propriedades f́ısicas

do DNA e outros sistemas biológicos [53, 55, 56]. Entre as sequências aperiódicas mais

utilizadas estão o conjunto de Cantor [57, 58], a série de Fibonacci [50] e a sequência de

Rudin-Shapiro [55, 56]. As sequências aperiódicas têm sido ainda utilizadas na fabricação

de estruturas multicamadas com propriedades ópticas e térmicas de interesse tecnológico

[53].

1.3.1 Grafos

Um outro tipo de estrutura aperiódica usada no estudo de sistemas complexos são os

grafos. Grafos são um conjunto de nós conectados por ligações, que formam uma rede

complexa quando apresentam uma topologia não-trivial [59, 60]. Neste caso, as redes

complexas formadas por grafos são sistemas aperiódicos com uma topologia complicada.

Devido a sua vasta ocorrência em diversos sistemas naturais e artificiais, as redes com-

plexas tem atráıdo grande interesse tanto pelo cunho acadêmico quanto pelo ponto de

vista tecnológico [59, 60, 61]. Entre os principais exemplos de rede complexa estão as

sequência de reações bioqúımicas em organismos vivos [61, 62], redes sociais [61, 63], in-

ternet [61, 64], redes neurológicas [61, 64] e redes de colaboração cient́ıfica [61, 65]. Na

natureza, as redes complexas se apresentam basicamente como um conjunto de elementos

que interagem de alguma forma. Neste caso, os elementos são os nós e as interações corres-

pondem às ligações do grafo. Em diversos sistemas, além da interação entre os elementos

ser a principal responsável por diferentes fenômenos, como magnetismo, supercondutivi-

dade e a condensação de Bose-Einstein, a topologia do sistema pode ser determinante no

comportamento desses fenômenos, podendo alterar parâmetros como a temperatura de

transição, propriedades de transporte ou até mesmo a ocorrência ou não de um fenômeno,

como transições de fase [66].

Os primeiros a estudar os grafos aleatórios foram Paul Erdos e Alfréd Rényi, que

criaram uma rede formada por um conjunto de N nós conectados aleatoriamente, com

cada par de nós tendo uma probabilidade de conexão p. O grafo resultante apresentava

cerca de pN(N − 1)/2 ligações distribúıdas aleatoriamente, que por décadas foi o modelo

base para descrever as redes complexas.

Algumas redes apresentam propriedades notáveis como invariância de escala e efeito

de mundo pequeno. Este último, descreve o fato de que mesmo em uma rede muito

grande, quaisquer dois pontos dela estão conectados por um curto caminho, com poucos

nós e ligações entre eles [61, 66]. A manifestação mais conhecida dessa propriedade é o
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conceito de ”seis graus de separação”, desenvolvido pelo psicólogo social Stanley Milgram

em 1967 [67]. Migram observou que um número médio de seis ligações é necessário para

conectar dois indiv́ıduos pertencentes a redes sociais dos EUA. Ainda dentro do contexto,

Erdor e Rényi demonstraram que a distância média entre dois nós em um grafo aleatório

escala com o logaritmo do número de nós [61]. A distância média entre nós é obtida a

partir do grau de distribuição do grafo, que mede o número médio de conexões de um nó,

refletindo assim a probabilidade de um nó fazer uma conexão. Outro modelo usado na

descrição de redes complexas é o modelo de Barabási-Albert, usado para construir rede

livres de escala através de ligações preferenciais (11). Neste caso, alguns śıtios têm uma

probabilidade maior de realizar conexões com outros śıtios da rede [61]. Nesse modelo o

grau de distribuição de conexões segue uma lei de potência do tipo P (k) ∼ ck−γ , onde

P (k) é a fração de nós com k conexões, c é uma constante de normalização e γ > 0. Essa

caracteŕıstica implica que redes complexas com grande número de conexões são livres de

escala [61, 59].

Figura 11: O número de conexões de uma rede livre de escala segue um lei de
podência.

Fonte: Caldarelli, G. e Vespignani, A., Large scale structure and dynamics of complex networks. World
Scientific, 2007

A maioria das redes complexas naturais apresentam estruturas cujas conexões são

distribúıdas de modo aleatório. Por outro lado, algumas redes complexas podem ser

construidas segundo alguma regra, essas redes são chamadas de redes determińısticas.

Recentemente, alguns modelos de redes complexas determińısticas têm conseguido re-

produzir caracteŕısticas e fenômenos semelhantes as que ocorrem nas redes complexas

aleatórias. Essas redes complexas determińısticas apresentam, por exemplo, invariância

de escala e efeito de mundo pequeno [61, 59, 66]. Outra caracteŕıstica é a presença de or-

dem hierárquica em algumas dessas redes (figura 12). Essas redes complexas hierárquicas

apresentam uma ordem na distribuição de ligações [69]. Redes metabólicas [70], interações

proteicas [71], redes de computadores [69, 61] e até redes sociais [61, 67, 69] apresentam

caracteŕısticas de redes hierárquicas.

26



Figura 12: (a) Rede aleatória - os śıtios têm a mesma conectividade em média. (b)
Rede livre de escala - alguns śıtos têm uma conectividade maior que os demais.

Fonte: Albert, Reká e Barabási, A. L., Nature, 378, vol.406, 2000

Uma rede determińıstica hierárquica de grande interesse é a rede de Apolônio, onde os

nós das primeiras gerações possuem mais conexões que as gerações posteriores. Além de

apresentarem ordem hierárquica, invariância de escala e efeito de mundo pequeno, as redes

complexas determińısticas também possuem outras propriedades como preenchimento do

espaço e a correspondência de grafos [72]. A construção de uma rede de Apolônio é

descrita da seguinte forma. Em um plano, considere três discos de diâmetros iguais que

se tocam tangencialmente e simultaneamente. O espaço entre os três discos iniciais é

então preenchido por um quarto disco de diâmetro menor, que tangencia os três discos

originais. Cada espaço restante é então recursivamente preenchido por outro disco, cujo

diâmetro diminui à medida que as lacunas são preenchidas, como mostra a figura 13 (a).

A rede de Apolônio é formada conectando os centros dos discos que se tocam, com uma

linha reta que passa pelo ponto de encontro dos discos (figura ?? (b)) [73].

Recentemente, vários trabalhos têm sido dedicados ao estudo das propriedades termo-

dinâmicas de diferentes sistemas numa rede de Apolônio, tais como sistemas magnéticos

(modelo de Ising) [73, 74] e gases quânticos não interagentes [75, 76]. No caso do mo-

delo de Ising em uma rede de Apolônio, foi observada a existência de um ordenamento

magnético de longo alcance, tanto para um acoplamento entre spins que favorece o or-

denamento ferromagnético, como para um acomplamento que favorece o ordenamento

antiferromagnético [73]. No caso ferromagnético, foi observado que a temperatura de

transição diverge com o tamanho do sistema, como mostra a figura 14.

O estudo de gases quânticos ideais na rede Apolônio revelou que as propriedades termo-

dinâmicas destes sistemas refletem diretamente a caracteŕıstica multifractal do espectro

de energia deste tipo de rede hierárquica [75, 76]. Usando o método tight-binding para cal-

cular a densidade de estados de um gás de férmions distribúıdos na rede de Apolônio, foi

observado que a natureza livre de escala da rede dá origem a um espectro de energias mul-

tifractal que apresenta degenerescência, lacunas e minibandas em diferentes escalas [75].

Como consequência, o comportamento termodinâmico do sistema revela uma forte assina-
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Figura 13: (a) Fomação da rede de Apolônio através do preenchimento do espaço
com discos. (b) Rede de Apolônio.

Fonte: Andrade, R. F.S. and Herrmann, H. J., Physical Review E, 056131, vol.71, 2005

Figura 14: Temperatura de transição em função do número de śıtios de uma rede
de Apolônio de spins com interação ferromagnética. α é um parâmetro que regula
o decaimento da interação com a distância entre śıtios. Note que a temperatura de
transição diverge com o número de śıtios.

Fonte: Andrade, R. F.S. and Herrmann, H. J., Physical Review E, 056131, vol.71, 2005

tura da estrutura fractal do espectro de energia, tais como as oscilações log-periódicas do

calor espećıfico, como mostra a figura 15. No caso de bósons não-interagentes distribúıdos
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Figura 15: Calor espećıfico por elétron como função da temperatura em uma rede
de Apolônio com n = 8 generações e diferentes preenchimentos de banda Ne/N =
1/4, 1/8 e 1/16. Note o surgimento de oscilações log-periódicas no limite em que
Ne/N → 0.

Fonte: de Oliveira, I. N., de Moura, F. A. B. F., Lyra, M. L., J. S. Andrade, Jr e Albuquerque, E. L.,
Physical Review E, 016104, vol.79, 2009

Figura 16: Fração de part́ıculas N0/Np no estado fundamental como função da
temperatura para redes de Apolônio com diferentes números de gerações:g = 6
(linha sólida), g = 7 (linha pontilhada), g = 8 (linha tracejada) e g = 9 (linha
pontilhada-tracejada). Aqui o número de part́ıculas é Np/N = 1/2. Em detalhe, é
mostrada a dependência da temperatura de transição, Tc, com o número de śıtios
da rede, N. A linha tracejada mostra que Tc diverge com N1/3.

Fonte: de Oliveira, I. N., de Moura, F. A. B. F., Lyra, M. L., J. S. Andrade, Jr e Albuquerque, E. L.,
Physical Review B, 030104, vol.81, 2010
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na rede de Apolônio, foi observado que a topologia da rede induz a uma condensação de

Bose-Einstein [76]. Contudo, foi notado que a temperatura de transição cresce com o

tamanho da rede, como mostra a figura 16, de maneira similar ao observado para o mo-

delo de Ising nesta mesma rede [73]. Além disso, foi reportado que o calor espećıfico

apresenta uma discontinuidade na transição, com oscilações log-periódicas decorrentes da

fragmentação da densidade de estados [76].

O objetivo do nosso trabalho é reestudar o comportamento termodinâmico de gases

quânticos ideais em uma rede de Apolônio, introduzindo um reescalonamento na energia

de hopping. A meta é determinar se este reescalonamento afeta as propriedades ter-

modinâmicas tanto no caso de uma gás de elétrons não interagentes, como no caso de

bósons não interagentes distribúıdos numa rede livre de escala. Em particular, esperamos

remover a divergência da temperatura de transição da condensação de Bose-Einstein.
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Gases quânticos

2.1 Introdução

Em sistemas quânticos de muitos corpos, part́ıculas da mesma espécie são consideradas

indistingúıveis. A maioria dos sistemas f́ısicos de interesse envolve a interação de um

grande número de part́ıculas, tais como elétrons em um sólido e moléculas em um gás.

Dentro do contexto da Mecânica Quântica, mesmo part́ıculas não interagentes podem

exercer influência uma sobre outras, uma vez que a múltipla ocupação de um estado

quântico depende da natureza das part́ıculas. Como foi descrito no caṕıtulo anterior, a

depender da simetria da função de onda de um sistema de part́ıculas, podemos classificar

as part́ıculas como férmions ou bósons. Neste caṕıtulo será feita uma abordagem formal

das propriedades termodinâmicas dos gases quânticos, assim como dos efeitos associados

à topologia da rede onde as part́ıculas são distribúıdas.

2.2 Simetria - Férmions e Bósons

Part́ıculas com as mesmas propriedades f́ısicas, tais como massa, carga e spin, são conside-

radas como indistingúıveis, já que não é posśıvel identificá-las a partir de suas trajetórias.

Nesta seção serão apresentados os principais conceitos associados à indistinguibilidade das

part́ıculas, decorrentes do postulado de simetrização da Mecânica Quântica.

Considere um sistema contendo N part́ıculas idênticas e não interagentes, confinadas

em um volume V . Todas part́ıcula possuem coordenadas distintas, com ri as coordenadas

de posição e spin da i-ésima part́ıcula. Assim, para um determinado estado, a função de

onda do sistema é descrita em termos dessas coordenadas.

Ψ = Ψ(r1, r2, ..., rN) (2.1)

O postulado da simetrização da Mecânica Quântica requer que a função de onda do sistema

obedeça certas condições de simetria quanto a troca das coordenadas de quaisquer duas

part́ıculas. Para tanto, considere a probabilidade de encontrar cada i-ésima part́ıcula em
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um volume τi, definida por

|Ψ(r1, r2, ..., rN)|2dτ1dτ2...τN (2.2)

Ao permutar as coordenadas de duas das part́ıculas do sistema, a nova configuração não

representa um novo estado devido à indistinguibilidade. Desta maneira, a densidade de

probabilidade deve satisfazer a seguinte condição

|Ψ(r1, ..., ri, ..., rj, ..., rN)|2 = |Ψ(r1, ..., rj, ..., ri, ..., rN)|2 (2.3)

Isto nos diz que |Ψ|2 não muda sob troca de dois conjuntos de variáveis de posição e

spin na função de onda que representa o sistema. Podemos entender a simetria de troca

de |Ψ|2 de duas maneiras. Essas alternativas correspondem a propriedades de simetria

mutuamente excludentes da própria função de onda. A troca de duas part́ıculas satisfaz

tanto a condição simétrica

Ψ(r1, ..., ri, ..., rj, ..., rN) = +Ψ(r1, ..., rj, ..., ri, ..., rN) (2.4)

como a condição antissimétrica

Ψ(r1, ..., ri, ..., rj, ..., rN) = −Ψ(r1, ..., rj, ..., ri, ..., rN). (2.5)

Uma maneira de melhor compreender as consequências dessas condições de simetria de

troca é reescrever a função de onda do sistema como uma combinação linear das funções

de onda das part́ıculas constituintes. Considere que uma part́ıcula do sistema possui a

função de onda ψk(ri), onde k é o estado de energia de uma part́ıcula. A função de onda

Ψαβ...ξ(r1, r2, ..., rN) do sistema com part́ıculas nos estados k = α, β, ..., ξ pode ser escrita

na forma matricial

Ψαβ...ξ(r1, r2, ..., rN) =
1√
N !



ψα(r1) ψβ(r1) · · · ψξ(r1)

ψα(r2) ψβ(r2) · · · ψξ(r2)
...

...
. . .

...

ψα(rN) ψβ(rN) · · · ψξ(rN)



(2.6)

A função de onda da equação acima está escrita na forma do determinante de Slatter,

adequado para o estudo de sistemas fermiônicos. Para um sistema contendo apenas dois

férmions, a função de onda é dada portanto por

Ψαβ(r1, r2) =
1√
2!


ψα(r1) ψβ(r1)

ψα(r2) ψβ(r2)


=

1√
2
[ψα(r1)ψβ(r2)− ψβ(r1)ψα(r2)] (2.7)
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Ao trocar a ordem das part́ıculas, obtém-se que Ψαβ(r2, r1) = −Ψαβ(r1, r2). Desta forma,

o sistema apresenta condição de troca antissimétrica. Uma implicação notável dessa sime-

tria é o fato de que dois férmions não podem ocupar o mesmo estado quântico. Podemos

perceber que se as duas part́ıculas do sistema estiverem no mesmo estado quântico, a

função de onda do sistema é nula

ΨA
αα(r1, r2) = 0 (2.8)

Como veremos mais adiante, o resultado da equação 2.8 será determinante na descrição

das propriedades f́ısicas de part́ıculas com spin semi-inteiro. Em particular, veremos

que um sistema de part́ıculas de spin semi-inteiro obedecerá a distribuição estat́ıstica de

Fermi-Dirac.

Em um sistema de duas part́ıculas em que a função de onda é completamente simétrica

quanto a troca das variáveis de posição e spin das duas part́ıculas, Ψαβ(r2, r1) = +Ψαβ(r1, r2),

temos que:

ΨS
αα(r1, r2) =

1√
2
[ψα(r1)ψβ(r2) + ψβ(r1)ψα(r2)] (2.9)

As part́ıculas que satisfazem a equação 2.10 são chamadas de bósons e apresentam spin

inteiro. Diferente do que ocorre com os férmions, note que dois bósons podem ocupar o

mesmo estado, de forma que a função de onda em 2.10 é não nula. Como veremos, bósons

obedecem a função de distribuição de Bose-Einstein.

2.2.1 Mecânica estat́ısticas de baixa temperatura

Na natureza, todas as part́ıculas são classificadas como sendo férmions ou bósons. Porém,

há circunstâncias onde os efeitos quânticos da indistinguibilidade das part́ıculas são irre-

levantes. Tais efeitos só ocorrem quando há a superposição da função de onda das duas

part́ıculas. Para isso, é preciso que elas estejam próximas, tal que a distância entre elas

seja da ordem do comprimento de onda térmico de de Broglie [1].

O comprimento de onda térmico de de Broglie, ou simplesmente, comprimento de onda

térmico, é uma quantidade que é inversamente proporcional ao momento das part́ıculas

de um gás. Podemos defini-lo como

λ =

(
h2

2πmkBT

)1/2

(2.10)

onde h é a constante de Planck, m a massa das part́ıculas, kB é a constante de Boltzmann,

e T a temperatura.

Em um gás ideal, a distância média entre as part́ıculas é d =
(
V
N

)1/3
. Uma vez que as

part́ıculas precisam estar próximas para que os efeitos quânticos se tornem relevantes, deve
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haver uma concentração de part́ıculas mı́nima para que isso ocorra. E como percebemos,

λ é inversamente proporcional à temperatura. Então, na situação onde d ≫ λ, temos

o caso limile onde os efeitos quânticos não mais são percebidos. Nessa situação limite,

tanto os gases que obedecem à estat́ıstica de Fermi-Dirac como os gases que obedecem à

estat́ıstica de Bose-Einstein se comportam de maneira semelhante. Esse comportamento

é caracteŕıstico de sistemas de part́ıculas distingúıveis. Tais sistemas são chamados de

clássicos, e obedecem a estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann [3]. Na situação onde d ≪ λ,

as part́ıculas estão próximas o bastante para que suas funções de onda se superponham,

com o aparecimento dos efeitos quânticos. Assim, quando d ≪ λ, há uma clara distinção

entre o comportamento de férmions e bósons.

2.3 Gás ideal de Fermi

2.3.1 Introdução

O gás ideal de Fermi é um modelo usado para descrever sistemas de part́ıculas não in-

teragentes e que obedecem à estat́ıstica de Fermi-Dirac. Essa estat́ıstica determina a

distribuição de energias dos férmions de um sistema em equiĺıbrio térmico. A distribuição

é caracterizada pela densidade, temperatura e estados acesśıveis ao sistema.

A caracteŕıstica mais relevante do gás ideal de Fermi é o prinćıpio da exclusão de Pauli,

formulado pelo f́ısico austriaco Wolfgang Ernst Pauli em 1925. A exclusão de Pauli impede

que quaisquer dois férmions idênticos ocupem o mesmo estado quântico. Isso implica que,

mesmo a temperatura zero, a energia do gás é maior que a do estado fundamental. Por

esta razão, a pressão do gás é maior que zero, mesmo a temperatura zero. O que não

ocorre em um gás clássico, onde a pressão vai à zero com a temperatura. Essa é a chamada

pressão de degenerecência, sendo responsável pela estabilidade de estrelas de nêutrons e

anãs brancas, impedindo que a gravidade as faça colapsar [23].

O modelo de gás ideal de Fermi pode ser usado para estudar férmions em meios

periódicos, como elétrons se movendo em uma rede cristalina de um metal ou semicon-

dutor. Nestes casos, o método mais tradicional é o de ondas de Bloch. Como não há

interação entre as part́ıculas, o problema do gás ideal se reduz ao estudo de uma única

part́ıcula independente.

2.3.2 Fenômenos Quânticos com Férmions

Independente da natureza das part́ıculas de um sistema, os efeitos quânticos só ficam

evidentes em certas condições. A manifestação da natureza quântica da matéria pode ser

notada quando a condição Nλ3/V ≪ 1 é satisfeita. Uma das maneiras de satisfazer essa

condição é resfriar o sistema em estudo até temperaturas próximas ao zero absoluto. Um
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bom exemplo disso é observação da fase superfluida do He-3 [78], que ocorre a temperatura

de 2.7× 10−3 e a pressão de 34 atm. Mas recentemente, outros métodos de resfriamento,

que alcançam temperaturas de alguns miléssimos de Kelvin, são aplicados na pesquisa de

ĺıquidos de Fermi, como são chamados os ĺıquidos formados por férmions. O método de

armadilha magnética tem sido usado para resfriar isótopos de ĺıtio e de potássio a frações

da temperatura de Fermi, a partir da qual o sistema entra em regime de gás degenerado

[79]. Técnicas como essa permitiram a descoberta de mais de uma fase superfluida no He-

3, que se distinguem pela organização dos pares de Cooper que são formados da interação

entre as part́ıculas [80]. É importante salientar que a fase superfluida se caracteriza pela

ausência de viscosidade [81] e por uma condutividade térmica grande [82].

Outro fenômeno associado à redução da temperatura de um sistema fermiônico é a

supercondutividade. Na maioria dos condutores, a resistividade elétrica diminui com

a temperatura, atingindo um valor residual em temperaturas próximas a 0K, devido à

presença de impurezas e/ou defeitos na estrutura cristalina. Porém, a resistividade elétrica

de alguns materiais cai abruptamente para zero à medida que a temperatura diminui. Por

esta razão, estes materiais são chamados de supercondutores. O estado supercondutor é

observado em algumas ligas metálicas e cerâmicas e suas propriedades supercondutivas

têm motivado inúmeras aplicações tecnológicas [83, 84, 85, 86].

2.3.3 Descrição Estat́ıstica de Férmions

Como foi descrito na seção anterior, é posśıvel observar fenômenos macroscópicos

associados à natureza quântica de sistemas fermiônicos. Dentro deste contexto, faz-se

necessário usar uma abordagem estat́ıstica para descrever tais sistemas e suas propriedades

termodinâmicas. Em particular, é preciso encontrar a distribuição de probabilidade para

os estados de energia que maximiza a entropia do sistema [3].

Considere um sistema aberto, o qual pode trocar part́ıculas e energia com um reser-

vatório. O sistema está a uma temperatura T e possui um volume V . Como é posśıvel

haver troca de part́ıculas entre o sistema e o reservatório, vamos estabelecer uma variável

independente µ que regula o equiĺıbrio de part́ıculas no sistema. Neste caso, vamos definir

a função de Grand-partição como

£(z, V, T ) =
∞∑

N=0

[
zNQN(V, T )

]
, (2.11)

onde z = eµ/kBT , chamada de fugacidade. Aqui QN(V, T ) é a função de particição de um

sistema fechado contendo N part́ıculas:

QN(V, T ) =
∑

{nε}
(e−β

∑
ε
nεε) , (2.12)
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com β = 1/kBT . nε é o número de part́ıculas com energia ε e kB é a constante de

Boltzmann. Vale salientar que em um sistema fechado, nε tem que satisfazer a condição

N =
∑

ε

nε. (2.13)

Desta forma, podemos reescrever a função de Grand-partição como:

£(z, V, T ) =
∞∑

N=0


∑

{nε}

′∏

ε

(ze−βε)nε}

 . (2.14)

Aqui, os somatórios são feitos sobre todos os posśıveis nε, condicionados a cada valor de

N . No caso de férmions, o prinćıpio de exclusão de Pauli restringe nε aos valores 0 ou 1.

Por tanto,

£(z, V, T ) =
∏

ε

(1 + ze−βε) . (2.15)

Para fazer a conexão entre a estat́ıstica e a termodinâmica do sistema Grand-canônico,

introduzimos o q-potencial, definido da seguinte forma [24]:

q(z, V, T ) ≡ PV

kBT
≡ ln£(z, V, T ) . (2.16)

Ou ainda,

q(z, V, T ) ≡ PV

kBT
=

∑

ε

ln(1 + ze−βε) . (2.17)

Como veremos a seguir, a partir do q-potencial poderemos descrever as propriedades ter-

modinâmicas de um gás de ideal de Fermi. Embora este formalismo tenha sido empregado

para um gás de férmions não-interagentes, é posśıvel extendê-lo para um gás ideal de Bose

ou para um gás ideal clássico. Em particular

q(z, V, T ) ≡ PV

kBT
=

1

a

∑

ε

ln(1 + aze−βε) (2.18)

onde a = +1 para o caso de um gás de Fermi, a = −1 para o caso de gás ideal de Bose e

a = 0 para o ideal clássico.

2.2.3.1 Número de ocupação

Sabemos de antemão que a diferença entre um gás de bósons e um gás de férmions

está no número de part́ıculas que podem ocupar um mesmo estado. Podemos calcular

o número de ocupação média, ou seja, o número médio de part́ıculas que ocupam um
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determinado estado energia:

⟨nε⟩ ≡ − 1

β

(
∂q

∂ε

)

z,T

=
1

z−1eβε + a
(2.19)

Na figura 17, vemos que o gráfico de ⟨nε⟩ pela grandeza adimensional x = (ε− µ)/kT

depende da natureza das part́ıculas que formam o gás. Para um gás de férmions (a = 1), o

número de ocupação nε admite os valores 0 ou 1. Se ε < µ, o número de ocupação adquire

seu valor máximo. Para um gás de bósons (a = −1), o potencial qúımico tem que ser

menor que qualquer valor de ε, caso contrário teremos uma singularidade, como podemos

perceber na equação 2.19. Quando temos que µ igual ao menor valor de ε, o número

de ocupação desse ńıvel de energia se torna infinito. Tal fenômeno é conhecido como

condenção de Bose-Einstein. No caso clássico (a = 0), temos um crecimento exponencial

à medida que a temperatura vai à zero, comportamento t́ıpico de um gás ideal clássco.

Figura 17: Número de ocupação média dos estados de energia para um sistema de
part́ıculas não interagentes: Curva 1 para férmions, curva 2 para bósons e curva 3
para um gás ideal clássico.

Fonte: Pathria, R. K., Statistical Mechanics, second edition. Butterworth Heinemann, 1996

Há uma grande diferença entre os três casos para valores pequenos de (ε − µ)/kBT .

Porém,a medida que esse valor cresce, notamos claramente uma convergência no valor do

número médio de ocupação. Para altas temperaturas, os gases quânticos se comportam

como clássicos. Nesse contexto, a diferença entre a estat́ısitica quântica e a clássica deixa

de ser relevante para valores de ε onde

exp{(ε− µ)/kBT} ≫ 1 (2.20)
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O que reduz os valores do número médio de ocupação para

⟨nε⟩ ≪ 1 . (2.21)

Isto implica que há uma probabilidade insignificante de encontrar uma part́ıcula em qual-

quer um dos estado acesśıveis. A condição (2.20) também indica que µ deve ser negativo

e de grande magnitude. Isto significa que a fugacidade é muito menor que 1.

2.2.3.2 Comportamento termodinâmico do gás ideal de Fermi

Como já notamos, quando a temperatura tende para zero, dependendo do tipo de

part́ıcula, os comportamentos dos gases ideais podem ser claramente distintos. Para o

caso de um gás ideal de Fermi, as propriedades termodinâmicas podem ser obtidas a partir

do logaŕıtmo da função de Grand-partição 2.14

PV

kBT
≡ ln£ =

∑

ε

ln(1 + ze−βε) (2.22)

É importante ter em mente que o potencial qúımico corresponde à energia necessária

para adicionar outra part́ıcula ao sistema a volume constante. Porém, o prinćıpio da

exclusão de Pauli requer um estado de maior energia para cada part́ıcula adicionada. Por

essa razão, o número de part́ıculas tem grande influência na termodinâmica de um gás

de Fermi. Aqui µ pode assumir qualquer valor desde que 0 ≤ z ≤ ∞. A fugacidade,

z = exp(µ/kBT ), pode ser determinada a partir do número de part́ıculas do sistema

N(T, V, z) ≡
∑

ε

⟨nε⟩ =
∑

ε

1

z−1eβε + 1
(2.23)

Para volumes grandes, os estados de energia são arbitrariamente próximos, o que nos

permite reescrever os somatórios nas expressões anteriores como integrais:

∑

ε

→
∫

D(ε)dε , (2.24)

onde D(ε) pode ser obtido através da soma sobre os vetores de onda κ no espaço de fase

∑

ε

→ V

(2π)3

∫
d3κ =

2πV

h3
(2m)3/2

∫
ε1/2dε . (2.25)

Aqui foi usada a relação ε = h̄2kB
2/(2m). Assim obtemos que a densidade de estado é

D(ε) = γ
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2 (2.26)

Devido às propriedades de spin das part́ıculas, é inserido um fator de degenerescência
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γ = 2s + 1, onde s é spin. No caso mais comum de part́ıcula fermiônica, o elétron, que

tem spin 1/2, a densidade de estados para um determinado ńıvel de energia poderia ter

valores 0, 1 ou 2. Ou seja, poderia haver mais de um elétron por ńıvel de energia, mas

desde que tenham orientação de spin diferentes, o que não consiste em uma violação de

prinćıpio de Pauli.

Fazendo as devidas substituições e uma integração por partes, reescrevemos as equações

2.22 e 2.23 nas formas

PV

kBT
= γ

2πV

h3
(2m)3/2

2

3
β
∫ ∞

0
dε

ε3/2

z−1eβε + 1
(2.27)

N(T, V, z) = γ
2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0
dε

ε1/2

z−1eβε + 1
. (2.28)

As integrais em ambas as equações podem ser escritas em uma forma geral, substituindo

x = βε. Definimos

fν(z) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

xν−1dx

z−1ex + 1
, (2.29)

onde a função Gamma é definida como [5]

Γ(z) =
∫ ∞

0
dxe−xxz−1. (2.30)

Reescrevendo as equações 2.27 e 2.28 em termos da função fν(z),

P

kBT
=

γ

λ3
f5/2(z) (2.31)

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z) (2.32)

das quais podemos obter a equação de estado do gás de Fermi.

Para entender as equações acima, o primeiro passo é determinar o comportamento da

função fν(z). Para valores de z < 1, podemos mostrar que a função fν(z) pode ser escrita

como a série

fν(z) =
∞∑

j=1

(−1)j−1 z
j

jν
(2.33)

Conhecendo o comportamento da função fν(z), descrito na figura 18, podemos calcular

a energia interna do gás de Fermi. Podemos obter a relação entre as funções fν(z) e fν−1(z)

a partir de 2.33,

z
∂

∂z
[fν(z)] = fν−1(z) , (2.34)

então,
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Figura 18: função fν(z) diferentes valores de ν.

Fonte: Greinar, W., Neise, L., e Stöcker, H., Thermodynamics and Statistical Mechanics, second edtion.
Springer, 1997

U = − ∂

∂β
ln£|z,V =

3

2
NkBT

f5/2(z)

f3/2(z)
. (2.35)

O que satisfaz a relação

P =
2

3
(U/V ) (2.36)

Derivando a energia interna em relação à T e usando a relação 2.34, podemos determinar

o calor espećıfico a volume constante, CV .

CV

NkB
=

15

4

f5/2(z)

f3/2(z)
− 9

4

f3/2(z)

f1/2(z)
(2.37)

A energia livre de Helmholtz, A, pode ser escrita facilmente usando µ = kBT ln z

A ≡ Nµ− PV = NkBT

{
ln z − f5/2(z)

f3/2(z)

}
(2.38)

e por fim a entropia

S ≡ U − A

T
= NkB

{
5

2

f5/2(z)

f3/2(z)
− ln z

}
(2.39)

No limite clássico, com Nλ3/γV ≪ 1, podemos ver que fν(z) → 0, assim como z → 0.

Ou seja, se a densidade do gás for muito baixa e a temperatura for suficientemente alta,

fν(z) ≃ z. Nessa situação o gás é altamente não degenerado. Assim, as expressões para

as propriedades termodinâmicas do gás de Fermi de tornam
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U = 3
2
NkBT, P = NkBT/V, CV = 3

2
NkB,

(2.40)

A = NkBT
{
ln

(
nλ3

γ

)
− 1

}
e S = NkB

{
5
2
− ln

(
nλ3

γ

)}
. (2.41)

Aqui consideramos a densidade de part́ıculas do sistem n = N/V . Nessa aproximação,

só usamos o primeiro termo da série em 2.33. Mas se z não for muito menor que 1,

deveremos fazer uso de outros termos da série. Invertendo a série para obter uma expansão

em série de potências em (nλ3/γ) na expressão 2.32 e substituindo em 2.31, a equação de

estado pode ser obtida da expansão de Virial

PV

NkBT
=

∞∑

l=1

(−1)l−1al

(
λ3n

γ

)l−1

, (2.42)

onde al são os coeficientes de Virial:

a1 = 1

a2 = − 1
4
√
2

a3 = −
(

2
9
√
3
− 1

8

)

a4 = −
(

3
32

+ 5
32

√
2
− 1

2
√
6

)
(2.43)

A série 2.42 só pode ser usada se a densidade n e a temperatura T forem tais que

(nλ3/γ) ≪ 1. Na situação onde (nλ3/γ) não é muito menor que 1, será necessário o uso

de cálculo numérico. Porém, se o parâmetro (nλ3/γ) ≫ 1, as funções envolvidas podem

ser expressas como uma expansão assintótica em potências de (ln z)−1.

No caso limite T → 0, que implica que (nλ3/γ) → ∞, o número de ocupação médio

deve ser escrito como

⟨nε⟩ ≡
1

e(ε−µ)/kBT + 1
=





1 para ε < µ0

0 para ε > µ0

(2.44)

onde µ0 é o potencial qúımico do sistema em T = 0. Também podemos identificar µ como

sendo a energia de Fermi εF , ou seja, a energia do ńıvel mais alto ocupado em T = 0. A

função ⟨nε⟩ pode ser aproximada, com grande precisão, a uma função degrau (figura 19).

Como podemos ver, a função ⟨nε⟩ adquire um valor unitário se ε ≤ µ0, indo abrupta-

mente à zero para ε > µ0. Isso significa que todos os estados com energia menor ou igual

a µ0 estão ocupados com apenas uma part́ıcula, concordando com o prinćıpio de Pauli,

enquanto todos os estados com energia maior que µ0 estão vazios em T = 0. Além disso,

podemos calcular o número de part́ıculas N e a energia do sistema U = E0 em T = 0:
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Figura 19: Distribuição de Fermi para T = 0, onde todas as part́ıculas têm energia
menor ou igual à µ0. Para T não muito maior que zero, as part́ıculas que ocupam
ńıveis no intervalo da ordem de kBT , abaixo da energia de Fermi, são excitadas para
um intervalo de enegia da ordem de kBT , acima da energia de Fermi

Fonte: Huang, K., Statistical Mechanics,second edtion. John Wiley & Sons, 1987

N =
∫ εF

0
D(ε)dε (2.45)

= γV
(
2πm

h2

)3/2 4

3
ε
3/2
F (2.46)

e

E0 =
∫ εF

0
D(ε)εdε (2.47)

= γV
(
2πm

h2

)3/2 4

5
ε
5/2
F . (2.48)

Com isso podemos determinar a pressão do gás ideal de Fermi em T = 0:

P0 =
2

3
(E0/V ) =

2

5
nεF (2.49)

Escrevendo εF em termos da densidade n, podemos reescrever a pressão em T = 0 como

P0 =

(
6π2

γ

)2/3
h̄2

5m
n5/3 ∝ n5/3 . (2.50)

Esse resultado mostra claramente um efeito quântico que surge devido ao prinćıpio de

Pauli. Mesmo na temperatura de zero absoluto, o gás ainda exerce uma pressão consi-
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derável. Ou seja, mesmo em T = 0, as part́ıculas possuem momento correspondente aos

ńıveis com energia menor ou igual à energia de Fermi.

O aumento da temperatura do sistema só terá algum efeito significante na distribuição

de part́ıculas do gás para os valores de ε tais que a quantidade (ε−µ)/kBT seja da ordem

de 1. Com isso conclui-se que a energia de excitação do sistema ocorre em uma estreita

faixa em torno de ε = µ0 e tem largura da ordem de kBT . A fração das part́ıculas excitadas

termicamente é da ordem de kBT/εF . No entanto, as demais part́ıculas permancem nos

estados não excitados, mesmo com o aumento da temperatura. Esse efeito é o responsável

pelas diferenças entre o comportamento f́ısico de sistemas de Fermi e sistemas clássicos.

Para o cálculo do calor espećıfico e da entropia, é necessário que consideremos a

situação onde T é baixa, porém finita. Nesse caso, onde z ≫ 1, a função fν(z) deve ser

escrita como expansão assintótica. Como primeira aproximação temos,

f5/2(z) =
8

15π1/2
(ln z)5/2

[
1 +

5π2

8
(ln z)−2 + · · ·

]
, (2.51)

f3/2(z) =
4

3π1/2
(ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + · · ·

]
, (2.52)

f1/2(z) =
2

π1/2
(ln z)1/2

[
1− π2

24
(ln z)−2 + · · ·

]
, (2.53)

para as funções fν(z) cujo ν tenha valores 5
2
, 3

2
e 1

2
. Substituindo a expressão 2.52 na

equação 2.32, temos

N

V
=

4πg

3

(
2m

h2

)3/2

(kBT ln z)3/2
[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
. (2.54)

Para valores muito pequenos de z, a aproximação em ordem zero resulta em

kBT ln z ≡ µ ≃
(

3N

4πgV

)2/3
h2

2m
(2.55)

Este resultado corresponde ao estado fundamental, com µ = εF , como obtido na equação

2.46. Para a aproximação de primeira ordem

kBT ln z ≡ µ ≃ εF


1− π2

12

(
kBT

εF

)2

 (2.56)

Com esse resultado em mente, usamos as equações 2.35, 2.51 e 2.52 para obter uma

expressão para a energia interna em baixas temperaturas:

U

N
=

3

5
εF


1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2

+ · · ·

 (2.57)
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A energia do gás de Fermi não se aproxima de zero com a temperatura. Ao invés disso,

ela converge para um valor finito, que é a soma da energia de todos os estados ocupados.

Além disso, podemos então, obter a pressão a partir da energia.

P =
2

3

U

V
=

2

5
nεF


1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2

+ · · ·

 (2.58)

Notamos aqui que essa expressão está de acordo com a pressão obtida no limite em que

T → 0 (2.49).

Da mesma forma que a energia interna e a pressão de um gás ideal de Fermi foram

obtidas, é posśıvel calcular a dependência térmica do calor espećıfico a volume constante,

nas proximidades do zero absoluto:

CV

NkB
=

π2

2

kBT

εF
+ · · · (2.59)

Quando kBT ≪ εF o calor espećıfico tem uma dependência linear com a temperatura, com

uma magnitude menor que o valor (3/2)NkB dos sistemas clássicos. Isso se deve ao fato

que abaixo da temperatura de Fermi, todos os estados abaixo da energia de Fermi estão

ocupados. Desta maneira, apenas os elétrons que ocupam ńıveis próximos à superf́ıcie de

Fermi podem ser excitados.

Figura 20: Calor espećıfico de um gás ideal de Fermi.

Fonte: Pathria, R. K., Statistical Mechanics, second edition. Butterworth Heinemann, 1996

Obtida a pressão, podemos achar o energia livre de Helmholtz e então a entropia

S

NkB
=

π2

2

kBT

εF
+ · · · (2.60)

Como a entropia vai à zero com a temperatura, esse resultado está de acordo com a
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terceira lei da termodinâmica, com S → 0 à medida que T → 0.

2.3.4 Gás real de Fermi

Um dos maiores desafios da f́ısica moderna é entender o comportamento de sistemas de

muitas part́ıculas fortemente interagentes. Na f́ısica de baixas temperaturas, onde os efei-

tos quânticos dominam, o comportamento do gás de Fermi diverge em certos aspectos do

seu modelo ideal [20]. Um modelo usado para descrever sistemas fermiônicos interagentes

é a teoria do ĺıquido de Fermi, ou teoria de Landau. Esse modelo descreve as propriedades

da maioria dos metais em baixas temperaturas. A teoria fenomenológica do ĺıquido de

Fermi foi introduzida pelo f́ısico soviético Lev Davidovich Landau em 1956 [87], e mais

tarde foi aperfeiçoada por Khalatnikov e Abrikosov [87], usando teoria de perturbação. O

ĺıquido de Fermi é um modelo utilizado para descrever um sistema de férmios interagen-

tes. A teoria explica como algumas propriedades de um sistema de férmions interagentes,

tais como calor espećıfico, transição de fase e superfluidez, são bem distintas das de um

gás ideal de Fermi, enquanto outras propriedades são similares, como degenerescência e

condutividade. Exemplos importantes do sucesso da aplicação da teoria do ĺıquido de

Fermi são os elétrons nos metais [88] e no He-3 ĺıquido [8].

Em 2001, Truscott e colaboradores, realizaram um experimento conprovando a exis-

tência da pressão de Fermi [89]. O experimento consistia em aprisionar um gás de isótopos

de ĺıtio, 6Li, e baixar a temperatura. Como mostra a figura 21, o raio da núvem diminui

à medida que a temperatura é reduzida, devido à redução da pressão, semelhante ao gás

clássico. Porém, próximo da temperatura de Fermi, essa redução começa a desviar do

comportamento clássico e segue assintoticamente para um valor finito. No gás clássico,

o raio da núvem vai à zero com a temperatura, como mostra a linha tracejada na figura

21. Mas no gás real de Fermi, isso não ocorre, devido a pressão de degenerescência, ou

pressão de Fermi.

2.3.5 Efeito da topologia nas propriedades do gás

Em f́ısica do estado sólido, um dos pontos mais estudados é o comportamento de

elétrons na presença de potenciais periódicos. Esse tipo de potencial é de grande interesse

prático, pois está presente na estrutura cristalina da maioria dos sólidos. Além disso,

a periodicidade da rede cristalina permite que uma grande variedade de métodos seja

utilizada para descrever estes sistemas. De modo geral, podemos entender um cristal

como sendo uma distribuição de ı́ons em uma rede periódica, que por sua vez apresentam

um potencial eletrostático periódico. Essa topologia regular afeta o comportamento dos

elétrons. De acordo com o teorema de Bloch, na presença de um potencial periódico, a
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Figura 21: Raio da núvem de átoms de 6Li, aprisionados, normalizada pelo raio
de Fermi, em função da temperatura, onde RF é o raio da núvem na temperatura
de Fermi. Os ćırculos abertos são os dados experimentais obtidos por Truscott e
colaboradores. A linha cont́ınua é o comportamento previsto para o gás ideal de
Fermi e a linha tracejada é o comportamento do gás ideal Clássic.

Fonte:Truscott, A. G., Strecker, K. E., McAlexander, W. I., Partridge, G. B., Hulet, R. G., Science, 2570,
vol.291, 2001

função de onda (solução da equação de Schrödinger) do elétron é escrita como

ψ(x) = eikxu(x) (2.61)

onde x é a posição do elétron, k o vetor de onda e u(x) é uma função que tem a perio-

dicidade da rede. O teorema de Bloch é de grande importância na descrição da teoria de

bandas de energia eletrônica[7].

Nos últimos anos, sistemas com topologias menos triviais têm chamado a atenção dos

pesquisadores. Já àlgum tempo, o estudos de transporte eletrônico em cadeias periódicas,

aperiódicas e desordenadas vem motivando muitas pesquisas, inclusive em poĺımeros. Os

efeitos das diversas topologias encontradas nesses sistemas sobre o transporte de elétrons

possibilitaram o desenvolvimento de novos materiais [14]. Pesquisas com cadeias po-

liméricas aleatórias apresentam estados localizados e que possuem um número maior de

estados que as cadeias periódicas [15, 16]. Como já explicitamos no caṕıtulo 1, as pro-

priedades de sistemas aperiódicos são governadas pela ordem de curto alcance, por isso a

presença de mais estados localizados em sistemas aperiódicos [40].
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O interesse em estudar estruturas com topologias mais complexas tem crescido ainda

mais depois da descoberta dos quasicristais, estruturas que apresentam ordem translaci-

onal de longo alcance, mas não de curto alcance [46, 47, 48]. Os quasicristais apresentam

propriedades de transporte eletrônico, transporte de calor e caracteŕısticas mecânicas que

surgem devido às caracteŕısticas topológicas tais como estrutura hierárquica, invariância

de escala e propriedades fractais [45, 49, 51, 52, 90].

Na natureza, algumas das estruturas mais comuns são as redes complexas. Eles apre-

sentam topologias ainda mais complicadas que a dos quasicristais. Uma rede complexa

que tem apresentado muitas propriedades que são comuns em quasicristais é a rede de

Apolônio. Essa rede apresenta uma topologia com propriedades de mundo pequeno e in-

variância de escala. Essas propriedades interferem drasticamente no comportamento da es-

trutura de ńıveis eletrônicos, influenciando diretamente em propriedades termodinâmicas,

como a energia de Fermi e as transições de fase [75, 76].

2.4 Gás de Bósons

2.4.1 Introdução

Com o intuito de derivar o espectro de energia de fótons para o problema do corpo

negro, Satyendranath Bose escreve, em 1924, um trabalho no qual usa um novo argu-

mento estat́ıstico. Incapaz de publicar o artigo, Bose o envia para Albert Einstein, que

traduz para o alemão e o publica. Einstein, por sua vez, estendeu a ideia de Bose, que

originalmente se restringia à estat́ıstica de fótons, para o caso de átomos não intera-

gentes. O resultado foi a estat́ıstica de Bose-Einstein. A distribuição dos átomos em

ńıveis de energia quantizados descrita por essa estat́ıstica apresentava propriedades bem

peculiares. Muitas dessas propriedades, como superfluidez e supercondutividade, estão

relacionadas ao fenômeno da condensação de Bose-Einstein. Esse fenômeno se caracte-

riza pela ocupação do estado fundamental por uma fração finita das part́ıculas de um

sistema bosônico. O condensado de Bose-Einstein é um fenômeno de natureza puramente

quântica, assim como a supercondutividade e a superfluidez, mas que são evidentes em

escala macroscópica. Os efeitos dessa distribuição são mais notados em baixas tempera-

turas. As primeiras evidências do comportamento bosônico surgiu com a liquefação do

átomo de hélio e com os avanços na tecnologia de resfriamento, que permitiram que tem-

peraturas cada vez mais baixas fossem alcançadas. Isso abriu a possibilidade para que Eric

Cornell e Carl Wieman observassem pela primeira vez um condensado de Bose-Einstein

em 1995 [25, 26].
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2.4.2 Experimentos

No ano de 1938, F. London sugeriu que a transição de fase sofrida pelo Hélio-4, ao

ser resfriado a cerca de 2, 19K, poderia ser uma manifestação da condensação de Bose-

Einstein [91]. Como veremos a seguir, é posśıvel usar a estat́ıstica de Bose-Einstein para

estimar a temperatura de transição do hélio-4. Em particular, a temperatura obtida é de

aproximadamente 3, 13K, muito próxima do valor observado por London. Outra medição

importante referente à condensação de Bose-Eintein foi a do calor espećıfico, realizada

por Keesom, em 1927. Ele realizou medidas experimentais do calor espećıfico do hélio-4

ĺıquido, que levaram a descoberta das transições He I e He II. Na figura 2.7 é mostrada

dependência do calor espećıfico CV com a temperatura, obtida obtida por Keesom [2]. A

discontinuidade no calor espećıfico revela a existência de duas fases distintas.

Figura 22: Calor espećıfico do hélio-4 ĺıquido obtido experimentalmente por Kee-
som em 1927.

Fonte: Pathria, R. K., Statistical Mechanics, second edition. Butterworth Heinemann, 1996.

Mais de meio século se passou desde as primeiras tentativas de se confirmar a existência

do condensado de Bose-Einstein em fase gasosa. Em 1995, Eric Cornell e Carl Wieman

finalmente conseguiram comprovar, criando o primeiro condensado em laboratório. Eles

utilizaram técnicas que envolviam o uso de lasers e o aprisionamento magnético para

resfriar um vapor dilúıdo de rub́ıdio-87 arrefecido a 170 nanokelvin [25, 26]. O condensado

de Bose-Einstein é um fenômeno que ocorre em alguns sistemas compostos por bósons,

onde fenômenos quânticos podem ser observados em escala macroscópica [1].
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2.4.3 Termodinâmica

Assim como para um gás ideal de Fermi, o comportamento termodinâmico de um gás

ideal de bósons pode ser obtido a partir do logaŕıtimo da função de Grand-partição

PV

kBT
≡ ln£ = −

∑

ε

ln(1− ze−βε) (2.62)

e do número de part́ıculas

N =
∑

ε

1

z−1eβε − 1
. (2.63)

Da mesma forma como procedemos no caso do gás ideal de férmions, consideraremos que

o volume é grande e que o espectro de energia é praticamente cont́ınuo. Assim, podemos

substituir o somatório em ε por uma integral, nos limites de zero até infinito. No entanto,

faz-se necessária uma correção no cálculo da densidade de estados no limite em que o

espectro de energia é cont́ınuo. No limite do cont́ınuo, a densidade de estados do ńıvel

ε = 0 é nula. Porém, isso não está correto, segundo a abordagem da mecânica quântica.

O fato dos ńıveis de energia estarem muito próximos pode fazer com que essa correção

pareça irrelevante, mas o ńıvel ε = 0 tem um papel central nas propriedades de sistemas

bosônicos em baixa temperatura.

Subtraindo o termo do estado fundamentel ε = 0 da integral, temos que as expressões

2.62 e 2.63 são escritas respectivamente como

P

kBT
= −2π

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0
ε1/2 ln(1− ze−βε)dε− 1

V
ln(1− z) (2.64)

=
2π

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε3/2dε

z

−1

eβε − 1. (2.65)

e

N =
2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ε1/2dε

z−1eβε − 1
+

z

1− z
(2.66)

No limite clássico, onde z ≪ 1, os termos acrescentados podem ser desprezados em ambas

as expressões, pois cada um dos termos será da ordem de 1/N . Mas se z se aproxima de

1, o termo z/(1 − z), definido como o número de part́ıculas N0 no estado fundamental,

se torna uma fração significante de N . Mais especificamente, defini-se N0 = z/(1 − z), e

portanto z = N0/(N0+1). O termo ln(1−z) em 2.65 é igual a ln(N0+1), e multiplicando

por V −1, desaparece para V → ∞ e N → ∞. Desprezar esse termo para z → 1 está ligado

ao fato de que a energia cinética das part́ıculas no estado fundamental não contribui para

a pressão total do gás.

Então, de forma similar ao tratamento dado ao gás ideal de Fermi, reescrevemos as
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expressões 2.65 e 2.66 na forma

P

kBT
= −2π(2mkBT )

3/2

h3

∫ ∞

0
x1/2 ln(1− ze−x)dx =

1

λ3
g5/2(z) (2.67)

e
N

V
=

2π(2mkBT )
3/2

h3

∫ ∞

0

x1/2dx

z−1ex − 1
+

N0

V
=

1

λ3
g3/2(z) +

N0

V
(2.68)

onde a função gν(z) é a função de Bose-Einstein, sendo definida da seguinte forma:

gν(z) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

xν−1dx

z−1ex − 1
= z +

z2

2ν
+

z3

3ν
+ · · · (2.69)

Assim como para a função fν(z), x = βε e a função Γ(ν) são definidos da mesma maneira.

Com esses resultados, podemos obter a equação de estado do sistema apenas eliminando

z.

A função gν(z) tende a zero no limite em que z → 0. Por outro lado, no limite em que

z → 1, a convergência de gν(z) para um valor finito depende do valor de ν. Para ν ≤ 1,

a função diverge em z = 1, mas converge para valores de ν > 1. Mais especificamente, a

função gν(z) assume a forma da função zeta de Riemman, ζ(n), quando z = 1 e ν > 1. O

comportamento da função gν(z) é mostrado na figura 23.

Figura 23: gν(z) em função de z, para valores diferentes de ν. Note que gν(z) diverge
para ν ≥ 1 e z = 1.

Fonte: Greinar, W., Neise, L., e Stöcker, H., Thermodynamics and Statistical Mechanics, second edtion.
Springer, 1997.

A partir da função gν(z), é posśıvel determinar algumas propriedades termodinâmicas

do gás ideal de Bose. Vamos começar determinando a fugacidade em termos de N , V e

T . Partindo da equação 2.68, temos

N =
V

λ3
g3/2(z) +

z

1− z
= Nε +N0 (2.70)
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O termo Nε representa o número de part́ıculas com energia ε > ε0, ou seja, part́ıculas que

ocupam os estados excitados. Como g3/2(1) = ζ(3/2), então 0 ≤ g3/2(z) ≤ ζ(3/2) = 2.621

[2]. Se a temperatura não for muito baixa, temos que V λ−3 ≫ 1 e consequentemente

z → 0. Como N ≫ 1, o termo z/(1− z) torna-se despreźıvel. Então, a equação 2.70 pode

assumir a forma

N =
V

λ3
ζ(3/2) = V (

2πmkBT

h2
)3/2ζ(3/2) = NMax

ε (2.71)

Esse resultado determina o número de part́ıculas NMax
ε que ocupam o estado excitado

com energia ε, em uma temperatura T . Vale salientar que NMax
ε ≤ N e que o número de

part́ıculas no estado fundamental é despreźıvel.

Agora, vamos considerar a situação onde z não é muito próximo de zero. Nesse caso,

o número de part́ıculas N0 no estado fundamental não pode ser ignorado. Portanto,

1 =
Nε

N
+

N0

N
(2.72)

Nε =
V

λ3
g3/2(z) ; N0 =

z

1− z
(2.73)

Note que o caso em que z → 0 ainda pode ser expresso pelo resultado da equação 2.72,

com N0/N → 0. No limite termodinâmico, V → ∞ e N → ∞, tal que N/V = constante.

No limite em que z → 1, N0 tende a divergir, com a razão N0/N → 1. Ou seja, apenas

uma fração infinitesimal das part́ıculas ocupa estados excitados, enquanto todas as outras

ocupam o estado fundamental. Essa situação corresponde ao fenômeno da condensação

de Bose-Einstein.

2.4.4 Condensação de Bose-Einstein

De um certo modo, o fenômeno da condensação de Bose-Einstein pode ser comparado

com a condensação de vapor, respeitando, é claro, a natureza de cada fenômeno. A

transição vapor-ĺıquido é um fenômeno clássico que está ligado à posição das part́ıculas.

Já a condensação de Bose-Einstein é um fenômeno puramente quântico, que realiza-se no

espaço dos momentos. Ou seja, o momento linear de bósons não-interagentes começa a

ter o mesmo valor durante a condensação.

A condição para que haja a condensação de Bose-Einstein é que, fixando z = 1, a

seguinte desigualdade seja satisfeita:

N > NMax
ε =

V

λ3
ζ
(
3

2

)
. (2.74)

O número de ocupação dos estados excitados é inferior ao total de part́ıculas do sistema.
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Desta forma, as part́ıculas restantes ocupam o estado fundamental. Fixando N e V,

podemos calcular a temperatura na qual a equação 2.74 é satisfeita:

T < Tc =
h2

2πmkB





N

V ζ
(
3
2

)





2/3

, (2.75)

onde Tc é uma temperatura caracteŕıstica, abaixo da qual, o sistema encontra-se em

uma mistura das fases normal e condensada. Apenas em T = 0 todo sistema estará no

estado de condensado de Bose-Einstein Na figura 24, vemos o comportamento das frações

Figura 24: Frações da fase normal (curva 1) e da fase condensada (curva 2) em um
gás ideal de Bose como função da temperatura.

Fonte: Pathria, R. K., Statistical Mechanics, second edition. Butterworth Heinemann, 1996.

do número de part́ıculas no estado excitado e no estado fundamental. Para valores de

T > Tc temos que todo o sistema se encontra na fase normal, com a fração Nε/N = 1.

Nessas condições, praticamente todas as part́ıculas estão em estados excitados. Abaixo do

ponto em que T = Tc, a fração de part́ıculas condensadas no estado fundamental cresce

continuamente.

Para temperaturas muito altas e baixas densidades, a energia térmica é grande o

suficiente para excitar praticamente todas as part́ıculas para ńıveis de energia maiores

que ε0. Mas se a temperatura for muito baixa e a densisdade elevada, os bósons tendem

a se agrupar no estado de menor energia. Por esta razão, esse sistema não apresenta

mais uma distribuição homogênea de part́ıculas pelos estados de energia. De fato, apenas

a fração NMax
ε /N é distribúıda de forma homogênea pelos estados excitados. Quando

analisamos o número de ocupação, fica claro que a probabilidade de encontrar mais de

52



uma part́ıcula em um mesmo estado é maior na estat́ıstica de Bose-Einstein do que no

modelo clássico. Porém, isso não fica muito evidente quando a temperatura é maior que

Tc, já que a energia térmica é suficiente para distribuir as part́ıculas de forma homogênea

nos estados excitados.

Considerando o volume por part́ıcula ν, a variação da fugacidade pode ser obtida se a

considerarmos em relação a (ν/λ3), sendo assim proporcional a T 3/2. De acordo com as

equações 2.72 e 2.73, no intervalo 0 ≤ (ν/λ3) ≤ (2.612)−1, que corresponde ao intervalo

de temperatura 0 ≤ T ≤ Tc, temos que z ≃ 1. Já para (ν/λ3) > (2.612)−1, z < 1, como

mostra a figura 25 Usando a equação 2.71, podemos determinar z a partir da relação

g3/2(z) = (λ3/ν) < 2.612. (2.76)

Como ν/λ3 ≫ 1 no limite de altas temperaturas, temos que g3/2(z) ≪ 1, e consequente-

mente z ≪ 1, pois g3/2(z) ≃ z. O que está de acordo com o caso clássico.

Figura 25: Fugacidade de um gás ideal de Bose em função de (ν/λ3).

Fonte: Pathria, R. K., Statistical Mechanics, second edition. Butterworth Heinemann, 1996.

Outro ponto importante a ser analisado nesse sistema é a variação da pressão com a

temperatura, mantendo a densidade fixa. No caso T < Tc, onde z = 1, a pressão pode ser

obtida a partir da equação 2.67, com g5/2 → ζ(5/2)

P (T ) =
kBT

λ3
ζ
(
5

2

)
, (2.77)

de onde podemos concluir que o gás tem compressibilidade infinita, uma vez que a pressão

não depende da densidade. Isso implica que as part́ıculas no estado fundamental não con-

tribuem para a pressão total do gás. Podemos notar também que a pressão é proporcional
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à T 5/2. No ponto de transição, Tc,

P (Tc) ≃ 0.5134
(
N

V
kBTc

)
. (2.78)

Fazendo uma comparação com o gás ideal clássico, o gás ideal de Bose exerce metade da

pressão que o seu equivalente para um gás de Boltzmann. Já na situação onde T > Tc, a

pressão é dada por

P =
N

V
kBT

g5/2(z)

g3/2(z)
(2.79)

Essa expressão para a pressão só é válida para temperaturas não muito acima de Tc.

Obviamente, para temperaturas muito altas, onde z ≪ 1, podemos fazer uso da ex-

pansão virial para determinar a pressão. Mas se T → ∞, a pressão se aproxima do valor

clássico, NkBT/V . Podemos ver todos esse fatores na figura 26. Primeiramente, a linha

de transição só é válida no intervalo 0 ≤ T ≤ Tc. Acima da temperatura cŕıtica, a pressão

não pode ser escrita de forma simples. Contudo, no limite em que T → ∞, temos que a

pressão se aproxima assintoticamente do limite clássico. É importante salientar que para

T ≤ Tc, a linha de transição não separa a fase normal da fase condensada. A região à

direita da linha de transição é a fase normal, enquanto uma fase mista entre a fase normal

e a fase condensada está sobre a própria linha. A região à esquerda da linha de transição

é inacesśıvel ao sistema [5].

Figura 26: Pressão em função da temperatura para um gás de bósons não intera-
gentes.

Fonte: Pathria, R. K., Statistical Mechanics, second edition. Butterworth Heinemann, 1996.
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Já conhecemos da equação 2.36 a relação entre a energia interna e a pressão de uma

gás ideal. Conhecendo a pressão para o gás ideal de Bose, podemos, a partir dessa relação,

determinar o calor espećıfico do gás. Usando a derivada da energia em T para os valores

de T ≤ Tc, temos
CV

NkB
=

15

4
ζ
(
5

2

)
ν

λ3
, (2.80)

onde z = 1, independente da temperatura. Em T = Tc o calor espećıfico apresenta um

máximo, dado por

CV

NkB
=

15

4

ζ
(
5
2

)

ζ
(
3
2

) ≃ 1.925 (2.81)

Este valor é consideravelmente maior que o valor observado para um gás ideal clássico.

Já para valores de T > Tc, podemos usar a propriedade

z
∂

∂T
gν(z) = gν−1(z) , (2.82)

para obter que
CV

NkB
=

15

4

g5/2(z)

g3/2(z)
− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
(2.83)

No limite onde T → Tc, ou z → 1, o segundo termo dessa expressão desaparece, pois a

funçao g1/2(z) diverge em z = 1. O outro termo vai para o mesmo valor da equação 2.81,

no ponto de transição. Podemos observar que há uma descontinuidade na derivada do

Figura 27: Calor espećıfico de um gás ideal de Bose em função da temperatura.

Fonte: Greinar, W., Neise, L., e Stöcker, H., Thermodynamics and Statistical Mechanics, second edtion.
Springer, 1997.

calor espećıfico, como é visto na figura 27. A magnitude dessa descontinuidade é dada
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por (
∂CV

∂T

)

T=Tc−0

−
(
∂CV

∂T

)

T=Tc+0

≃ 3.665
NkB
Tc

(2.84)

No caso de T ≫ Tc, temos que a curva do calor espećıfico de gás ideal de Bose, se aproxima

assintoticamente do valor do limite clássico

(
CV

NkB

)

z→0

=
3

2
. (2.85)

2.4.5 Gás real de Bose

Não é recente o interesse em estudar o gás de bósons interagentes. Porém, desde a

descoberta experimental da existência do condensado de Bose-Einstein, quando átomos de

rub́ıdio vaporizados e resfriados utilizando um método de armadilha magnética formaram

um condensado de Bose-Einstein (figura 28) [26], as pesquisas nesse tema ganharam mais

espaço [92, 93, 94]. O problema de sistemas de part́ıculas interagentes, gás ou ĺıquido,

tem sido amplamente abordado utilizando um potencial de interação de dois corpos [77].

Devido à dificuldade de resolver problemas que envolvem a interação de muitos corpos,

tem sido usada a teoria de perturbação de diversas formas diferentes [95, 96, 97, 98].

Alguns modelos não têm rigor matemático, mas são aceitos por apresentarem resultados

que estão de acordo com a nossa compreensão intuitiva do problema [24].

Como vimos, na fase condensada, o gás ideal de bósons apresenta uma pressão cons-

tante com a variação do volume, indicando uma compressibilidade infinita. Essa anomalia

se origina da ausência de interação entre as part́ıculas. A existência de interação afeta

drasticamente as propriedades do gás, mesmo em sistemas bem dilúıdos. Esse problema

foi abordado inicialmente por Bogoliubov, utilizando uma nova técnica de perturbação.

Esse método permitiu a introdução de uma equação cinética na teoria dos superfluidos,

determinando o espectro de energias de um gás de bósons fracamente interagente [99].

2.4.6 Efeito da topologia nas propriedades do gás de Bose

No ultimos anos, muitos estudos teóricos e experimentais vêm sendo realizados com

bósons aprisionados em potenciais magnéticos ou óticos [100, 104]. O uso de redes óticas

tem apresentado resultados surpreendentes. Redes com diversas topologias diferentes têm

sido usadas para investigar as propriedades de bósons [101, 102], tal como condensação

de Bose-Einstein induzida pela topologia [103, 105, 106]. Por não apresentar defeitos

ou fônons, o uso de redes óticas tem sido uma ferramenta poderosa na investigação da

condensação de Bose-Einstein de átomos ultrafrios aprisionados nessas redes [107].
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Figura 28: Estágios da formação de um condensado de Bose-Einstein observado
em laboratório por Cornell e colaboradores. A escala de cores indica a distribuição
de velocidades das part́ıculas. Quanto mais próximo do branco, menor a velocidade
das part́ıculas. Na figura (A), vemos a distribuição de velocidades no momento da
formação do condensado. A medida que a temperatura abaixa, temos as distri-
buições de velocidades em (B), onde podemos ver o ińıcio da formação do conden-
sado, e finalmente em (C) vemos a distribuição de velocidades de um condensado
de Bose-Einstein.

Fonte: Anderson, M.H., Ensher, J. R., Matthews, M. R., Wieman, C. E. e Cornell, E. A., Science, 198,
vol.269, 1995.

Papel da densidade de estados para a condensação de Bose-Einstein

Com a recente descoberta dos quasicristais, tem havido uma motivação maior para o

estudo do comportamento do bosóns em redes. Algumas dessas redes apresentam pro-

priedades semelhantes às encontradas nos quasicristais, tais como invariância de escala

e efeito de “mundo pequeno”. Uma dessas redes é a rede de Apolônio [72]. Esse tipo

de rede apresenta um espectro de energia multifractal, que exerce enorme influência na

termodinâmica do gás de bósons [76], como veremos na próxima seção.

A densidade de estados está diretamente ligada à topologia do sistema, e em alguns

sistema complexos, como a rede de Apolônio, o espectro de energias é muito complicado.

Porém, em algumas famiĺıas de sistemas, a densidade de estados segue uma lei de potência

do tipo [108, 109]

g(ε) ∝ εx−1 (2.86)

onde o expoente x determina ocorrência ou não da condensação de Bose-Einstein nesse

sistema. Para x > 1, é esperada a ocorrência da condensação, além disso, se x > 2 a

transiçãoé descont́ınua. Se o sistema apresentar um densidade de estados tal que x < 1,

o sistema não apresenta uma condensação de Bose-Einstein [108].

Na figura 29, são apresentadas as densidades de estados integradas de bósons com
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Figura 29: (a)Densidade de estados do mapa logistico e (b) Densidade de estado
do mapa circular.

Fonte: de Oliveira, I. N., Lyra, M. L., Albuquerque, E. L. e da Silva, L. R., J. Phys.: Condens. Matter,
3499, vol.17, 2005.

Figura 30: Dependência térmica da fugacidade de um gás de bósons não interagen-
tes com diferentes espectros multifractais. A linha sólida representa a fugacidade
de gás com spectro obtido a partir do mapa circular. A linha tracejada corresponde
a a fugacidade de gás cujo espectro de energias foi obtido a partir do mapa loǵıstico.

Fonte: de Oliveira, I. N., Lyra, M. L., Albuquerque, E. L. e da Silva, L. R., J. Phys.: Condens. Matter,
3499, vol.17, 2005.

espectros multifractais . Mais especificamente, foram analizados um gás ideal de bósons

com espectro de energia obtido a partir dos mapas loǵıstico e circular [110]. Para um gás

de bósons com espectro de energia obtido a partir do mapa loǵıstico, foi observado que a

densidade de estados integrada escala com um expoente x = 0, 43, de forma que não há

condensação de Bose-Einstein nesse sistema. Já para o caso de um gás de bósons com
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espectro de energia obtido a partir do mapa circular, a densidade de estados integrada

com a energia com um expoente x = 1, 60. Neste caso, uma condensação de Bose-Einstein

é esperada. Estas previsões podem ser verificadas a partir da comparação da dependência

térmica das fugacidades calculadas a partir dos dois espectros multifractais, mostradas

na figura 30. Como vemos, a fugacidade obtida a partir do espectro do mapa loǵıstico

atinge o valor unitário apenas T = 0.

2.5 Gases quânticos em uma rede de Apolônio - Métodos

utilizados

Sistemas f́ısicos com topologias de redes complexas vêm sendo amplamente estudados

nos últimos anos. Recentemente, foi investigado como a topologia de algumas dessas redes

afeta as propriedades de um gás ideal de Bose em baixas temperaturas. De fato, como a

estrutura de rede afeta a densidade de estados do sistema, a existência de condensação

de Bose-Einstein está diretamente relacionada com a topologia da rede. Nesta seção,

apresentaremos o modelo que foi utilizado neste trabalho. Mais especificamente, vamos

apresentar como a rede de Apolônio foi gerada e como o espectro de energia do sistema

foi obtido.

2.5.1 Geração da rede de Apolônio

Para definir a rede de Apolônio, vamos iniciar analizando o problema do preenchimente

do espaço por esferas, apresentado pelo matemático grego Apolônio de Perga[112]. É

evidente que não é posśıvel preencher o espaço com esferas iguais de tamanho finito. A

solução do problema proposto por Apolônio foi preencher os espaços entre as esferas que se

tocam com esferas menores, as quais tocariam nas esferas maiores adjacentes. Os espaços

restantes seriam preenchidos por esferam ainda menores, que deixariam espaços menores,

que seriam preenchidos por esferas menores e assim por diante. Para simplificar, vamos

considerar o preenchimento de um espaço bidimensional. Neste caso, ao invés de esferas,

serão utilizados discos, como mostra a figura 31(a): O tamanho dos discos segue uma lei

de potência cujo expoente é 1, 3 [112]. Finalmente, a rede de Apolônio é contrúıda ligando

os centros dos discos que se tocam. O resultado pode ser visto na figura 31(b).

A rede de Apolônio com n gerações, possui m(n) śıtios mais 3 vértices, com conectivi-

dade k. Os śıtios da rede satisfazem as seguintes relações m(n) = 3n, 3n−1, 3n−2, ..., 32, 3, 1.

Por sua vez, as conectividade são dadas por k = 3, 3.2, 3.22, ..., 3.2n−1, 3.2n, 2n+1 + 1. O

valor de k = 2n+1 +1 corresponde a conectividade dos vértices P1, P2 e P3, representados

nas figura 31(b).
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Figura 31: (a) Preenchimento do espaço bidimensional por discos, correspon-
dendo à solução clássica do problema proposto por Apolônio de Perga; (b) Rede de
Apolônio com 3 gerações.

Fonte: Andrade, J. S., Jr, Herrmann, H. J., Andrade, R. F. S. e da Silva, L. R., Physical Review Letters,
018702, vol.94, 2005.

Na n-ésima geração da rede de Apolônio, o número total Nn de śıtios é dado por

Nn = 3 +
3n+1 − 1

2
, (2.87)

que obedecem à seguinte distribuição da conectividade

P (k) =
∑

k′≥k

m(k′, n)/Nn . (2.88)

Para redes grandes, é posśıvel escrever a distribuição de forma cont́ınua, com P (k) ∝ k1−γ ,

com γ = 1 + ln(3)/ln(2) ≈ 2, 585 [72]. Uma vez que o número de śıtios aumenta de um

fator 3 a cada geração e a conectividade de cada śıtio com um fator 2, a rede de Apolônio

é livre de escalas, com o número médio de conexões por śıtio seguindo uma lei de potência.

Tal caracteŕıstica é t́ıpica de sistemas fractais.

2.5.2 Cálculo do espectro de energias

Uma vez que a rede de Apolônio foi gerada, o próximo passo foi determinar o espectro de

energia do sistema. Para tanto, foi utilizado o método Tight-Binding para part́ıculas não

interagentes. O Hamiltoniano do sistema foi definido como

H = ε
∑

i

|i⟩⟨i|+
∑

(i,j)

tij|i⟩⟨j| (2.89)
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onde |i⟩ representa o estado de uma part́ıcula que ocupa o śıtio i da rede, com energia de

śıtio ε. tij = t é a amplitude de hopping entre os śıtios (i, j), ou a energia nescessária para

a part́ıcula se deslocar entre os śıtios (i, j). Sem perda de generalidade, usaremos apenas

tij como parâmetro energético do sistema, com ε = 0 para todos os śıtios. Os autoestados

de uma part́ıcula podem ser escritos em termos da base de estados de Wannier [75, 76],

com

|Ψ⟩ =
∑

i

ϕi|i⟩ , (2.90)

com ϕi sendo os coeficientes da expansão. Assim, o espectro de energias pode ser obtido

resolvendo os sistema de equações acopladas

∑

j ̸=i

tijϕj = Eϕi , (2.91)

onde o śıtio j faz uma conexão com o śıtio i.

Como foi visto no caṕıtulo 1, os estudos anteriores sobre gases quânticos ideais e

sistemas magnéticos na rede de Apolônio mostraram que algumas propriedades termo-

dinâmicas desses sistemas exibem forte dependência com o tamanho da rede [73, 75, 76].

Em particular, as temperaturas de transições de fase observadas em redes de Apolônio

divergem com o número de śıtios. Uma das possibilidades para esse comportamento

anômalo é que a conectividade média por śıtio varia com o tamanho da rede, ocasionando

uma divergência na lagura da banda de energia. Para evitar este efeito, uma estratégia é

reescalar as amplitudes de hopping pela média geométrica da conectividade dos śıtios da

rede

tij = t/
√
kikj , (2.92)

onde t é uma constante, enquanto ki e kj são as conectividades dos śıtios i e j, respecti-

vamente.

Essa estratégia foi empregada com sucesso para descrever o comportamento de um

gás ideal de Bose numa rede tipo estrela [106], que consiste de um śıtio central conectado

a outros śıtios periféricos, como ilustrada na figura 32. Essa rede possui propriedades

similares as da rede de Apolônio, tais como estrutura hierárquica e invariância de escala.

Ao diagonalizarmos o Hamiltoniano da rede estrena, podemos notar que a energia de

ligação escala com
√
k [106]. Para tanto, considere

H =
ε√
k

k∑

i=1

(|i⟩⟨0|+ |0⟩⟨i|) , (2.93)
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Figura 32: A rede do tipo estrela é formada por um śıtio central do qual partem
ligações para śıtios perifericos.

Fonte: Vidal, E. J. G. G., Lima, R. P. A. e Lyra, M. L.”, Physical Review E, 061137, vol.83, 2011.

Como notamos para os menores tamanhos da rede:

H =


0 t

t 0


→ λ1 = t

λ2 = −t
(2.94)

para uma conexão,

H =



0 t t

t 0 0

t 0 0


→

λ1 =
√
2t

λ2 = −
√
2t

λ3 = 0

(2.95)

para duas conexões,

H =



0 t t t

t 0 0 0

t 0 0 0

t 0 0 0



→
λ1 = λ2 = 0

λ3 =
√
3t

λ4 = −
√
3t

(2.96)

para três conexões, e assim por diante.

Atravéz do método Tight-Binding, foi posśıvel determinar o espectro de energias de

um gás confinado em uma rede de Apolônio. No próximo caṕıtulo, serão apresentados os

principais resultados obtidos, identificando se o reescalonamento das energias de hopping

elimina as anomalias previamente observadas em algumas propriedades termodinâmicas

de gases quânticos.
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Resultados

Como vimos nos caṕıtulo anteriores, a topologia da rede de Apolônio afeta drastica-

mente as propriedades termodinâmicas dos sistemas em estudo, tais como gases quânticos

ideais [73, 74] e sistemas magnéticos (rede de spin) [75, 76]. Mais especificamente, as

transições de fases em um gás ideal de bósons e em sistemas ferromagnéticos apresenta-

ram temperatura de transição que diverge com o tamanho da rede [73, 74, 75, 76]. Uma

das posśıveis explicações para esse comportamento anômalo é que a conectividade média

por śıtio varia com tamanho da rede.

Com o objetivo de manter a largura do espectro de energia finito, reduzindo os efeitos

de tmanho finito sobre as propriedades termodinâmicas de gases quânticos ideais em uma

rede de Apolônio, será utilizado um esquema que rescala os parâmetros energéticos desses

sistemas pela média geométrica da conectividade dos śıtios da rede. Nas próximas seções

apresentaremos os principais resultados obtidos, tanto para uma gás de Fermi como para

um gás de bósons não interagentes.

3.1 Espectro de energia da rede de Apolônio

A análise do papel da conectividade dos śıtios será iniciada a partir do cálculo do espectro

de energias e da densidade de estados do sistema. Estas duas quantidades independem

da natureza do gás em estudo, dependendo apenas da topologia da rede. O espectro de

energias foi calculado usando o modelo Tight Binding na rede de Apolônio, como descrito

na seção 2.5.

Na figura 33, é apresentada a densidade de estados integrada para uma única part́ıcula

em uma rede de Apolônio com n = 9 gerações. Como esperado, o espectro de energia

apresenta uma distribuição de estados assimétrica, devido a ausência de simetria quiral

da rede [75, 76]. A densidade de estados integrada revela a existência de ńıveis degenera-

dos, representados pelas linhas verticais na figura 33. Em particular, o ńıvel com maior

grau de degenerescência é em E/t = 0, que corresponde ao centro do espectro, com 1/3

dos estados acesśıveis de sistema. Os ńıveis de energia são separados por lacunas, que

são representadas pelas linhas horizontais. As partes superior e inferior do espectro são

relevantes para as propriedades termodinâmicas de férmions e bósons, respectivamente.

Na parte superior do espectro, há a ocorrência de minibandas de energia, separadas por
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Figura 33: Densidade de estados integrada para uma rede de Apolônio com n =
9 gerações. As linhas verticais de gráfico correspondem à existência de estados
degenerados, e as horizontais são as lacunas de energia. No detalhe, a densidade de
estados integrada escala com E0,5.

Fonte: Autor

pequenas lacunas. A existência dessas minibandas é determinante para as propriedades de

um gás de Fermi, como será visto mais adiante. Na parte inferior do espectro, observa-se

que a densidade de estados integrada escala com E3/2, como mostra o detalhe na figura

33, satisfazendo a condição para condensação de Bósons, como descrito na seção 2.4.6.

Os resultados obtidos aqui estão em concordância com os obtidos em trabalhos ante-

riores [75]. Desta maneira, a normalização da energia de hopping não altera a estrutura

geral da densidade de estados do sistema. Contudo, uma importante modificação pode

ser observada na diferença de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado

excitado, denominada de ∆E0. Na figura 34, é apresentada a diferença de energia, ∆E0,

como função do número de śıtios da rede de Apolônio, N . Note que a diferença de energia

entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado diminui com o tamanho da rede,

seguindo uma lei de potência dada por ∆E0 ∝ N−1/2. Este comportamento é oposto ao

obsevado em uma rede de Apolônio onde as energias de hopping não foram reescaladas,

como mostra o detalhe da figura 34. De fato, é observado que ∆E0 ∝ N1/3 quando as

energias de hopping não são reescaladas pela média geométrica da conectividade dos śıtios

[76]. Como veremos, este resultado será determinante para o comportamento em baixas

temperaturas de um gás de Bósons confinado na rede de Apolônio.

3.2 Gás de elétrons em uma rede de Apolônio

Na seção anterior, foi apresentado como a topologia define o espectro de energia da

rede de Apolônio. Em particular, foi mostrado que a reescala da energia de hopping
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Figura 34: Diferença de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado
excitado como função do número de śıtios da rede rede Apolônio. As energias de
hopping foram reescaladas pela média geométrica da conectividade dos śıtios, dada
pela equação 2.92. Note que ∆E0 ∝ N−1/2. No detalhe, a diferença de energia entre
os ńıveis para o caso em que as energias de hopping não foram reescaladas, com
∆E0 ∝ N1/3.

Fonte: Autor

não promove grandes alterações na densidade de estado integrada do sistema. Nesta

seção, usaremos o formalismo apresentado na seção 2.3 para caracterizar as propriedades

termodinâmicas de um gás de elétrons não interagentes confinado na rede de Apolônio.

O número de elétrons do sistema é Ne.

De acordo com a estat́ıstica de Fermi-Dirac, o número médio de ocupação do i-ésimo

ńıvel de energia é

⟨ni⟩ =
1

eβ(εi−µ) + 1
, (3.1)

onde β = 1/kBT e µ é o potencial qúımico do sistema, o qual pode ser obtido a partir da

condição que
∑N

i=1⟨ni⟩ = Ne. Neste caso, foi utilizado o método de Newton para obter

µ(Ne/N, T ). Uma vez calculado o potencial qúımico, foi posśıvel obter a energia interna

do sistema, definida como:

U(Ne/N, T ) =
N∑

i=1

εi⟨ni⟩ (3.2)
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Assim, foi posśıvel escrever o calor espećıfico como:

Cv/kB =

(
β

2

)2




N∑

i=1

ε2i cosh
−2 [β(εi − µ)/2]−

(∑N
i=1 εi cosh

−2 [β(εi − µ)/2]
)2

∑N
i=1 cosh

−2 [β(εi − µ)/2]





(3.3)

A figura 35 mostra o calor espećıfico por part́ıcula de um gás de elétrons não intera-

gentes para diferentes gerações da rede de Apolônio. O número de elétrons foi fixado em

Ne/N = 1/2. Aqui podemos avaliar os efeitos de tamanho finito sobre as propriedades

termodinâmicas do sistema. Para uma rede de Apolônio com n = 9 gerações, os efeitos

de tamanho finito são muito pequenos para temperaturas maiores que kBT/t = 10−3 e

calor espećıfico por part́ıcula menores que CV /kBNe = 10−4. Em altas temperaturas, o

calor espećıfico apresenta um decaimento com 1/T 2, caracteŕıstico de sistemas com es-

pectro de energia restrito a um intervalo bem definido. Em baixas temperaturas, o calor

espećıfico por part́ıcula apresenta um comportamento próximo a uma lei de potência, com

Cv ∝ T 1,75. Contudo, um desvio acentuado desta lei de potência pode ser observado em

torno de kBT/t = 10−1. Este desvio está associado à existência de lacunas de energia

entre as minibandas do espectro e o e o estado com energia E/t = 0. De fato, este ńıvel

corresponde a energia de Fermi para uma rede semi-preenchida em T = 0. Neste caso,

as lacunas de energia reduzem a capacidade do sistema em trocar energia com um reser-

vatório de calor até que a temperatura atinja um valor no qual os elétrons possam saltar

para os ńıveis não ocupados. Apesar de haver uma redução nos efeitos de tamanho finito

associado ao reescalar a energia de hopping, pode ser observado que o comportamento

geral do gás de Fermi, se comparado com os resultados obtidos em trabalhos anteriores,

não é muito diferente.

A redução na capacidade do sistema em trocar energia com um reservatório de calor

em certas faixas de temperatura torna-se mais evidente se considerarmos outros valores

de preenchimento da rede, como mostra a figura 36. Aqui foi considerada uma rede de

Apolônio com n = 9 número de gerações, com um preenchimento da rede Ne/N < 1/2.

Note que o calor espećıfico apresenta oscilações, e no limite em que Ne/N → 0, o calor

espećıfico começa desenvolver oscilações log-periódica [75], que são caracteŕısticas de um

sistema com um espectro de energia fractal [111].

3.3 Gás de bósons em uma rede de Apolônio

Como vimos na seção passada, a caracteŕıstica multifractal do espectro de energia é

determinante para o comportamento termodinâmico de uma gás de elétrons não intera-

gentes. Contudo, nenhum efeito associado ao reescalonamento das energias de hopping
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Figura 35: Calor espećıfico por part́ıcula de uma gás de elétrons não interagentes
confinados em redes de Apolônio com diferentes gerações. O número de part́ıculas
foi fixado em Ne/N = 1/2.

Fonte: Autor

Figura 36: Calor espećıfico em função da temperatura de um gás de férmions em
rede de Apolônio com n = 9 gerações e diferentes valores de ocupação. É observado
uma oscilação log-periódica, como esperado para sistemas cujo espectro de energias
apresenta uma distribuição multifractal.

Fonte: Autor
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foi observado. Um cenário completamente distinto é visto quando consideramos um gás

de bósons não interagentes confinado em uma rede de Apolônio.

De acordo com a estat́ıstica de Bose-Einstein, um gás de bósons não interagentes com

Np particulas deve obedecer a seguinte função de distribuição:

⟨ni⟩ =
1

z−1eβ(εi) − 1
, (3.4)

onde z = eβµ é a fugacidade do sistema. Mais uma vez, o cálculo do potêncial qúımico

pode ser realizado usando a condição de
∑N

i=1⟨ni⟩ = Np. Neste caso, estamos considerando

que o número de bósons do sistema se conserva.

Na figura 37 é apresentada a fugacidade em função da temperatura tanto para diferen-

tes gerações da Rede de Apolônio com um número de ocupação fixo, como para diferentes

números de ocupação de uma rede de Apolônio com número de gerações fixo. Todas as

energias foram adequadamente ajustadas em εi 7−→ εi+ |E0| , de forma que o menor valor

para o potencial qúımico seja µ = 0. Para um número de ocupação fixo em Np/N = 1/2,

para todos os tamanhos de rede vemos que z → 1, para temperaturas kBT/t < 10−1, como

mostra a figura 37(a). De fato, este resultado demonstra que o uso da média geométrica

da conectividade entre os śıtios como parâmetro de escala para energia de hopping reduz

sensivelmente os efeitos de tamanho finito observados em trabalhos anteriores [76]. É im-

portante salientar que z ≃ 1 indica a existência de uma condensação de Bose-Einstein. Já

para o caso em que o número de gerações da rede de Apolônio é fixado em n = 9, é posśıvel

observar que a faixa de temperaturas onde z → 1 varia significativamente com o número

de ocupação da rede. Este resultado é similar ao observado previamente para o gás de

Bósons numa rede de Apolônio em que as energias de hopping não foram reescaladas [76].

Uma vez determinada a existência da condensação de Bose-Einstein, podemos calcular

o número médio de part́ıculas no estado fundamental, N0. Para tanto, é utilizada a

expressão 2.73 definida no caṕıtulo anterior, com N0 = z/(1− z).

A figura 38(a) mostra a fração de ocupação do estado fundamental em função da tem-

peratura, para redes de Apolônio com diferentes gerações. Mais uma vez, a densidade

de part́ıculas foi fixada em Np/N = 1/2. Aqui vemos que a fração de bósons no estado

fundamental vai a zero continuamente com o aumento da temperatura do sistema. No

entanto, é posśıvel observar que as curvas que descrevem a fração de part́ıculas no es-

tado fundamental são muito próximas, mostrando que os efeitos de tamanho finito foram

praticamente eliminados em decorrência do uso da média geométrica da conectividade

entre os śıtios como parâmetro de escala para energia de hopping. Uma vez que a fração

N0/Np corresponde ao parâmetro de ordem da transição de condensação de Bose-Einstein,

podemos obter a partir dela a temperatura de transição, Tc. Para tanto, consideramos a

temperatura de transição como o ponto de máxima curvatura. A temperatura cŕıtica, Tc,

para diferentes tamanhos da rede é mostrada na figura 38(b). Como podemos observar,

68



Figura 37: (a)Fugacidade em função da temperatura em redes de Apolônio com
diferentes gerações e número de ocupação fixo em Np/N = 1/2. Note que z → 1
em kBT/t < 10−1, indicando a existência de uma condensação de Bose-Einstein.
(b)Fugacidade em função da temperatura para uma rede de Apolônio com número
de gerações n = 9 e diferentes números de ocupação.

Fonte: Autor

Figura 38: (a)Fração de part́ıculas no estado fundamental em função da tempera-
tura para diferentes tamanhos da rede de Apolônio: n = 6 (linha cont́ınua), n = 7
(linha pontilhada), n = 8 (linha tracejada), n = 9 (linha traço-pontilhada). A densi-
dade de part́ıculas foi fixada em Np/N = 1/2. Em (b), é apresentada a dependência
de temperatura cŕıtica com o tamanho da rede. Note que Tc não varia com o
tamanho da rede.

Fonte: Autor

a temperatura de transição tem um valor que independe do tamanho da rede, e tem um

valor de aproximadamente kBTc/t = 0, 1124. Este resultado contrasta com os resultados

anômalos observados em estudos prévios de transições de fase em uma rede de Apolônio,

onde Tc diverge com o tamanho da rede [73, 75]. A remoção do comportamento anômalo

de Tc reflete o fato que a diferença de energia entre o estado fundamental e o primeiro
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estado excitado decai com o tamanho da rede, com ∆E0 ∝ N−1/2.

O efeito do número de ocupação sobre a condensação de Bose-Einstein são mostrados

na figura 39. Em particular, é apresentado o número de part́ıculas no estado fundamental

em função da temperatura, para diferentes número de ocupação de uma rede de Apolônio

de degração n = 9. Como podemos notar, a temperatura de transição aumenta à medida

que a densidade de part́ıculas cresce. Notamos que para grandes frações de ocupação

Tc ∝ Np/N , e para valores pequenos, Tc ∝ 1/ln(Np/N), concordando com trabalhos

anteriores [106].

Figura 39: Número de part́ıculas no estado fundamental em função da tempe-
ratura em uma rede de Apolônio com n = 9 gerações, para diferentes valores de
ocupação:Np/N = 2 (linha sólida), Np/N = 1 (linha pontilhada), Np/N = 1/2 (linha
tracejada), Np/N = 1/4 (linha traço-pontilhada). A dependência da temperatura de
transição com o número de ocupação é mostrada no detalhe.

Fonte: Autor

Uma vez que a condensação de Bose-Einstein foi caracterizada, podemos agora analisar

a comportamento termodinâmico de um gás de bósons não interagentes confinado na rede

de Apolônio. Usando a definição da energia na equação 3.2 e a função de distribuição de

Bose-Einstein, podemos escrever o calor espećıfico do sistema como:

Cv/kB =

(
β

2

)2




N∑

i=1

ε2i sinh
−2 [β(εi − µ)/2]−

(∑N
i=1 εi sinh

−2 [β(εi − µ)/2]
)2

∑N
i=1 sinh

−2 [β(εi − µ)/2]





. (3.5)

A figura 40 exibe o calor espećıfico por part́ıcula em função da temperatura para

diferentes tamanhos e números de ocupação da rede de Apolônio. Mantendo a densidade
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de part́ıculas em Np/N = 1/2 e variando o número de gerações da rede de Apolônio,

vemos que os efeitos de tamanho finito são evidentes apenas na região em que kBT/t <

10−2 e Cv/kBNp < 10−2, como mostra a 40a. Em torno de kBT/t ∼ 10−1, observamos

um ponto de máximo no calor espećıfico, caindo continuamente, como mostra o detalhe

da figura. Esse comportamento do calor espećıfico nessa faixa de temperatura indica

que a condensação de Bose-Einstein na rede de Apolônio é uma transição de fase de

segunda ordem. Em altas temperaturas, o calor espećıfico de todas as curvas segue um

decaimento com 1/T 2. A figura 40b mostra o calor espećıfico por part́ıcula em função

da temperatura para diferentes densidades do gás em uma rede de Apolônio com n = 9

gerações. Mais uma vez podemos observar a ocorrência de um máximo no calor espećıfico,

porém a temperatura onde o máximo ocorre, associado à existência da condensação de

Bose-Einstein. Diferente do que ocorre com o gás de férmions, o calor espećıfico de

um gás de bósons não apresenta oscilações log-periódicas. Isto decorre do fato que as

propriedades termodinâmicas do gás bósons dependem apenas da estrutura na região

inferior do espectro de energias.

Figura 40: (a) Calor espećıfico por part́ıcula em função da temperatura para um gás
bósons não interagentes confinados em redes de Apolônio com diferentes números
de gerações. O número de ocupação foi mantido em Np/N = 1/2. No detalhe, a
existência de uma descontinuidade na temperatura de ocorrência da condensação
de Bose-Einstein. (b) Calor espećıfico por part́ıcula em função da temperatura para
um gás bósons não interagentes confinados em uma rede de Apolônio com número
de gerações n = 9.

Fonte: Autor

3.3.1 Expoentes cŕıticos

Argumentos de escala de tamanho finito podem ser apresentados para estimar com

precisão a temperatura de transição BEC e os expoentes cŕıticos relevantes. Ao assumir
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um comportamento de escalonamento de um único parâmetro, a fração de condensado,

na proximidades da transição, terá a forma universal

ρ0(N, T ) = N−ζ/νh[(T − Tc)N
1/ν ], (3.6)

onde é assumida uma dependência impĺıcita com densidade de part́ıculas. Sendo ζ o

expoente que rege o desaparecimento de a fração condensada, à medida que se aproxima

por baixo [ρ0 ∝ (Tc − T )ζ ] no limite termodinâmico. Já ν é um expoente de correlação

t́ıpico que desempenha um papel semelhante ao dν em rede regulares d-dimensionais. Há

várias técnicas que exploram a hipótese de escala de tamanho finito a fim de calcular

os parâmetros cŕıticos. Aqui, analisamos a dependência da temperatura do conjunto de

funções auxiliares

f(N,N ′, T ) =
ln[ρ0(N, T )/ρ0(N

′, T )]

lnN/N ′ (3.7)

calculada para diferentes pares de tamanhos de rede (N,N ′). De acordo com a hipótese

de escala, estas funções se tornam independentes de (N,N ′) à temperatura de transição.

Além disso, este valor invariável de escala f(N,N ′, Tc) = −ζ/ν.

Figura 41: Funções de escala auxiliares f(N,N ′, T ) contra a temperatura usando
N = 9844 e N ′ = 3283(g = 8), N ′ = 1096(g = 7) e N ′ = 367(g = 6). Onde foi usada a
densidade de pat́ıculas N/Np = 1/2. O ponto de cruzamento indica a transição para
condensado de Bose-Einstein em kBTc/t = 0, 1124.

Fonte: Autor

Na figura 41, mostramos um conjunto de funções auxiliares f(N,N ′, Tc). Em todas

elas, foi utilizado como o número N de śıtios da rede com número de geração g = 9 (N =

9844), enquanto que o N’ foi feito a partir de redes com número de geração g = 6 (N ’= 367)

g = 7 (N ’= 1096) e g = 8 (N ’= 3283). Aqui, também é considerado constante a densidade

de part́ıculas Np/N = 1/2. Nota-se que todas as curvas se cruzam aproximadamente

no mesmo ponto, indicando, assim, a transição BEC. Nossa melhor estimativa para a

temperatura de transição para esta densidade de part́ıculas em particular é kBTc/t =
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0.1124, com a barra de erro proveniente do pequeno desvio do ponto de cruzamento.

O valor invariável da escala fornece a estimativa de β/ν = 0.36. A precisão de tais

estimativas é verificado na figura 42a, onde marcamos a fração condensada na Tc para

tamanhos distintos de rede . A lei de escala ρ0(N, Tc) ∝ N−β/ν vale para duas ordens

de magnitudes de tamanhos rede, sem qualquer correção evidente da lei de escala. O

Figura 42: (a)A fração de part́ıculas condensadas, escala com o número de śıtios
N com o expoente β/ν ≈ 0.36 na temperatura cŕıtica, (b) e d

dT [lnρ0(N,T )] escala com
N com o expoente 1/ν ≈ 0.42.

Fonte: Autor

expoente de correlação ν também pode ser estimado notando a derivada do logaritmo da

fracção condensada em relação à d
dT
[lnρ0(N, T )] ∝ N1/ν na transição.Este comportamento

de escala é descrito na figura 42b que fornece 1/ν = 0.42.

Figura 43: Parte singular do calor espećıfico na temperatura de transição, Cv(N →
∞, Tc) − Cv(N,T ), contra o tamanho da rede, de onde podemos estimar o expoente
cŕıtico α/ν ≈ 0.26

Fonte: Autor
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Finalmente, os argumentos de escala de tamanho finito similares podem ser usados

para analisar os dados do calor espećıfico. Na temperatura de transição, os dados relata-

dos na figura 40a indicam que Cv(N → ∞, Tc) converge para um valor finito, uma carac-

teŕıstica compartilhada pela transição BEC gás ideal em redes regulares. A parte singular

do calor espećıfico Cv(N → ∞, Tc)−Cv(N, T ) também obedece a uma escala de parâmetro

único. No ponto cŕıtico, a parte singular escala com Cv(N → ∞, Tc)−Cv(N, T ) ∝ N−α/ν .

A dependência da contribuição singular do calor espećıfico no ponto cŕıtico é mostrada na

figura 43 para uma densidade de part́ıculas Np/N = 1/2, onde nossa melhor estimativa

foi Cv(N → ∞, Tc)/kBNp = 0.801 e α/ν = −0.26. Junto com a estimativa anterior do

expoente de correlação, este útimo resultado implica em α = −0.62. Notadamente, a

relação de hiperescala ν = 2 − α é violada no presente sistema. Esse resultado é um

reflexo dos efeitos de tamanho finito, uma vez que usamos redes apolonianas de tamanhos

pequenos, muito distantes do limite termodinânico.
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Conclusão

Neste trabalho, estudamos as propriedades termodinâmicas de gases quânticos não

interagentes confinados em uma rede de Apolônio. Usando o modelo tight-binding, o

espectro de energias foi calculado a partir da diagonalização numérica do hamiltoniano,

com a energia de hopping sendo reescalada pela média geométrica da conectividade entre

śıtios. Foi observado que o espectro de energia apresenta uma distribuição de estados

assimétrica, devido a ausência de simetria quiral da rede. O cálculo da densidade de esta-

dos integrada revelou a existência de ńıveis degenerados, com a presença de minibandas

principalmente na parte superior do espectro. Além disso, foi observado que a densidade

de estados integrada escala com E3/2 na parte inferior do espectro.

No estudo das propriedades termodinâmicas de um gás de elétrons não interagentes

em uma rede de Apolônio, foi observado que o uso de uma energia de hopping reduziu os

efeitos de tamanho finito sobre o calor espećıfico do sistema. Na região de altas tempera-

turas, foi visto que o calor espećıfico apresenta o comportamento t́ıpico de sistema com o

espectro de energia delimitado, com Cv ∝ T−2. Além disso, foi obtido que a existência de

minibandas na parte superior do espectro induz o surgimento de oscilações log-periódicas

no calor espećıfico, que são caracteŕısticas de um sistema com um espectro de energia frac-

tal. Nosso resultados indicam que as oscilações log-periódicas tornam-se mais acentuadas

à medida que um maior número de minibandas preenchido.

No caso do gás de bósons não interagentes confinado numa rede de Apolônio, foi ob-

servado que a fugacidade apresenta o comportamento t́ıpico para um sistema em que

ocorre a condensação de Bose-Einstein. Em particular, foi mostrado que a utilização da

média geométrica da conectividade entre os śıtios como parâmetro de escala para energia

de hopping reduziu sensivelmente os efeitos de tamanho finito observados em trabalhos

anteriores, com a remoção da dependência anômala da temperatura de transição com o

tamanho da rede. Mais especificamente, foi observado que a temperatura de transição

decai com o tamanho da rede seguindo uma lei de potência, com Tc ∝ N1/3. Tal de-

pendência é reflexo da redução da diferença de energia entre o estado fundamental e o

primeiro estado excitado com o tamanho da rede. Nossos resultados mostram que con-

densação de Bose-Einstein é uma transição de segunda ordem. As leis de escala para o

número de part́ıculas no estado fundamental (parâmetro de ordem) e para o comprimento

de correlação foram determinadas.
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Os resultados deste trabalho auxiliaram a compreender o comportamento das propri-

edades termodinâmicas de gases quânticos não interagentess em redes de Apolônio. É

importante ressaltar que a rede de Apolônio é uma rede hierárquica livre de escala que

possui propriedades multifractais. Desta forma, os resultados obtidos podem motivar o

estudo das propriedades de gases quânticos em outras redes complexas com caracteŕıticas

similares as da rede de Apolônio. Uma possibilidade é estudo da condensação de Bose-

Einstein numa rede diamante, que possui caracteŕısticas topotógicas semelhantes as as

da rede. de Apolônio. Um outro problema que pode ser investigado é como acompla-

mento entre duas redes afetam as propriedades termodinâmicas de um gás de férmions

não interagentes.
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