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Resumo

Neste trabalho apresenta-se o desenvolvimento de uma nova formulacéo baseada
na teoria paramétrica de volumes finitos, para a andlise do comportamento
geometricamente ndo linear de solidos elasticos bidimensionais heterogéneos. A
formulacdo é do tipo incremental e fundamentada em uma descricdo cinematica
Lagrangeana Total. Como medidas de tensdo e de deformacdo sdo empregados o
segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff e o tensor de Green-Lagrange,
respectivamente. Com base na referida formulacdo, desenvolve-se um codigo
computacional em linguagem de programacdo C++. Para verificar e validar o modelo
proposto analisam-se diferentes problemas submetidos a grandes deslocamentos
envolvendo materiais homogéneos e heterogéneos. Comparam-se os resultados obtidos

com outros encontrados na literatura cientifica.

Palavras-Chave: Nao Linearidade Geométrica, Teoria de Volumes Finitos, Materiais

Comp@sitos.



Abstract

This work presents a model based on the known Parametric Finite-Volume
Theory to analyze the geometrically nonlinear behavior of two-dimensional elastic
structures made of heterogeneous materials. The formulation employed by the model is
purely incremental and based on a kinematic Total Lagrangian description. The Second
Piola-Kirchhoff tensor and Green-Lagrange tensor are used as stress and strain
measurements, respectively. Based on this formulation a computer code is developed in
C++ language. To verify the efficiency of the model, examples of structures with large
displacements and involving heterogeneous materials, as well as homogeneous
materials, were analyzed. The results for these examples are shown and compared with

others published in the literature.

Keywords: Non linearity, Finite Volume Theory, Composite Materials.
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Capitulo 1

Introducao

O rapido avanco tecnoldgico tem motivado uma crescente necessidade do
emprego de materiais com avancado desempenho e caracteristicas desejaveis em
importantes areas da ciéncia e nos mais diversos setores industriais. Este fato tem
proporcionado um desenvolvimento substancial na tecnologia de fabricagéo e projeto de
novos materiais e nas investigacoes tedricas e experimentais de seus comportamentos.
Dentro de uma importante classe destes modernos materiais encontram-se aqueles que
apresentam uma microestrutura heterogénea, constituida pela combinacdo discreta de
diferentes fases. Nesta classe se enquadram, por exemplo, os compositos reforcados por
fibras e os materiais particulados, os quais sdo constituidos por uma matriz envolvendo
fibras ou inclusdes (particulas) que, normalmente, servem como materiais de reforco ou
de enrijecimento. Os materiais compésitos avancados, reforgados por fibras, apresentam
como principal caracteristica as suas altas relacdes resisténcia/peso e rigidez/peso o que
justifica, nas ultimas décadas, o seu intenso emprego nas industrias aeroespacial,
automobilistica e naval. Porém, a cada dia aumenta o leque de aplicagdes de tais
materiais compdsitos avancados. Atualmente, dentre as mais diversas aplicagdes, eles
vém sendo utilizados na construcéo civil e também nas estruturas offshore destinadas a
exploracdo de petroleo e gas. Neste ultimo caso, por exemplo, eles ja sdo utilizados na
confeccdo de risers para aguas profundas, tanques, vasos de pressdo, painéis e em
outros elementos da plataforma, tais como: escadas, tubulagdes de agua, vigas etc. As
vantagens do emprego dos mesmos em estruturas offshore sdo: as elevadas relacfes
resisténcia mecanica/peso e rigidez/peso, assim como a excelente resisténcia a corrosao,

ao impacto e a fadiga.
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Devido a natureza heterogénea da microestrutura, 0os comportamentos desses
materiais sdo mais complexos do que aqueles apresentados pelos materiais homogéneos.
Dessa forma, os estudos de modelagem computacional, muitas vezes, sdo mais
sofisticados e os modelos numeéricos elaborados para estes estudos apresentam maior
grau de complexidade exigindo assim maiores esforgos computacionais e técnicas
numericas avangadas. Como exemplo de técnicas numéricas para solucdo desses
problemas, podem-se citar os métodos dos elementos finitos e de contorno (Barbero,
2007; Sutradar et al., 2008). Uma técnica alternativa consiste na teoria de volumes
finitos a qual tem demonstrado grande potencialidade para analise termomecanica de
materiais heterogéneos, sendo sua versdao “standard” conhecida como Finite-Volume
Direct Averaging Micromechanics — FVDAM (Bansal & Pindera, 2003). Mais
recentemente, foi apresentada uma formulacdo paramétrica a qual tem sido reconhecida
como um grande avanco da FVDAM (Cavalcante, 2006). Tal formulagdo foi
desenvolvida para permitir o uso de subvolumes com faces quadrilaterais arbitrarias, o
que garante resultados substancialmente melhores que aqueles obtidos com a FVDAM
guando o dominio analisado ou as inclusdes do material heterogéneo apresentam
contornos curvos (Cavalcante et al., 2007a,b). Vale resaltar que na versdo original da
FVDAM os subvolumes apresentam necessariamente faces retangulares, o que motiva o
aparecimento de pertubacGes nos campos de deslocamento e de tensdes ao longo de
interfaces e de bordas curvas. Aspectos de convergéncia e de tempo de processamento
da referida formulacdo paramétrica, comparados com o método dos elementos finitos,
sdo apresentados por Cavalcante et al. (2008). Esta formulacdo também tem sido
aplicada no estudo do comportamente termo-elastico transiente de tubos constituidos
por laminas de materiais diferentes (Cavalcante et al., 2009). Todos os trabalhos
relacionados com a FVDAM citados acima abordam unicamente problemas
geometricamente lineares. Considerando os resultados obtidos com a formulacéo linear
e a importancia de problemas envolvendo materiais heterogéneos com grandes
deslocamentos, julga-se relevante a incorporacdo de efeitos geometricamente néo

lineares na formulacdo paramétrica da teoria de volumes finitos.
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1.1. Objetivos

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma formulagdo geometricamente
ndo linear da teoria paramétrica de volumes finitos para analise de estruturas de
materiais hiperelasticos que apresentam microestruturas heterogéneas. A formulagéo
escolhida é incremental e do tipo Lagrangeana Total, utilizando como medida de tenséo
0 segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff e como medida de deformacdo o tensor
deformacéo de Green-Lagrange.

De forma especifica, o trabalho apresenta os seguintes objetivos:

= Desenvolver a formulacdo bidimensional geometricamente néo linear da
teoria paramétrica de volumes finitos;

= Implementar um programa em linguagem de programacdo C++ baseado
na formulacéo desenvolvida;

= Resolver problemas envolvendo materiais homogéneos e heterogéneos;

= Contribuir para o fortalecimento da linha de pesquisa de novos materiais
do Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Civil da Universidade
Federal de Alagoas.

1.2. Organizacao do Trabalho

Apresentam-se inicialmente no Capitulo 2 as relacbes e 0s conceitos da
formulacdo ndo linear da mecanica do continuo empregados no desenvolvimento da
formulacéo proposta.

No Capitulo 3, desenvolve-se a formulacdo bidimensional geometricamente nao
linear da teoria paramétrica de volumes finitos, para descricdo do comportamento
elastico linear de sélidos heterogéneos sujeitos a grandes deslocamentos.

Ao final, no Capitulo 4, sdo apresentados e discutidos exemplos numericos
envolvendo a presente formulag&o.

Nos apéndices A e B encontram-se, respectivamente, as matrizes utilizadas no
desevolvimento da formulacdo e o detalhamento do equacionanto para obtencdo da

equacao de equilibrio em fungéo do segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff.
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Capitulo 2

Fundamentos: Nao Linearidade Geométrica

2.1. Considerac0es Iniciais

Neste capitulo apresentam-se relacfes e conceitos da formulacdo ndo linear da
mecanica do continuo, abordando-se aqueles relacionados com a descri¢cdo cinematica
utilizada na teoria em questdo. Sdo definidas grandezas empregadas na formulacédo
geometricamente nédo linear aqui proposta a exemplo do tensor gradiente de deformagéo
e as medidas de deformacéo e tensdo. Ao final, as relagdes entre os tensores sdo escritas

em termos incrementais, baseadas em uma configuracdo de referéncia.
2.2. Formulacdo Néo Linear da Mecanica do Continuo

Na mecénica do continuo as propriedades fisicas e cinematicas do corpo
continuo sdo avaliadas pontualmente em cada instante de tempo t, a exemplo do que se
faz com a densidade, posicdo no espaco e velocidade. Essas grandezas sdo definidas
com base em um sistema referencial que caracteriza o tipo de formulacdo utilizada na
descricdo do movimento. Quando a configuracdo inicial do corpo é assumida como
referéncia, ou seja, as propriedades séo descritas em funcdo da posicéo inicial do corpo,

diz-se que a descri¢cdo do movimento é Lagrangeana Total, a adotada neste trabalho.
2.2.1. Relagbes Cinematicas

Nas analises de deformacdo consideram-se basicamente duas configuracbes do

corpo, a inicial e a deformada, identificadas na Figura 2.1. Um ponto material, que na
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configuracdo inicial € definido pelo vetor posicdo X, desloca-se durante 0 movimento,
apresentando um novo vetor posicdo x, no tempo t. O vetor u entre as posi¢oes inicial e

atual do ponto é referido como vetor deslocamento do mesmo e dado por

ulX,t) =xX,t) - X (2.1)

Nessa equacdo observa-se que o vetor deslocamento de um ponto qualquer pode
ser definido em funcgéo do seu vetor posicdo inicial e do tempo t, ou seja, 0 movimento
é descrito por uma funcdo g que relaciona as posi¢des dos pontos correspondentes as
configuragdes final e inicial. Com base nas hipoteses adotadas na mecénica do continuo,

conclui-se que g € uma funcéo inversivel, isto é:

x=g(X,t)

2.2
X=g"'(x1) 22

X3,X3

Figura 2.1 — Vetores posicdo e deslocamento.

A Figura 2.2 mostra dois pontos vizinhos P e Q do corpo em sua configuragao
inicial, cuja distancia dX entre eles é dada pela norma do vetor dX. No instante t do
processo de deformacéo do corpo, os pontos P e Q se deslocam para as posi¢cles p e q,
respectivamente, e na nova configuragdo esses pontos apresentam um distancia dx

correspondente a norma do vetor dx.
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dX / referéncia

deformada

X1,X1

X3,X3

Figura 2.2 — Configuracéo de referéncia e deformada.

De acordo com a Figura 2.2, pode-se escrever
x+dx=gX+dX,t) (2.3)

ou ainda

9g(X,t
g( )dX

= 2.4
x+dx=gXt)+ X (2.4)
Substituindo-se a Equacdo (2.2) em (2.4), obtém-se:
dg(X,t) dx
== = 2.5
7). ¢ dX F 29)

onde F é denominado tensor gradiente de deformacéo.

Esse tensor é uma quantidade local relacionada com a deformagéo do corpo em
uma dada direcdo. Observa-se que, em geral, o tensor gradiente de deformacédo € ndo
simétrico e ndo se caracteriza como uma medida conveniente de deformacdo, por poder
assumir valores diferentes de zero em casos de movimentos de corpo rigido, como
translagdes e rotacdes.

Substituindo-se a Equacéo (2.1) em (2.5), encontra-se a seguinte relagéo:
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du
F=1+— 2.6
+ % (2.6)

’ . . du . .
onde I é o tensor identidade e ﬁ é denominado tensor gradiente de deslocamento.

Existem diferentes medidas de deformacao propostas na literatura. Dentre tais
medidas encontra-se o tensor de deformacdo de Green-Lagrange, o qual é independente
dos movimentos de corpo rigido. A definicdo de tal tensor é feita com base na metade
da diferenca entre os quadrados da distancia entre os pontos P e Q nas configuragdes

final e inicial:
1 1
5 (dx? —dX?) = > (dxTdx — dXTdX) (2.7)
Substituindo-se a Equacéo (2.5) na expressao (2.7), tem-se
1 2 2 1 T gT T 2 8
E(dxi—dXi)=§(dX FTFdX —dX"dX) = dX - E dX (2.8)
onde
1
E=-(F'F-1I) (2.9)

sendo E o tensor deformacdo de Green-Lagrange, o qual é simeétrico e positivo

definido. Ressalta-se que esse tensor é referido a configuracdo inicial.
2.2.2. Medidas de Tensao e Equac6es Diferenciais de Equilibrio

A Figura 2.3a mostra um corpo deformado em equilibrio submetido a aplicagéo
de diversas forcas externas. Em seu estado deformado, existem forcas internas
distribuidas como mostrado na Figura 2.3b. Em um elemento de area Aa do corpo

deformado, com vetor normal externo unitario n, atua uma forca resultante Af (Figura
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2.3c), a qual corresponde a um vetor tensdo, conhecido como vetor tensdo de Cauchy e
definido por

AF _df (2.10)

(@)

Figura 2.3 — Forcas e tensdes atuantes em um corpo.

Um outro vetor tensdo, denominado primeiro vetor tensdo de Piola-Kirchhoff, é

definido por

_ Af  df
o _ 211
r=lim 1= (211)

onde AA representa o elemento de area da configuracdo inicial correspondente ao Aa na
configuracdo deformada (Figura 2.4). Tais elementos de area estdo relacionados pela
formula de Nanson, a qual é expressa por:

nda=JFTNdA (2.12)
onde

J = det(F) (2.13)
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df

n

N

X2,X2
(a) Conf. inicial

(b) Conf. deformada
X1,X1

X3,X3

Figura 2.4 — Vetor de forcas nas configuragdes inicial e deformada.

Impondo-se o equilibrio de forgas no ponto material, pode-se encontrar a
formula de Cauchy

n (2.14)

ou, escrita em termos matriciais,
T 011 021 0311(M
T2t =|012 022 O3z2|{N2 (2.15)
T3 013 023 033]\N3

onde o;; sdo os componentes do tensor tensdo de Cauchy o.

De forma semelhante, utilizando-se o primeiro vetor tenséo de Piola-Kirchhoff e
o versor normal N ao elemento de area dA na configuracdo de referéncia, tem-se a

seguinte relacéo:
T=P'N (2.16)

sendo P o primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff, o qual pode ser ndo simétrico.



24

De posse das Equagdes (2.10), (2.11), (2.12) e (2.16), pode-se deduzir uma
relagdo entre os tensores de Cauchy e de Piola-Kirchhoff, como segue:

' nda=P'NdA

donde
P=]F¢o (2.17)
ou
1
o= 7FP (2.18)

O segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff T pode ser definido através da

relacao
dF =TdA (2.19)

onde d¥F representa uma forga ficticia, a qual esté relacionada com a forca real df pela

expressao
dF = Fdf (2.20)
Introduzindo as Equagdes (2.11) e (2.19) em (2.20), chega-se com

T = F'T (2.21)

O segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff S é definido por
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T=S'N (2.22)

Multiplicando ambos os membros da Equacgdo (2.21) pelo versor normal N,

deduz-se que
S= F'pT (2.23)

Substituindo-se a Equacdo (2.17) em (2.23), pode-se relacionar o segundo tensor

de Piola-Kirchhoff com o tensor de Cauchy por
S=JF'oFT (2.24)

A Figura 2.5 mostra o diagrama bidimensional de corpo livre infinitesimal com
base na configuracdo deformada, onde estdo indicadas as tensdes de Cauchy nas faces

limitantes da regido bem como as forcas volumeétricas b;.

022 + 9022 dx2

0X?2
021 T 3021 dx?
X2

A 012 + 9012 dx1

bz 0X1
o011 | 'bl
o011 + 9011 dx1
o1 X1
X2 021
| > 022
X1

Figura 2.5 — Equilibrio de um volume infinitesimal do corpo na configuragéo

deformada.
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Impondo-se o equilibrio das forcas atuantes no elemento nas direcbes x; e x,,
chega-se a
aaﬁ

—Lip =0 .
axj+ ; (2.25)

No caso do equilibrio dos binérios, chega-se & simetria do tensor tensdo de Cauchy.

2.3. Relacbes Incrementais da Mecanica do Continuo

A Figura (2.5) mostra um corpo em movimento no espaco bidimensional,

referido ao sistema de eixos x; e x,, onde se apresentam as configuracdes de equibrio
%c, te e "*A%e correspondentes aos tempos t,, t e t 4+ At, respectivamente, sendo At

um pequeno incremento de tempo. A configuracio °C é tomada como referéncia no

estudo do movimento do corpo.

to t

t +At

XA

Figura 2.6 — Movimento do corpo no sistema de coordenadas cartesianas.

O vetor posicdo ‘x de um ponto genérico P na configuracdo ‘C pode ser

escrito como

x=x+ ‘u (2.26)
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onde o ‘u indica o vetor deslocamento em relagéo & configuracdo °C . Observa-se pela

Figura 2.6 que

Aty = w4 u (2.27)

sendo u 0 vetor de incremento de deslocamento entre as configuragdes ‘C e ‘*Ate,

t+Aty & o vetor deslocamento de P em ‘+A¢ relativo & configuracdo °C .

assim como
Aplicando a defini¢do do tensor gradiente de deformacéo, conforme a Equacéo

(2.5), resulta de (2.26) a seguinte expresséo:

d‘u
t
F =1+—— (2.28)
dX
t
onde 22 indica o tensor gradiente de deslocamento correspondente & configuragio ‘C.

dx
Demonstra-se que o tensor deformacdo de Green-Lagrange relativo a uma

configuracdo **2f¢ | **A'E pode ser escrito na forma incremental abaixo:

t+itp — tE 4 F (2.29)

onde

'E — tensor deformagc&o de Green-Lagrange em ‘C;

E — incremento do tensor deformacéo de Green-Lagrange.

Os componentes do incremento do tensor deformacéo de Green-Lagrange podem

ser expressos pelas seguintes equacgoes:

E

1 <6ui ou; 0 ‘wow, 0w du,  Ouy auk> (2.30)

i =3\ax, T ax, T ax, ax, T ax, ax, ' ox, ox,
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sendo ‘u; e u; os componentes dos vetores de deslocamento e de incremento de
deslocamento referidos ao sistema de eixos x; € x,.

De acordo com a Equacéo (2.30), o tensor incremento de deformacédo pode ser

decomposto em uma parte linear € e outra ndo linear n, ou seja,

E=€+nq (2.31)

ou, em termos matriciais,

Eiq €11 N11
Eyp (=14 €22 ¢+ M2z (2.32)
Ei, €12 N12

Os componentes lineares que figuram em (2.32) sdo dados por

1/0u; OJw 0 bup 0uy, 0 fuy Ouy,
===+ + + 2.33
AN (axj 9X; | X, oX; = 0X; oX; (2.33)
enquanto que os componentes ndo lineares sdo escritos nas formas
1 auk auk
o= | —E K 2.34
T =7 |ax, ale (2:349)

A resposta do material pode ser modelada através de uma simples extensao da lei
linear elastica, substituindo-se a tensdo de Cauchy pelo incremento de tensdo de Piola-
Kirchhoff S e a deformacéo linear pelo incremento de deformacéo de Green-Lagrange E
(Belystscko et al., 2000), ou seja,

S =CE (2.35)

onde C representa o tensor constitutivo elastico linear.

Para o material isotropico em estado bidimensional de tensdo a Equagéo (2.35)
pode ser escrita na forma
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511 C11 C12 0
522 = Cz1 C22 0

Ei4
Ez (2.36)

E12

Demonstra-se que o segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff, assim como o

vetor a ele associado, podem ser expressos, respectivamente, nas formas

t+AtS — ts_l_s (2.37)

t+AtT — tT + T (2.38)

onde
ts — segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff em ‘¢;
S — incremento do segundo tensor de Piola-Kirchhoff;

‘T — segundo vetor tensio de Piola-Kirchhoff em ‘¢;

T - incremento do segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff.

De posse das Equacdes (2.37) e (2.38) pode-se escrever as expressoes (2.21) e

(2.22) da seguinte forma, respectivamente:
‘T ‘T
{ le} - p-l{ t;} (2.39)
2 2

tT1 .
tm (=N S22 (2.40)



30

sendo N uma matriz com os componentes normais da superficie na configuracdo de
referéncia. Esta relaciona o segundo vetor tensdo com o segundo tensor tenséo Piola-

Kirchhoff vetorizado e € dada por

_ N, O N,
N—[O " Nl] (2.41)
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Capitulo 3

Formulacdo Geometricamente N&o Linear da

Teoria Paramétrica de Volumes Finitos

3.1. Considerac6es Iniciais

Neste capitulo apresenta-se uma formulacdo bidimensional geometricamente néo
linear da teoria paramétrica de volumes finitos, a qual é baseada na formulacéo linear
proposta por Cavalcante (2006). Esta ultima utiliza polinbmios do segundo grau
expressos em termos de coordenadas paramétricas como aproximacgao para 0S campos
de deslocamentos em cada subvolume de uma malha composta de elementos
quadrilaterais planos. Com o intuito de obter os coeficientes dos campos de
deslocamentos, sdo impostas condicdes de contorno e de continuidade em termos
médios, relativas as tensGes e aos deslocamentos, entre os subvolumes usados para
discretizar o dominio do corpo deforméavel em anélise.

A presente proposta é formulada para descricdo do comportamento elastico
linear de solidos heterogéneos com deslocamentos arbitrarios, usando uma formulacéo
incremental Lagrangeana Total que emprega os tensores de Piola-Kirchhoff e de Green-

Lagrange como medidas de tensdo e de deformacao, respectivamente.
3.2. Transformacdes de coordenadas em um subvolume

Como no método dos elementos finitos e também na formulacéo linear da teoria

de volumes finitos, a formulacdo ndo linear exige a geracdo de uma malha constituida
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por subvolumes, onde a geometria e a localizacdo de cada subvolume s&o definidas

pelos quatro vértices e pelas quatro faces, como mostra a Figura 3.1.

]

NS 1
1 aufl
); Ha H I Malha de subvolumes

(-1,1) (1,1)
&
N62
> L

N64 1,1 (1-1)
| F1 NG1 ¢1-1)

X1 Subvolume Subvolume parametrizado

Figura 3.1 — Subvolume quadrilateral e elemento parametrizado.

Para se fazer o mapeamento de pontos dentro de um subvolume, utiliza-se uma
parametrizacdo em coordenadas generalizadas n e &, empregando-se as classicas

funcgdes de interpolagdo bilineares utilizadas no método dos elementos finitos, dadas por

1
M, §) =7 (1= -
1
No(1,§) = 71+ =)
) (3.1)
Ns1,§) = 31+ +9)
1
N6 = 71— +8)

Utilizando-se as fungdes de forma, € possivel escrever as relagdes entre as

coordenadas reais e coordenadas paramétricas de acordo com a seguinte equacao:

x;(, &) = Ny(m, )« + Ny (n, E)x"°? + N (n, £)x5 + N, (n, E)x 0 (3.2)
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As derivadas do campo de deslocamento ‘u em relacdo as coordenadas

paramétricas sdo dadas por

d tui _ d tui OX]

on aX; dn
(3.3)
6 tui _ d tui aX]
08 0X; 0¢
ou, escritas em termos matriciais,
(0 ‘u)) [9X; 0X,7(0 ‘)
! on _|an an| 6X1L (3.4

|0 ‘uy [ |0X1 0X2|)a “u
\oe ) Loz o I\%x, )

onde as derivadas das coordenadas reais em relacdo as coordenadas paramétricas sdo 0s

componentes da matriz Jacobiana J, na forma

[0X1 0X37
_ on on _ 1 + 18 iy +is¢
J= % % _[i3+i277 g + isn (3:5)
0§ 0¢
sendo
(Xi’lél\
e=—] 1 =1 1 =13 s
i) -1 -1 1 1 X
X (0]
\ J
o (3.6)
. X3
se=— 1 -1 1 —1[{ ¢
i) -1 -1 1 1) %"
X7
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Na formulagéo que segue, admite-se que a matriz Jacobiana é constante em cada

subvolume, que corresponde ao valor médio de cada componente, ou seja,

J ~ [il i4] (3.7)

i3 s
Assim, a inversa da matriz Jacobiana pode ser dada por

Jraf=—| _i“] (3.8)

i7 _i3 il

onde

i7 = i1i6 - i3i4 (39)

De posse da Equacdo (3.8), resulta de (3.4) a seguinte expressao:

G (0 ‘1,
0X, on
0 tu, d u,
X, _ | o¢
< = > 3.10
0 tu, (= J9 0 tu, (3.10)
X, an
9 ‘u, 9 ‘u,
\ 0X, J \ 3¢ )
sendo
_ ]_ ()]
= e 3.11
7=l ; (311)

onde 0 é uma matriz nula com a mesma dimens&o da matriz J .
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3.3. Teoria Bidimensional de VVolumes Finitos com Nao Linearidade

Geométrica

A Figura 3.2 mostra um subvolume em movimento no espago bidimensional,

referido ao sistema de eixos x; € x,, onde se apresentam as configuracdes de equilibrio

°c, ¢ e "*Ae correspondentes aos tempos t,, t e t + At, respectivamente.

Figura 3.2 — Movimento do subvolume no sistema de coordenadas cartesianas.

O campo de deslocamento do subvolume em uma configuragdo genérica ‘C é

interpolado pelo polinémio

Y, = Wi + 1 WUige) + € U; +l 3n% - 1) 'U;
U; ic00) 71 Yo § i(01) 2( n ) i(20)
3.12
L t (3.12)
+5 (3§° = 1) Uiz

enquanto que o campo incremental de deslocamentos por

1 1
U; = Uiooy + MUj10) + 001y + 5(377 — DU + 5(35 — DUy (3.13)
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Durante o procedimento incremental, para a determinacdo da configuracdo de
equilibrio “*4'¢ | pressupde-se que os coeficientes dos polindmios relativos & ‘C sdo

conhecidos. Com base na Equacgéo (2.27), conclui-se que:

t+AtU'

imny) = Uitmny T Uigmm (3.14)

As funcdes de interpolacdo do campo de deslocamento assumidas em (3.12) e
(3.13) foram 1, r, s, %(37’2 —1e %(352 — 1), as mesmas empregadas na formulacéo

paramétrica linear (Cavalcante, 2006), onde r e s sdo as coordenadas parametricas do
volume finito. Observa-se que, por se tratarem de interpola¢es polinomiais com
coeficientes generalizados, ndo hd nenhum impedimento para se utilizar outras funcdes
para a base de interpolacdo do campo de deslocamentos que envolvam termos
constante, linear e quadréatico puro, como, por exemplo, o polinémio dado pela Equacéao
(3.15)

W= Uyooy +1 Uiy + ¢ Uiony +1° Uiy + &2 Uiz (3.15)

No desenvolvimento que segue, objetiva-se inicialmente encontrar uma relagéo
entre o vetor de tensdes medias nas faces do subvolume e o vetor de coeficientes dos
polindmios. Para tal, utiliza-se o tensor de deformacdo de Green-Lagrange, a relacdo
constitutiva e a relagéo de Cauchy.

A parte linear da deformacdo de Green-Lagrange, Equacdo (2.33), pode ser

escrita matricialmente como segue:

PR (0 ‘uy 0uy ) (0 “u, du, )
X, dX, 90X, X, 0X;
. du, 0 fuy ouy 9 ‘u, ou,
11 v v v

A S R S @16)

€12 272 10Uy 20Uy
0X; X, 0X, X, 0X,
% 0 ‘uy 0uy 9 "u, du,

\0X; \ 90X, 0X,/) \ ax, ax, )
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onde E, e E, sdo matrizes constantes, dadas por

1 0 0 0

E,=l0 0o o0 1] (3.17)
0 1/2 1/2 0
10 0 0

E,=|0 1 0 0 ] (3.18)
0 0 1/2 1/2

Derivando-se o polindmio do campo de deslocamento ‘u; dado pela Equacio
(3.12), deduz-se que

d ‘u,
3 “ = Uiy + 31 Vi) (3.19)
n
d tu;
agl = tUi(o1) + 3¢ tUi(oz) (3.20)

As médias de cada uma das derivadas que aparecem nas Equacoes (3.19) e (3.20)

para cada face do subvolume s&o definidas por

1
9 u; 1
0 l = E J( tUi(lO) + 377 tUi(ZO))df = tUi(lo) + 37’ tUi(ZO) (321)
O PR k)
0 ‘u 1 ;
u.
afl ) J ( Vicon + 3¢ Vign))dé = Vion) (3.22)
n=+1 k)
0 ' 1
u.
anl 2 J( UViaoy + 31 Vieo)dn = Ui (3.23)
§=+1 1
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0 tu;

a¢

1
1
=3 f( ‘Uiton) + 3¢ Uioz))dn = Uion) + 3¢ Uigon (3.24)
§=+1 21

De posse das derivadas apresentadas nas Equagdes (3.21)-(3.24) e a matriz com

as inversas da matriz Jacobiana J , obtém-se as seguintes relagdes:

t
(0 ‘1)) ( Uiao)
aXI tUl(Ol)
atal tU1(20)
aXZ _ tUl(OZ)
) 0%, | TG, Y (3.25)
d tuz H tUZ(lO)
90X, Uz on)
t—
0 ‘i, "Us(20)
\ X, J n=t1 \ tUz(oz)J
t
9 ) (Ui(i0))
0X1 tU1(01)
atﬁl tUl(ZO)
X - v
el =J Ge=11 ¢ 1o S (3.20)
9 ‘u, Uz(10)
0X, Uaon)
t_
0 ‘u, Uz 209
L aXZ J Ezil k tUZ(OZ)J
onde as matrizes G-, € Gz, Sa0 dadas por
1 0 37 0 0 0 0 O]
o1 0 o000 0 O
Gp=11 = 00 0 01 0 337 0 427
0 0 0 0 01 0 ol
1 0 0 0 0 0 0 O0F
o103 00 0 0
Geoyq = 0 00 0 1 0O0 O 429)
0 00 0 0 1 0 3¢
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De maneira semelhante, podem-se encontrar as seguintes relagdes entre as

T . . ou; .
médias das derivadas do campo incremental de deslocamento a—”f e 0s incrementos dos

coeficientes U;, »y associados ao mesmo:

(01
X,
o,
X,
o1,
X,
o,

90X,/

(0t
X,
0,
X,
A1,
X,
91,

\9X,)

n=t1

=41

(Ul(lo)\
Uioon)
Ui20)
Ui02)

\
Uz10
Uz01)
llz(zo)

\Uz(02)/

(111(10)\
Uion)
l]1(20)

Uz(10)
Uz(o1)
112(20)
\U2(02)/

Ui02) >

Xj

(3.29)

(3.30)

Dessa forma, pode-se escrever a Equacdo (3.16) em termos de médias nas faces

como

€12

€;1
622 = (El+EgtHr/=il) 1 a‘az
n=t1

(0U;
0X,

dau,
0X,

oxX,

dau,

> (3.31)

\5§§J

n=t1
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(07
0X,
) ot
€11 PY
_ 11).¢
{6_22} = (E/+E;'He_yy) ] aai > (3.32)
€ _ .
g X,
ou,
\0X3) e iy
onde as matrizes tH,,:J_rl e tH5=J_r1 sdo dadas por
d tu 0 u
1 0 Uy 0
0X, 0X
0 ‘u 9 ‘u
0 Lo 2
ty _ 0X, 0X, 333
0X, 0X,
9 ‘u 0 u
1 0 Uy 0
0X, 0X, 1
d ‘u 9 u
1 0 Uy 0
0X, 0X,
dtu 2 ‘u
0 Lo ac
ty _ 0X, 0X, -
0X, 0X,
9 ‘u 9 ‘u
Lo 20
L aXZ aXZ - fzil

Desprezando-se a parcela ndo linear do incremento de deformacdo de Green-
Lagrange, a equacgdo incremental (2.36) pode ser escrita em termos médios nas faces da

seguinte forma:

S11 Ci1 Ciz 0 7(éu
S22 =[C21 Gz O [ 6 (3.35)
0 0 Cs3llér n=+1
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Sll Ci1 G2 O €11
S22 =[C21 Gz 0 [ 62 (3.36)
Si2 F=t1 0 0 Gallén )y

Observa-se que a linearizacdo na deformacdo imposta em (3.35) e (3.36) se
justifica pela consideracdo de pequenos incrementos de deslocamentos entre as
configuracdes ‘C e ttAte.

Substituindo-se as Equacdes (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32) em (3.35) e (3.36),

respectivamente, tem-se

Si1
S22 =C (El + EgtHT]=i1) J Gy=+1U (3.37)
S12

§11
S22 =C(E,+Ey'Hz_y1 ) J GeonU (3.38)

512 J o1

sendo

Cll C12 0
C = C21 CZZ 0 (339)
0 0 Cux

e U ¢é o vetor com os coeficientes do campo incremental de deslocamento a serem

determinados e escrito por
U' =[Uiao) Uion Uieey Uizy U2ao) Uzeeny Uzoy Usioz] (3.40)

Assim sendo, o segundo tensor tenséo de Piola-Kirchhoff médio para cada face e

correspondente & configuracdo ¢ pode ser escrito como mostrado a sequir:



t+At§

t+At§

n=t1 = "Sy=t1 + C (Er+ Eg'Hy—41) J Gp=s1U

g41='Secp1 + C(E,+ Eg'H, 1) J Geoin U
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(3.41)

(3.42)

onde t?,,:il e tfgzil representam o segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff médio

da configuracéo ‘C nas faces do subvolume.

A relacdo (2.40) pode ser escrita em termos médios nas faces da seguinte forma:

Face 1:
~ t+ALS
o B ol
t+At7—~2(1) - 0 Nz(l) N1(1) t+At§jz
£=—1
Face 2:
_ t+Ats
(el o e[
t+At7—~2(2) - 0 NZ(Z) N1(2) t+At§z
n=1
Face 3:
t+Atg
{t+AtT1(3) ~ N1(3) 0 N2(3) t+At5-11
t+AtT2(3) - 0 N2(3) N1(3) t+Atsz
&=1
Face 4:
~ t+Atg
{t+AtT1(4)I_ N1(4) 0 N2(4) t+AtS—-11
w277 0 O N ey
n=-1

onde t+At7—~1(k) e t+AtrI—~2(k)

tensdo de Piola-Kirchhoff médio na configuragdo t*2%C para a face k.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

sdo 0s componentes nas direces x; e x, do segundo vetor
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As Equac0es (3.43) a (3.46) podem ser compactadas na seguinte forma:

(t+At7—~1(1)w
t+AtTZ(1)
t+At7(2) t+Atg
i NO 0 0 o0 Si=1
t+Atr1_-v(2) @) t+At§
< 2 } — 0 N 0 0 n=+1 (3 47)
t+At7—~(3) 0 0 NG 0 f+At§§_+1 '
1 =
_ (4) _
t+AtT2(3) 0 0 0 N t+AtSn=_1 }
t+At7—~1(4)
kt+At7—~2(4)J

Substituindo-se as Equacdes (3.41) e (3.42) em (3.47), chega-se a relacdo entre o
segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff médio com os coeficientes incrementais do

campo de deslocamento, dada a seguir:

“MT =N'S+NC(E +E;, ‘H)JGU (3.48)

ou, em conformidade com a Equacédo (2.38),

S T (3.49)

Em (3.49) tem-se
T — N S (3.50)
T=(A+ 'B)U (3.51)

onde



44

A =NCE,JG (3.52)

‘B=NCE; ‘H] G (3.53)

eas matrizes N, C, E;, E,, ‘H, J e G encontram-se no Apéndice A.

g

Como o polinbmio é Unico para cada subvolume, a utilizacdo direta da
Equacéo (3.51) na montagem do sistema de equacgdes do modelo estrutural pode resultar
em sistema da ordem 10 X nimero de subvolumes, tornando sua solugdo inviavel
para malhas refinadas. Visto isso, procura-se obter uma relacao entre tensdes médias nas
faces e deslocamentos médios nas faces fazendo-se o equilibrio de tensbes médias nas
faces no subvolume, conforme segue.

Os coeficientes dos campos de deslocamentos incrementais podem ser escritos

em funcéo dos deslocamentos incrementais medios u;,; has faces do subvolume, dados

por

Ujp, = %j_llui(n, —1) dn = =Uj(o1y *+ Ui(o2) + Ui(oo) (3.54)
Uiy, = %f_llui(l, §) d§ = U0y + Uiczo0y + Uigooy (3.59)
Ui, = %f_llui (1, 1) dn = Uyory + Uicoz) + Uioo) (3.56)

Ui, = %J_llui(—l, §) d§ = =Uj10) + Uiz0) + Uigoo) (3.57)

Resulta das Equac0es (3.54)-(3.57) a seguinte relagao:
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Uiy, o -1 o 11U Ui(oo)

Ui, (|1 0 1 0])Uion N Uicoo) (358)
Uips 0 1 0 1]|Uio Uicoo) '
uip4 -1 0 1 0 kUi(OZ)J kUi(OO))

Isolando-se os coeficientes U;(10y, Uio1), Ui(z0) € Uio2) da Equagdo (3.58), tem-

Se

(Vicoy) 0 12 0 —1/2] (%n ~ Vioo)

4 Uicon) $ _|-1/2 0 1/2 0 Quim — Uiooo) ¥ (3.59)
Ui(ZO) I - 0 1/2 0 1/2 ul-Fg - Ui(OO) 1 '
LUi(OZ)} 1/2 0 1/2 0 Luin} — Ui(OO)}

ou, escritos na forma explicita,

1
Ui(lo) = E (uin - uiF4) (360)
1
Uiy = > (ip, — Uiy, ) (3.61)
1
Uieo) = 3 (wip, + i) = Uicon) (3.62)
1
Uscoz) = 5 (Wig, + Uigs) = Uscoo) (3.63)

Como restri¢es adicionais envolvendo os coeficientes do polindmio do campo
de deslocamentos, em Cavalcante (2006) foram impostas as equacgdes diferenciais de
equilibrio. Neste trabalho utiliza-se diretamente o equilibrio do volume finito em fungéo
dos vetores tensdo medios nas faces do mesmo, pois a utilizacdo das equacOes
diferenciais de equilibrio escritas em termos de Piola-Kirchhoff torna o equacionamento

mais complexo.
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A Figura 3.3 mostra um subvolume na configuracdo ‘*2‘C submetido a tensdes
representadas pelo primeiro vetor tensdo de Piola-Kirchhoff médio 2T e suas

forcas volumétricas “*2b,,. As tensdes atuam na face k de area A,, do subvolume.

X2

X1

Figura 3.3 — Componentes do segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff atuantes no

subvolume.

Fazendo-se a soma das forcas médias para cada direcéo, encontra-se

4
= (k
Z t+AtTi( )Ak + t+Atbyi =0 (364)
k=1

Admitindo-se que o tensor gradiente de deformacdo é constante no subvolume e
dado por

at+Ata1 at+At—

Uq
t+atw _ [1 0 0X, 0X,
F= [O 1 +lat+Ata2 at+Ata2J (3.65)
X 0X,

tem-se, de acordo com (2.39),
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t+At7(k) ~ tHALR  t+AtE(K) (3.66)

As derivadas que figuram na Equacéo (3.65) sdo definidas pelas expressoes

0 tﬂi 1 1 1 d tui - -

X, = Zf_lf_l X, dn dé = J11 tUi(10) + J12 tUi(01) (3.67)
0 tﬁi 1 1 1 d tui - ¢ - ¢

X, = Zf_l 1—1 X, dn d§ =] Uicroy +J22 Uicon (3.68)

Dessa forma, pode-se escrever a Equacgéo (3.65) como

tHALE [1 O] Ij_n tU1(10) +]_12 tU1(01) ]_21 tU1(10) +]_22 tU1(01)]
=t =t =t =t
0 1 11 Uza0) Ji2z Uz01) J21 Uzq0) +J22 Uzo1)
l]_11U1(10) + J12Us o) ]_21U1(1o) +]_22U1(01)l
J11Uz10) ¥ J12Uz001)  J21U210) + J22U2(01)

(3.69)

Substituindo-se as Equacdes (3.69) e (3.49) em (3.66) encontra-se a relagdo entre
o0 primeiro e segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff médio nas faces, dada por

Face k:
T e v L B e
onde
ty = Ij__n iU1(1o) +]:12 ZU1(01) ]:21 ZUl(lO) +]:22 2U1(o1)l (3.71)
11 Uza0) )12 Uz001) J21 Uz010) +J22 "Uz(01)



48

_ l]_nUmo) + J12U101)  J21Uscao) +]_22U1(01)l (372)
J11Uza0) +J12U201)  J21U2010) + J22U2001)
Substituindo-se a Equacéo (3.70) em (3.64), tem-se
4 T ®) = (k) 7
T b, 0
I+ 'V+v ? Agey + {_ 1} = (3.73)
Slos ven fif v ) jaor -0

sendo B,,i o0 incremento de forgas volumétricas médio relacionado com o volume inicial.
Explicitando-se os coeficientes do campo de deslocamento incremental que

implicitamente estdo contidos na Equacdo (3.73), através de Tgk) e V, encontra-se a

seguinte relacdo, conforme descrito no Apéndice B:

(U110
Ui(o1)
U1(20)
Ui(oz b, 0

oy b k= {0) @74
Uz(o1)
Uz(zo)
KUz(oz)J

onde

‘D= X+ ty (3.75)

e as matrizes ‘X e ‘Y encontram-se no Apéndice B.

Substituindo-se as Equagdes (3.60) a (3.63) em (3.74), tem-se



0,5(t1, +u1,,) = Usoo)

tD<
O'S(uze - u2F4)
O'S(ust - uzFl)
O'S(uze + u2F4) - UZ(OO)

L 0,5(uzp, +Uspy) = Uzo0)

0,51z, + 1, ) = Us ooy - {bvl} _ {
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(3.76)

Isolando-se os coeficientes U,y presentes na Equagéo (3.76), pode-se encontrar

a relacdo entre 0s mesmos e o0s incrementos de deslocamentos médios nas faces como

(Utp, — Utp,)
Uipy = Uipy
Uip, + Utp,

Uips + Uip,

U
(U0 rain

=P~ 10 |
Uz(oo)}

Uzp, — Uzp,
Uzps — Uz,
Uzp, + Uzp,
\Uzpy T Uap, )

sendo

_ Di3+ D1y D17+ Dyg
D33+ D3y Dy7 + Dyg

onde Dj;, séo elementos da matriz “D.

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

De posse das EquacgOes apresentadas em (3.59) pode-se obter a seguinte relagdo:
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(U1(10)W

(U1p)
Uicon) Up,,
U1(20) Uip,
U u
U;E(:); ' =P—LO 1OM uiz ' — Lol0 (3.81)
U2(01) zZFS
Usz(20) Lra
\Uy .,/
U2(02)J Fa

onde as matrizes P, M e L encontram-se no Apéndice A.
Substituindo-se a Equacdo (3.81) em (3.51), tem-se a seguinte relacédo

envolvendo incrementos de deslocamentos e de tensdes médias nas faces do subvolume:

T=(A+ ‘B)(P-L®'OM) u;—(A+ 'B)LP'Q (3.82)

onde

(Uip,)
Uzpy
Usp,
U,

F2

ur =< > 3.83

F u1F3 ( )
Uzps
Uip,

\Uzp, /

Observa-se aqui que a utilizacdo da Equacgéo (3.82) para montagem do sistema
de equacOes do modelo estrutural, impde que a condi¢do de contorno em tensdes seja
prescrita em funcdo do segundo vetor tensdo de Piola-kirchhoff. Visto que tal tenséo
ndo tem significado fisico, busca-se um relacdo entre o primeiro vetor tenséo de Piola-
Kirchhoff e os deslocamentos médios nas faces dos subvolumes.

Derivando a Equacgdo 2.21 em relagdo aos coeficientes do polinbmio do campo

de deslocamento, encontra-se a seguinte relacdo incremental

T=(F(A+ ‘B)+TS)U (3.84)
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onde as matrizes F, T e 8§ encontram-se no Apéndice A.
Substituindo-se a Equacdo (3.81) em (3.84), encontra-se a relacdo entre o
primeiro vetor tensdo de Piola-Kirchhoff e os deslocamentos médios nas faces dos

subvolumes

T=Ku,—f, (3.85)

onde K e f,, sdo respectivamente a pseudo matriz de rigidez e o pseudo vetor de forcas

volumeétricas dados por

K=(F(A+ 'B)+7S8)(P—-L® '0M) (3.86)

fo=(FA+ B)+7S)(A+ ‘B)Lo'Q (3.87)

A relacdo entre incrementos de deslocamentos médios nas faces U e de tensdes
médias T globais do modelo discretizado é obtida levando-se em conta as contribuicGes
de cada subvolume, expressas através de (3.87), das condicGes de compatibilidade
estatica e cinematica interfaciais em termos médios. Tal relacdo € expressa pelo

seguinte sistema de equacdes lineares:

T=KU-F, (3.88)

onde K e [F,, representam, respectivamente, a matriz de rigidez global da estrutura e o
vetor de pseudo tensdes globais.

A montagem da matriz K e dos vetores T e [F,, é feita com base nos oito graus de
liberdade relacionados as faces da célula (gl1, gl2 gl3, gl4, gl5, gl6, gl7, g18), de

acordo com os procedimentos apresentados a seguir.
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Matriz de rigidez incremental global:

Kgi1,911 = Kgingnn + K11

K gi1,912 = Kgir,g12 + K12

(3.89)
K gi8,918 = K gig g1s + Kgg
Vetor de tensdes incrementais medias globais:
Ty = Ty + T
Tyiz = Tyrp + T3V
Tois = Tos + 12" (3.90)
Ty = Tgrs + T2
Tyis = Tyis + T
Vetor de pseudo tensdes incrementais:
IFUgll = [Fvgll + fo,
[Fvglz = [Fvglz + fo, (391)

[FngS = IFVgl8 t fog

Para as faces que ndo pertencem ao contorno da estrutura, devido a

compatibilidade estatica interfacial, segue que

Ty =0 (3.92)

No caso das faces que pertencem ao contorno, tém-se as seguintes equacdes, a

depender das condigdes de contorno do problema:
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7 (b) —
T,, =T, oulU,; =1u
gl 1 gl 1p
o) ) (3.93)
Tgl = TZ ou [Ugl = uzb

onde Ti(b) sao os componentes do segundo vetor tensdo de Piola-Kirchhoff e u;,
representam os componentes de deslocamentos médios prescritos.

O sistema dado em (3.90) pode ser organizado e resolvido como segue:
T, K., K.,,](U, Fy,
{To} B [KM IKM] {[Uo} - {IFVO} (3.94)

onde os simbolos (x) e (¢) indicam, respectivamente, as tensdes e deslocamentos

prescritos. Assim sendo, tem-se

U* = K:*l(T* - K*o[Uo + IFU*)
(3.95)
']I‘o = KO*U* + Koou-]o - IF‘UO

Calculando-se os deslocamentos médios nas faces, pode-se obter os coeficientes
do campo de deslocamento incremental utilizando-se as Equaces (3.77) e (3.81).
Os procedimentos do processo da analise incremental estdo sistematizados no

algoritmo mostrado na Tabela 3.1.



Tabela 3.1 — Algoritmo incremental da teoria de volumes finitos.
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Inicializacéo
Inicializacdo dos vetores dos coeficientes e de Piola-Kirchhoff.
‘v,u, ‘T, T
Processo Incremental
1. Montagem da matriz de rigidez local
K=(F(A+ 'B)+7S8)(P—-L® '0M)
2. Montagem da matriz de rigidez global (i e j de 1 até 8)
K giigtj = K giigij + Ki
3. Resolucéo do sistema
U, = K:X(T. - K..U, + F,,)
T, = K..U, + K, U, — F,,,
4. Calculo e atualizacdo das informacdes relativas a cada subvolume
4.1. Atualizacdo do segundo vetor de Piola-Kirchhoff incremental
T=(A+ ‘B)(P-L®'OM) u;— (A+ ‘B)L®'Q
4.2. Atualizagdo do segundo vetor de Piola-Kirchhoff
'T=%'T+T
4.3. Atualizagdo dos coeficientes do campo de deslocamento incremental
U=P—L® 'OMur—LP1Q
4.4. Atualizagdo dos coeficientes do campo de deslocamento
‘tu=""u+u

4.5, Calculo dos deslocamentos
1 1
tui = tUi(oo) +7n tUi(10) +¢ tUi(01) + 2 (Bn*-1) tUi(zo)"'E (3¢*-1) tUi(oz)

5. Repeticdo dos procedimentos 1-4 até que o nivel de carga seja atingido.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo sdo realizadas analises numéricas para verificar a potencialidade
da formulacdo geometricamente ndo linear bidimensional da teoria paramétrica de
volumes finitos desenvolvida neste trabalho. Para as andlises comparativas com o
método dos elementos finitos, desenvolve-se um cddigo computacional empregando-se
a correspondente formulacdo Lagrangeana Total e um algoritmo puramente incremental.
Para a geracdo das malhas dos exemplos estudados, utiliza-se a plataforma
computacional MTOOL (Lira et al., 2006).

4.1. Problema da Inclusao

Este exemplo foca o problema classico de uma inclusdo imersa em uma matriz
sujeita a um campo de tensdes uniforme o ao longo da direcdo horizontal. Quando a
matriz € infinita, a solucdo linear elastica exata para o chamado problema de Eshelby
(1957) pode ser obtida. Nas analises que se seguem, consideram-se uma inclusdo
circular com didmetro D = 2 cm e uma matriz quadrada com lado L = 20 cm (Figura
4.1).

Devido a dupla simetria do problema, modela-se apenas % do dominio.
Utilizam-se 65 subvolumes para discretizacdo da incluséo e 311 para a matriz, conforme
mostra a Figura 4.2(a). Com base nesta malha, admite-se que a estrutura encontra-se em
estado plano de tensdo e estudam-se trés casos, sendo o primeiro homogéneo, o segundo
heterogéneo e o terceiro considera a inclusdo sendo um poro. As propriedades elasticas

para cada caso sdo apresentadas na Tabela 4.1.
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Ay
:_ Matrix _:
<+ —>
<+ —>
O —I Oﬂclusao A- |, © )‘;(
4+ E D E —>
<+ —>
+— —>
B L t

Figura 4.1 — Inclus&o circular imersa em uma matriz.

Tabela 4.1 — Propriedades elasticas da matriz e da incluséo.

Caso Material E(GPa) v
1 Fibra 10 0,25
Matriz 10 0,25
2 Fibra de vidro 64 0,20
Matriz Epoxy 4.8 0,34
3 Matriz 20 0,2

No procedimento incremental aplicam-se incrementos de tenséo até que o nivel
de deslocamento ultrapasse 40% do comprimento inicial (40% de L/2). Os resultados
das analises sdo avaliados no centro dos subvolumes, em destaque na Figura 4.2(b).
Esses pontos estdo localizados na interface matriz-inclusdo e na matriz a 5c¢m de
distancia do centro da incluséo.

A seguir apresentam-se os graficos de tensdo de Cauchy versus deslocamento
horizontal no ponto A para os casos estudados. Na Figura 4.3, tem-se a tensdo normal
0, avaliada com a teoria em estudo (TVF), com o MEF e a resposta analitica (Eq.4.1)
para 0 caso 1. Devido a homogeneidade do meio a tensdo € constante em todo o
dominio. Percebe-se que a solu¢do numérica obtida com a TVF apresenta uma excelente
concordancia com a solucdo analitica e com o MEF.



57

_ EQL%uy + 3Luf +u3)

= 4.1
R 2u, vIL? — u2vL (“-1)

Icm

1] 5cm ‘

Figura 4.2 — (a) discretizagdo com 376 subvolumes, (b) subvolumes avaliados.

16000
@® Analitica

14000 4 =—=——TVF
A MEF

12000 -

10000

8000

Oxx (MPa)

6000

4000

2000

0 1 2 3 4 5 6
Deslocamento ux (cm)

Figura 4.3 — Tensdo normal o,,, em funcéo do deslocamento (caso 1).
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Nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6, tem-se, respectivamente, a tensdo normal o, na fibra

(x=0ey=0)enamatriz(x =5 cmey = 0) em funcdo do deslocamento horizontal

para o caso 2.

12000

—TVF
© MEF
10000
8000
T
o
i? 6000 yo)
o ,,/o’oﬂ
4000 0
2000 —’(),,cr"‘

. O/O/O'
0 1 2 3 4 5 6
Deslocamento (cm)

Figura 4.4 — Tenséo g, na fibra no ponto (x = 0 e y = 0) em funcdo do deslocamento

para o caso 2.

12000
—TVF

O MEF @)

10000
of

8000 j
6000
o
o

el

2000 >0
i (}___(3___(}_—<>—'C7'4:

0 1 2 3 4 5 6
Deslocamento (cm)

Oxx (MPa)

Figura 4.5 — Tens&o o,, na matriz no ponto (x = 5 cme y = 0) em fungéo do

deslocamento para o caso 2.
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Na Figura 4.6, apresenta-se a tensdo normal a,, nos dois subvolumes vizinhos a

interface, correspondente a fibra e a matriz, respectivamente.

9000 :
= TVF - Fibra
8000 - A MEF - Fibra
=== TVF - Matriz
7000 -

O MEF - Matriz
6000

5000 Vf
4000 f%
3000 A/A/g/

2000 j\/A/A, T 560
1000 sooud

s
PR e
oM o= ‘F

0 1 2 3 4 5 6
Deslocamento (cm)

Oxx (MPa)

Figura 4.6 — Tens&o normal o, na interface matriz-fibra em fungéo do deslocamento

para o caso 2.

Com o intuito de avaliar a influéncia da malha na variacdo de tenséo na interface,
ja que naquela regido existe uma grande variacdo nas tensdes, toma-se uma segunda
discretizacdo com 300 e 600 subvolumes na inclusdo e na matriz, respectivamente, de
acordo com o detalhe apresentado na Figura 4.7. A Figura 4.8 apresenta a tensédo normal
Oxx, SObre os subvolumes destacados na Figura 4.7, em fungdo do deslocamento
horizontal no ponto A (x = 10 cm e y = 0) para as duas malhas utilizando a TVF. Na
Figura 4.8 nota-se uma diferenca entre as curvas de tensdo na matriz para a malha 1 e 2.
Justifica-se tal diferenca pelo fato dos centros do subvolume avaliados estarem em
posicdes diferente para cada malha e pela existéncia de uma grande variagdo nas tensoes

naquela regido.
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Figura 4.7 — Detalhe da discretizacdo na regido da interface da inclusdo com a matriz.

8000

— Fibra - Malha 1
7000 + A Fibra- Malha 2
=== Matriz - Malha 1

6000 T o Matriz - Malha 2 KKQ
5000

2 4000
x f
S 3000 -

Deslocamento (cm)
Figura 4.8 — Tensdo normal o, na interface em funcéo do deslocamento para as duas

malhas em estudo para o caso 2.

Nas Figuras 4.9, 4.10 e 4.11, tem-se, respectivamente, 0 campo de tensédo o,
0yy € Oxy ha regido proxima a inclusdo para o caso 2 e para uma tensdo o =

9253 MPa, aplicada em 200 passos.
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Figura 4.9 — Tenséo normal o, para o caso 2.

Figura 4.11 — Tensdo cisalhante o,,, para o caso 2.

A seguir apresentam-se 0s resultados para o caso 3. A malha da inclusdo é
eliminada para assim simular um poro e cria-se uma faixa de subvolumes com espessura
de 0,05 cm nas proximidades do contorno, para obter resultados mais precisos nessa
regido Figura 4.12.
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Nas Figuras 4.13 e 4.14 tém-se, respectivamente, a tensédo normal no subvolume
préximo a interface, mostrado na Figura 4.12, e a tensdo no subvolume da matriz
localizado a uma disténcia de 5 ¢cm do centro do poro (ver Figura 4.2(a)). Observa-se
que com o emprego da TVF, pode-se obter niveis de tensdo bastante elevados e
deslocamento da ordem de 52% do comprimento inicial, enquanto que com a utilizacéo

do MEF chega-se em 42%.

|

Figura 4.12 — Discretizagdo utilizada no caso 3.

180000 -
—TVF
160000 - © MEF
140000 -
120000 -
100000 -
80000 - (¢

60000 -

Oxx (MPa)

40000 -
20000 -

0 (J T T T T T 1

0 1 2 3 4 5 6
Deslocamento (cm)

Figura 4.13 — Tensdo normal g, no subvolume proximo a interface para o caso 3.
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30000 H TVE

O MEF
25000 -

20000 -

15000 -

Oxx (MPa)

10000 -

5000 H

0 CI T T T T T 1
0

Deslocamento (cm)

Figura 4.14 — Tensdo normal a,, no subvolume da matriz em (x =5 cm) para o caso 3.

4.2. Estudo do Fator de Concentracdo de Tensdo em um Furo

Circular no Painel de Material com Gradacgdo Funcional

Este exemplo apresenta um estudo do fator de concentracdo de tensdo em um
furo circular de um painel heterogéneo constituido por um material com gradacéo
funcional, submetido a uma tensdo uniaxial o,. O painel tem um furo circular de

didmetro D = 2 cm na regiéo central e lado L = 20 cm (Figura 4.15).

y

NiCoCrAlY '

4—
<4

—>

‘7
NiCoCrAlY
L

< >

Figura 4.15 — Painel de FGM submetido a uma tensao uniaxial.
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O material é assumido linear elastico e isotropico e a gradacdo é incorporada
através do modelo da regra da mistura com uma variacdo espacial na dire¢do y dada

pela expresséo

_ A A

Efgm(y) - [1 - (E) ]Ec + (E) Em (4-2)
onde E; e E, representam os moédulos de elasticidade das fases ceramica e metal,
respectivamente, e p indica um parametro da gradacdo. As propriedades elasticas para
as fases ceramica (Zirconia) e metal (NiCoCrAlY) estdo na Tabela 4.2, sendo estas

tomadas no centro de cada subvolume e admitidas como constantes no mesmo.

Tabela 4.2 — Propriedades elasticas dos materiais.

Material E(GPa) v
Ceramica (Zirconia) 70 0,24
Metal (NiCoCrAlY) 170 0,24

O fator de concentracdo de tensdo (FCT) é definido como a razdo entre a tensdo
0. avaliada no ponto A e a tensdo aplicada o,. Segundo Anderson (1994), pode-se
avaliar o FCT, para problemas lineares de materiais homogéneos com furos elipticos,

tendo L >» a e L > b (Figura 4.16), através da expressao

on=an[1+(5) 9
< —»
< >
< >
« = >
Oo ZGI 0o
< — >
<+ >
<« >
< >

Figura 4.16 — Painel de com furo eliptico submetido a uma tenséo uniaxial.
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Devido a dupla simetria do sistema estrutural, modela-se apenas %2 do painel,
utilizando-se para tal um total de 373 subvolumes em sua discretizagdo, conforme
Figura 4.17. Para esta malha tomou-se o FCT no ponto A (x = 0,025 m;y = 1,025 m),

localizado no centro do subvolume em destaque.

ju| |

Figura 4.17 — Discretizacao do painel e subvolume em destaque.

Santos Junior et al. (2009) realizaram um estudo do FCT em um painel com furo
circular constituido por material elastico linear, isotropico e com gradacdo funcional.
Para modelagem numérica foi utilizado um elemento finito gradado e modelos
micromecanicos como Auto-Consistente e Mori-Tanaka. Santos Janior et al. (2009)
mostraram que o0 expoente p da lei de gradacdo tem uma grande influéncia no FCT,
existindo um valor particular que torna o FCT minimo. Com base nos estudos
realizados por Santos Junior et al. (2009), adota-se p =0 e p = 0,5 na funcdo de
gradagdo E g, € estuda-se o FCT para varios niveis de tensdo.

As Figuras 4.18, 4.19 e 4.20 apresentam respectivamente a tensédo o,, € a
variacdo do FCT no ponto A, obtidas com a presente teoria (FVT), com o método dos
elementos finitos (MEF) e calculadas atraves da Equacdo (4.3), para o0 caso p = 0.
Usando-se esta ultima equacdo, duas situacOes foram consideradas: a primeira
atualizando-se apenas a tensdo aplicada o, (MFLE-T) e a outra atualizando-se

simultaneamente a tensdo e a geometria (MFLE-TG).
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Figura 4.18 — Variacao da tenséo a,, com o deslocamento horizontal em (x =

10m;y =0) parap = 0.

TVF -
- = |MEF .
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eeoeooMFLE-T P
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4 - .~
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LL .
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3 000000000000 000000
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0 0,5 1 1,5 2 2,5
Deslocamento horizontal (cm)

Figura 4.19 — Variacdo do fator de concentragéo de tensdo (FCT) com o deslocamento

horizontal parap = 0.

Observa-se que a utilizacdo da Equacdo (4.3), para um material homogéneo
(p = 0), conduz a valores de FCT bastante diferentes daqueles encontrados com
emprego da TVF e do MEF para o caso de grandes deslocamentos.

As Figuras 4.20 e 4.21 apresentam, respectivamente, a tensao o, € a variagao do

FCT no ponto A parap = 0,5, obtidas através da TVF e MEF.
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Figura 4.20 — Variacao da tenséo a,, com o deslocamento horizontal em (x = 10;y =

0) parap = 0,5.

3,2

2,8

FCT

2,6

2,4
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0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00
Deslocamento horizontal (cm)

Figura 4.21 — Variacdo do fator de concentragéo de tensdo (FCT) com o deslocamento

horizontal parap = 0,5.

A Figura 4.22 mostra a variacdo do FCT em funcdo do expoente p para trés
niveis de tensdo: g, = 100 MPa, o, = 26800 MPa e g, =~ 57030 MPa. Ressalta-se
que para g, = 100 MPa, o sistema esta em regime de pequenos deslocamentos,
enguanto que para os valores g, = 26800 MPa e o, = 57030 MPa, a estrutura

apresenta deslocamentos longitudinais da ordem de 35% e 60% do comprimento
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inicial, respectivamente. Observa-se que os resultados apresentados estdo em boa
concordancia com aqueles encontrados por Santos Junior et al. (2009) para o caso de
pequenos deslocamentos. Salienta-se também que os resultados mostram a existéncia de
um expoente p que minimiza o fator de concentracgdo de tensdo. Nos casos analisados, o

valor 6timo de p encontra-se no intervalo 0,5 < p < 0,7.

6,2 .
® Santos Junior et al. (2009)

5.8 +—00 =100
5,4 =00 = 26800

. =i=—00 = 57030

Figura 4.22 — Variacdo do fator de concentracdo de tensao (FCT) com o expoente p.

4.3. Viga em Balango Sujeita a Grandes Deslocamentos

A Figura 4.23 mostra uma viga em balan¢o de comprimento L = 10, com se¢do
transversal quadrada de lado L/10, submetida a uma carga parabdlica vertical g,
aplicada na extremidade livre e com resultante P. Admite-se que o material é elastico
linear com modulo de elasticidade E = 210000 e coeficiente de Poisson nulo. Utiliza-
se para discretizacdo do modelo numérico uma malha com 140 subvolumes (14x10) de

mesmo tamanho e distribuidos em 10 camadas verticais.
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~

I~
—
<]

Vs
P d

L
Figura 4.23 — Viga em balanco.

As Figuras 4.24 e 4.25 mostram, respectivamente, a variacdo do deslocamento

vertical e horizontal em funcdo da carga aplicada. Ao todo foram 287 passos com um
2
incremento de forca P = 0,1 e carga total definida por % = 16,4. Os deslocamentos

vertical e horizontal finais do ponto médio da secdo transversal extrema livre foram

u, = —0,878 e u; = —0,67, respectivamente.

Solucao Analitica
10 ~
\ -==-TVF

PLA2/EI
o

0 T T T T
0 0,2 0,4 0,6 08 1

1-u2/L

Figura 4.24 — Deslocamento vertical em funcdo da carga normalizada.
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Solucao Analitica
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-0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0
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Figura 4.25 — Deslocamento horizontal em fungédo da carga normalizada.

Vale ressaltar que em um estudo da influéncia do incremento de carga AP sobre
as respostas, mudancas inesperadas na trajetéria carga versus deslocamento sdo
observadas para valores particulares de AP. As Figuras 4.26 e 4.27 apresentam tais
desvios de comportamento para AP = 0,1. A explicacdo para justificar a causa geradora
destes desvios exige um estudo mais aprofundado das bases da formulagdo numérica
ndo linear utilizada.

A Figura 4.28 exibe a configuracdo deformada da viga para uma carga
2
normalizada de % = 1,2 e um deslocamento vertical % = —0,44. Tal configuracdo ¢

gerada a partir dos deslocamentos dos vértices dos subvolumes, sendo estes calculados

através da interpolacéo bilinear dos deslocamentos meédios das faces.



Solugéo Analitica
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Figura 4.26 — Influéncia do incremento de tensdo no deslocamento vertical.
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Figura 4.27 — Influéncia do incremento de tensdo no deslocamento horizontal.
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2
Figura 4.28 — Configuracdo deformada da viga para uma carga % =12e

deslocamento vertical % = —0,44.

4.4. Arco Engastado Sujeito a Grandes Deslocamentos

Neste exemplo, estuda-se o comportamento pré-flambagem do arco circular com
raio interno R = 100 e secdo transversal retangular com largura e = 1 e altura ¢ = 10,
conforme indicado na Figura 4.29. O material considerado ¢ isotropico com modulo de

elasticidade E = 12000 e coeficiente de Poisson v = 0,3.

“\ c
w7 I

< < <<
e

q

Figura 4.29 — Arco engastado submetido a uma carga horizontal no extremo livre.
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Para modelagem do arco utilizam-se 246 subvolumes, subdivididos em 6
camadas na direcdo radial e 41 na direcdo circunferencial.

Conforme mostrado na Figura 4.30, os resultados obtidos com a TVF para 0s
deslocamentos horizontais no ponto médio da secdo transversal livre sdo aproximados
daqueles obtidos por Jiang e Chernuka (1994), os quais empregaram elementos finitos
de casca com abordagem co-rotacional. A Figura 4.30 também apresenta os resultados
encontrados por Duarte Filho (2002) e correspondentes a um modelo de elementos

finitos hexaédricos de oito nds com um ponto de integracao.

1,2
¢ TVF
------ Jian e Chernuka (1994)
1 | eoo?®
- == Duarte Filho (2002) "
X Th
-o’... —o“__-
0,8 - ..’-- ‘—_——
.'.. ’o"'
." 'f'
& .
o 0,6 - & _-
L P
S
2
0,4 T .’. /’
o
*/’
0,2 1 ,”Q”
>
0 . ; : : . .
0 10 20 30 40 50 60

Deslocamento horizontal

Figura 4.30 — Variacao do deslocamento em funcdo da carga aplicada.

Salienta-se que neste caso também sdo observados desvios inesperados na

trajetdria carga versus deslocamento para valores particulares do incremento de carga.
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Conclusoes

Neste trabalho apresentou-se uma formulacdo geometricamente ndo linear da
teoria paramétrica de volumes finitos para andlise de estruturas e materiais com
comportamento elastico linear e com microestrutura heterogénea. O modelo tem como
base a formulacdo paramétrica da teoria de volumes finitos e uma descri¢do cinematica
do tipo Lagrangeano Total que utiliza os tensores de Green-Lagrange e de Piola-
Kirchhoff.

Diversos exemplos numéricos foram apresentados, envolvendo casos de
materiais com microestrutura homogénea e heterogénea. Os problemas analisados
incluem matrizes de material homogéneo e com gradacao funcional contendo inclusbes
ou poros circulares. Vigas de eixos reto e curvo de material homogéneo também foram
estudadas. Os resultados dos exemplos foram comparados com solucbes obtidas

analiticamente e com o0 método dos elementos finitos.

Em todos os casos analisados, pode-se constatar uma satisfatdria concordancia
entre os resultados fornecidos pela presente formulacdo e aqueles encontrados pelo
cédigo baseado no método dos elementos finitos. O mesmo pode ser concluido para os
exemplos cujos resultados foram confrontados com solugdes analiticas.

E importante destacar que em todos os problemas correspondentes a painéis
predominantemente tracionados, a formulacdo permitiu a descricdo do comportamento
até deformacOes superiores a 60% da geometria inicial. No entanto, para casos
envolvendo niveis de tensbes de compressdo consideraveis foram observados
inesperados efeitos locais que se manifestam sob a forma de interpenetracdo de
subvolumes adjacentes, motivando desvios nas trajetdrias de equilibrio. Tais efeitos, por
implicar em uma limitagdo da formulagdo apresentada, merecem ser estudados de forma
mais detalhada. Admite-se que eles, inclusive, podem estar relacionados com o
tratamento de variaveis através de seus valores médios, o qual é inerente a teoria de

volumes finitos. Vale ressaltar também que os referidos efeitos locais estdo relacionados
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com o valor do incremento de carga, 0o que foi claramente constatado nos casos das
vigas analisadas.

Considerando-se que o0 presente estudo trata de um primeiro modelo
geometricamente ndo linear da formulacdo paramétrica da teoria de volumes finitos,
pode-se concluir que os resultados sdo satisfatorios. Desta forma, sugere-se fortemente
que os estudos sobre a formulagdo proposta sejam continuados e que o modelo possa ser
aprimorado, permitindo a analise de problemas envolvendo grandes deslocamentos sem
as restricbes acima mencionadas. A incorpora¢do de um procedimento incremental-

iterativo também é recomendavel.
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Apéndice A

Matrizes para formulacédo n&o linear geométrica

da teoria de volumes finitos

As matrizes apresentadas a seguir fazem parte da formulagédo nédo linear da teoria
de volumes finitos para o calculo da matriz de rigidez local de subvolumes

bidimensionais. Abaixo 0 representa uma matriz nula.

cC 0 0 O
0 C 0 O
C= 0 0 C o (A.1)
0 00 C
ND 0 0 0
0 N® o 0
N=lo 0 N® o (A2)
0 0 0 N®W
E, 0 0 O
0 E;, 0 0
BE=lo o E o (A3)
0 0 0 E
[Eg 0 0 0]
_— 0 E, 0 0 As
9710 0 E, 0 (A.4)
0 0 0 E
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Apéndice B

Deducao das matrizes que compdem a equacao de

equilibrio para um subvolume

Neste apéndice encontra-se a deducdo da Equacdo (3.73), objetivando-se isolar

os coeficientes do campo de deslocamento incremental a serem determinados.

1+ W) T T(k) oy (70
T(k) T(k) T

Na deducdo que segue cada parcela da somatdria é desenvolvida separadamente

> Agy + {IZZ:} -{0}  ®9

k=1

de acordo com as seguintes equacoes:

4 7 (k)
z (1+ fv){ (k)} A (B.5)
k=1
4 (k)]
T,
Z A (B.6)
= (k) ()

4

2.

k=1

‘(1
4 70 Ago (B.7)
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A Primeira parcela da somatoria, dada pela Equacdo (B.5), pode ser escrita

matricialmente da seguinte forma:

(Tfl)\
(i
i
(I1+ 'v) A3 ;2(3) -
1
T
Tf4)
\TP)

onde A é uma matriz com as areas das faces do subvolume, dada por

a-[A 0 A 0 Ay 0 4, 0]

10 4 0 4, 0 A; 0 A,
Substituindo-se a Equacdo (3.51) em (B.8), chega-se em:

f[]1(1o)\
Uion)
l]1(20)
Ui(o2)
Uz(10)
Uz(o1)
Uz(20)

Kl]z(oz)l

tx<

onde X é uma matriz dada por:

X=(I+ V)A(A+ 'B)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

Despreza-se a segunda parcela da somatoria (B.6). Esta esta relacionada com os

temos ndo lineares das equacOes de equilibrio. Observa-se que a linearizacdo do
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deslocamento atribuida a (B.4) é justificada pela consideragdo de pequenos incrementos

de deslocamentos entre as configuragdes ‘C e ‘Atc.

A Equagéo (B.7) pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma:
vA{T® D O q® q® o q® qo) @12
1 2 1 2 1 2
e expressa em fungdo dos incrementos dos coeficientes, de acordo com:

(Ui(10))
Uion)
U120
Ui(02)
U2(10)
Uz(01)
Uz (20

\U>(02)/

bty ¢

~~

(B.13)

onde Y é uma matriz dada por:

Ji1 ] 0O 0 0 0 0O
thCl[Bl (1)2

+
00 Ju Jiz 00

6[121122000 0 00
210 0 0 0 [y Jp2 0 O

(B.14)

sendo

4
¢ = 2 A TH (B.15)
k=1
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Apéndice C

Deducéo da solucdo analitica para uma chapa

tracionada sujeita a grandes deslocamentos

A Figura (A.1)(2.5) mostra uma chapa tracionada de lado L e altura H no espaco

tridimensional, referido ao sistema de eixos x,, x, € x3.

B
A —p
o
—
>
-+
H —>
—
—p
>
—
Xz —
—
>
x v
Xf 4 >
L

Figura A.1 — Chapa tracionada.

Considera-se 0 seguinte campo de deslocamento por direcdo (Eq. C.1), sendo

que o deslocamento na diregé@o 3 respeita a mesma deformacéo da diregéo 2.

A Xy
u1 = L
U = AZXZ
7 H (C.1)
. A, X3
Uz = H

onde A; e A, representam a deformacéo na direcéo 1 e 2, respectivamete.



85

De posse dos campos dos campos de deslocamentos encontra-se o tensor

gradiente de deformacéo (C.2) e seu determinante (C.3).

rou,

ax, T
du,
aX,
Jus
0X,

aul aul Al
X, ox. 241
aXZ 6X3 L

ou, ou,

R 1 E— =

ax, T ax, 0
du du
3 341 0
0X2 6X3 -

(L +ADH +Ay)?
/= LH?

0 0
A,
—Z 41 C.2
-+ 0 (C.2)
A,
0 —+1

Matriz constitutiva linear elastica para a relagdo tensdo deformacéo (C.4).

ME(1—v)

T a+vd-2v)

v v 0
1—-v 1—v
i 1 i 0
1—v 1—v
v v 1 0
1—-v 1—v
0 0 1-2v
2(1—v)
0 0 0
0 0 0 0

(C.3)
0 0
0 0
0 0
C4
. (C4)
1-2v 0
2(1—-v)
1—-2v
2(1—v)

De acordo com as Equacgdes (2.9) e (2.35), pode-se obter o tensor deformacéo de

Green-Lagrange (C.5) e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff vetorizado (C.6)

1(A1+1) 0
2L 2
1 2
E = 0 _Qﬁ ]> -z
AV 2
0 0 1
2

0 (C.9)
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[ME(—2AH?L — A2H? + 2vA{H?L + vA2H? — 4vA,L2H — 2vA, 1))
2(1 +v)(2v — 1)L2H?
[S11] _ 2 2172 2 272
S MEQ2vA{H?L + vA2H? + 2A,1%H + A3L?)
22
S 2(1 +v)(2v — 1)L2H?
331 _ 2 2172 2 272 (C.6)
Sty —ME (2vA{H?L + vA2H? + 2A,12H + A31?)
S13 2(1+v)(2v — 1)L2H?
Sa3 0
0
0

Para que sO haja tensGes longitudinais os componentes S,, e S;3 do segundo
tensor de Piola-Kirchhoff sdo nulos. Dessa forma, pode-se determinar o valor do
deslocamento transversal A, em funcdo do longitudinal resolvendo o sistema com
S,y =0eS;;5 =0.

(—L+ I =2vA L= Av)H
L

(C.7)

A2=

Retornando a Equacdo (C.6) e (2.24) encontra-se, respectivamente, 0s
componentes longitudinais do segundo tensor de Piola-Kirchhoff (C.8) e tensor de
Cauchy (C.9).

_ MEA, (2L + A,)

= C.8
11 2L2 ( )

(L + A)MEA, (2L + Ay)
L(L? — 2vA L — A2v)

(C.9)

011 =





