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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo expandir a formulagdo numérica
denominada Formulagdo Paramétrica da Teoria de Volumes Finitos para o caso de
materiais com comportamento dependente do tempo. Tal teoria tem demonstrado ser
uma eficiente alternativa ao Método dos Elementos Finitos para a modelagem de
materiais heterogéneos elasticos lineares.

Primeiramente, expressdes gerais da viscoelasticidade linear sdo apresentadas,
empregando-se uma formulag¢do baseada em Variaveis de Estado para determinacdo das
deformagdes dependentes do tempo. Expressoes para os modelos reologicos basicos sdo
dadas, estendidas para situacdes tridimensionais e estabelecidas em adequada forma
matricial. A influéncia da temperatura sobre as propriedades viscoelasticas ¢ modelada
através de um principio de equivaléncia tempo-temperatura. Em seguida, a Formulacao
Paramétrica da Teoria de Volumes Finitos ¢ revisada e estendida para incluir a
consideragdo de deformacdes viscoeldsticas. Expressdoes detalhadas para a solugdo
incremental de problemas termoviscoelasticos lineares sdo apresentadas.

Os resultados numéricos sdo verificados através de varios exemplos usando
solucdes analiticas disponiveis na literatura ou determinadas pelo uso do Principio da

Correspondéncia.

Palavras-Chave: Materiais avangados, Teoria de volumes finitos, Materiais

Heterogéneos, Viscoelasticidade linear.
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Abstract

The present work extends the Parametric Formulation of the Finite-Volume
Theory to the case of heterogeneous materials with time-dependent behavior. Such a
theory has already proved to be an efficient alternative to the Finite Element Method in
the modeling of linear elastic heterogeneous materials.

Firstly, general expressions for linear viscoelasticity are considered, determining
deferred strains with a State Variables formulation. Expressions for the basic
rheological models are given, extended to 3D situations and set in an adequate matrix
form. Temperature dependence is modeled using the time-temperature equivalence
principle. Then, the Parametric Formulation of the Finite-Volume Theory is reviewed
and extended including the consideration of viscoelastic deformations. Detailed matrix
expressions for the incremental solution of linear thermoviscoelastic problems are
given.

The numerical results are verified with several examples using analytical

solutions found in the literature or determined by using the Correspondence Principle.

Keywords: Advanced materials, Finite-volume theory, Heterogeneous materials, Linear

viscoelasticity.
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1 Introducao

O rapido avango tecnologico tem motivado uma crescente necessidade do
emprego de materiais com avancado desempenho e caracteristicas desejaveis em
importantes areas da ciéncia e nos mais diversos setores industriais. Este fato tem
proporcionado um desenvolvimento substancial na tecnologia de fabricacdo e projeto de
novos materiais ¢ nas investigagdes tedricas e experimentais de seus comportamentos.
Dentro de uma importante classe destes modernos materiais encontram-se aqueles que
apresentam uma microestrutura heterogénea, constituida pela combinagdo discreta de
diferentes fases. Nesta classe se enquadram, por exemplos, os compositos reforcados
por fibras e os materiais particulados, os quais sdo constituidos por uma matriz
envolvendo fibras ou inclusdes (particulas) que, normalmente, servem como materiais
de refor¢o ou de enrijecimento. Os materiais compositos avancgados, refor¢cados por
fibras, apresentam como principal caracteristica as suas altas relagdes resisténcia/peso e
rigidez/peso o que justifica, nas ultimas décadas, o seu intenso emprego nas industrias
aeroespacial, automobilistica e naval. Porém, a cada dia aumenta o leque de aplicagdes
de tais materiais compositos avangados. Atualmente, dentre as mais diversas aplicagoes,
eles vém sendo utilizados na construgdo civil e também nas estruturas offshore
destinadas a exploragdo de petroleo e gas. Neste ltimo caso, por exemplo, eles ja sdo
utilizados na confeccdo de risers para aguas profundas, tanques, vasos de pressdo,
painéis e em outros elementos da plataforma, tais como: escadas, tubulacdes de agua,
vigas, etc. As vantagens do emprego dos mesmos em estruturas offshore sdo: as
elevadas relagdes resisténcia mecanica/peso e rigidez/peso, assim como a excelente
resisténcia a corrosdo, ao impacto e a fadiga.

Os materiais compdsitos avangados mais comuns sdo aqueles que possuem uma
matriz polimérica envolvendo fibras de alta resisténcia. A matriz usualmente consiste
em uma resina apresentando fragcdes volumétricas na ordem de 30 a 40%. As matrizes

frequentemente empregadas sdo de poliéster, de epoxi e fenolicas. As fibras mais usadas



em tais materiais compositos sao as de carbono/grafite, de vidro e poliméricas (Kevlar,
por exemplo).

Usualmente, as limitagdes do uso de material compdsito sdo definidas pelas
propriedades da matriz. Por exemplo, a estabilidade higrotérmica e os valores maximos
de temperatura e umidade do composito sdo fortemente dependentes do desempenho da
matriz. Adicionalmente, ambientes quimicamente agressivos ou com severas condi¢des
de temperatura podem provocar a degradagdo das propriedades da matriz antes da
ocorréncia de qualquer dano as fibras. Enfim, o desempenho de um material compdsito
estd intimamente relacionado ao comportamento de sua matriz.

Como ja se conhece, 0s polimeros apresentam um comportamento mecanico
dependente do tempo, especialmente quando na presenga de elevadas condigdes de
temperatura ¢ umidade (Marques e Creus, 1994). Isto ¢, sob tais condi¢des, os
compdsitos com matriz polimérica podem apresentar importantes efeitos viscoelasticos,
exibindo, portanto, os fendmenos de fluéncia e relaxagdo. Por se tratar de materiais com
microestrutura heterogénea, este comportamento dependente do tempo apresenta uma
complexidade superior aos dos tradicionais materiais homogéneos viscoeldsticos. Com
base nestas consideragdes, uma modelagem mais realistica do comportamento de
materiais compositos avancados exige a utilizacdo de uma formulagdo que leve em
conta aqueles efeitos de fluéncia e relaxacio.

Na realidade, ja existe na literatura um grande ntimero de trabalhos tratando da
descricdo do comportamento viscoeldstico de materiais compdsitos avancados. Uma
relevante parte destes trabalhos é voltada para a determinagdo de propriedades efetivas
de compositos viscoelasticos através de técnicas de homogeneizagdo. Contribuicdes
pioneiras nestes estudos foram dadas por Hashin (1965, 1970), Schapery (1967) e
Christensen (1969). No trabalho publicado em 1965, Hashin apresentou uma expressao
para determinacdo do médulo volumétrico (bulk) efetivo para compositos viscoelasticos
e, em 1970, publicou resultados para obtengdo do modulo efetivo de cisalhamento. Em
1969, Christensen, por sua vez, divulgou expressdes para avaliagdo dos modulos
volumétricos e de cisalhamento para aqueles compdsitos viscoelasticos. Os resultados
encontrados nestes trabalhos pioneiros foram obtidos através do modelo de esferas para
compositos elasticos lineares desenvolvido por Hashin (1962). No entanto, tais

resultados, por terem o modelo de esferas como base, ndo sdo adequados para



compositos refor¢ados por fibras. Schapery (1967) aplicou o Principio da
Correspondéncia para obtencdo das fungdes de fluéncia e de relaxacdo efetivas para
compositos, incluindo efeitos de temperatura e usando técnicas aproximadas de inversdo
para o dominio do tempo.

Todas essas contribuicdes acima citadas empregaram o Principio da
Correspondéncia para determinacdo das propriedades viscoelasticas lineares em fungéo
de resultados obtidos mediante o uso de modelos previamente formulados para
compositos similares elasticos lineares. O Principio da Correspondéncia também tem
sido aplicado para determinagdo de propriedades efetivas de compositos viscoelasticos,
usando modelos elasticos lineares derivados da teoria micromecanica de campos médios
(Eshelby, 1957). Nesta linha, pode ser citado o trabalho de Laws e Mc Laughlin (1978)
que estendeu resultados do modelo Self-Consistent para compoésitos viscoelasticos.
Como outro exemplo, Brinson e Lin (1998) empregaram o modelo de Mori-Tanaka para
aquele fim. O principio variacional de Hashin-Shtrikman (1962) também tem sido
utilizado para obtencdo de valores limites de propriedades efetivas para compositos
viscoelasticos (DeBotton e Tevet-Deree, 2004; Gibiansky et al., 1999). Chandra et al.
(2002) apresentaram um estudo comparativo entre resultados para propriedades efetivas
de compositos viscoelasticos reforgados por fibras obtidos a partir da aplicagdo conjunta
de modelos micromecanicos elésticos lineares e do Principio da Correspondéncia, como
também pelo método dos elementos finitos.

Modelos baseados na teoria funcional da viscoelasticidade também té€m sido
empregados para obtencdo da resposta efetiva de compositos viscoelasticos (Rougier et
al., 1993). Outros métodos propostos se fundamentam em teorias constitutivas baseadas
em variaveis de estado e sdo formulados diretamente no espago do tempo (Lahellec e
Suquet, 2007).

As diferentes formulacdes propostas para determinacdo de propriedades e
respostas efetivas de compositos viscoelasticos apresentam, no entanto, suas peculiares
limitacdes e dificuldades. Para aquelas baseadas no Principio da Correspondéncia,
dependendo da complexidade da microestrutura, os moédulos complexos do composito
no dominio de Laplace ndo podem ser obtidos analiticamente, o que pode inviabilizar o

processo de transformagdo para o dominio do tempo. Por outro lado, as formulagdes



funcionais geralmente exigem o armazenamento das histérias de tensdo e de
deformacao, tornando as mesmas inadequadas do ponto de vista computacional.

A natureza heterogénea, anisotropa e complexa da microestrutura dos materiais
compositos apresenta-se como um fator complicador na analise de estruturas por eles
constituidas. Levar em conta todos os detalhes microestruturais do material ao longo de
uma estrutura real ¢ uma tarefa na maioria das vezes inviavel. Além disto, a
complexidade do comportamento reoldogico do material, tais como a presenca de efeitos
dependentes do tempo, acentua ainda mais as dificuldades. Uma estratégia para
contornar estes obstaculos consiste em se realizar andlises em escala macroscopica,
onde sdo empregadas as propriedades efetivas do material homogeneizado (Marques e
Creus, 1994). Através destas andlises sdo obtidos os macro-campos de deslocamentos,
tensdes e deformacdes. Desta forma, com o uso de propriedades efetivas ndo se
consegue capturar os micro-campos daquelas variaveis que se apresentam na escala da
heterogeneidade. Considerando as dificuldades acima mencionadas, a solucdo
vislumbrada consiste em se recorrer a uma analise multi-escala do tipo
macro/micromecanica. Neste caso, os resultados obtidos em prévias analises
macromecanicas auxiliam analises micromecanicas efetuadas em pequenos
subdominios ou regides de interesse, nas quais os detalhes da microestrutura do material
sdo considerados (Oden et al., 1999; Romkes et al., 2006). A definicdo do tamanho das
regides para execugdo das citadas andlises micromecanicas ¢ uma tarefa delicada que
ainda carece de aprofundada investigacdo, especialmente quando se trata de materiais

heterogéneos que nao sado elasticos lineares.

1.1. Objetivos

Pretende-se neste trabalho dar continuidade a Formulagdo Paramétrica da Teoria
de Volumes Finitos (Cavalcante, 2006; Cavalcante et al. 2007a,b) mediante a
implementagcdo de efeitos viscoelasticos lineares. Essa nova formulacdo pode ser
utilizada em analises macromecanicas com o material homogeneizado e também nas
analises micromecanicas onde se considera a heterogencidade presente na

microestrutura. A implementagdo desses efeitos viscoelasticos vem como um diferencial



para a Teoria de Volumes Finitos (TVF), considerando que essa formulagdo ¢ bastante
recente ¢ se encontra em pleno desenvolvimento.
Como objetivos especificos do presente trabalho, podem ser citados os seguintes:
a) Desenvolvimento de uma formulacdo que se apresente como uma eficiente
alternativa para a andlise de materiais viscoeldsticos com microestrutura
heterogénea;
b) Desenvolvimento de um codigo computacional que permita a execugdo das
analises baseadas na referida formulagao;
¢) Proporcionar um melhor entendimento do comportamento dos compoésitos que
apresentem constituintes viscoelasticos lineares;
d) Fortalecer a linha de pesquisa voltada para o estudo de novos materiais no

Programa de Pos-Graduacdo em Engenharia Civil da UFAL.

1.2. Resumo dos capitulos

No Capitulo 2 sdo apresentados os principais conceitos e procedimentos da teoria
da viscoelasticidade linear utilizados na elaboragdo do modelo proposto. O Capitulo 3
trata do desenvolvimento de uma formula¢do viscoelastica linear tendo como base a
Formulag¢ao Paramétrica da Teoria de Volumes Finitos Bidimensional. Os exemplos de

aplicagdo e discussdes sdo mostrados no Capitulo 4 e por fim a conclusdo no Capitulo 5.



2 Fundamentos da Teoria da Viscoelasticidade

Linear

2.1. Consideracoes Iniciais

Muitos componentes estruturais utilizados na pratica apresentam em sua
constituicdo materiais que podem ser modelados como viscoelasticos lineares. Como
exemplos, tém-se os materiais compdsitos laminados refor¢ados por fibras, as quais sdo
envolvidas por uma matriz polimérica.

A maioria dos materiais usuais exibe um comportamento viscoelastico se
observados por um periodo de tempo suficientemente longo, ou se submetidos a altas
temperaturas ou umidade (Barbero, 2007).

Em geral, observa-se que o comportamento viscoelastico se acentua quando o

material absorve umidade ou é submetido a aumentos de temperatura (Marques, 1994).

2.2. Viscoelasticidade Linear

O comportamento dependente do tempo dos materiais ¢ estudado através dos
ensaios de fluéncia, de relaxacdo de tensdes e de velocidade de tensdes ou deformagdes
constantes (Findley et al., 1976). Através desses ensaios ¢ possivel encontrar as fungdes
que relacionam a tensdo com a deformacao.

Para materiais viscoelasticos lineares as tensdes e¢ as deformagdes podem ser
relacionadas através da seguinte expressdao (Schapery, 1968 apud Marques, 1994, p.
25):

t

0g;
Gi(t) = fcll(t—'[)ad'[ (21)

0

onde o; € a componente de tensdo, g € a componente de deformagdo, t € o tempo,

Cj (i, ] =1, 2, s@w)os modulos ou as fungdes de relaxagdo do material e T a variavel



de integragdo. Relaxacdo é o fendmeno caracterizado pela reducdo das tensdes ao longo
do tempo quando ao material viscoelastico ¢ imposta uma deformagdo constante. Em
(2.1) o tempo inicial de referéncia ¢ tomado como t = 0, significando que antes dele as
tensoes e as deformacgdes sdo nulas.

Alternativamente, a relacdo entre tensdes e deformagdes pode ser expressa na

forma

t

d0;
Si(t) = f Dl] (t - T) Ed’[ (22)

0

onde Dj; sdo as fungdes de fluéncia do material. A fluéncia ou creep ¢ uma deformagao
lenta continua do material sobre tensdo constante. A velocidade de fluéncia, em geral,
aumenta com a carga € com a temperatura aplicada ao material. A deformacao total, em
qualquer instante de tempo, pode ser definida como a soma da deformagdo elastica
instantdnea com a deformacdo de fluéncia (Findley et al., 1976).

A seguir serdo apresentados alguns modelos que visam representar o

comportamento viscoeldstico linear de materiais.

2.2.1. Modelos para a Representacio do Comportamento Viscoelastico

de Materiais

Como forma de simplificar e representar o comportamento viscoelastico dos
materiais, alguns modelos foram desenvolvidos utilizando-se de elementos
unidimensionais, 0s quais sdo representados por combina¢des de molas (modelos
Hookeanos) e amortecedores (modelos Newtonianos). Apresentam-se em seguida os

tradicionais modelos da viscoelasticidade linear.

2.2.1.1. Modelo de Maxwell

O modelo de Maxwell consiste na ligacdo de uma mola e um amortecedor

lineares colocados em série (Figura 1).
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Figura 1 — Modelo viscoelastico de Maxwell.

Para o modelo uniaxial de Maxwell, pode-se estabelecer as seguintes equagdes:

a) Equagdo de Equilibrio:
(2.3)
o(t) = o (t) = 0,(D)
onde o(t), q,(t) e o,(t) sdo, respectivamente, as tensdes aplicadas ao cojunto, a mola e

ao amortecedor no tempo t.

b) Equacdo de Compatibilidade: "4
£(0) = em(D) + £a(D) e
onde €(t), &(t) e g,(t) sdo, respectivamente, as deformagdes total, da mola e do
amortecedor.

Percebe-se que as tensdes atuantes nos elementos do modelo sdo iguais e
coincidem com aquela externamente aplicada, enquanto que a deformagdo total ¢ a
soma das deformagdes elastica e viscosa. As relagdes constitutivas para cada elemento

do modelo sdo como se seguem:

c) Equagdes Constitutivas:
om(t) = Een (1) (2.5)
02 () = néa(t)

onde E ¢ o mddulo de elasticidade longitudinal da mola ¢ 1 ¢ a constante do
amortecedor. Neste trabalho, o uso de um ponto (-) sobre uma variavel representa a taxa
temporal da mesma.

A partir das Equagoes (2.3), (2.4) e (2.5) pode-se chegar a equagdo diferencial

do modelo de Maxwell, mostrada abaixo:



6(t) o

S(t) = T + (26)

cuja solucdo geral pode ser determinada quando s3o conhecidas as fungdes de tensdo
o(t) ou de deformacdo e(t). Resolvendo-se a equagdo diferencial linear, ndo
homogénea, acima apresentada, utilizando como condi¢do inicial 6(0) =0, ou seja,

resolvendo-a para o teste de fluéncia (Figura 2), chega-se a seguinte equagao:
(0 = 00+00t] t 2.7
() = [+ u ex)

onde u(t) ¢ a fung@o passo unitdrio, definida como se segue:

0,par:t<0

1,par:t >0 (28)

u (o) :{

As Figuras Figura 2 e Figura 3 mostram, respectivamente, os graficos
representativos da carga aplicada (tensdes) e das deformagdes, ao longo do tempo,

correspondentes ao teste de fluéncia do material.

S (t)

o
0

t

Figura 2 — Historico de tensdo prescrita no teste de fluéncia do material.
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&(t)

i

Figura 3 — Curva de fluéncia para o modelo de Maxwell.

Percebe-se que, para 0 modelo de Maxwell, a medida que o tempo passa a
deformacdo cresce linearmente e indefinidamente, mostrando que o mesmo ndo traduz
com fidelidade o comportamento de sélidos reais para grandes tempos de analise.

Resolvendo-se agora a Equagéo (2.6) para um teste de relaxacdo, onde aplica-se

uma deformagdo constante (t) =€, (Figura 4), tem-se:

o(t) = Eg, e_%tu(t) (2.9)

cuja representacdo grafica ¢ ilustrada na Figura 5, a qual exibe a redugdo da tensdo

atuante ao longo do tempo.

(1)1

Figura 4 — Deformagao imposta ao modelo no teste de relaxagdo do material.
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G (t)

Et,

t

Figura 5 — Curva de relaxacdo para o modelo de Maxwell.

2.2.1.2. Modelo de Kelvin

O modelo de Kenvin consiste na ligagdo em paralelo dos elementos de mola e

amortecedor, de acordo com a Figura 6.

Figura 6 — Modelo viscoelastico de Kelvin.

Da mesma forma que para o modelo de Maxwell, podem-se estabelecer, para o
caso do modelo de Kelvin, as equagdes de equilibrio, de compatibilidade, constitutiva e

diferencial, como pode ser observado a seguir.

a) Equagio de Equilibrio:
) Ea d (2.10)
o(t) = om(t) + 0a(t)
b) Equacdo de Compatibilidade:

£(t) = (1) = £4(0) S
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c) Equagdes Constitutivas:
om(t) = Een (1) (2.12)
02 (1) =M, (D)

Utilizando-se as Equagdes (2.10), (2.11) e (2.12) chega-se a equacdo diferencial

para o modelo de Kelvin.

(2.13)

60 + Ce(y) = 20
gl gl

Para o teste de fluéncia, onde uma tensdo constante (o(t) =0 ) € aplicada, tem-

se a seguinte expressdo para o comportamento da deformacdo ao longo do tempo.

oy _E,
e(t) =F 1—en (2.14)
onde a deformag@o na vizinhanga de zero, ou seja, a direita de zero, uma vez que néo

existe tempo negativo, seu valor é €(0%) =0 e g(w) = % Segue abaixo o grafico que

representa tal comportamento.

e(t)

q

t

Figura 7 — Curva de fluéncia para o modelo de Kelvin.

De acordo com o grafico da Figura 7, a medida que o tempo passa a deformacao
tende ao valor da deformagao elastica correspondente a tensdo o,.
Para o teste de relaxacdo, ou seja, €(t) =€, tem-se a seguinte equagdo para

representar a tensdo ao longo do tempo:
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o(t) = g,[n6(t) + Eu(t)] (2.15)
onde 8(t) ¢ a fungdo delta de Dirac, como se segue:

0 ,set#0
o ,parit=0

5(0) :{ (2.16)

A representagdo grafica da Equacdo (2.15) ¢ mostrada na Figura 8. Observa-se
que para t =0 a tensdo tende para o infinito, uma vez que a deformagéo instantanea do

amortecedor ¢ nula.

o (t)

Et,

t

Figura 8 — Curva de relaxag@o para o modelo de Kelvin.

2.2.1.3. Modelo de Sdlido Linear Padrao ou Standard

O modelo de Solido Linear Padrdo consiste na unido de um modelo Kelvin com

uma mola linear (Figura 9).

Figura 9 — Modelo de Solido Linear Padrao.

Esse modelo proporciona uma melhor representagdo dos materiais viscoelasticos

lineares, uma vez que para uma carga inicial o0 mesmo responde com uma deformacao
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elastica devido a distencdo da mola (E;) e, mantendo-se a carga aplicada, deformagdes
devido ao modelo Kelvin ocorrem ao longo do tempo. As equagdes que representam tal

modelo seguem abaixo.

a) Equagdo de Equilibrio:
o(t) = 01(t) = 02(1)

ou

0(t) = Omz (1) = om1 (V) + 0,(1)

2.17)

onde o, (t) é a tensdo aplicada ao modelo de Kelvin e o, (t) a mola.

b) Equacdo de Compatibilidade:
e(t) = &1(D) + & (1)
ou (2.18)
e(t) =g m1(t) +emz (V)
gm1 (D) = €2 ()

c) Equagdes Constitutivas:
Om1(t) = E1gm1 (D)
Omz(t) =E 2&m2 (D)
02 () = néa(t)

(2.19)

De posse das equacdes acima, pode-se encontrar a seguinte equagdo diferencial

do modelo de Solido Linear Padrio:

E
Elzé(t) + (1 + E—;) o(t) = nE(D) + E;(0) (2.20)

Para o teste de fluéncia, tem-se a equagdo a seguir:
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Og © t
e(t) = E—O + —0(1 —~ e‘e)

com (2.21)

¢ para relaxagéo

_t E, E, t
o(t) = Eye Pgy + (1 —e P) €0

com (2.22)

_ n
E,+E,

p

2.2.1.4. Modelo de Kelvin Generalizado

Outro modelo, mais complexo, que proporciona uma boa representacdo do
comportamento dos materiais solidos viscoelasticos, ¢ o de Kelvin Generalizado. Esse
modelo consiste na ligagdo em série de n+1 modelos Kelvin. Tal modelo responde as
tensdes ao longo do tempo, tendo deformagao nula para t =0. Dessa forma, para se ter
uma deformacdo inicial, ou seja, para representar o comportamento elastico do material,

pode-se considerar 1, =0 como mostrado na Figura 10.

El En
E, 424 %
= LLE T N [—°

Figura 10 — Modelo de Kelvin Generalizado.

Para este modelo de Kelvin Generalizado com associa¢cdo de uma mola, a fungéo

de fluéncia é:
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1 1 _t=t
Dt—1t)=—+ ) —(1—-e % (2.23)
Eo Eg
g=1
com
Ng
0, = B (2.24)

onde T ¢ o tempo inicial de referéncia.
Na literatura, por exemplo Barbero (2007), outros modelos para representar o

comportamento viscoeldstico podem ser encontrados.
2.3. Influéncia da Temperatura

Em geral, o comportamento viscoelastico se acentua quando o material absorve
umidade ou é submetido a aumentos de temperatura (Marques, 1994).

Suponha-se um corpo viscoeldstico linear submetido a uma temperatura T para a

qual as fungdes de relaxagdo sdo dadas por Cj;(t, T. Adotando-se T, como temperatura

de referéncia, € possivel definir fung¢des Lyj, dependentes de 1 og (t)tais que

Cij(t, To) = Ly (log(t) (2.25)

Um material é termo-reologicamente simples se suas fungdes de relaxagdo

satisfazem a condigdo (Muki e Sternberg, 1961 apud Marques, 1994)

O qual pode ser observado na Figura 11
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Cij

Cii(t.T)

log(t) log(Gii)  log(t)

Figura 11 — Curva de relaxacdo para um material termo-reologicamente simples.

d¥;(T)

com W;;(Ty) =0 e o

>0. As fungdes W;;(T) sdo aqui denominadas como fungdes

de transla¢do do tempo.
que
1ofTy) =100 + Wy(T) (2.27)

onde j; sdo os tempos reduzidos. Fazendo-se

1 Ol(Xij (T)) = —¥;(T) (2.28)

pode-se reescrever a Equacdo (2.27) da seguinte forma:

Loy(¢) =1048) =1 oy (x5(T)) (2.29)

Logo,

1 01(%) =1 os(xi,-(T)) (2.30)
ij

que implica em
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_ t
X (D

Gy (2.31)

onde x;; (T) sdo fatores de translagdo do tempo (skifi factor). Com isso, pode-se escrever

Cy(t T) = Ly [l 01()(_%)] (2.32)
ij

Fisicamente, {j; representa o tempo para o qual a fungdo de relaxacio Ci]-,
correspondente a temperatura T, tem o mesmo valor que Ci]- no tempo t € na
temperatura T (Marques, 1994).

Quando a temperatura do corpo muda com o tempo, os tempos reduzidos podem
ser obtidos pela expressdo (Morland e Lee, 1960 e Lin e Hwang, 1989 apud Marques,
1994)

_ft 1 2.33
% = o Xii(T(1)) ’ 33)

De forma similar, pode-se estender as equacdes apresentadas acima para um

corpo submetido a distribui¢des uniformes de temperatura (T) e de umidade (H). Assim

sendo,
onde (T, 1) =0, AT g VAT

Com base nas equagdes apresentadas anteriormente, pode-se escrever
1ofTy) =1 0g0) + Wy(T, H) (2.35)

Fazendo-se
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1 Ol(Xij (T, H)) = —¥;(T,H) (2.36)
chega-se a:
t
Gj = PGAD) (2.37)
onde
Y d 2.38
= f X (T, H(D) (238)

Os fatores de translagdo de tempo devem ser encontrados em laboratorio através
de testes de fluéncia ou relaxacdo, considerando diferentes combinagdes de temperatura
e umidade (Crossman et al., 1978 apud Marques, 1994).

Uma aproximagdo para esses valores pode ser encontrada em Halpin (1968,

apud Marques, 1994), dada por:

1

i (0 ) = ey

(2.39)
onde xg indicam fatores de translagdo do tempo para uma temperatura T e um teor de

umidade constante H, e x{']-’ sdo os fatores de translagdo do tempo correspondentes a

uma umidade H e uma temperatura constante T.

2.4. Meétodo das Variaveis de Estado (MVE) para avaliacio das

deformacdes viscoelasticas de materiais anisotropos

Neste topico serdo mostradas as equagdes para o método das variaveis de estado,
método este que permite o calculo analitico das deformagdes de um passo, tendo como

base apenas os valores das tensoes ¢ deformagdes do passo anterior.
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A deformagdo pode ser relacionada com a tensdo para um tempo t através da

seguinte relacdo.

t
_ do;
(0 = [ Dy(TH -0 S dr (2.40)
0

onde ﬁi]- (T, H, tsdo chamadas de fungdes de fluéncia do material para temperatura T ¢
umidade H.

Tendo Ty e Hy como temperatura ¢ umidade de referéncia, respectivamente, ¢
aplicando o Principio da Superposicdo Tempo-Temperatura-Umidade, pode-se escrever

as fun¢des de fluéncia como:
Dyj(To, Ho, §) = Dy (T, H, ) (2.41)

onde Dy representam as fungdes de fluéncia para a temperatura e concentragdo de
umidade de referéncia, assim como j; representam os tempos reduzidos.

Substituindo a Equagdo (2.41) na Equagéo (2.40), chega-se:

t ao'
& (t) = f Dl] (TO' HO! le - Z;]) _a"[] dt (242)
0

1
T
xij (T, H)

onde Jj; = | Ot

Integrando por partes a Equagao (2.42), tem-se:

Ho, & — 3j;)
Jat

&:(t) = Dy (T, H,0)0;(t) — f 9D (To o;(0)dt (2.43)
0

O comportamento das fungdes de fluéncia ao longo do tempo pode ser
aproximado por uma série de Dirichlet-Prony, que consiste de decaimentos

exponenciais
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<<l] (1])
p
Dy (To, Ho, & — ;) = DY Z DPl1—e \ % (2.44)

onde Dg, D e Op sdo parametros que dependem do material, devendo ser determinados
em laboratorio ¢ 95 sdo conhecidos como tempos de retardacdo do material. Uma

importante colocacgdo sobre a Equacdo (2.44) é que a notacdo indicial de somatério nédo
deve ser aplicada, uma vez que os indices sdo referentes a componente.

Aplicando-se a derivada em relagdo a T na Equagdo (2.44), tem-se:

, %ij =3
0D;;(To, Ho, G — Zij) =D} ail, _< P ]>
= e ij (2.45)
ot e?. ot
p=1 1
onde
G f 2 d (2.46)
PR — —_— ‘[ .
o Xy (T, H)
logo,
6({]- 1
= 2.47
ot x;(T,H) 247
Dessa forma, substituindo a Equacdo (2.47) na (2.45), chega-se a:
, n _p (ij—({j
o0ytototy =) 1308 (% s
ot Xu (T,H) Of.
p=1 U

Com isso, pode-se substituir a Equagdo a (2.48) na (2.43), encontrando-se a

seguinte equacao:
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t 4 n P _((irp({,-)
s-(t)zﬁ--(T,H,O)G-(t)+f —Z—”e 8 o;(Ddr (2.49)
i ij j o Xij (T, H) = Og
ou
noot
£1(0) = Dy(T1,0)5,(0 + . [ Foy(odr (2.50)
0
p=1
onde
%i—Gij
O )
1 Dy (65) 2.51)

FP=————¢
Y X (T, H) 95

Pode-se ainda reescrever a Equagéo (2.50) como segue:

(0 = Dy(TH, 000+ ) > f () @:52)
p=1j=1

onde

(pﬁ(t) =fF§(t, Toj(D)dr (2.53)

0

ndo devendo ser aplicado o somatdrio devido aos indices, uma vez que o indice j é dado

na variavel cpﬁ(t). O numero de elementos Kelvin ¢ definido pelo indice n e m ¢ o

numero de componentes do vetor de tensoes.

Observando a Equacio (2.52), percebe-se que a mesma é composta por duas
partes, uma que estd explicita e diretamente relacionada com a tensdo e outra parcela
que leva em considerag@o as propriedades viscoelasticas do material. Dessa forma pode-

se dizer que a deformacao total ¢ composta por uma parte elastica
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Sf’ (t) = 51] (T, H, O)G] (t) (254)

e outra viscoelastica

el (t) = zn: i o} (©) (2.55)

p=1j=1

Logo, percebe-se que para se obter o valor da deformagdo viscoelastica é

Ari lculo d P. Tais val d trad lvendo- <
necessario o calculo dos ;. Tais valores podem ser encontrados resolvendo-se, através
de técnicas numéricas, o seguinte sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem,

que se trata da derivada dos cpﬁ:

e
0t xuu(T,H6], ™ xa (T, H) 67,
a(plfz 1 1 Dll)2
+ D =———— 2 0,(t
3t xua(T, BOP, P12 7 %, (T, B 6P, 10, (2.56)
a(p1333 1 1 DI3)3

P =Bt
0t xs3(T,H)63, P33 X33 (T, H) 0%, ()

O desenvolvimento matematico para se encontrar as Equacdes (2.56) encontram-
se no Apéndice A.

Segundo Creus (1986), o procedimento descrito acima para avaliagdo das
deformacgdes viscoelasticas pode ser chamado de Método das Varidveis de Estado.

Outra maneira de se determinar as deformagOes viscoelastica é através do
procedimento mostrado a seguir. Usando-se as Equacdes (2.51) e (2.53), pode-se

€screver:

tat 1 pP _(cu +A<;i‘<fi>
p — . | 85 , 2.57)
@;:(t+ At) = f e j oi(t)dt (
) o Xi(T,H) Gﬁ )
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A integral da Equagdo (2.57) pode ser dividida em duas partes, uma para o
intervalo [ 0, tg outra para [ t, t+At]onde admite-se que o;(T) € constante no ultimo

intervalo, sendo igual a o;(t). Assim, tem-se:

¢ 1 Dﬁ _((ij+Ae(;j—(i’j>
P(t+Ab) :f ———e i Joj(t)dr
i o Xij(T, B 6} )
, (2.58)
ft oo pP _(Zii*'Ae(;i‘(ii)d o
+ — T~ € j Toi(t
¢ Xj(T,H) eﬁ :
Observando-se que % = (; 5 ¢ utilizando a Equacdo (2.58), pode-se mostrar
1] ’
que
), o)
p p
@l(t+ A0 = (e \%/ +DP[1—e \%/|0;(0) (2.59)

J )

A deducdo da Equagdo (2.59) encontra-se no Apéndice B. A equacdo acima
fornece para o tempo t +At o valor das variaveis de estado em funcdo dos valores das
mesmas e das tensdes para o tempo t. Ressalta-se que para t =0 as variaveis de estado
sdo nulas.

E importante salientar que o procedimento exposto acima, para o calculo das
variaveis de estado, ¢ somente valido quando sdo adotados intervalos de tempo para os
quais os valores das componentes de tensdo possam ser considerados praticamente
constantes. Assim, quanto menor forem tais intervalos de tempo, mais preciso sdo o0s
resultados (Marques, 1994).

De posse da Equagdo (2.59) pode-se calcular a deformagdo para um proximo

passo de acordo com a seguinte equacgao:

€V (t+ At) = z Z P (t + AD) (2.60)

p=1j=1
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2.5. Avaliacio do comportamento viscoelastico para estados de

deformacio desviador e volumétrico

Como observado no topico anterior, para se encontrar as deformagdes
viscoelasticas em um determinado tempo, sdo necessarios o campo de tensdo do passo

anterior e as propriedades referentes aos modelos Kelvin, chamadas de Dg e Oﬂ.

Considerando que o estado de tensdo em um ponto pode ser decomposto em dois
estados particulares (Figura 12), conhecidos respectivamente como estados volumétrico
e desviador, € possivel a dedugdo da formulagdo viscoelastica tendo como base tal
decomposicdo. Vale também ressaltar que varios materiais usuais da engenharia
apresentam comportamento viscoelastico para estado de tensao desviador e eldstico para
estado de tensdo volumétrico.

O estado de tensdo, ou de deformagdo, desviador é obtido subtraindo-se do
tensor tensdo, ou deformagdo, um tensor diagonal com componentes ndo nulas iguais ao

valor dado pela média das tensdes, ou deformagdes, principais.

Estadode Estado de tenséo Estado de tenséo
tenséo total volumétrica desviadora

T2z Om S22

C¥237Q"02

01

O (5]
«— oy }% e §
O13

033

X2 J, ],

.Sll

>

Figura 12 — Decomposi¢do do estado de tensdo.

Na Figura 12, o, € a média aritmética das tensdes normais e S;; € a componente

de tensdo desviadora atuante na direcdo j e sobre o plano que tem como normal a

direcdo i.



26
Reescrevendo a Equagéo (2.42) para o estado desviador tem-se
N (t) =f bs(t—D—de (2.61)
0

onde n;;(t) ¢ a componente da deformagdo em um tempo t e Yg ¢ a fungdo de fluéncia
para o estado desviador. Escrevendo cada uma das componentes da deformacdo
desviadora e substituindo S;; =0i; — 8;;0r,, onde & € o delta de Dirac, chega-se a

seguinte relacdo:

(6011\

| at |

l9c,, |
l{ﬂn(t)\l | ot I
l‘hzgl : | 9033 |
UEEIA B ot
{nzs(t)}_folp s(t T)[A\]{aozs}dT (2.62)
IO | I ot I
N42(0) I6013I

Jt

| 6., |

W
onde

[2/3 -1/3 -1/3 0 0
|-1/3 2/3 -1/3 0 0
[A\]:I—1/3 -1/3 2/3 0 0 4

2.63
| o 0 o 1 0 ol (2.63)
| o 0 o o0 1 ol
| o 0 o 0 0 1

De forma similar, pode-se escrever a Equagdo (2.42) para o estado volumétrico,

resultando em:



t
0
eVol(t) = 3e = f Pi(t—1) Tom 4
o Jdt

onde £V

volumétrico.

Desenvolvendo-se a Equagéo (2.64), pode-se chegar a seguinte expressio:

(6011\
| ot |
L
e(t) | Ot |
I(e(t)\l | 0033 |

| |
Lo )

onde

/9 1/9 1/9 0 0
[1/9 1/9 1/9 0 0

[B]_I1/9 1/9 1/9 0 0 0

“lo o o o0 o o
lo o o o o ol
lo o o o o o

PO =y xe-arm] 2 Hoe
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(2.64)

=g€q11 +€,; +€33 =3e e Yg ¢ a funcdo de fluéncia para o estado

(2.65)

(2.66)

Com base no exposto acima, as componentes da matriz constitutiva viscoelastica

tem a seguinte forma:

a) Para estado desviador:

o
cCoOoRr kR
cooRrRrRrR

SO R O OO

O, oo ©OO

=
wnuln

oo

G

= o
[EE——

(2.67)
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onde ¢ e G sdo as constante do amortecedor e da mola, respectivamente, para p-ésimo
elemento Kelvin em estado desviador.

b) Para estado volumétrico:

[1 1 1 0 0 O]
1 1 10 0 0
P _ p p |11 1 1 0 0 O0lng
lO 0 0 0 O Ol
lO 0 0 0 O OJ

onde Nk e K& sdo as constante do amortecedor e da mola, respectivamente, para p-
¢simo elemento Kelvin em estado volumétrico.

Como as componentes de 0 estdo diretamente ligadas a razdo entre a constante
do amortecedor () e a constante da mola (G e/ou K), para estado desviador e/ou
volumétrico, para sua composi¢cdo foram adotados valores unitarios nas posicdes nao
nulas das matrizes A e/ou B, respectivamente.

Neste trabalho, por se tratar de uma analise bidimensional, as matrizes A ¢ B
foram reduzidas para o caso de estado plano de tensdo (EPT) e de deformacdo (EPD),
como apresentadas a seguir:

a) Estado plano de tensdo

(9011)
(€11(EOY | ot |
) d
{2t = st Dt ]+ - D1 B} {22 .69)
€33(t) | 96, |
ot
onde
2/3 -1/3 0 1/9 1/9 0
e R I S S K B S Sl (2.70)
-1/3 -1/3 0 1/9 1/9 0
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b) Estado plano de deformagéo

(6011\
| 0t |
£11(0) . | 0022 |
220 ( _ 7 , 0
{ (t)} = | st = DB 7 7
0 I ot |
|6033|
dt
onde
2/3 -1/3 0 -1/3 1/9 1/9 0 1/9
(At =I_%)/3 730 T e B =l1{)9 e 1{)9‘ @72)
~1/3 -1/3 0 2/3 1/9 1/9 0 1/9
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3 Formulacdao Viscoelastica da Teoria de

Volumes Finitos Bidimensional

3.1. Consideracgoes Iniciais

A formulacdo conhecida como Finite Volume Direct Averaging Method
(FVDAM) (Bansal e Pindera, 2003; Zhong et al., 2004) tem se mostrado adequada para
analises macro/micromecanica de materiais. Uma nova versdo desta teoria é a
Parametric Formulation of the Finite-Volume Theory (PFFVT) (Cavalcante, 2006;
Cavalcante et al., 2007a, b), que incorpora um mapeamento paramétrico que possibilita
uma modelagem eficiente de microstruturas e contornos curvos, que podem ndo ser tao
facilmente modelados utilizando subvolumes retangulares, os quais sdo empregados na
FVDAM.

Neste capitulo, apresenta-se um modelo numérico para a analise bidimensional
de estruturas de materiais heterogéneos com constituintes viscoelasticos lineares. Tal
modelo tem como base a formulagdo paramétrica da teoria de volumes finitos (TVF)
proposta em Cavalcante (2006) e emprega o método das varidveis de estado para a

avaliag@o das deformagdes viscoelasticas (Marques, 1994).
3.2. Equacoes Incrementais da Mecanica do Continuo Bidimensional

As equagoes diferenciais de equilibrio para um corpo continuo bidimensional em

um tempo genérico t sdo apresentadas a seguir:

do11(t) + 0012 (1)
0%, 0%,

+b, (1) =0 (3.1)

d01,(1) n 00,,(t)

i, 5, HP0=0 (3.2)
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onde 0,1, g, € 0, representam as componentes de tensdo em relagdo a um sistema de
coordenadas cartesianas (X1, %) ¢ b; e b, sdo as forgas de volume nas diregoes (x1, %),
respectivamente.

Para um instante t + At as seguintes expressdes podem ser utilizadas:

Gll(t + At) = Gll(t) + AGll
012 (t + At) = 012 (t) + AGIZ (3.3)
0,4, (t+ At) = 0,,(t) + Aoy,

onde Acy;, Aoy, e Ao,, indicam os incrementos das componentes de tensdo
correspondentes ao intervalo de tempo At. Com base nas Equacdes (3.1)-(3.3), podem-

se deduzir as equagdes incrementais de equilibrio, apresentadas a seguir:

dAo dAo
— T L Ab, =0 (3.4)
0%, 0x,

0A0 4, N dAc,,
0%, 0%,

+Ab, =0 (3.5)

onde Ab, e Ab, sdo incrementos temporais das referidas forgas volumétricas.
Para o tempo t as relagdes deformagdes-deslocamentos podem ser escritas de

forma vetorial como segue:

ou,(t) Ju,(t) Jduy(t) N ou, (t)

{e} [e11()  £2,(0) v12(D)] 3%, a%, 9%, 9%, (3.6)

ou, na forma incremental, como:

AT = [A A A dAu; 0Au, 0Au; N E)Auz] 37)
= [Ae € = .

{Ae} [Agqy 22 Ayiz] ax%, 9%, 9%, ax,

As variaveis u, e u, indicam as componentes de deslocamentos segundo as direcdes x;

€ Xs,.
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Para o caso de um soélido viscoelastico linear submetido a cargas mecanicas e
térmicas, as equagdes constitutivas, reunidas na forma vetorial e relativas ao tempo t,

sdo dadas por:

022(t) C;y Cpz O €22() ¢ — sgz(t) — S‘zlz(t) (3.9)

011(t) [Cn Cqp O] €11(t) el (D) &)1 (t)
012(t) 0 0 G Y12(1) 0 vy, ()

ou, em forma compacta,

{o(®} = [Cl{e®} - {eTM} — ' ®OD (3.9)

onde [ C]é a matriz constitutiva elastica linear do material, assim como {e7(t)} e {€V(t)}

sdo, respectivamente, os vetores de deformagdes térmicas e viscoelasticas para o tempo

t.
Em termos incrementais, a Equacdo (3.8) se expressa na seguinte forma:
Aoy Ci1 Ciz 0]/ (Aenn Ael; AeY;
{Aﬁzz} = [Cm Cyy O] {Aszz} —94eL o — AeY, (3.10)
Aoy, 0 0 Gl\\Ayy, 0 AYY,
ou
{Ac} = [C]({Ae} — {Ae} — {Ae"}) (3.11)

3.3. Formulacio Paramétrica Bidimensional Termoviscoelastica da

Teoria de Volumes Finitos

Assim como no método dos elementos finitos, para o estudo do comportamento

de um solido através da formulagdo paramétrica da teoria de volumes finitos, o dominio
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do mesmo deve ser discretizado em pequenos dominios, com geometria quadrilateral,

chamados subvolumes, tal como mostrado na Figura 13.

.
y
4

y N

y
4
r A

4
y
\\\.

L

\

Figura 13 — Discretiza¢do do dominio em subvolumes quadrilaterais.

Cada subvolume tem geometria e localizacdo definidas pelos quatro vértices e
quatro faces como mostrado na Figura 14, onde também se apresenta o esquema de
mapeamento expresso por uma correspondéncia entre coordenadas (X,y) cartesianas e

(m, € paramétricas, conforme exposta no Apéndice C.

(-1,1) (1,1) (x4,y4) F3  (x3.y3)

F4
e F2

(-1,-1) (1,-1) y Fl
(x2,y2)

X
Figura 14 — Parametriza¢@o do subvolume bidimensional.
Os deslocamentos dentro de um subdominio ¢ relativos a um tempo t sdo

aproximados por polindmios do segundo grau conforme mostrado abaixo (Cavalcante,

2006):
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1 1
uy () = Ui(oo) + T]U;(m) + EU;(Ol) + 5(3712 - 1)U§(20) + 5(352 - 1)U§(02) (3.12)

1 1

t

onde os valores Ujqn

representam coeficientes dos campos polinomiais de
deslocamento u, (t) e u,(t).
Os incrementos de deslocamentos referentes ao intervalo At s3o, por sua vez,

€Xpressos na forma:

1 1
Auy = AU; (og) + NAU; 10y + EAU; (o1 + 5 (3N? — 1)AU; 20 + 5 (382
1 1(00) + NAU1(10) + §AUs01) 2( N )AUs 20y 2( g (3.14)

— 1)AU;(gp)

1 1
Au, = AUy g0y + NAU(10) + §AUZ 01y + 5 (3n% - 1)AU, 50y + 5(322 (3.15)

— 1)AUy02)

onde AUjyn) sdo os coeficientes do campo aproximado dos incrementos de
deslocamentos.
Derivando-se os campos incrementais de deslocamentos (Au; e Au,), dados

pelas Equagdes (3.14) e (3.15), em funcdo das coordenadas paramétricas (1 e §), obtém-

S€:

63:]“ = AUy 1) + 314U; (59, (3.16)
631;1 = AUy o) + 380Us (03 (3.17)
0Auz _ AU, 1) + 30AU5 20, (3.18)

on
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JdAu,

a—z = AUZ(OI) + SEAUZ(OZ) (319)

Os valores médios das derivadas que figuram nas Equagdes (3.16)-(3.19) nas

faces do subvolume sdo definidos a seguir:

1

JdAu, JAu,
an f=2.4 2 J an
1
(6Au1 1 f dAu, dt = AU (3.21)
=5 = 1(01) .
a¢ f=2.4 2 J a¢
1
(6Au1 1 f JAu, q AU (3.22)
=5 N = AV1ix10) .
an f=13 2 J an
1
0Au 1 [0Au
a ! = E f a ! dT| = AUl(Ol) i 3AU1(02) (3.23)
§ 1y 20 08
1
0A 1 [0A
auz = E f auz dE = AU2(10) i 3AU2(20) (3.24)
M lg=ze <7 0N
1
(E)Auz 1 faAuz dE = AU (3.25)
=5 = 2(01) .
a% f=2.4 2 J a¢
1
((’)Au2 1 f dAu, q AU (3.26)
=5 N = AUzx0) .
an f=13 2 an
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1

1 [0Au, dn = )
=5 n = AUy(o1) & 3AU3(o2) (3.27)
=13 2 0%

dAu,
a3

(

-1

onde f representa a face na qual se estd aplicando ou calculando a quantidade
considerada. Com isso, para ff variando de 1 a 4, tem-se a seguinte sequéncia de faces

§=—1,n1=1,8& =1 en=—1. Para explicar a notagdo utilizada acima, tem-se que

(62:]11 representa a média da derivada do campo de deslocamento incremental Au;
f=1, 3
nas faces onde f =1 e 3. Por conveniéncia, as Equacdes (3.20)-(3.27) podem ser

organizadas na forma de matrizes, como segue:

((E)Aul\ (AU1(10)\
I on I IAU1(01)I
|(a§g1| 10 43 000 0 0 |231(zo>|
lo1 0 000 0 o0 1(02)}

{I(aAull} “loo 0 010 8B 0 iAUZ(m)I (3.28)
o | 00 0 001 0 AU o1 |
|(6AU1 | |AU2(20) |
k lik3 } =24 AUj02)
((E)Auz\ (AU1(10)\
I on I IAU1(01)I
|(aggz| 100 0 000 O |2E1(zo>|
010 4 0 0 0 0 1(02)

{(E)Auz} “flo 00 0 10 0 o0 {AUZOO)} (3.29)
| | | |
A 000 0 0 1 0 3]/lauyg,|
| (E)Auz | |AU2(20) |
k a¢ } f=13 kAUZ(OZ)}

Podem-se encontrar as derivadas dos campos incrementais de deslocamentos
médios nas faces do subvolume em relacdo as coordenadas cartesianas com aquelas
relativas as coordenadas paramétricas, através da matriz inversa da Jacobiana, conforme

indicado abaixo:
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I{(aé)Aul\l I{(agul\l
X n
i(amili | 2B |
0x _|n o] 743
4 aAéz} _[[0] ﬂ“ 0Au, } (3.30)
I( 0% I I( an I
| aAuzl | E)Auz |
k( E)XZ} f=2.4 k( 13 J fe2a
|( (6Au1 \I |( (6Au1 \I
| ;Z‘l | | aa“ |
| ( U | ) | ( Auy |
0x |1 [o 13
{ c’)Auz2 } _[[o] ‘ﬂ,“ dAu, } 3.31)
I( 0% I I( an I
| aAuz | | E)Auz |
U dx, } f=13 k( 013 J f=13

onde [] e [ 0]sdo a inversa da matriz Jacobiana e uma matriz composta por termos
nulos, respectivamente. Tais matrizes sdo quadradas de ordem 2. O calculo da inversa
da matriz Jacobiana e algumas considera¢des utilizadas na parametrizagdo do dominio
encontram-se no Apéndice C.

Logo, de posse das derivadas dos campos incrementais de deslocamentos em
relacdo as coordenadas cartesianas, as deformagdes médias nas faces podem ser
calculadas utilizando-se as relagdes entre as deformagdes e os deslocamentos, em

conformidade com a Equagéo (3.7), como seguem:

((E)Aul\
o
0Au

(Mg l (ax L
(Mg, =[E]{ oA, } (3.32)
(Ay1z f=2, 4 I(6X1 I

| (E)Auz |

k 0x, } f=2.4
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( (6Au1 \
Ny
| dAu, |
(Agqy ( 9x
(Ae,, =[E]{ ’ } (3.33)
(A (E)Auz
Y12/lg=1, 5 I 0xq I
| (E)Auz |
k 6X2 } f=1,3
onde [ E]tem a seguinte forma:
1 0 00
[E] = [O 00 1] (3.34)
011 0

De posse das médias das deformagdes incrementais, pode-se facilmente
encontrar as respectivas médias das tensdes incrementais, utilizando-se a relacdo
constitutiva apresentada na Equacdo (3.10). Considerando-se os valores incrementais

médios em cada face, resultam as seguintes expressoes:

(Aoyy (Agqy (Ae], (e
Aoy, = [C]| {(Aeaz ¢ — (Ael, ¢ — (Aey, (3.35)
(Ao, f=2.4 (By1, 0 (&vY, =24

e
(Aoyy (Agqy (A, (e
Aoy, = [C]| {(Aeaz ¢ — (Ael, ¢ — (Aey, (3.36)
(Ao, f=13 (Ay1z 0 (AyY, f=13

Aplicando-se a formula de Cauchy, obtém-se a relagdo entre o vetor e o tensor

de tensdo médios incrementais, na forma
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{{At} = [(Ac]{n} (3.37)

ou

{(At1} _ [(Aoy,y (A012] {21} (3.38)
2

(At [(Aoy, (Ao,

onde (At; e n; representam as componentes de tensdo incremental média e do vetor
unitario normal externo na face em questao e na dire¢do i, respectivamente. Assim, para

cada face tem-se:

(@lerzss= ([ o, w]t@) (3.39)
onde { Ao}t =[(Acy;, (Ao,  (Aoys,].

Reescrevendo-se na forma matricial, chega-se:

({(At}lg=1) ({{Ac}e-1)

i el Ll @40

(At ey ) (a0} ls—s

onde [ D] ¢ uma matriz composta pelas componentes dos vetores normais as faces do
subvolume (Apéndice D).
Substituindo-se as Equagdes (3.35) e (3.36) na (3.40), resulta:

(A8 g=1) ((Ae}lp=y  [(Aeer) (A"} o)
{05 | _ S 1 S F Y | Y O PO
Hait=mre gt J,{(AST}M:J J,{(ASVHH} NG

(At} 5o \ae}lps) (AT eee) {2V} 1= )
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Através da substituicdo das Equagdes (3.28)-(3.33) em (3.41), pode-se encontrar
a relacdo entre as componentes do vetor incremental médio de tensdo e os coeficientes

do campo de deslocamento, como segue:

(AU1(10)\

IAU1(01)I
(08 [Aiao| [((am) (e
(0 k| _ 5 ) AU (0T boa| | {0} s
Voo it = s - IED RS TEES A SR
\(ag - iAUz«mi (@ o) (0%} ko)

AUy 20

AUZ(OZ)}

onde [A] = [D] C] E] B] A]. As matrizes que aparecem na definiio de [A] sdo
encontradas no Apéndice D.

Os coeficientes AU; da Equagdo (3.42) podem ser obtidos através do calculo dos
incrementos de deslocamentos médios nas faces, utilizando-se as equagdes apresentadas

abaixo para as direcdes horizontal e vertical, respectivamente,
L 1
AU1F1 =(Auy g4 = 2 fAlh dn = AU1(00) - AU1(01) + AU1(02)
-1
1 1
Auyg, = (Auy =, = 5 fAu 1d§ =AUy g0y +AU 1(10) +AU 1(20)
-1
1 1 (3.43)
Au1p3 = (Auylg=3 = 2 JAU 1dn =AU 1(00) +AU 1(01) +AU 1(02)
-1
. 1
AU1F4 = (Auy gy = 2 fAu 1d§ :AU1(00) - AU1(10) +AU 1(20)

-1



Au2F1 = (AUZ |If=

Auyp, = (Aug |-

Au2F3 = (AuZ |If=

Auyg, = (Aug |-

Colocando-se as Equagdes (3.43) e (3.44) na forma matricial, tem-se:

(Aie) o
AuiFZ ¥ _ 1
1 AuiF3 1 0
(Auig, ) 1

1
1
1= 2 fAuz dn = AUz(oo) - AU2(01) + AU2(02)
21
. 1
2= 5 fAu 2 A& =AUy g0y +AU 3(10) +AU 520
21
. 1
3= 2 fAu ,dn =AU 2(00) +AU 2(01) +AU 2(02)
21
1
1
1= fAuz d§ = AUz 0y — AUz 10y + AUz(20)

-1

—1 0 17 [8Vian} {AUioo)
0 1 0 JAUi(Ol) N AUi(00)¥
1 0 1|AUige |  |AUico) |
0 1

0 kAUi(OZ)} kAUi(OO)}
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(3.44)

(3.45)

Dessa forma, explicitando-se os coeficientes AUj1g), AU1), AYz0) € Aloz)

da Equacgéo (3.45), chegam-se as seguintes expressoes:

1
AUj(10) = > (Aujg, — Au;,)

1
AUjo1y) = > (Aujp, — Aujg,)

1
AUia0) = 5 (At + Auyp, ) — AUj(o)

1
AUi(OZ) = E (Au

1F1

+ AuiF3) - AUi(OO)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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Considerando-se que os coeficientes AUy g9y € AUy g0y ainda sdo desconhecidos,
faz-se necessario o uso das equagdes diferenciais de equilibrio, Equagdes (3.4) e (3.5),
como expressdes adicionais. Utilizando-se as Equagdes (3.6), (3.10), (3.14)-(3.19),
podem-se deduzir as seguintes derivadas que figuram nas referidas equagdes

incrementais de equilibrio:

0Ac - _
6X111 = 3C11[U11)2AU1(20) + (]12)2AU1(02)]
- _ o 0AT
+3C 12(_]11]21AU2(20) +]12]22AU2(02)) —(Cpp04 +C 120‘2)6_Xl (3.50)
c 0AeY, dAeY,
11 3%, 12 3%,
dAo,, - - - - - -
9%, = 3G[(]21)2AU1(20) + (]zz)ZAU1(02) + J11J218U5 20y + ]12]22AU2(02)]
(3.51)
_ GaAY\{z
0x,
0how, _ 3G[11)21AU1 20 + J12)22AU102) + (11)?AU00) + (12)2AU; 02 ]
ax, 11J218Y120) T J12J228VY1(02) 11 2(20) 12 2(02)
(3.52)
_ GaAY‘{z
0x4
JdAo,, - - -
9%, = 3C21(T11]21AU1(20) + ]12]22AU1(02))
- - 0AT
+3C22[(]21) AUz 20y + (J22) AUz(oz)] —(Cz10q +C zzaz)a_xz (3.53)

dAeY dAeY.
—Cyy it Cyy 2/ 22
0%, 0%,

onde a; e a, sdo os coeficientes de expansdo térmica nas dire¢cdes X; € X,
respectivamente.

Substituindo-se as Equagdes (3.50)-(3.53) nas equagdes de equilibrio, tem-se:



43

3C11[(T11)2AU1(20) + (T12)2AU1(02)] +3Cq2 (T11T21AU2(20) + T12T22AU2(02))

+ 3G[(T21)2AU1(20) + (Tzz)ZAUuoz) + T11T21AU2(20) (3.54)

- - OAT
+ ]12]22AU2(02)] +Ab; — Ty Fr AV, =0
1

3G[T11T21AU1(20) +T12T22AU1(02) + (T11)2AU2(20) + (T12)2AU2(02)]

+ 3Cy4 (T11T21AU1(20) + T12T22AU1(02))
AT (3.55)

+3C [(T21)2AU2(20) + (Tzz)ZAUz(oz)] +Ab, — FZK
2
- AVZ = O

onde

[} = Cii04 + Ciz0p

(3.56)
[ = G0 + Cppap
e
E)Asn dAeY, oAYY,
AV, =C G
1 11 a 1 12 axl + aXZ
dAeY dAeY aAYY. G:37)
€ €
AV, = G,y o1t 11 ’s 22 1 G Y12
0%, 0%, 0x4

Isolando-se os coeficientes AUy 50y, AUq(g2), AUzz0) € AUy(g2) nas Equagdes

(3.54) e (3.55) e reorganizando-os na forma de um vetor, chega-se a seguinte relacdo:

Wi, Wi Wi W14] AU1(02) 1 {Ab1} _ l{ " ox } _ E{Avl} =0 (3.58)
Wor Wop Wiz Wy, AU2(20) | 3 Aby,) 3 O0AT 3 (AV, ’

kAUZ(OZ)} ' EJ

onde
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Wiy = C11(J11)*+G(J21)?
Wiz = C11(12)°+G(22)?
Wiz =C1pJ11)21 +G 11)21
Wis =C1oJ12)22 + G 12)22
Way = haJ21(G+C )

Waz =J12J22(G+C21)

Wa3 =G (J11)* +C22(21)
Was = G(12)* + C22(22)

(3.59)

Substituindo-se as Equagdes (3.46)-(3.49) em (3.58), chega-se a seguinte

expressao:

Wi, + W, Wys + W14] {AUl(OO)}
Wo1 + Wyy  Woz + Wou [ (AU, g0

IfAu1F2 +Au 1F4\|

_ 1 Wii Wi W3 Wy, Aull=1 +Au 1F3 ¥ 1 {Ab1}

—_ E W21 W22 W23 W24 IAUZFZ +Au 2F4 I 3 Abz (3 60)
kAuZF1 +Au 2F3}
r 0AT
-3 oart-3lav)
3] ot " 3lav;
z E)Xz}
ou, em forma compacta,
( \
i AU1F2 + AU1F4 | (Ab1 _ l"l 0AT _ Avl\
01 (g ) = o1 o | e b4 2 ool @61
AUZ(OO) 1 AuZFZ + Au2F4 1 3 Ab -T E)AT _ AV ’
kAuZF1 + Au2F3} k zZ 29y, 2}
onde
Wi + Wy, Wi+ W14]
= 3.62
L] Wo1 + Wy, Wy + W,y (3-62)
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[9]:1 Wip Wi Wi W14]
2IW31 Wy, Wy Wy

(3.63)
Da mesma forma que em Cavalcante (2006), foram utilizadas as médias no
volume para os termos dependentes da temperatura que figuram na Equacdo (3.61).

Assim sendo, resulta:

{Aule + Au1F4\I

AU1(00)} Augp, + Auy g
= [0 +{A 3.64
01 {yy =1 ]J.Auzm N Aum} ) (3.64)

kAuZF1 + AuZFSJ

onde

1 (Ab; — Iy (J11ATy (10 + J12AT — AV,
{ 1 1611 1(10) J12 1(01)) 1} (3.65)

{ay} =< .
3 (Ab, — T (Tz1AT1(10) + ]zzAT1(o1)) — AV,

Isolando-se os incrementos de coeficientes AUy g9y € AU, (gp) € utilizando-se as

Equagdes (3.46)-(3.49), pode-se chegar a seguinte relagio:

(AUI(IO)\ (AulFl\
! AUy o1 ! ! Augp, |
| AU120) | | Auip, |
AUI(OZ) s AuZFZ _1
4' . I} = (B{ " I} - IN] b1 ) (3:66)
I AUZ(Ol) I I Au2F3 I
|AU2(20) | |AU1F4 |
kAUZ(OZ)} kAUZFJ

onde [B] = [P] — [N] b]~%[6] M]. As matrizes [P], [M] e [N] sdo apresentadas no
Apéndice D.
Com isso, pode-se substituir a Equacdo (3.66) em (3.42), chegando-se ao

seguinte sistema de equacoes:
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(AU1F1
/ |Au2F1\I \
({08 o) i |Au1m | I
i 1A e A
{ At} k- | | Auzp, | |
\ |§u1F4 / (3.67)
u2F4

/ ({QeT} =) [{ Qe k:ﬁ,\

_ {0 b= | | J {0 b=
[D] F] I {{(AST}|IF=3 } + JI {(AEV}|IF=3} I

(2 e=s) (€AY} g=0)

Reescrevendo-se a equagdo acima na forma de matriz, tem-se:

(At} = [K]{Au} — {A}© (3.68)
onde

[K] = [A][B] (3.69)

{a3©® = [A][N][$]*{Aw} + [D][C]({(Ae™} + {(Ae"]) (3.70)

sendo [K] uma pseudo matriz de rigidez e {At}(®) um pseudo vetor de forgas iniciais nas
faces do subvolume.

Vale ressaltar que, em um passo incremental onde ndo existe variagdo de forca
externa, o vetor {At} é nulo, acontecendo o mesmo com o vetor { AT} e a parte térmica
de {Ay} se a temperatura ndo sofre variagdo. Em tais casos, resta apenas a parcela
correspondente as tensdes viscoelasticas no vetor {At}(©),

Para uma melhor compreensdo do procedimento acima abordado, pode-se
encontrar no Apéndice E o algoritmo desenvolvido para a avaliagdo do processo

viscoelastico através da Teoria de Volumes Finitos e Método das Variaveis de Estado.
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3.4. Avaliacdo das Deformacoes Viscoelasticas

Seguindo-se os procedimentos apresentados anteriormente para o calculo das
deformacdes viscoelasticas (Capitulo 2), apresenta-se em seguida a sistematica
empregada para incorporar o método das variaveis de estado na formulagdo paramétrica
da teoria de volumes finitos.

A Equagao (3.9) pode ser reescrita na forma:

{o(®} = [CHFI{r(V} — £T®} - {e" (O} (3.71)

onde {e(t)} = [F]{(t)}, sendo

Ji1 T12 _0 _0
[F]=1]0 0 Ja1 J22 (3.72)

]21 TZZ Tll T12

e
(au(t)\
| on |
ic’)u(t) i {U1(10)(t) +3nU 1(20)(0\I
] 9% | _ ) Ureny(®) +38Us(o2) (D)
)= 4' av(t)} = Y Ua0) () 31U 20000 () | G-73)
I on | |Uzen(® +38Uz02(®) )
| av(o) |
(7t )

Ressalta-se que em t =0, o vetor de deformagio viscoeldstica { € (0)} =0 e,
consequentemente, o campo de tensdo no dominio do s6lido depende somente das
forcas externas ¢ da variagdo de temperatura, podendo ser calculado através de uma
analise termoelastica linear. Conhecendo-se as tensdes em qualquer ponto do dominio,
os valores das varidveis de estado podem ser avaliados para o proximo passo
incremental mediante a Equacdo (2.59) e, por conseguinte, obtido o vetor de

deformagdes viscoelasticas {€(0 +At)}. Como sistematica geral, as deformagdes
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viscoelasticas relativas ao tempo t+At sdo obtidas através do campo de tensodes
correspondente ao tempo t.
Através das Equagdes (2.59) e (2.60), o vetor de deformagdo viscoelastica para o

tempo t +At pode ser organizado como:

( \
n | 551(0 sz(t) 553(0 1 Rg1 RI1)2 Rg3 '

(¥ (t+ AD) = !I SHCENAGENAG {1}+ RE, RY, RY {o(t)}} (3.74)
p=1 551(t) ng(t) S§3(t) 1 Rg1 Rgz Rg3 }

onde

_<ﬂ> (3.75)
oP .
S2(6) = of(De \
€
P
Rli)]- = Dﬁ 1—e \Y (3.76)

Em forma sintética, a Equagéo (3.74) pode ser expressa como

n

(¥ (t+ 20} = D {[SPOIL + [RHo®}) (377

p=1

Como explicado anteriormente, para se obter o vetor de forgas viscoelasticas ¢
necessario o calculo das deformagdes viscoelasticas incrementais médias nas faces e de
suas derivadas. Considerando-se que o incremento de deformagdo viscoelastica

correspondente ao intervalo de tempo At é definido pelo vetor:
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{AeV} = {eV(t + AD} — {€V (D)} (3.78)

entdo, o vetor de deformagdo viscoelastico médio nas faces do subvolume pode ser dado

por:

(A por ) AOON=)} (¥ OHear)

(
n I I
{(Asv}lf =2 {(G(t)}lfzz 3 {(Sv(t)}lfzz

k{<AsV}|f:4) o) | (¥ ©}lpms)

onde, neste caso, o vetor { 1} ¢ um vetor coluna com 12 componentes unitarias e as

matrizes [SP(t)] e [RP] encontram-se no Apéndice D.

De forma similar, podem-se deduzir as expressdes para as tensdes médias nas

faces como seguc:

({0 (D3]¢=1) / (T (OHe=1) [V (O}Hg=1)
(o} iza| _ JEEONez | L O
4{«;(0} h} = (€] TFI{r ) 2.{<sT(t)}|f:3.$ {{(eV(t)}lfzg} |
(o9} l5-4) T O ms) YO ems)

(3.80)

onde as matrizes [ F]e [ ¢(t)] encontram-se no Apéndice D.

Introduzindo-se a Equacdo (3.80) em (3.79) tem-se o calculo da deformagdo
incremental viscoelastica média, a qual corresponde a uma parte do vetor de forcas
viscoelasticas. A determinagdo da outra parte relativa do vetor de forgas viscoeldasticas,
referentes as derivadas do vetor de deformagdes viscoelasticas, é apresentada a seguir.

A relagdo entre as derivadas das deformacgdes viscoelasticas em termos das

coordenadas cartesianas e paramétricas pode ser expressa na forma:



TZZ

07

50

(3.81)

(3.82)

Utilizando-se as Equagodes (3.77) e (3.78), pode-se chegar as derivadas das

deformagdes em fungdo das coordenadas paramétricas, mostradas a seguir:

onde

[ Sp()]{l} [R? ]{ ()}»_

o(t)

9eV(t)
{ an }

(3.83)

5+ e

a8

},_

(3.84)

eV (t)
5
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AGy;
0S5(®) _ 950 e‘(e_*;]> (3.85)
on on
€
p Py (2%
as;; () _ OH Q) . (6?,- ) (3.86)
43 43

Com isso, considerando-se as Equagdes (3.83) e (3.84), faz-se necessario
determinar as derivadas do vetor de tensdo para o tempo t. Utilizando-se a Equacdo

(3.71), as referidas derivadas s@o dadas por:

do()) ar(t) 9T (1) 9V (t)
{an }_[C]<[F]{ on }_{ on }_{ on }> G857
€
do(t)) ar(t) 9T (1) 9V (t)
SIRCIGIESRE SRES) (59
onde
3U120)(D)
{ar(t)} - 0 (3.89)
on 3Uz20) (D) '
0
(0
or(t) _43U1(02)(t)¥ 3.90
ac |~ 0 (3.90)

k3U2(02)(t)}
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9T ) a1 Ty (10
P = a2T1(10) (391)
" 0
e
9T ) a1 Ty o1
(')E = aZTl(Ol) (392)
0

Vale ressaltar que as derivadas das deformagdes viscoelasticas que figuram nas
Equagodes (3.87) e (3.88) sdo calculadas com base no campo de tensdes do passo
anterior ao passo t, o qual ja é previamente conhecido. Feito isso, tém-se todas as

equacdes necessarias para o calculo do vetor de cargas viscoelasticas.
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4 Exemplos e Discussoes

4.1. Consideracoes Iniciais

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados das andlises de alguns exemplos
envolvendo materiais com comportamento viscoelastico linear. Os dois primeiros
exemplos tratam de materiais com propriedades homogéneas viscoelasticas, os quais
tétm como objetivo verificar a formulacdo implementada. Na sequéncia, sdo
apresentados exemplos de estruturas heterogéneos, envolvendo constituintes elasticos e

viscoelasticos.

4.2. Determinacio da curva de fluéncia para um espécime sob traciao

Como primeiro exemplo, apresenta-se o estudo do comportamento viscoelastico
de um espécime submetido a EPT, caracterizado por uma tracdo uniaxial e apresentado
em Masuero e Creus (1993). A relacdo constitutiva ¢ representada por modelos de
solido padrdo relacionados aos respectivos efeitos volumétricos ¢ desviadores. Para
tornar o coeficiente de Poisson constante ao longo do tempo, foram considerados iguais
os tempos de retardacdo para os dois modelos. Os valores das propriedades do material

sdo mostrados na Figura 15.

K,=2000 MPa G,=1000 MPa
K,=2000 MPa G,=1000 MPa
&
N«—=8000 MPa-s Ng=4000 MPa-s
(a) Estado volumétrico (b) Estado desviador

Figura 15 — Propriedades fisicas dos modelos viscoeldsticos volumétrico e desviador.

O tempo de retardagdo pode ser calculado da seguinte maneira:
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Ik _Ne_

0=—=—=4
K, G, S 4.1)

Da mesma forma que em Masuero e Creus (1993), uma tensdao o, =20 MPa ¢é
aplicada no tempo t =0s e mantida constante até o tempo t = 38 quando a mesma ¢
reduzida pela metade para 6, =10 MpPa.

A solucdo analitica para a deformacdo em fungdo do tempo é dada pelas

seguintes equacdes:

a) Para0 <t <36

Om1 Om1 _t Sl S1 .
= — e —_ 0 [ JE— — 3]
e(t) 3K, + 3K, (1 e ) + 2G, + 2G, (1 e ) (4.2)

b) Para t>360

Omi  Omi _t Sq Sy 5 Om2
= — P — 0 — — — 0] ——=
e(t) 3K, + 3K, (1 e ) + + (1 e )

(4.3)

Oj , ;o1 ~ , . . . ~
onde o =?‘ ¢ a média da tensdo volumétrica, S; =0; — o indica a tensdo

desviadora associada a direcdo de aplicacdo da carga e i representa o estagio de carga
aplicada (1 ou 2).

A Figura 16 apresenta as curvas de deformacgdo total, em fungdo do tempo,
obtidas pelas Equagdes (4.2) e (4.3), juntamente com aquelas encontradas através do

codigo computacional implementado e baseado na teoria de volumes finitos.
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0,015

0,013

0,011

Deformacao total

0,009

0,007

0,005
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& TVF

—— Analitica

0 5 10 15 20 25 30 35
Tempo (s)

Figura 16 — Historico de deformac@o para o espécime sob tensdo axial.

Como observado na Figura 16, os resultados numéricos apresentaram excelente

concordancia em relacdo aos obtidos pelas expressdes analiticas, com erro maximo de

0,00634% para um incremento de tempo At =0, 1s Ressalta-se que Masuero ¢ Creus

(1993), utilizando o método das variaveis de estado e elementos finitos, conseguiram

resultados com erro maximo de 0,0064%.
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4.3. Tensao transversal em bloco viscoelastico confinado

Para a verificagdo da presente formulagdo no caso de EPD, trata-se neste topico o
problema de um bloco vicoelastico inserido em um container rigido e submetido a uma
compressdo vertical p, =10MPa, como pode ser observado na Figura 17. Neste
exemplo objetiva-se a determinagdo da tensdo normal na direcdo y. A malha utilizada é
constituida de subvolumes quadrados e também podem ser visualizada na Figura 17. O
atrito entre o bloco e o container foi desconsiderado e as tensdes em qualquer ponto do

bloco s@o as mesmas (Fliigge, 1975).

<y

4

Xv

Figura 17 — Bloco confinado.

O material do bloco é considerado elastico em dilatagdo, com modulo de
elasticidade volumétrico K=8333, 333MPa, e viscoelastico em cisalhamento, sendo
modelado por um elemento de Maxwell com G; =3846, 154MPa G, =0, 00001 MPae
Ng =400MPa - s. Observa-se que, como a implementa¢do do método das variaveis de
estado se deu para cadeias de elementos Kelvin, ¢ necessaria a utilizagdo de uma
estratégia de adaptacdo dos modelos reologicos. No presente estudo, o modelo de
Maxwell foi gerado com a diminui¢do do valor G,, tornando-o desprezivel em relagéo
as outras propriedades.

A solugdo analitica para esse problema pode ser encontrada em Mase e Mase

(1999) ou em FlLiigge (1975) e tem a seguinte forma:
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® 1- %G [orel 4.4
= — —_ 1 .
o Pol " 73K +46, ¢4

onde 0 = E—G Com as propriedades definidas, a tensdo para t =0s é 6,(0) =4. 286MPa
1

¢ a medida que o tempo avanga, com incrementos no tempo de 0,02s e ndo existindo
descarregamento, a tensdo horizontal tende para a tensdo vertical aplicada py =
—10MPa. Esse comportamento pode ser observado no grafico da Figura 18, onde foi

comparado o valor absoluto da solug@o analitica com o obtido pela TVF.

12
10
g8
% O TVF
=]
1% .
g 6 — Analitica
H
4 q
2 T T T T 1
0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

Tempo (s)

Figura 18 — Tensdo horizontal no cilindro confinado.
Observa-se a excelente concordancia entre as respostas analitica e da TVF.

4.4. Estudo da variacao do coeficiente de Poisson em funcao do

tempo
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Como explicado em Shames e¢ Cozzarelli (1997), o efeito do coeficiente de
Poisson em materiais viscoelastico é em geral determinado por fungdes complexas do
tempo, que dependem do modelo viscoelastico escolhido e do histérico de
carregamento, ¢ indicam que a deformacdo longitudinal ¢ a deformagéo transversal nem
sempre t€m a mesma propor¢do para todo o tempo. Da mesma forma que em Shames e
Cozzarelli (1997) aqui ¢ estudado um problema de tragdo simples, utilizando um tinico

subvolume quadrado de lado unitario. O coeficiente de Poisson pode ser definido como:

M
ING)

v(t) (4.5)

onde Jx(t) e ], (t) sdo as fungdes de fluéncia axial e lateral, respectivamente.

O material do subvolume é considerado com comportamento elastico em efeitos
volumétricos, com K=170MPa, e viscoelastico em estado desviador, sendo
caracterizado por um modelo de sélido padrdo com as seguintes propriedades: G; =
100000MPa, G, =29MPa emng =280MPa - s. Considerando-se as fungdes de fluéncia

do modelo, a Equagdo (4.5) pode ser escrita na forma:

_Ga,
3K<1 —e MG )— 2G,

“Ga,
6K(1—emc' |+ 2G,

u(t) = (4.6)

A Equagdo (4.6) leva aos seguintes valores extremos: v(0) =—1, 0 e v() =
0, 42 significando que o material experimenta expansao lateral no intervalo 0 <t <t ,
seguida pela contragdo lateral em t >t,, onde t; representa o tempo em que o
coeficiente de Poisson ¢ nulo. Embora esse comportamento possa se mostrar
fisicamente estranho, ele ¢ matematicamente possivel (Shames ¢ Cozzarelli, 1997).

A comparagdo entre as curvas de variacdo do coeficiente de Poisson ao longo do
tempo, obtidas pela Equacdo (4.6) e pelo cddigo computacional implementado, pode ser

observada na Figura 19. Neste exemplo foi utilizado At =0, 001s
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0.6

£

0.4

2

0.2

£

— Analitica

4 6 8 10 12 14 16 18 20

Coeficiente de Poisson

. Tempo (s)

Figura 19 — Variagdo do coeficiente de Poisson ao longo do tempo.

Percebe-se a boa concordancia entre os resultados numéricos e analiticos

apresentados no grafico da Figura 19.

4.5. Fluéncia de um painel heterogéneo

Neste exemplo ¢ estudado um painel constituido por camadas sucessivas,
dispostas em forma alternada e confeccionada por dois materiais com diferentes

propriedades mecanicas (Figura 20).
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L

Figura 20 — Painel heterogéneo laminado e malha de subvolumes.

As camadas em vermelho na Figura 20 apresentam largura individual a =6cme
sdo constituidas por um material eldstico linear, enquanto que as camadas em verde sdo
constituidas por material viscoelastico e tém largura individual h =4cm. O painel tem
um comprimento L =100cm, altura B=50cm e espessura e =1cm e estd submetido
a um carregamento de compressdao de 10MPa. Os resultados para o ensaio de fluéncia
foram obtidos para um incremento de tempo de 0,1s. O material eldstico tem Modulo de
Young E =1500MPa e coeficiente de Poisson v =0, Q O material viscoelastico tem

comportamento definido pelo modelo do sélido padrdo mostrado na Figura 21.

K,=333,333MPa G,=500MPa
K,=666,667MPa G,=1000MPa
N=1666.66TMPa-s Ne=2500MPa-s
a) Estado volumétrico b) Estado desviador

Figura 21 — Propriedades viscoelasticas do painel heterogéneo.

A solugdo analitica, encontrada pelo Principio da Correspondéncia, para o

deslocamento axial da extremidade direita do painel ¢ dada por:
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ooh 1 1 _t
u(t)=Ne—+NVa ﬁ-i_ﬁ 1—e % Om
1 2

+ ! + ! 1 % S
—F—1- G
2G, " 2G,\" €

onde N, e N, sfo respectivamente o nimero de camadas elasticas e viscoelasticas. o, €

4.7)

a tensdo aplicada, o, indica a tensdo hidrostatica e S designa a componente da tensao

desviadora na dire¢do da carga aplicada.

A Figura 22 mostra os resultados obtidos para o deslocamento horizontal do

extremo direito do painel em fung¢do do tempo

_0,4 T T T T 1
(k 10 20 30 40 50
-0,5
-0,6 a
O TVF

-0,7
X —— Analitica
-0,8

Deslocamento (cm)

1,1

Tempo (s)

Figura 22 — Variag@o do deslocamento horizontal da extremidade direita do painel.

Percebe-se que a resposta numérica obtida para o deslocamento axial apresenta

excelente concordancia com aquela correspondente a solu¢do analitica.
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4.6. Determinacio da curva de relaxacio para uma barra

viscoelastica com reforco elastico

O exemplo estudado neste topico esta ilustrado na Figura 23 e trata-se de uma
barra viscoelastica (regido verde) refor¢ada por uma fibra elastica linear (regido
vermelha). A barra ¢ engastada em sua extremidade esquerda e submetida a um
deslocamento prescrito de 0,5cm no seu extremo direito. A peca tem comprimento
L =100cm, altura total de 21,5cm e espessura de lcm. A fibra tem o mesmo
comprimento e espessura da barra e altura h, =1, 5cm Assume-se aderéncia perfeita na

interface entre os materiais viscoelastico e elastico.

)
:
i
S
>
:
>
A
1
S

L

Figura 23 — Barra viscoelastica com reforco elastico interno (malha 10x15 subvolumes).

O material elastico tem Modulo de Young E =1, 5e4MPa e coeficiente de
Poisson nulo e o material viscoelastico é representado por um modelo do so6lido padrao
comE; =2, 0e4MPa E, =1, 0e4MPaen =1, 0e6MPa - s

Neste exemplo estuda-se a relaxacdo das tensdes axiais introduzidas pelo
deslocamento axial imposto na barra. Os resultados numéricos deste estudo foram
obtidos para um incremento de tempo de 0,1s e sdo comparados com os resultados
analiticos unidimensionais correspondentes, que s20:

a) Tensdo no material viscoelastico

_t EE; _t
o,(t) =E;e T+ E 1K, (1 —e T) € (4.8)
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b) Tensdo no material elastico

o0.(t) = Egq = cte (4.9)
¢) Tensdo média na segdo
Ge(t)Ae + GV(t)(AT - Ae) (4 10)

Om ® = Ar

Os resultados numéricos pela TVF foram obtidos para os pontos A, B, em
destaque na Figura 23, e para a média na secdo, representado pela letra C. Na Figura 24

pode-se observar a comparagdo entre as respostas analiticas e a numérica pela TVF.

105,00
¢ TVF-A — Analitico - A

95,00
A TVF-B Analitico - B

85,00

o TVF-C — Analitico - C

75,00

65,00

Tensao (MPa)

55,00

45,00

35,00

25,00 . . . .
0,00 50,00 100,00 150,00 200,00

Tempo (s)
Figura 24 — Relaxacdo das tensdes axiais para a barra heterogénea.
Pode-se observar, pela Figura 24, que os resultados numéricos para a relaxagao

das tensdes axiais estdo em excelente concordancia com aqueles correspondentes a

solucdo analitica, o que pode ser justificado pela discrepancia maxima de 0,046%.
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4.7. Avaliacio da fluéncia de uma de viga do tipo sanduiche

A analise a seguir trata do comportamento a flexdo de uma viga sanduiche
constituida por um nucleo de material viscoelastico disposto entre duas camadas de
material elastico linear, conforme ilustrado na Figura 25. A viga encontra-se engastada
em sua extremidade esquerda e submetida a um carregamento vertical constante
T =0, 1MPa aplicado em sua extremidade direita. O estudo foi realizado para um

incremento de tempo At =0, 1s

he
if hv

he

L

Figura 25 — Viga sanduiche e discretizagdo com 25x14 subvolumes.

A viga tem comprimento L, =100cm, largura b = lcm e altura total h =10cm.
As espessuras do nucleo e das camadas elasticas sdo, respectivamente, h, =8, 4cme
h, =0, 8cm O material elastico (regides em vermelho) tem propriedades K=
58333, 333MPae G =26923, 077MPa, enquanto que o comportamento do material
viscoelastico (regido em verde) é definida por um modelo de so6lido padrdo

caracterizado pelos seguintes parametros relativos aos estado volumétrico e desviador,

respectivamente: G; =1200MPa, G, =1250MPa ¢ 9G=2—G=1OOS e em

2
volumétrico, com K; =800MPa , K, =833, 333MPac 0y = ?{—2 =100s.

Como, para esse exemplo de viga mista ndo foi obtida a solugdo analitica e
visando-se avaliar a influéncia das camadas elasticas, resolveu-se por analisar trés
distintas situacdes: a) viga totalmente constituida pelo material viscoelastico do nucleo;
b) viga totalmente constituida pelo material elastico das camadas externas; e c¢) viga
com nucleo viscoelastico e as camadas eldsticas. Os resultados correspondentes ao
deslocamento vertical no extremo direito da viga sdo apresentados na Figura 26 e na
Figura 27.

De acordo com a Figura 26, os resultados numéricos obtidos para a viga

totalmente constituida pelo material do nicleo apresentam uma muito boa aproximagao
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em relacdo a solugdo analitica, exibindo erro maximo de 0,816%. A Figura 27 mostra as
curvas representativas do deslocamento vertical no extremo direito para os casos da viga
feita com o material das camadas externas e da viga sanduiche considerada. Os
resultados exibem as ja esperadas diferencas de rigidez dos dois casos e a forte

influéncia das camadas elasticas na reducdo dos efeitos viscoelasticos globais da viga

sanduiche.
0,35
|Erro maximo| = 0,816%
" U
B
= 0,25
S
g
§ TVF - viscoelastico homogéneo
(]
2 02
2 / — Analitico - viscoelastico homogéneo
0,15
O, 1 T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700

Tempo (s)

Figura 26 — Variag@o do deslocamento vertical no extremo da viga viscoelastica.
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0,01775

0,01525

0,01275

= TVF - heterogéneo
0,01025

= = -TVF - elastico homogéneo

0,00775

Deslocamento (cm)

0,00525

0,00275

0,00025 . . . . T . . .

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo (s)

Figura 27 — Variag@o do deslocamento vertical nas vigas elasticas e sanduiche.

4.8. Estudo de uma barra viscoelastica reforcada por fibra elastica

submetida a um carregamento térmico

Neste ultimo exemplo, uma barra engastada em sua extremidade esquerda com as
mesmas dimensdes e propriedades da barra estudada na Secdo 4.6 ¢ submetida a um
resfriamento brusco de AT =—153°C. O coeficiente de expansdo térmica do material
elastico vale a, =10 75° C? e, para o material viscoelastico, a, =2, 0+ 10°°C?,

Estuda-se neste exemplo o comportamento viscoelastico da barra considerando a
influéncia da intera¢do entre os dois materiais, visto que os mesmos tém propriedades
térmicas e mecanicas distintas.

Na Figura 28 apresentam-se os deslocamentos horizontais em fungdo do tempo

para as duas situagdes: barra com reforco elastico e barra sem reforgo elastico.
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-0,275 . . . . . .
(k 50 100 150 02806 o o 0250 300
0000°
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20,285 o
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b
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>

——Homogéneo Viscoelastico

-0,295

Deslocamento (cm)

S
W

-0,305

-0,31
Tempo (s)

Figura 28 — Deslocamentos horizontais para a extremidade direita da barra.

Uma importante observacdo ¢ que, para a barra homogénea viscoelastica, os
deslocamentos horizontal do extremo livre ndo varia ao longo do tempo, isso se justifica
pela auséncia de tensdes internas.

Também foram estudadas as variagdes das tensdes normais horizontais médias
ao longo de duas sec¢des transversais S; e S,, com coordenadas x =L/2 e x =0, 7],

respectivamente, conforme ilustrado na Figura 29.

.
4
4
D
2
<
K
%)
R
<
g
K

L

Figura 29 — Secdes transversais onde foram estudadas as tensdes horizontais.
A variagdo das tensdes horizontais médias citadas acima pode ser vista na Figura

30 para o tempo de 250s, onde percebe-se que a fibra encontra-se comprimida com
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tensdes da ordem de 19MPa e que a matriz esta submetidas a tensdes de compressao
com valores de aproximadamente 2MPa. Pode-se observar que a for¢a normal resultante

de tais tensoes é praticamente nula, ou seja, que tais tensoes sdo autoequilibradas.

\

[y

N 0 O D

——0,5L
——0,7L

[e)}
.-_—.\

Ny

[

NN WL

Distancia na direcio transversal
da barra (cm) /y
(9]

—

-25,00 -20,00 -15,00 -10,00 -5,00 0,00 5,00
Tensao horizontal (MPa)

[en}

Figura 30 — Tensdes horizontais médias ao longo das se¢des transversais.
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S5 Consideracoes Finais

5.1. Conclusoes

Este trabalho apresentou uma extensdo da Formulagcdo Paramétrica da Teoria de
Volumes Finitos para andlise termoviscoelastica linear de estruturas constituidas de
materiais heterogéneos. Expressdes basicas da teoria da viscoelasticidade e de modelos
reologicos viscoelasticos foram apresentadas. O modelo exposto emprega o principio da
equivaléncia tempo-temperatura e o método de Variaveis de Estados para avaliagdo das
deformacdes viscoelasticas. A formulagdo foi implementada em um codigo
computacional em linguagem C++.

Resultados de diversos exemplos numéricos criteriosamente selecionados foram
apresentados e discutidos. Tais exemplos envolvem casos de estruturas constituidas por
materiais homogéneos e heterogéneos em estado plano de tensdo e de deformacao,
submetidas a cargas mecanicas e variacdo de temperatura. Para efeito de verificacdo do
desempenho da formulacdo desenvolvida, foram efetuadas comparacdes dos resultados
numéricos com aqueles correspondentes a solucdes analiticas disponibilizadas na
literatura ou deduzidas através da utilizag@o do principio da correspondéncia.

Em todos os exemplos apresentados observou-se que a formulagdo demonstrou
um excelente desempenho, tanto no aspecto de convergéncia como no tempo de
processamento. Os erros encontrados em relagdo as solugdes analiticas foram
consideravelmente pequenos e, como esperado, exibindo reduc¢des com a diminuigdo do
intervalo de tempo.

Uma dificuldade encontrada na etapa de verificagdo do desempenho do modelo
foi motivada pela pouca disponibilidade de resultados na literatura para casos de
estruturas constituidas por materiais heterogéneos viscoelasticos. No entanto, a
excelente concordancia dos resultados encontrados nos diferentes casos analisados leva
a se concluir que a formula¢do deduzida é bastante promissora e merece receber
continuidade de investigacdo para eventuais aprimoramentos e extensdo para

incorpora¢@o de outros efeitos e ampliacdo para analise tridimensional.
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5.2. Sugestoes para Trabalhos Futuros

Para dar continuidade deste trabalho algumas sugestdes para trabalhos futuros
sdo apresentadas a seguir:
o Implementagdo de uma formulagdo que leve em consideragdo grandes
deformagoes;
e Extensdo do modelo para encorporar efeitos de dano e envelhecimento;

e Generalizar a implementacdo para modelos tridimensionais.
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7 Apéndices

7.1. Apéncide A: Derivada das Variaveis de Estado

Partindo-se das Equagdes (2.53) e (2.51), pode-se encontrar o incremento das

variaveis de estado, como:

t+At t
(pg(t + At) — (pg(t) = f Fill?(t + At,t)o(t)dt — f Fﬁ(t, To(t)dr
0 0

ou (A.1)

t

t+At
A(pg = f Fill?(t + At,T)o(t)dT —f Fil; (t, Do(t)dt
0 0

Dividindo-se em duas partes a integral | Ot i Fill? (t+At, Do(t)dt,umade [0, t§
outra de [ t, t +At]chega-se a:
t+At

t
Agj; = f Fill?(t + At,T)o(t)dt + J Fil;(t + At, t)o(T)dt
0

t

t (A.2)
— f Fﬁ (t, Do(t)dt
0
Com isso, a integral ft Ca Fill? (t +At, Do(t)dt pode ser aproximada por
t+At
f Fill?(t + At,T)o(t)dt = Fil]? (t, Do(t)At (A.3)
t

Reescrevendo-se, tem-se:

Al = FE(t, oAt + j [F2(t+ At 1)o(0) - FR (D)o ()| dr (A4)
0
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Como, no integrando, tem-se a variagio de F}, pode-se reescrever como:

1]’

t (')Fill? (t, )
A(pg = Fil;(t,r)cr(t)At+f TAtO‘(T) drt (A.5)
0
Dessa forma, tem-se:
A(pg t[aFP(t, 1)
U _ P k)
e = Fh (0o + | | =00 ar A6)

Substituindo-se Fill? (t, ¥ e sua derivada, pode-se chegar a:

(l (1
d(Pﬁ_ 1 D_ﬁ 1dzuf l p (JepJ

- ) — — ij ) d A7
at ~urme ' e ar ), @ ep ol dr (AP

onde a Equacdo (A.7) pode ser escrita da seguinte forma:

d(pﬂ 1 Dp 1 dg;

dt — x;(T, H) ep ()_e_g dt

@5 (1) (A.8)

Substituindo-se na Equagéo (A.8) a (2.47), chega-se a:

p

d(pﬁ 1 D
dt i (T, H) @) = Xi; (T, H) Op o
ou (A.9)
6(p§ p
+ b = o(t)
ot ef}.’xij (T,H) ?y Xij (T, H) e
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7.2. Apéncide B: Variaveis de Estado correspondente ao tempo t+At
A partir da Equagdo (2.53), para um tempo t +At, tem-se:
t+At

@t +At) = f Fjj (t + At, T)oj(1)dt (B.1)
0

Dessa maneira, pode-se dividir o integrando em duas partes, uma de [ 0, tl

outrade [ t, t+At]chegando-se a:

t t+At
cpf].’(t + At) = f Ff].’(t + At Doj(Ddt + f Ff].’(t + At, D)oj(Ddt (B.2)
0 t

Substituindo-se o valore de Fill? (t +At, D naequagdo acima, tem-se:

t DP _((ijﬂ(;i‘(fj)

p ij e

@ (t+At) = f —e ij o;(t)dt
) . X (T, H)eg :

(B.3)

t+At i AL 35— T

N f 1 Dg ‘( J eP.] J>d ®
————e ij T0;
Xij (T, H) 93 )

Como o intervalo At ¢ pequeno, a tensdo ¢ praticamente constante, logo a mesma
pode ser retirada do integrando. Com isso e algumas manipulagdes matematicas, pode-

se encontrar a seguinte expressao:

_(A(ij> tHAt _((11+A(i]—({j>

p _ P or ij or

¢ (t+At) = ¢ (e V7 + 9_§ e j i dto;(t) (B.4)
t

pP
O termo e—g pode ser retirado da integral, uma vez que o mesmo ¢ constante, €

ij

utilizando-se a Equagdo (2.47), pode-se reescrever a Equagdo (B.4), chegando a
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AT

A
() (%)
@ (t + At) = @i (te <eii +Dj|1—e % o;(t) (B.5)
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7.3. Apéncide C: Transformaciao de Coordenadas em Subvolume

De acordo com a Figura 14, a parametrizagdo da geometria do subvolume ¢ feita

utilizando-se as seguintes expressoes:

x(M,8) = N1(m,8)x1 + No(n, )x, + N3(n, ©)x3 + No(n, O)xy

(C.1
y(M, & =N1(m, §y1 + N2(n,§)y2 + Ns(n, ©)ys + Na(m, O)ya
onde os N; sdo as fungdes de forma, dadas por:
1
Ni(,®) = 31— -9
1
No(m, § =2 +m)(A-8)
(C2)

1
Ns(n, § =7 (1 +1)(1 +5)

1
N,(n,%) = Z(l -1 +7)

Aplicando-se a regra da cadeia, podem-se obter as derivadas de um campo

qualquer F em relagdo as coordenadas paramétricas, como seguem:

oF  OF 0x, N JF 0x,
o 0x, On 0%, On

(C3)
oF  OF 0x, N JF 0x,
0%~ 0xy 0%  dy, 0%
Representando-se as equacgdes acima na forma matricial, tem-se:
(E)F\ ( JF \
an ax,
ol =% (C4)

(5¢) \Gx,

onde [ ]  a matriz Jacobiana, dada por:
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[0x 0y
g =190 | _[Ar+Ag Ay +AsE €5)
|% a_Y| Az + A Ag+ Agn ’
0§ 0%
com
1
A1:Z(_X1+X2+X3_X4)
AZZZ(X1—X2+X3—X4)
1
Aszz(_x1_X2+X3+X4)
(C.6)

1
Ay = Z(—Y1 +Y2+Y3—Va)

1
As = Z(Y1 —V2+Y3—Va)

1
Ag = Z(—Y1 — Y2+ ¥3+Ya)
onde os x; e y; da Equacdo (C.6) representam as coordenadas dos nés do subvolume.

De acordo com Cavalcante (2006), admite-se um valor constante para a matriz

Jacobiana, que pode ser avaliada de forma aproximada para qualquer ponto dentro do

subvolume como segue:

N 3 1 1 1 3 A1 A4
m~w=g) | manag=[;" ] ©

Assim, a matriz inversa da Jacobiana pode ser estimada por:

[Ae A4
s m=w =t )
7% &l
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onde

A; = A1Ag — A3A, (C.9)
Dessa forma, pode-se encontrar a seguinte relagdo a partir da Equagéo (C.4).

(OFy (9

ot o

ox, \3¢)
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7.4. Apéncide D: Matrizes para a Formulacdo Viscoelastica da

Teoria de Volumes Finitos

(Dle=sl 101 [0]  [0] 7
py=| O Pl ] 0] |
| [0] [0] [Dle=s] [0] |
Lo [0 (0] [Dle=all

(D.1)

onde [ D] é a matriz composta pelas normais em cada face do subvolume e tem a

seguinte forma:

w0
[D]=_Tg n ny] (D.2)

[c] = (0] [¢] [o] [0]

¢l [0] [0] [0]‘

|1 1 [cl o (-
L[0] [o] f[O] [C]
onde cada [ C]¢ a matriz constitutiva do material do subvolume, como se segue:
Cyxx Cyy O
[C]1=]|C) Cyy o] (D.4)
0 0 G
[[E] [0] [0] [O]
_[[o] [ET [0] [O]
E1=110) (o1 121 [O]‘ ()
L[0] [0] [O] I[E]
onde cada [ E]¢ a seguinte matriz:
10 00
[E]=(0 0 O 1] (D.6)
0110




(] (0] [0] [o] [o] [0] [0] (o]
0] [J]
[0]
(0] [
[0] [0]
[0] [0]
[[0] [0] [0] [0]
ljo] [0] [0 0]

o]
0]
[ B] :}[0]

| [ 0]

onde cada [ ]| é a matriz inversa da matriz Jacobiana.

[Ale=i)
| [0]

41—
[o]
LAl i,

| [0]
| [4lg=s]
| [0]

onde as matrizes | A]encontram-se nas Equacdes (3.28) e (3.29).

I
—_
\ O
\]

—_

S OO O~ O0O
N

=
l____'|'|____—|

- o OO

(0] [0]

[0] 1
[Al¢=i]]
[o] |
[Al;-]]
[0] |
[Al¢=s]|
o] |
[Al¢-s]]

I
[N

/2

1/2

co ok
SRR OO

1J [0]
0] 7 [JL0]

O o0 OO
—_
~
N

S O O
- o O O

(0] [0]

[o]] [F0]
[o] [0]
[0] [o]
[0] [0]

S O O

[0] [0] [o]] (0]
[0]
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(D.7)

(D.8)

(D.9)

(D.10)



[F] [0] [0] [o]
7 = |10 [F] (0] [0]
[0] [0] [F] [0]
[0] [0] [o0] [
r(Ole-a]]

Il
K@ le=o] |
(r(t)] = | (Ol ]|
[

(r®ls_q])

[[{SP(©)]g=1] [0]

=] 19 SOk
[0] [0]

[IRP][0] [0] [0]
_|[0] [RP] [0] O]
=10 1o [Rp] 10

]
|
|
L{o1 (o] i

[0]

[0]
[(SP(O)¢=s]

[0]

[0]
[(SP(D)|¢=al

1
|
I
|
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(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)
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7.5. Apéndica E: Algoritmo Incremental da Teoria de Volumes
Finitos para Viscoelasticidade Linear pelo Método das Variaveis de

Estado

Tabela 7.1 — Algoritmo incremental.

Inicializacio
Inicializagdo dos vetores dos coeficientes e das deformacdes viscoelasticas.
{AUeapy}, {8V (D)}
1. Montagem das matriz necessarias para a Formulagdo Paramétrica da Teoria de
Volumes Finitos
[A}[B}[C)[D}[E}[P}[M,[N]
2. Montagem da matriz de rigidez local e global
[A] = [D] C] E] B] A]
[B] = [P] — [N] ip]~*[6] M]
[K] = [A] B]
Processo Incremental
3. Montagem do vetor de “forgas” iniciais e resolugdo do sistema para o passo t
(Equagodes (3.70) e (3.68))
{Ag® = [A] N] ] " {AW} + [D] €] ({4} + {@e"})
{at} =[K]{Au} - {At}©®
4. Calculo e atualizacdo das informagdes relativas a cada subvolume
4.1. Célculo dos coeficientes do campo de deslocamento incremental
(AU} =[Bl{Aug} —IN] ] {au)

4.2. Célculo dos incrementos de deslocamentos
1 1
Au; =AU 99y +1NAU j(10) +§AUj(01) + 5(3712 — DAUj0) + 5(352 — 1)AUj(gy)

4.3. Calculo dos incrementos e dos valores totais das deformagoes
dAu, JAu, JAu, N E)Auz]
Jx, 0%, 0%, 0%,

{ae}T =

{e(©} = {e(t— AD} + {Ae}

4.4. Célculo dos valores totais das tensdes (Equagdo (3.9))

{o®} = [Cl{e®} - {e"M} - {£'(OD
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5. Passo incremental (t + At)
5.1. Célculo das deformagdes viscoelasticas
A%i; A%
QL +At) =¢ f].’(t)e_<95> +DF[1- e_<95> 0;(t)

{eV(t+Ar)} = z z @p(t+At)

p=1j=1

6. Repeti¢do dos procedimentos 3-5 até que o tempo de analise atinja o tempo total.




