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Resumo

No transporte de fluidos ou mesmo como elementos estruturais as cascas
cilindricas sdo largamente utilizadas em diversos segmentos da engenharia civil. A
compreensdo do comportamento desse tipo de estrutura ao longo de uma trajetéria de
equilibrio resultante de um histérico de carregamento de diferentes naturezas ¢
importante na definigdo da real capacidade portante dos dutos. Neste trabalho,
desenvolve-se um elemento finito para andlises geometricamente ndo lineares
tridimensionais de tubos. Levando-se em consideracdo a natureza da analise, sao
estudadas medidas adequadas de tensdo e deformagdo, compativeis com regimes de
grandes deformagdes e deslocamentos. A formulagdo Lagrangeana Total ¢ adotada, mas
as relacdes constitutivas utilizadas sdo lineares. A implementacdo computacional
desenvolvida emprega um elemento finito tridimensional de tubo com 2 ou 3 nos,
compativel com o regime de grandes deformagdes e deslocamentos, incorporando,
também, os movimentos de corpo rigido da estrutura. Com o objetivo de mapear as
trajetorias ndo lineares de equilibrio, utilizando-se algumas metodologias propostas na
literatura, ¢ usada uma estrutura de programacao orientada a objetos, permitindo a
aplicacdo de diferentes técnicas de andlise incremental e iterativa integradas a
implementagdo de elementos finitos supracitada. Visando validar a formulagdo, os
resultados obtidos no programa desenvolvido sdo avaliados através da comparagdo com

solucdes analiticas e outras andlises numéricas disponiveis na literatura.

Palavras-Chave: Analise Nao Linear, Elementos Finitos, Tubos, Cascas Cilindricas.
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Abstract

In transport of fluids or even as structural elements, cylindrical shells are widely
used in several segments of structure engineering. The understanding of the behavior of
this type of structure along a trajectory of equilibrium resultant of a description of
historical loading of different natures and, consequently, is important in the definition of
the real load capacity of the ducts. In this work, a finite element for geometric and three-
dimensional nonlinear analyses of pipes is developed. Taking into account the nature of
the analysis, proper measure of tension and deformation that are compatible with states
of large deformations and displacements are studied. The Total Lagrangean formulation
is adopted, but the constitutive relationships used are linear. The developed
computational implementation uses a three-dimensional finite element of pipe with 2 or
3 nodes, compatible with the state of great deformations and displacements, and, also,
incorporating the movements of rigid body of the structure.In order to map the
nonlinear trajectories of equilibrium, using some methodologies proposed in the
literature, a structure of Object-Oriented Programming is used. It allows the application
of different techniques of incremental and iterative analysis integrated to the
implementation of the aforementioned finite elements.Aiming to validate the
formulation, the results obtained by using the program here developed are evaluated

through their comparison with analytical solutions and previously published results.

Keywords: Nonlinear Analysis, Finite Elements, Pipes, Cylindrical Shells
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Capitulo 1

Introducao

1.1 — Relevancia do Tema

Cascas cilindricas sdo estruturas largamente utilizadas em diversos segmentos da
engenharia. Em alguns casos a aplicacdo apenas como elemento estrutural acontece,
mas a utilizagdo de tubos como condutos ¢ bem mais usual. Ainda assim, por vezes, as
cascas sao submetidas também a carregamentos estruturais, ja que além de serem
utilizados como meio transportador sdo responsaveis pela manutengdo do equilibrio de
uma determinada estrutura. Esses elementos sdo comumente utilizados transportando
uma grande variedade de fluidos desde sua extracdo até sua distribui¢do passando, as
vezes, por uma grande quantidade de etapas produtivas.

A crescente demanda energética aliada as incertezas do mercado internacional
de petroleo t€m tornado cada vez mais necessaria a obtencdo da auto-suficiéncia em
producdo de combustiveis minerais, criando uma enorme demanda de investimento e
pesquisa para a exploracdo dessas fontes de energia. Por esse e outros motivos,
estruturas capazes de conduzir fluidos em geral, seja no processo de explora¢do, como
no seu transporte, t€m recebido atencdo de varios setores da engenharia.

No nosso pais, devido a escassez do 6leo no subsolo continental, a exploragao
tem se dado predominantemente no mar, através da utilizagdo de estruturas offshore que
buscam o petrdleo em aguas cada vez mais profundas. Atualmente, tubulacdes
submersas estdo sujeitas a pressdo e outros tipos de carregamentos cada vez mais
elevados. Essas solicitagdes podem levar essas estruturas a diferentes formas de perda
de estabilidade. O estudo desse fenomeno tornou-se indispensavel para a elaboragao de

projetos dessa natureza, visto que seus componentes sdo comumente submetidos a



condicoes de funcionamento bastante desfavoraveis, onde a manutengao ¢ onerosa e o
risco de perda do equipamento deve ser minimizado ao maximo, dado seu alto custo.

No Brasil a explora¢do em aguas ultraprofundas ja produz demanda de pesquisa
e investimento no desenvolvimento de tecnologias para producdo de equipamentos
capazes de permitir a extracao a mais de 3.000 metros de profundidade. Na exploragdo
de oleo em profundidades tao elevadas, os diversos tipos de embarcagdes utilizam, em
muitas situagdes, tubos flexiveis para conducdo do fluido extraido. Essas linhas,
denominadas de risers, chegam a ter milhares de metros de comprimento, ¢ em cada
ponto de extragdo podem, frequentemente, ser usadas até 100 desses tipos de condutos
simultaneamente. Utilizando, as vezes, varias camadas de diferentes tipos de materiais
em sua construgdo, com o objetivo de resistir as variacdes de carregamento e
temperatura, essas estruturas participam com alto percentual no custo total das
ferramentas aplicadas no processo de exploragao.

Dessa forma, estudos sobre o comportamento de cascas cilindricas vém sendo
feitos por diferentes grupos de pesquisas em varias partes do mundo. Podemos destacar,
neste contexto, o trabalho do Offshore Technology Research Center, da Universidade de
Austin, no Texas.

Os dutos, sejam eles rigidos ou flexiveis, devido a grande variagdo da natureza
de suas solicitagdes, podem ser analisados sob diferentes abordagens. Entre os varios
estudos encontrados na literatura, varios se dedicam a andlise de trechos especificos dos
tubos. No estudo dos risers, grandes extensdes das linhas possuem comportamento
aproximado ao de elementos estruturais como trelicas ou porticos. Sendo assim, o
método dos elementos finitos ¢ aplicado com utilizagdo de discretizagdes simplificadas
em alguns tipos de andlise. J4 em alguns casos, em virtude da geometria, ou mesmo a
natureza da solicitagdo, o comportamento do modelo estudado possui uma maior
complexidade. Essa caracteristica pode ser atribuida, em algumas situagdes, as grandes
variagdes de curvatura, enrugamento das paredes ou ovalizacdo da se¢do transversal.
Dessa maneira, configura-se a necessidade de aplicar elementos mais complexos,
capazes de captar as deformacgdes caracteristicas de partes das estruturas, a exemplo das
ligacdes entre as linhas e as unidades flutuantes.

Estudos tridimensionais de cascas geralmente apresentam complicagdes

analiticas e numéricas de dificil solugdo. Com o intuito de simplificar o estudo, esse tipo
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de problema normalmente ¢ reduzido a andlises bidimensionais, usando hipoteses
simplificadoras (GONCALVES, 1985).

Essa metodologia foi primeiramente apresentada por Love, que ainda, segundo
GONCALVES, partiu das consideracdes feitas por Kirchhoff para placas esbeltas, que
sdo equivalentes as expressdes propostas por Bernoulli para vigas esbeltas, admitindo
assim uma distribui¢ao linear dos deslocamentos ao longo da espessura da casca. Essa
abordagem deu origem a teoria linear classica de Kirchhoff-Love, que serviu de base
para a realizacdo de diversos estudos.

A consideravel evolucdo tecnoldgica e industrial proporcionou a utilizagdo de
cascas cada vez mais esbeltas, a exemplo das que sdo usadas como condutos, que
possuem geralmente uma pequena espessura. Por esse motivo, tais elementos estdo
suscetiveis a perda de estabilidade em niveis ndo tdo elevados de carregamento
ocasionando grandes deslocamentos acompanhados ou ndo de deformagdes excessivas.
Sendo assim, em virtude desses fendmenos, a teoria de Love se torna ineficiente para
descricao do comportamento das estruturas estudadas, por ndo incorporar alguns efeitos
decorrentes da nao linearidade das hipdteses cinematicas consideradas. A necessidade
de execucdo de analises ndo lineares, sobretudo no aspecto geométrico, incentivou
historicamente a criagdo de novas teorias para o estudo de cascas. Esses avancos so
foram possiveis com a evolugdo das ferramentas computacionais que permitem a
resolugdo de sistemas ndo lineares de equacdes com relativa simplicidade.

GONCALVES também desenvolveu equagdes gerais para cascas esbeltas para
uma analise geometricamente ndo linear. O trabalho apresenta uma teoria geral de
superficie associada a relagdes fisicas e geométricas gerais, que permitem a
particularizacdo para a teoria classica de Love, as aproximagdes de Donnel e a teoria de
Sanders, sendo esta ultima mais apropriada para solu¢des numéricas.

A teoria de Donnel gera um dos mais simples conjuntos de equacdes para
solugdes de problemas de equilibrio e estabilidade de cascas cilindricas esbeltas.
SIMITSES et al. (1984) fizeram uma comparag@o entre essas equacdes ¢ as propostas
por Sanders, consideradas mais acuradas. O estudo foi feito através de experimentos em
cilindros ortotropicos com imperfei¢des, axialmente carregados. Esse trabalho oferece
uma discussdo sobre pardmetros de projeto que influenciam a precisdo dos resultados

obtidos das equagdes de Donnel.



JAUNKY & KNIGHT (1999) fizeram um estudo comparativo dessas trés teorias
a partir de aplicagdes usando a formulagdo de elementos finitos. Nesse trabalho a
instabilidade de cilindros laminados e painéis compdsitos comprimidos axialmente ¢
estudada. Sao usados elementos de casca de nove noés e, a partir dos resultados obtidos,
constatou-se a imprecisao da teoria de Donnel para alguns parametros geométricos.

Tais constatagdes reforcam a ndo adequagao das equacdes de Donnel e também
de Love para andlises que consideram relevantes a rotagao em torno do vetor normal a
superficie da casca, que s3o movimentos bastante comuns em problemas que envolvem
tor¢ao.

As lacunas percebidas em algumas teorias analiticas deixam margem para a
aplicagdo de mais métodos numéricos e a utilizagdo de outros sistemas que, comparados
aos resultados experimentais, satisfacam a compreensdo desse comportamento
estrutural. Por vezes, certas técnicas matematicas ndo estabelecem correspondéncia
completa com os preceitos de alguma solugdo analitica classica. E o que acontece com o
modelo proposto por JIANG & ARABYAN (1996). No entanto, algumas dessas
ferramentas aliam hipdteses de diferentes autores permitindo o aproveitamento de

determinados modelos matematicos em estudos de problemas estruturais especificos.

1.2 — Objetivos

Este trabalho tem como principal objetivo o desenvolvimento de um elemento
finito para a andlise geometricamente ndo linear tridimensional de tubos, o Tubo3d.
Para tanto, partindo inicialmente da formulacdo originalmente proposta por JIANG &
ARABYAN (1996), a formulagao Lagrangeana Total ¢ adotada, onde, a despeito de
grandes deslocamentos permitidos, admitem-se relagdes constitutivas lineares. Um
modelo computacional ¢ empregado, criando uma estrutura orientada a objetos, onde ¢
agregada uma classe ja existente para resolugdo de sistemas ndo lineares. Essa
organizagdo permite a utilizagcdo de diferentes algoritmos de controle em um processo
incremental e iterativo. No desenvolvimento do elemento em questdo pretende-se
utilizar uma nova proposta de interpolagdo capaz de incorporar os modos de deformagdo

constante ¢ os movimentos de corpo rigido. Com o objetivo de validar os resultados



obtidos ¢ feita uma comparacdo com solugdes analiticas e outras analises numéricas

disponiveis na literatura.

1.3 — Organizacao da dissertacio

Admitindo a interligacao das formulagdes ndo lineares de cascas a teoria de superficies,
este se torna o ponto inicial deste estudo.

No Capitulo 2, sdo apresentadas as caracteristicas geométricas das cascas
cilindricas, onde a superficie pode ser definida por dois conjuntos de curvas
paramétricas que sao também linhas principais de curvatura, possibilitando o estudo
através de um sistema ortogonal. Seguindo a metodologia proposta por GONCALVES,
a partir do referido sistema, sdo definidos alguns pardmetros da superficie através de
equacgdes vetoriais.

Ainda no segundo capitulo, a partir dessas equagdes encontram-se as relacoes de
deformagdo. Neste ponto ¢ feito um estudo das medidas adequadas a serem utilizadas na
analise, devido as exigéncias das hipoteses cinematicas. Aspectos da nao linearidade sao
estudados delimitando o estudo ao campo da andlise ndo linear geométrica. Como
ferramenta para resolugcdo dos sistemas nao lineares ¢ apresentado um modelo de
procedimento incremental iterativo utilizado.

No Capitulo 3, a formulagcdo ndo linear em elementos finitos € apresentada
através de um elemento de tubo tridimensional de dois e trés nos. A cinematica do
elemento ¢ determinada a partir da aplicacdo do tensor de deformagdes de Green-
Lagrange aos vetores posicdo definidos por coordenadas curvilineas ao longo da
superficie e do vetor normal a mesma. Nesse momento sdo feitas consideragdes sobre as
parcelas de deformagdo avaliadas como relevantes. O material é considerado como
sendo isotropico e elastico linear.

Dando continuidade a discussao sobre o elemento do Capitulo 3, as parcelas do
campo de deslocamentos, incluindo o movimento de corpo rigido, sdo interpoladas no
sentido longitudinal através de polindmios lagrangeanos e ao longo do comprimento

circunferencial através de matrizes baseadas em séries de Fourier. Principios



energéticos e variacionais possibilitam a obten¢ao da matriz de rigidez tangente e do
vetor de forcas internas. A integracdo no volume de tais expressdes ¢ feita
analiticamente através da espessura da casca e numericamente ao longo de seu
comprimento e no contorno de sua circunferéncia média. Para as andlises numéricas ¢
implementado um elemento finito, Tubo3D, integrado a uma plataforma MATLAB.

No Capitulo 4, durante a apresentacdo dos modelos estudados sdo feitas breves
consideragdes sobre a instabilidade de estruturas, havendo uma delimitagdo do estudo
ao foco do trabalho. A determinagdo de pontos criticos em tubos flexionados ¢ analisada
através da avaliagdo da trajetoria de equilibrio dos problemas estudados. Modelos sao
avaliados pelo sistema através de comparacdes com outros exemplos numéricos e
formulagdes propostas na literatura.

Finalmente, no Capitulo 5 as conclusdes sdo apresentadas e sdo feitas sugestoes

para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Analise Nao Linear

Na Engenharia, por conveniéncia matematica, sdo usadas hipdteses
simplificadoras em problemas onde a solucdo analitica ¢ desconhecida ou de dificil
obtengdo. Uma proposicao largamente utilizada ¢ a adogdo de relagdes lineares entre
esforgos aplicados as estruturas e seus deslocamentos. No entanto, em alguns
problemas, como no estudo da instabilidade estrutural, ndo existe essa
proporcionalidade. Esse fendmeno pode se manifestar basicamente de duas maneiras:
nas relagdes entre deformagdes e deslocamentos, caracterizando a nao linearidade
geométrica, e nas relagdes constitutivas, originando a ndo linearidade fisica.
Particularizando o efeito da ndo linearidade fisica ou geométrica € possivel estudar esses
fendmenos em diversas formas.

Em cascas cilindricas, a ndo linearidade geométrica pode ser observada com
relativa facilidade em situagdes onde o espécime € submetido a flexdo pura ou
combinada a outros tipos de esfor¢cos. Em tubos longos, com se¢do transversal
deformavel ¢ possivel verificar uma diminuicdo da resisténcia e da rigidez a flexdo
ocasionada pela ovalizacdo da segdo transversal que induz uma diminui¢ao da inércia.
BRAZIER (1927) foi o primeiro a descrever essa resposta ndo linear onde sdo feitas as
primeiras consideragdes sobre esse efeito e apresentados valores para as curvaturas e
momentos maximos suportados pela pega flexionada, conforme ilustrado na Figura 2.1.
Tal inovagao acabou batizando o fendmeno com o nome do autor.

Brazier propds um modelo ndo linear novo, até entdo, para o estudo que
comumente era feito através de aproximagdes lineares como as de Saint Venant onde

uma relacdo linear era apresentada para momento e curvatura.
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Figura 2.1 — Efeito Brazier.

TATTING et al. (1996) fizeram um estudo do efeito descrito por Brazier em
cilindros compdsitos submetidos a flexdo. A teoria classica de cascas ¢ utilizada para

derivar as equagdes utilizadas para realizar um estudo do efeito da variacdo dos

parametros do material e da geometria.
Em cascas cilindricas, a ndo linearidade fisica é mais comumente associada a

deformagdes localizadas como enrugamentos observados em tubos submetidos a flexdo
ou compressdo Nestas situacdes uma flambagem local (Figura 2.2) é observada
acarretando dois tipos de efeitos ndo lineares:

e Deformacao plastica;

e Contato de superficie

Figura 2.2 — Enrugamento com deformagao plastica e contato.
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Este trabalho se propde a fazer um estudo apenas geometricamente nao linear,
onde a despeito de grandes deslocamentos permitidos, admitem-se relagdes
constitutivas lineares. Para atender a exigéncias dos problemas citados, sdo analisadas
medidas adequadas de tensdo e deformacdo, compativeis com regime de grandes
deslocamentos.

A teoria das superficies ¢ a base das dedugdes das teorias de cascas e por esse
motivo aspectos dessa formulacdo sdo abordados neste capitulo. Para solu¢do de
sistemas de equacgdes ndo lineares gerados durante a andlise ¢ apresentada uma técnica
incremental e iterativa, bem como os tensores convenientemente escolhidos para

representacao das tensdes e deformagoes.
2.1 — Teoria de Superficies
Cascas cilindricas podem ser definidas por dois grupos de curvas paramétricas que sao

também linhas principais de curvatura. Essa coincidéncia gera um sistema ortogonal

(Figura 2.3).
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Figura 2.3 — Curvas paramétricas ortogonais na superficie de uma casca cilindrica.
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As curvas x; ¢ 0, formam na configuragdo indeformada um angulo de 90 graus.

As variagdes das coordenadas desse sistema produzem um conjunto de curvas
paramétricas cujas intersecoes podem definir qualquer ponto da superficie média da

casca.

Os vetores posi¢cao na superficie média da casca em sua configuragdo inicial X

ou deformada X sdo definidos inicialmente em fun¢do de trés coordenadas quaisquer, a

saber:
b ((SREREY) 2.1)
X(C1,52,C5) (22)
Aplicando uma pequena variagdo a esses vetores, conforme Figura 2.4, e aqui
indicada por:
oX.
dX, =—dC. (2.3)
j :
ac,
OX.
dx, =—=dC. (2.4)
j :
oG

¢ possivel definir também o quadrado de um comprimento infinitesimal na superficie

indeformada dS, a saber:

dS’ =dX -dX (2.5)

conforme ¢ ilustrado na Figura 2.5, da mesma maneira que na superficie deformada

esse comprimento ¢ definido por ds, na forma:

ds’ =dx_ -dx, (2.6)
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Figura 2.4 — Vetores posi¢do com incremento na superficie média.

Figura 2.5 — Comprimento infinitesimal na superficie média indeformada.
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A partir da diferenca entre os quadrados dos comprimentos gerados pelas
variagdes incrementais dos vetores posi¢ao indeformados e deformados ¢ possivel

encontrar o tensor de deformagao utilizado nesse estudo, a saber:

ox. .. OX. oX. . oX,
~dC;, —-dC, ——+dC, —+dC, 2.7)

ds* —dS’ = j j
ag; oG oG; OGy

de onde ¢ possivel se chegar ao tensor que define a deformagdo em qualquer ponto da

superficie média da casca:

_l OX OXx _8X6X 03)
'~ 2lag o, g ot |

Dependendo das hipoteses cinematicas adotadas, mesmo em cascas finas, ¢
possivel admitir pontos fora da superficie média com deformacao diferenciada dos que
estao eqiiidistantes das superficies delimitadoras da casca, ditas paralelas. A localizagao

de pontos nesse intervalo ¢ feita através de uma coordenada Z que percorre o vetor
normal a superficie média T,, permitindo assim o mapeamento de qualquer ponto da

casca.

Z

Figura 2.6 — Mapeamento de pontos fora da superficie média.
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2.2 — Nao linearidade geométrica

Uma das maiores dificuldades de uma analise ndo linear ¢ solucionar as equagdes de
equilibrio na configuracdo deformada da estrutura. A ndo existéncia de
proporcionalidade entre esforcos aplicados e deslocamentos observados (Figura 2.7)
torna a determinagdo da trajetoria de equilibrio uma tarefa mais complexa do que em
analises lineares, visto que sistemas de equagdes nao lineares precisam agora ser
solucionados. Através de métodos numéricos essa dificuldade pode ser suplantada.
Diversas estratégias podem ser aplicadas para solugao desses sistemas, podendo
ser destacados pela sua larga aplicagdo em problemas dessa natureza os métodos de
controle de carga e deslocamentos. A aplicagdo desses métodos caracteriza a utilizagao
de um processo incremental e iterativo, descrito em vdrios trabalhos disponiveis na

literatura, como VITORIA (2001) e AMORIM & LAGES (2004).
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Figura 2.7 — Relagdes entre cargas e deslocamentos nas analises linear e
geometricamente nao linear.
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2.3 — Procedimento incremental-iterativo

A determinagdo da trajetoria de equilibrio de sistemas geometricamente ndo lineares
implica na determinagdo de um conjunto de pares (U,A) que representam,

respectivamente, o vetor de deslocamento e o parametro de carga, que atendem a

equacao de equilibrio:
Fint (U) = Fext (}\‘) (29)

onde K, representa o vetor das forcas internas da estrutura para o deslocamento

corrente U, assim como K, corresponde ao vetor das forcas externas aplicadas para o

nivel de carregamento A, dado aqui por

Foe(M) =P

ref

+P, (2.10)

onde P corresponde ao vetor das forcas de referéncia e Py as forgas constantes, a

exemplo do peso proprio, pressdo hidrostatica ou imperfeicao.
Neste ponto da andlise a estratégia de solucdo consiste em atribuir, dependendo
do método, valores para a carga ou o deslocamento que se deseja mapear. Dada a

natureza ndo linear do comportamento, os valores atribuidos ndo vao satisfazer a

equagio de equilibrio, resultando em um vetor de residuo R, também chamado de

forga nao balanceada, expresso por

R(u,}) = F,, (u) - Fy A @.11)

Assim, aplicando-se um pequeno incremento de deslocamento ou carga tem-se

uma variacdo em R e expandindo a expressio em série de Taylor, truncada para obter

apenas seus termos lineares, tem-se:

R(u+Au,X+A7»):R(u,k)+@Au+%Axm (2.12)
u
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Objetivando determinar a configuragdo deformada de equilibrio, faz-se uso de
um processo incremental a fim de se anular o residuo. Dessa forma a Eq. 2.12 assume a

seguinte forma:

OR( _,A ) OR(u , L)
R( A )+ - —Au, + éx ZS AL =0 (2.13)

onde o indice j indica o numero do incremento.

Admitindo a orientagdo das forcas externas independentes da trajetoria, tem-se:

OR(u,}) OF,
ou ou

=K(u) (2.14)

onde K(u) corresponde a matriz de rigidez tangente.

Uma andlise puramente incremental levaria a determina¢do de um ponto

(u(’) , A0 ), a partir da rigidez calculada no incremento anterior, ocasionando um desvio
na trajetéria de equilibrio (ver Figura 2.8). Esse problema, em alguns casos, pode ser
minimizado através da adoc¢do de incrementos de pequena magnitude, com o objetivo de

tornar a tangente em cada ponto proxima a trajetoria de equilibrio.
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Figura 2.8 — Solucao incremental.
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Em uma analise numérica mais apurada sdo feitas iteragdes a cada incremento,
tornando o residuo nulo e permitindo que a partir de pontos inicialmente fora da
trajetoria de equilibrio seja encontrado um par que satisfaca a Eq. 2.9, configurando
equilibrio entre as forcas internas e externas. Esse processo pode ser ilustrado conforme
Figura 2.9 que o representa para o método de Newton-Raphson.

Segundo YANG & SHIEH (1990), uma anélise nao linear requer a solugdo de
um sistema de N + 1 equagdes, onde N representa o niimero de equagdes de equilibrio,
sendo a equacdo adicional, chamada de equagdo de restricdo, ¢ responsavel pela
distin¢do dentre os varios métodos iterativos disponiveis.

Dessa forma, utiliza-se a seguinte equacao geral:

K(u), Au’ =L'P; +R(u,2);, (2.15)

ref

onde os indices i e j correspondem aos numeros das iteragdes e incrementos,

respectivamente.

LI 1

lieragbes

incremenlio
b
bl

—_——

=

Figura 2.9 — Solucdo incremental-iterativa.

A utilizagdo na equagdo geral de diferentes equagdes adicionais de restricdo ¢é
apresentada por YANG & SHIEH (1990) e explorada no trabalho de AMORIM &

LAGES (2004). Essa metodologia ¢ aplicada com a forma¢do da estruturas de uma
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superclasse de estratégias de controle unificadas (ECU), responsavel pela analise ndo
linear, integrada a uma superclasse de modelos estruturais MODELOS. Nessa
superclasse pode ser encaixada como contribuicdo a classe que representa o fruto deste
trabalho com o elemento de tubo tridimensional TUBO3D, conforme ilustrado na

Figura 2.10.

( Y

ECU | MODELOS
\ S

Estratégias de controle [ TUBO3D ]

/
\4

Modelos estruturais

Figura 2.10 — Estrutura organizacional de classes onde se propde a inclusdo da classe de
elementos finitos Tubo3D.

A classe em questdo interage inicialmente com a estrutura existente através do
método construtor tubo3d que cria o objeto da classe em questdo armazenando as
informacdes da geometria e parametros da analise. Durante o processo incremental-
iterativo a trajetoria de equilibrio ¢ mapeada ela estratégias de controle através da troca
de informa¢do com elemento de tubo através dos métodos para calculo do vetor de

forcas internas e da matriz de rigidez tangente.

2.4 — Medidas de deformacao e tensao

A determinagdo das equagdes de equilibrio na configuragdo deformada de um corpo ¢
feita através de Principio dos Trabalhos Virtuais. Esse principio garante a condi¢cdo de

equilibrio de um sistema mecénico dada a aplicacdo de um deslocamento virtual
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admissivel. Tal procedimento pode ser executado com a utilizacao de ferramentas de
calculo variacional.

O deslocamento virtual aplicado serda correspondente a uma variagdo dos
trabalhos da forgas internas e externas, a saber:

SW_, =W

int

(2.16)

Concentrando as atencdes na variagdo do trabalho das forcas internas, que a

posteriori, serd til na formulagcdo em elementos finitos temos:

OW,, = _[GijSSijdV (2.17)
%

onde Oj; ¢é o tensor de Cauchy e SSij o incremento da deformacdo de engenharia

integrados numa configuragdo de volume final V . Estas grandezas serdo na seqiiéncia
melhor explicitadas.

Uma medida de tensdo qualquer representada devidamente por um tensor
referenciada a uma certa configuracdo, quando relacionada convenientemente a uma
outra medida de deformacao através de relagdes constitutivas adequadas forma um par
conjugado de tensdo e deformagao.

Alguns desses pares sdo particularmente desenvolvidos admitindo hipoteses de
pequenas deformagdes e deslocamentos. Por este motivo, tornam-se inadequadas para o
estudo em questdo, por ndo representar corretamente as grandezas envolvidas. Tais
medidas, muitas vezes, sdo sensiveis a movimentos de corpo rigidos, muito comumente
observados em andlises de natureza geometricamente nao linear.

Em alguns tipos de analises, corpos esbeltos como vigas, placas e cascas, a
complexidade de determinacdo de um par conjugado de tensdo e deformagdo ¢ deixada
de lado tendo em vista que a ordem de grandeza dos deslocamentos e rotagdes ¢
considerada muito maior que as correspondentes deformacgoes.

No entanto, em regimes de grandes deslocamentos as caracteristicas da estrutura
em analise mudam significativamente. Neste contexto surge a necessidade de se utilizar

tensores capazes de representar corretamente variagcdes de deslocamentos e esforgos.
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Nesta secao sao apresentadas medidas de tensdao e deformacgao utilizadas na anélise de
elementos finitos.

Como ja foi discutido, uma das maiores dificuldades de uma analise ndo linear
se apresenta na determinacdo da configuragdo deformada de um corpo. Sendo assim, a
formulagdo Lagrangeana Total, aplicada neste estudo, torna-se atraente por descrever a
posi¢ao de uma particula em sua configuragcdo instantanea, através de uma integracao
realizada sobre o dominio em seu estado inicial.

Partindo desse pressuposto e da necessidade de se admitir termos de ordem mais
alta no tensor de deformacao em fun¢do da natureza ndo linear do estudo, opta-se neste
trabalho pela adogao do tensor de deformacdes de Green-Lagrange. Esse tensor pode ser
reconhecido na Eq. 2.8 deduzida a partir da teoria de superficies.

A aplicacdo dessa medida de deformacgdo exige a definicdo de uma medida de
tensdes compativel e, nesse sentido, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff estabelece a

formagdo de um par conjugado com a deformacao de Green-Lagrange.

A tensdo de Cauchy Gij, também conhecida como tensdo real, ou de

engenharia, ¢ a medida mais atraente para andlises de modelos fisicos reais, no entanto,
esta medida ¢ referenciada a uma configuracdo de deformacao de dificil determinagao.
Sendo assim, as atencdes sdo voltadas para tensores de tensao que sejam determinadas a
partir da configuracao inicial.

Estabelecer o equilibrio na configuracdo deformada a partir de uma integragao
sobre o volume inicial sugere o uso de uma tensdo nominal, que representa forca por
unidade de area nao deformada. O primeiro tensor de Piolla-Kirchhoff, que ¢ um

representante desta categoria, ¢ determinado pela razdo entre a forca na configuragdo

.. ;. PK1 r .
deformada e o volume inicial. Essa caracteristica faz com que T também seja

conhecido como Tensor de Tensdao Lagrangeano, sendo expresso por:

T™ =|F[F'o (2.18)

onde F ¢ o tensor gradiente de deformagdo e @ ¢ o tensor de Cauchy. No entanto, este

tensor tem o inconveniente de ndo ser simétrico.
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Segundo BAZANT & CEDOLIN (1991) um tensor de deformagdes finitas gij ,

necessario na utilizagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, na teoria geral do
continuo, deve satisfazer aos seguintes requisitos:

e Deve ser um tensor de segunda ordem;

e Deve ser simétrico;

e Deve ser insensivel a movimentos de corpo rigido;

e Deve depender continuamente e monotonicamente de U; ; ;

e A parte linear do tensor deve ser igual ao tensor de pequenas
deformagdes ©;; .

O par conjugado correspondente ao referido tensor de deformagdes
inevitavelmente acaba tendo que atender aos mesmos requisitos e, sendo assim, o
primeiro Tensor de Piolla-Kirchhoff ¢ descartado.

O tensor de Green-Lagrange deduzido a partir da teoria de superficies satisfaz
aos requisitos supracitados, restando assim, encontrar o tensor de tensdo apropriado.

A alternativa encontrada ¢ a utilizacdo do segundo tensor de Piola-Kirchhoff,

que ¢ simétrico e pode ser obtido pela seguinte expressao:

TPK2 :TPKIF— (219)

Esse tensor forma par conjugado com a deformacdo de Green-Lagrange
atendendo consequentemente aos requisitos para a aplicacdo dessas medidas no
Principio dos Trabalhos Virtuais.

Fisicamente, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff tem pouca importancia,
porém, além do beneficio da simetria, ele pode ser facilmente relacionado ao tensor de

Cauchy na forma
T™ =|F|F~ oF " (2.20)

Dessa maneira a variacdo do trabalho das forgas internas inicialmente expressa
em funcdo do Tensor de Cauchy e da deformacdo de engenharia em uma integragdo
sobre o volume deformado pode agora ser também expressa em fungdo das medidas

escolhidas como:
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oW, = ITijPKZSEijdVO (2.21)
VO

O destaque dado parcela da variacdo da energia potencial total referente ao
trabalho das forgas internas se deve ao fato dessa por¢do ser equivalente a energia de
deformacdo do corpo e de onde serdo extraidas as expressdes da Matriz de Rigidez e do
vetor de forgas internas.

No estudo em questdo ¢ admitido um comportamento elastico linear dos
materiais que compdem os modelos analisados. No entanto as caracteristicas do tensor
de Green-Lagrange, entre elas a de ser um tensor de segunda ordem, permitem que junto
com seu par conjugado de Tensdes seja feita uma andlise em regime de grandes
deformacdes.

Nestas situagdes seria necessaria a adog¢do de relagdes constitutivas adequadas

capazes de representar corretamente as relagdes entre deformagdes e deslocamentos.
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Capitulo 3

Formulacio em Elementos Finitos

Uma formulac¢do ndo linear tridimensional de elementos finitos ¢ adotada. O resultado
do estudo apresentado por JIANG & ARABYAN (1996), que propde um elemento de
tubo de dois nos, chamou a aten¢do inicialmente por ser apropriado para a analise de
problemas com grandes deslocamentos e rotagdes. Durante o desenvolvimento,
examinando a formulagdo do elemento, sdo propostas modificacdes nas expressdes de
deformacdo e nas fungdes de interpolagdo circunferencial. O estudo se inicia com o
desenvolvimento do elemento de dois nds interpolados com polindmios lineares e na
seqiiéncia a interpolacdo axial ¢ apurada através da inser¢ao de um terceiro, permitindo
a utilizag¢do de funcdes quadraticas.

Dessa forma, da referéncia inicial sdo aproveitadas algumas hipoteses
cinematicas, integradas a formulagao modificada proposta. Tais conceitos sao aplicados

a um estudo de um novo elemento finito de tubo de dois ou trés nods.
3.1 — Cinematica do elemento

A defini¢ao completa da geometria do tubo ¢ feita através de trés coordenadas, e
qualquer ponto de seu dominio, seja na configuracdo indeformada ou deformada pode

ser determinado pelas equagdes
X(s,X,z) = X(s,X) +ZT,(s) (3.1)

x(s, X,z) =X(s, X) + zt, (s, X) (3.2)

onde as coordenadas curvilineas s e X sdo responsaveis pelo mapeamento da superficie

média, na qual qualquer localizagdo é apontado através dos vetores X(s,X) e X(s,X) .
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A coordenada Z permite o mapeamento de pontos ao longo da espessura,
conjuntamente com os vetores unitarios T; e t;, relacionados a superficie média

indeformada e deformada, respectivamente (ver Figuras 3.1 e 3.2).

Restringindo o estudo a cascas de pequena espessura, ndo sdo levadas em
consideracdo as tensdes ao longo da coordenada Z e o vetor normal a superficie média
permanece retilineo apds a deformacao, mas nao necessariamente ainda normal a esta.
Tal suposi¢do indica que parcelas referentes a deformagdo de cisalhamento sdo
consideradas. Sendo assim, no estudo do tensor de deformagdes essas consideragdes sao
descritas.

Uma outra modificacao em relagdo ao estudo de JIANG & ARABYAN (1996) ¢
a adogdo da hipdtese de ndo variagdo da espessura da casca; opgao facilmente entendida

ao lembrar que o universo de estudos limita-se a analise de cascas esbeltas.

Figura 3.1 — Mapeamentos da superficie média do tubo.
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Na formulagao originalmente proposta, um parametro calculado pela razao entre
as espessuras na configuragao final e inicial € introduzido na parcela dependente de z na
Eq. 3.2. Para o estudo em questdo essa razdo ¢ assumida como unitdria e o parametro

descartado.

b
s fip “' ’ )
T Configuracio
e B s YN deformeada
T T Ry ! '
._"-:'-"'. "T "“-.-"““\'-_': ;
% . -
Z ¥ !
(s i - - =
et JContiguracio
! indeformada

i

Figura 3.2 — Vetores T; e t;.

3.2 — Expressoes de deformacio

A partir das considera¢des cinematicas propostas, aplicando o tensor de deformacgdes de
Lagrange (Eq. 2.8) aos vetores posicao (Egs. 3.1 e 3.2), determinam-se as componentes
do vetor de deformagdes em um ponto qualquer a partir dessas informagdes na

superficie média, a saber:

3 _ —
€ K Ve
EXX EXX VXX

€=V (2] 2Ky ¢+ 2420, r=E+ZK+Z°V (3.3)
Vs 2K, 0
ﬁXz ) k2EXZ 0
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O procedimento ¢ o mesmo ao da formulagdao original, no entanto, dentre as
parcelas de deformacao propostas neste estudo, as que sdo relacionadas a flexdo K sdo
linearmente dependentes de z.

Nao foram consideradas as deformagdes presentes nos termos que dependem

quadraticamente de z em V e as parcelas de K relacionadas com as diregdes sz e Xz.
Em func¢do da pequena espessura considerada, termos de ordem superior, como os
quadraticos em z perdem importancia. No caso das outras parcelas de flexao
desprezadas, a esbeltez da casca também ¢ a motivacdo da exclusdo. Dessa forma, as

componentes do vetor de deformagdes assumiram a forma descrita conforme se segue:

) (7))
gXX EXX

E=9Vx (+292Ky ( =E+2ZK (3.4)
Ve 0
V) (0

onde as deformag¢des de membrana correspondem as expressdes abaixo:

_ 1f{ox ox aiai

g, =—| — ——— — (3.5)
20 0s O0s Os Os
1{ox ox o0X oX
Exx = — — (3.6)
210X o0X o0X oX
_ _I{x &x X X .
T =515 oX  6s oX |
v —a—i-t (3.8)
ySZ 85 3 :
_ 15).¢
Yy, = — - t, (3.9)
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As parcelas de deformacdes de flexao consideradas sao:

ox ot, oX 0T,
W == - . (3.10)
Oos 0s O0s Os
E —[@%j (311)
X olexX ox '
_ ox ot, Ox ot, o0X OT,
W =| —- - . — : (3.12)
0os 0X O0X 0O0s O0X Os

3.3 — Hipoteses constitutivas

Considera-se o material is6tropo, elastico e com ralagdes lineares entre os os tensores de

tensao e deformacdo, cuja matriz constitutiva utilizada na formulagdao tem a seguinte

formacao:
F 'F '
- 0 0 0

1-%7 =
vE1 E1 o 0 o

O e

3 F
C 0 0 o 0 (3.13)
2(1 1 w)

0 0 0 b E
0 5 0 +v) _ %

[ 0 2{1 1] |

onde E e v representam, respectivamente, o modulo de elasticidade longitudinal e o
coeficiente de Poisson.

Como os tensores de Green-Lagrande para deformagao e o de Piolla-Kirchhoff 2
para tensdo sdo também compativeis com outras hipoteses constitutivas, a utilizacdo
desse elemento finito para estudos dessa natureza ndo esta descartada desde que sejam

adotadas relagdes apropriadas entre deformagao e deslocamento.
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3.4 — Critérios de convergéncia

De acordo com COOK et al. (1989), numa formulagdo em elementos finitos baseada em
deslocamentos, para garantir que com o aumento da discretizagdo haja uma
convergéncia para um resultado mais apurado é necessario que sejam respeitadas
algumas consideracdes.

Admitindo um campo de deslocamentos u(s,X) e o funcional IT(u) que governa

as equagdes diferenciais de equilibrio, pelo principio da estacionaridade SII=0. A
ordem m da maior derivada da parcela de deforma¢do do funcional que representa a
energia potencial total (Eq. 3.34) ¢ utilizada como pardmetro para referenciar alguns
requisitos que devem ser atendidos numa malha de elementos:

e Em cada elemento, a funcdo que descreve o campo de deslocamentos
u(s,X) deve conter um polindmio completo de grau m, garantindo a
continuidade entre os elementos.

e Através das bordas entre os elementos deve haver continuidade do
campo de deslocamentos e de sua derivada de grau m — 1. Essa condi¢do
garante que uma malha se torne compativel quando esta é refinada
tendendo ao infinito.

¢ Analisando uma malha de elementos deve-se assegurar que as condi¢des
de contorno proporcionem pré-requisitos necessarios para valores
constantes de qualquer derivada de grau m do campo de deslocamentos.
Consequentemente com o refinamento da malha cada elemento sera
capaz de representar um estado de deformagdes constante.

Sendo assim, ainda segundo COOK et al. estas condi¢des juntas permitem que
seja assegurada em uma malha a correta representacdo de movimentos de corpo rigido e
estados de deformacao constante.

O estado de deformagdes constante foi avaliado no elemento através da
aplicacdo de um campo de deslocamentos para o qual é criada uma configuragdo
deformada correspondente aos modos de deformagao relacionados.

A apresentagdo dessa discussdo neste ponto do estudo se deve ao fato de que

estas consideragdes influenciarem diretamente na formagdo das matrizes de interpolagao
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correspondentes a ovalizacdo da se¢do transversal e ao giro do vetor unitario na

superficie da casca, como ¢ visto na seqiiéncia.

3.5 — Interpolacao do campo de deslocamentos

Interpola-se o campo de deslocamentos com o intuito de determinar os vetores X(S,t) e

t,(s,t), conforme se segue:

X(s,X) = a(X) + 8(X) + B(X)[r(s) + Ar(s,X)] (3.14)

t. (s, X) = A(s, X)T; (s, X) (3.15)

Tendo em vista as grandes rotagdes ¢ deslocamentos essa interpolagao incorpora
movimentos de corpo rigido. Para atender os requisitos basicos para convergéncia da
analise numérica utilizando elementos finitos, como visto anteriormente, os modos de
deformacgdo constante sdo também previstos.

O vetor i(S,X) descreve a superficie média do tubo e t;(s,X) o vetor
unitario ainda reto, mas nao mais necessariamente normal a superficie apds a
deformagdo. O vetor a(X) corresponde a posi¢do de um ponto qualquer do eixo do
elemento na configuracdo indeformada, 0(X) é o deslocamento deste ponto em sua

configuracao deformada. Complementando as parcelas consideradas de deslocamento
da superficie média da casca observamos ainda uma rotacdo de corpo rigido da se¢ao
transversal do elemento representada através da matriz B(X) e a ovalizagdo e

empenamento observados na parcela B(X)Ar .

As matrizes de rotacdo recebem uma aten¢do especial nesse estudo, ja que

cumprem a tarefa de incorporar os movimentos de corpo rigido. No mapeamento da

mudanga de dire¢do de T, (s, X) a matriz A(s,X) transforma o vetor normal em seu

correspondente deformado.
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1
e t+el —— €,6,—€,6; €€, +€,E,
2
1
A(s,X)=2|ee, +e,e, e, +e; Y €,6; —€,€, (3.16)
1

2 2
€,6,—€,6, €,6;+e,e, € +e; Y

onde €(,€;,€, e €5 sdo pardmetros de Euler, definidos a partir do vetor de rotagdo

O | dados por:

wen H(P% (3.17)

A matriz de rotagdo A(s,X)também ¢ utilizada para determinar a rotacdo de
se¢do transversal em cada né B(X).

Para o desenvolvimento das expressoes da matriz de rigidez e do vetor de forgas
internas faz-se necessaria a determinacao das derivadas da matriz ¢ do vetor de rotacao
em relacdo aos graus de liberdade. Esse desenvolvimento estd explicitado nos
Apéndices A, B e C.

A interpolacdo para a variagdo no comprimento do raio do elemento ¢ feita com

a utilizagdo de uma expansao em séries de Fourier em fun¢do da varidvel 0 , ha forma:

0 0 0 c0s20 0 0 ... sen20 0 0 .
Ar =|cosf senf - cosO 0 cos20 0 0 sen20 0 . |q (3.18)
send cos® senf 0 0 cos20 ... 0 0 sen20

Essa matriz ¢ idéntica a proposta no estudo de JIANG & ARABYAN e passa a

ser denominada de N(0,nc,ns). Além do angulo 6 ao redor da segdo transversal, N
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também ¢ funcdo de nc e ns que sao respectivamente o niumero de discretizagdes em co-

senos € senos que determinardo a ordem da matriz e do vetor de graus de liberdade q.

Figura 3.3 — Angulo 0.

De acordo com a analise em questdo, que exigira diferentes niveis de
discretizagdo a matriz N(0,nc,ns) pode possuir uma ordem de 3 X (9 + 3x(nc + ns)). A

expansao acontece da seguinte maneira para diferentes valores de nc e ns inteiros:

cos20 0 0 cos360 0 0
0 cos20 0 0 cos30 0
0 0 cos20 0 0 cos30
sen26 0 0 sen360 0 0
0 sen20 0 0 sen30 0
0 0 sen20 0 0 sen30

Figura 3.4 — Exemplo de expansdo da matriz N para nc=ns=2.

J4 a interpolagdo das componentes do vetor de rotagdo de corpo rigido

P ao
redor da secdo transversal foi originalmente proposta na seguinte forma:
1 0 0 cos6 O 0 cos 20 0 0 . sen® 0 0 sen20 0 0 .
¢={0 1 0 0 cos® —-sen®6 0O cos20 0O 0 send -cos® 0 sen20 O ..|p (3 1 9)
001 0 sen® cosO 0 0 cos20 .. 0 cos@ senO 0 0  sen20 ..
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Essa matriz recebe o nome de M(0,nc,ns)e também ¢é construida em fungio
dos parimetros 0, nc e ns. E papel da matriz de interpolagio ¢ gerar o vetor de rotacio

que servird de base para calculo dos parametros de Euler utilizados na matriz de rotagao

A(s,X). Como ja foi explicitado, essa matriz transforma o vetor normal unitario

T, (s, X) no vetor unitario na configuragdo deformada t; (s, X).

Essa operacao deve ser capaz de representar os movimentos de corpo rigido, no
entanto torna-se desnecessario representar o giro do vetor normal em torno de seu
proprio eixo, visto que o vetor produzido seria o0 mesmo, capaz assim de indicar tanto a
configuracdo inicial quanto a deformada. Por esse motivo a retirada da quinta coluna de
M, que ¢ responsavel por esse movimento se configura na primeira mudanga proposta.

Além dessa coluna, mais facilmente identificada, outras combinagdes de graus
de liberdade foram relacionadas a auséncia de deformacao. Essas incoeréncias podem
ser detectadas através da analise dos autovalores gerados a partir da matriz de rigidez
produzida pela formulagdo aplicada a um dado modelo estrutural.

Durante a aplicacdo de um movimento de corpo rigido, correspondente a uma
translagdo, num modelo analisado com o elemento finito em questdo ¢ esperado, a
principio, o aparecimento de 6 autovalores nulos. Esses valores correspondentes aos
deslocamentos e rotagdes em relacdo aos eixos X, y e z. Entretanto, a partir da
constatagdo de extrapolagdo da quantidade esperada uma nova matriz de interpolagdo M
foi proposta (Eq. 3.20).

Assim, como o que acontece na matriz N, a ordem de M(66nc,ns) também
dependera dos diferentes niveis de discretizagdo, assumindo uma ordem de 3 X (10 +

2x(nc + ns)) para diferentes valores de nc e ns inteiros, assumindo o seguinte formato:

1 0 1 fnag CoRifo 20T 2cnid i} I} 1l cisAH 0
P-{e 1 o0 1 0 b sentl owenll cosl) bl coili-senl
L | N 0 0 i vl Qo8 send 1 Codib. ool
(3.20)
EeiEL I

0 —gonddead L |p
i AR - crel
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cos 30 0 cos46 0
0 —co0s30-send 0 —c0s40-send
0 c0s30-cos0 0 c0s40-cosH

sen30 0 sen40 0
0 —sen30-send 0 —sen40-send
0 sen30-cos O 0 sen40-cos 0

Figura 3.5 — Exemplo de expansdo da matriz M para nc=ns=2.

Valores adequados de ns e nc tanto para N quanto para M s3o determinados
empiricamente de acordo com a analise dos exemplos estudados, onde se busca a
invariancia dos resultados para sucessivos incrementos dos nimeros de termos em senos
€ cOo-senos nas matrizes.

O uso de diferentes graus de expansdes trigonométricas proporciona um alto
nivel de refinamento ao redor da secao transversal, no entanto ao longo da direcao axial
a interpolacdo originalmente proposta entre os dois nos € feita através de um polindmio

lagrangeano linear, a saber:

X
L(X)=1-7 (3.21)

L,(X) :% (3.22)

As primeiras andlises, com elementos pouco discretizados no sentido
circunferencial, indicaram uma excessiva rigidez a flexdo do elemento. Essa
caracteristica sinalizou, a principio, para a utilizacdo de um grande niimero de divisdes
ao longo do sentido axial, para representar configuragdes deformadas com curvaturas
acentuadas.

A incapacidade do elemento para representar o estado de deformagdes esperado
entre os nos foi atribuida ao polindmio de interpolagao utilizado. Como solugdo para o
problema a formulacdo foi modificada e o elemento passou a ser estudado também com
trés nos. Essa alteragdo passou a permitir a utilizagdo de uma func¢do quadratica para

interpolar o campo de deslocamentos no sentido axial, a saber,



3X 2X?
L(X)=1-—"+
/(X) L L
4X  4X?
L,(X)=—-—
2( ) L LZ
2X? X
BT

Figura 3.6 — Modelo discretizado com trés elementos de dois nds interpolados

axialmente por polindmios lineares.

Figura 3.7 — Modelo discretizado com dois elementos de trés nds interpolados
axialmente por polindmios quadraticos.
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(3.23)

(3.24)

(3.25)
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A interpolacdo quadratica permite representar mais adequadamente as
deformacdes provenientes da flexdo, como mostram as linhas principais de curvatura

ilustradas nas figuras 3.6 e 3.7.

3.6 — Graus de liberdade

Dessa forma, de acordo com a andlise das expressdes de deslocamento e os modos de
deformacdo, sdo observados graus de liberdade conforme descrito na Tabela 3.1,

elaborada para o elemento de trés nos.

Tabela 3.1 — Descricao dos graus de liberdade do elemento

Denominagao Sentido fisico

0, Deslocamento do né 1

Vetor de rotagdo da secdo transversal do no 1, associado a matriz
?: de rotagdo B.

Vetor de rotagcdo de corpo rigido ao redor da secao transversal do n6

P, 1, associada a matriz de rotacao A
q, Modos de ovalizagdo e empenamento da se¢do transversal no no6 1
0, Deslocamento do no 2

Vetor de rotagdo da secdo transversal do n6 2, associado a matriz de
?: rotagdo B

Vetor de rotacdo de corpo rigido ao redor da secdo transversal do n6d

P 2, associado a matriz de rotacdo A

q, Modos de ovalizagdo e empenamento da se¢do transversal no n6 2

0, Deslocamento do n6 3

® Vetor de rotagao da secao transversal do n6 3, associado a matriz de
3 rotacio B

p Vetor de rotacdo de corpo rigido ao redor da secdo transversal do nod
} 3, associada a matriz de rotacao A

q; Modos de ovalizagdo e empenamento da secdo transversal no no6 3

Os modos de deformacdo e deslocamentos associados a cada tipo de grau de

liberdade podem ser melhor compreendidos através das representacdes a seguir.



3.6.1 — Representacio grafica dos graus de liberdade

Movimentos de corpo rigido da secao transversal

GL Representacio grafica GL Representacio grafica
61 62 @
83 ' .

B
?, 0y @

Figura 3.8 — Representagdo grafica dos movimentos de corpo rigido da se¢do transversal
e os correspondentes graus de liberdade.




Modos de ovalizacio e empenamento da secdo transversal

.

GL Representacio grafica GL Representacio grafica
0 0
cos9 send
send cos9
0 ! cos26
—cos0 L Z 0
sen 0
0 0
cos20 0
0 cos260
cos30 0
0 cos30
0 0
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Modos de ovalizacio e empenamento da secdo transversal

GL Representacio grafica GL Representacio grafica

Y

0 sen26

0 0

cos36 0
\_ _/

0 0

sen20 0

0 sen26

sen30 0 {

0 ) sen30 \

0 0 \ }

0

0

sen30

Figura 3.9 — Representagdo grafica dos modos de deformacao da se¢do transversal
correspondentes a cada grau de liberdade.
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Interpolacao para o giro do vetor normal

GL

Representaciio grafica

GL

Representaciio grafica

cos20
0
0

|

sen20
0
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Interpolacio para o giro do vetor normal

GL Representacio grafica GL Representacio grafica
0 0
send —cosd
cosd send
cos 360 0 i
0 —cos360 -send —
0 cos36 - cosd
sen3é 0
0 —sen36 -send
0 sen 36 - cos@

Figura 3.10 — Representacdo grafica dos graus de liberdade relacionados a cada modo
de giro do vetor normal.
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No elemento com dois nds a interpolagdo ¢ feita com as fungdes lineares apresentadas

nas equacdes 3.21 e 3.22 conforme ilustrado abaixo:

8(X)=L,(X)8, +L,(X)3, (3.26)

B(X) = B(¢,'L,(X) + 9L, (X)) (3.27)
A(9(p),X) = A(M,p,L,(X)+M,p,L, (X)) (3.28)
Ar(q,X)=L,(X)N,q, +L,(X)N,q, (3.29)

Na formulacdo com trés nos, a interpolacdo no sentido axial ¢ feita com a utilizacdo de

polindmios Lagrangeanos quadraticos (equagdes 3.23 a 3.25):

8(X) =L,(X)3, +L,(X)8, +L,(X)8, (3.30)

B(X) =B(¢;'L,(X) +¢,L,(X) + ¢;L;(X)) (3.31)
A(e(p), X) = AM,p,L,(X) + M,p,L, (X) + M;p,L,(X)) (3.32)
Ar(q,X)=L,(X)N,q, +L,(X)N,q, + L;(X)N,q, (3.33)

Assim como as equacdes 3.27 e 3.38, as equivalentes 3.31 e a 3.32 diferem da
originalmente proposta na referéncia basica, visto que nesse estudo a interpolagao das
matrizes de rotagdo da se¢do transversal e do vetor normal era feita pelas matrizes de
cada no e agora por seus vetores de rotagao para s6 entdo formar as matrizes de rotacao.

Uma peculiaridade dessa formulacdo ¢ o fato dos graus de liberdade ndo estarem
associados apenas a deslocamento, mas também a deformacdo da secdo transversal e

giro do vetor normal a superficie média.

3.7 — Representaciao dos modos de deformacao constante

Em virtude das razdes supracitadas, dentre os graus de liberdade apresentados para o
elemento, ¢ necessario que haja combinagdes de deslocamento/deformacao associados a
todos os modos de deformacdo constante. Essas combinagdes e o modo de deformagao

criado por elas sdo apresentados na seqiiéncia.
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Os modos de deformacgdo constante correspondentes a cada parcela do vetor
coincidem na formulagdo de dois e trés. Na representacdo a seguir, onde as tabelas com
as variagdes dos graus de liberdade sdao construidas considerando trés nds, € possivel
também, entender a variagdo para um elemento com apenas dois desde que sejam

desconsideradas as variagdes no no central e as do terceiro sejam atribuidas ao segundo.

3.7.1 - Deformacao EXX

A configuracio de deformacdo associada a esse tipo de deformacdo ¢ facilmente
observado em uma configuragdo correspondente a um alongamento do tubo
(Figura 3.11).

Este estado de deformacao estd associado a variagdo dos graus de liberdade

relacionados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Graus de liberdade relacionados ao modo de deformacgdo constante EXX

Grau de liberdade Descricao COh}na da mat~rlz de
interpolacio
5 Deslocamento negativo do primeiro no i
! do elemento na dire¢do do eixo x
5 Deslocamento positivo do terceiro n6 do N
’ elemento na dire¢do do eixo x

- —)

Figura 3.11 — Configurac¢do deformada associada ao modo de deformagao constante

8XX .




3.7.2 - Deformagies € e K
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O estado de deformagdes constante relacionado a esses tipos de deformagdo pode ser

observado em uma configuragdo correspondente a uma expansdo uniforme da se¢do

transversal do tubo (Figura 3.12).

Este estado de deformacdo estd associado a variacdo dos graus de liberdade,

relacionados na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 — Graus de liberdade relacionados aos modos de deformacgao constante ESS

€ KSS
. .~ Coluna da matriz de
Grau de liberdade Descricao . ~
interpolacio
0 ]
Ar Expa,nsao uniforme da se¢do transversal + | cosO
nono 1
| senf |
o
Ar Expa,nsao uniforme da se¢do transversal + | cosO
no no 2
| sen |
o]
Ar Expa,nsao uniforme da se¢do transversal + | cosO
no no 3
| senf |

Figura 3.12 — Configurag¢do deformada associada a modos de deformagao constante

SS e]<SS'

N




45

3.7.3 - Deformacio VSZ

A observagdo de deformagdes ndo nulas e constantes dessa natureza pode ser

relacionada a variagdo dos graus de liberdade relacionados na Tabela 3.4.

Tabela 3.4 — Graus de liberdade relacionados ao modo de deformacao constante VSZ

Grau de liberdade Descricao Coh}na da mat~rlz de
interpolacao
1
Rotagdo no sentido negativo da se¢ao _lo
o’ em torno do eixo x no no 1 0
Rotag¢do no sentido positivo do vetor 1
Giro do t, t3 em relagaoNao eixo X paraa matriz
de interpolacdo do nd 1 0
1
Rotacgdo no sentido negativo da se¢ao _lo
0> em torno do eixo X no né 2 0
Rotag¢do no sentido positivo do vetor 1
Giro do t, t3 em relagao~ao eixo X paraa matriz
de interpolacao do n6 2 0
1
Rotac¢do no sentido negativo da se¢do _lo
0 em torno do eixo X no no6 3 0
Rotag¢do no sentido positivo do vetor 1
~ . . + O
Giro do t, t; em relagao~ao eixo X paraa matriz
de interpolacdo do no 3 0

O modo de deformagdes associado a tais variacdes de graus de liberdade pode
ser obtido a partir de uma rotag@o uniforme do vetor t3 ao longo da segfo transversal

como mostra a Figura 3.13.
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Figura 3.13 — Configurag¢do deformada associada ao modo de deformagao constante

7SZ .

3.7.4 - Deformacdes Y.y, Kyx e K

Relaciona-se a esses tipos de deformagdo constante a variagdo dos graus de liberdade
relacionados na Tabela 3.5 cujo modo de deformagao representado na Figura 3.14 ¢

correspondente ao produzido pela tor¢ao do tubo.

Figura 3.14 — Configuracao deformada associada aos modos de deformacao constante

ysX D KXX 5 KsX .
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Tabela 3.5 — Graus de liberdade relacionados aos modos de deformacao constante st ,

Kxxe Kex
Grau de liberdade Descricao Coll.ma da mat~rlz de
interpolacio
=
Rotac¢ao nula da se¢cdo em torno do _lo
0’ eixo x nonod 1
_O_
Rotagao no sentido positivo do vetor 1
] ~ . . _ O
Giro do t, t; em rela(;ao~ao eixo x para a matriz
de interpolacdo do nd 1 0
=
Rotagdo no sentido negativo da se¢ao +lo
or em torno do eixo X no no 3 0
Rotagdo no sentido positivo do vetor 1
Giro do t, t; em relaga0~a0 eixo X para a matriz
de interpolacdo do no 3 0

3.7.5 - Deformacao VXZ

O modo de deformacdo constante em questdo estd relacionado a configuragdo
deformada em forma de cone (Figura 3.15), que ¢ obtida pela variagdo dos graus de

liberdade relacionados na Tabela 3.6.

Figura 3.15 — Configuracao deformada associada a modo de deformacao constante

YXz-
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Tabela 3.6 — Graus de liberdade relacionados ao modo de deformacao constante 7 Xz

. - oluna da matriz de
Grau de liberdade Descricao ¢ u ~ 1z
interpolacio
Rotagdo uniforme do vetor normal 0 i
. em torno do eixo médio da se¢@o no
Giro do t; : . c¢ - | —sen6
sentido negativo para a matriz de
interpolagdo do no 1 [cosO
Rotagdo uniforme do vetor normal 0 i
. em torno do eixo médio da se¢@o no
Giro do t; : . c¢ - | —sen6
sentido negativo para a matriz de
interpolagdo do no 2 [cosO
Rotagao uniforme do vetor normal 0 i
. em torno do eixo médio da se¢do no
Giro do t; : X c¢ - | —sen6
sentido negativo para a matriz de
interpolacdo do no 3 [cosO

Dessa forma sdo contemplados modos de deformacdo ndo nulos e constantes

associados aos oito tipos de deformacdes previstas.

3.8 — Matriz de Rigidez e Vetor de Forcas Internas

3.8.1 - Origem

A formulagdao em elementos finitos, baseada em principio energéticos variacionais, ¢
utilizada para a obtencdo da matriz de rigidez tangente e do vetor de forcas internas.
Esse procedimento ¢ feito a partir da primeira e segunda derivadas da expressdo da
energia de deformacao U, em relacdo ao vetor de graus de liberdade, conforme podemos
observar na seqiiéncia.

A energia de deformacgdo pode ser obtida pela integracdo no volume da energia

especifica de deformacao:

U= [U,av,

Vo

(3.34)
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onde Uy representa a energia especifica de deformagdao que, por sua vez, nos casos

unidimensionais ¢ dada pela expressao:

U, = jcsds (3.35)
0

Essa integral equivale a area sob a curva do grafico tensdo-deformagao. Admitindo-se o
comportamento eldstico linear para o material a curva em questdo ¢ representada por

uma reta e a integral vale
U,=— (3.36)

Introduzindo a Eq. 3.36 em 3.34 e expressando a tensdo em funcdo da deformagao e da

matriz constitutiva tem-se

U :% IchngO :% I(ﬁ +2zK)' C(g + zK)dV, (3.37)
Vy Vo

Finalmente, ap6s o desenvolvimento da expressao 3.37, cada termo de
deformacdo ¢ derivado em relagdo aos graus de liberdade conforme a indicacdo das

equagdes 3.38 e 3.39.

ouU

Fo, = o (3.38)
o*U

i = Gu—auj (3.39)

Dessas agoes surge a necessidade de se conhecer as derivadas de cada termo da
expressdao de energia em relacdo aos graus de liberdade. As referidas derivadas,
apresentadas nos Apéndices A, B e C, requerem uma extensa estrutura condicional no

codigo computacional visto que as matrizes de interpolagdo A(s,X) e B(s,X) além

dos vetores T, (s, X) € t, (s, X) . Tais elementos compdem a expressao da energia de
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deformacao e dependem de diversos tipos de graus de liberdade, possuindo as vezes,

mais de uma expressao para a derivada.

3.8.2 — Otimizacao na gerac¢iao

O grande numero de fungdes trigonométricas utilizadas nas interpolacdes dos
deslocamentos e do movimento de corpo rigido acaba acarretando um aumento do custo
computacional. Certas andlises, no entanto, estdo limitadas a um padrio de
deslocamento e deformacdes, ndo sendo necessaria a avaliagdo de alguns modos de
deformacao que equivalem a determinadas variagdes de certos graus de liberdade.

Analisando um modelo submetido a um regime de esfor¢os ou deslocamentos
que se aproximem do estado de flexdo pura, torna-se desnecessaria a avaliacdo de graus
de liberdade relacionados a ovalizagdes assimétricas em relacdo ao plano principal de
curvatura, como os exemplos da Figura 3.16.

Sendo a flexdo representada por um giro das se¢des transversais do modelo em
torno do eixo Z ¢ intuitivo acreditar na ndo ocorréncia de modos de deformacdo e
deslocamento que ndo apresentem simetria em relagdo ao eixo Y. Dessa forma, ¢
possivel que na montagem da matriz de rigidez e do vetor de forgas internas alguns
deslocamentos ou deformagdes sejam considerados irrelevantes e por esse motivo sua
contribuicdo pode ser omitida. Essa operagdo ¢ feita com a retirada dos respectivos
graus de liberdade dos vetores de deslocamento ou das matrizes de interpolagdo.

Dessa forma ha um ganho computacional visto que a varredura feita em todos os
graus de liberdade para a avaliagdo das derivadas envolvidas na implementacdo do

elemento ndo seja executada desnecessariamente.
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GL Representacio grafica

sen20

seno

cos0

Figura 3.16 — Modos de ovalizagdo da secdo transversal ndo associados a estado de
flexao pura.

3.9 — Integracio numérica

A matriz de rigidez e o vetor de forgas internas do elemento sdo obtidos através de
derivadas da expressdo da energia de deformacdo oriunda originalmente de uma
integracao tripla nos sentidos axial, circunferencial e ao longo da espessura através da

coordenada Z, na forma:

1 2
:Ehj

O'—;l“

27
j (& +2K)" C(E + zK)|)|dsdXdz (3.40)
0

A integracdo em Z ¢ feita analiticamente e para as dire¢des s € X numericamente.
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O determinante do jacobiano do volume indeformado J), presente nas

integragdes, € calculado como sendo (R+z) ¢ aproximado para R, dado ao fato das
cascas estudadas serem de pequena espessura. Esse procedimento permite que haja
desacoplamento das parcelas que envolvem € e K na expressio da energia de

deformacao. Dessa forma a integragdo numérica ¢ reduzida a seguinte expressao:

L 2n 3 3
U:lj' h Rh
20

j Rhe"Cg+—2'CK + — K 'CK |dsdX (3.41)
) 12 12

3.9.1 — Integracao no sentido axial

Segundo COOK et al. (1989) um polindmio de grau 2n-1 ¢ integrado exatamente por n
pontos da quadratura de Gauss. A determinacdo de n passa pelo entendimento do grau

do polindmio que poderia ser associado a expressao da energia de deformacao.

=T= .

O produto € &€ presente na primeira parcela da Eq. 3.41 se configura como a
operacao que produz os termos de mais alta ordem na expressdo. No elemento com trés
noés, o campo de deslocamentos no sentido axial ¢ interpolado por uma funcao

quadratica, sendo assim, o vetor posicdo na configura¢do deformada X(s,X) pode

também ser associado a um polindmio do segundo grau. Essa relagdo faz com que as
derivadas desse vetor em relagdo a coordenada s, ao longo da se¢do transversal sejam
ainda quadraticas no sentido axial por ndo dependerem dessa coordenada. O produto
dessas derivadas €, portanto um polindmio do quarto grau. Dessa forma a parcela da
energia de deformacdo apresentada no inicio dessa discussdo passa a ser equivalente a
um polindomio do oitavo grau, exigindo assim um nimero de cinco pontos de integragao
no sentido axial para uma integracdo exata, como mostra a Figura 3.17.

A deducdo para o elemento de dois nos ¢ feita da mesma maneira, mas em
virtude das fungdes de interpolagdo serem lineares, o produto das derivadas citado
anteriormente resulta numa fungdo quadratica, gerando um polindmio de quarto grau
para a energia de deformagdo. Sendo assim, sdo necessarios apenas dois pontos no

sentido axial para uma integracdo exata.
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Figura 3.17 — Deducdo do numero de pontos de integragdo para o elemento com 3 nos.

Testes para a verificagao da possivel aplicacdo de uma integragdo reduzida, com
menos pontos, foram realizados, mas a variagao nos resultados indicou a necessidade de

se trabalhar com a quantidade de avaliacdes originalmente prevista.

3.9.2 — Integracdo no sentido circunferencial

Ao redor da segdo transversal em uma integragao como a quadratura Gaussiana a grande
quantidade de pontos necessdria para a obtencdo de resultados acurados exigiria um
complexo procedimento para a avaliagdo do posicionamento ¢ do peso de ponderagdo
de cada ponto de integragao. Esse procedimento exigiria o calculo e armazenamento no
codigo de um volume grande dessas informagdes ou o desenvolvimento de uma
complexa rotina para determinagdo de tais valores.

Objetivando a aplicagdo de uma estratégia de integracdo mais simplificada para
nessa direcdo, a regra de 1/3 de Simpson repetida ¢ empregada, conforme ilustrado na

Figura 3.18.
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Nessa estratégia a formulacao de Lagrange ¢ utilizada para obter a aproximagao
por um polindmio do 2° grau que interpola grupos de trés pontos consecutivos de
integracdo, que sdo denominados de células e sdo avaliadas ao longo da segdo

transversal.

Figura 3.18 — Interpolacdo quadratica ao redor da se¢do transversal com utilizagao da
regra de Simpson.

Os pontos correspondentes aos vértices de cada parabola sdao ponderados pelo
peso 4 na regra de Simpson. Utilizando regra repetida, cada ponto final de célula, passa
a ser inicio de uma outra e dessa forma, por ser avaliado duas vezes esses pontos sdo
ponderados com peso 2. Sendo assim, para um nuimero de n células e 2n pontos

avaliados tém-se:

2n
I Udo = 23—Tc(2U(90) +4U(6,)+2U(8,).....+2U(6,, )+ 4U(92n)) (3.42)
0

A quantidade de pontos de integracdo dependerd da ordem da expansdo
trigonométrica usada para as matrizes de interpolagdo da variacdo do raio e da rotacdo
do vetor normal. No entanto, como as fung¢des de interpolacdo ao redor da segdo
transversal nao sao polinomiais ¢ sim trigonométricas, ndo foi encontrada indicagdo na
literatura de um método analitico para a determinagdo da quantidade exata de pontos
para a integracdo. Por esse motivo, essa determinagdo foi feita de maneira empirica.

A partir de um campo de deslocamentos compativel com os modos de

deformacao dos exemplos estudados foram geradas matrizes de rigidez com a utilizagao
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de integracdes com diferentes nimeros de células ao redor da segdo transversal,

conforme ilustrado na Figura 3.19.
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Figura 3.19 — Variacao do numero de células de integracao ao redor da se¢do circular.

Os modos de deformacdo esperados sugerem o uso de uma quantidade razoavel

de pontos, ainda assim, a analise é feita a partir de duas células para obter uma

perspectiva da sensibilidade do modelo a integragao.

A andlise das matrizes de rigidez geradas pela utilizacdo de diferentes

quantidades de células foi feita através de seus cinco maiores autovalores. Comparando

as variacdes observadas com o incremento de pontos foi constatada uma estabilizagdo a

partir de um numero de 25 células (Figura 3.20).

Essa metodologia ¢ comum para a avalia¢do desse tipo de integracdo tanto para

o elemento de dois n6s como para o de trés.
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Figura 3.20 — Variagao dos cinco maiores autovalores para diferentes nimeros de
células de integragdo ao redor da secao transversal.
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Capitulo 4

Analises Numéricas

4.1 — Validacao da formulacgio

As mudancas efetuadas em relagdo a formulacdo original de JIANG &
ARABYAN (1996) fazem com que a implementagdo do Tubo3D se caracterize
efetivamente como uma nova proposta para a interpolacdo de um elemento finito de
tubo tridimensional. Os resultados numéricos oferecidos na publicagdo que originou o
estudo seriam, no caso de manuten¢do da formulagdo, a primeira referéncia para se
verificar a eficiéncia da nova implementagdo. Nesse sentido, os poucos pardmetros que
sinalizavam como ferramenta de comparagao sao perdidos.

Por esse motivo, a quebra dessa vinculagdo direta cria a necessidade de
procedimentos de avaliagdo que investiguem ndo apenas resultados de modelos
estruturais complexos, mas a consisténcia de cada etapa da formulagdo agora proposta.
Esse fato remete a andlise a uma verificagdo da necessidade de reprodugdo pelo
elemento dos movimentos de corpo rigido e dos modos deformacgao constante, que sao
buscados objetivando atender aos critérios de convergéncia. Modelos extremamente
simplificados, sem intencdo de reproduzir modos de deformacdo reais sdo utilizados
apenas para atestar a continuidade do campo de deslocamentos e de sua primeira
derivada, correspondente as deformacdes de membrana e flexdo. Tais testes sdo feitos
inicialmente por intermédio de alguns modelos que verificavam a correcdo das relagdes
cinemadticas e constitutivas.

Com o objetivo de validar a consisténcia da formagdo da matriz de rigidez,
aplica-se um campo de deslocamentos que nao resulta em deformagdo a um modelo
formado por um Unico elemento sem discretizagdo. O objetivo desta investida consiste

na verificagdo dos autovalores e autovetores da matriz de rigidez obtida. Tal matriz,
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construida a partir de um campo de deslocamentos correspondente a um movimento de

corpo rigido deveré possuir seis autovalores nulos, correspondendo as translacdes Si e

aos giros ¢ em torno dos eixos X, Y e Z (Figura 4.1).

Yo
Ty T
i LT
P o ER T
. B
EOR |
|I m'_ 1 ;
' ;
[ 3
! R, g )
I'._ 'H.‘I pa ~
II. ! T . - A
p e B TR R
&S ST _.-"-.' i ¢|3 IC" e
1 . T
g
&
a

Figura 4.1 — Graus de liberdade correspondentes aos movimentos de corpo rigido.

As relagdes constitutivas sdo avaliadas com um teste axial simples, ilustrado na

Figura 4.2, modelando um elemento com um baixo nivel de discretizagdo, permitindo

assim que a resposta nao linear observada possa ser atribuida apenas ao tensor de
deformagdes adotado.

Figura 4.2 — Teste axial com modelo de baixa discretizacdo submetido a uma forca F
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O tubo representado no teste ¢ modelado com L= 0,2m, R=0,05m, h=0,001m,
E=200 x 10° N/m? e o coeficiente de Poisson v=0,26.

Sendo a solugao analitica do problema dada por:

u (u) ) (1l+u
F=EA| —+|—| |/|— 4.1)
L (L L
Em uma analise por estratégia de controle de deslocamento, a forca axial F se

apresenta como funcao de E, A, L e do vetor de deformagdes u. A comparagao dos

resultados obtidos por esta expressdo a os fornecidos pelo Tubo3D pode ser observada

na Figura 4.3.
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Figura 4.3 — Comparagdo da solugdo analitica com testes de compressao e tracao.

Na comparacdo com resultados disponiveis na literatura um dos maiores
empecilhos para a avaliagdo do elemento ¢ a dificuldade em se reproduzir as condigdes
de carregamento e vinculacdo de alguns modelos, sobretudo os que representam testes

experimentais. Este problema se deve principalmente ao fato de que o Tubo3D ainda
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ndo possuir um método para a representacdo de carregamentos distribuidos,
inviabilizando a andlise de tubos submetidos a pressdo. Sendo assim, inicialmente o
estudo dedica-se a andlise de exemplos com modos de deformagdo simplificados cujas
relacdes analiticas entre esfor¢cos e deslocamentos sdo fornecidas por alguns trabalhos
disponiveis na literatura.

Em um estudo de estruturas laminares, a compreensao de alguns fendmenos
inerentes a este tipo de geometria se torna indispensavel para a andlise do
comportamento dos modelos avaliados. Sendo assim, algumas observacdes sobre
instabilidade dos dutos sdo inicialmente feitas. Caracteristicas gerais desses efeitos sdo
apresentadas particularmente para tubos submetidos a flexdo, onde sdo analisadas
cargas e curvaturas criticas.

Com o intuito de continuar o processo de validacdo busca-se a obtencdo de
resultados de modelos numéricos mais complexos para atestar a eficiéncia do elemento.
A escolha do modelo a ser estudado fica condicionada a necessidade de estabelecer um
processo gradativo de avaliagdo dada a falta de referenciais numéricos diretos,
ocasionada pela mudancga na formula¢do do Tubo3D.

Um dos modos de carregamento mais simples ¢ que induz o modelo a sofrer
efeitos geometricamente nao lineares ¢ o estado de flexao pura. Por esse motivo o foco
das analises se volta para modelos flexionados objetivando submeter o elemento a

deformacgdes e deslocamentos previstos no desenvolvimento de sua formulagao.

4.2 - Analise de tubos submetidos a flexao

Como ja discutido no Capitulo 2, em tubos flexionados com secdo transversal
deformavel, observa-se uma diminui¢do da rigidez a flexdo em virtude do ja descrito
“Efeito Brazier”.

A analise desse efeito ndo linear consiste em uma maneira de atestar a eficacia
do elemento na base de sua formulag@o onde se descreve a interpolagdo do giro da se¢do
transversal, sua ovalizacdo e a rotagao do vetor inicialmente normal a superficie.

De acordo com o exposto, inicialmente sao identificadas certas dificuldades em
se reproduzir algumas condigdes de carregamento e vinculacdo observadas em

resultados numéricos apresentados na literatura que possam levar a uma comparagdo
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criteriosa de tensdo e deformagao dos modelos estudados. Esse inconveniente desperta,
nos ensaios a flexdo, a comparagdo com os primeiros referenciais numéricos
relacionados com a perda de resisténcia a flexdo oriundos dos efeitos ndo lineares
descritos anteriormente.

Os parametros comparativos visados sdo o Momento e a Curvatura propostos

por Brazier, dados por:

ERt?
M, = 0,987 —— (4.2)

Nl=v?

t

o= %

onde R corresponde ao raio da secdo transversal do tubo, t a espessura, E o modo de

Kpr = 0,471

elasticidade e v o coeficiente de Poisson.

Apesar de ndo haver uma discussdo criteriosa no trabalho de Brazier sobre a
influéncia da geometria do tubo no momento e curvatura relacionados a instabilidade
por ovalizagdo, KARAMANOS (2002), que entre outras andlises, comparou sua
formulagdo aos valores propostos nas equagdes 4.2 e 4.3, restringiu suas analises a
tubos de paredes finas onde R>>t. No desenvolvimento da formulagdo do Tubo3D essa
hipotese também ¢ adotada, admitindo-se a invaridncia da espessura da casca e a
influéncia desse fendmeno, conforme descrito no Capitulo 3.

LIBAI & SIMMONDS (1998) limitaram sua andlise do colapso de tubos
flexionados a hipotese de espécimes longos, onde os efeitos dos carregamentos
aplicados na extremidade do modelo ndo possam influenciar no comportamento da
secdo transversal no centro. Além disso, segundo STEPHENS et al., apud LIBAI &
SIMMONDS (1988), em tubos longos o efeito Brazier domina o comportamento nio
linear em detrimento do aparecimento de deformagdes localizadas como enrugamentos.
Nesse ultimo caso, as deformacgdes plasticas tém seu efeito potencializado tornando as
relagdes constitutivas do Tubo3D inadequadas para o estudo visto que prevéem apenas
um comportamento elastico linear.

Esse afastamento do carregamento ao centro do tubo ¢ quantificado através de

um parametro p calculado a partir do raio da secdo transversal (R) e da espessura (t).
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Para os autores o comprimento do tubo deveria ter no minimo duas vezes e meia o valor

de p, dado por

3/2
R

T

Dessa forma, buscando atender as limitagdes sugeridas na literatura a geometria

(4.4)

do modelo analisado foi convenientemente escolhida, conforme descrito a seguir.

4.2.1 - Modelagem

A partir de um modelo submetido a uma carga momento em uma extremidade do tubo e
com algumas limitagdes cinematicas para o outro extremo, objetiva-se reproduzir o
estado de flexao pura, tomando partido da simetria.

Uma estrutura idealizada com 12m de comprimento ¢ modelada com L/2= 6m,
R=0,254m, h=0,002m, E=200 x 10° N/m® e o coeficiente de Poisson v=0,26, sendo

analisada com 1 a 4 elementos finitos e através de diversos niveis de discretizagao.

edela :‘ma]iia-:l-.?

-

Adacleha Tlealirn <o

Figura 4.4 — Modelo idealizado para analise de tubo submetido a flexao pura.

A ordem das discretizagdes trigonométricas e o nimero de pontos de integracao
ao redor da secdo transversal do tubo sdo definidos empiricamente com base no alcance

de um patamar onde os refinamentos ndo implicam em altera¢ao nos resultados obtidos.
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O estudo inicia-se através da modelagem da estrutura com um unico elemento sem
discretizagdes trigonométricas.

Para a geometria escolhida, segundo a teoria de Brazier ¢ esperado um ponto
limite de carga de momento conforme o valor proposto pela Eq. 4.2, correspondendo no
caso ao valor de 2,07 x 10° N.m.

Durante o uso da formulacdo com dois n6s, mesmo para elevados niveis de
discretizacdo, o inicio do comportamento ndo linear esperado ¢ observado em
momentos maximos bem superiores aos sugeridos por Brazier, sinalizando uma
excessiva rigidez do modelo.

Em testes com modelos discretizados por elementos de trés nos, a tendéncia a
rigidez também ¢ observada inicialmente. Durante o processo de avaliacdo gradativa
dos niveis de refinamento do modelo estudado, a pequeno numero de graus de liberdade
obnservado em exemplos pouco discretizados se traduz em uma perda de flexibilidade
da estrutura. Essa caracteristica pode ser observada pelo comportamento linear do
grafico momento VErsus curvatura mesmo apos ser atingido o valor limite proposto por
Brazier que implicaria em uma redugdo da rigidez a flexdo convertida em uma trajetoria
ndo linear, como mostra a Figura 4.8.

KARAMANOS (2002) descreve esta deformacao da secao transversal através de

um modelo bidimensional que apresenta uma dupla simetria em relagdo aos eixos y € z.

Figura 4.5 — Ovalizagao proposta pelo modelo de Karamanos.
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A despeito do formato da ovalizacdo, a expectativa em torno do modelo
flexionado segundo o que ja previa a teoria de Brazier era do aparecimento da
deformacdo na sec¢do transversal no centro do modelo idealizado. No entanto, a técnica
para a modelagem das condi¢des de contorno e carregamento pode interferir no

comportamento do tubo flexionado, como sugere a Figura 4.6.

Figura 4.6 — Deformagao causada por falha no processo de modelagem.

Essa falha ¢ observada em andlises com o elemento de dois nés onde nao foi
introduzida nenhuma restricdo a ovalizagdo da extremidade onde ¢ aplicada a carga

momento, conforme ilustra a Figura 4.7.

Figura 4.7 — Deformagdo € para um tubo com ovalizac¢do inesperada da extremidade
onde atua a carga momento.
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A introdugdo de restricdes em graus de liberdade relacionados a ovalizagcdo na
secdo que recebe a carga concentrada simula a existéncia de um enrijecedor na
extremidade do modelo evitando a distor¢do observada. Essa técnica permite uma
distribuicdo mais uniforme da carga momento, aproximando assim a condicdo de

carregamento ao estado de flexdo pura.

4.2.2 — Resultados

Corrigidos os problemas de modelagem através do indicativo de ovalizagdo da segdo
transversal central do modelo, gradativamente o nimero de elementos e a discretizacao
sdo alterados objetivando a reprodug¢do do comportamento ndo linear esperado. Em
diferentes analises as trajetdrias de equilibrio sdo comparadas ao comportamento

descrito nos estudos de Brazier e Karamanos.
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Figura 4.8 — Trajetorias de equilibrio de diferentes discretizagdes para o estudo do
modelo flexionado.
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Com excecao das limitagdes impostas nos modos de deformacgdo da extremidade
do tubo onde ¢ aplicada a carga momento, os demais nés sao discretizados conforme
indicacdo na legenda da Figura 4.8 onde também ¢ descrita a quantidade de elementos
utilizados e o nimero de pontos da trajetéria de equilibrio que sdo mapeados.

Por limitagdes de desempenho computacional descritas a seguir, alguns
exemplos, que exigem um tempo maior de processamento, sao mapeados numa
quantidade menor de pontos a fim de tornar o processo de avaliacdo mais agil desde que
a trajetéria observada se apresente divergente do comportamento esperado. Essa
avaliagdo se torna possivel, pois a curva ¢ mapeada em trechos, facultando ao usuério a
possibilidade de interromper uma analise com resultados fora das expectativas. Também
com o objetivo de poupar esfor¢o computacional os modos de deformag¢do ndo previstos
das secdes transversais de cada ndé na configuracdo deformada sdo considerados
restringidos, otimizando o processo de geracdo das matrizes de rigidez e do vetor de
forgas internas conforme descrito no Capitulo 3.

As andlises se encaminham para uma invariancia de resultados na ocasido onde
sdo usados na maior parte dos nos sete pares de senos e co-senos para montagem das
matrizes M e N. Em todos os modelos analisados, ao contrario dos pontos
intermediarios, onde a discretizagdo varia conforme que ¢ descrito na Figura 4.8, nos
nos correspondentes as extremidades do tubo, o numero de graus de liberdade livres
também foi diminuido conforme as limitagdes cinematicas admitidas. Dessa forma,
modos de ovalizagdo e giros do vetor normal ndo compativeis com o regime de
deformacao deixam de ser analisados.

Para a integracdo numérica, sao utilizados 52 pontos divididos em 26 células
conforme sugere a regra de Simpson.

No sentido axial, cinco pontos de Gauss foram utilizados para cada elemento de
trés nos. No elemento de dois nos, dois pontos de integracdo foram empregados de
acordo com a deducdo analitica descrita no Capitulo 3.

A partir da formulacdo dos valores propostos por Brazier,
KARAMANOS (2002) apresentou solucdes simplificadas para tubos inicialmente retos,

a saber:
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Tabela 4.1. Relagdes Ovalizagdo-Curvatura (§ — k' ) € Momento-Curvatura (m —x ')

Brazier (1927) P _ 3 5
C=x m=nkll—-—x
tubos inicialmente retos 2
1
Brazier Modificado €= K’ — 3 5.,
tubos inicialmente retos 1+ 5'; m =7 2 5 8 S

No trabalho de Karamanos foram apresentados os resultados de uma andlise
bidimensional de ovalizagdo que quando comparada ao estudo feito com a formulacao

tridimensional de tubos resultou numa aproximagao aceitavel.

Madlise da Ovaizagde de tubos iy cialments retes saomet cos a fexho pura
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Figura 4.9 — Andlise comparativa do comportamento nao linear de um tubo submetido a
flexdo pura com as solugdes de Brazier e Karamanos.
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A Figura 4.9 ilustra a mesma comparacdo feita por Karamanos na auséncia de
bifurcacdo com as equagdes simplificadas propostas por Brazier (Tabela 4.1). Em
relacdo ao modelo bidimensional proposto por Karamanos a formulacdo do Tubo3D
apresenta uma concordancia na trajetoria linear e 8 medida que os efeitos ndo lineares se
apresentam mais significativos o comportamento se diferencia. Essa divergéncia pode
ser compreendida em fungdo das diferengas entre as formulagdes, que ficam
evidenciadas durante a observagdo da progressao da ovaliza¢dao da se¢do transversal. A
dupla simetria da secdo em relacdo aos eixos y e z observada na formulagdo
bidimensional ndo se repete no comportamento do modelo analisado pelo Tubo3D, que
apresenta simetria apenas em relacdo ao eixo y. Esse desempenho parece ser bem mais
condizente com a observacdo das configuracdes deformadas de testes experimentais

encontrados na literatura.

nz:—
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Figura 4.10 — Deformacgao da secdo transversal do n6 central ao longo trajetéria de
equilibrio.
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Figura 4.11 — Vista do plano XY da deformagdo de membrana ¢, passos 2 e 5.
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Figura 4.12 — Vista do plano XY da deforma¢do de membrana ¢, passos 8 e 12.
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Figura 4.13 — Tensdes de membrana G, (Pa).

4.3 — Desempenho computacional

A eficiéncia computacional da formulagdo que define o Tubo3D se configura em um
aspecto determinante para a escolha de sua utilizagdo em andlises mais complexas.
Apesar de todos os cuidados na constru¢do do cddigo o tempo de processamento se
apresenta bem maior do que o esperado.

A grande presenca de fungdes trigonométricas na formulagdo pode ser atribuida
como uma das razdes dessa demanda, aliada a linguagem da implementagdao. O Matlab
se configura em uma plataforma com camadas de abstracdo em relag¢do a linguagem C
com a qual este software matematico é construido. O modelo de integracdo também
parece contribuir para essa perca de perfrmance.

As andlises foram realizadas com um processador AMD Athlon 64 3000+ ¢ os
tempos de processamento podem ser visualizados na Tabela 4.2 em exemplos com
diferentes numeros de elementos (x-elem) e niveis de discretizagdes trigonométricas

(discr-x) e passos mapeados nna trajetoria de equilirio (xx-p).
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Tabela 4.2. Tempo de processamento em segundos horas e dias para os modelos de
flexao analisados

Exemplo Tempo (s) | Tempo (h) | Tempo (d) | Glibs
1-elem / discr-0 15p 9.838,8 2,7 0,1 24
1-elem / discr-2 15p 39.903,0 11,1 0,5 42
1-elem / discr-4 15p 74.172,0 20,6 0,9 60
2-elem / discr-0 15p 24.027,0 6,7 0,3 44
2-elem / discr-2 15p 126.530,0 35,1 1,5 82
2-elem / discr-4 15p 273.890,0 76,1 3,2 120
2-elem / discr-6 e 4 15p 297.970,0 82,8 3.4 144
3-elem / discr-0 15p 39.107,0 10,9 0,5 64
3-elem / discr-4 10p 393.860,0 109,4 4,6 180
3-elem / discr-6 12p 987.950,0 274,4 11,4 238
3-elem / discr-8,7 ¢ 6 12p| 986.340,0 274,0 11,4 271
4-elem / discr-0 15p 57.082,0 15,9 0,7 84
4-elem / discr-7 13p 2.113.550,0 587,1 24.5 357

Avaliando o tempo de processamento gasto por cada passo do processo

incremental iterativo tem-se o grafico apresentado na Figura 4.14.

Desempenho Computacional do Tubo3D

50

@ 1-elem/discr-0 15p
W 1-elem/discr-2 15p
40 1 O1-elem/discr-4 15p
35 A O2-elem/ discr-0 15p
M 2-elem / discr-2 15p
@ 2-elem / discr-4 15p
25 W 2-elem / discr-6 e 4 15p
O 3-elem / discr-0 15p

45 A

30 +

Horas de proc. por passo de incremento

20 A
M 3-elem/ discr-4 10p
15 M 3-elem / discr-6 12p
10 - [3-elem/discr-8,7 e 6 12p
M 4-elem / discr-0 15p
5 W 4-elem / discr-7 13p
O .

1

Modelos Analisados

Figura 4.14 — Tempo de processamento dos modelos analisados com o Tubo3D.
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7

E importante ressaltar que essa estimativa nao leva em consideragdo o nimero
de iteragdes por passo de incremento € por esse motivo ha certa distor¢cao em relagdo a
avaliagdo do tempo de processamento medido ao longo da trajetdria de equilibrio. Nas
analises com modelos menos discretizados o nimero de iteragdes ¢ bem menor,
reduzindo por conseqiiéncia o tempo gasto em cada passo.

Como esperado, o grafico mostra que o incremento do custo computacional esta
diretamente ligado ao acréscimo do grau de discretizagdes trigonométricas e

consequentemente ao do aumento niimero de graus de liberdade.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1. Conclusoes

Este trabalho apresenta uma nova interpolagdo para um elemento finito de tubo. A
formulagdo ¢ desenvolvida para um elemento de dois e trés nos e a partir dela ¢ feita
uma andlise ndo linear do comportamento de um duto submetido a flexdo em
comparagdo com as solucdes analiticas propostas por Brazier e o modelo de Karamanos,
com o intuito de validar o modelo e a implementacdo numérica. Constata-se que a
simplicidade na discretizacdo e na interpretagdo dos graus de liberdade, além da
especificidade do elemento sdo atrativos para o uso do Tubo3D. Em respeito a
formulagdo apresentada conclui-se que esta € capaz de representar corretamente 0s
modos de deformagdo constante e os movimentos de corpo rigido compativeis com o
regime de grandes deslocamentos. A aplicagdo numérica desenvolvida sugere a
eficiente integracdo entre o sistema de classes da plataforma orientada a objetos e a
estrutura em elementos finitos proposta.

A proximidade dos resultados obtidos com os valores propostos por Brazier e
com a analise 2D de Karamanos, qualificam essa ferramenta para estudos mais
detalhados através da comparagdo com outros programas de elementos finitos
tridimensionais e resultados experimentais. Em relagdo ao modelo bidimensional ¢
constatada uma melhor capacidade do Tubo3D em representar os modos de deformacgao
esperados para as solicitagdes impostas, tendo em vista que o estudo da ovalizagdo da
secdo transversal, ao contrario do modelo em duas dimensdes, apresenta assimetria em
relacdo ao eixo z.

A necessidade de utilizar uma integracdo no sentido axial mais apurada ¢

constatada em analises onde o espécime ¢ submetido a grandes curvaturas. Nesse caso a
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utilizacdo de polindmios quadraticos, que permitem a avaliagdo em mais pontos de
integracdo, se configura bem mais adequada.

Apesar de algumas condig¢des de carregamento e deformagdo terem motivado o
desenvolvimento do elemento com trés nos a utilizagdo do Tubo3D com apenas dois
no6s ndo ¢ descartada. Essa aplicagdo se reserva, a principio, a estudos onde deformagdes
no sentido axial ndo sofrem grandes variagdes ao longo do comprimento do tubo,
sugerindo um comportamento mais uniforme nessa direcao.

O formato do elemento e a descricdo de seus graus de liberdade agilizam o
processo de modelagem dos exemplos estudados, tornando essa etapa relativamente
simples. A utilizacdo de poucos elementos facilita consideravelmente a geracdo da
malha, que pode ser construida sem a necessidade de utilizagdo de pré-processadores. A
pequena quantidade de graus de liberdade também simplifica alguns tipos de andlise ao
passo que sugere a adequagdo do elemento em estudos onde deformacdes localizadas
nao se caracterizam como efeito dominante no comportamento da estrutura.

A adogdo de outras hipoteses constitutivas, onde poderiam ser considerados
efeitos como deformagdo plastica, pode ser utilizada. No entanto um estudo dessa
natureza precisa avaliar a capacidade do elemento em representar deformagdes pontuais,
fendmeno tipicamente associado a plastificagao.

Em uma andlise da eficiéncia do modelo adotado, com base no tempo utilizado
para os exemplos até agora estudados, ¢ constatada uma grave deficiéncia
computacional. Essa limitagdo dificulta um programa de analises mais extenso, onde se
busca avaliar mais precisamente a sensibilidade do modelo a uma variagao sistematica
de parametros como espessura, comprimento, presenga de imperfeicdes e o material
utilizado. Tal dificuldade sinaliza para a necessidade de se buscar ferramentas que

proporcionem a diminui¢ao do periodo de processamento.

5.2. Sugestoes para Trabalhos Futuros

Apos a validagdo do modelo apresentado, algumas modificagdes na estrutura

computacional se fazem necessdrias para permitir uma maior quantidade de andlises.
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A inclusdo de uma classe de carregamentos distribuidos se apresenta como uma
das primeiras ag¢des que possibilitardo o estudo de tubos submetidos a pressoes
hidrostaticas e a cargas provenientes de movimentos geotécnicos.

A integracdo numérica ao longo da circunferéncia média da se¢do transversal
poderia se tornar mais eficiente & medida que seja adotada uma estratégia onde a regra
de Simpson, que utiliza polindmios quadraticos para interpolar grupos de 3 pontos, seria
substituida pela quadratura Gaussiana. Semelhantemente ao que ocorre na estratégia
atual, o dominio seria dividido em intervalos, onde dentro de cada intervalo seria
aplicada a regra de Gauss.

Em relacdo a eficiéncia computacional, a primeira consideragdo a ser feita ¢
referente a linguagem de programacgdo adotada. O Matlab ¢ um software matematico
com diversos recursos e interfaces, que representa uma camada de abstragdo sobre a
linguagem de programagdo primaria usado em sua constru¢do, no caso o C. A
implementagdo computacional poderd utilizar uma linguagem mais eficiente
diretamente na construg@o do cddigo, tornando-o mais agil.

Ainda considerando um grande tempo de processamento requerido para o
sistema construido em outra linguagem, uma outra solu¢do possivel ¢ a utilizagdo de
recursos de computagdo paralela. Dessa forma o esfor¢o computacional pode ser
dividido entre varios processadores.

A paralelizag@o proposta podera ser executada, a principio, de duas maneiras: no
modelo simplificado o codigo sera paralelizado com a criagdo de tarefas durante a
montagem da matriz de rigidez global e do vetor de forgas internas para receberem os
métodos encarregados destas agdes. Dessa forma cada nd de processamento seria
responsavel pelo calculo de um elemento (Figura 5.1) e levando em consideracdo o fato
do maior custo computacional da analise estar relacionado a essas agdes, espera-se uma
redu¢do do tempo de processamento da ordem de Ts/n, onde n € o numero de nds de
processamento € Ts € o tempo computacional da analise seqiiencial. Essa op¢ao pode
ser adotada para uma rede com um nimero reduzido de nds de processamento e o
numero de n fica limitado ao numero de elementos da malha do modelo analisado.

Em uma segunda opgao, a paralelizacao seria efetuada no processo de integracao
numérica, criando um determinado numero de tarefas onde seriam realizadas

integracdes numéricas em grupos de pontos (Figura 5.2). Neste caso torna-se possivel a
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utilizacao de um numero maior de nos de processamento, usufruindo a estrutura de uma
arquitetura Cluster, muito difundida em diversos centros de pesquisa, dentre os quais

pode se incluir a Universidade Federal de Alagoas.
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Figura 5.1 — Paralelizacao por elemento.
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Figura 5.2 — Paraleliza¢do nos pontos da integracao numérica.
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Neste esquema cada processador seria responsavel pela integracdo numérica ao
redor da secdo transversal em um ou mais pontos. O tempo seqiiencial (Ts) necessario
para realizar a analise em Unico processador pode ser dividido por uma quantidade de
tarefas maior que a nimero de elementos usados para discretizar o modelo.

Uma metodologia para a determinacdo de pontos criticos e mapeamento de

trajetorias secundarias de equilibrio também deveria ser mais bem explorada.
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Apéndice A

Derivadas da Matriz de Rotacao

A(e(o(un)))
OAy _ OAy Oe, 09, A1
ou oe, 0p, Ou

A(e(o(u,v)))

O’A; 0 (aAijJaek o9, +8Aij ﬂ(ﬁek]&m N

oudv  ov| e, )dp, du  de, ov| dg, ) ou
OA; de, 52@1 _

oe, 0, ouov (A2)
azAij aem a(pn aek a(pl +

oe 0e_ Op, Ov 09, Ou

OA; 0%, 0, 09, +8Aij de, 0’0,

oe, 0p,0p, Ov Ou Oe, 0@, Ouov

A(e(o(u,v,w)))

O’A, _ O’Ay O, O, de dp, de, dp, N
oudvow  Oe,Oe, Oe, 0p, OW 0@, OV 0@, Ou

O°A; 8%, 09, dg, de, Jg, + (A.32)
oe,de,, 09,00, OW OV 0@, Ou

azAij de,, 0°¢, de, 0,

de,0e_ 09 OvOwW 0@, Ou ’




O’A; de. 09, 0%, 09, 99,
de e, 0p, Ov 0p,0p, Ow Ou
O’Ay; de. 09, de, 0%, +

e, Oe, Op, OV 0@, Oudw

azAij de,, 09, d’¢, 0’9, 8(p1+

de,de,, 0p, ow 09,09, Ov Ou
OAy O, 094 B9, 09,
de, 09,0¢,0p, OW OV Ou
0A; d%, 0’9, 0o,

oe, 09,09, OVOW Ou

0A; %, 09, 0%¢,

aek a(Pla(pn aV auaw

O*Ay; de, 09, de, 00, N
oe, 0e, 0p, OW 0@, udv
aAU azek a(Pn az(pl +

oe, 09,0¢, OW Oudv

0A; de, 0’0,

de, 0¢, Ouovow

83

(A.3b)
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Apéndice B

Derivadas da Matriz de Rotacao em Relacao
aos Parametros de Euler

OA
—=2l e, 2, -—e€ (B.1)
oy —e e, 2
2 1 0
[2e, e, e, ]
Rde 0 - B2)
e
bole, g 0]
0 e, €]
O0A
=2/ e 2e, e, (B.3)
oe, 0
7% ]
oA 0 -e, e
=2le, 0 e, (B.4)
oe,
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Derivadas dos Parametros de Euler em relacao

ao vetor de rotacao.

¢, = cos(”ﬂ’%j
),

= = e

o 2 ol 2
onde

el
e=1e,
e3

sen(”‘l’%j

=
o]
afl
de; 2 ) P
P = 0, + ?(Pi —§ >
oy ol o]
ou
()
0o ™) e e
=——I+ 0— e)—z
L 2 o]

(C.1)



