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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a inducao do termo de Chern-Simons 4D na Eletrodinamica
Quantica com e sem massa, nos contextos de temperatura zero e temperatura finita. Para
isso, utilizamos a prescricao de 't Hooft-Veltman para as matrizes de Dirac. Discutimos
a questao da ambiguidade acerca do valor do coeficiente do termo de Chen-Simons para a
eletrodinamica sem massa a temperatura zero. No calculo de temperatura finita com massa
discutimos a questao da nao analiticidade com relagao ao limite dos momentos externos pg
e p, ainda nao abordada na literatura e no calculo sem massa discutimos a restauragao da
simetria de inversao espacial. Por fim estudamos a inducao de Chern-Simons via expansao
derivativa.

Palavras-chave: Inducao radiativa. Violagao de simetria de Lorentz e CPT. Tem-

peratura finita.



ABSTRACT

In the present work, we study the induction of the term of Chern-Simons 4D in mass
and massless electrodynamics, at zero and finite temperature contexts. For this purpose, we
use the 7t Hooft-Veltman prescription to the Dirac matrices. We discuss the issue of ambi-
guity about the value of the Chen-Simons term coefficient for the massless electrodynamics at
zero temperature. At finite temperature calculation, we discuss the issue of non-analyticity
with respect to the limit of external moments p 0 and p, not addressed in the literature and
at massless calculation We discuss the spatial symmetry restoration. Finally we study the
induction Chern-Simons by derivative expansion.

Keywords: Radiative Induction. Lorentz- and CPT-violating. Finite temperature.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A teoria quantica de campos (TQC) é uma teoria quantica e relativistica, pois é capaz
de descrever particulas na escala subatomica, sendo tais particulas aceleradas a velocidades
proximas a velocidade da luz. O modelo padrao (MP) é uma teoria de campos que descreve
o comportamento das particulas elementares e trés das interacoes fundamentais da natureza,
isto é, as interagoes eletromagnética fraca e forte. A interacao gravitacional nao é inclusa
no modelo padrao, pois assim a teoria nao fica renormalizavel. Acredita-se que o MP seja
o limite de baixas energias de uma teoria mais fundamental, tal como teoria de cordas,
onde esta forneceria um modelo quantico para a gravitacao. Em outras palavras, essa teoria
fundamental unificaria o modelo padrao e a interagao gravitacional.

Na natureza ha varias simetrias fundamentais, como por exemplo as simetrias de
Lorentz e CPT. O estudo da simetria de Lorentz esta diretamente relacionado com a teoria
de relatividade especial, pois segundo esta as leis da fisica devem ser invariantes em relacgao
a qualquer referéncial inercial. Este principio é conhecido como covariancia de Lorentz. Por
sua vez a simetria CPT é uma simetria fundamental das leis fisicas sob as transformacoes

simultaneas de conjugacao de carga (C), inversao espacial (P), e reversao temporal (T) [1].



Estas simetrias sao bem consolidadas e foram bastante estudadas ao longo dos anos. Por outro
lado em algumas teorias fundamentais percebemos a ocorréncia de um processo denominado
quebra espontanea de simetria, que origina os efeitos de violacao dessas simetrias de Lorentz
e CPT [2]. Tal quebra de simetria é um processo pelo qual um sistema simétrico passa, de
forma espontanea, para um estado nao simétrico. Este processo, incomum na natureza fisica,
é vital para a compreensao do modelo padrao das particulas fundamentais.

Os estudos da violagao das simetrias de Lorentz e CPT em teoria de campos foram
iniciados pelo trabalho de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) [3], no qual estes introduziram um
termo de Chern-Simons (CS) a densidade Lagrangiana do eletromagnetismo cldssico em 341
dimensoes (4D) e mostraram que este termo viola a invariancia de Lorentz e a simetria de
CPT. Em seguida pelos trabalhos de Kostelecky et al. [4, 5], onde foi proposta uma extensao
ao modelo padrao que inclui em sua lagrangiana uma extensao minima de todos os possiveis
termos com quebra de invariancia de Lorentz e CPT. Esse modelo ficou conhecido como
modelo padrao estendido (MPE), o qual, no setor bosonico, esta incluido o termo de Chern-
Simons. A motivacao para se estudar o MPE esta no fato de que deteccoes de pequenos
desvios de invariancia de Lorentz podem ser interpretadas como sinais indiretos de teorias
fundamentais, que sao dificeis de serem comprovadas experimentalmente.

Nesta dissertacao temos como objetivo estudar a inducao do termo de Chern-Simons
4D, na eletrodinamica quantica (EDQ) estendida com massa e sem massa, no contexto de
temperatura zero e finita. Para isso, vamos utilizar a prescricao de 't Hooft-Veltman para as
matrizes de Dirac [6]. Na eletrodindmica sem massa, iremos discutir a questao da ambigui-
dade acerca do valor do coeficiente do termo de Chen-Simons. Esse assunto ja foi bastante
discutido na eletrodinamica com massa [7, 8]. No cdlculo de temperatura finita com massa
discutiremos a questao da nao analiticidade com relacao ao limite dos momentos externos

po e p. Esse assunto ja foi discutido em 3D [9], contudo, em 4D ainda nao foi abordado



na literatura. Também vamos discutir o calculo de temperatura finita sem massa, o qual
constataremos a restauracao da simetria de inversao espacial.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira. No préximo capitulo estudare-
mos a violagao da simetria de Lorentz. Apresentaremos as transformacoes de Lorentz passiva
e ativa, assim como as transformacoes de Lorentz de observador e de particula, e mostraremos
como essa simetria é quebrada na presenca de uma campo de fundo constante.

O MPE, mais especificamente a EDQ estendida, serao abordados no capitulo 3. Ini-
ciaremos estudando brevemente o MP, para entao discutirmos o MPE e em seguida a EDQ
estendida. Apresentaremos sua Lagrangiana e comentaremos de forma sucinta os termos
presentes nesta.

No capitulo 4 estudaremos a inducao radiativa do termo de Chern-Simons 4D com
violagao da simetria de lorentz e CPT, na eletrodinamica com massa e sem massa, utilizando
a prescricao de 't Hooft-Veltman para as matrizes de Dirac. Faremos uma breve introducao
acerca das caracteristicas cldssicas e quanticas do termo de Chern-Simons, e apresentaremos
os caculos realizados para a inducao do termo de Chern-Simons, onde discutiremos a questao
da ambiguidade do coeficiente de CS para a EDQ sem massa.

Por sua vez, o capitulo 5 tratard da inducao de Chen-Simons a temperatura finita.
Primeiro apresentaremos as caracteriticas gerais da TQC a temperatura finita, para em se-
guida apresentar os calculos da indugao com massa e sem massa. Neste capitulo discutiremos
algumas questoes importantes como a nao analiticidade com relacao ao limite dos momentos
externos e a restituicao da simetria de inversao espacial no limite de altas Temperaturas.
Discutiremos ainda a indugao do termo Chern-Simons via expansao derivativa. Por fim serao

apresentadas as nossas consideragoes finais e perspectivas para este trabalho.



Capitulo 2

VIOLACAO DA SIMETRIA DE

LORENTZ

Nos ultimos anos, os fisicos tem estudado a possibilidade de que pequenas violagoes
de simetria de Lorentz possam acontecer na fisica das particulas fundamentais. A motivacao
para esse estudo esta no fato de que tais quebras de simetria pode ocorrer em teorias fun-
damentais como a teoria de cordas. Portanto, ao considerarmos o limite de baixas energias
dessas teorias fundamentais pequenos desvios da invariancia de Lorentz podem ser induzidos
no modelo padrao.

A partir da década de 80 surgiram teorias que mostravam que a invariancia de Lorentz
pode ser quebrada em um limite de altas energias. Kostelecky e Samuel mostraram em [2,11]
que hé interagoes presentes em teoria de cordas que podem levar a quebra espontanea da
simetria de Lorentz. A partir desse trabalho surgiu um grande interesse na cominidade
cientifica em modelos de teoria de campos com violacao de simetria de Lorentz, pois tais
modelos podem ser vistos como o limite de baixas energias da teoria de cordas.

Veremos agora como ocorre a violagao de simetria de Lorentz, iniciaremos explicando



2 transformacoes de Lorentz 8

brevemente as transformacoes de Lorentz passiva e ativa, e em seguida além de apresentare-
mos um modelo com um elétron se movendo em um campo elétrico de fundo gerado por um
capacitor de placas paralelas para introduzirmos as Tranfomacoes de Lorentz de observador

e de particula.

2.1 transformacoes de Lorentz

As transformagoes de Lorentz sao rotacoes, apenas entre coordenadas espaciais, ou
mudancas de velocidades (“boosts”), entre coordenadas espaciais e temporais. Além disso,
essas transformagoes podem ser passivas e ativas. As transformagoes de Lorentz de observador
sao as transformagoes passivas na presenca de um campo de fundo constante, ao passo que
as transformacoes de Lorentz de particula sao ativas também na presenca de um campo de
fundo. A seguir discutiremos mais sobre essas transformagoes, destacando as suas distingoes,
assim como indicando em quais circunstancias vamos ter quebra.

A teoria da relatividade restrita fundamenta-se em dois principios: as leis da fisica
sao idénticas em qualquer referéncial inercial e a velocidade da luz no vacuo é a mesma
em qualquer sistema de referéncia inercial. Portanto, com base nesses principios, qualquer
referencial inercial observa a luz se propagando esfericamente com velocidade c.

Vamos agora tomar dois referenciais inerciais, que no instante ¢ = 0 coincidam de
posicao e afastam-se com velocidade v. Dessa forma, a luz se propagando com frente de onda

nos dois referenciais inerciais obedece as expressoes

AP —a? —yP -2 = 0, (2.1)

12 12 12 12

At -2ty =7 = 0. (2.2)
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Dessa forma, ao estabelecermos a igualdade

C2t/2 . Z‘IQ . y/2 . 212 _ CZtI2 _ Z‘IQ _ y/2 _ ZIQZ. (23)

Uma possivel solucao, que satisfaz a igualdade acima e relaciona somente coordenadas

espaciais, as rotagoes, ¢ dada por:

t =t (2.4)
y = —xsing + ycosae, (2.5)
¥ = xcos¢+ ysing, (2.6)
2 = z (2.7)

Outra possivel solucao envolve as mudancas em coordenadas espaciais e temporais sao

conhecidas como boost de Lorentz, pode ser escrita como:

ot = 7(015—%95), (2.8)
y =y, (2.9)
¥ = y(x—ot), (2.10)
d o= z (2.11)
v = (1—2—2)1/2. (2.12)

Vamos a seguir nos deter apenas nas transformacoes que relacionam as coordenadas
espaciais, as rotacoes, destacando os pontos de vista passivo e ativo. Em seguida, vamos
analisar um exemplo simples no qual um elétron é colocado entre as placas paralelas de um

capacitor carregado, com um campo elétrico constante.
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2.1.1 Transformacao Passiva

Nas transformagoes passivas temos dois referenciais inerciais, diferindo por um angulo
¢, descrevendo um mesmo ponto P (veja Fig. 2.1). Nesse caso deixamos os pontos do espago-

tempo fixos e relacionamos as bases de dois referenciais inerciais.

Y P

Figura 2.1: Transformacao passiva
Fonte: Belich et al., 2007.

Observe que a rotacao descrita na Fig. 2.1 é a mesma descrita nas equagoes (2.4)

e (2.7), ou seja, em torno do eixo z. De forma matricial, podemos escrever

x cos¢ sing x
Y —sin¢ cos¢ Y
No caso de uma rotacao infinitesimal, temos que
x 1 90 x
= , (2.14)
y —0¢ 1 y

no qual levamos em conta apenas a primeira ordem.

2.1.2 Transformacao Ativa

10



2 transformacgoes de Lorentz 11

Também podemos considerar transformacoes ativas, no qual temos um tnico referen-
cial inercial onde a rotagao é descrita através do deslocamento do ponto P (veja Fig. 2.2).
Desse modo ao invés de mudarmos nosso referencial inercial, deixamos o referencial inercial

fixo e quem se movimenta sao os pontos do espaco-tempo.

eR0 Y

Eixo X

Figura 2.2: Tlustracao de como obter a matriz de rotagao ativa.
Fonte: Belich et al., 2007.

Para essa transformacao, temos que

x’ cos¢ —sing x
- , (2.15)
Y sing  coso Y
ou na sua versao infinitesimal,
x’ 1 =09 x
= . (2.16)
y op 1 y

Portanto, ao compararmos as equagoes (2.14) e (2.16), observamos que basicamente a
diferenca entre as transformacoes esta no angulo de rotacao. Enquanto que na transformacao

passiva a rotagao é de um angulo (¢), na transformagao ativa a rotacao de um angulo (—¢).

11
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2.1.3 Transformacao de Lorentz de Observador

A fim de ilustrarmos essa tranformacgao, vamos a seguir analisar um exemplo onde
temos um elétron entre as placas paralelas de um capacitor, localizado pelo vetor posicao
R= (0,a,0), imerso em um campo elétrico E= (0,0,—E,).

Como ja foi falado no inicio deste capitulo, as transformagoes de Lorentz de observador
sao consideradas as transformagoes passivas na presenca de um campo de fundo. Dessa forma
vamos agora considerar uma rotacao 7 radianos, na qual devemos girar o referencial inercial

O’ de ¢ = +7 radianos, conforme Fig. 2.3.

T F [ F [ F [ F T FF ¥

v .

—

Figura 2.3: Rotacao passiva de um angulo ¢ em presenca de um campo de fundo.
Fonte: Belich et al., 2007.

Observe que para os dois referenciais inerciais, o vetor posicao R é sempre perpendi-
cular ao campo de fundo (R L E). Portanto, nesta transformacao nao ocorre a quebra de

simetria de Lorentz.

2.1.4 Transformacao de Lorentz de Particula

Agora, vamos levar em conta uma transformacao de Lorentz de particula, na qual

temos uma transformagao ativa na presenca de um campo de fundo. Dessa forma, vamos

12
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analisar o mesmo exemplo acima, contudo, efetuaremos uma rotagao no elétron de ¢ = —

SIE]

radianos, dentro do mesmo referencial O’ (veja Fig. 2.4).

- N T X | F| T

_.
<
In

_—1
<
>
-

>+
=
-
-
_—1
<

Figura 2.4: Rotacao ativa de um angulo —¢ em presenca de um campo de fundo.
Fonte: Belich et al., 2007.

Para a nossa surpresa, observamos que o vetor posi¢ao R, apos a rotacao, agora ¢é para-
lelo ao campo de fundo (R || E). Portanto, devido a presenga do campo de fundo, temos uma
quebra da invariancia quando efetuamos uma transformacao de Lorentz de particula, ou seja,
antes da transformacao os vetores eram perpendiculares, ao passo que apds a transformacao

os vetores ficam paralelos.

13



Capitulo 3

ELETRODINAMICA ESTENDIDA

Neste capitulo faremos uma breve introducao sobre o modelo padrao e o modelo padrao
estendido, no qual apresentaremos suas principais caracteristicas. Por fim apresentaremos a

eletrodinamica quantica estendida.

3.1 Modelo Padrao

O Modelo Padrao (MP) é uma teoria de campos que descreve o comportamento das
particulas elementares, foi basicamente desenvolvido durante a década de 70 e situa-se na
escala de 10™®m. Este modelo é constituido pela combinagao da teoria eletrofraca (interagoes
eletromagnéticas e fracas unificadas) com a teoria da cromodinamica (interagoes fortes). O
modelo padrao é divido em duas familias de particulas. As particulas bosonicas, para os
campos de interacao, e particulas férmionicas, para os campos de matéria.

As particulas bosonicas (ou simplesmente bésons) do MP possuem spin 1 e nao sao

regidos pelo principio da exclusao de Pauli. Elas sao conhecidas como particulas mediadoras,

14



3 Modelo Padrao Estendido 15

isto €, as particulas responsaveis pela transmissao das forgas. Os bdsons que fazem parte do
MP s@o: os fétons (), responsdveis por mediarem a interagao eletromagnética; os bésons
W=, Wt e Z° responsaveispela mediacio da interagao fraca; os gluons (g), que mediam a
interagao forte; e os bosons de Higgs (H?), que sdo responsaveis pela geragao da massa das
particulas. Observe que no Modelo Padrao a forca gravitacional nao esta presente. Isto é
devido ao fato da interacao gravitacional ser muito pequena. Contudo, o principal motivo é
o fato da gravitagao nao ser consistente quanticamente.

As particulas fermionicas (os férmions) do Modelo Padrao por sua vez possuem spin
1/2 e sao regidos pelo principio da exclusao de Pauli, o qual determina que férmions idénticos
nao podem ser encontrados no mesmo estado quantico. De modo geral, sao as particulas que
constituem a matéria, sendo subdividas em duas classes de particulas elementares, os léptons
e os quarks. Para os léptons temos: o elétron (e), o mtion (u), o tau (7), o neutrino do
elétron (v.) , o neutrino do muon (v,), e o neutrino do tau (v.). Por sua vez os quarks
sao: up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (t) e bottom (b). Além dessas particulas,
também temos as suas correspondentes antiparticulas, que posuem cargas contrarias.

As particulas que possuem estrutura interna sao chamadas de hadrons. Essas particulas
sao constituidas de quarks, os quais sao mantidos juntos pela agao da forca forte, similar-
mentes como ocorre com os atomos e as moléculas que sao unidas pela acao da forca electro-
magnética. Os hddrons sao classificados em duas familias: barions e mésons. As particulas
constituidas por trés quarks ou trés antiquarks sao chamadas de barions. As particulas

constituidas por um quark e um antiquark sao chamadas de mésons.

3.2 Modelo Padrao Estendido

15



3 Modelo Padrao Estendido 16

Na secao anterior estudamos brevemente como o Modelo Padrao ¢é estruturado, porém
devido ao fato deste nao ser capaz de descrever alguns fenomenos como, por exmplo, a in-
teragao gravitacional, ele nao é aceito como uma teoria completa, desse modo foi desenvolvida
uma nova teoria, a qual representa uma extensao do MP, chamada de modelo padrao esten-
dido.

Motivados pelo presuposto do MP ser o limite de baixas energias de uma teoria mais
fundamental, como por exemplo a teoria de cordas, Alan Kostelecky e Stuart Samuel mos-
traram em 1889 que hé interagoes presentes em teorias de cordas que podem levar a quebra
espontanea da simetria de Lorentz [2]. No inicio dos anos 90, Kostelecky e Samuel mostram
que as interacoes entre cordas também podem quebrar espontaneamente a simetria-CPT,
quando abordada nos contextos da teoria de cordas bosénicas e da teoria de supercordas [11].

Devido ao fato de que a violacao das simetrias de Lorentz e CPT surgirem de teorias
mais fundamentais, em uma escala mais baixa de energia, poucas ordens de grandeza maior
que a escala eletrofraca, foi desenvolvido o Modelo Padrao estendido. O MPE surgiu como
um meio de facilitar as investigagoes experimentais acerca das simetrias de Lorentz e CPT.
E uma teoria de campo efetiva que constituida pelo Modelo Padrao, a Relatividade Geral, e
todos os possiveis termos que violam a simetria de Lorentz [4, 5, 17]. E impotante salientar
que uma quebra de simetria de CPT, ocasiona uma quebra da simetria de Lorentz, no entanto
uma quebra de simetria de Lorentz, ndo implica em uma quebra de simetria CPT [16].

Podemos expressar o MPE matematicamente como uma Lagrangeana constituida por
varios termos. Cada termo que viola a simetria de Lorentz é construido pela contracao de
operadores de campo padrao com coeficientes de controle chamados coeficientes de violagao
de Lorentz. Note que estes nao sao parametros da teoria, uma vez que podem, em principio,
ser medidos experimentalmente, desse modo os efeitos das violacoes de Lorentz e CPT sao

regidos por coeficientes relacionados & teoria mais fundamental na escala de Planck [2, 11,

16



3 Eletrodinamica quantica estendida 17

18].

3.3 Eletrodindmica quantica estendida

A eletrodinamica quantica estendida é constituida da eletrodinamica quantica usual,
acrescida de todos os possiveis termos que incorporam as violacoes das simetrias de Lorentz
e CPT. Em outras palavras a EDQ estendida, a qual descreve a interacao entre elétrons,
positrons e fotons, pode ser obtida a partir do Modelo Padrao Estendido [5]. Como foi
mencionado na secao anterior, os termos de violacao que sao adicionados devem ser relativa-
mente pequenos, para que assim sejam desprezados no limite da escala eletrofraca. A EDQ
estendida é uma teoria de extrema importancia tanto do ponto de vista tedérico quanto do
experimental, visto que esta tem sido testada com um alto grau de precisao em uma enorme
variedade de sistemas fisicos, além de ser utilizado para impor altas restri¢coes nos campos
de fundo que controlam a quebra da simetria de Lorentz desta EDQ estendida.

A lagrangiana da EDQ estendida, é dada por

M3 M4
1 7 1 ~ o vV AP 1 28 nY4 VR ai?) /s
L= = Fu " + L Tear) g AP —L(Jp)uny P +5igTHD, 6 — § My, (3.1)

onde T =~ +T% e M = m + My, sendo

, 1
Y = ™y + d™ sy, + e +iffys + 59”“@”

1
M, = auy" +buysy" + §HWUW. (3.2)

O primeiro termo em (3.1) representa a lagrangiana de Maxwell usual, lembrando que

17



3 Eletrodinamica quantica estendida 18

F, = 0,A,—0,A,. Osegundo e o terceiro termo sao termos extras, sendo estes os termos de
violagao de simetria. Nao iremos nos ater ao terceiro termo visto que ele nao é relevante para
nosso trabalho, no entanto a critério de informacao este termo aparece como uma correcao
quantica nao linear a teoria de Maxwell com viola¢ao de simetria de Lorentz [19].

O segundo termo é o termo de Chern-Simons (CS) 4D. Este termo é CPT fmpar
e desse modo quebra as simetrias de Lorentz e CPT. E possivel observar que o coeficiente
(kap)* possui dimensao de massa d = 1, enquanto que o operador AYF* tem dimensio de
massa d = 3, visto que a lagrangiana tem dimensao de massa d = 4. Recentemente houve
muito interesse no estudo da inducao do termo de Chern-Simons em diversos contextos,
citamos como exemplo a indugao radiativa [20, 21, 22|, que é o foco deste trabalho.

E importante comentar também sobre os termos extras adicionados a lagrangiana de
Dirac, ou seja, no setor fermionico da lagrangiana. Observe que os operadores contraidos
com os coeficientes a,, b, €., f,. € gy, violam as simetrias de Lorentz e CPT (CPT impar),
enquanto que os operadores relacionados com os coeficientes ¢, d,, e H,,, violam apenas
a simetria de Lorentz (CPT par). No entanto, ao realizarmos uma redefini¢ao espinorial,
os termos relacionados com os coeficientes a,, e, e f, sao removidos da lagrangiana, sendo
absorvidos pelos espinores v e 1 [23]. Apenas os coeficientes Cows JW, Grwps by € Hyy so-

brevivem. Note que os termos que contém os coeficientes b, e ¢, sao os inicos que geram

correcoes quanticas no setor bosonico, desse modo,

(kar)y, = Cb,, (3.3)

(kr)uroe = D(Gurcup + GupCur — GupCur — GuaCup) (3.4)

onde C e D sao constantes de proporcionalidade. Note também que os coeficientes contidos

em M; tém dimensdao de massa d = 1, enquanto que os coeficientes contidos em T'} sdo

18



3 Eletrodinamica quantica estendida 19

adimensionais.
Nos préximos capitulos iremos induzir o termo de Chern-Simons na EDQ estendida

a tempeatura zero e temperatura finita.

19



Capitulo 4

INDUCAO DO TERMO DE

CHERN-SIMONS 4D

Neste capitulo estudaremos a inducgao radiativa do termo de Chern-Simons 40D com
violagao da simetria de Lorentz e CPT, na EDQ estendida com massa e sem massa. Para
isso, utilizaremos a prescricao de 't Hooft-Veltman para as matrizes de Dirac. Iniciaremos
fazendo uma breve introducao acerca do termo de Chern-Simons, destacando as suas carac-
teristicas classicas e quanticas. Nas secoes seguintes apresentaremos os caculos realizados
para a inducao do termo de Chern-Simons, ao efetuarmos uma decomposi¢ao nas compo-
nentes temporal e espacial dos momentos como uma preparacao para o estudo do célculo a
temperatura finita. Também discutiremos a questao da ambiguidade com relacao ao coefici-

ente do termo de Chern-Simons.

4.1 Introducao

20



4 Introdugao 21

A partir da equagao (3.1) podemos escrever a lagrangiana para o setor bosonico como

1 1 1
Ly == FuF" + §(kAF)“e,w,),avzw - Z(kF)MVApF“”FAp (4.1)

onde foram adicionados a lagrangiana de Maxwell um termo tipo Chern-Simons (CPT impar)
e um outro termo que viola somente as simetrias de Lorentz (CPT par).

O termo de Chern Simons, que esta presente na lagrangiana do setor bosonico, é de
primeira ordem nas derivadas espaco-temporais, sendo modificado por uma derivada total
sob uma trasformagao de calibre (gauge). No entanto, a acao e as equagdes de movimento
dadas por

1
8MF#V + E(kAF)MEMVApF)\p — (k‘p)’w}\pauF)\p = 0, (42)

sao invariantes de gauge. Efetuando uma solu¢ao de onda plana para a equacao acima,

obtemos a seguinte relacao de dispersao
Lo o
w:|k:|j:§<m—p~k), (4.3)

na qual tomamos (kg)"** = 0 e (kar)" = (m,p). Portanto, a relagao de dispersio é modi-
ficada, diferentemente, para cada polarizacao. Desse modo, a adi¢ao do termo tipo Chern-
Simons na teoria de Maxwell prevé o efeito da birrefringéncia da luz no vacuo.

A causalidade dessa teoria tipo Maxwell-Chern-Simons foi estudada em [24]. Neste
estudo foi observado que a componente tipo-tempo de (kar), provoca uma instabilidade na
teoria. Enquanto que, para um (k4r), tipo-espaco, uma quantizagao consistente dessa teoria
parece ser possivel. Entretanto, através de observacoes da polarizacao da luz de galaxias
distantes foi evidenciado um limite inferior para |kap| ~ 107%2GeV, o qual indica que esse

coeficiente deve ser nulo.
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4 Acgao efetiva 22

Contudo, sabemos que existe a possibilidade de gerar, através de correcoes radiativas,
um termo de Chern-Simons na agao efetiva da EDQ a partir do setor fermionico. No entanto
o Unico termo capaz nos levar a inducao é o bM’LZ’)//’L’}/g)w, pois possui uma matriz 5 , essencial
para a obtencao do tensor de Levi-Civita, assim como as mesmas transformagoes discretas
de C, P e T do termo de Chern-Simons.

Esse assunto da inducao ja foi cuidadosamente investigado na literatura em diferentes
contextos [4, 5, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39], onde os principais
resultados obtidos sao mutuamente diferentes ou nulos. Dessa forma, o valor do coeficiente
do termo de Chern-Simons é finito, contudo, indeterminado, a depender do esquema de
regularizacao utilizado [7, 8]. O comportamento da inducao do termo de Chern-Simons (4D)
em uma teoria quantica de campos com Violagao de simetria de Lorentz e CPT, quando é
levada em conta a temperatura, foi analisado em [20, 21, 40, 41]. Vamos estudar agora esta
inducao por meio de correcoes radiativa na eletrodinamica quantica, com massa e sem massa,

a temperatura zero.

4.2 Acao efetiva

Considere a densidade lagrangiana,

1 1 -
L= FuF" = S(Kap)e™ A, Fyy + 0D = m — )0, (4.4)

onde D, = 0, + ieA,. Nosso objetivo ¢ induzir o termo de Chern-Simons na EDQ com e
sem massa, nos contextos de temperatura zero e temperatura finita. Para isso, partiremos
de (4.4) para obtermos a acao efetiva desta teoria mediante a andlise do funcional gerador.

O funcional gerador é, por difinicao, a integracao funcional dos campos presentes na
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4 Acgao efetiva 23

teoria, de modo que podemos representéd-lo por
7 = /D@DwDAuexp {i/d‘lx E] (4.5)

Para induzir o termo de Chern-Simons na EDQ), iremos focar nossa aten¢ao apenas no setor

ferminonico da equagao (4.4), com isso (4.5) torna-se
Zy = /D&Dz/) exp {1 / d'z Y(il) — m — bys) | = Det (i0,4" — e A" —m — bys),
apos calcular a integral ferminonica e fazer 9, — —ik,,, ficamos com

Zy = Det (J —m — bys — ed).

Lembrando que Z,, = e*<//, podemos escrever a agao efetiva com violagao de Lorentz e CPT

COI11O

Sepp = —iInDet (F —m — pys — ef).

Agora, com o auxilio da relacao In Det (A) = Tr In(A), encontramos

Sepp = —iTrlin [(k —m-—= 5’75)(1 —(f—m— 5’75>_164m
= —iTrIn(f —m—pvys) —i Trin(1 — (%A— m— %75>_16A5, (4.6)

onde o trago, Tr, é feito sobre as matrizes de Dirac, bem como sobre os espagos das coor-
denadas e dos momentos. Observe que que o primeiro termo em (4.6) depende apenas dos
quadrivetores p,, e b,, ou seja, representa a dinamica do sistema sem interagao. Por sua vez,

o segundo termo possui uma dependéncia com o campo de calibre, A, . Portanto vamos nos
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4 Acgao efetiva 24

ater somente a esse termo, de modo que ao realizar a seguinte expansao,
RNy | -
5&f=HWE;5K%—m—¢%>%Aw (4.7)

vemos que o primeiro termo da expansao é nulo, enquanto que para a segunda ordem,

n = 2, temos

¢ { ! L4l (4.8)

Sler=i=Tr
1 2 F—m—Fys F—m—pys

Seja o trago de um operador dado por,
Tr A= tr/d% (z|A]z). (4.9)

Entao substituindo (4.9) em (4.8), encontramos

! = ie—ztr/d% x
eff — 2
2

= i%tr/d% <x

1 1%
%—m—%%Aw F—m—pys
} 1
F—m—bs F—id —m— b

A

d

vyl
’y A/;,Al/

COo1

1 1

-0 € Gb ’—z’@l = 1 R
F—m— b ! ) k=i —m— by

Gy(K')

sendo propagadores. Portanto

2 4 1./
Sess = Z’%” / d' / (2:)4 (@ |Gy(K )V Gy(K — i0 )y K'Y (K |ALA, | x) .
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4 Acgao efetiva 25
Considerando A}, = A} (z') e A, = A,(2?), entdo
(KA, (@D Ay (2%)]e) = Au(ah)A,(2*)(K]z)
(@|Gy(k)"Go(K = i0 )" [K) = Gy(k)y"Go(K — id)y" (w|k'),
onde (z|k') = ') (k|z) = e~ K2 ¢ i) =i(—i p) = p. Com isto
! -62 4 d4k/ / / v 1 2
o = z—tr d'x 4Gb(k IVG(K —p)y" Au(z) A, (x7)
rl=a2=x
4 1.
= z%tr/d4 / d k IV Gy(K' — p)v" Au(x) Ay (). (4.10)

Vamos entao usar as seguintes transformadas de Fourier para

)= [ G A o Ao = [ GO A)

de tal modo que (4.10) passa a ser escrita como

& (p+7')

2 4 41. ~
Sers = ?/ d /dk/ [ O GG~ 1 A At
d4

sendo

e d*k’ ,
" = —tr/(27r) Go(E"NY*Gy(K' — p)y”

e? d*K' .
= —t?“/ (2 )4 ’}/MGb(k —p) VGb(k’)
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4 Prescrigao de 't Hooft-Veltman 26

Dada a seguinte mudanca de varidavel: k =k —p — k' = k + p, com dk’ = dk, temos

W = Sir [ B GHR Gulh + ) (4.11)
onde
o) ! e Gylk+p)— ! (4.12)

:k—m—b%

F+p—m—pys

4.3 Prescricao de 't Hooft-Veltman

Nosso préximo objetivo é calcular o tensor de polarizagao do vacuo (4.11), usando a
prescricao de 't Hooft-Veltman. Tal prescricao é um procedimento de regularizacao caracte-
rizado originalmente pela generalizacao do espago quadridimensional dos momentos para o
espago D-dimensional, no qual devemos identificar dois subspagos [6]. Um subspago fisico de
dimensao 4, cujos momentos devem possuir s6 as quatro primeiras componentes arbitrarias
e todas as outras componentes nulas, e um outro subspaco nao fisico de dimensao D — 4, que
contém momentos com as quatro primeiras componentes nulas e todas as outras componentes
arbitrarias.

Para fazer estes calculos vamos, inicialmente, estender o espaco-tempo 4-dimensional
para um D-dimensional, tal que d*k/(27)*, passe a ser u*~PdPk/(27)", onde p é um parame-
tro arbitrario que identifica a escala de massa. Desse modo, dada a relacao de anticomutagao
{7, 4"} = 2g", com a contragao g,,g"" = D, separamos as matrizes de Dirac, 3, e o tensor

métrico,g"”, D-dimensionais em duas partes, uma 4-dimensinal e outra (D — 4)-dimensdes,
4 D—4 4 D—4

. IR D a7 S . . .

isto é, y* = A* + AF e g™ =g" + ", tal que as matrizes de Dirac satisfacam, agora,
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 27

as seguntes relagoes de anticomutacao

{0 =20 (340 =20" {44 =0, (4.13)

e consequentemente os tensores métricos possuem as seguintes contracoes, g,..g"" = 4,

Juwd" =D —4 e g,g" = 0. Além destas relagoes de comutacao, vamos introduzir

[s,4"] = 0, (4.14)

e manter

{5, 7"} =0. (4.15)

Observe que basicamente a diferenga existente nesse esquema de regularizacao é a introdugao
da relacao de comutagao (4.14). A seguir, no célculo do trago do tensor de polarizagao, iremos
descartar os resultados obtidos com e sem essa relacao de comutacao. Contudo, iremos levar

em conta (4.14) em todos os nosso calculos.

4.4 Inducao do termo de Chern-Simons

Ao estendermos o espago-tempo 4-dimensional para um D-dimensional em (4.11),

obtemos

= %u“*’:’tr / (;lﬂ)kD [V Go (k)7 Go(k +p)]. (4.16)

Vamos agora utilizar o método perturbativo, ao considerarmos apenas contribuicgoes lineares
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 28

de b, em Gy(k) e Gy(k + p):

S(k)
Gy(k) = ! _ + ! bys ! + ... (4.17)
F—m—py k—=m Fk—m "F—m
S(k+p)
= 1 1 1 1

= + b
Etp—m—pys k+p-—m Fk+p-—m “k+p-—m
Dessa forma, escrevemos 11" — II}", ou seja,

2

" = %““)tr/ (g:)kfa [S(k) + S(k)BrsS(k)V"[S(k = p) + S(k = p)bysS(k — p)]n”

e? dPk . . _ - _ _
= 3#4‘%’/ @)D {S(k)v“s(k’ — )"+ SRS (k)" S (k — p)brsS(k — p)y” +
+S(k)BysS(k)y"S (k= p)y” + S(k)y*S(k — p)brsS(k — p)’y”}- (4.19)
Note que em (4.19) o primeiro termo representa a polarizagao do vacuo usual, e o segundo

possui ordem quadratica no termo de violacao, b. Como estamos interessados na primeira

ordem dessa violacao, vamos continuar apenas com o terceiro e o quarto termo. Desse modo

o) = P [ G USRSk + ) (4.20)
I (p) = P [ SIS E e pbs Gt (w2

Trivialmente podemos ver que IIY(p) = IL*(—p). Portanto, calcularemos apenas

1% (p). Isto pode ser feito realizando o seguinte procedimento
M4—D/ﬂﬁus—d/%/dd_k
(2m)D 2n) ) (2m)4’
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 29

logo, racionalizando os propagadores, S(k) e S(k + p), econtramos

ko / Ak Tr{y" (k4 m)bys(F 4+ m)y” (F + p) +m)] (4.22)
: .

I, (p) = €2M3_d/ (2) 27 )d (k2 — m?)2(k2 — m?) ’
onde k; = k + p. Para o calculo do traco, apresentaremos trés resultados. No primeiro,
R, apresentaremos o resultado utilizando a prescricao de 't Hooft-Veltman, onde iremos
separar o momento nas partes fisica e nao fisica, isto é, % =+ % No segudo, Ry, usaremos
novamente a prescricao de 't Hooft-Veltman, porém desta vez sem separar as partes fisica e
nao fisica. Para calcular este traco aplicaremos a propriedade da ciclicidade afim de deslocar
a matriz v5 para o final. Por fim, em R3 mostraremos o resultado obtido pelo método usual,
no qual levaremos a 75 ao final passando-a por cada uma das matrizes de Dirac, respeitando

as relagoes de anticomutagao (4.15). Os tragos por cada um destes métodos sao

Ry = 4by (—z'm?eﬂ”*”l%g + 2k PR p, + 2k @ hyp, + K2 Np, — ik, +
+2i(k - p)e" Nk, + ik2 ek, + ik k, + imQE“”’\ppp), (4.23)

Ry = 4by (—imzew’\"l?;g + Zikz“e”k"”l;;app — Qilz:yeuA”p/;;app - i/;:QEWAppp + 2i(k - p)e"k, +
+ ik* ek, + Z'm2e’“/)‘ppp> : (4.24)

Ry = 4i (—mQE“”b"fo + l?:%“”bppp + 2(k - b)e"Pkyp, + ket + mze“”b”pp) ) (4.25)

Observe que, apresar de serem um pouco diferentes, os resultados apresentados em R; e

Ry sao equivalentes, portanto seguiremos com Ry, por simplicidade, pois R;, como citamos
) ) ) )

inicialmente, possui separacao das partes fisica e nao fisica.

Por simplicidade na notacao usaremos k& — k. Vamos entao avaliar R, para isso
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 30

faremos a seguinte substituigao: m* — —G + (k + p)?, onde G = (k + p)*> — m?, desse modo

Ry, = 4iby [Qk”e”’\"pk(,pp - 2k”6“’\”p/<;gpp + 2(k - p)e" P 4 P2 (pf — kP) + G AP (kP — pP)].

Substituindo R1 em (4.22), ficamos com

Y (p) = by I"(p), (4.26)

sendo

Ty gy ped [ ko [ AR T2(RFENTp R, + KN ky) + 2(k - p)etp?

() = debrn d 2 o02(12 _ 2 +
(2m) J (2m) (K2 — m2)2(k* — m2)

p2€lw)\p(pp — k;P) E;w)\p(k.p _ pp)):|

+(k}2 _ mQ)Q(k‘% _ mz) (kQ _ m2)2

(4.27)

A partir de agora vamos utilizar o espaco Euclidiano. dessa forma, vamos considerar

k* — —k*  dky — i dky, k-p— —(k-p) e k* — —k* na equagao (4.27), assim obtemos

d7. W UANPT P10 LV SUAPT PO . HUANP P
"\p) = —4i€2u3db,\/ dky / d’k [2(kte o pPk? — kY et PO pPkT) — 2(k - p)etMp
(2m) J (2m)? (k2 4+ m?)2((k + p)? + m?)

2 VAP (P _ P Al AP (Jep _ P

pie (p k?) o 3d/ dk:o/ d°k e (kP —p”)
4ieb (4.2

T (k+ ) +m2)] LT [ 55 | o G e 2

Nosso porximo passo ¢ extrair a estrutura tensorial, ficando apenas com integrais
escalares. Note que, para segunda contribuicao em (4.28) este processo é extremamente
simples de ser feito, visto que tanto a integral sobre as componentes espaciais quanto a

integral sobre K, sao antisimétricas na troca de &k — —k. Portanto decompondo k” em
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 31

kP = kP + kod,0, obtemos

.y / dkq / Ak eAege . / dkg / Ak emAege
Il = p +
2m) ) (2m)d (k2 + m?)? 2m) ) (2m)d (k2 + m?2)?

L / dko / Ak e (ko6 )
a 2r) ] o) (k2 +m2)?

A integral em k” é nula, pois trata-se de uma integral impar em um intervalo simétrico.

Portanto, a segunda integral fica

. HUAD P
—4i€2b)\ug_d/ dkfo / d*k _ € p _ _47;€2b)\6;l,uz\ppp107 (429)
2m) S (2m) (k2 + ko + m2)?

onde

.
Iy = 2~ / dko / d kd ! . (4.30)
2m) S (2m) (k2 + ko + m2)?

Vamos discutir agora a primeira integral em (4.28), onde analisaremos cada um dos
seus quatro termos separadamente. Primeiro para implementarmos a translacao, apenas as
componentes espaciais do momento interno, iremos decompor k* em k¥ = kH + kodp0. Em
seguida realizaremos o deslocamento FH s kR — xp*, onde sera introduzido o parametro de
Feynman. No passo seguinte usaremos a covariancia sob rotacoes espaciais KRk — %(5““ —
§H06"9) e por fim, quando necessario, fraremos a seguinte substituicao g — p* — podtL.

Aplicando essas condigoes ao primeiro termo econtramos

e 2
ke Mo Pk = —256‘“”\1’ + <—2€ + 2223 + dpoko + 2k§) JHOrAP0 _
—(22%pg + kao)p"e”APO + QxE“pgel”\po — Q:Upuey’\pE + 2xp05“06”)‘pE +

2R Eige 0 4 2510 MF. (4.31)

Para o segundo termo, note que (2k”e***°pPk?) possui a mesma estrutura de (2k#e"**7pPk?),
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 32

logo para obtermos o segundo termo basta permutarmos v por u em (4.31), assim

—

k2 k2
2KV HMNPPET = 236‘”’\1’ + (—23 + 22°p3 + dapoko + 2]{:3) 500 _

—(2x2po + kao)p”e“APO + QxE”poe“’\po — 2xp”e“’\pl; + prgé”oe“w +

20V et AP0 4 g 610 ME (4.32)

No terceiro termo, decompomos o produto k-p = k- P+ kopo e fizemos o deslocamento

k =k — 2p. Lembrando que 2 = p* — p? chegamos em
2k - p)ep? = [2(k - ) — 2ap® + 2ap} + 2kopo)e . (4.33)
Por fim para o quarto Termo
PN =) = —(ap” + PN + (wp’po + ko) + e (4.34)
Reunindo (4.31), (4.32), (4.33) e (4.34), temos

e

Num = e“”p + 222 pp + 4xpoko + 2]{;8) SMOM0 (2% + 2wk ) p e A0 —

( T
2
‘“’)‘p ( 7 2x2pg + 4dapoko + 2k2> SYOHAP0 (2:1:2p0 + kao)p”e“)‘po +
2
)

+(2xp® — 22p? — 2kopo )" — (xp? + p*)e P + C,
onde

C = (2apy + ko) ke — (2mph — 2w — 2]1‘05“0)6”)\17]; — (2xpo + 2ko) k¥ e +

+(2xp” — 2wped”° — 2k05”0)e“)‘pl; — Z(E - Pt — p%“’”"z.
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 33

A integral f d?k em C é nula, pois trata-se de uma funcao impar em um intervalo simétrico.
Dessa forma
2k 1

Num = 2 (—po(kg + xpy) — - §p2(1 — x)) AP 4

d
+p2 (k’o + wpo)e“”)‘o .

2k?
+ (—— + 2(ko + xpo)2> (60 0 — §0erAP0Y 2k + apg) (pHe” 0 — p¥ el Y

Somando e subtraindo primeiro por 2zp?(ko + zpo)e”?, e em seguida por

(2(k0 + xpg)? — %) poet*?0, obtemos

2k
Num = (p2(1 — 21‘)(]60 -+ 1’])0) — 7}90 + 2p0(k0 -+ xpo)2> E'LW)\O +

2k2 1, e
+2 _pO(kO + pr()) — 7 — ép (1 — ;1;) € _
—21 (ko + xpo) (e — pr e — pPe ) 4

2k

+ (2(k0 + xpg)? — 7) (SO0 §OEHARD gy et A0Y, (4.35)

Agora vamos realizar a parametrizagao de Feynman na equagao (4.28). Para isso, considere

a seguinte expressao

1 T(a+p) (! 211 — 2)f1
A“B?  T(a)L(B) /0 o [Az + B(1 — )]+

lembrando que k =k + ko e p = '+ po, entao (4.28) fica

1 :/1dx 2(1 — )
((k+p)2+m?)(E2+m?)?  Jo  [((k+ p)2+ (ko + po)? + m2)z + (k2 +m2)(1 — z)]>
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 34

Aplicando k — k — xp ao denominador e em seguida somando e subtraindo por z?p?2, temos

1 ! 2(1 —
2 2) (12 2)2 :/ dz—= L) - (4.36)
((k +p)* +m?) (k> + m?) o [K? 4 (ko + zpo)? + (1 — 2)p?> + m?]3
Substituindo (4.35), (4.36) e (4.29) em (4.28), ficamos com
]uu)\ (p> _ —4Z.€2b)\ |:6uu)\0]1 =+ Euukppp(2[2 4 IO) 4 (pueu)\popp o pueu/\popp o pZEMw\O)[g 4
(50 AP GO A0 P poe“”m)h} . (4.37)

Onde

)

I 3—d /1 de 2(1 — z) / dko / d'k <p2(1 —2x)(ko + po) — %po + 2po(ko + po)Q)

= U 21—z _

1 0 (2m) ] (@m) (k2 + (ko + xpo)? + (1 — 2)p? + m??
(4.38)

_sa |l B dky [ dok <—P0(k0 +apo) — &~ 1p2(1 — x))
=it 200 [ G | G Gy e st

! dk: dik 21 (k
b= [dna—a) [ [ S 2k + 7o) . (4.40)
0 2m) J 2m)4 k2 + (ko + xpo)? + x(1 — 2)p? + m?2]3

1 dk ddlg 2(k’0 + xp0)2 — E
I, = ,ﬁd/ dz 2(1 —x)/ 0 / ( ! ) (4.41)
0

2m) J 2 (k2 + (ko + 2po)? + x(1 — 2)p? + m?]3

Vamos agora checar a gauge invariancia de cada um dos quatro termos em (4.37)

E;W)\O N Eul/)\[)pl/ N eup)\() 7é 0
Euw\ppp N 6uw\ppppu —y MPAr —
vAp0 v _puAp0 2 _pvA0 2 _vAp0 2 _vAp0
(pﬂe Ppp_peﬂppp_peﬂ ) — (pep—pep):0,

(6,u0€u)\p0pp _ 61/06;1,)\p0pp o poe,uu)\O) N (poel/)\p(] o pOEV)\pO) =0.
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 35

Devemos ter em mente que os tensores devem ser transversos, ou seja, gauge invariante
com relagao a p* e p”. Da analise acerca da gauge invariancia da equagao (4.37), podemos
ver que o tnico problema vem de I, pois €#*? nao é gauge invariante. No entanto, podemos

mostrar que I; = 0. Para isso, vamos inicialmente fazer a seguinte manipulacao em (4.38)

p2(1 — 21’)(1% + l'po) + 2p0(1€0 + iEpo)Q . —(k() + .%p()) d < 1 )

(K2 + (ko + zpo)? + (1 — 2)p2 + m2]® 2 da (k2 + (ko + apo)? + x(1 — 2)p? + m2)?

Dessa forma, realizando uma integragao por partes ficamos com

I = M3_d/ dky / d%k B} ko B
2m) ) @2m)4 k2 4+ k2 + m?
dky [ A’k 1
3—d 0
— 1 /—/(k: —(1—2z)p )dm/ = -
@2m) Jo ’ (27) (k2 4 (ko + 2po)? + z(1 — 2)p? + m2]?

2 ! dk Ak e
d 0 (2m) J (2m)4[k2 + (ko + xpo)? + (1 — 2)p? 4+ m2]3

Para calcular as integrais D-dimensionais usaremos o método de regularizacao dimen-

sional. No espaco Euclidiano as expressoes gerais para a regularizacao dimensional sao:

4 1 B 1 T(n—d/2) (1 n—d/2

/ 2m)d (I2+ Ay (4m)¥2 T(n) (Z) ) (4.42)
1 12 B 1 dT(n—d/2—1) (1 n—d/2—1

/ (27r)d (l2 + A)” - (47T)d/2 5 F(n) (Z) . (4.43)

Aplicando as expressoes acima, onde chamaremos (ko + xpg)? + 2(1 — 2)p? + m? = A, enco-

tramos

—d
. Mg_d/ dko T(2 — d/2) Lo\
(2m)  (4m)¥2  \ k3 + m?

—u:’"d% /01 dx{/ (C;iﬁo) ko — (1 — 22)po + (1 — z)po] (%)H/z}.
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 36

A primeira integral é nula, portanto

vo= oo 47r d/2 [(ko + xpo)? + x(1 — x)p? + m2|2—4/2°

Usando a forma explicita das frequéncias de Matsubara e o fato que py é discreto, temos

o= (n+ ) =l ()

assim

T (dr)dz 2-d/2"
7” (n+1/2+2l)?2 + 2(1 — 2)p?> + m?

T(2 —d/2)2 1/2
o~ _pal@=d2) w/ /dko[ n+1/2 4 al

(4.45)

Finalmente, tomando n — —n—1—1 e realizando a seguinte mudanca de Variavél, y = 1 —z,

obtemos

5-ql'(2—d/2) 27r dk;o n+1/2+yl
L = pu 47r —idn 2—d/2"
[ 7” (n+1/2+yl)* +y(1 —y)p* + m?
(4.46)
Note que (4.45) e (4.46) sao identicas a menos de um sinal negativo, logo
_[1 = —Il — Il = 0 (447)

Observe que o mesmo argumento pode ser utilizado para I3

_ ' (1 — 1 dko d'k 22 (ko + xpo)
fo = /od 21 )/(%)/(%)d (2 + (ko + xpo)? + (1 — 2)p? + m23
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 37

Sen — —n —1—1, entao ky fica

by — (—n—1/2 - z)%” - —%”(H 1/2) - %”z.

Considerando as relacoes apresentadas em (4.44) reescrevemos a equagao acima como

ko — —ko — po. Utilizando novamente a mudanca de variavel, y = 1 — z, obtemos

e B dko [ d'k 2y(ko + ypo)
13—/0 dy 2(1 y)/(%)/@ﬂd Tt (o op)? 1 2(l— 20 (4.48)

Note que (4.48) e (4.40) sao identicas a menos de um sinal negativo, logo

I3 =—13 — I3 =0. (449)

Vamos agora calcular I, e Iy, no limite para quadrimomentos pequenos (p — 0). No
entanto, é importante mencionar que o calculo destes termos sao bastante delicados, pois em
geral os limites py — 0 e p? — 0 nao comutam. Portanto, faremos primeiro py = 0 e depois

tomaremos o limite p?> — 0. Desse modo I, serd

! df; 2(ko + 2po)® — &
I4:,u3_d/ d$2(1—x)/dko/dk ( d>
0

2m) J (2m) k2 + (ko + 2po)? + z(1 — 2)p® + m2]3

Tomando pg = 0

1 a7 g2k
o [ D)
0

2m) J 24 [k2 + k2 + 2(1 — 2)p? + m2]3’
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 38

e realizando as integrais em D-dimensoes, obtemos

i [ Gk [T —d/2) ko _
L = u@wyéd 4 >/kma{ 3 R Ea(l= 2 m)in

P2 - d/2) 1
_ 1 (k%+z(1—$>ﬁ2+m2)2_d/2:|

Por fim, integrando em kg

3—d 1
W dx 4(1 — .fL") |:F ( ) 2 a3
(4r) 0 2 (k3 + (1 —x)p?> + m?) =2

T (3;d) (k3+x(1_;)pﬁ+m2)?} -0 (4.50)

Portanto, no contexto de temperatura zero temos apenas contribuicao de I5. Vamos

Iy

agora calcular esta contribuicao para os casos com massa e sem massa

4.4.1 Caso com massa

Para realizarmos o calculo a temperatura zero precisamos fazer um deslocamento em

ko, de modo que substituimos kg — kg — xpy em I, logo

1 A [ —16paka(1 — _m_§21_ 2
12+ L) = /f"d/ dx/ dko/ dk[ pokio(1 — ) d 1 k) +
0
4

(2m) J (2m)¢ (k2 + k2 + 2(1 — 2)p? + m?]3

. |
(k% 4 k% + m?)?
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 39

Calculando as integrais D-dimensionais,

A2L+ 1) = g2 g —d/Q/ /dko {— ( - )(x—l ) (k2 +m? — p(z — 1)) ? x

d

2

4

d_ d

9 (J:2 2\ 52 —12F _Z
L2 (R 4 m?) ) (@ (3 2)

ko +m® —p*(z — 1)z)) +

d—6

(
P (kg +m? —p*(x — D)z) * |,

e em seguida a integral em kg, encontramos

1 3—d ! a=3
42+ 1)) = pi2 7T (T) / dx {2md_3 +4(z—1) (m* = p*(z—1z) * +
0

+(d = 3)(z — 1) (pj + 1°) (m* — p*(z — 1)) d25} .

Seja, pg — \/p?> — pP?, entao
3—d\ [*
AL+ Ip) = p¥ %270 ST (T) / dx{2md3 + ([4m2 +
0
d—>5

= 1) — 1)(d — 4z — 3))]) (m2 Pz — 1)x) } (4.51)

Tomando agora o limite p> — 0, ficamos com

d—3

\ —d 1 T
4021, + L)) = ,ﬁ*drdw*%r (—3 5 ) / dx [2md3+4(m— 1)(m2) }
0

Finalmente ao integrar em x, encontramos

) —d
420y + Ip) = #9270 T <BT> <2md3 — 2md3) = 0. (4.52)

4.4.2 Caso sem massa
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4 Indugao do termo de Chern-Simons 40

Para o caso sem massa, partiremos da equagao (4.51) tomando m — 0, assim (4.51)

passa a ser escrito como

1L+ Tp) = P12t (3%d> /O de(d— 4z 3) <p2(x - 1)2) <—p2(x - 1)1;)

multiplicando a expressao acima por p?x?/p?r?, obtemos

1 2 a1
. 3—da—d _—adt1 3—d (_p (l’ — ].).Z‘) 2
42L + 1)) = p 2% =21 <T> /0 dx(d — 4z — 3) pEre .
Por fim integramos em z e tomamos o limite para d — 3, com isso
1L+ T) = —— (4.53)
Usando este resultado em (4.37) temos
VA i€2 1N
" (p)r=o = mb,\e“ ’p, (4.54)
ou seja,
pv e? HYAP ) 0
I, (p) = —beﬁ D (4.55)
Dessa forma, obtemos
pv Lo vy
IL," = §[Hb (p) + 1" (=p)]
¢’ HUAD P

Vamos agora calcular novamente a inducao, desta vez utilizaremos a prescricao apre-
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sentada em R3 para o trago das matrizes de Dirac. Para isso, considere

I (p) = 4ie*p 2m)P (k2 = m2)2[(k +p)? — m?)

Tomando m — 0, ficamos com

H'u”(p) _ 42-62M4_D/ dPk (kZEWbp 4 Q(k . b)e’“’kp n kQG/J'ka>
b (2m)? [(k+ )2k :

2
onde, usando k*k, = %g“ », encontramos

(If . b)e””kp — k’/\b)\EM”UkaJ _ b)\k,)\kaeuugp
k2 k2 kQ
= bAEQ/\ o €M = b)\ﬁe’“’)‘p — Eewbp.
Assim
Huy(p) . 4i€2u4D/ dPk (elwbp 4 %Euvbp + Euuboka)
’ (2m)P [(k + p)?][K?]

Realizando agora a Parametrizagao de Feynman

1 I'(2) 1

2 4D / dPk (—m?e Pk 4 k2 4 2(k - b)e P 4 k2R 4 m2entr)
(

1

[(k+p)2][k3] — T(D(1) /o dm[(k Fplr+ k21— /0 da k2 + 2z(
Desse modo

T (p) = die’u*=" / o / dPk (e + e + ko)
b o ) @O e T 20(k) T P

41
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aplicando o deslocamento k — k — xp, obtemos

D ,ul/bp prbp uvbo l{} _
Y (p) = die*pu*™ D/ da:/ d k (" 4 e + e ;cp(,)). (4.57)
[k — P = D)af?

Observe que, a integral de e**?k, em k é impar, assim (4.57) passa a ser

de pvbp + puvbp pvbo "
11 (p) —42624D/ dx/ (€ b¢ - p).
[k* — p*(z — 1)z]?

Por fim, calculando ambas as integrais e tomando o limite de D — 4, temos

2

v € VA
" (p) = 15—500¢"Pp,
portanto
v 62 A
I = 167T2b,\e‘“’ "D, (4.58)
Da equagao (4.56) encontramos o resultado C' = —% para o coeficiente do temo

de Chern-Simons, tal resultado sé havia sido evidenciado na literatura para o caso mas-
sivo [42,43, 44]. porém, inédito para o caso nao massivo. Por outro lado, em (4.58) obti-

vemos C' = %, ao utilizar o método usual para o calculo do traco das matrizes de Dirac,
tal resultado pode ser visto na literatura [27,45]. Desse modo, devido a essa ambigudade
nos resultados, podemos afirmar que o coeficiente C é de fato finito, porém é indeterminado

também para o caso sem massa, assim como ocorre com férmions massivos.
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Capitulo 5

INDUCAO A TEMPERATURA

FINITA

Neste capitulo iremos estudar a indugao de Chern-Simons na EDQ com massa e sem
massa, no contexto de temperatura finita. Discutiremos a questao da restauracao da simetria
de paridade, e em seguida faremos uma anélise acerca da nao analiticidade com relagao ao

limite dos momentos externos py e p.

5.1 Introducao

Os estudos em teoria quantica de campos a temperatura finita surgiu devido a proble-
mas em cosmologia [46]. Trabalhos mais recentes aplicou esta teoria em processos de colisdes
de altas energia e em transi¢oes de fase [47, 48|.

Quando realizamos estudos acerca da teoria quantica de campos a temperatura finita,

dispomos de trés formalismos bem consolidados. O primeiro, conhecido por formalismo de
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5 Chern-Simons a 7' # 0 com massa 44

tempo imaginario, ou simplesmente formalismo de Matsubara. Este formalismo foi apresen-
tado por Matsubara na década de 1950 [49], e é utilizado quando tratamos com fendémenos
em equilibrio. O formalismo de Matsubara utiliza a relacao existente entre o operador de
evolugao temporal da teoria quantica e a funcao distribuicao da mecanica estatistica, a va-
riavél temporal é tratada nesse método como temperatura, tornando assim, esse formalismo
apropriado para descrever sistemas estatisticos em equilibrio térmico. Nos outros dois forma-
lismos, conhecidos como formalismos de tempo real, a variavel temporal é mantida inalterada,
e a temperatura ¢é introduzida através de condicoes de contorno. O primeiro destes métodos
foi introduzido por Schwinger [50], e ficou conhecido como caminho temporal fechado (closed
time path formalism) [51, 52]. O segundo é o formalismo de dinamica de campos térmicos
(thermofield dynamics), cujo objetivo principal é obter o vacuo térmico da teoria [53, 54].
A teorias de campo a temperatura finita tem como objetivo entender o comportamento
da matéria sujeita a altissimas temperaturas, de modo que os quarks se desconfinam, ou ainda
a densidade extremamente elevadas. Estas condi¢oes extremas sao de importancia fundamen-
tal para a compreensao de processos que aconteceram no universo primordial, que o tornaram
tal como o conhecemos hoje, assim como para o estudo de colisoes altamente energéticas de
nucleos pesados. Seja qual for o objetivo do estudo realizado, é necessario compreender os

efeitos gerados pela associacao da teoria de campos usual com a termodinamica.

5.2 Chern-Simons a 7' # (0 com massa

Para implementarmos a temperatura finita precisamos considerar
dkyg 1
— == . 5.1
57 2 (5-1)
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5 Chern-Simons a 7' # 0 com massa 45

Assim como foi feito no capitulo anterior, vamos considerar py = 0 e depois tomar o

limite para p — 0, dessa forma

—po(ko + xpo) — Qk 1 2(1 - 30))

+ (ko + xpo)? + (1 — x)p? + m?J?

i de;
2L+ 1, = ﬁ dx21—xz
dik 1
3d
z/ — 2]
k+k+m)

Lembrando que p? = p? + pZ. Tomando primeiro py = 0, obtemos

2F (-2
2+ I, = 5 /del—a: Z/ [k2+k2

+ (1 — x)p? + m?)? N
B (3p%(1 —2)) :|+,u3 dZ/ dik 1
(k%2 + k2 + z(1 — z)p? + m?)? (k2 + k2 +m?)?

Calculamos integrais D-dimensionais, com base nas equagoes (4.42) e (4.43), onde chamamos

k3 + z(1 — x)p* + m* = A, encontramos

3—d

oy + 1, = Y /01 dv 2(1—2)) " {_ (47r1)d/2 F(ZF—(36)1/2) (%)2%/2 _

A »(%;;fﬁwgﬂ>(%)3W2+Hém$?>(%inﬂ)2W?-

Tomando agora o limite p? — 0, ficamos com

[\DIH )

r'Q2-d !
20, + Iy = —,ﬁdwz dr 2(1—x))

1 2—d/2 1 2—d/2
(%+m9 _<%+mJ l

Na equacao acima é facil notar que 215+ Iy = 0 para qualquer D. Vamos agora calcular

a contribuigao de I,. Para isso, vamos aplicar a condi¢ao (5.1) e tomar py = 0, logo

45



5 Chern-Simons a 7' # 0 com massa 46

[4=M;d/01dx2(1—x);/(ddlg (268 - 25)

2m) k2 + k2 + (1 — )P + m2P

ap0s calcular as integrais D-dimensionais ficamos com

M‘sfd 1 1 [ d k(z)
I = dz 2(1 — ez |1~ 3 -
=ty [ DL G [ D S
r2-9 1 }
2 el o+ w2t

Lembrando que I'(t + 1) = tI'(¢), entao

(-9 (-2

Aplicando a propriedade acima, obtemos

I = u“F(i—)_dé)/oldx 2(1-@2[(2_%) ko _

- (k2 +2(1 — 2)p? + m2>~ =

1
2[k2 + 2(1 — )2 + mQP_g} '

Agora vamos somar e subtrair M = z(1 — x)p® + m? ao primeiro termo da equagio acima,

assim

_F(Q_g) ' (1 — B 1 B M
Iy = (4m) 72 /Od (1 )Z[(?) d)—[k8+M]2*%+(d 4)—[k§+M}3‘é]' (5.4)

n

Finalmente, tomando o limite 7> — 0 vemos que M = m?, desse modo

SRS s S S S
="y /od (1 )Z[(3 d)[kgjumz]%%“d 4>[k3+m2]3§]'(5'5)

Neste ponto precisamos de uma representacao explicita para a soma sobre as frequéncias
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5 Chern-Simons a 7' # 0 com massa 47

de Matsubara. Esta representagao explicita é conhecida como somatério de Lery Ford,

S [(n+ b + a2 = \F/Z)F((zz;lﬁ) 4 dsin (7A) f(a, b), (5.6)

n

onde

* dz 1
st = [ g e ()

Tal somatério é valido quando 1/2 < A < 1. No entanto, ndo é possivel aplicar (5.6)
diretamente para o nosso caso, pois se d = 3 a integral em (5.6) nao converge para a segunda

contribui¢ao em (5.5). Entao neste caso usamos a seguinte relagao

1 2A—3 1 1 o2
Ma,0) = =55~ (e, b) — @mﬁfk—z(a, b), (5.7)
com
o ~ g
@f,\_z(a,b) :/ Wﬂ%ecfﬂ(wz) tanh (7z). (5.8)
la] -

Usando (4.44) a primeira contribui¢ao em (5.5) pode ser escrita como

-(2-%)

SR e = 3 [(%”) (n+1/2)% +m*

n n

n

onde £ = g—r Ja para a segunda contribuicao

4 o1\ 2
mQZ[k‘g—ka]*@*%) = m? [( W) (n+1/2)* +m?
d
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5 Chern-Simons a 7' # 0 com massa 48

Dessa forma, usando (5.6) e (5.7), a expressao (5.5) sera

Sy e =
—|—4sin(27r—d—7T> (5,1/2)) (d - 4)¢* (”)“(F(ﬁg%i +

B

+4sin<3ﬂ—d—7r)[;23 ifA W&/ = g é)(d 4)azy2fA 2(5’1/2)})]}

Considerando as seguintes relacoes

a-n=2(231) . w-n=-2(2-9),
() (5 (57 ¢ (o)r()-r(o-3),

e calculando a integral em x escrevemos

- d- oo
I — M37d7r 2+d/2 1 ’ rl1_ d “in dm / & sech?(mz) tanhd(ﬂz)'
10\ 2 2)Jg T (-

Tomando o limite para d — 3 obtemos

I, = %/:0 dz(2* — 52)%sech2(7rz) tanh (7z) = %F(ﬁ) (5.9)

O comportamento de F'(£) pode ser visto no grafico abaixo.
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0.03

0.02

Figura 5.1: Comportamento da fungao F'(€).

.2

A equacgao (5.9) mostra que para § # oo (1" # 0) surge um termo de violacao de

simetria de Lorentz e CPT. Uma vez que encontramos (5.9) podemos substitui-lo em (4.37),

obtendo dessa forma

2

I;w)\<p) _ —Z% F(g)(é‘pOEl/)\pOpp o 6V06u)\p0pp o poeul/)\0>.

Podemos, portanto, escrever (4.26) como

62

M (p) = 5 PN — 500y — pe),

2

logo, o tensor de polarizacao do véacuo sera

62

ng = 5

F(g)b)\(é‘/.wel/)\p(]pp o 6V0€u)\p0pp o pOE,u,V/\O) )

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Neste caso, para temperatura finita, temos apenas a presenca da quebra de simetria de

revesao temporal, pois b; # 0. Observe também que quando 7" = 0 vemo que F'(£) é nulo,

recuperando assim o fato de que, para este caso, nao surge termo de CS com violacao de

CPT e Lorentz na agao efetiva.
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5.3 Nao Analiticidade

Nesta secao discutiremos a questao nao-analiticiadade com relagao ao limite dos mo-
mentos externos py e p. Tal assunto ja foi discutido em 3D [9], contudo, em 4D ainda nao
foi abordado na literatura.

Sabe-se que no contexto de temperatura finita, a auto-energia é uma funcao nao
analitica do momento e da energia. Para verificarmos a nao analiticiadade vamos realizar
um processo inverso ao que foi feito nas se¢oes anteriores, isto €, vamos assumir primeiro que
P = 0 e depois vamos tomar o limite para pg — 0. Assim aplicando (5.1) e tomando p'= 0

m (4.41), temos

Iy = p* /dx2 Z/ ddk (2000 + 2 — 2)
0

+ (ko + xpo)? + x(1 — x)pd +m?2J3’

Calculando as integrais em D-dimensoes

o= %/01 do 21 _:E);KQ - g) (ko +(Z;$2xi03\242)3—

1 1
_5 2 2n2—49 |’
((ko + xpo)? + M?)™ 2

Vamos chamar z(1 — z)p2 +m? = M?, e entao somar e subtrair M? ao primeiro termo, com

1SS0

P C ) B LR _ L
Iy, = n (47r)d/2 /Od (1 );[(3 d) ((k;o+$po)2+M2)2_%+

M? }
((ko + wpo)2 + M2)* 2]

+(d—4)
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5 Nao Analiticidade 51

Sejam kg = 2%(n +3)ep = %’rl, entao

n

+(d4)<%§)d6[( ik @K)ﬂ3g}7

n+ 5+ al)? + (B

BM

fazendo 5~ =ae % + xl = b, ficamos com

L - ug‘d% /01 dz (1 - z) ; [(3 ) (%T)“ - 6)21+ . .

2—

wla

Ha=y (%T)M (n+b):2—i— e 3‘3}
[ ]

A partir deste ponto os calculos sao feitos usando o somatério de Lery Ford, exata-

mente como nas secoes anteriores. No entanto devemos observar que b agora foi acrescido a

quantidade zl o que ird resultar numa alteracao na funcao trigonométrica. Assim

I, = g/ﬂ dr (1 —1x) /l:lo dz (2% + a®)2 tanh([r(z + i xl)]sech?[r(z + i «l)). (5.13)

A integral em x nao pode ser realizada diretamente, pois sendo M? = z(1 — x)p3 + m? entao

_M_ B

2 2 _ — 2 4 &2
== z(1—2)pg +m? = /a1l —z)2 + €2, (5.14)

logo ao realizar uma mudanca nos limites de integracao, podendo assim inverter a ordem das

integracoes, obtemos

o0 1
I, = g dz / dr (1 —2)(2* +2(1 — 2)* + )2 tanh[r(z + i xl)]sech?[r(z + i 21)].
§ 0

(5.15)
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5 Nao Analiticidade 52

: - . 1
Realizando uma expansao em série em (22 + z(1 — z)I? 4+ £?)2, encontramos

Fral-af et = (2@ (=3) (-8 + () (5)
< (21 -a)P) 4 (22— (_1_16 (21— 2)P)" +
+ (2-)? (%) (x(1—2)?)" + (5.16)

Vamos agora integrar cada um dos termos da expansao. Para o primeiro temos,

/0 dr (1) (2 — &) 1/2( ;) (2(1 — 2)12) tanhfr (= + éal)jsechlr(z + ial)]? =

B 1 b= (coth(ro |- Io _i(=1)'coth(rz) |
42 (z—S)(§+Z){6t " (coth( >)[ 1 g( —csch?(m2) )

—inl + log (M)] — ﬂ[ﬂthanh(Wz) + z(4¢ log ((—1)" cosh(rz)) —

—csch?(z)

—3nl — 6ilog (¢°™ + 1) — 4ilog(cosh(mz)) + 377) + 3ilog ((—1)") ] } (5.17)
Ja para o segundo

/01 de (1 - z) o ( ) (z(1 —x) l2 )" tanh([r(z + izl)]sech[r (2 + izl)]* =

i (15Li3 (— 2”) + ml (7Tl log (€™ 4 1) + 3iLiy (—e*™)))
- STl — €T 27 ' >15)

Do terceiro termo obtemos

/0 dr (1—x) (2* - 52)75/2 (_1_16> (z(1 - x)lZ)stanh[ﬂ(z + ixl)|sech[n (z + ixl)]* =

37l (15Liy (—e*™) + il (—7lLiy (—e2™®) + 10iLis (—e2™))) — 315iLis (—e2™)

= 2z — )€ + )

(5.19)
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5 Chern-Simons a 7' # 0 sem massa 53

Por fim para o quarto termo

/0 dr (1—=x) (2" — 52)_7/2 <—12—8) (z(1 - x)l2)4tanh[7r(z +ixl)]|sech[n (z + ixl)]* =

15i (7r4l4L13 (—e*™#) + bl (wl (—21Li5 (—e*™*) — 2imlLiy (—e?™)) + 21iLig (—e?™))

B 1870((z — €)(€ + 2)) "

945Li7 (—e2™) )

T RGO+ )

(5.20)

Substituindo estes quatro termos em (5.15), e fazendo algumas manipulagoes algébricas,

ficamos com

1 _ > Ch . Tz = !
I4:§ o Lﬂ (3 — Tanh[rz]) (2* — €%) 1/2+nzl7r2(n+1>h?" (=E7) (=€) 1/2+O<l)]

(5.21)

Este resultado nao é satisfatorio, pois ao tomarmos o limite Py — 0, isto é, [ — 0,
a equacao diverge. Desse modo nao é possivel verificar a nao-analiticidade da auto-energia

para este caso.

5.4 Chern-Simons a 7" # (0 sem massa

Vamos agora calcular a inducao para o caso sem massa. Para isto vamos considerar

m =0 e tomar py = 0 em (4.41), de modo que

6 /d$21_x Z/ Ak kQ <2k2 2k2>

+ k2 +2(1 —2)p?P
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5 Chern-Simons a 7' # 0 sem massa o4

Ao calcular as integrais D-dimensionais encontramos

o 1 d k2
o= B [ a0 -0 X g |6 ey -
r2-9) 1 ]
2 (R4l —a)p2]

usando novamente a propriedade apresentada na eq. (5.3) e considerando z(1 — z)p? = M?,

ficamos com

_opre2-g) d 2 1 )
" T TR /o dw 2(1_33)2[(2_5) R ‘§[k3+Mz]z-z]‘

n

Somando e subtraindo o primeiro tempo por M? encontramos

B S R 2
I = B(dm)i2 /0 da (1 )Zn: [(3 d) 2 Pt +(d 4)—[k3 . MZP—Z] .
(5.22)

Aqui usaremos novamente o somatorio de Lery Ford. Logo, para a primeira contribuicao

-9

Z[ngrM?]—(?—%) = Z[(%)Qmﬂ/z)uw

n n

- (&) Tleerr e,

n

onde ¢ = 52—17\3 E para a segunda contribuicao

-(3-9)

2
MY (R + MATETD) = MQZ[(%) (n+1/2)% + M?
d—4

_ g2 (%r) S n+1/27 +¢7 707,

n
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Sendo assim, (5.22) fica

- e oSl () (i
o o ez v () (o %F;zdw

tsin (37— ) |G 1A €1/2) - g€ 1/2) )

_|_

Os célculos realizados aqui sao exatamente como na se¢ao anterior, desse modo

I, = 1/Oodz(z2 f)%sechz(ﬂz)tanh(ﬁz) (5.23)
8Jig1

No entanto, ao tomarmos o limite p? — 0, constatamos que M? = 0 e portanto £ = 0. Com

isso, reescrevemos (5.23) como

1 [~ 1
Iy = é/ dz z sech?(rz) tanh (72) = §F<O) (5.24)
0
Onde
F(0) = / dz z sech®(nz) tanh (7z) = ot (5.25)
0 T
assim o tensor de polarizacao do vacuo sera escrito como
o2 o2
HMV = 2[))\(5“0 V)\pO 61/0 u)\p()p poeuu)\0> g 2b E/U/'Lppp. (526)

Na equacgao (5.26) vemos que ocorre a restauragao da simetria de inversao espacial (P), pois
by — 0, ao passo que a quebra da simetria de reversao temporal é mantida. E interessante
observar também que os limites de F'(§) para T — oo e m — 0 sdo iguais, visto que £ é

dependente apenas da temperatura e da massa.
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5 Chern-Simons Via Expansao Derivativa 56

5.5 Chern-Simons Via Expansao Derivativa

Vamos agora calcular o termo de Chern-Simons utilizando o método da expansao
derivativa, para eliminar a necessidade de fazermos a parametrizacao de Feynman. Para
isso, utilizamos o método perturbativo, ao considerarmos apenas contribuigoes lineares de b,

em S(k — p) da equacdo (4.19), assim encontramos

_ 1 S(lk) 1 1
S(k:—p):%_p_m:%_m—i-%_mp%_m—l—..... (5.27)
Portanto
= Gor [ s SERSENSEPSEN + SR SEIRSERSER’ +
FSEN#SEFS RS EN” | (5.29)

Racionalizando S(k),

Y = 265 3dZ/ a'k 4{tr %+mb'y5(%+m) “(%+m)p(%+m)y”]

wtr [(F+m)y (% + m)lﬁs(% m)p(k +m)y"] +
ot [(k A+ m)y* (k4 m)p(k +m)pys (K +m)y"] }

Para o calculo do trago apresentaremos novamente os resultados obtidos pelos trés métodos
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5 Chern-Simons Via Expansao Derivativa 57

que utilizamos no capitulo anterior:

T, = 4iby ((k? — m?)(=3k> — 2k% + 3m2)e"Mp, + 4(—k* — k2 + m?) x
X (K€" kyp, — k"€ 7Pkqp, + (k - p)e“’”\gkg)) :
T, = 4i(k* —m?)by [—3(1?;2 — mQ)EWA”pp — 4]2:“6”’\”"]9[)];;0 + 4/%”6”/\/)0]9/;];30 + 4(k ~p)e“”A"/;:a} ,

Ty = 4i(k* —m?) ((122 + 3m?)e" " p, + 4(k - b)e“”ﬂapplé(,).

Vamos inicialmente utilizar o resultado obtido em T3 (método usual), para confirmar
o resultado obtido na equacao (4.58). Note que este calculo é realizado no contexto de
temperatura zero, visto que o resultado que estamos interessados foi obtido desta forma.

Assim

v Pk 1 v vpo
Y = 2ie*u* D/ 2m)P (2 = m?)] {(k2 —m?) ((k‘2 + 3m?)e"p, + 4(k - b)e'” ppk’g) },

tomando m — 0 e lembrando que (k - b)e"?7k, = e entao

mY = 26e?u* P / (;lz)i 1 i gé” Yo, — 6“ Vo pp>}
= 2 [ {(<k2> )" p}

Vamos acrescentar um fator A = 0 ao numerador afim de realizar as integrais D-dimensionais,

desse modo

dPk 1 4 1
H;uz — 9 2 4— D/ = uvbp )
oo (2m)P { (<k2 —A? D - A)Q)E p"}
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5 Chern-Simons Via Expansao Derivativa 58

Calculando as integrais obtemos

22-Drae(—A) = T (32
qux _ M4—D m ( D) ( 2 ) euubppp.
No limite de D — 4
iy 62 vb
I} = ——€e"p,,. (5.29)

1672

Observe que o coeficiente do termo de Chern-Simons que encontramos em (5.29), isto é,
C' = o= ¢ exatamente 0 mesmo que obtivemos no capitulo anterior, em (4.58).

Agora, vamos calcular o termo de Chern-Simons via expansao derivativa a tempera-
tura finita. Para isso, vamos utilizar o resultado obtido em 7. Uma vez que nao vamos
separar as partes fiscas e ndo fisicas. Novamente iremos considerar k& — k por simplicidade

na notacao. Desse modo

Ny 62 3—d dd];: 41 2 2\ _prAp W VApo
LY = by—p Z @) (2 = m2)? —3(k* —m?®)e"¥p, — 4k" e p ko +

+4K e p K, + Ak - p)e‘”j)‘gkg] : (5.30)

Usando as relagoes apresentadas no capitulo anterior, passamos a equagao (5.30) para o

espaco Euclidiano, obetendo dessa forma

e 4’k 1
H,uu = 4bh,— 3—d / 3 k,2 2\ _pHUAp, . p 4kt vApo PO _
b )\QB,M Zn: (27T)d (k2 _m2)3 ( +m )E p + € p

R AT p)e‘“’)‘”k”] . (5.31)

Vamos agora fazer um procedimento semelhante ao da segao (5.2), faremos uma de-

.o — . - I )
composicao, k* = k* + kod"?, e em seguida usaremos a relacio k%k® = % (50‘5 — 50“0550) em
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todos os quatro termos de (5.31). Sendo assim

I = by dZ/ o : [3 <E2 + kg +m?) 12E2) AP
' (k2 4 k2 4+ m2)? 0 d
+4(%2 . k(Q)) (6,u0601/)\ppp 4 5V0€p0/\ppp +p0€uyAO>:|
2
= b)\% (Ile””)‘ppp + Ig(é“oeo”xppp R poe“”’\o)>, (5.32)
onde
dék i2 1
L = —u dZ/ { 5 —12—— } (5.33)
(k2 + ko + m?)? d (K2 4 k2 + m?)3
ddk k2 1
I, = —u3¢ / (— — k2) - . 5.34
’ 5 ,u zn: @m)ei\d ) (k2 4+ k2 + m2)3 (5.34)

A integral D-dimensional de I; é nula, portanto teremos somente a contribuicao de Iy. Com

isso,

2

1 m
_ 92-d_—d/2 d—3 _ o
L, = 2 F( 2) ﬁg [3 d)——— + (d —4) P!

(k2 +m2)*~ (k3 +m?)

Observe que esta expressao é similar a que calculamos em (5.5), entao usando nova-

mente o somatorio de Lery Ford obtemos

2 = / dz(2* — 52)%sech2(7rz) tanh (7z) = F(§). (5.35)
l€]
Tomando o limite de m — 0, ou seja, £ = 52—’: = 0 encontramos
2
HZLV(p) _ m(&uoeﬂszp + 51/0€;L0bp _|_p06;wb()). (536)

Uma anélise interessante que pode ser feita neste contexto é realizar o somatorio so-

59



5 Chern-Simons Via Expansao Derivativa 60

bre a componente temporal do momento interno antes da integral sobre suas componentes
espaciais. O objetivo desta andlise é mostrar que a fungao obtida tera o mesmo comporta-
mento que a fungao F'(£) em (5.9). Mostraremos que com esse procedimento conseguimos

recuperar o grafico da figura (5.1). Para isso, vamos usar a forma explicita das frequéncias

_Bk

de Matsubara e aplicar a mudanca de varidavel K = Considerando seguinte relacao

/ddkf(k) - %/OOO dk K f(k), (5.37)

entao (5.33) e (5.34) passam a ser

b ”Sd@w?:l? @ @) / " Z{ (& f+> D
4 Kd+1
_3<K2+(n+%)2+£2)3)]

- et () [ e

1 Kd—i—l
_3(K2+<n+é>2+§2>3)}'

Calculando o somatério em Iy, temos

ptd3r2—3p3-dgd-t [((d —3)K? +d £%) tanh (W\/Kz + §2> + 7 sech? <7r\/K2 + 52> X

4dT () (K2 +¢2)?

X (271[(2 (K2 + €) tanh (w\/m n g?) VK21 & ((d-3)K*+d 52))] . (5.38)

Tomando o limite para d — 3 e integrando em K, encontramos I; = 1/27%. J4 para o

somatério em Iy,
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o S ) [ o) o TE)

16dT (4) (K2 1 €2
— 4n/EK?+ € ((d—3)K2 +d €) cosh <m/K2 n 52) + [(52 (872(2d + 1)K + d) +
+ K*(87%(d+ 1)K?+d — 3) + 87%d g4] sinh (7y/K? + ) } (5.39)

Vamos agora tragar o grafico de (5.39), o qual deve ter o mesmo comportamento do
grafico da fungao F'(§). Para isso, vamos tomar o limite d — 3 em (5.39), assim
K?2sech? (m /KZ + §2)

Sy = 1272 (K2 + €2>5/2 { <4772(K2 + £2>(4K2 + 3&2) + 352 cosh (27T\/K27—|—§2) N

+ 3§2> tanh <7T\/K2 +§2) — 671 2/ K? +§2}.

Com isso,

K?sech® (W\/m)

1272 (K2 + €2)°

+ 3¢%cosh (27V/K2 &) + 352) tanh (y/K? +€?) — 67 5%/@}.

I, = f(K,g):/OOOdK {<4w2(K2+§2)(4K2+3§2)+

O comportamento da funcao f(K,¢) pode ser visto no gréafico abaixo, note que este é

equivalente ao da figura 5.1.

IUTZI I IOT-II I Iﬂ.lﬁl I ICITEI I IIT 1.2
Figura 5.2: Comportamento da fungao F(K,¢).
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Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS E

PERSPECTIVAS

Neste trabalho investigamos a indugao radiativa de um termo de violacao de simetria
de Lorentz e CPT com uma estrutura tipo Chern-Simons 4D na eletrodinamica quantica
com massa e sem massa, nos contextos de temperatura zero e temperatura finita, utilizando
a prescricao de 't Hooft-Veltman para as matrizes de Dirac. A inducao do termo de Chern-
Simons vem recebendo muita atencao utimamente, pois modelos que tratam com violacao de
simetria de Lorentz e CPT sao tratado com limite de baixas energias para uma teoria mais
fundamental, como teoria de cordas. Para esta investigacao usamos a ED(Q do modelo padrao
estendido, com énfase nas correcoes radiativas que sugem devido ao acoplamento da corrente
Yy*y51), com um quadrivetor constante b,, que causa a violagao de simetria de Lorentz e
CPT.

Ao longo do trabaho foram discutidos varios temas importantes. No capitulo 2 tra-
tamos da violcao de simetria de Lorentz e CPT, onde apresentamos as transformagoes de

Lorentz na presenca de um campo de fundo. No capitulo 3 estudamos os aspectos gerais
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do modelo padrao e do modelo padrao estendido, em seguida discutimos a EDQ estendida e
apresentamos a lagrangiana deste modelo, onde comentamos brevemente sobre seus termos.

No capitulo 4 estudamos a inducao do termo tipo Chern-Simons na EDQ com massa
e sem massa, no contexto de temperatura zero. Para isto utilizamos a prescricao de 't
Hooft-Veltman para as matrizes de Dirac. Na EDQ sem massa discutimos a questao da
ambiguidade do coeficiente de Chern-Simons, onde apresentamos os resultados obtidos ao

utilizar duas prescrigoes para o calculo do trago das matrizes de Dirac. Vimos que ao utilizar a

_ 1
420

prescrigao de 't Hooft Veltman o resultado obtido, C' = ainda nao havia sido observado

na literatura para o caso nao massivo. Além disso, este resultado mostrou-se diferente do

1

encontrado ao utilizarmos o método usual para o calculo das matrizes de Dirac, C' = 1.

Dessa forma concluimos que o coeficiente de Chern-Simons ¢ de fato finito, no entanto também
¢ indeterminado para o caso sem massa, assim como ocorre com o caso Massivo.

Por fim, no capitulo 5, calculamos o termo de Chern-Simons a temperatura finita.
Vimos que para o caso com massa temos apenas violacao da simetria de reversao temporal.
Em seguida analisamos o problema da nao analiticidade, onde vimos que para o caso estu-
dado nao foi possivel obter uma expressao valida para este problema, pois a equacao obtida
diverge no limite [ — 0. Isto deve-se principalmente ao fato da varidavel x estar acoplada
a componente temporal do momento externo, py. Para o caso sem massa constatamos que
ocorre a restauracao da simetria de inversao espacial, ao passo que a quebra da simetria
de reversao temporal é mantida. Mostramos ainda que ao fazermos o somatério sobre a
componente temporal do momento interno antes da integral nas suas componentes espaciais,
a fungao obtida comporta-se exatamente como a fungao F'(§), visto que seus graficos sdo
equivalentes.

Temos como perspectiva realizar estes cédlculos por meio de outras abordagens, a

fim de encontrarmos um resultado satisfatorio para esse problema da nao analiticidade. Uma
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possivel forma de obtermos este resultado é calcular o somatdrio sobre a componente temporal
do momento interno antes da integral das suas componentes espaciais, porém desta vez no
contexto de parametrizagao de Feynman. Também estamos interessados em estudar a EDQ
sem massa, no contexto dos semimetais de Weyl. Em especial, os resultados (4.56) e (5.26), os

quais reproduzem exatamente o comportamento da condutividade desses sistemas de matéria

condensada [42].
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Apeéendice A

Algebra das matrizes de Dirac

Neste apéndice apresentaremos algumas nogoes basicas acerca da algebra das matrizes

de Dirac. As matrizes de Dirac sao definidas da seguinte forma

Y = ;= | : (A1)

01 = ; 02 = ; 03 = . (A‘2)

E facil ver por [55] e [56] que

{7} = 2¢", (A.3)

e a partir desta relacio extraimos que (7°)? = 1 e (7%)> = —1. Agora mostraremos algu-
mas propriedades do traco envolvendo as matrizes de Dirac, que foram usadas em todo o

desenvolvimento deste trabalho, tais como:
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trigh) = trla, b,y
= tria,b,y" "
1 wov
= Strlab "7}
= a-btrl =4a-b. (A.4)

Definindo agora a matriz v° = i7y19?y3 e munidos das seguintes propriedades (v°)* = 1 e
{7?,9*} = 0, mostraremos que o trago de um ntimero fmpar de matrizes de Dirac resulta em

zero. Assim,

trighas---ah] = trlgigh- - 4hy°y’]
= tr[y’dhgh - ap’), (A.5)

onde acima usamos a ciclicidade do traco. Agora, movemos o 7° a esquerda até que este
encoste no 7° que encontra-se a direita, sabendo que a cada passagem por uma matriz y* o

traco muda de sinal, de modo que,

trighdh - ap) = (=1)"tr(ghdh - - - 4py*y"]. (A.6)

Logo, vemos que se n for impar o traco sera nulo, como queriamos demonstrar. Neste trabalho

usaremos ostensivamente o fato de que

tr[,ym,yuz,yu?),y/u] — 4(gusu4gmu2 _ guamguzm + gusuzgullm) (A_7)

72



73

tr [,},Ml fyuz 7#3 ,}/M 7#5 7#6]

4<g;t3usgu4ulgu2,u6 _ gMSNIgMES/MgMQHG _ gu3/t4gﬂ5u1 gmua +

gﬂ3ﬂsgﬂ4ﬂﬁg#1#2 _ gﬂ3#5g#4ﬂzg#1mﬁ + gN3H69M5#4g#1#2 +
M3 4 A5 6 1 12 H3H2 M54 o116 H3HA 45 H2 116

ggyg +977gg +97gg +

H3H6 512 a1 H3H2 516 o A1 H36 U5 HT a2
g g g +g g g +9 g g +

gu3/t1 gusuegmuz _ gu3uzgusul gM4M6 + gusm gM5M2 gM4M6) (A8)
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Apendice B

Integracao em D dimensoes

Trabalhando em um espaco de Minkowski em D dimensoes, sendo uma tipo-tempo e

(D — 1) tipo-espago, nés buscamos a solugao para integrais do tipo

ID<q>=/( iy (B.1)

p* + 2pq — m?)*
onde p = (pg,r). Introduzindo entdo coordenadas polares em D dimensoes temos que p =

(po;7,¢,61,04,....,0p_3), e entdo

dPp = dporD_2drd¢sen01d9156n202d92 .senP 30 _sdOp_s
D-3
= dpyrP2drd¢ H sen”0,.do,.. (B.2)

k=1

Obviamente, py € [—00, 00|, r € [0,00], ¢ € [0,27] e 0; € [0, 7]. Entao,

00 ) ™ D-3 k9, d6
In(q) = 2r / dpo / P24y / Uiz senudd (B.3)
—00 0 0

(p? + 2pg — m?)*’

Agora usando o seguinte fato:
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1T(n)l'(m)

w/2
2n—1 2m—1 — B.4
/0 (send)" = (cosh) db 2T+ m) (B.4)

pondo m = 1/2

/Oﬂ(sene)kdﬁ = ﬁr (;) (B.5)

portanto B.3 fica reescrita como

7T(D 1)/2 D 2d,’,,
1 d . B.
D(q / Po / p - T2 + 2pq B m2)a ( 6)

Esta integral é invariante de Lorentz, entdo a calcularemos em um cendrio onde ¢, = (x,0),

de modo que, p62 — q% = po® + 2upo. Assim temos:

271-(D 1)/2 ,r,D72d7n
I dp! / ) B.7
n(g) = / m T (B.7)

A funcao beta de Euler é definida como

— 2/ dtt** N1+ %)Y, (B.8)
0

com f =D —2, M*>=—p\® + ¢* +m?, B.7 ficars,

r (Oé o D—l) [e%s) dp/
— (_1)\2a+(D-1)/2_(D-1)/2 2 0
Ip(q) = (-1) m o) /oo T e (B.10)
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e a integragao remanescente é solucionada fazendo uso da fungao beta de Euler acima definida

em B.8, e finalmente obtemos a solugao para Ip(q)

T (a — %) 1
Do) (g +m? D

(B.11)

Uma generalizacao por diferenciacao direta sobre ¢* em ambos os lados da equacao pode
ser facilmente obtida, e portanto poremos apenas os demais resultados das integrais que

utilizamos ao longo deste trabalho.

D Ny
i
/ %fD s _p e ZE4W1>)D/2 12?r<a —F?O{)2—1) (#) o (B.13)
/ (;iwf’) (pQP—HZZnQ)a - ZE47T))D/2 %F(a _rl()o{)Z_l) (%) . (B.14)
/ (;Z:fD (p? —p;?)“ - (Zziw)n)n (D4+ ZuL —Fz()a/)z—2)D(%)a (B.15)
/ (;l:fD (gjg—yigga - (Zi;)lgj;f’(a _F?O{)Q_Q) (#) B

<G g ) (B.16)
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Apéndice C

Parametrizacao de Feynman

Frequentemente usamos representagoes paramétricas de elementos do integrando de
uma integral de Feynman, particularmente de propagadores. As representacoes desse tipo
mais conhecidas se devem a Schwinger e a Feynman, e sao de grande utilidade no célculo de
regularizacao dimensional dos diagramas de Feynman.

Em alguns casos é necessario reescrever o denominador de uma fracao de modo que
a integragao seja possivel, para tal, suporemos um caso geral simples e é6bvio para comegar.

Considere

I /Bdl—/ld ! (C.1)
AB B-AJ), 27 ), "TAr B —2)* '

Um generalizagao direta por diferenciacao nos mostra que

1 Tla+b) [*, o' (1—a)p!
AaBb  T(a)l'(b) /O dr [Az 4+ B(1 — z)]ott’ (C.2)

Analogamente, no entanto mais geral, com mais termos no denominador, temos

1 1 L Szt
A1A2---An_r(n)/0 dxl.../o dx"(xlAl—l----—i—?UnAn)"’ (C.3)
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que pode ser facilmente provada por inducao. Diferenciando ambos os lados a; vezes com

relacao a A; nés encontramos

1 r W) 1 5(1 — Lzt pan—l
§ _ D+ +a )/ da:l---/ dp, S = @1 )] I (o)
Al .. .A%n [‘(al) . F(an) 0 0 ($1A1 4+ .4 ann)tu +an

que pode ser escrito mais convenientemente como

1 F<a1 —'— “ e _|_ an) /1 /\1—;31_..._:3”2
A Aan drs - - dz,
A% Aan T(ay)---D(an) Jo Ty i 1 X
% £C‘111*1$g2*1(1 — T — e — xn_l)an—l (C5)
[01A] + 20Ag + -+ (1= — - — @y )]t Han
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