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Resumo

A dinamica de estruturas compreende uma vasta area de atuacdo visto que as
acOoes da natureza sdo geralmente varidveis com o tempo. Andlises de aeronaves,
estruturas offshore, estruturas sujeitas a terremotos, entre outras, devem ser realizadas
considerando também os efeitos inerciais, que tém papel importante na performance e
seguranga dessas estruturas. A analise do comportamento dinamico dessas estruturas é
bastante complexa em virtude das diversas ndo linearidades que podem estar presentes.
Atualmente, essas andlises sdo realizadas utilizando-se algoritmos numéricos
computacionais para discretizagdo espacial e temporal, exigindo, em geral, grandes
esfor¢os computacionais. Com o advento dos clusters de computadores na década de
90, o emprego de algoritmos numéricos paralelos utilizando a técnica elemento por
elemento tem se difundido e se mostrado eficiente na solucdo desses problemas. Nesse
contexto, este trabalho estd direcionado ao estudo de algoritmos de integra¢do no tempo
para problemas de dindmica nao linear de estruturas pelo método dos elementos finitos,
que possibilitem seu uso futuro em arquiteturas computacionais paralelas. Os principais
algoritmos para dindmica ndo linear de estruturas sdo revisados, assim como as
alternativas de implementagdo através da utilizagdo da técnica elemento por elemento.
Em seguida, utilizando-se o programa computacional MATLAB, implementam-se
alguns desses algoritmos e avaliam-se suas caracteristicas através de exemplos
ilustrativos. Observam-se, nesses exemplos, caracteristicas como custo computacional,
numero de iteragdes e qualidade das respostas geradas para problemas quase estaticos e
dindmicos ndo lineares considerando-se diversos niveis de discretizagdo espacial e

temporal.

Palavras-Chave: Andlise dindamica, Analise ndo linear, Algoritmos de integragdo,

Elemento por elemento
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Abstract

The topic of structural dynamics involves an ample actuation field since the most
of nature actions are time dependent. The analyses of structures in aerospace
engineering, offshore engineering, civil engineering and others might be realized
including the inertial effects since they have important role in reliability and safety of
them. Due to the various nonlinearities that can be present in the dynamic analysis, the
preview of the dynamic behavior of a structure can become a complex task. That
analysis is generally executed using computational numeric algorithms improved for
spatial and temporal discretization where computational requirements are excessive.
Techniques based on element-by-element concept have gained recognition due to its
increasing efficiency caused by the recent development of parallel computers. This
work is focused on time integration algorithms for nonlinear dynamic problems
formulated by the finite element approach. Besides, the considered algorithms have
been prepared to be used, in the future, on parallel computational architectures. The
main algorithms for nonlinear structural dynamics and alternatives of implementation of
the element-by-element techniques are studied. The software MATLAB has been used
for implementation of some algorithms, whose features are analyzed by examples.
Some characteristics — as computational cost, number of iterations and solutions quality
— are observed for nonlinear quasistatic and dynamic problems, adopting several spatial

and temporal discretization levels.

Key-words: Dynamic analyses, Nonlinear analyses, Integration methods, Element-by-

element.



Capitulo 1

Introducao

1.1. Relevancia do tema

Os modelos fisicos e matematicos utilizados na engenharia buscam sempre
representar, de forma mais fiel possivel, os eventos que ocorrem na natureza. O
interesse pela dinamica de estruturas sempre esteve presente no contexto da engenharia,
visto que na natureza as acgdes aplicadas as estruturas sdo geralmente variaveis com o
tempo. Quando possivel, utilizam-se modelos independentes do tempo, ditos estaticos,
para representar algum dado fenomeno. Porém, em casos como aeronaves, estruturas
offshore, terremotos e muitos outros, as acgdes variantes com o tempo tém papel
principal na performance e seguranca da estrutura. A Figura 1.1 ilustra alguns dos casos

acima citados.

(a) (b)

Figura 1.1 — (a) Lancamento de estacas torpedo (ancoras para estrutura offshore); (b)
Estrutura flutuante submetida aos efeitos da natureza.

Especialmente a partir da ultima metade do século passado, os recursos
computacionais passaram a integrar, de forma mais vidvel, o rol de ferramentas para a
solucdo de problemas de dindmica estrutural, alavancando os desenvolvimentos nessa

area da engenharia. Mesmo passadas algumas décadas e considerando a incrivel



velocidade com que a tecnologia da informagdo tem se desenvolvido, as solugdes de
muitos problemas de dinamica de estruturas sdo limitadas pelo custo computacional
exigido.

Devido a variedade de fendmenos incluidos no estudo de dinamica de estruturas,
usa-se classifica-los em problemas quase estaticos, de dindmica estrutural e de
propagacao de onda. Essas classes sdo definidas de acordo com a participagdo maior ou
menor de altas e baixas freqliéncias na resposta da estrutura. Nesta dissertacdo o foco
dos estudos esta direcionado para os problemas quase estaticos e de dindmica estrutural,
problemas onde as freqiiéncias de excita¢ao sdo da ordem de grandeza das freqiiéncias
naturais mais baixas da estrutura.

Para obtencdo das respostas da estrutura, especialmente em problemas ndo
lineares, faz-se necessario o uso de técnicas computacionais para integragdo no tempo.
Virias opgoes estdo disponiveis na literatura, possuindo, cada uma, particularidades que
as tornam mais adequadas a certos tipos de problemas. De um modo geral, esses
algoritmos sdo classificados em algoritmos implicitos e explicitos.

A formulacdo dos algoritmos explicitos ¢, em geral, mais adequada aos
problemas de propagacdo de onda, pois apresentam baixo custo computacional por
intervalo de tempo. Porém, essa formulagao apresenta uma restrigdo para o intervalo de
tempo, baseada nas freqiiéncias naturais mais altas da estrutura, penalizando o seu
desempenho em problemas regidos pelas baixas freqiiéncias. Em geral, para que esses
algoritmos apresentem a performance desejada, exige-se a solu¢do de um sistema
diagonal de equagdes (desacoplado), em cada passo de tempo. Para os problemas quase
estaticos e de dindmica estrutural, os algoritmos ditos implicitos apresentam melhor
performance que os explicitos (COOK e outros, 1989). Essa constatacdo deve-se
especialmente ao fato de que nesses casos hd maior interesse na integragdo das
freqii€ncias mais baixas, permitindo, para os algoritmos implicitos, o uso de intervalos
de tempo maiores. Porém, tradicionalmente, o uso de algoritmos implicitos implica na
necessidade da montagem das matrizes globais do sistema estrutural, demandando mais
memoria para armazenamento de dados durante a andlise. Outra caracteristica comum
nesses algoritmos ¢ a constru¢do da matriz de rigidez tangente da estrutura, que para
problemas ndo lineares podem apresentar dificuldades para geragdo, a exemplo dos

problemas de contato e dos que envolvem o atrito.



As situacdes que envolvem analises numéricas de grande porte podem ter seu
tempo de andlise reduzido através de aplicacdes realizadas em paralelo. Em especial, ao
se tratar de algoritmos de integracdo, a utilizagdo de técnicas elemento por elemento se
destaca para esse tipo aplica¢do. Essas técnicas tiram partido da independéncia dos
calculos realizados no nivel do elemento, o que permite a sua paralelizacdo e economia
de memoria.

Justifica-se assim a proposta de se estudar estratégias para alteragdes em
algoritmos de integragdo, embutindo neles algumas caracteristicas particulares das
técnicas elemento por elemento, como a economia de memdria € uma estrutura que

facilite a futura paralelizagdo do coédigo computacional.

1.2. Objetivos

Esta dissertagdo tem como objetivos estudar estratégias elemento por elemento
para algoritmos de integracdo no tempo; implementar algumas estratégias em
algoritmos ndo lineares de integragdo; e avaliacdo do comportamento desses algoritmos
diante de casos de analises dindmicas e quase estaticas de estruturas.

Busca-se gerar conhecimento acerca do comportamento dos algoritmos
combinados com as estratégias elemento por elemento, visando o futuro uso destes em

ambientes de computagdo paralela.

1.3. Estrutura da dissertacio

Esta dissertacdo estd organizada em cinco capitulos mais dois apéndices. O
primeiro capitulo, de introducao, contém a relevancia do tema abordado, onde justifica-
se o interesse pela andlise dinamica de estruturas, em especial pelo estudo de algoritmos
de integracdo. Ainda nesse capitulo, apresentam-se os objetivos da dissertacdo e uma
breve descri¢do da sua estrutura ¢ conteudo.

No segundo capitulo ¢ introduzido o tema de dindmica de estruturas. Apresenta-
se a discretizacdo espacial, através da formulacdo em deslocamentos do Método dos
Elementos Finitos, e de forma sucinta aborda-se a discretizagdao temporal, introduzindo-
se o tema principal do trabalho.

O terceiro capitulo possui todo o conteudo explorado acerca de algoritmos de

integragdo. Inicia-se revisando as classes de algoritmos, apresentando-se os mais



tradicionais, e descrevem-se brevemente algumas técnicas de solugdo de sistemas nao
lineares, usadas nos algoritmos estudados. Aborda-se a técnica elemento por elemento,
descrevendo suas caracteristicas e sua formulagdo, e introduzindo-a nos algoritmos
antes apresentados. Finalizando esse capitulo, encontra-se uma descri¢do de algumas
medidas de erros utilizadas para critérios de convergéncia e quantificacdo da qualidade
das respostas obtidas pelos métodos implementados.

No quarto capitulo, apresentam-se exemplos onde sdo utilizadas as
implementagdes dos algoritmos estudados. Sdo abordados casos lineares e ndo lineares,
e de dinamica estrutural e quase estaticos. Avalia-se a qualidade das respostas geradas,
o tempo gasto pelos algoritmos, numero de iteragdes, comentando-se os resultados
encontrados.

As conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros estdo descritas no quinto
capitulo deste trabalho. Esse capitulo ¢ seguido pela lista de referéncias utilizadas no
decorrer do trabalho, organizadas em ordem alfabética.

Para complementar o contetido do trabalho, apresentam-se dois apéndices. O
apéndice A aborda as operacdes passiveis de serem realizadas elemento por elemento,
executando-as passo a passo para esclarecer em quais etapas a técnica € aplicada. Por
fim, o apéndice B descreve a geracdo das matrizes de massa e rigidez e do vetor de

forgas internas para o elemento de barra bidimensional, usado nos exemplos explorados.
1.4. Notacio utilizada

Nesta dissertagdo adota-se a notacdo matricial, utilizando-se o negrito para
representar vetores, tensores € matrizes. As letras mailsculas simbolizam as matrizes e
as mindsculas os vetores e tensores.

Para representar o valor de uma varidvel em um determinado intervalo de tempo,
utilizam-se indices subscritos que indicam o intervalo de tempo corrente. No caso de
processos iterativos, o valor da varidvel em cada iteracdo ¢ indicado por indices

sobrescritos contendo o valor da iteragdo corrente.



Capitulo 2

Introducio a Dinamica de Estruturas

2.1. Introducao

Este ¢ um capitulo introdutorio onde se apresenta a dindmica de estruturas como
o estudo da formulagdo e da solucdo de equacdes diferenciais parciais onde o tempo e o
espaco sdo variaveis.

Adota-se o processo de semidiscretizacdo, realizando-se inicialmente a
discretizagdo espacial através do Método dos Elementos Finitos. Descreve-se a
formula¢do em deslocamentos desse método, gerando um novo sistema de equagoes,
porém equagdes diferenciais ordinarias no tempo.

Ao final, de forma sucinta, trata-se do tema da discretizacdo temporal,
descrevendo os principais tipos de métodos de integragao no tempo, introduzindo o

tema principal do trabalho que ¢ abordado no préximo capitulo.

2.2. Abordagem geral sobre dindmica de estruturas

A formula¢do matematica utilizada em dindmica de estruturas ¢ baseada em
equacdes diferenciais parciais hiperbolicas, tendo como varidveis o tempo e o espago. A
obtenc¢ado dessas equagdes diferenciais depende de uma modelagem fisica e matematica
do fenomeno de interesse. O modelo ¢, portanto, uma tentativa de se simular, através de
equagdes ou sistemas de equagdes, o fendmeno observado.

Existem procedimentos formalizados para sistematizar a obtengdo das equagdes
diferenciais que regem o comportamento do sistema. Dois deles sdo bastante usados, o
equilibrio direto de forcas e os métodos energéticos, cujos procedimentos podem ser
encontrados na literatura (COOK e outros, 1989).

Nos itens 2.3 e 2.4 estdo apresentados métodos para solucdo das equacdes

diferenciais que regem o fendmeno em estudo. Porém, a escolha dos métodos mais



apropriados depende da natureza do problema, incluindo os tipos das agdes e as
propriedades do sistema estrutural. Dentro do contexto da analise dindmica, a depender
das freqiiéncias de excitacdo e da correspondente resposta da estrutura, classificam-se as
analises em problema de propaga¢do de onda, de dindmica estrutural ou quase estatico
(COOK e outros, 1989). E importante observar que essa ¢ uma divisdo criada para
facilitar os estudos dos diversos fendmenos fisicos existentes em dinadmica das
estruturas. Na natureza, o que se observa ¢ uma combinagdo desses casos gerando a
resposta do sistema. A observacdo e o bom senso do engenheiro ¢ que indicard qual dos
casos ¢ mais predominante na analise a ser realizada.

Nos casos em que o carregamento € a resposta da estrutura sdo ricos em altas
freqiiéncias, os efeitos das ondas de tensdo sdo do interesse da engenharia. Esses sdo os
chamados problemas de propagagdo de onda que geralmente ocorrem nas situagdes de
impacto, cargas explosivas, mudangas bruscas de condi¢do de contorno e outros. O
tempo de analise ¢ usualmente curto, se restringido ao tempo que uma onda transversal
leva para percorrer a estrutura (COOK e outros, 1989).

Os problemas de dinamica estrutural, também denominados inerciais, tém as
respostas governadas por modos de baixas freqliéncias. S3o os problemas onde os
efeitos da inércia sdo importantes, mas o foco da andlise estd direcionado para as
conseqiiéncias de cargas tipo harmonicas, rampas, ou seja, cujas freqiiéncias estejam na
faixa das mais baixas freqiiéncias naturais da estrutura. O tempo de analise, nesses
casos, ¢ bem maior do que nos problemas de propagacao de onda (COOK outros, 1989).

Os efeitos inerciais no caso de problemas quase estaticos sao bastante reduzidos
devido as baixas freqiiéncias de excitacdo. Se conveniente, pode-se desprezar esses
efeitos e realizar uma andlise estdtica nesse caso, simplificando o processo de solugdo.
COOK e outros (1989) limitam essas analises aos casos em que as freqiiéncias de

excitacdo sao menores que um ter¢o das menores freqliéncias naturais da estrutura.

2.3. Discretiza¢ao espacial

Para solucionar as equacdes diferenciais parciais geradas pela modelagem e obter
a resposta do sistema, usa-se aproximar os campos continuos no espago por variaveis
discretas, através de técnicas de aproximag¢do como, por exemplo, o Método dos

Elementos Finitos ou o Método das Diferencas Finitas. Esse processo de discretizagao



no espaco independente do tempo ¢ dito semidiscretizagdo (HUGHES &
BELYTSCHKO, 1983; ZIENKIEWICZ & MORGAN, 1983). Neste trabalho adota-se o
Método dos Elementos Finitos como a alternativa para discretizagdo espacial.

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) é um dos M¢étodos dos Residuos
Ponderados, tendo como base a forma fraca do Método de Galerkin, que do ponto de
vista da mecanica corresponde ao principio dos deslocamentos virtuais. Consiste
basicamente em dividir o dominio em sub-regides, ditas elementos, cujo
comportamento ¢ conhecido, conectadas por alguns pontos, os nos, através dos quais
interagem entre si, como apresentado na Figura 2.1.

A solugdo de um problema, através da formulagdo em deslocamentos do Método
dos Elementos Finitos, pode ser sistematizada através das etapas a seguir:

1. Divide-se o dominio do problema em subdominios denominados elementos
finitos, conectados entre si através de um numero finito de pontos denominados
pontos nodais ou nos.

2. Aproxima-se a distribui¢do da variavel cuja solugdo € procurada por uma funcao
particular, fun¢do de interpolagdo.

3. Relaciona-se o valor da varidvel nos nés de cada elemento com as suas
propriedades e geometria, dando origem ao sistema de equagdes do elemento.

4. Associam-se as equacdes dos elementos considerando suas conexdes através dos
pontos nodais. Tem-se um sistema global de equagdes para o problema.

5. Induz-se no contorno os valores conhecidos da variavel do problema (introdugao
das condig¢des de contorno).

6. Resolve-se o sistema de equagdes global, obtendo-se os valores da varidvel do

problema nos nds.

T
A A
]
= %Z / Elemento
> K
N\ AN
L~ N6
Contorno —
> X > X

Figura 2.1 — Idéia basica do Método dos Elementos Finitos.



2.3.1. Formulacio em deslocamentos do Método dos Elementos Finitos

Como comentado anteriormente, o0 dominio do problema ¢ subdividido em uma
série de elementos finitos. O comportamento de cada elemento ¢ aproximado por
funcdes de interpolacdo. Tais fungdes devem ser escolhidas de modo a garantir a
continuidade de todo meio discretizado. A qualidade da solugdo aproximada depende do
grau de refinamento das fungdes de interpolagdo e da malha de elementos finitos.

A formulacdo em deslocamentos do método dos elementos finitos supde que no
interior do elemento o valor dos deslocamentos e das deformagdes seja dado de uma
forma pré-estabelecida, em fungdo dos deslocamentos nodais. O campo de

deslocamentos em cada elemento ¢ aproximado por:

u = Nu, (2.1)

onde u ¢ o campo de deslocamentos no interior do elemento que ¢ fungdo do tempo e
do espaco; N ¢ a matriz das fungdes de interpolagao, funcao apenas do espaco € u € o
vetor de deslocamentos nodais, funcdo apenas do tempo.

No caso de analise dinamica, a discretiza¢do estende-se as derivadas do campo

de deslocamento. Tém-se:

u=Nue (2.2)

i=Nii (2.3)

onde u é o vetor de velocidades no interior do elemento; ii é o vetor de aceleragdes no
interior do elemento; u € o vetor de velocidades nodais ¢ ii € o vetor de aceleragdes
nodais.

O campo de deformagdes em cada elemento estd relacionado com os

deslocamentos nodais através da relagao:

¢ =Bu, (2.4)



onde & ¢ o campo de deformacdes e B ¢ a matriz que relaciona deslocamentos nodais e
deformacdes.

Para um corpo deformavel em equilibrio, o Principio dos Trabalhos Virtuais
estabelece, em cada instante de tempo, a igualdade entre o trabalho das forcas internas e
das forcas externas durante o desenvolvimento de um campo de deslocamentos virtuais,
compativel com os vinculos externos e a continuidade do corpo (COOK e outros, 1989).

As forgas internas de um corpo em equilibrio podem ser obtidas a partir do
estado de tensdes e das forcas inerciais presentes em cada ponto. Ao campo de
deslocamentos virtuais corresponde um estado de deformagdo virtual associado. O

trabalho das forgas internas ¢ dado por:
Winemo = [ 36 o{e.£)V + [5u pidaV., (25)
v %

sendo oW,

interno O trabalho virtual das forcas internas; dg o vetor de deformacgdes

virtuais; du o vetor de deslocamentos virtuais; c(s,é) o tensor de tensdes, funcdo das
deformacgdes e das taxas de deformacdes e p a densidade massica do material.

O trabalho das forcas externas ¢ dado por:

SWexterno = |08 fp(w)dV + [0 s (w)dS+ Y80 "f(w), (26)
v S

sendo &W, o trabalho virtual das forgas externas; fz(u) o vetor de forgas de

externo

volume; o fg(u) o vetor de forgas de superficie e f-(u) o vetor de cargas

concentradas.

No Método dos Elementos Finitos, para atender a condicdo de equilibrio em
todo o dominio, faz-se o somatorio da contribui¢do de cada elemento. Portanto,
considerando que as forgas externas sejam representadas pelas forgas nodais resultantes
dos carregamentos e fazendo o trabalho das forgas externas igual ao trabalho das forgas

internas, tem-se a equacao obtida pelo Principio dos Trabalhos Virtuais:
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nelem nelem nelem nelem

>, [BTo(ee)lv + ijN Navii= > [NTfgdv + > [NTfgds + ch, (2.7)
i=l Ve i=1 ve i=1 ve i=1 Se
onde nelem ¢ o nimero de elementos do modelo de elementos finitos e p é a densidade

massica do material.

A equagdo ( 2.7 ) pode ser resumida na forma apresentada na equagao ( 2.8 ):

Mii + i (u,0) = £ (u). (2.8)

As acdes externas estdo apresentadas como dependentes dos deslocamentos,
porém neste trabalho essa dependéncia ndo ¢ considerada. No item 2.3.2 sdo feitas
algumas observagdes a respeito de fontes de ndo linearidades, incluindo o caso acima

citado. A equagdo ( 2.8 ) torna-se entdo:

Mii + £, (w,u) =, . (29)

Na equagdo ( 2.10 ) apresenta-se a matriz de massa do modelo, que representa

uma discretizagao da distribui¢ao continua de massa da estrutura.

nelem
M= > [pN'Ndv, (2.10)
i=1 ve

O vetor de forgas internas, fungdo dos deslocamentos e velocidades nodais, é

representado por:

nelem
i (W)= > [BTo(z,£)dV . (2.11)
i=1 ve

Em particular, se a linearidade ¢ assumida com relagdo aos deslocamentos e

velocidades, a equacao ( 2.11 ) toma a forma cléssica:
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nelem
fi(wu)= > Ku+C.u, (2.12)

i=1

onde K, ¢ a matriz de rigidez do elemento e C,., a matriz de amortecimento.

Na equagdo ( 2.13 ) apresenta-se a parcela correspondente as agdes externas,

func¢do apenas do tempo.

nelem nelem nelem

foxe = >, [NTfpdV + 3 [NTfdS + ) fc. (2.13)
i=l ve i=l Se i=1

A equagdo ( 2.8 ) ou ( 2.9 ), conhecida por equagdo de movimento, foi resultado
de uma discretizagdo no espago, porém, para completar o processo de solugdo, esse
novo sistema deve ser resolvido. No item 2.4, algumas técnicas de integracao no tempo

sdo apresentadas.

2.3.2. Consideracdes sobre analises lineares e nao lineares

Na natureza, os fenomenos sao em geral ndo lineares. H4 casos, porém, em que a
influéncia das fontes de ndo linearidades ndo ¢ relevante para a andlise. Nesses casos, a
analise linear ¢ geralmente utilizada devido a sua simplicidade para formulacdo e
implementagao.

Neste trabalho, objetiva-se abordar problemas de natureza nao linear, portanto, a
formulagao utilizada permite a inclusdo de nao linearidades, porém, restritas ao vetor de
forcas internas. Fendmenos como ndo linearidade fisica (do material), geométrica,
geradas por problemas de contato, atrito, interacao fluido-estrutura e outros podem ser
abordados pela formulacao apresentada.

Cargas externas dependentes da geometria, também denominadas cargas
seguidoras, ndo estdo no ambito deste trabalho. Esse tipo de ndo linearidade ¢ causa de
alteracdes no sistema de equagdes como a perda da simetria das matrizes do sistema
(BELYTSCHKO & HUGHES, 1983), condicdo nao tratada pelos algoritmos

apresentados.
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2.4. Discretizacao temporal

Ap0s ter partido de um sistema de equagdes diferenciais parciais e ter sido
utilizada a técnica de discretizagcdo no espaco por elementos finitos, obteve-se um novo
sistema de equacgdes, porém, um sistema de equagdes diferenciais ordinarias. O
problema a ser abordado tornou-se, portanto, um problema de valor inicial apenas,
representado pela solucao da equacdo ( 2.8).

Hé varios métodos para obtengdo da resposta dindmica apds um processo de
semidiscretizagao, como o realizado no item anterior. Esses métodos podem ser

divididos em duas principais categorias, os métodos modais e os métodos diretos.

2.4.1. Métodos Modais

O Me¢étodo da Superposi¢do Modal consiste em transformar as equagdes de
equilibrio expressas em coordenadas fisicas em novas equagdes expressas em
coordenadas generalizadas (BATHE, 1996; COOK e outros, 1989), usualmente os
modos naturais de vibragdo da estrutura. Nessas coordenadas as equagdes tornam-se
desacopladas, podendo ser resolvidas separadamente, se nao houver amortecimento, ou
se este for ortogonal, como ocorre com o amortecimento de Rayleigh. Esse método se
restringe aos casos de dinamica linear de estruturas e se todos os modos forem

integrados, a resposta obtida ndo possui aproximagoes.

2.4.2. Métodos Diretos

Os métodos diretos sdo aplicados a problemas lineares ou ndo lineares e
consistem na obtencdo da solugdo aproximada da equa¢do de movimento em
determinados instantes de tempo discretos. WEAVER ¢ JOHNSTON (1987) visualizam
as técnicas numéricas utilizadas para tal objetivo como um tipo de aproximacao por
diferencas finitas. COOK e outros (1989) também apresentam essa abordagem para
definicdo dos métodos diretos.

Uma abordagem mais moderna sobre esse tema ¢ dada por ZIENKIEWICZ e
MORGAN (1983) que apresentam o procedimento para discretizagdo no tempo como
uma aplica¢do da técnica de Residuos Ponderados, onde, a depender da escolha das
funcdes de ponderagdo, recai-se no método das diferencgas finitas ou no método dos

elementos finitos. No ultimo caso, procede-se de forma semelhante a realizada na



13

discretizagdo espacial, usando-se, neste caso, elementos finitos lineares para representar
0 dominio do tempo.

Em ambas abordagens, conhecendo-se as equagdes governantes e as condi¢des
iniciais, obtém-se a solucdo para o final do primeiro incremento de tempo, ou elemento
de tempo. Repete-se o procedimento para os demais incrementos, adotando-se a solugao

anterior como condi¢do inicial do passo seguinte.
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Capitulo 3

Algoritmos de integracao para dinamica nao
linear

3.1. Introducio

Apresenta-se nos itens que seguem uma revisao dos principais tipos de
algoritmos, suas classificacdes, formulagdes e estratégias de solug¢do para os sistemas de
equacdes gerados pelas formulagdes. Dentre os métodos explicitos, apresenta-se o
algoritmo do M¢étodo das Diferengas Centrais, enquanto que na classe de métodos
implicitos, apresenta-se a Regra Trapezoidal, ambos membros da familia Newmark de
algoritmos de integragao.

Ap6s a revisdo dos algoritmos acima citados, abordam-se os conceitos da técnica
elemento por elemento, aplicando-a as alternativas anteriormente apresentadas.

Ao final, apresentam-se algumas alternativas para medidas de erros, utilizadas
como critério de convergéncia ou para verificacdo da qualidade da resposta gerada pelos

algoritmos.

3.2. Algoritmos de integracio no tempo

Como abordado nos capitulos anteriores, a analise dinamica ¢ regida por
equagdes diferenciais parciais. O uso da semidiscretizagdo por elementos finitos permite
transformar o sistema de equagdes diferenciais parciais em um problema de valor inicial
apenas. O sistema de equagdes para andlise ndo linear de estruturas resultante de uma
discretizacdo no espago por elementos finitos estd apresentado na equacao ( 2.9 ), cujas

condi¢des iniciais estdo expressas em:

u(0)=ug e (3.1)
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u(0)=vy. (3.2)

Os algoritmos de integracdo, aqui abordados, sdo métodos diretos de
discretiza¢dao no tempo, consistindo em obter de forma aproximada o valor das varidveis
em questdo (os deslocamentos e suas derivadas) em determinados intervalos de tempo.
A equacdo de movimento ( 3.3 ) expressa o equilibrio estatico para um determinado

instante de tempo:

Mii, +fint(un’un):fextn' (3.3)

Nos métodos diretos o espaco de tempo foi dividido em intervalos ditosAt e o
subscrito n existente na equagdo ( 3.3 ) identifica o tempo n-At.

Varios métodos diretos para integracdo das equagdes de movimento foram
desenvolvidos, porém a escolha do método mais adequado depende principalmente do
tipo de andlise dindmica que se deseja realizar.

Comumente classificam-se os diversos algoritmos em dois principais grupos, 0s
algoritmos explicitos e os algoritmos implicitos. Neste trabalho, utiliza-se a defini¢ao de
COOK ¢ outros (1989) e BATHE (1996) para a classificagdo dos algoritmos de
integragdo no tempo.

Os algoritmos explicitos sdo aqueles em que as variaveis no intervalo de tempo
seguinte sdo determinadas apenas em funcdo das varidveis obtidas nos intervalos de

tempo passados. Essa definicao pode ser expressa pela relagdo funcional:

Wy = Fuy 0,0, ) (3.4)
Nos algoritmos implicitos o valor da incognita base no intervalo de tempo n +1

¢ dependente do seu proprio valor, além da historia ao longo dos tempos passados. Essa

defini¢do pode ser resumida na relagdo:

Upp =f(lln+1,ﬁn+1,ﬁn+1,un,...). (3.5)
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Nos itens a seguir apresenta-se uma descricdo mais detalhada das caracteristicas

de cada classe de algoritmos de integracao.

3.3. Algoritmos explicitos

Como apresentado no item 3.2, a principal caracteristica das técnicas de
integragdo explicitas ¢ o fato da solu¢do no tempo t+ At ser obtida considerando-se as
condi¢cdes de equilibrio do tempo t. Outras caracteristicas importantes dessa formulagao
foram apresentadas por COOK e outros (1989) e BATHE (1996) ¢ estdao citadas nos
paragrafos seguintes.

Tradicionalmente os algoritmos explicitos apresentam baixo custo
computacional por intervalo de tempo, pois o sistema de equagdes gerado pela
formulagdo ¢ geralmente desacoplado. Nao ha portanto a necessidade de processos
iterativos para obten¢do da solugdo no passo de tempo t + At. Porém esse
desacoplamento estd condicionado ao fato das matrizes de massa ¢ de amortecimento
serem diagonais. Essa restri¢ao, em alguns tipos de problemas, representa um sério
obstaculo para uso dos algoritmos explicitos, j& que a sua ndo observancia implica em
custos maiores por intervalo de tempo.

O desacoplamento anteriormente citado permite que os calculos sejam feitos no
nivel do elemento, sem a montagem de matrizes globais do sistema. Essa caracteristica
além de ser bastante vantajosa nos casos de problemas de grande porte, ja que
representa uma importante economia de memoria computacional, torna a
implementagdo desses algoritmos mais simples do que os implicitos.

Quanto a estabilidade, os algoritmos explicitos apresentam uma restrigdo ao
valor de incremento de tempo mdximo usado para cada andlise. Essa estabilidade
condicional, garantida para problemas lineares, pode levar a pequenos valores para o
intervalo de tempo. O valor critico para At ¢ inversamente proporcional & maxima
freqiiéncia natural do sistema discreto, independente do tipo de solicitagcdo aplicada a
estrutura. Portanto, em problemas quase estaticos ou de dinamica estrutural, os métodos
explicitos tornam-se pouco eficazes ja que o At critico ¢ bem menor que o necessario
para uma integracdo razoavelmente precisa dos modos solicitados. Em problemas de

propagagdo de onda, o At necessario para uma precisa integragdo das freqliéncias



17

existentes na resposta do sistema ¢ equivalente (ou menor) ao necessario para a garantia
da estabilidade. Nesses casos os algoritmos explicitos tornam-se mais adequados.

Em problemas ndo lineares, o valor critico para o intervalo de tempo ¢ varidvel
com o tempo, ja que ¢ atrelado as freqiiéncias naturais do sistema que se modificam ao

longo da analise (ZIENKIEWICZ e MORGAN, 1983).

3.3.1. Algoritmo da diferenca central

O Método da Diferenga Central estd entre os mais populares algoritmos
explicitos usados em mecéanica computacional. Sua formulacdo ¢ baseada em
aproximacoes por diferengas centrais para as velocidades e aceleragdoes (COOK e

outros, 1989):

. 1
u, :m(un-ﬂ_un—l) ¢ (36)
.. 1
un:_At2 (un+1—2~un+un_1). (3.7)

Essas expressoes sdo geradas por uma interpolagao quadratica no tempo para os
vetores de deslocamento entre os instantes de tempo te t +At.

A manipulagdo das relagdes ( 3.6 ) e ( 3.7 ) em conjunto com a equacgdo de
movimento gera o algoritmo apresentado na Figura 3.1. Alguns autores, a depender de
como se procede a manipulagdo das equagdes, apresentam diferentes variantes do
Me¢étodo da Diferenga Central. O algoritmo implementado neste trabalho (Figura 3.1)

tem a forma da variante 1 apresentada por KRYSL e BELYTSCHKO (1998).
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A. INICIALIZACOES:

1. Define o intervalo de tempo:

At <At

2. Inicializa os vetores U e liO (condi¢des iniciais)

3. Inicializa a matriz de massa (M)

4. Calcula o vetor de forgas desequilibradas:
Iy = fexto - fin'[ (u0 ’ﬂO)

5. Calcula:
i.i() = M_l 'I'O

B. PARA CADA INCREMENTO DE TEMPO:

1. Calcula um preditor de velocidade:

.p e .o
u, =0, +Atu,

2. Calcula o vetor deslocamentos:
2

u . =u, +Atu, —i-Tun

3. Calcula o vetor de forgas desequilibradas:
r="fo (1) —fin (up ’l.lE-H)

4. Calcula o vetor de aceleragoes:

Uy, = M 'r

5. Calcula o vetor de velocidades:

u

. At .. .
n+l = Un +?(un +un+1)

6. Volta para B.1

C.Fim

Figura 3.1 — Algoritmo do Método das Diferencas Centrais.

No algoritmo acima apresentado, observa-se que se a matriz de massa for
diagonal, ndo ¢ preciso uma técnica especializada para solugdo do sistema de equagdes
lineares, j& que este se torna desacoplado. E tradicional o uso de matrizes de massa
diagonais em algoritmos explicitos, evitando-se a solu¢ao do sistema de equagdes em

cada incremento de tempo. A diagonalizagdo dessas matrizes torna o custo
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computacional por intervalo de tempo, para esses algoritmos, consideravelmente menor
que para os algoritmos implicitos.

Como mencionado anteriormente, o M¢étodo das Diferencas Centrais ¢
condicionalmente estavel, exigindo valores de intervalos de tempo relativamente
pequenos. BATHE (1996) mostra que para o Método das Diferengas Centrais o valor

critico para o intervalo de tempo (At ), o qual ndo deve ser ultrapassado, ¢ dado por:

At,, =2, (3.8)
T

onde T,, ¢ o menor periodo do sistema de elementos finitos com m graus de liberdade.

Em problemas de propagacdo de onda, casos de melhor performance dos
métodos explicitos, € comum o aparecimento de altas freqiiéncias que nao tém relacao
com a natureza fisica do problema, sendo causadas por erros provenientes do uso de
ferramentas numéricas. O Método das Diferencas Centrais aqui apresentado ndao possui

mecanismos para dissipacdo dessas freqii€ncias.

3.4. Algoritmos implicitos

A principal caracteristica dos algoritmos implicitos, ja citada anteriormente,
reside no fato do valor da incégnita base no intervalo de tempo n +1 ser dependente do
seu proprio valor, além da historia ao longo dos tempos passados (COOK e outros,

1989). Essa dependéncia gera um sistema ndo linear de equagdes representado por:

®(x,,)=0, (3.9)

onde x,,; € a variavel independente.

A solugdo do sistema ( 3.9 ) para cada passo de tempo representa a principal
desvantagem dos algoritmos implicitos. Esse processo implica em um alto custo
computacional por instante de tempo em comparagdo com os algoritmos explicitos.
Outra conseqiiéncia ¢ a necessidade de montagem das matrizes globais do problema,
gerando um maior uso de memaoria computacional, o que pode provocar a inviabilidade

do algoritmo em problemas de grande porte.
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Embora existam essas desvantagens, os algoritmos implicitos tornaram-se
populares em analises dinamicas. Caracteristicas como a estabilidade incondicional,
presente na maioria dos algoritmos implicitos, os tornam competitivos e, para certos
tipos de problemas, mais adequados que os algoritmos explicitos.

Em problemas lineares a estabilidade incondicional permite a livre escolha do
valor do incremento de tempo, ficando este apenas limitado pelos critérios de precisao
(COOK e outros, 1989). Nos casos em que o valor de At maximo para garantia da
estabilidade ¢ bem menor que o necessdrio para precisdo desejada, os algoritmos
implicitos apresentam-se vantajosos em relacdo aos explicitos. Essas sdo geralmente
situacdes de analises quase estaticas ou de dinamica estrutural, onde as baixas
freqiiéncias envolvidas no problema permitem valores de incremento de tempo
relativamente altos para uma razoavel precisdo. Porém, mesmo nesses casos, quando a
analise envolve ndo linearidades, a estabilidade dos algoritmos implicitos ndo fica
garantida a priori, mas estes tém a tendéncia de serem mais estaveis que os explicitos,
gerando menos dificuldades para a obtengao da resposta do sistema.

Quanto ao uso e a implementacdo, nos casos lineares, os algoritmos implicitos
ndo oferecem maiores dificuldades que os explicitos, porém, ao se tratar de problemas
ndo lineares, a busca do equilibrio em cada instante de tempo passa a exigir técnicas
mais elaboradas para solucdo de sistemas ndo lineares (COOK e outros, 1989 e
SUBBARAJ e DOKAINISH, 1989).

No item a seguir, apresentam-se os métodos de solug@o de sistemas ndo lineares

utilizados neste trabalho.

3.4.1. Técnicas de solucao de sistemas nao lineares

Na formulacdo em elementos finitos para dindmica das estruturas, as variaveis
em questdo no sistema de equagdes ( 3.9 ) sdo aceleracdo, velocidade e deslocamento
nodais no tempo n + 1. Porém apenas uma dessas variaveis ¢ independente. Dessa
forma, manipulando-se as relagdes de dependéncia, que serdo tratadas posteriormente,
tanto o deslocamento como a aceleracdo podem ser escolhidos. O sistema de equagdes

ndo lineares ( 3.9 ) torna-se entao:

‘I)(un-kl) = Mﬁn+1(un+1)+fint (un+1>un+1(un+l))_fextn+1 ’ ( 3.10 )
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se a formulacao for na versao deslocamento, ou, analogamente,

(D(ﬁn-i—l) = Mﬁn+1 +fint (un+1(ﬁn-i—l)’“n+1(ﬁn+1))_fextn+1 > ( 3.11 )

se a formulacao for na versao aceleracao.
Neste trabalho o Método de Newton-Raphson e Gradientes Conjugados Nao
Linear (PAPADRAKAKIS e GHIONIS, 1986) sdo utilizados na obteng¢do da solugdo do

sistema nao linear ( 3.9 ).

e Método de Newton-Raphson
Inicialmente aborda-se a formulagdo do Método de Newton-Raphson, cuja idéia
basica ¢ aproximar o sistema nao linear em série de Taylor e o utilizar um processo
iterativo para obter uma solugdo dentro de uma tolerancia admitida.

Aproximando-se o sistema ®(u ), para a primeira ordem, tem-se:

K+l K o®(u,, ;) kel K
(I)(unil)z(l)(un-i—l)'|'—n-~_1 (unil_un-s-l):()’ (3.12)
Il+1 n+l:u:j+l
onde
k ..k k .k
(D(un+1) = Mun+1 +fint (un+19un+l) _fextn+1e (3.13)
oD giik,, oF, ouf,, OF
(un+1) =M Uyt + int. OWn+1 + int (3 14)
k . k k k : .
Oy 4y u,, =u" 81111_,_1 51111_,_1 aun+1 aun+1

n+l

Nessas equagdes, o indice inferior indica o instante de tempo n +1, enquanto que
o indice superior indica a k-ésima iteracao.
Neste caso, utiliza-se como varidvel independente o deslocamento.

Analogamente, para aceleragdo, obtém-se:
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k4l .k oD, ) k4l ek
(I)( nil)zq)(unﬂ)"'..—n+1 (unil_unﬂ)zoa (3.15)
un+1 iin+l :ij:jﬂ

onde
..k ..k k . k

(D(un+1) = Mun+1 +fint (un+19un+1) _fextn+1 © ( 3.16 )

.. . k k

aq)(unﬂ) M+ afint aun+1 + afint 8lln+1 (3 17)

A .k ..k k Lk :
O,y g gt Oltyyy Oliyyy Oy Oliy gy

n+l — Uny

O sistema linearizado ¢ tradicionalmente denominado sistema efetivo ¢

representado por:

KISHAUEH :f111(+1 ou (3.18)

KEHAﬁi(H—l :fr11<+1a (3.19)

sendo

=k _0®u,)

K, =— "4 : (320)
aun+1 u lzul;n

=i 0®(i,,)

Ky, =— e (321)
8un+1 n+l:i‘i:+l

ck .. k k . k

fn-i—l = fextn+1 —Mu, _fint (un+19un+l) . (3.22)

onde, Kﬁ +1 € a matriz de rigidez efetiva na versao deslocamento da formulagao, Klrf +1

¢ a matriz de rigidez efetiva na versdo aceleragdo e f,lf +1 € o vetor de forgas efetivo.
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of; .
Nas equacgodes ( 3.14 ) e (3.17 ), o termo % representa a variacao das forgas

L |

internas com os deslocamentos, sendo geralmente denominado de matriz de rigidez

fint
- k

tangente (Ktlg +1)- Da mesma forma, o termo
aun-i—l

representa a variacao das forcas

internas com as velocidades, sendo portanto denominado matriz de amortecimento

tangente (Ct]r(1 +1)- No caso de andlise linear, as matrizes de rigidez ¢ amortecimento

tangentes permanecem constantes. A denominacao “tangente” para essas matrizes perde
o sentido, passando assim a serem representadas respectivamente por K ¢ C. A matriz

de rigidez efetiva passa a ser expressa na seguinte forma:

..k .k
Ktk = Onit , cMnst LK oy (3.23)

k k
aun+1 aun-s—l

. k k
ou ou
n+l +K n+l )

..k ..k
aun+1 aun+1

Kt<,, =M+C (3.24)

e Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear
O Meétodo dos Gradientes Conjugados pode ser visto como um problema de

minimizacdo de uma funcdo continua f(x) cujo gradiente possa ser calculado

(PAPADRAKAKIS e GHIONIS, 1986). O vetor x que minimiza essa fungao equivale

ao vetor solu¢do do sistema ndo linear de equagdes:

g(x)=0, (3.25)

onde g(x) ¢ o gradiente de f(x), que, considerando a formula¢do em elementos finitos

para dinamica das estruturas, toma a forma:

g(un+1) = Mﬁn+1(un+l)+Fint (un+1’ﬁn+1(un+1))_Fextn+1 . ( 3.26 )
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Nas equacgdes seguintes deste item omitem-se os subscritos que indicam o tempo
n+1 para tornar a notagao mais leve.
A estratégia para minimizacao da funcdo escalar consiste na busca sucessiva de

minimos em dadas dire¢des. A Figura 3.2 ilustra as etapas desse processo.

Ponto de partida

Direcao de busca

...... »Minimomna_*,

P .. i -, g 3 [ 2
i T direcdo p
Minimo na ' L U

direcao p1

Direg¢ao de busca

Figura 3.2 — Estratégia do Método dos Gradientes Conjugados.

A trajetoria na qual se realiza a busca pelo minimo ¢ dada pela linha que passa
por uk e percorre a dire¢do pk:

ut = uk okpk, (3.27)

k

sendo a* o escalar que leva o ponto u~ ao minimo de f(x) na dire¢ao pk, ou seja,

que minimiza f (uk + (xkpk) .

No Me¢étodo dos Gradientes Conjugados, o vetor dire¢do de busca karl ¢

eXpresso por:

ptt! =gt pipk, (3.28)
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sendo Bk um escalar que define a nova direcdo de busca e gk+1 :g(uk”) .

SHEWCHUK (1994) apresenta em seu trabalho uma descrigdo detalhada das
caracteristicas do Método dos Gradientes Conjugados.
Alguns autores apresentam sugestoes para valores de Bk, cuja melhor escolha

permanece como alvo de investigacdes. PAPADRAKAKIS e GHIONIS (1986) fazem
comparagdes entre as expressoes de Fletcher-Reeves, Polak-Ribiére e Soreson. Neste

trabalho opta-se pela expressao sugerida por SORENSON (1969), dada por:

o gk+1T(gk+l _gk)

ka(gk+1 _gk) ’ (3.29)

Definida a dire¢@o de busca, o0 minimo na trajetoria ( 3.27 ) ¢ obtido buscando-se

anular a derivada direcional da fungio escalar f(x), ou seja:

k+1 kel T A k+l
of(w™") _ofw") ouw ™ . (3.30)
af k+1

Substituindo o valor de u**! em (3.31), tem-se a seguinte equacao:

T
p© gk +afpX)=0. (3.32)

Observa-se na equagdo ( 3.32 ) que ndo ha uma expressdo explicita para ok, ou
seja, uma solugdo analitica da equagdo ndo linear acima descrita. Neste trabalho, opta-se
inicialmente por utilizar uma ferramenta numérica para calculo de zero de funcao e,

como uma segunda alternativa, por adotar uma aproximacao linear da fun¢do gradiente,

obtém-se uma expressao explicita para ok,

No primeiro caso, utilizam-se técnicas de ordem zero para determinacdo de zero

de funcao. A técnica utilizada consiste em uma combina¢do dos métodos da bissecdo,
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secante e interpolagdo quadratica inversa (MATLAB, 2000), encontrando o zero de uma
fun¢do de uma variavel, dentro de um intervalo no qual a fungdo muda de sinal. Caso o
intervalo ndo seja conhecido, o proprio algoritmo se encarrega de encontra-lo. Neste
caso, conhece-se um ponto de partida proximo do qual um intervalo valido ¢
investigado.

Observa-se que, ao se calcular o zero da fungdo ( 3.32 ), ndo € necessaria a
montagem da matriz de rigidez do problema, j4 que essa equagdo envolve apenas o

calculo do gradiente, dado na equagdo de movimento ( 3.26 ).

No segundo caso, a fun¢do gradiente na dire¢do pk ¢ aproximada por:

d
g(a)zg(0)+& o ou (3.33)
do a=0
og(a du®
g(o) ~ g(0) + g | a, (3.34)
ou |u:uk doc‘
a=0
0 que resulta em:
kT x
ak:—%, (335)
p- H'p

onde H* ¢é a hessiana da funcdo f(x) avaliada em uk , ou seja,

O
8u k

u=u

(3.36)

Observa-se que nesse segundo caso € necessaria a determinagao da hessiana de
f(x), que em termos de dindmica estrutural significa a montagem da matriz de rigidez
efetiva, apresentada na equagdo ( 3.20).

Na Figura 3.3 apresenta-se o algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados

N3do Linear.
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A. INICIALIZACOES:

1. Inicializa o vetor u1 (valor inicial de partida do processo iterativo)

2. Inicializa a direc¢do de busca:

p'=-g(u')

B. INICIAM-SE AS ITERACOES: (k=1,2,...)

1. Calcula Ock , solucdo de:
kT k. k. k
p gu +a'p)=0

2. Calcula novo ponto

uk*! = uk 4o kpk

3. Calcula novo gradiente
k+1 k+1
g =g)

4. Calcula nova dire¢do de busca

. gk+1T(gk+1 _gk)

T
p* (gk+1 _gk)
pk+1 _ _gk+1 n kak

5. Se ndo convergiu, volta para B.1

C.Fim

Figura 3.3 — Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear.

Observa-se que o passo B.5 na Figura 3.3 consiste em realizar um teste de
convergéncia, cujo critério ¢ abordado no item 3.6 que trata das medias de erros

utilizadas neste trabalho.

3.4.2. Algoritmos da familia Newmark

Dentre as familias de algoritmos de integragdo, a familia Newmark
(NEWMARK, 1959) possui os mais populares algoritmos de integracdo. Consiste
basicamente em expressar as velocidades e deslocamentos segundo aproximagdes por

diferengas finitas no dominio do tempo, dadas por:
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2
u,, =u, +Ati, +%[(1—2B)ijn +2PBii, ] e (3.37)

Uy, =0, + A=y, +viig,, ], (3.38)

Os parametros B e y determinam propriedades de estabilidade e precisdo dos

métodos. HUGHES (1987) apresenta uma analise de estabilidade para os métodos da

familia Newmark, para problemas lineares, colocando que se

B2y (3.39)

1

5

os algoritmos sao incondicionalmente estaveis.
Muitos métodos conhecidos podem ser gerados a partir de particularizagdes das

expressoes ( 3.37 ) e ( 3.38 ). A Tabela 3.1 apresenta alguns desses métodos e suas

caracteristicas. Outras informagdes sobre cada método em particular podem ser

encontradas em literaturas tradicionais como HUGHES (1987), COOK e outros (1989),

BATHE (1996) entre outros. Neste trabalho adota-se a Regra Trapezoidal devido a sua

estabilidade incondicional, garantida para analises lineares.

Tabela 3.1 — Métodos da familia Newmark.

. CONDICAO DE ORDEM DE
METODO T1po B Y ESTABILIDADE PRECISAO
Aceleragdo Média o 1 1 ..
(Regra Trapezoidal) implicito 2 2 Incondicional 2
1 1
Aceleragao Linear implicito 3 ) condicional 2
. S 1 1 .
Fox-Goodwin implicito o > condicional 2
. L. 1 .
Diferenga Central explicito 0 > condicional 2

As equagdes (3.37 ) e (3.38 ) em conjunto com a equagdo de equilibrio ( 2.9),
representada também pelo sistema nao linear ( 3.9 ), formam um sistema com trés

equacdes e trés incognitas (u, ,q,U,,1,U,,), considerando que os estados nos tempos
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passados sdo conhecidos. Varias sdo as estratégias para a solugdo desse sistema, sendo
as versoes aceleracao e deslocamento as mais tradicionais.
Na versao aceleragdo, como esta ¢ considerada a variavel independente, utilizam-

se as equacdes ( 3.37 ) e ( 3.38 ) tal como foram apresentadas:

y . At? . )
un+l(un+1): u, + Atun +T[(l_26)un "'2[3un+1:|e ( 3.40 )

l.lr1+1(iin+l)=l.ln +At[(1_Y)ﬁn +yﬁn+1]' (341 )

Utilizando-se a versao da lineariza¢ao do sistema nao linear ( 3.9 ) que considera
a aceleracdo como variavel independente, equacao ( 3.15 ), substituem-se as equagdoes

(3.40)e(3.41) naexpressdao da matriz efetiva ( 3.17 ), obtendo-se:

KK, =B A2 KtK, +y-At-CtE, + M. (3.42)

Observa-se que se for utilizado o Método das Diferencas Centrais (f=0) e as

matrizes de massa e amortecimento forem diagonais, o sistema efetivo perde o seu
acoplamento.

Quando a estratégia considerada admite o deslocamento como variavel
independente, obtém-se expressdes de velocidade e aceleracdo em funcdo do

deslocamento através da manipulacdo das equagdes ( 3.40 ) e ( 3.41 ), resultando em:

l.ln+1(un+1): lTln-kl +ﬁ(un+l _ﬁn+1) € (343)
iin+1(un+1):L(un+l_rﬁn+1)’ (3.44)

B-At? '
onde

~ o1 .
un+1:un+At-un+5At2-(l—2-B)-un e (3.45)
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~

U, =, +At-(1-y)-ii,. (3.46)

Substituindo-se as equacdes ( 3.43 ) e ( 3.44 ) na expressdo da matriz efetiva

(3.14), obtém-se:

=k k Y ek 1
Ko =Kty +MCtn+l +——M. (3.47)

1
n+ BAtZ

O algoritmo implementado neste trabalho utiliza esta ultima versdo e esta

apresentado na Figura 3.4.
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A. INICIALIZACOES:

1. Define o intervalo de tempo At

2. Define o os valores para as constantes 3 € Y.
3. Inicializa os vetores U e V(; (condigdes iniciais)

4. Inicializa a matriz de massa (M).

5. Calcula o vetor de for¢as desequilibradas:
1o = fexeo —fine (uttg)

6. Calcula:

U = M I,

B. PARA CADA INCREMENTO DE TEMPO:

1. Incrementa o tempo: t, | =1, + At

2. Calcula o vetor de forgas externas:

f

extn+1

3. Calcula o preditor de deslocamento:

~ o1 .
u,.=u, +Atu, +5At2(l—2B)un

4. Calcula o preditor de velocidade:

l'ln+1 = l.ln + At (1 - Y)ﬁn
5. Soluciona o sistema nio linear:

(D(un+l): 0
6. Calcula os valores de velocidade e aceleragdo:
l.ln+1 = ﬁI'H-l + ! (un+1 _ﬁn-?-l)
BAt
1 ( _ )
Uy = BA‘[Z Upip ~Ungg
7. Volta para B.1

C.FIiM

Figura 3.4 — Algoritmo de Newmark versao deslocamento.

3.5. Técnica elemento por elemento

Problemas formulados através do Método dos Elementos Finitos recaem na
solugdo de um sistema de equagdes ordindrias, linear ou nao linear, a depender do
problema tratado. Em andlise dindmica de estruturas, o uso de algoritmos explicitos,

com matrizes de massa e amortecimento diagonais, gera um desacoplamento do sistema
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de equagdes, evitando-se a montagem das matrizes e dos vetores globais da estrutura.
Essa ¢ a principal caracteristica da técnica elemento por elemento, a obtencdo da
solugdo do sistema de equagdes sem que tenham sido montados os vetores e matrizes
globais da estrutura. Observa-se que essa caracteristica proporciona uma razoavel
economia de memoria computacional em problemas de larga escala, pois evita
redundancia de armazenamento de informagdes, tornando-se uma das principais
vantagens da técnica (JOUGLARD e COUTINHO, 1998).

Os métodos elemento por elemento foram introduzidos por HUGHES e outros
(1983) e ORTIZ e outros (1983) e posteriormente varios outros autores fizeram
contribui¢cdes ao tema como BELYTSCHKO (1984), WINGET ¢ HUGHES (1985),
WATHEN (1989), entre outros. HUGHES e outros (1983) elaboraram uma técnica que,
através de aproximacgdes, evita a inversdo das matrizes globais da solug¢do do sistema de
equagdes efetivo em problemas lineares onde a matriz de massa € diagonal.

A medida que mais pesquisadores passaram a utilizar essa técnica, abordagens
diferentes foram dadas, mas todas visando a obteng¢dao da solugdao do sistema de
equagdes (lineares ou ndo lineares) gerado pela formulacdo em elementos finitos sem a
montagem das matrizes e vetores globais. Em geral, tem-se por objetivo transformar
operagdes que envolvam as solucdes desses sistemas em produtos de matrizes por
vetores e produtos escalares entre vetores comuns nos calculos locais dos elementos.

Nos métodos implicitos, a solugdo do sistema de equagdes ndo lineares acoplado
apresenta-se como a principal barreira a técnica elemento por elemento. A escolha do
método de solucdo desse sistema passa a ser um importante fator, facilitando ou
dificultado o uso da técnica. Quando o sistema de equagdes ndo lineares ¢ linearizado
(solugdo pelo método de Newton-Raphson), recai-se na solugdo de um sistema de
equagdes lineares em cada passo do processo iterativo. Uma das alternativas para esse
caso ¢ utilizar um algoritmo iterativo para solucdo do sistema de equagdes lineares,
como, por exemplo, o método dos gradientes conjugados, ja que nas suas operagdes
dominam os produtos de matrizes por vetores e produtos escalares entre vetores. Uma
outra alternativa a essa ¢ a otimizacdo do método dos gradientes conjugados ndo linear.

Cada uma dessas técnicas sera detalhada a seguir.
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3.5.1. Formulacio elemento por elemento em algoritmos explicitos
Nos algoritmos explicitos, poucas alteracdes sao necessarias para a aplicacao da
técnica elemento por elemento. Nesses algoritmos necessita-se apenas da montagem do

vetor de forcas desequilibradas:

| :fextn+1 _fint(un+1=ﬂn+1)> (348 )
que pode ser gerado a partir de contribui¢des individuais de cada elemento,

nelem
LAY (3.49)

e=1

onde r, ¢ o vetor de forgas desequilibradas do elemento, expandida para o sistema

global, sendo dado por:

. =Llr,, (3.50)

onde L, ¢ a matriz de incidéncia cinematica do elemento e r, o vetor de forcas
desequilibradas local do elemento, com dimensdo nglby,.,; x 1. O simbolo nglb

significa o nimero de graus de liberdade, ora global, da estrutura, ora local, do elemento
individualmente.
Essas alteragdes sdo realizadas no itens A.4 ¢ B.3 do algoritmo do Método das

Diferencas Centrais apresentado na Figura 3.1.

3.5.2. Formulacao elemento por elemento em algoritmos implicitos

Devido a solugdo do sistema de equagdes nao lineares em cada passo de tempo, o
uso da técnica elemento por elemento requer algumas alteragdes na estrutura
tradicionalmente utilizada no caso dos algoritmos implicitos. Apresentam-se neste item
algumas estratégias aplicadas ao algoritmo de Newmark, sem que haja perda de

generalidade.
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Para solugdo do sistema nao linear, gerado pela formulagao em elementos finitos,
consideram-se o Método de Newton-Raphson e o Método dos Gradientes Conjugados
Nao Linear, ambos abordados no item 3.4.1. Como cada método tem suas

caracteristicas particulares, estratégias diferentes sdo usadas em cada um.

e Meétodo de Newton-Raphson

No Método de Newton-Raphson a principal dificuldade para o uso direto da
técnica elemento por elemento ¢ a solu¢do do sistema linearizado acoplado em cada

incremento de tempo, ou seja, a solugdo do sistema efetivo:

1wk k £k
Kn+lAun+l :fn+l' (3'51 )

Torna-se necessario o uso de técnicas de solugdo de sistemas lineares que sejam
adaptaveis a técnica elemento por elemento. O uso do Método dos Gradientes
Conjugados para sistemas lineares apresenta-se como uma alternativa viavel para esse
fim. A Figura 3.5 apresenta o algoritmo desse método. Nesta figura foram omitidos os

indices que indicam o tempo n+1 com o objetivo de simplificar a notagao.
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A. INICIALIZACOES:
1. Inicializa o vetor Au" (valor inicial do processo iterativo)

2. Inicializa o gradiente:

g =K'Au' 7'

3. Inicializa a direg¢ao de busca:

B. INICIAM-SE AS ITERACOES: (k=1,2,...)

1. Realiza a busca linear
kT &
k_ —g P
¢ T k_k
K T—
p- K'p

2. Calcula novo ponto de minimo

AuKH = uk 4 g Kpk

3. Calcula novo gradiente
gk+1 _ Kk+1Auk+l _fk+1

4. Calcula nova diregdo de busca

k1T k41
g g
pr =5 —

kT k
g g
pk+1 :_gk+1 +kak

5. Se ndo convergiu, volta para B.1

C.Fim

Figura 3.5 — Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados Linear

Assim como na Figura 3.3, o passo B.5 da Figura 3.5 consiste em realizar um
teste de convergéncia, cujo critério € abordado no item 3.6 que trata das medias de erros
utilizadas neste trabalho.

A expressdo para célculo da direcdo de busca ¢ a sugerida por FLETCHER AND
REEVES (1964).

Observa-se que as operagdes realizadas durante a solugdo iterativa do sistema

envolve apenas produtos matriz-vetor ou vetor-vetor. Os itens A.2 e B.3 da Figura 3.5
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apresentam a formagao semelhante ao apresentado para os métodos explicitos. O item

B.1 apresenta uma multiplicacdo vetor-matriz-vetor, dada por:

T—
aux© =p* K¥pk (3.52)

3

sendo aux® um escalar auxiliar, correspondente ao denominador de oK.

A matriz efetiva K~ pode ser expressa como um somatorio das contribui¢des de

cada elemento, ou seja:

—x nelemLk

K= > K, (3.53)
e=1

onde ﬁ%g ¢ a matriz efetiva do elemento, expandida para o sistema global, sendo dada

por:

wk _1Tick

K: =L.K.L,, (3.54)
onde K}; ¢ a matriz efetiva local do elemento, com dimensdo nglb;,.,; xnglb;,,; -

O produto ( 3.52 ), omitindo-se os sobrescritos k para simplificar a notagao, pode

ser entdo escrito como:

nelem .
auxsz z K.p ou (3.55)
e=1
nelemA T~
aux= Y p, K.p, (3.56)
e=1

onde p. corresponde ao vetor p tendo anuladas as posigdes dos graus de liberdade que
ndo estdo conectados ao elemento e.
Nio € necessario armazenar a matriz Kg que tem a mesma dimensdo da matriz

global. Uma alternativa ao produto ( 3.56 ) é:
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nelem T
ax=Y pe
e=1

~

ePe (3.57)

onde p. corresponde apenas aos elementos ndo nulos do vetor p,, tendo a dimensao

nglb,,.. X 1, e K, amatriz de rigidez do elemento.

O Apéndice A apresenta um exemplo numérico de multiplicagdo matriz-vetor e
vetor-matriz-vetor elemento por elemento, aplicado a um sistema de molas.

Uma forma alternativa bastante popular do Método dos Gradientes Conjugados ¢
o uso de pré-condicionadores, que aumentam significativamente a eficiéncia do método
(PAPADRAKAKIS ¢ DRACOPOULOS, 1991).

Basicamente o Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionados (PCG)

consiste em resolver o sistema de equagdes ( 3.18 ) transformado em:

P KK, Auk,, =P7'FF (3.58)

n+1»

sendo P a matriz de pré-condicionamento. Essa matriz deve ser tal que o numero de

condi¢do do produto p! -Kﬁ +1 Seja o mais proximo possivel da unidade, assim, quanto

mais semelhante a matriz P for de K, mais proximo da unidade serd o niimero de

condi¢do do produto acima citado. Outra caracteristica necessaria ¢ que um sistema
linear cuja matriz de coeficientes ¢ P deve precisar de poucas iteragdes para ser
resolvido. Sendo assim, a escolha da matriz de pré-condicionamento deve satisfazer, na
medida do possivel, essas condi¢des. Ao contrario da matriz efetiva, a montagem da
matriz de pré-condicionamento como um somatdrio de contribuicdes de cada elemento
ndo ¢ tdo natural.

Virios autores, como PAPADRAKAKIS e DRACOPOULOS (1991), abordam o
tema pré-condicionamento e técnicas elemento por elemento. Neste trabalho essa
estratégia ndo ¢ tratada. Utiliza-se o método PCG, na sua formatacao tradicional, ou
seja, montando-se as matrizes globais do sistema, assim como o método direto de

solugdo de sistemas lineares, apenas para fins de comparagdo com o Método dos
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Gradientes Conjugados sem pré-condicionamento. A matriz de precondicionamento

utilizada ¢ uma matriz diagonal, formada pela diagonal da matriz Kﬁ +-

e Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear

Uma segunda alternativa a solu¢do do sistema de equagdes nao lineares
resultante da formulagdo ¢ o uso do Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear
(NLCG), como abordado no item 3.4.1.

Neste caso, as alteracdes sdo bastante semelhantes as realizadas no tdpico
anterior, quando se utiliza a forma linear do Método dos Gradientes Conjugados.

Considerando o conteudo da Figura 3.3, que descreve o algoritmo do NLCG,
observa-se que os itens A.2, B.1 ¢ B.3 podem ser calculados elemento por elemento.

Nos itens A.2 e B.3 sdo realizadas avaliagdes do vetor gradiente, que sao
montados de forma semelhante ao vetor residuo nos algoritmos explicitos.

A depender de como ¢ realizada a busca linear, o item B.l pode apresentar o
calculo do gradiente (como feito nos itens A.2 ¢ B.3) e a multiplicagdo deste pelo vetor

direcdo de busca, ou seja, avaliacdo da expressao:

T
p* gu® +a*p*)=0 (3.59)

ou pode apresentar as mesmas operagdes da versdo linear do Método dos Gradientes

Conjugados:
kT K
a=—%, (3.60)
p- Hp

na qual o denominador pode ser calculado elemento por elemento, tal como mostrado
no topico anterior.
A realizagdo da busca linear através da solucdo da equacdo ( 3.59 ) tem a

vantagem de ser necessario apenas calcular o gradiente da fun¢do f(x) durante todo o

Processo.
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As demais operagdes do método ndo envolvem matrizes € podem ser realizadas

com os vetores no sistema global, sem grande perda de memoria.

3.6. Medidas de erro em analise dinamica

Devido ao uso de um processo iterativo para solu¢do do sistema nao linear de
equagdes, torna-se necessaria a definicdo de um critério de convergéncia. Este critério
tem a finalidade de julgar se os erros gerados pela resposta estdo dentro de uma faixa
aceitavel ou ndo, ou seja, dentro de uma tolerancia admitida. Para tanto, ¢ necessaria
uma medida dos erros gerados pela resposta apos cada iteracao.

BELYTSCHKO e HUGHES (1983) sugerem um critério baseado no vetor de
forcas desequilibradas, no qual a norma desse vetor deve ser menor que uma dada

fracdo da norma de um vetor de forgas de referéncia:

k .. k k forga
fextn+1 _Mun+1 _fintn+1 n+l

f

se refn+1

) (3.61)

onde ¢ ¢ o valor da tolerancia admitida para esse critério ¢ [f

refn1| € @ norma do

vetor de forgas de referéncia.

COOK e outros (1989) definem que o vetor de forgas de referéncia ¢ dado por:

f -

refn+1

f . (3.62)

extn+1

Porém, da forma como acima apresentado, ¢ necessario garantir que o vetor de
forcas externas ndo seja nulo. Assim, para considerar os casos em que nao ha aplicagdo
de cargas externas, neste trabalho utiliza-se a seguinte adaptagdo do vetor de forcas de

referéncia sugerido por BELYTSCHKO e HUGHES (1983):

f

refn+1

f.

ntn

+|[f

extn+1||* ( 363 )
Além de necessitar de um critério de convergéncia, ¢ preciso também avaliar a
qualidade da resposta gerada pelo algoritmo, ja que, em sua maioria, as analises

dindmicas nao lineares ndo t€ém resposta analitica.
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Uma alternativa ¢ o uso da equagdo ( 3.61 ), sendo o erro dado pelo valor de

forca
€n

. Porém, como o critério de convergéncia utiliza essa condi¢do, os erros obtidos

assim seriam sempre da ordem de grandeza da tolerdncia admitida, mascarando a real
qualidade da resposta.

COOK e outros (1989) sugerem, como forma de medida de qualidade da
resposta em problemas nao lineares, a checagem do balango energético em cada instante

de tempo, dado por:

Wintns1 ¥ Tos1 = Wextn - (3.64)

onde Wy, ., € o trabalho das forgas internas, T, ; € a energia cin€tica € Wey ., €0

trabalho das forcas externas.

Essa igualdade expressa que o trabalho das forgas externas ¢ convertido parte em
energia cinética e¢ parte em trabalho das forgas internas que pode conter energia
potencial eldstica armazenada e energia dissipada por algum agente plastico ou viscoso.

O erro, nesse caso, seria dado por:

energ
Wity + T = Weyn| < €5 -‘Wi +|T, | +[W

extn

ntn B ( 3.65 )
adaptagdo da expressao sugerida por COOK e outros (1989), representando a relagdo
entre o erro em energia (lado esquerdo da equacdo) e a energia total do sistema (lado
direito da equagao).

O trabalho interno ¢ dado por:

(n+1)At
Wintna1 = Winty = | Wingpdt, (3.66)
nAt
sendo
) T
Wintn = nfintn . (3.67)
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Aproximando-se a integral através da regra trapezoidal, tem-se:

At(.T LT
Wintn+1 = Wintp +?(unfintn +un+lfintn+1)' (3-68 )

O trabalho externo ¢ obtido de forma analoga ao trabalho interno, sendo,

portanto:

At(. T T
Weth+] = extn +7(unfextn +un+1fextn+1)' ( 369 )

A energia cinética e calculada através da seguinte expressao:
L (Tnnes
T, =3 u,Mu, |. (3.70)

Para algoritmos explicitos o erro e; ¢ ndo deve ultrapassar o valor 0,05, ja que

1sso gera instabilidades no algoritmo. No caso dos implicitos essa medida de erro

forga
n B

apresenta a mesma dificuldade, para medir a qualidade da resposta, que a medida e
em forca, apresenta. Opta-se entdo por uma medida relativa, para a qual ¢ necessaria
uma resposta considerada precisa o suficiente para que seja usada como base de
comparacao.

O erro relativo € entdo definido como:

ref

u,

_un

(3.71)

ref

max (u n

onde max(uflef) representa a chamada norma do maximo de um vetor coluna
(BOLDRINI et al, 1980).
A resposta analitica ¢ tomada como base nos casos lineares, quando possivel.

Nos casos ndo lineares, avalia-se uma faixa de valores provavel para o At do método

das Diferengas Centrais, entdo obtém-se uma resposta com um At bem menor que o
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critico. Nos exemplos deste trabalho sdo indicados os intervalos de tempo usados nas
simulagdes base.

rel

Usa-se (e || como uma medida global da qualidade da resposta de um dado

algoritmo para fins de comparagao.
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Capitulo 4

Exemplos e Aplicacoes

4.1. Introducao

Neste capitulo apresentam-se quatro exemplos que ilustram algumas
caracteristicas dos algoritmos estudados. O primeiro utiliza um sistema massa-mola
para validagdo das implementagdes realizadas, comparando-se com a solugdo por
superposi¢do modal do sistema. O segundo exemplo apresenta o desempenho dos
algoritmos no caso em que se utiliza um elemento de poértico tridimensional, para
simular uma viga engastada sujeita a grandes deslocamentos. O terceiro apresenta uma
analise quase estatica de um cabo horizontal, apoiado nas extremidades, onde se observa
o comportamento dos algoritmos na obtencdo de uma configuracio estatica e diante de
trés discretizagcdes da malha de elementos finitos. O Ultimo exemplo trata de uma
analise dindmica, ndo linear, onde se avaliam as respostas dos algoritmos para um cabo
que pendula por alguns segundos. Sdo usadas duas discretizagdes, trés e cinco
elementos, analisando-se as respostas para cada uma.

Nesses exemplos, avaliam-se duas estratégias: solucdo do sistema nao linear
usando o método de Newton-Raphson em conjunto com o método dos gradientes
conjugados para solugdo do sistema linearizado e solu¢do do sistema nao linear usando
o método dos gradientes conjugados ndo linear, sendo a busca linear ora realizada
analiticamente, ora iterativamente. Utilizam-se algumas formatagdes tradicionais, como
o uso do método direto e gradientes conjugados pré-condicionados para solugdao do
sistema linearizado, para fins de comparagdo com as trés anteriormente citadas. Além
desses, utiliza-se o Método das Diferengas Centrais, explicito, como alternativa aos
implicitos.

Nesses exemplos, os algoritmos estudados sdo identificados através de uma

nomenclatura simplificada que est4 apresentada na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Nomenclatura simplificada para os algoritmos estudados.

Solugdo do sistema ndo linear usando Newton-Raphson com solugéo
do sistema linearizado pelo método direto.

NR - Método direto

Solugdo do sistema ndo linear usando Newton-Raphson com solugéo

(convencional).

do sistema linearizado pelo método dos gradientes conjugados pré- NR - PCG
condicionados.

Solugdo do sistema nao linear usando Newton-Raphson com solugéo

do sistema linearizado pelo método dos gradientes conjugados NR - CG

Solugdo do sistema nao linear usando gradientes conjugados com
busca linear realizada iterativamente.

NLCG - Busca linear iterativa

Solu¢do do sistema nao linear usando gradientes conjugados com
busca linear realizada analiticamente.

NLCG - Busca linear analitica

M¢étodo das diferencas centrais

Diferenga central

Em todos os exemplos aqui apresentados utiliza-se um computador com

processador Pentium IV, 2 Gigahertz com 256 Megabytes de memoria RAM.

4.2. Aplicacio linear: sistema massa-mola

Trata-se de um caso de vibragdo livre de um sistema massa-mola com dois graus

de liberdade. O seu objetivo principal ¢ a afericdo dos algoritmos estudados, para um

caso simples de andlise linear.

O sistema discreto estd apresentado na Figura 4.1.

o s

%—VW— m; —VVv— m —‘VVV—%
ki k, ks

Figura 4.1 — Sistema massa-mola.

A Tabela 4.2 apresenta as propriedades do sistema utilizado neste exemplo.

Tabela 4.2 — Propriedades do sistema massa-mola.

RIGIDEZES MASSAS
k] = 1 m; =
k2 = 10 m, =
k3 = 1

O tempo de andlise ¢ de 84 segundos, sujeito as condig¢des iniciais indicadas na

Tabela 4.3.
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Tabela 4.3 — Condig¢des iniciais do sistema massa-mola.

u;(0) = 0
uy(0) = 1
u,(0) = 0
u,(0) = 0

A maxima freqiiéncia do sistema ¢ de 4,58 rad/s, o que limita o valor do
incremento de tempo para o Método das Diferencas Centrais em: 0,4364s. Opta-se por
observar a resposta obtida em quatro intervalos de tempo, sendo dois maiores que o
critico para o MDC e dois menores que este. Os valores adotados estdo apresentados na

Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Valores dos intervalos de tempo.

Aty = 0,7s
At, = 0,6s
Aty = 04s
Aty = 0,01's

As Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 apresentam a historia de deslocamentos do grau de
liberdade 1 obtida pela integracdo numérica através dos algoritmos estudados, para os
valores de intervalo de tempo acima mencionados, em comparagdo com a solucao
gerada pelo método da superposi¢do modal, que neste exemplo, por se ter utilizado

todos os modos de vibragdo do sistema, ¢ referenciado como sendo a resposta analitica.
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Figura 4.3 — Historia de deslocamento do grau de liberdade 1 para At = 0,6s .
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Figura 4.5 — Historia de deslocamento do grau de liberdade 1 para At=0,01s .

Observando-se estas quatro figuras, ndo ¢ possivel distinguir as solug¢des geradas
pelos algoritmos implicitos estudados. De fato, neste exemplo, esses algoritmos
apresentaram a mesma solugao.

As Figuras 4.2 e 4.3 ndo apresentam a solucdo gerada pelo Método das

Diferencas Centrais pois este divergiu durante o processo de solucdo, comportamento
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esperado para algoritmos explicitos quando o intervalo de tempo ndo obedece a
condicdo de estabilidade (At < At ).
Para facilitar a observacdo da qualidade da resposta gerada pelos algoritmos,

apresenta-se graficamente, na Figura 4.6, os erros relativos para os quatro intervalos de

tempo analisados. A Tabela 4.5 apresenta os valores numéricos correspondentes a

Figura 4.6.
14,0 - -
[ONR-Método direto
ONR-PCG
120 L | ONR-CG . .
g ONLCG-Busca linear analitica
O NLCG-Busca linear iterativa
O Diferenga central
10,0 +
[
Z 80
)
[
2 601
w
4,0 +
2,0 +
0,0
1 2 3 4

Variagao do intervalo de tempo

Figura 4.6 — Representagdo grafica dos valores dos erros relativos em cada intervalo de
tempo analisado.

Tabela 4.5 — Valores dos erros relativos em cada intervalo de tempo analisado.

ERRO RELATIVO A SOLUCAO POR SUPERPOSICAO MODAL

ALGORITMO UTILIZADO Aty At, Aty Aty
NR - Método direto 13,26 12,07 8,16 0,64
NR - PCG 13,26 12,07 8,16 0,64
NR - CG 13,26 12,07 8,16 0,64
NLCG - Busca linear analitica 13,26 12,07 8,16 0,64
NLCG - Busca linear iterativa 13,26 12,07 8,16 0,64
Diferenga central - - 8,00 0,32

- O algoritmo divergiu.

Observa-se o crescimento do erro a medida que o valor do At é maior. Esse

comportamento constata o fato de que apesar da estabilidade dos algoritmos implicitos,
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nestes casos o valor do intervalo de tempo fica a critério da precisdo necessaria para os
objetivos da analise realizada.

Um fator importante na analise dos algoritmos € o tempo gasto para simulagao.
Na Figura 4.7 e na Tabela 4.6 apresentam-se, graficamente e numericamente, os valores

obtidos em cada algoritmo para cada intervalo de tempo.

IS
o

ONR-Método direto 211,78 |

ONR-PCG —
ONR-CG
ONLCG-Busca linear analitica T
ONLCG-Busca linear iterativa
O Diferenca central

IN
o

w
[&]

w
o

Tempo de simulagao (s)
- - N N
o [$)] o (6]

[¢)]
I

.. .0 N

1 2 3 4

o

Variagao do intervalo de tempo

Figura 4.7 — Representagao grafica dos tempos de simulacao para cada intervalo de
tempo analisado.

Tabela 4.6 — Valores dos tempos de simulagdo (s) para cada intervalo de tempo

analisado.
ALGORITMO UTILIZADO Aty At, Aty Aty
NR - Método direto 0,98 1,37 1,42 34,61
NR - PCG 1,16 1,22 1,58 4224
NR - CG 1,03 1,12 1,43 38,77
NLCG - Busca linear analitica 1,14 1,30 1,58 4295
NLCG - Busca linear iterativa 4,10 4,84 7,04 211,78
Diferenga central - - 1,04 23,42

- O algoritmo divergiu.

Observa-se inicialmente o aumento do tempo de anélise com a redugdo do valor
do incremento de tempo nos algoritmos estudados, em especial para o NLCG - Busca

linear iterativa. Constata-se também que quando a condig¢do de estabilidade do MDC ¢
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J4

satisfeita, seu desempenho, com relagdo ao tempo de analise, ¢ superior aos demais
algoritmos.

Uma outra caracteristica comumente observada na avaliacdo de algoritmos de
integragdo, que possuem processos iterativos, ¢ a média de iteragdes por intervalo de

tempo. A Figura 4.8 e a Tabela 4.7 apresentam esses valores.

O NR-Método direto

05 11 ONR-PCG

ONR-CG

ONLCG-Busca linear analitica

ONLCG-Busca linear iterativa
o, LT T T T [T [ T

1 2 3 4
Variagao do intervalo de tempo

Numero de iteragdes por intervalo de tempo
|
\

Figura 4.8 — Representagdo grafica das médias de iteragdes por intervalo de tempo para
cada intervalo de tempo analisado.

Tabela 4.7 — Valores das médias de iteragdes por intervalo de tempo para cada intervalo
de tempo analisado.

ALGORITMO UTILIZADO Aty At, At Aty
NR - Método direto 1,03 1,03 1,02 1,00
NR - PCG 1,03 1,03 1,02 1,00
NR - CG 1,03 1,03 1,02 1,00
NLCG - Busca linear analitica 1,99 1,99 2,00 2,00
NLCG - Busca linear iterativa 1,99 1,99 2,00 2,00

Observa-se que devido a linearidade deste exemplo, o niumero de iteragdes ¢
muito proximo da unidade, para os algoritmos que usam o Método de Newton-Raphson,
pois o sistema linearizado para este exemplo ndo tem aproximagdes. Os algoritmos que
utilizam o Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear realizam duas iteragdes

devido as suas aproximacgoes.
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4.3. Viga engastada

Este exemplo tem por objetivo ilustrar o uso dos algoritmos estudados em
problemas nao lineares quase estaticos. Trata-se de uma viga engastada na extremidade
esquerda, sujeita a uma forca momento aplicada na extremidade direita. A Figura 4.9

apresenta o desenho esquematico da viga acima citada e a discretizacgao utilizada.

(a) (b)

M(t) M(t)

0)®) ®

Y
T

Figura 4.9 — (a) Desenho esquematico e (b) discretizacdo da viga analisada.
O modelo ¢ composto por dez elementos de portico tridimensionais,

desenvolvidos por PACOSTE e ERIKSSON (1997). As propriedades fisicas e

geométricas estdo apresentadas na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 — Propriedades fisicas e geométricas da viga.

Comprimento da viga (L) 10 m
Modulo de elasticidade longitudinal (E) 2,05 - 10° kN/m?
Modulo de elasticidade transversal (G) E/2
Momento de inércia (I) 0,083 m"*
Momento de inércia polar (J) 1

Area da secio transversal (circular) (A) 1 m’
Densidade méssica (p) 7,83 Mg/m’

A matriz de massa aqui utilizada ¢ diagonalizada, possibilitando as comparagdes
dos resultados com o algoritmo explicito da Diferenca Central.

O momento na extremidade ¢é aplicado linearmente com o tempo como
apresentado na Figura 4.10. O tempo de aplicagdo ¢ de 0,5s, 0 mesmo de duracao da

analise.
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M(t) 4
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M,=2-mn Bl . 4
L i
t ’t

Figura 4.10 — Curva de aplicacdo da for¢a momento.

O momento de referéncia M apresentado na Figura 4.10 foi obtido a partir da

solugdo estatica do caso abordado neste exemplo. O calculo desse valor pode ser
encontrado no Apéndice C deste trabalho.

Utilizou-se o intervalo de tempo de 1-10” s e o algoritmo NR — Método Direto
para obter a solugdo de referéncia e se avaliar as méaximas freqiiéncias do sistema a fim
de se obter o intervalo de tempo critico para o método da Diferenca Central. A Figura
4.11 apresenta a variagdo das maximas freqiiéncias do sistema ao longo do tempo de

analise. O intervalo de tempo critico encontrado ¢ de 1,49-10s.

1.341

1.34

1.339

1.338

1.337

1.336

1.335

Maximas freqiéncias

1.334

1.333

1.332

1.331
0

Figura 4.11 — Méximas freqiiéncias do sistema ao longo da analise.

Os intervalos de tempo utilizados nas analises estdo apresentados na Tabela 4.9.

A tolerancia permitida para a solugio do sistema ndo linear ¢ de 1-10™.
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Tabela 4.9 — Valores dos intervalos de tempo.

Aty = 1-107s
Aty = 510™s
Aty = 1,45-10"

Os resultados das andlises sdo apresentados em graficos tempo versus

deslocamento vertical. Apresentam-se, além dos resultados dos algoritmos estudados, a

solugdo de referéncia e a solugdo estatica para fins de comparagao.

Para o primeiro intervalo de tempo os algoritmos NR - Método direto, NLCG -

Busca linear iterativa, NLCG - Busca linear analitica e Diferenca central divergiram.

Apresenta-se na Figura 4.12 a solu¢do obtida para At=1- 1072s.
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T o7bo o erTTheN L e Solugéo estética | |
e 1 e N 1 NR-PCG
) s O
ol e ] NRCG ]
S l ;qu' l l DN l l l
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il 1T i i | oy i i I
IS [ | | | N | | |
o [y | | | | Y | | |
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1 I I i | [ I I
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c 7 I I I I I \ I I
—= 7 o I |
R e R T
e ,'{ | | | | | \\‘«‘ | |
i I I I I I [ I I
= L E R B T S TR B NN TR B
e AT TN
g 7o | | | | | | A \\x |
T S
T Y
) ,'/’ | | | | | | | | 71\“
Eof
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 035 04 0.45 0.5

Figura 4.12 — Deslocamento vertical da extremidade direita da viga para At=1- 107%s.

A Figura 4.13 apresenta os resultados para os demais intervalos de tempo.

Observa-se no detalhe a proximidade das respostas geradas pelos algoritmos, tornando-

se dificil distingui-los visualmente na Figura 4.13 (a) e (b).
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Figura 4.13 — Deslocamento vertical da extremidade esquerda da viga para
(a)At=5- 107% ¢ (b)At=1,45- 10™*s; Detalhe do deslocamento vertical da extremidade

esquerda da viga para (c)At=5- 104 e (d)At=1,45- 107*s.

Para melhor analise da qualidade das respostas obtidas, apresentam-se na Figura
4.14 e na Tabela 4.10 os erros relativos a resposta gerada com o intervalo de tempo de

1107 s.
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Figura 4.14 — Representacgao grafica dos valores dos erros relativos em cada intervalo de
tempo analisado.

Tabela 4.10 — Valores dos erros relativos em cada intervalo de tempo analisado.

ERRO RELATIVO A SOLUCAO COM At =1- 1075
ALGORITMO UTILIZADO Aty At, At
NR - Método direto * 0,0068 0,0027
NR - PCG 0,3975 0,0068 0,0027
NR - CG 0,4071 0,0068 0,0027
NLCG - Busca linear analitica * 0,0261 0,0042
NLCG - Busca linear iterativa * 0,0266 0,0037
Diferenca central * * 0,0016

* O algoritmo divergiu.

O tempo de simulagdo de cada algoritmo estd apresentado na Figura 4.15 e na
Tabela 4.11. Observa-se que o grupo de algoritmos que utilizam o Método de Newton-
Raphson para solug¢ao do sistema nao linear apresenta menor tempo de simulagdo que o

grupo que utiliza o Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear.
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Figura 4.15 — Representacdo grafica dos tempos de simulagao para cada intervalo de

Tabela 4.11 — Valores dos tempos de simulacdo (s) para cada intervalo de tempo

tempo analisado.

analisado.
ALGORITMO UTILIZADO Aty At, At
NR - Método direto * 250,89 437,97
NR - PCG 93,71 254,90 441,14
NR - CG 105,67 264,30 468,96
NLCG - Busca linear analitica * 2081,35 7168,84
NLCG - Busca linear iterativa * 17200,00 70570,98
Diferenca central * * 192,15

* O algoritmo divergiu.

Comparando-se a média de iteragdes por intervalo de tempo, observa-se na
Figura 4.16 e na Tabela 4.8 que esse numero cai para os algoritmos NR - Método direto,
NR - PCG e NR - CG. Porém, para os algoritmos NLCG - Busca linear analitica e

NLCG - Busca linear iterativa, a média permanece alta.
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Figura 4.16 — Representacao grafica das médias de iteragdes por intervalo de tempo para
cada intervalo de tempo analisado.

Tabela 4.12 — Valores das médias de iteragdes por intervalo de tempo para cada
intervalo de tempo analisado.

ALGORITMO UTILIZADO Aty At, At
NR - Método direto * 2,00 1,02
NR - PCG 13,90 2,00 1,02
NR - CG 14,02 2,00 1,03
NLCG - Busca linear analitica * 15,00 15,00
NLCG - Busca linear iterativa * 15,00 15,00

* O algoritmo divergiu.

4.4. Cabo tracionado

Este exemplo trata do caso de um cabo, inicialmente tracionado e na posi¢ao
horizontal, tendo as extremidades esquerda e direita presas e seu peso proprio aplicado
gradualmente de forma que o carregamento seja quase estdtico. A matriz de massa
utilizada ¢ diagonal, possibilitando comparagdes das respostas obtidas pelos algoritmos
implicitos e o explicito (método da diferenca central). O objetivo deste exemplo ¢
verificar a performance desses métodos na obten¢do da configuragdo estatica ndo linear
de cabos para 3 niveis de discretizacdo da malha.

A Figura 4.17 apresenta a malha de elementos finitos utilizada e a Tabela 4.13,

as propriedades fisicas e geométricas do cabo.
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Figura 4.17 — Desenho esquemadtico da malha de elementos finitos.

Tabela 4.13 — Propriedades fisicas e geométricas do cabo.

Comprimento do cabo 500 m
Diametro* 0,214 m

, . n-D?

Area da segfo transversal (circular)* 2 m

Peso especifico linear* 3,1977 kN/m
Peso especifico linear submerso* 2,7742 kN/m
Modulo de elasticidade longitudinal* 3,907-10° kN/m’
Tensdo inicial 10* kN/m’

* Dados obtidos em SILVEIRA (2001).

Observa-se que neste exemplo as propriedades fisicas e geométricas utilizadas se
referem a um tipo de linha de ancoragem utilizada nos exemplos de SILVEIRA (2001).
Por se tratar de um caso de cabo que geralmente esta submerso quando solicitado,

utilizou-se o valor do seu peso submerso, ao invés do seu peso ao ar.

4.4.1. Obtencao da configuracio estatica

Nesta analise utiliza-se a malha de 12 elementos finitos de treliga, cuja
configuracdo inicial estd apresentada na Figura 4.17. O peso proprio foi aplicado
lincarmente até um dado instante de tempo, a partir do qual seu valor permanece
constante. Inicialmente, avalia-se qual o tempo necessario de aplicacao do carregamento
para que se obtenha uma configuragdo quase estatica. A menor freqiiéncia da estrutura
tem valor de 0,2082 rad/s, levando a um periodo de 30,2s. Adota-se um tempo de 1000s
para aplicacdo do peso proprio, bem superior ao maior periodo natural da estrutura, e
mais 200s para observagdo da configuragdo da estrutura sem aumento do carregamento,

totalizando 1200s de analise. A Figura 4.10 ilustra a aplicacdo do peso proprio.
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Figura 4.18 — Curva de aplicag¢do do peso proprio.

Para execuc¢ao do algoritmo da Diferenga Central, ¢ necessaria uma avaliacao das
maximas freqiiéncias do modelo. A maior freqiiéncia registrada ¢ de 9,88 rad/s, levando
a um valor critico de intervalo de tempo de 0,2024s. Opta-se por executar uma analise
de referéncia, além das andlises com cada algoritmo, com um intervalo de tempo no
valor de 0,01s. Devido ao pequeno valor do intervalo de tempo para analise de
referéncia, utiliza-se o Método da Diferenga Central na sua execugao.

Os valores de intervalo de tempo utilizados em cada algoritmo estdo

apresentados na Tabela 4.14.

Tabela 4.14 — Valores dos intervalos de tempo.

ALGORITMO UTILIZADO At (s)
NR — Método direto 8,0
NR - PCG 8,0
NR - CG 8,0
NLCG — Busca linear analitica 8,0
NLCG — Busca linear iterativa 8,0
Diferenga Central 0,2
Diferenga Central - referéncia 0,01

A histéria de deslocamentos verticais do nd central, obtida pelos algoritmos

estudados, est4 apresentada na Figura 4.19.
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Figura 4.19 — Histoéria de deslocamentos verticais do n6 central.
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Para melhor visualizacdo dos resultados, apresenta-se na Figura 4.20, um detalhe

dos deslocamentos em um intervalo de tempo apds a aplicagao total do peso proprio.
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Figura 4.20 — Detalhe dos deslocamentos verticais do nd central.
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Apesar do carregamento ser aplicado lentamente, a estrutura apresenta oscilagdes
ao final da andlise (Figura 4.20). Este fato ¢ decorrente da falta de amortecimento no
modelo estudado.

Observa-se (Figura 4.20) que os algoritmos implicitos ndo integram
corretamente as maiores freqliéncias da estrutura, porém, obtém resposta satisfatoria
considerando que o objetivo € encontrar uma configuragdo esttica para o cabo.

Apresenta-se na Figura 4.21 a deformada do cabo para todas as andlises

realizadas.

Deformada do cabo para pequenos deslocamentos.
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Figura 4.21 — Deformada do cabo no tempo final de andlise.

A proximidade das solugdes dificulta a visualizagdo de cada uma
individualmente. Portanto, apresenta-se na Figura 4.22 um detalhe da deformada no n6
central, onde pode-se distinguir as solu¢des dos algoritmos NR - CG, NLCG - Busca
linear iterativa, NLCG - Busca linear analitica e Diferenca Central, além da analise de
referéncia. As solugdes dos algoritmos NR - Método direto e NR - PCG estdo
encobertas pela solucdo do algoritmo NR — CG. Observa-se que os deslocamentos estdo
em torno de 75,5m enquanto que as diferencas entre as deformadas sdo menores que

50cm, ou seja, menores que 0,66% do deslocamento total nesse no.
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Deformada do cabo para pequenos deslocamentos.
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Figura 4.22 — Detalhe da deformada no n6 central.

A Figura 4.23 apresenta algumas deformadas do decorrer da andlise e a

deformada final.

J Saida grafica para anélise dindmica de cabos 10l =l

Figura 4.23 — Etapas da analise.
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Os tempos de simulagao e as médias de iteragdes por intervalo de tempo de cada

algoritmo estdo apresentados na Figura 4.24.

(a) (b)
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Figura 4.24 — (a) Tempos de simulagdo; (b) Média de iteragdes por intervalo de tempo.

Observa-se que os algoritmos implicitos que usam o método de Newton-
Raphson para solu¢do do sistema ndo linear apresentam tempo de simulagdo bem
inferior que os demais algoritmos, incluindo-se o Método da Diferenga Central. Este
ultimo s6 foi ultrapassado pelo algoritmo NLCG - Busca linear iterativa.

Observando-se a Figura 4.24 (b), a média de iteragdes por intervalo de tempo dos
algoritmos que usam Gradientes Conjugados Nao Linear apresenta-se bem superior aos
demais algoritmos implicitos, justificando o maior tempo gasto por esses métodos.

Os valores numéricos dos tempos de simulacio e médias de iteragdes,

representados graficamente na Figura 4.24, estdo apresentados na Tabela 4.15.

Tabela 4.15 — Tempos de simulagdo e médias de iteragdes por intervalo de tempo.

ALGORITMO UTILIZADO TEMPOS (S) MEDIAS DAS ITERACOES
NR — Método direto 16,46 2,61
NR - PCG 18,89 2,61
NR - CG 18,46 2,61
NLCG — Busca linear analitica 75,61 1491
NLCG — Busca linear iterativa 783,77 1491
Diferenga Central 94,58 -
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4.4.2. Influéncia do refinamento da malha de elementos finitos

Ap6s analisar uma malha com 12 elementos, avalia-se qual o desempenho dos
algoritmos NR - PCG e NR - CG, em relagao ao NR - Método direto, diante do aumento
do nimero de elementos do modelo. Comparam-se os resultados para as malhas de 12,
120 e 480 elementos.

Com a alteragdo da malha as freqiiéncias maximas do modelo foram alteradas.
COOK e outros (1989) apresentam uma forma de calculo estimado da maxima
freqiiéncia da estrutura, baseado na velocidade de propagacdo da onda no elemento

linear, como apresentado na equagao:

2¢
(Dmaxzf’ (41)
onde
E
c=_|—, (4.2)
p

sendo ¢ a velocidade de propagacdo da onda, L o comprimento do elemento, E o
modulo de elasticidade longitudinal e p a densidade do material. COOK e outros (1989)
mostram que a maxima freqiiéncia para um modelo formado por elementos finitos ¢
limitada pela méxima freqiiéncia individual dos elementos que a constituem.
Apresentam-se na Tabela 4.16 as freqiiéncias estimadas da forma acima citada, além
dos valores obtidos através do calculo numérico das freqliéncias naturais. Observam-se

poucas diferencas entre as duas formas utilizadas.

Tabela 4.16 — Freqiiéncias maximas.

Método 12 elem. 120 elem. 480 elem.
Autovalores 9,88 99,66 398,66
Estimativa analitica 9,97 99,65 398,58

O refinamento da malha de elementos finitos gera mudangas na ordem de

grandeza das freqliéncias, o que altera o valor maximo para o incremento de tempo do
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algoritmo da diferenca central. A Tabela 4.17 apresenta os valores criticos para o

intervalo de tempo do Método da Diferencga Central.

Tabela 4.17 — Valores criticos de intervalo de tempo.

12 elem.

120 elem.

480 elem.

At (s) | 2,02-10"

2,0-107

5,02:10°

O valor do intervalo de tempo utilizado nos algoritmos implicitos para a malha

de 12 elementos permanece o mesmo, 8s. A Figura 4.25 apresenta os deslocamentos

verticais do no6 central gerados pelo algoritmo NR - PCG para as trés malhas avaliadas.
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Figura 4.25 — (a) Deslocamentos verticais do n6 central para o algoritmo NR — PCG; (b)
Detalhe dos deslocamentos verticais do no central.

A Tabela 4.18 apresenta os tempos de simulagdo e médias de iteragdes por

intervalo de tempo para as algoritmos iterativos.

Tabela 4.18 — Analise geral do desempenho dos algoritmos iterativos.

ALGORITMO UTILIZADO TEMPOS (5) MEDIAS

120 elem. | 480 elem. 120 elem. | 480 elem.
NR — Método direto 169,33 731,30 2,92 3,23
NR - PCG 234,74 1774,1 2,92 3,23
NR - CG 284,87 * 3,77 *

* O algoritmo divergiu.

JOUGLARD e COUTINHO (1998) classificam como problemas de grande porte

aqueles com mais de 100000 elementos. Assim sendo, apesar do aumento do sistema,
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de 22 para 958 equagdes, ou de 12 para 480 elementos, o problema nao ¢ caracterizado
ainda como de grande porte, o que justifica o fato do método direto apresentar-se mais
eficiente que os iterativos neste exemplo.

Um outro fato que se observa ¢ a divergéncia do algoritmo dos Gradientes
Conjugados sem precondicionamento. Apresenta-se na Tabela 4.19 0 méximo nimero
de condicdo das matrizes efetivas para cada malha, indicando o grau de

condicionamento em cada caso.

Tabela 4.19 — Maximo nimero de condi¢cdo da matriz efetiva.

12 elem. 120 elem. | 480 elem.
Neond 415,05 4204,0 670000,0

Quanto mais proximo da unidade estiver o valor do nimero de condi¢gdo, melhor

¢ o seu condicionamento. Observa-se que o alto valor de N, 4 aliado a falta do uso do

cont
precondicionador, para 480 elementos, levou a divergéncia do algoritmo NR - CG.
Nessas condigdes, o algoritmo dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionados

apresenta-se mais eficiente e robusto que o método tradicional.

4.5. Péndulos

Este ¢ um exemplo no qual um cabo, cujo Unico carregamento ¢ seu proprio
peso, ¢ posicionado inicialmente em uma configuragdo parabolica tendo sua
extremidade direita solta no instante inicial da andlise.

A matriz de massa utilizada ¢ diagonal, fazendo o cabo comportar-se como um
péndulo composto por n hastes. O objetivo deste exemplo ¢ avaliar o comportamento
dos algoritmos estudados diante de problemas dindmicos com elevado grau de ndo
linearidade.

A Figura 4.17 apresenta as malhas de elementos finitos utilizadas, com a
indicacdo da numeracao dos elementos e dos graus de liberdade livres. As propriedades

fisicas e geométricas do cabo estdo apresentadas na Tabela 4.13, sendo neste caso o

valor do comprimento L igual a 10m.
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Figura 4.26 — Desenho esquemadtico da malha de elementos finitos.

4.5.1. Péndulo Triplo

Inicialmente analisa-se a malha com trés elementos finitos, utilizando-se o
algoritmo NR - M¢étodo direto para avaliar as maximas freqiiéncias do sistema,
verificando-se qual o valor critico de At para o Método das Diferengas Centrais. O
historico de maximas freqiiéncias assim obtido estd apresentado na Figura 4.27, para

At=0,01s. A tolerancia admitida nos algoritmos que utilizam um processo iterativo

para solucdo do sistema ndo linear ¢ de 107,

108

106

104

102

100

98

Maximas freqiiéncias (rad/s)

96

94

92
0

Figura 4.27 — Histéria das maximas freqiliéncias para o péndulo triplo.



68

O maior valor entre as maximas freqiiéncias foi de 107,2 rad/s, levando a um
valor maximo de 0,0187s para o incremento de tempo do Método das Diferengas
Centrais. Avaliam-se entdo os valores de intervalos de tempo iguais a 0,01s e 0,001s.

A fim de se avaliar o grau de nao linearidade do problema, apresenta-se também,

na Figura 4.28 a variag¢do das minimas freqiiéncias do sistema com o tempo.

25f e
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H {

25

150 -4

Minimas freqiiéncias (rad/s)

Iy d
| B |

I
|
|
:
| |
0 5 10

Tempo (s)

Figura 4.28 — Historia das minimas freqii€ncias para o péndulo triplo.

Observa-se grande variacdo de freqiiéncias em curtos intervalos de tempo,
indicando que este ¢ um problema com alto grau de ndo linearidade.

As respostas geradas com os valores de incremento de tempo, antes
apresentados, sdo comparadas com a solugdo obtida pelo MDC para um intervalo de
tempo de 0,0001s, considerada como referéncia.

A Figura 4.29 apresenta a resposta da andlise realizada com o algoritmo NR -

Meétodo direto para At =0,01s em alguns instantes de tempo iniciais.
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Figura 4.29 — Etapas da analise do péndulo triplo.
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Esta resposta pode ser melhor avaliada através da observacdo do histdrico de

deslocamentos nos ndés no modelo. Observa-se nas Figuras 4.28 e 4.29 os

deslocamentos horizontal e vertical do n6 extremo da direita.



Deslocamento horizontal (m)

-10

-15

70

Referéncia

—— NR-Método direto

NR-PCG
NR-CG

—— NLCG-Busca linear analitica

NLCG-Busca linear iterativa
Diferenca Central

Tempo (s)

25

Figura 4.30 — Deslocamento horizontal na extremidade direita para At =0,01s.
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Figura 4.31 — Deslocamento vertical na extremidade direita para At =0,01s.

Observa-se a coeréncia entre os resultados, de forma que ndo se distingue

facilmente as respostas de cada algoritmo.

Executam-se novamente as simulagdes com os diversos algoritmos estudados,

porém com o segundo intervalo de tempo, de valor 0,001s. Comparando-se os

resultados do algoritmo NR - CG para os dois valores de intervalo de tempo, observa-se
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na Figura 4.32 e no detalhe apresentado na Figura 4.33 que a reducdo do intervalo de

0,01s
0,001s
=0,01s
=0,001s

—— Referéncia |

—— Referéncia

— dt
— dt
— dt
— dt
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dois intervalos de tempo.
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Figura 4.32 — Comparagao entre as respostas obtidas com o algoritmo NR - CG para

tempo aproximou a resposta obtida da solugao de referéncia.
I
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CG para dois intervalos de tempo.

23.7
Figura 4.33 — Detalhe da comparagdo entre as respostas obtidas com o algoritmo NR -
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A Figura 4.34 ¢ a Tabela 4.5 apresentam os erros relativos para os algoritmos

estudados, para cada intervalo de tempo utilizado. Observa-se a razoavel redu¢ao nos

erros com a diminuicdo do At, demonstrando a convergéncia dos varios algoritmos

para uma Unica resposta.
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Figura 4.34 — Representacdo grafica dos valores dos erros relativos em cada intervalo de
tempo analisado.

Tabela 4.20 — Valores dos erros relativos em cada intervalo de tempo analisado.

ERRO RELATIVO A SOLUGAO COM At =0,00015$

ALGORITMO UTILIZADO Aty At,
NR - Método direto 1,19 0,09
NR - PCG 1,19 0,09
NR - CG 1,19 0,09
NLCG - Busca linear analitica 1,19 0,09
NLCG - Busca linear iterativa 1,19 0,09
Diferenga Central 1,70 0,05

Um importante fator observado ¢ o tempo de analise gasto pelos algoritmos, que

sdo apresentados graficamente na Figura 4.35 e numericamente na Tabela 4.21.

Observa-se o natural aumento do tempo de andlise com a redug¢do do intervalo de

tempo, para cada algoritmo. Entre os algoritmos, o grupo que utiliza o método de

Newton-Raphson para solugdo do sistema nao linear permanece mais eficiente que o

grupo que utiliza o Método dos Gradientes Conjugados Nao Linear.
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Figura 4.35 — Representacao grafica dos tempos de simulacdo para cada intervalo de
tempo analisado.

Tabela 4.21 — Valores dos tempos de analise (s) para cada intervalo de tempo analisado.

ALGORITMO UTILIZADO Aty At,
NR - Método direto 38,61 395,13
NR - PCG 43,04 398,46
NR - CG 42,07 396,78
NLCG - Busca linear analitica 254,64 1700,98
NLCG - Busca linear iterativa 2011,71 12029,20
Diferenca Central 15,15 148,74

- O algoritmo néo foi executado.

A Figura 4.36 ¢ a Tabela 4.22 apresentam esses resultados, onde observa-se a

reducdo da média com a diminui¢do do intervalo de tempo.



74

11,0
O NR-Método direto

o 10,0 ONR-PCG
g- ONR-CG
g 90 O NLCG-Busca linear analitica
3 ONLCG-Busca linear iterativa
o 80
S
§ 7,0
£
5 6,0
[=X
$ 50
0
s
5 4,0 —
$ 30 ]
o
g 20 S
3
Z 10

0,0

1 2
Variagao do intervalo de tempo

Figura 4.36 — Representacao grafica das médias de iteragdes por intervalo de tempo para
cada intervalo de tempo analisado.

Tabela 4.22 — Valores das médias de iteragdes por intervalo de tempo para cada
intervalo de tempo analisado.

ALGORITMO UTILIZADO Aty At,
NR - Método direto 1,08 1,00
NR - PCG 1,08 1,00
NR - CG 1,08 1,00
NLCG - Busca linear analitica 10,37 6,61
NLCG - Busca linear iterativa 9,30 5,97

- O algoritmo nao foi executado.

Utilizando-se este modelo de cabo com trés elementos finitos, e o algoritmo NR-
CG, realiza-se uma comparacdo entre a implementacdo do Método dos Gradientes
Conjugados que utiliza as matrizes globais e a implementagdo elemento por elemento
desse método.

A Tabela 4.23 apresenta uma comparagdo dos tempos de andlise que cada

implementagao utiliza.

Tabela 4.23 — Comparagao entre implementacdes para o algoritmo NR-CG.

IMPLEMENTACAO UTILIZADA TEMPO
NR — CG (global) 41,64
NR - CG (ExE) 56,58
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Por se tratarem do mesmo algoritmo, as implementagdes apresentam solugdes
idénticas, ou seja, o erro relativo entre elas ¢ nulo. As diferengas surgem apenas na
quantidade de memoria utilizada durante o processamento e no tempo de execucdo. A
implementagdo ExXE executa loops a mais do que a implementacdo que utiliza as
matrizes globais. Nesses loops, necessarios sempre que forem executadas operagdes do
tipo multiplicagdo vetor-matriz, realizam-se serialmente processos que poderiam ser

executados paralelamente.

4.5.2. Péndulo Quintuplo
Avalia-se também um cabo discretizado com cinco elementos, formando um
péndulo quintuplo. Neste caso, a estrutura tem as configuracdes apresentadas na Figura

4.37 nos instantes iniciais da simulagdo.

.} Saida grafica para andlise dinamica de cabos 101 =l

Tempo: 236 5

Play

= Zoom

Figura 4.37 — Etapas da analise do péndulo quintuplo.

Na Figura 4.38 apresentam-se os deslocamentos vertical e horizontal na
extremidade direita do cabo, para os dois intervalos avaliados. Observa-se que, para
essa discretizagdo e esses valores de incrementos de tempo, os algoritmos ndo

convergem para uma unica solucdo, resultado diferente do obtido para trés elementos.
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Neste caso, admite-se a mesma tolerancia (10°) do caso com trés elementos para os

algoritmos que utilizam um processo iterativo para solucao do sistema nao linear.

(a) (b)
5 0 p -
— NR-Método direto — NR-Método direto
— NR-PCG — NR-PCG
—— NR-CG —— NR-CG
0| — NLCG-Busca linear analitica -2| = NLCG-Busca linear analitica
—— NLCG-Busca linear iterativa —— NLCG-Busca linear iterativa
£ Diferenga Central € Diferenga Central
= - | i
£ £ T
o o
<
o ° N
c c
o
£ £
© I
8 3 -
@ @
8 a

Tempo (s)
0 ” -
— NR-Método direto
— NR-PCG
—— NR-CG
-2| — NLCG-Busca linear analitica
—— NLCG-Busca linear iterativa
E g Diferenga Central
5 5
c c
o o
N N
S S
= =
2 2
c =
9] Q
£ £
© ©
Q {3
oS o
2 { 2
[a] — NR-Método direto [a]
— NR-PCG
20| — NR-CG
— NLCG-Busca linear analitica
—— NLCG-Busca linear iterativa
Diferenga Central
-25
0 5 10
Tempo (s)

Figura 4.38 — (a) e (b) Deslocamentos horizontal e vertical na extremidade direita para
At=0,01s; (c) e (d) Deslocamentos horizontal e vertical na extremidade direita para

At=0,001s.

Realiza-se um teste com os algoritmos NR - Método direto e Diferenga central

com um intervalo de tempo menor que os dois anteriores ¢ de valor At=0,0001s. O

resultado obtido estd apresentado na Figura 4.39.
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Deslocamento horizontal (m)
Deslocamento vertical (m)

Figura 4.39 — (a) e (b) Deslocamentos horizontal e vertical na extremidade direita para
At =0,0001s.

Constata-se que, mesmo utilizando-se o intervalo de tempo pequeno, as respostas
continuam apresentando discordancia, principalmente nos ultimos 10s de simulagao.

Observando o historico de maximas freqiiéncias para esta ultima discretizacdo,
Figura 4.40, tem-se que a maior freqiiéncia registrada tem valor de 187,5 rad/s. Esse
historico registra maiores variagdes das maximas freqiiéncias e um aumento de cerca de

75% na maior freqiiéncia em relacdo a malha de trés elementos.

190

185

180

175

170

Maximas frequéncias (rad/s)

165

160
0

Figura 4.40 — Historia no tempo da méximas freqiiéncias.
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Apresenta-se também o histérico de minimas freqiiéncias, onde observa-se o
aumento da variabilidade dos valores em relagdo ao caso do péndulo triplo, indicando

um maior nivel de nao linearidade deste caso.

Minimas frequéncias (rad/s)

Figura 4.41 — Historia no tempo da minimas freqiiéncias.

Os tempos de analise neste segundo caso foram maiores que no primeiro e estao

apresentados na Figura 4.42 e na Tabela 4.24.
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Figura 4.42 — Representacdo grafica dos tempos de simulagao para cada intervalo de
tempo analisado.

Tabela 4.24 — Valores dos tempos de andlise para cada intervalo de tempo analisado.

ALGORITMO UTILIZADO Aty At,
NR — Método direto 85,75 563,47
NR - PCG 95,07 569,57
NR - CG 93,75 573,24
NLCG — Busca linear analitica 514,50 3368,64
NLCG — Busca linear iterativa 4302,72 24728,60
Diferenga central 21,42 205,91

Observa-se também um aumento na média de iteragdes por intervalo de tempo

em comparagdo com a malha de trés elementos. Os resultados estdo apresentados na

Figura 4.43 e na Tabela 4.25.
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15,0
O NR-Método direto
o 13,5 ONR-PCG
g- ONR-CG
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Figura 4.43 — Representacao grafica das médias de iteragdes por intervalo de tempo para
cada intervalo de tempo analisado.

Tabela 4.25 — Valores das médias de iteragdes por intervalo de tempo para cada
intervalo de tempo analisado.

ALGORITMO UTILIZADO Aty At,
NR - Método direto 1,76 1,00
NR - PCG 1,75 1,00
NR - CG 1,76 1,00
NLCG - Busca linear analitica 13,71 8,63
NLCG - Busca linear iterativa 13,03 8,00

Com relagdo as medidas de erros, para essa malha, ndo ¢ possivel encontrar uma

configuracdo de referéncia, pois mesmo usando At=0,0001s , as respostas dos

algoritmos NR - M¢étodo direto e Diferenca central ndo geram respostas coincidentes
(Figura 4.39). Como os valores dos intervalos de tempo sdo bastante pequenos, avaliam-
se os erros do algoritmo explicito utilizado, Diferenca Central, através da medida do

balango energético. Esses valores estdo apresentados na Figura 4.44.
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(a), (c) e (e) Erros em energia para At =0,01s,At =0,001s e At=0,0001s;

Figura 4.44

(b), (d) e (f) Detalhes dos graficos (a) (c) e (e).

tavo segundo o erro passa a

, apés o oi

Observa-se que no caso de At=0,01s

aumentar chegando a ultrapassar o limite de 0,05 citado por COOK e outros (1989)

como um limite para estabilidade. O mesmo ocorre para At=0,001s e At=0,0001s,
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porém a ordem de grandeza do residuo para esses casos € duas e quatro vezes
respectivamente menor, nao atingindo o limite de erro de 0,05.

O fato de ndo se obter uma concordancia entre as respostas dos diversos
algoritmos, para o péndulo quintuplo, demonstra que este exemplo possui caracteristicas
particulares de ndo linearidades que devem ser analisadas. Uma possibilidade levantada
¢ este caso apresentar natureza caotica, caracterizando-se pela alta sensibilidade da
resposta obtida para minimas diferencas nas condig¢des iniciais do problema. Essa
possibilidade ¢ investigada ao se comparar as respostas obtidas para um mesmo
algoritmo, porém com pequenas perturbacdes nas condi¢des iniciais. As Figuras 4.45 e
4.46 apresentam esta comparacdo para o caso do algoritmo NR - Método direto, onde
observa-se o mesmo fendmeno de discordincia de respostas apresentado quando
comparados os diferentes algoritmos estudados para condi¢des iniciais idénticas. As
condi¢des iniciais utilizadas nessa comparagao sdo apresentadas na Tabela 4.26.

Este trabalho, porém, objetiva o estudo dos algoritmos, nao sendo exploradas
essas caracteristicas, ficando esse aspecto como sugestdo para outros trabalhos que

abordem temas afins.

Tabela 4.26 — Valores das médias de iteragdes por intervalo de tempo para cada.

CONDICC)ES INICIAIS NO GRAU DE LIBERDADE
VERTICAL NA EXTREMIDADE DIREITA
u,=0m Vo=0
u,=1-10"m vo=0
u,=1-10°m vo=0
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(w) [eyozuoy ojusweoo|saq

Tempo (s)

— Deslocamento horizontal na extremidade direita para At =0,01s, usando o

Figura 4.45

- Método direto.

algoritmo NR

(w) jeoipaA ojusweoo|saqg

Tempo (s)

Figura 4.46 — Deslocamento vertical na extremidade direita para At =0,01s, usando o

algoritmo NR - Método direto.
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Conclusoes

5.1. Conclusoes, comentarios e sugestoes

Este trabalho tem como objetivo principal realizar um estudo acerca de
algoritmos nao lineares de integragdo no tempo e estratégias elemento por elemento
para esses algoritmos, implementando-os e avaliando seus comportamentos diante de
casos de andlises dindmicas e quase estaticas de estruturas. No decorrer deste trabalho,
apresentam-se resultados demonstrando que esse objetivo ¢ alcangado.

A principal contribui¢do deste trabalho estd na gera¢do de conhecimento acerca
desses algoritmos e na sua disponibilizagdo, estando preparados para implementagdes
futuras em ambientes de computagdo paralela. Os algoritmos implementados
apresentam, nos exemplos, comportamento compativel com o descrito pela literatura.

Os exemplos iniciam-se com a apresentagdo de um caso linear simples, sistema
massa-mola, onde as implementagdes demonstram estarem aferidas para os casos
lineares. Em seguida, aborda-se uma simulac¢do ndo linear de uma viga engastada, cuja
modelagem utiliza um elemento de portico tridimensional. A matriz de massa aqui
utilizada ¢ diagonal, permitindo comparagdes com os resultados obtidos entre
algoritmos implicitos e explicitos. Neste exemplo tem-se um caso de divergéncia de
algoritmos implicitos, fato que pode ocorrer por se tratar de analises ndo lineares. As
respostas geradas apresentam-se coerentes com o problema avaliado.

O terceiro exemplo apresenta um cabo tracionado, modelado por elementos de
barra, com matriz de massa concentrada, sujeito a seu peso proprio. Neste exemplo o
carregamento ¢ aplicado gradualmente, tratando-se de uma andlise quase estatica.
Constata-se que, para essas classes de andlise, os algoritmos implicitos obtém boa
performance em relagdo aos explicitos. Trés discretizagdes sdo analisadas, obtendo-se
sucesso na definicdo da configuracdo estatica do cabo. Observa-se que, apesar do
aumento do niimero de equagdes com o refinamento da malha até 480 elementos, o
método direto apresenta-se mais eficiente que os iterativos, neste exemplo. Esse
resultado ¢ justificado pelo fato desse problema pertencer ainda a classe dos problemas

de pequeno porte, onde os métodos diretos sdo mais eficientes. Uma outra caracteristica
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observada nesse exemplo ¢ a influéncia do pré-condicionamento na estabilidade do
M¢étodo dos Gradientes Conjugados, pois ao se analisar a malha com 480 elementos o
algoritmo sem precondicionador apresenta divergéncia. Isso mostra a necessidade da
utilizagdo de precondicionadores nas futuras implementacdes dos algoritmos elemento
por elemento.

O ultimo exemplo apresentado consta de uma analise de um cabo que pendula
durante alguns segundos. Esta ¢ uma andlise dinamica com alta ndo linearidade sendo
apresentada para dois niveis de discretizagao.

Usando-se trés elementos, os algoritmos apresentam o comportamento esperado,
convergindo para uma mesma solugdo a medida que o incremento de tempo era
reduzido. Usando este exemplo, comparam-se duas implementagdes do algoritmo NR-
CG, uma que monta as matrizes globais do sistema e outra elemento por elemento.
Constata-se que, apesar de serem o mesmo algoritmo, a implementagdo seqiiencial do
algoritmo elemento por elemento no programa MATLAB apresenta maior custo
computacional. Nessa implementacdo necessita-se de mais estruturas do tipo loops do
que quando se utiliza a matriz global. Como todas as implementac¢des sdo realizadas no
programa MATLAB, ¢ importante observar que esse programa apresenta melhor
performance para operagdes matriciais do que para estruturas de repeticdo. Ao se
substituir multiplicacdes de matrizes globais por uma série de multiplicacdes de
pequenas matrizes (dos elementos), a performance do programa ¢ comprometida.
Sugere-se testar a eficiéncia dessa implementagdo em um ambiente de clusters de
computadores, realizando paralelamente essas operacdes elemento por elemento e
criacdo de uma classe de algoritmos de integragdo para dindmica de estruturas, contendo
as implementagdes tradicionais e elemento por elemento, nas versdes seqliencial e
paralela.

No segundo nivel de discretizacao, utilizam-se cinco elementos, formando-se um
péndulo quintuplo. Assim como no primeiro caso, a matriz de massa utilizada foi
diagonal. Sao testados trés valores para intervalos de tempo, porém, em todos os casos,
as respostas geradas por cada algoritmo, a partir de determinados instantes de tempo,
apresentam-se diferentes entre si. A dificuldade em encontrar uma tnica solugao indica

que esse problema ndo linear possui caracteristicas de um sistema caotico, gerando-se
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diferentes solucdes a partir de determinado instante em virtude do diferente acimulo de
erros de cada algoritmo.

Por fim, sugere-se o estudo de problemas com outros tipos de ndo linearidades
(fisica, contato, atrito) e restrigdes cinematicas generalizadas, associados a algoritmos

elemento por elemento.
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Apéndice A

Exemplo numérico de multiplicacio de matriz-
vetor e vetor-matriz-vetor elemento por
elemento

Para facilitar a compreensdo das operacdes matriciais elemento por elemento
exploradas neste trabalho, apresenta-se neste apéndice um exemplo de uma estrutura

composta por barras de rigidez k., com o objetivo de realizar as suas operacdes matriz-

vetor e vetor-matriz-vetor explicitamente.

A.1 Descricao do exemplo
A estrutura utilizada como exemplo esta apresentada na Figura A. 1. Trata-se de

trés molas conectadas serialmente, sendo a primeira presa na extremidade esquerda.

Fi F, Fs

NOAAA —DAAA AN —>

Figura A. 1 — Estrutura de molas conectadas em série.

VI

Os elementos, suas rigidezes e deslocamentos apresentam-se na Figura A. 2.

K, sk 2N ks LN
° ° ° °
) ( )

Figura A. 2 — Numeragdo dos elementos.

A matriz de rigidez de cada elemento ¢ dada por:
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K -k 1 -1
=k - (A1)

onde k., ¢ o valor numérico da cada rigidez e estd apresentado na Tabela A. 1 que

segue.

Tabela A. 1 — Valores das rigidezes dos elementos.

ky 3
k, 2
ks 4

0
F1={4}= (A.2)

F, ={_19} e (A.3)

5
F3:{3}. (A.4)

Para mapear os graus de liberdade locais nos graus de liberdade globais, utiliza-

se as seguintes matrizes de incidéncia para cada elemento:

0 0 0

L1: ) (A.S)
1 00
1 0 0]
0 1 0
0 1 0]

L;= . (A.7)
0 0 1]
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A matriz global do sistema ¢ dada segundo uma montagem das matrizes dos

elementos mapeadas para as coordenadas globais. Tem-se:

nelem

K= Z:LTekeLe , ou seja (A.8)
e=1
5 =20

K=[-2 6 -4|. (A.9)
0 -4 4

Da mesma forma, o vetor de forgas externas ¢ montado a partir da contribui¢ao

de cada elemento:

nelem
F= > L¢F,, ouscja (A.10)

e=1

5
F=|-4|. (A.11)

3

O vetor deslocamento solucdo desse sistema ¢ dado por:

u=K"'F ou (A.12)
133

u={083. (A.13)
1,58

A.1.1 Multiplicacdo matriz-vetor elemento por elemento

As parcelas envolvidas na multiplicagdo elemento por elemento apresentada sdo
o deslocamento ¢ a matriz de rigidez. Portanto ¢ preciso montar o vetor dos
deslocamentos correspondentes a cada elemento. Para tal objetivo, definem-se matrizes

booleanas que fazem o mapeamento inverso ao apresentado anteriormente, ou seja,
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matrizes que mapeiam os graus de liberdade globais nos graus de liberdade locais. Tem-

Se:
0

Li;=|0 0], (A.14)
0
o

Li,=|0 1|e (A.15)
_0 0_
.

Li;=|1 0]. (A.16)
0

A fim de utilizar as matrizes e vetores dos elementos mapeadas tanto nas
coordenadas locais como nas globais, montam-se os vetores de deslocamentos dos
elementos nos dois sistemas coordenadas.

Utilizando-se das matrizes de conectividade Li,, obtém-se os vetores de

deslocamentos nodais dos elementos, nas coordenadas locais:

u =Lilu=| * A 17
p=b= s (A.17)
Lilu=| 2] ¢ A. 18
U = LIyU = .
2 2 083, ( )
Li; 0.83] A. 19
U, = LI;U = . .
3 3 158 ( )

Mapeando-se esses vetores para as coordenadas globais, tem-se:



93

1,33
i, =Liu=| 0 |, (A.20)
0
1,33
i, =Liju, =/083| e (A.21)
0
0
i;=Lilu; =[083]. (A.22)
1,58

A primeira alternativa apresentada ¢ realizar o somatorio utilizando as matrizes e

vetores nas coordenadas globais:

5
3
Ku=)K.i,=|-4|=F. (A.23)
e=1
3

A segunda alternativa € realizar a operacao nas coordenadas locais, necessitando-

se fazer o mapeamento em cada parcela do somatorio:

5
3
Ku=>Liku, =|-4|=F. (A.24)
e=1
3

Observa-se que neste Ultimo caso ndo ¢ necessario o armazenamento das

matrizes, nem dos vetores de deslocamentos dos elementos, nas coordenadas globais.

A.1.2 Multiplica¢io vetor-matriz-vetor elemento por elemento
Uma outra operacdo passivel de ser realizada elemento por elemento ¢ a
multiplicagdo vetor-matriz-vetor, realizada durante as iteragdes do Método dos

Gradientes Conjugados entre a direcdo de busca, vetor p, e a hessiana, matriz H.
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Neste exemplo, apenas para ilustrar o procedimento da operagdo, sao

multiplicados o vetor u e a matriz K . O resultado esperado ¢ entdo:

uKu =8,083. (A.25)

Assim como na operacao de multiplicacdo vetor-matriz, apresenta-se primeiro o

caso em que o vetor e a matriz estdo mapeados para as coordenadas globais:

3
uKu =Y i K i, =5333+0,5+2,25=8,083. (A.26)
e=1

Neste caso, as parcelas do somatorio sdo escalares, portanto, para utilizar o vetor
e a matriz de rigidez dos elementos nas coordenadas locais, ndo ¢ necessario fazer o

mapeamento:

3
uKu = Y u ku, =5333+0,5+2,25=8,083. (A.27)

e=1
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Apéndice B

Formulacao utilizada do elemento de barra

Neste apéndice apresenta-se sucintamente a formulagdo das matrizes de massa e
rigidez e vetor de forgas internas do elemento de barra utilizado nos exemplos que
envolvem simulacdes com cabos. Maiores informag¢des podem ser encontradas em

literaturas tradicionais que tratam do Método dos Elementos Finitos, como por exemplo

COOK e outros (1989).

B.1 Elemento de barra
O elemento finito utilizado ¢ um elemento linear de barra (trelica) com quatro
graus de liberdade de translacdo, conforme exposto na Figura A. 1. Este ¢ um elemento

simples que apresenta apenas esfor¢o normal.

y)\

Yi

Vi
U

NV

X Xj
Figura B. 1 — Elemento de barra.
Para a geracdo da matriz de massa, opta-se por utilizar a matriz concentrada, na

qual a massa do elemento ¢ considerada concentrada em particulas nos nés. Sendo

assim, a matriz de massa do elemento ¢ diagonal e dada por:
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; (B. 1)

S O O =
S O = O
S = O O
— o O O

onde m € a massa total do elemento.

Para obten¢ao da matriz de rigidez e vetor de forgas internas utiliza-se o software

Maple, gerando-se a seguinte seqiiéncia de calculos:

>restart:

>with(linalg) : with (codegen) :

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Warning, the protected name MathML has been redefined and
unprotected

Comprimento do elemento na configuragdo final:

>Le := sqrt(((xj+u3)-(xi+ul))*2+((yj+tud) - (yi+u2))*2):
Medida de deformagao de engenharia:

>eps := (Le-Lo)/Lo:

Energia potencial elastica:

>U := int((sigmao* (eps)+E* ((eps)*2)/2)*A,1L=0..Lo) ;

U:=(sigma0(sqrt(xj2+2xju3—2xjé—ijul+u32—2u3§—2u3u1+§2+2§u1
Ful? +y2 42y ud =2y yi =2 yj u2 + ud* =2 ud yi — 2 ud u2 + yi* + 2 yi u2

1
+u22)—L0)/L0+§E(sqrt(xj2+2xj u3—=2x&—2xjul +u3*-2u3&—-2u3dul

FE 428 ul +ul*+yP+2yjud =2 yj yi—2 yj u2 + ud* =2 ud yi — 2 ud u2 + yi*

2
+2yi u2 +u2*) - Lo) /LoszLO

Vetor das forgas internas:

>Fint := grad(U, [ul,u2,u3,ud]):
Matriz de rigidez:

>Kt := hessian(U, [ul,u2,u3,u4d]):

Geragao do codigo computacional:
> codegen|[C] (Fint,optimized) :

tl = xj*x73;
t8 = u3*u3;
tl3 = xi*xi;
tle = ul*ul;
tl7 = yj*yj:

t24 ud*ud;
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t29 yi*yi;

t32 = u2*u2;

t33 = tl1+2.0*xj*u3-2.0*x3*x1-2.0*xj*ul+t8-2.0*u3*xi-2.0*u3*ul
+t13+2.0*xi*ul+tloe+tl7+2.0*yj*ud-2.0*yj*yi-2.0*yj*u2+t24-2.0*ud*yi-
2.0*ud*u2+t29+2.0*yi*u2+t32;

t34 = sqgrt(t33);

t35 = 1/t34;

t36 = sigmao*t35;

t37 = -xj-u3+xi+ul;

t38 = 1/Lo;

td42 = E* (t34-Lo);

t43 = Lo*Lo;

td45 = 1/t43*t35;

t51 = -yj-ud+yi+u?2;

Fint[0] = (2.0*t36*t37*t38+2.0*t42*t45*t37)*A*Lo/2.0;
Fint[1l] = (2.0*t36*t51*t38+2.0*t42*t45*t51) *A*Lo/2.0;
Fint[2] = (-2.0*t36*t37*t38-2.0*t42*t45*t37)*A*Lo/2.0;
Fint[3] = (-2.0*t36*t51*t38-2.0*t42*t45*t51)*A*Lo/2.0;

> codegen[C] (Kt,optimized) ;

tl = x3*xj;

t8 = u3*u3;

tl3 = xi*xi;

tle = ul*ul;

tl7 = yj*yj:

t24 = ud*ru4;

t29 = yi*yi;

t32 = u2*u2?;

£33 = t1+2.0*x3*u3-2.0*x3*xi-2.0*xJ*ul+t8-2.0*u3*xi-2.0*u3*
ul+tl13+2.0*xi*ul+tl6+tl7+2.0*yj*ud-2.0*yj*yi-2.0*yj*u2+t24-
2.0*%ud*yi-2.0*ud*u2+t29+2.0*yi*u2+t32;

t34 = sqgrt(t33);

t36 = 1/t34/t33;

t37 = sigmao*t36;

t38 = -xj-u3+xi+ul;

t39 = 4.0*t38*t38;

t40 = 1/Lo;

tdd4 = 1/t34;

td6 = sigmao*td4+*t40;

t48 E/t33;

t49 Lo*Lo;

t50 = 1/t49;

t55 = E* (t34-Lo);

t56 t50*t36;

tel t55*t50*t44;

t6d = (-t37*t39*t40/4.0+t46+t48*t39*t50/4.0-t55*t56*t39/4.0+
tel) *A*Lo;

t65 = -yj-ud+yitu?2;

t69 = 2.0*t38*t50;

t72 = t55*t50;

t78 = (-4.0*%t37*t65*t40*t38+2.0*t48*t69*t65~-
4.0*t72*t36*t65%t38) *A*Lo/4.0;

t79 = -2.0*%t38*t40;

t86 = -2.0*t36*t38;

t92 = (-t37*t79*t38/2.0-t46-t48*t69*t38/2.0-t72*t86*t38/2.0-
t6l) *A*Lo;

£t93 = -2.0*t65*t40;

£t98 = -2.0*t36*t65;

£t103 = (=2.0*%t37*t93*t38-2.0*t48*t69*t65-2.0*t72*£98*t38) *A*
Lo/4.0;
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t104

tlle =

t55*t56*t104/4.0+t61) *A*Lo;

t119
tl26

2.0*%t72*t86*t65) *A*Lo/4.0;

£138
t6l) *A*Lo;
t148
*A*Lo/4.0;

4.0*t6e5*te65;
(-t37*t104*t40/4.0+t46+t48*t104*t50/4.0~

2.0*t65*t50;
(=2.0*t37*t79*%t65-2.0*t48*t119*t38-

(-t37*t93*t65/2.0-t46-t48*t119*t65/2.0-t72*t98*t65/2.0~
(2.0*%t37*t93*t38+4.0*t48*t38*t50*t65+2.0*t72*t98*t38)

= to4;
= t78;
= t92;
= t103;
= t78;
= tll6;
= tl26;
= t138;
= t92;
= tl26;
= to4;
= t148;
= t103;
= t138;
= t148;
= tll6;

Figura B. 2 — Geragdo do vetor de forgas internas de matriz de rigidez do elemento de

barra.
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Apéndice C

Solucao estatica para a viga engastada sujeita
a momento concentrado (exemplo 4.3)

Neste apéndice descreve-se a formulacdo para obten¢do da solugdo estdtica do

caso abordado no exemplo do item 4.3.

C.1 Deslocamento vertical da extremidade direita

Como apresentado no exemplo do item 4.3, trata-se de uma viga engastada na
extremidade esquerda, sujeita a uma forca momento aplicada na extremidade direita

(Figura C. 1).

B

ELL )M

Figura C. 1 — Desenho esquematico do modelo.

Para uma viga sujeita a flexdo devido a uma for¢a momento aplicada, sua
curvatura pode ser expressa como:
M
9

S (C.1)

k=t
R EI

sendo k a curvatura; R o raio de curvatura; M o momento fletor; E o modulo de
elasticidade e I o momento de inércia.

Observando-se a Figura C. 2, o deslocamento vertical (u,.;) na extremidade

direita ¢ dado por:
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U, =R—-Rcos0. (C.2)

Figura C. 2 — Configuragdo genérica.

Sabe-se da geometria de figuras planas que a relagao entre o raio, o angulo e o

comprimento de um dado arco de circulo ¢ dada por:

L=R0. (C.3)

Substituindo-se as equacdes (C. 1) e (C.3 ) em ( C. 2) e simplificando-se, tem-

se que o deslocamento vertical € expresso por:

u _H l—cos(%j C.4
Vert_M El : ( . )

Essa ¢ a expressao utilizada no exemplo do item 4.3 para obtencdo da resposta

estatica apresentada graficamente.

C.2 Momento de referéncia

Para obtengdo do momento de referéncia M, utilizado no exemplo do item 4.3,

considera-se para a viga a configuragdo apresentada na Figura C. 3.
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Figura C. 3 — Configuracdo de referéncia.

Nessa configuragdo o comprimento da viga ¢ dado por:

L=2nR. (C.5)

Assim, substituindo-se o comprimento expresso por ( C. 5 )em ( C. 1), tem-se o

momento de referéncia:

2nEl
M, = (C.6)




