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RESUMO

No presente trabalho sdo apresentadas extensdes tridimensionais da formulagdo paramétrica
da Teoria de Volumes Finitos (TVF) para homogeneizacdo térmica e termoelastica de
materiais compdsitos multifasicos com microestrutura periddica de arquitetura generalizada.
As formulagGes micromecanicas propostas e implementadas visam, primordialmente, a
avaliacdo da condutividade térmica, das propriedades elasticas e dos coeficientes de dilatacao
térmica efetivos dos citados materiais periodicos heterogéneos. Para verificar e validar as
formulagdes, variados casos de compdsitos reforcados por fibras longas, fibras curtas e
particulas cubicas sdo analisados e discutidos. Em particular, o trabalho enfatiza a presenca de
interfases localizadas entre a matriz e as inclusbes, uma vez que as mesmas,
comprovadamente, podem exercer uma grande influéncia sobre o comportamento
macroscopico dos compdsitos reais. As analises incluem investigacbes a respeito das
influéncias que diversos fatores exercem sobre a condutividade térmica e as propriedades
termoelésticas dos materiais compositos. Como fatores considerados, podem ser citados: a
fracdo volumétrica de inclusdes, razdo de aspecto de fibras, tamanho de inclusdes,
propriedades fisicas e espessura das interfases. Os resultados dessas avaliaches sao
comparados com outros obtidos por formulacGes analiticas baseadas em séries de Fourier,
modelos de homogeneizacdo que utilizam o Método dos Elementos Finitos e, quando
disponiveis, ensaios experimentais. Essas compara¢fes de resultados demonstram um bom
desempenho das formulacGes desenvolvidas e reforcam a conclusdo, ja enaltecida em
trabalhos anteriores, de que a Teoria de Volumes Finitos, em sua versao paramétrica, se
apresenta como uma excelente ferramenta numérica para a descricdo do comportamento de
materiais heterogéneos e como uma simples e versatil alternativa ao tradicional Método dos
Elementos Finitos. Vale também destacar que as analises aqui efetuadas para os diferentes
casos de compositos contribuem para um melhor conhecimento das relagdes entre 0s seus
comportamentos macroscopicos e suas correspondentes caracteristicas microestruturais.

Palavras-Chave: Compoésitos periodicos; Interfase; Condutividade térmica efetiva;
Propriedades termoelasticas efetivas; Teoria de volumes finitos tridimensional.



ABSTRACT

This work presents three-dimensional expansions of the parametric Finite Volume Theory
(FVT) for thermal and thermoelastic homogenization of multiphasic composites with periodic
microstructure of generalized architecture. The proposed and implemented micromechanical
formulations look for, especially, the evaluation of thermal conductivity, elastic properties
and thermal expansion coefficients of the mentioned periodic heterogeneous materials. To
verify and validate the formulations, some cases involving composites reinforced by long
fibers, short fibers and cubic particles are analyzed and discussed. In particular, the work
emphasizes the presence of interphases located between the matrix and inclusions, because
such interphases can strongly influence the macroscopic behavior of actual composites. The
analyses involve investigations with respect to the influences of several factors on the thermal
conductive and thermoelastic properties of composite materials. Among these factors, it can
be cited: volume fraction of inclusions, fiber aspect ratio, inclusion size, physical properties
and thickness of the interphases. The results of these evaluations are compared with others
obtained by analytical formulations based on Fourier series, homogenization models that
utilize Finite Element Method and, when available, experimental tests. These comparisons
demonstrate a good performance of the developed formulations and strengthen the conclusion
that, as already established in previous works, the Parametric Finite Volume Theory consists
in an excellent numerical tool for the description of the behavior of heterogeneous materials,
as well as, is a simple and versatile alternative to the traditional Finite Element Method. Also,
it is worthwhile mentioning that the results of the analyses of the different cases of
composites, here carried out, contribute to a best understanding about the relations between
the macroscopic behaviors and the corresponding microstructural characteristics.

Keywords: Periodic composites; Interphase; Effective thermal conductivity; Effective
thermoelastic properties; Three-dimensional finite volume theory.
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DeformagBes macroscopicas

Campos flutuantes de deslocamentos locais no interior do
subvolume k para a diregdo i

Coeficientes a determinar na direcao i para o subvolume k
Tenséo na direcéo i do subvolume k

Variagdo de temperatura

Componente da matriz constitutiva do subvolume k
Componentes de tensdes associadas a variacdo de temperatura
Coeficientes de dilatacdo térmica do subvolume k

Deslocamentos flutuantes médios na face p na direcéo i

Componentes da matriz de rigidez elastica do material
relacionadas com as tensdes normais

Componentes da matriz de rigidez eléstica do material
relacionadas com as tensdes de cisalhamento

Deformagdes médias na face p do subvolume
Matriz dos vetores normais as faces do subvolume
Matriz de rigidez elastica do material

Matriz de rigidez do subvolume

Matriz de rigidez da célula unitaria

Matriz constituida pelas diferencas entre as matrizes de rigidez
local de subvolumes adjacentes

Vetor associado as tensdes térmicas
Matriz de concentracdo de deformacao de Hill do subvolume k
Matriz de rigidez homogeneizada

Vetor dos coeficientes de condutividade térmica efetivos



Tensor efetivo térmico

Coeficientes da série de Fourier que representa as deformag6es do
EVR

Eigenstrain

Coeficientes da série de Fourier que representa a eigenstrain
Matrizes constitutivas da inclusdo e da matriz

Medio volumétrica da eigenstrain

Matriz identidade de ordem n

Constantes de Lamé

Matriz de transformacéo de coordenadas

Matriz de rigidez do elemento de interface imperfeita
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1 INTRODUCAO

As atuais demandas do setor de materiais exigem que 0S MeSMOS possuam
caracteristicas e desempenho cada vez mais avangados e, neste contexto, os compdsitos tém
encontrado um reconhecido lugar de destaque. AplicacGes desses materiais incluem a
industria aeronautica, aeroespacial e automobilistica, a area militar, a construcdo civil e
estruturas offshore destinadas a exploracao de petroleo e gas.

No setor da construcdo civil os compdsitos tém sido utilizados como reforgo
estrutural, onde se destaca o uso de Matriz Cimenticia Reforcada com Tecido ou Fabric-
Reinforced Cementitious Matrix (FRCM). Esses compositos sdao formados por malhas de
fibras e um agente cimenticio que serve como matriz e ligante (AWANI; EL-MAADDAWY;
ISMAIL, 2017). A utilizacdo de compdsitos FRCM como refor¢o é uma técnica viavel para
regides com risco de deterioracdo severa das estruturas de concreto, tais como locais com alto
risco de incéndio e zonas costeiras (EBEAD et al., 2017).

Compdsitos de matriz polimérica e fibras de carbono, amplamente utilizados na
industria aeroespacial, também sdo utilizados na confeccdo de risers para aguas profundas
devido as suas caracteristicas de elevada relacdo resisténcia/peso, resisténcia a corroséo e a
fadiga (TOH et al., 2018). Na area militar, compositos poliméricos reforcados com fibras
naturais tém sido testados para utilizacdo em coletes de protecdo balistica (ROHEN et al.,
2015; MONTEIRO et al., 2016).

Os compositos sdo criados pela combinacdo de dois ou mais materiais formando um
produto com fases distintas e desempenho diferente daqueles exibidos pelos seus constituintes
individualmente. Esses materiais sdo formados por uma fase continua, chamada de matriz, e
pela fase dispersa ou inclusdes. A fungdo da matriz é envolver as inclusdes, mantendo-as nas
posicdes definidas em projeto e protegendo-as dos efeitos do ambiente. Por sua vez, as
inclusBes sdo responsaveis pelas propriedades desejaveis do composito pois, em geral,
possuem caracteristicas significantemente melhores do que a matriz. Em geral, as inclusdes
utilizadas na fabricacéo de compdsitos sdo fibras ou particulas e, em casos especiais, poros.

Os compositos podem ser classificados em periddicos e randémicos de acordo com a
forma de distribuicéo de suas inclusdes. Na Figura 1.1 sdo mostrados alguns tipos comuns de

materiais compasitos, classificados de acordo com o tipo de inclus@es e sua distribuicéo.
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Figura 1.1 - Exemplos de materiais compdsitos com (a) particulas distribuidas randomicamente;
(b) fibras curtas com orientacdo aleatdria; (c) fibras continuas periédicas unidirecionais; (d)
fibras curtas alinhadas distribuidas periodicamente; (e) tecido formado por fibras continuas

com distribuicdo periddica.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Quando materiais com propriedades diferentes séo combinados para a criagdo de um
novo produto é inevitavel o surgimento de uma regido de transi¢ao entre os mesmos. Para fins
de modelagem de materiais compositos, a regido de transicdo pode ser tratada como uma
interfase ou como uma interface.

Interface pode ser definida como a superficie formada pela fronteira entre reforgo e
matriz. Esta superficie mantém a ligacdo entre os materiais e possui propriedades fisicas e
mecénicas diferentes da matriz e do reforgo. Por sua vez, considera-se como interfase a regido
de volume finito entre reforco e matriz onde as propriedades quimicas, fisicas e mecanicas
podem variar continuamente ou de maneira discreta entre aquelas da matriz e do reforgco
(KIM; MAL, 1998). A Figura 1.2 mostra as regides de interfase e interface em um compdsito

com fibras cilindricas.
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Figura 1.2 - Interfase e interfaces em compdsito.

Matriz Fibra
Interface Fibra/Interfase

Interfase

Interface Matriz/Interfase

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A influéncia de interfases sobre o comportamento efetivo do compoésito depende de
varios fatores fisicos e geométricos, incluindo a fracdo volumétrica e as dimensdes de suas
inclusBes. Por exemplo, interfases altamente condutivas podem aumentar significativamente a
condutividade efetiva do compdsito quando o tamanho da inclusdo diminui e a fracdo
volumétrica é mantida constante, demonstrando significante efeito de tamanho (LE QUANG,;
PHAN; BONNET, 2011). A rigidez e a espessura da interfase influenciam, por exemplo, o
comportamento macroscépico de compositos particulados com distribuicdo randémica
(HASSANZADEH-AGHDAM; MAHMOODI; ANSARI, 2016). Como demonstrado em Liu
e Bian (2018), as propriedades da interfase e a razdo de aspecto das inclusdes influenciam as
propriedades macroscopicas dos compdsitos. Comparando resultados numéricos e
experimentais, Riafio et al. (2018) perceberam uma melhora na predicdo do comportamento
mecanico de um composito quando a presenca de interfase € levada em consideracdo. Devido
a possibilidade de os materiais compositos serem projetados, uma interfase apropriadamente
construida pode melhorar de maneira efetiva a resisténcia, tenacidade e comportamento de
amortecimento (XIAO; XU; ZHANG, 2018).

Com base no exposto anteriormente, os efeitos de interfase ou de interface sobre o
comportamento de compdsitos podem ser de extrema importancia e, consequentemente,
precisam ser incluidos nas formulagbes que visem proporcionar predi¢cBes consistentes e
realisticas. Isto constitui uma interessante e atual area de pesquisa de importancia crucial para

0s avancos e desenvolvimento de novos materiais.
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1.1 Revisao bibliogréafica

As propriedades efetivas dos compdsitos podem ser determinadas por tecnicas
analiticas e numéricas. Esses métodos de homogeneizacdo auxiliam o desenvolvimento de
novos materiais por contribuirem para a reducdo da quantidade de experimentos laboratoriais
ao longo do processo de projeto dos compositos, assim como melhoram a compreensdo do
comportamento efetivo dos mesmos.

O principal objetivo da micromecanica é predizer as propriedades efetivas do
compdsito em funcdo das propriedades, distribuicdo e fracGes volumétricas dos seus
constituintes. Diversos modelos micromecanicos desenvolvidos para atender esse objetivo sdo
baseados na teoria de campos médios de Eshelby (1957).

Eshelby (1957) considerou um corpo homogéneo, elastico e infinito contendo uma
pequena regido elipsoidal 2 do mesmo material. Ele admitiu a regido 2 submetida a uma
transformacdo geométrica tal que, na auséncia de material circundante, corresponde a uma
deformacdo arbitraria €*. O estudo comprovou que, sob a mencionada transformacao
geométrica, o campo de deformacéo resultante é constante dentro daquela regido do corpo.
Baseando-se neste resultado, Eshelby propds um procedimento conhecido como método da
inclusdo equivalente, o qual tem servido de base para a construcdo de muitos modelos de
homogeneizacdo de materiais compositos. Para o caso particular de um compdésito com uma
Unica inclusdo elipsoidal, pequena em relacdo ao volume total do material, 0 modelo de
homogeneizacdo proposto por Eshelby é conhecido na literatura inglesa como Dilute
Suspension. Considerando a condi¢do de uma s6 inclusdo empregada para sua deducédo, o
modelo Dilute Suspension somente produz resultados satisfatérios para homogeneizacdo de
compositos com pequena fracdo volumétrica de inclusdes, onde as interagdes entre as mesmas
podem ser desprezadas.

Visando contornar a citada limitacdo do Dilute Suspension, diferentes procedimentos
analiticos tém sido concebidos para levar em conta as interacBes entre inclusdes, dando
origem a uma variedade de modelos para homogeneizagdo de materiais compositos. Dentre
estes, podem ser destacados os modelos tradicionais Auto-Consistente (HILL, 1965), Mori-
Tanaka (MORI; TANAKA, 1973) e Esquema Diferencial (HASHIN, 1988).

Por sua vez, esses modelos micromecanicos tradicionais tém servido de base para a
construcdo de muitos procedimentos de homogeneizacdo analiticos deduzidos para casos de
compositos com diferentes comportamentos constitutivos (MOLINARI, 2002; MA; LIU; HU,

2006), assim como tém sido estendidos para homogeneizacédo de outras propriedades fisicas,
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tais como, térmicas (CAO et al., 1990; CHEN; WANG, 1996), elétricas (WHITEHOUSE;
WARWICK; CLYNE, 1991; TAYA, 1995) e piezoelétricas (DUNN; WIENECKE, 1997;
BING; DAINING; KEHCHIH, 1997). Destaca-se o trabalho de Hatta e Taya (1986) no qual
foi desenvolvida uma analogia do método da inclusdo equivalente para o caso de
condutividade térmica efetiva. Vale ressaltar que todos estes modelos analiticos, baseados na
teoria micromecanica de campos médios introduzida por Eshelby (1957), tém como
fundamento a existéncia de um volume elementar representativo, isto €, de um volume finito
cujas propriedades macroscépicas sejam equivalentes aquelas exibidas pelo material que o
constitui (HILL, 1963).

Dentre as técnicas numéricas mais utilizadas para a formulacdo de modelos para
avaliacdo de propriedades efetivas de materiais compdsitos encontra-se 0 Método dos
Elementos Finitos (MEF). Como exemplo, Islam e Pramila (1999) aplicaram um modelo
micromecanico que utiliza o MEF para predicdo de condutividade térmica efetiva de
compositos periodicos, comparando seus resultados numéricos com outros obtidos
experimentalmente. Matt e Cruz (2008) também utilizaram um procedimento de
homogeneizagdo que emprega o MEF para calcular a condutividade térmica efetiva de
compdsitos com microestrutura constituida por esferas, elipsoides e cilindros curtos,
considerando o efeito de resisténcia térmica interfacial. Jiang et al. (2014), por sua vez,
avaliaram o comportamento mecanico efetivo de compositos reforcados por fibras continuas
unidirecionais, considerando a presenca de interfaces imperfeitas.

No caso de compositos reforcados por fibras curtas alinhadas, Matt e Cruz (2006)
verificaram as condi¢fes em que a capacidade de conducdo de calor do composito é
aumentada de maneira significativa. Utilizando o MEF, os autores avaliaram parametros de
controle tais como a fracdo volumétrica de fibras e a condutividade das mesmas, assim como
a razéo de aspecto da fibra e do elemento de volume representativo. Para esse mesmo tipo de
reforco, Shokrieh e Moshrefzadeh-Sani (2016) apresentaram um elemento de volume
representativo otimizado para homogeneizacdo empregando um modelo que utiliza o MEF
como ferramenta numeérica.

Yang e Qin (2004) empregaram um modelo micromecanico que utiliza o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para determinar as propriedades mecanicas efetivas de
compositos reforcados por inclusdes circulares rigidas. Aradjo e Gray (2008) também
aplicaram um procedimento de homogeneiza¢cdo que emprega o MEC para determinar as
propriedades mecanicas efetivas de compositos reforcados por nano-tubos de carbono.

Rodrigues et al. (2017) utilizaram o MEC com uma solucdo fundamental anisotropica
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tridimensional para a analise eléstica de compdsitos refor¢ados por fibras curtas. Por sua vez,
Fernandes et al. (2019), propuseram uma formulacdo em elementos de contorno para modelar
0 comportamento constitutivo de materiais heterogéneos considerando fenémenos
dissipativos.

O método dos volumes finitos é uma técnica numeérica muito utilizada para a solugdo
de problemas da Mecanica dos Fluidos (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). De acordo
com Cavalcante, Pindera e Khatam (2012), este método tem sido utilizado como alternativa a
abordagem em elementos finitos nos problemas de mecéanica dos solidos devido a sua
simplicidade e estabilidade. Trés versfes dessa técnica tém sido desenvolvidas ao longo dos
ltimos 30 anos. Duas versdes sdo utilizadas para modelagem de estruturas de materiais
homogéneos (FRYER et al., 1991; DEMIRDZIC; MUZAFERIJA, 1994; FALLAH, 2004),
enquanto a terceira tem evoluido de forma independente para a aplicacdo em materiais
heterogéneos com microestrutura periodica e com gradacdo funcional (BURYACHENKO,
2007; BIRMAN; BYRD, 2007).

A Teoria de Volumes Finitos (TVF) estrutural teve origem na High-Order Theory for
Functionally Graded Materials (HOTFGM) cujo desenvolvimento esta apresentado
resumidamente em Aboudi, Pindera e Arnold (1999). A versdo de homogeneizacdo desta
técnica foi chamada inicialmente de High-Order Theory for Periodic Multiphase Materials
(ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 2001) e, em seguida, renomeada como High-Fidelity
Generalized Method of Cells (HFGMC) como apresentado em Aboudi, Pindera e Arnold
(2002).

A técnica HFGMC sofreu diversas modificagcBes ao longo dos anos e passou a ser
denominada Finite-Volume Direct Averaging Micromechanics Theory (FVDAM). O processo
de criacdo do FVDAM pode ser acompanhado em Bansal e Pindera (2003; 2005; 2006),
Zhong, Bansal e Pindera (2004) e Pindera e Bansal (2007). Nesta nova verséo, a discretizagdo
da microestrutura dos materiais é feita com subvolumes retangulares. Em Cavalcante, Pindera
e Khatam (2012) é apresentado um estudo comparativo detalhado entre HFGMC e FVDAM.

A discretizacdo do dominio em subvolumes quadrilaterais foi introduzida na versdo
estrutural da Teoria de Volumes Finitos por Cavalcante (2006) e Cavalcante, Marques e
Pindera (2007a; 2007b). Por sua vez, Gattu et al. (2008) incorporaram 0 mapeamento
paramétrico no FVDAM. Esta forma de discretizacdo possibilita uma modelagem mais
eficiente de microestruturas complexas.

A modelagem realizada com a versdo paramétrica do FVDAM gera resultados

comparaveis com aqueles obtidos com o Método dos Elementos Finitos como apresentado em
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Cavalcante, Marques e Pindera (2008) e, muitas vezes, com mais eficiéncia computacional.
Para discretizacbes da estrutura ou da microestrutura com alta fidelidade, o tempo de
montagem da matriz de rigidez global, etapa que consome o maior tempo de processamento, é
muito menor para FVDAM em comparagdo com o MEF (CAVALCANTE; MARQUES;
PINDERA, 2008).

Visando contornar alguns problemas decorrentes da aplicacdo da versdo paramétrica
standard, a formulacdo generalizada da teoria FVDAM foi deduzida (CAVALCANTE;
PINDERA, 2014a; 2014b). Nesta versdo da teoria impde-se continuidade de deslocamentos,
rotagdes, curvaturas e tensdes nas faces em comum de subvolumes adjacentes melhorando a
conformidade entre 0s mesmos e permitindo a obtencdo de uma distribuicdo de tensées mais
suave com relacdo a representacdo do campo de deslocamentos usada na versdo anterior
(CAVALCANTE; PINDERA, 2014a; 2014b; 2016).

Para fins de homogeneizagéo, as versdes standard e generalizada da teoria FVDAM
apresentam resultados similares em geral. Logo, devido a maior complexidade e custo
computacional da versdo generalizada, a técnica standard pode ser mais interessante para a
obtencdo das propriedades macroscopicas dos compdsitos (CAVALCANTE; MARQUES,
2014).

Extensdes da versdo paramétrica do FVDAM foram desenvolvidas por Cavalcante e
Marques (2014) e Escarpini Filho e Marques (2016) para determinar os médulos de relaxacédo
e funcBes de fluéncias efetivos de compositos periodicos reforcados por fibras unidirecionais
de material viscoelastico linear. Vale também ressaltar o emprego da mencionada teoria para
homogeneizacdo de compdsitos com fases elastoplasticas (KHATAM; PINDERA, 2009a;
CAVALCANTE; PINDERA, 2016).

Uma versdo tridimensional do FVDAM para compdsitos periodicos particulados foi
desenvolvida por Chen et al. (2016b) e, para compésitos reforcados por tecidos, por Chen et
al. (2017). Mais recentemente, uma versao paramétrica tridimensional da teoria FVDAM foi
apresentada por Chen, Wang e Chen (2018) para determinar os modulos elasticos efetivos de
compositos reforcados com fibras alinhadas e, também, de compdsitos com poros esféricos. E
mais recentemente, Ye et al. (2018) avaliaram os modulos elasticos efetivos de compdsitos
particulados com interfase por meio da versdo paramétrica tridimensional da FVDAM.

Em diversas aplicagdes, o0s materiais compdsitos estdo sujeitos a variages
significativas de temperatura, como escudos térmicos (GORI; CORASANITI, 2014) e
dispositivos eletronicos (BURGER et al., 2016), tornando essencial o conhecimento do

processo de transferéncia de calor nesses materiais. A condugdo de calor nos compositos
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depende fundamentalmente de sua condutividade térmica efetiva. Para compdsitos
poliméricos, os principais fatores que afetam essa propriedade séo a condutividade do reforco,
sua fracdo volumeétrica e geometria, além da adesdo entre a matriz e o reforco e das
propriedades da interfase (CHEN et al., 2016a).

A condutividade térmica efetiva de compdsitos considerando a presenca de interfases
pode ser determinada por métodos analiticos (DASGUPTA; BHANDARKAR, 1992;
BONFOH; SABAR, 2018; XIAO; XU; ZHANG, 2018) e numeéricos, tais como 0 Método dos
Elementos Finitos (PATHAK, 2013; YANG et al., 2014; YVONNET; HE; TOULEMONDE,
2008) e a Teoria de VVolumes Finitos (ESCARPINI FILHO; MARQUES, 2014).

Dasgupta e Bhandarkar (1992) obtiveram as propriedades termoelasticas efetivas de
compositos reforcados por fibras considerando a presenca de interfases degradadas e
interfases com variacdo radial de suas propriedades. O modelo utilizado nas analises é
baseado em um modelo de trés fases proposto por Benveniste, Dvorak e Chen (1989). Xiao,
Xu e Zhang (2018) avaliaram os efeitos do tamanho das fibras, do revestimento das mesmas,
assim como da condutividade do revestimento, na condutividade térmica de nano compadsitos,
utilizando o método auto-consistente generalizado com um modelo composto por quatro
cilindros concéntricos.

Pathak (2013) quantificou a condutividade térmica da interface entre matriz e fibra de
uma serie de compasitos de fibra de carbono utilizando o software ANSYS. Yvonnet, He e
Toulemonde (2008) utilizaram o Método dos Elementos Finitos Estendidos para avaliar
compdsitos com interface imperfeita e altamente condutora.

Considerando o problema térmico, as interfaces entre matriz e fibra sdo consideradas
perfeitas quando existe continuidade de temperatura e fluxo de calor normal as mesmas. No
contexto da elasticidade, em uma interface perfeita os campos de deslocamentos e tensfes sdo
continuos através da mesma. Qualquer interface onde estas condi¢cdes ndo sdo satisfeitas é
chamada de imperfeita (HASHIN, 2001; HASHIN, 2002).

Hashin (2001) demonstrou que uma interfase fina com condutividade térmica muito
menor que a condutividade das outras fases pode produzir uma descontinuidade finita na
temperatura entre a matriz e a fibra. Por outro lado, uma descontinuidade finita no fluxo de
calor normal pode ser produzida quando a interfase possui condutividade muito maior que as
outras fases. Hashin (2001) modela a interfase como uma interface imperfeita sem restricao
de magnitude da condutividade térmica. Dessa forma, as condicdes de interface apresentam

descontinuidade de temperatura e fluxo de calor normal.
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O modelo de interface imperfeita desenvolvido por Hashin (2002) considera
descontinuidade de deslocamentos e tens@es, permitindo a avaliacdo de compositos dotados
de interfases com qualquer rigidez, desde muito pequena até muito grande.

Benveniste (2006) desenvolveu um modelo geral de interface que fornece expressoes
para as descontinuidades de temperatura e fluxo de calor normal, no caso de conducgéo, e de
deslocamentos e tensdes, no caso de elasticidade.

Considerando a presenca de descontinuidade de deslocamentos na interface particula-
matriz, Yanase e Ju (2012) desenvolveram versdes do método de Mori-Tanaka (MORI;
TANAKA, 1973), do método alto consistente (HILL, 1965) e do esquema diferencial
(HASHIN, 1988). Dessa forma, foi possivel analisar os efeitos de escorregamento e separa¢do
interfacial na degradacdo das propriedades mecanicas efetivas de compositos reforgados por
particulas esféricas.

Wang e Quin (2015) investigaram o efeito de interfase no comportamento micro e
macro mecanico de compdsitos reforcados por fibras unidirecionais. A interfase foi modelada
como uma fina camada de recobrimento na superficie da fibra, cujo propoésito € resistir a
expansdo térmica radial e circunferencial. Estes ultimos autores desenvolveram um elemento
recobrimento/fibra que dispensa a discretizacdo do dominio da interfase e da fibra.

Para levar em consideracdo os efeitos de uma interfase imperfeita nas propriedades
mecanicas do composito, Hosseini Kordkheili e Toozandehjani (2014) utilizaram um
parametro de degradacdo da rigidez, dado em termos das propriedades da matriz e da

interfase, em conjunto com o método da incluséo equivalente.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo geral o desenvolvimento de formulagbes para
homogeneizagdo da condutividade térmica e das propriedades termoelésticas efetivas de
compdsitos com microestrutura periddica que levem em consideragdo a influéncia de
interfases.

Os objetivos especificos deste trabalho séo os seguintes:

a) Desenvolver uma extensdo tridimensional da formulagdo paramétrica da Teoria
de Volumes Finitos para homogeneizacdo térmica de compdsitos periddicos;

b) Incorporar efeitos térmicos na formulagdo paramétrica tridimensional da Teoria
de Volumes Finitos para homogeneizacdo termoelastica de compositos

periddicos reforcados por fibras longas ou curtas;
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Avaliar a influéncia de interfases na condutividade térmica efetiva de
compositos com particulas cubicas, fibras longas ou fibras curtas alinhadas,
periodicamente distribuidas;

Avaliar os efeitos de interfases nas propriedades termoelasticas macroscopicas

de compositos com fibras longas ou curtas distribuidas periodicamente.
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2 HOMOGENEIZACAO TERMICA DE COMPOSITOS PERIODICOS

Neste capitulo é apresentada uma expansdo tridimensional da formulacdo paramétrica
da Teoria de Volumes Finitos para a determinacdo da condutividade térmica efetiva de
materiais compdsitos multifasicos com microestrutura periodica de arquitetura generalizada.

A predicdo das propriedades efetivas de compdsitos pode ser feita a partir de uma
por¢do do volume do material que representa o comportamento efetivo do mesmo. Materiais
com microestrutura estatisticamente homogénea em uma escala apropriada e compdsitos
periddicos podem ser representados por um Elemento de Volume Representativo (EVR). No
caso de compositos periodicos, 0 EVR é formado por um agrupamento de células unitarias de

repeticdo (CUR). A Figura 2.1 apresenta exemplos dos dois tipos de microestrutura.

Figura 2.1 - (a) Microestrutura estatisticamente homogénea caracterizada por um EVR e (b)
microestrutura periédica caracterizada por uma CUR.

/o, e | | o o
/ool /®,0,0,0,0
* v.*\’/s . i ®* | o | o °
A . /0,00 ,0,0 o
.,.,..,./ » ° o o e | o ./
.\.\: y ..: ./.,/ ../../../ O.
\,.,..‘. - /././././.
[ ] ] ® o ® [ L,
v 2/ o . e .o .a .~
(a) (b)

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

As propriedades efetivas de compositos periddicos podem ser obtidas por meio da
analise de uma célula unitaria de repeticdo. Para que a resposta da CUR corresponda aquela
do EVR submetido a condi¢bes de contorno homogéneas, as condi¢des de contorno aplicadas
a célula unitéria devem ser periddicas (DRAGO; PINDERA, 2007).

Neste trabalho sdo estudados compdsitos periddicos multifasicos representados por
células unitarias de repeticdo. No caso de compositos com fibras curtas é comum a utilizagéo
de células unitarias paralelepipédicas como apresentado na Figura 2.2 onde sd@o mostradas as
dimensdes da CUR e da fibra cilindrica. Compdsitos com particulas cubicas podem ser
representados por uma CUR cUbica como mostrado na Figura 2.3.
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Figura 2.2 - Célula unitaria de repeticao de compésito reforcado por fibra curta.

V3

V4

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 2.3 - Célula unitaria de repeticdo de composito refor¢ado por particula cubica.

y3 A

Yo .

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

2.1 Formulagdo paramétrica tridimensional da Teoria de Volumes Finitos

Considere um elemento de volume representativo com volume V e limitado por uma

superficie S sujeito a seguinte condi¢do de contorno homogénea em temperatura:

T%(x) = G°x (2.1)

na qual G° = adT°/0x é constante e x representa as coordenadas de um ponto sobre o

contorno S.
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Considere agora que o material composito possui distribuicdo periodica de inclusdes,
podendo ser representado por uma célula unitaria de repeticdo. Com base em consideracGes
da teoria micromecénica, pode-se concluir que a resposta efetiva do EVR sob condicdes de
contorno homogéneas em temperatura coincide com a resposta de uma CUR sob adequadas
condicBes de contorno periddicas, como mostrado em Escarpini Filho e Marques (2014).

O campo de temperatura de uma CUR pode ser representado pela seguinte expressao

envolvendo duas diferentes escalas:

T(y) =T°(x) + T(y) (2.2)

na qual T° e T sdo, respectivamente, as parcelas macroscopica e flutuante da temperatura. As
coordenadas locais y séo utilizadas na escala da CUR, enquanto as coordenadas globais x sdo
empregadas na escala do EVR.

Pela Teoria de Volumes Finitos 3D, desenvolvida neste capitulo para avaliacdo da
condutividade térmica efetiva do compdsito, a célula unitaria de repeticdo deve ser
discretizada em subvolumes hexaédricos. O desenvolvimento da formulagdo envolve um
mapeamento de um cubo de referéncia em um sistema de coordenadas paramétricas ({ — n —
&) para cada subvolume hexaédrico no espacgo cartesiano (y; — y, — y¥3) como mostrado na

Figura 2.4.

Figura 2.4 - Mapeamento do cubo de referéncia para o subvolume hexaédrico da microestrutura
real.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Um ponto de coordenadas (¢,n,é) no cubo de referéncia é mapeado para o ponto
cartesiano (y4,y,,v3) no subvolume hexaédrico da microestrutura discretizada da seguinte

maneira:

8
Y@ = NGOy 23)
j=1
comi=123e

MG =51+ O - -9
1

M §) =51+ O+ -
1

M) = 5= DA+ M =)
1

MG E) =51 -0 - -

2.4)

1

NsEn§) =51+ O -+
1

No(Gm,E) = 5L+ QA+ M +8)

1
N7 (¢ §) =g (1 -0 +mA+8)

1
Ng(¢,m,¢) =g (1 —OA-m+)

sendo as Equacdes (2.4) funcBes de forma tambeém utilizadas no Método dos Elementos

Finitos.
2.1.1 Matriz de condutividade térmica efetiva de um subvolume

As componentes de fluxo de calor local em um subvolume homogéneo séo definidas

pela lei de Fourier:
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aT

—kyj 7, (2.5)

qi =

onde k;; sdo as condutividades térmicas do material. Substituindo o campo de temperatura

representado pela Equacdo (2.2) em (2.5), as componentes de fluxo de calor podem ser

apresentadas pela expresséo:

oT

ija_yj (2.6)

q = —kyG —k

na qual GJ-O sdo as componentes do gradiente de temperatura macroscopico.
Na versdao paramétrica tridimensional da Teoria de Volume Finitos, o campo de
temperatura flutuante presente na Equacdo (2.2) é aproximado pela seguinte expansdo

polinomial de segunda ordem de Legendre usando as coordenadas parametricas:

_ _ _ _ _ 1 _
T, &) = Tooo + {T100 + NTo10 + $To01 + 5(352 — DTy00
(2.7)

1 _ 1 -
+ 5 (Bn? — DTy + 5 (3&2 — DTyo2

onde Tmnp séo coeficientes a determinar.

Os valores medios do campo de temperatura em cada face do subvolume sao definidos

e calculados da seguinte forma:

11
_ 1 _ _ . _
(TY2 = 2 .]- fT(Z,n,é = +1)d¢dn = Tooo + Too1 + Tooz
S1 5
. 11
(TYBS = 7 f fT((»U = F1,8)d{d¢ = Tooo F To10 + Tozo (2.8)
S1 5

1 1
P Tooo £ Troo + T
(TY@6) — ; f f T(C = +1,m,8)dndé = Topo + Tro0 + Troo

-1 -1
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nas quais os indices indicam as faces do subvolume conforme a Figura 2.4.
Por sua vez, os gradientes de temperatura nas faces do subvolumes sdo determinados

com as seguintes expressoes:

11
1 aT .
Gpea =7 [ [ S dsn =Ty
S15
aT 1 [ [oF
V35 = Z S =T
(a ) 2 f fa( ddd$ = Tigo (2.9)
S15
oT 1 ( (of
(a—()(%) =12 f _]-E)_Zdndf = T100 * 3T200
S15
oT 1 ( (of
<—)(1’2) = ) f f%didn = To1o
S15
11
(3 5) _ oT
%dfdf To10 F 3 Tozo (2.10)
S15

- 11 _
or 1 oT .
(—)(4’6) = Z f f—dndf = To10

% g4
-1 -1

oT 1 [ (oF

<¥>(3,5) =2 f fgd(df = Too1 (2.11)
-1 -1

oT 1 1 1aT

<§>(46) = Z f f_fdndf = Too1
-1 -1

Os gradientes medios de temperatura flutuante na face p de um subvolume no sistema
de referéncia podem ser relacionados com os gradientes no sistema de coordenadas da

microestrutura real pela média volumétrica da matriz Jacobiana inversa:
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») )

( ﬁ ) r(aT)w
y1 a¢
oT _ | oT
il = _ 2.12
<(ay2)> (])<(an)> (2.12)
oT oT
\<6_y3)) x<§)1

sendo a obtengdo da matriz Jacobiana e de sua inversa mostrada no Apéndice A.
O valor médio do fluxo de calor na face p do subvolume é obtido a partir da Equacao

(2.6) juntamente com a Equacédo (2.12):

€]

(9T )
@ 5’
@™ (6 _ | op
(q2); =kiGYI +k(])<(a—)> (2.13)
(qs) G9 a’%
\(GE)J
na qual
_ ki1 kiz ki3
k=—lka ka ka3 (2.14)
k31 k32 k33

A Equacdo (2.13) mostra que o fluxo de calor total médio na face p do subvolume
possui uma parte macroscopica, constante e dependente dos valores de G°, e uma parcela que
depende dos gradientes médios de temperatura flutuante cujos valores sdo a determinar.

A componente do fluxo de calor médio normal a face p pode ser obtida por meio da

expresséo:
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f(@T)\ ®)
G? o¢
c 4
(@)® = n®Pk 604+ n®K() 4 (g_:>> (2.15)
GY 1
3 s
(9¢’)

onden® = [n; n, n3]®, sendo n, n, e n; as componentes do vetor normal unitario que
aponta para fora da face p do subvolume.
Utilizando as expressfes (2.9) a (2.11) e (2.15), o vetor que retne os fluxos de calor

médios nas faces do subvolume pode ser escrito como

r(qn)(l)\ (DY "e) (T100)
(q)® e o 2@ | [Toro
{ _
J (q,)® [ _ n® L %d ol 4 v® ) 7:001 ! (2.16)
(g)@ n® G%’ v® [ | Ty
() n® 3 v® To20
n © n(J kv(6) &
(q,)©) \T002/
na qual
com
[1 0 0 0 0 O]
a@ =0 1.0 0 0 0
0 0 1 0 0 3
1 0 0 0 0 O
(35 — F
a®» =10 1 0 0 F3 0 (2.18)
0 01 0 0 O
1 0 0 £3 0 O]
a9 =0 1 0 0 0 0
0O 01 0 0 ol

Para se obter uma relacdo entre os coeficientes da expansdo polinomial (2.7) e os

valores médios das temperaturas flutuantes nas faces do subvolume, a equacéo de balango de
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energia deve ser utilizada. Para isto, as derivadas segundas do campo de temperatura

flutuantes serdo determinadas, como mostrado a seguir:

0%T -

a_cz = 3T

0°T _

6_772 = 3To20

0%T -

8_52 = 3Tpo2
(2.19)

02T  9°T

a¢on  ondq

0°T _ 0T _

d&dn  ondE

0°T _ 0T _

000§ 980

Usando a inversa da matriz Jacobiana, as derivadas segundas do campo de temperatura

flutuante em relacdo as coordenadas cartesianas podem ser expressas como

2%
T - — . — ~ -
3 2= 3[T200U11)? + To20U12)* + Too2 U13)%]

——5 = 3[T200021)% + To20U22)* + Too223)°] (2.20)
— = 3[T200J31)* + To20U32)? + To02(33)?]

Considerando a equacdo de balanco de fluxo de calor e assumindo que o material do
subvolume é transversalmente isotrépico, ou seja, ki1 = ki, kyp = k33 =k € kg = k31 =

ki, = ko1 = ky3 = k3, = 0, obtém-se a seguinte expressao:

_kL

92T 0°T 92T

—_— —_— + —_—
0y? dy;  0yji
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a qual, pela substituicdo das Equacgdes (2.20) em (2.21), torna-se

—3ky[T200011)% + To20J12)* + To02U13)?]
— 3kr[T200{(21)? + U31)%} + To20{(22)? + U32)%} (2.22)
+ To02{U23)* + (33)3]1 = 0

A partir das Equacdes (2.8) sdo obtidos os valores dos coeficientes T, To20 € Tooz

em funcdo da temperatura média flutuante nas faces do subvolume por meio das expressdes:

. 1, . . .
T200 = 5 ((T)(4) + (T)(6)) — Too0
Tozo = %((T)G) + (T)(S)) - Tooo (2.23)

_ 1, _ _
Too2 = 5 ((T)(l) + <T>(2)) — Tooo

O coeficiente independente da expansio polinomial T,,, pode, entdo, ser obtido com a
substituicdo da Equacéo (2.23) em (2.22) pela relagao:

Toso = 7 [ ((DYD + (D) + 2,(DO +(FO) + 2 (D + (F)O)] (2:24)

na qual

A =2[k {(11)* + (12)* + (13)%}

+kr{ 20 + U22)* + (U23)% + (3% + U32)* + U33)23]
M =k (13)? + kr{(23)% + (33)%3 (2.25)
Ao = kp(J12)* + kr{(J22)* + (J32)%}

Az =k (J11)* + kr{(21)* + (31)%}

Substituindo-se a Equacdo (2.24) em (2.8) obtém-se a seguinte relacdo entre 0s

coeficientes do polindmio de aproximacao e as temperaturas médias nas faces do subvolume:
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r?leO\ (<T>(1)\
TOlO <T>(2)
T 7y(3)
<T°°1>=B<<7~1>(4)> (2.26)
T200 (T)
Toz0 (T
\To02/ \(T)©))
onde
1 2 2 1/ =2A0\T1
1
A R o
A A
1 yl 1/21,—1 2
5 0 - /2 0 - Z/A _E< 71 - 2/,1 2.27)
- 1 1 2/13_1 13 A3 .
[ 0 0 —3(— =/5 =%/
2 1/24,—4 2
R T o B
1/21; -4 yl yl
- 0 o0 —§< 7 ) ="/ ="/

Para se determinar a relacdo entre o fluxo de calor médio e as temperaturas médias

flutuantes nas faces do subvolume, substitui-se a Equacao (2.26) em (2.16), resultando

(€Y) F
f(qn)(z) (’n(l)w (U(l)W f(T)El?
7y
Eqn;@) | "23 6f) | ”gi 27?(3)
dn _Jn %) ~0 v
4 >—{ kG +{ B{ (2.28)
oot I i R ) I i
(5) n 3 v 7 (5)
@n) \n(sn \v(sn @ .
\(qn)© (T)(©)

que pode ser escrita de forma compacta:

(@,)® = NkG° + K, (T) (2.29)
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na qual K. é a matriz de condutividade térmica do subvolume, dada por K; = VB. Por sua
vez, a matriz V = [T HQ@T BT H@T HGT  @©T], sendo o superindice T

indicativo de vetor transposto.

2.1.2 Matriz de condutividade térmica global

Uma vez obtida a matriz de condutividade térmica dos subvolumes, monta-se um
sistema de equacdes globais que inclui uma matriz de condutividade térmica global K. Na
construcdo da matriz K;, as matrizes K, sdo agrupadas de acordo com as condi¢bes de
compatibilidade de temperatura flutuante e fluxo de calor normal médios nas faces.

As faces de cada subvolume possuem uma numeracdo global, sendo que as faces
internas de subvolumes adjacentes possuem o mesmo numero. As faces externas dos
subvolumes localizados no contorno da CUR sdo numeradas de acordo com as condigdes de
periodicidade. Aplicando condi¢bes de contorno periddicas, o seguinte sistema de equacdes

globais € obtido:

KGTG = Qg (2.30)

na qual o vetor T, é composto pelas temperaturas flutuantes médias desconhecidas das faces,
enquanto o vetor Q% é constituido pelas resultantes dos fluxos normais médios macroscdpicos
nas interfaces dos subvolumes adjacentes.

2.1.3 Matriz de condutividade térmica homogeneizada

Na escala macroscopica, a lei de Fourier para materiais compositos relaciona o fluxo

de calor efetivo Q* com o gradiente de temperatura macroscopico G°:

Q" =-K*G° (2.31)

na qual K* é matriz de condutividade térmica efetiva do material. Para uma célula unitaria

com volume Q composta por N fases distintas, o fluxo de calor efetivo € definido como
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=LY | aoaa, 2:32)
a=1 a

onde Q, representa o volume da fase a e q indica o fluxo local de calor. Considerando que
cada fase a da célula unitaria é discretizada em N, subvolumes, a Equacdo (2.32) pode ser

aproximada da seguinte forma:

N Ng

=-> Z ko TG )™ (2.33)

a=1r=

na qual k, representa a matriz de condutividade térmica da fase «, ‘(r)

é a fracdo volumétrica
do r-ésimo subvolume com relagéo ao volume total da célula unitaria e (G,)™ é o gradiente

médio de temperatura para o subvolume mencionado.

Definindo Hf{) como a matriz de concentracdo de gradiente de temperatura para o r-
ésimo subvolume, o gradiente médio de temperatura se relaciona com o gradiente de

temperatura macroscopico pela relacdo
(G)™ = HD GO (2.34)

onde, finalmente, substituindo a Equacdo (2.33) em (2.31), juntamente com a expressao

(2.34), obtém-se a matriz de condutividade térmica homogeneizada do material:

N Ng

22 7Dt HY (2.35)

a=1r=

As matrizes de concentracdo de gradiente de temperatura H,({) podem ser calculadas por
meio da aplicacdo de gradientes macroscopicos de temperatura unitarios. A primeira coluna
da matriz é calculada com a aplicacdo de G° =[1 0 0]7, enquanto a segunda e terceira
colunas sdo determinadas com G° =[0 1 0]7e6®=[0 0 1]7, respectivamente. Para
cada valor adotado de G° as temperaturas médias flutuantes sdo calculadas com a Equagédo

(2.30), o que possibilita o calculo do gradiente de temperatura em cada subvolume e, entéo, 0s
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vetores (G,)™). Conhecidos os gradientes médios de temperatura em cada subvolume, a

Equacéo (2.34) é utilizada para a montagem das colunas da matriz for).

2.2 Caso particular da homogeneizacao térmica de compadsitos periodicos com fibras

longas unidirecionais

Para avaliar a condutividade térmica de compdsitos periodicos reforgados por fibras
longas unidirecionais, pode-se reduzir o problema para o caso bidimensional. Logo, utiliza-se
a versdo parameétrica bidimensional da Teoria de Volumes Finitos e considera-se o elemento
de volume representativo, assim como a celula unitéaria de repeticdo, apresentados na Figura
2.5. Nesta secdo sdo apresentados os principais pontos a respeito da formulacdo paramétrica
bidimensional da Teoria de Volumes Finitos para o problema térmico que pode ser encontrada

de forma completa em Escarpini Filho (2015).

Figura 2.5 - Elemento de Volume Representativo e Célula Unitaria de Repeticao.

O

CUR
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O|O|O[O[O|O]0O]|0]|0
O|O|O[O[O|O]O]|0]|0O
O|O|O[O[O|O]O]|0]|0O
O|O|O[O]O|O]O]|0]|0O
O|O|O[Q|O|0|0]|0]|0O
O|0|O0[Q[O[O]O]0]|0O

EVR
Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A célula unitéria de repeticdo é discretizada usando subvolumes quadrilaterais. Na
formulacdo paramétrica da Teoria de VVolumes Finitos é feito 0 mapeamento de um quadrado
de referéncia em um sistema de coordenadas paramétricas (n — &) para um subvolume
quadrilateral no plano cartesiano (y, —y3;) (CAVALCANTE; MARQUES; PINDERA,
2007a), como mostrado na Figura 2.6.
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Figura 2.6 - Mapeamento do quadrado de referéncia para o subvolume quadrilateral da
microestrutura real.
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2

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

O campo de temperatura flutuante é aproximado por uma expansao polinomial usando

as coordenadas paramétricas:
- - - - 1, - 1, .
T(,§) = Too +nT1o+ ETpy + > (Bn* — DTy + 5 (3&% = DTy, (2.36)

na qual T,, sdo coeficientes a determinar. Considera-se o campo de temperatura
independente de ys.

A partir da Equagdo (2.36) sdo calculadas as temperaturas médias e os gradientes
médios de temperatura nas faces dos subvolumes. Os gradientes médios em uma face p do
subvolume no sistema de referéncia podem ser relacionados com o sistema de coordenadas da
microestrutura real pela média volumétrica da inversa da matriz Jacobiana (J).

O fluxo de calor normal médio em cada face p do subvolume é calculado a partir

Equacdo (2.6) que reescreve a lei de Fourier considerando o campo de temperatura em duas

escalas:

[(a)®P] @ e [T‘ ]

g @] n® o o |v@]|Tor 237
(@ |~ [n® %€ [y |7, | (2:37)
L(g,)®] n® vollr |

onde G° é o vetor dos gradientes de temperatura macroscopicos, n® = [n, n3]®) sendo n,

e nz as componentes do vetor normal unitario que apontam para fora da face p do subvolume,
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7. k22 k23]
k=— 238

Kos ks (2:38)
e
v® = n@k(J)a® (2.39)
com
(1,3)= 1 0 0 0
a [0 10 Tr3]

(2.40)

(2,4): 1 0 i?) 0
a [0 1 0 0]

Para subvolumes de material isotropico, os coeficientes a determinar T, sdo

calculados pela seguinte expresséo:

.. 1 _17 i
[Tm] (1) /2 10 /2 [(T)(l)] [(T)(l)]

To| | =72 O /2 N (St I (e (2.41)
|T20| —w 1/2 -1 —w 1/2 —A{[(DHYP] (T)®| .
7ol |1 R VA @l el
onde

1= Ni+ (N3,
2005+ Nz + N5 +(N32)

(2.42)
w = Niz + (D32
205+ N3z + (N3 +(N32)

Substituindo a Equacdo (2.41) em (2.37), chega-se a uma relacdo entre o fluxo de

calor normal nas faces e as temperaturas médias flutuantes:

(g,)®P = NkG® + K, (T) (2.43)
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na qual K. é a matriz de condutividade térmica local, sendo K; = VB. Por sua vez, V =
[yDT  ,@T ,B)T @17,

Uma vez obtida a matriz de condutividade térmica dos subvolumes, monta-se um
sistema de equacdes globais que inclui uma matriz de condutividade térmica global K. Na
construcdo da matriz K;, as matrizes K; sdo agrupadas de acordo com as condi¢cbes de
compatibilidade de temperatura flutuante e fluxo de calor normal médios nas faces. A solugdo
do sistema com a aplicacdo de condicbes de contorno periddicas fornece os valores de
temperatura flutuante em todas as faces que, por sua vez, permitem o calculo dos gradientes
médios de temperatura.

Com os gradientes médios de temperatura nos subvolumes podem ser montadas as

matrizes de concentracdo de gradiente de temperatura de Hill H' ?, associadas a cada uma

das fases, necessarias para o calculo da matriz de condutividade térmica efetiva pela seguinte

expresséo:

N;
Z ky, 0O H® +Z kp 0PH@ +Z k 5O H® (2.44)
=1

na qual k,,, kre k; sdo a condutividade térmica da matriz, da fibra e da interfase,

respectivamente.
2.3 Formulacéo analitica para a determinacao da condutividade térmica efetiva

Nesta secdo é apresentada uma formulacdo analitica usada para determinar a
condutividade térmica efetiva de compdsitos periddicos. Tal formulacdo consiste na extensdo
de uma técnica originalmente proposta para homogeneizagdo elastica de compdsitos com
microestrutura periédica (NEMAT-NASSER e HORI, 1999). A formulagdo tem como base 0
método da inclusdo equivalente (ESHELBY, 1957) e utiliza expansGes em séries de Fourier
para representacdo dos campos de grandezas periddicas envolvidas no processo de
homogeneizacao da célula unitaria de repeticdo. A incorporacdo desta formulacdo analitica
neste trabalho tem como objetivo a geracdo de resultados que sirvam de comparagdo com
aqueles obtidos pela Teoria de Volumes Finitos.

Considere a célula de repeticdo mostrada na Figura 2.7, cujo volume € Q = 8a;a,as.

O volume da incluséo é Q.
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Figura 2.7 - DimensGes da célula unitaria de repeticao.

2as

Y2

4

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

O campo de temperatura flutuante presente na Equacéo (2.2) pode ser escrito na forma

de série de Fourier devido a sua periodicidade:
+oo
T(y) = ) T(Oek" (2.45)
4

sendo os coeficientes da série definidos por

1

= fﬂ T(y)e-%"7dq (2.46)

naqual§=1[& & &lTey=[y1 Y2 y3]'.
As componentes do vetor & sdo calculadas com as seguintes expressoes:

mn,
& =— n, =0;%1;..;+c
a,
mn,
$r = rn n, =0;+1;..; £ (2.47)
ng
§3=— ny =0;+1;..;x
as

Derivando a Equacdo (2.45) em relacéo as coordenadas cartesianas, obtém-se:
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GO) =5 = ) iT(OFes" (2.48)
f

e considerando que

C©® = iT®)¢ (2.49)

a expressdo (2.48) pode ser escrita na seguinte forma:
+o0
GO) = ) G (250)
$

No contexto de homogeneizacdo térmica, 0 método da inclusdo equivalente tem como
base a equivaléncia entre os dois sistemas mostrados na Figura 2.8, em que o sistema 1
corresponde a célula unitéria real, enquanto que o sistema 2 consiste na célula unitéria
homogénea, constituida somente pelo material da matriz. O problema associado ao método € a
determinacdo da funcdo gradiente de transformacdo G*(y) que imposta no dominio da
inclusdo no sistema 2 produza a equivaléncia dos dois sistemas da Figura 2.8. Tendo em vista

a periodicidade de G*(y), a seguinte expressdo pode ser estabelecida:

W) =) GOk (251)
3
sendo
G (§) = % f G (y)e ¥"7dn (2.52)
n

com G*(y) = 0 para y fora da inclusao.
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Figura 2.8 - (a) Célula unitaria real e (b) célula unitaria homogénea.

Y3t

(a) (b)

2a, 2a,

Y2 : y;

2a, 2a,

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Para y pertencente ao dominio da inclusdo, as seguintes expressdes podem ser escritas

para 0s sistemas 1 e 2:
q(y) = —K;G(y) (2.53)

qy) = —K,[G(y) — G*(y)] (2.54)

nas quais K,, e Ky sdo as matrizes de condutividade térmica da matriz e da inclusdo,

respectivamente.

A equacdo de consisténcia estabelecida pelo método da inclusdo equivalente é a
seguinte:
—K;G(y) = —K;,[G(y) — G"(y)] (2.55)
gue pode ser reescrita como
Ki[6° +C()] = Kn[6° + () — 6" )] (2.56)
de onde resulta, explicitando-se a funcdo gradiente de transformacéo, a expresséo a seguir

G () = (I - Kz'K;)[6° + G(»)] (2.57)

A Equacéo (2.54) pode ser reescrita da seguinte forma:
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q(y) = —Kn,|6° +G(y) — G ()] (2.58)

Substituindo a Equacdo (2.58) na equacdo de balanco de fluxo de calor, admitindo a
auséncia de uma fonte interna de calor, e utilizando as derivadas das expressdes (2.48) e
(2.51), obtém-se:

- i&TK,,G*
T@¢) = —————"— (2.59)
Y% T R
a qual é valida para & # 0. Logo, a Equacéo (2.49) assume a forma
= ETKmE
G = (2.60)
Y= TRt
e, consequentemente, a expressao (2.50) pode ser escrita como
+oo0
GO = Z P'(O)KyG ey (2.61)
¢
em que
§§"
P'(§) = (2.62)
LT
Substituindo a Equacdo (2.52) em (2.61) é obtida a seguinte expressao:
+o0
- R (5 Y o
Gly) = Z P ©Kn-o-| | e ¥'vday el (2.63)
z O

em que se considerou o valor médio da funcdo gradiente de transformacdo. O uso do valor
médio da funcdo de transformacdo consiste em uma simplificacdo usual, como proposto em

Nemat-Nasser, lwakuma e Hejazi (1982) na homogeneizacdo de propriedades elasticas de
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compositos periodicos. Ressalta-se que nesta Gltima referéncia sdo apresentadas outras
propostas para avaliacao da referida funcao.

O valor médio de G(y) no dominio da incluséo ¢ definido pela relacéo:

G = Qif fﬂ CO)d, (2.64)
f

que, considerando a Equacdo (2.63), resulta em

N 1[0 = G’ .
GO =g [ D PR a6 ay (2.65)
13

e pode ser reescrita na forma

+o0
GO) = Y. POy 20D (2.66)
$
em que
go® = | e7vaa 267)
O

Sendo f,, = Qf/Q a fragéo volumétrica de inclusGes, a Equagéo (2.66) pode ser escrita

como

9o(—8) go(©) .
o -Q_f (G*) (2.68)

+o0
@) =) f|P'©OKn
§

ou, ainda,

(G(y)) = PK,,(G") (2.69)
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sendo
P=) FOP® 2.70)
¢
e
90(§) go(=9)
O 2.71)
Q Q
O somatorio da Equacdo (2.70) inclui todas as combinacbes de (ni, nz, n3), exceto
(0,0,0).
Considerando a condi¢do de consisténcia em termos médios, tem-se a seguinte
expresséo:
~K;(6° +(G)) = —Kn(6° +(€) - (6") (2.72)

que, introduzindo a Equacéo (2.69), resulta em

K:(G° + PK ,,(G*)) = K;,(G® + PK,,(G") — (G*)) (2.73)
Usando-se a Equacéo (2.73), chega-se a seguinte relacdo:

(6" = Kyt [(K — Kp) ™ - P]_l GO (2.74)

O fluxo de calor efetivo no dominio da célula unitaria de repeticdo e definido pela

expressao:

1
do =g fﬂ q(y)dQ (2.75)

a qual pode ser decomposta na forma
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(2.76)

—J KmGOdQ—j Kn,Gy)dQ+ | K,G* (y)dQs
Q Q

. 1
do =
Q Qf

na qual a segunda integral € nula devido a periodicidade do gradiente da temperatura

flutuante. Logo, avaliando-se as integrais, a Equacédo (2.76) é reescrita da seguinte forma:
1
q, = 5 [-KnG°Q — K, GO | (2.77)
Substituindo a Equacdo (2.31) em (2.77), obtém-se a seguinte expressao:
-K*G° = -K,,G° + f,K,,G* (2.78)
que, considerando a Equacéo (2.74), assume a forma
-1 -1
—K6° = —K6° + f, | (K — K;) —P(®)| 6° (2.79)

A partir da Equacédo (2.79), a matriz de condutividade térmica efetiva do composito

pode ser avaliada pela relacédo

K=K, —f, [(Km ~K;) - P(E)]_l (2.80)

De acordo com Nemat-Nasser, lwakuma e Hejazi (1982), o fator geométrico g,($)

para o caso de inclusdo cilindrica pode ser calculado analiticamente pela expressao a seguir:

N[ —

1)

5® 25 %en(
Q 1
2

(2.81)

=

em que J; é a funcdo de Bessel de primeira espécie. As variaveis ¢ e y tém a seguinte

definicéo:
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4rnf,
{= ’Lf—/fL /n% +n3 (2.82)

L
X = anfnl (283)

em que f, € a fracdo volumetrica de fibras, L; e L representam o comprimento da fibra e da

célula unitéaria, respectivamente. No caso de inclusdes cubicas, o fator geométrico é calculado

da seguinte forma:

9o ($) _ sen(d&;)sen(dé,)sen(dés)
Q¢ (d§1)(d§2)(dE3)

(2.84)

onde d representa o comprimento do lado da inclusdo (NEMAT-NASSER; YU; HORI,
1993).

2.4 Elemento de interface imperfeita

O elemento de interface imperfeita utilizado nas andlises bidimensionais foi
apresentado por Escarpini Filho (2015) e tem como base o modelo proposto em Benveniste
(2006). Nesse modelo, uma interfase fina de espessura h é substituida por uma interface

imperfeita, localizada na superficie média da interfase como mostrado na Figura 2.9.

Figura 2.9 - Substituicdo da interfase por uma interface imperfeita.

Matriz Matriz

Fibra

o

Interface

Interfase

Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Na formulacdo deste elemento de interface considera-se que existe apenas
descontinuidade de temperatura entre a matriz e a fibra. Hashin (2001) provou que uma
interfase fina cuja condutividade é muito menor do que a condutividade das outras fases pode
produzir uma descontinuidade finita no campo de temperatura. Logo, apenas interfases pouco
condutoras sdo analisadas com a formulacdo aqui apresentada.

A descontinuidade de temperatura na interface é calculada pela seguinte expresséo:

oo (1 1 2 > g5
+ - = km kf kl q‘l’l ()

em que kn,, ks e k; sdo as condutividades da matriz, fibra e interfase, respectivamente.

Considerando a representacdo em duas escalas do campo de temperatura na CUR (Equacdo
(2.2)) e que a descontinuidade da temperatura macroscopica é nula ao longo da interface, a

Equacéo (2.85) toma a forma
Ty-T =22 2.86
+ - - 2 k kf kl q'l'l ( . )
a partir da qual resulta
- - h(1 1 2
() =) =5 <—+———_> (qn) (2.87)

onde (T,) e (T,) sdo as temperaturas flutuantes médias nas faces adjacentes a interface e (g,,)
é o fluxo de calor normal médio através da interface. Vale observar que para efeito de
modelagem, a interface é discretizada na forma de segmentos de retas.

A relacdo entre o fluxo de calor médio nas faces adjacentes a interface € a seguinte:

(@) = —(q2)® = —(q,) (2.88)

a qual, considerando a Equacéo (2.87), fornece

<qn)(1) —C (Tl
{<qn><2>} e ]{m} (2:89)
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em que
2 1
C_EL_FL_E (2.90)
kpm " ke k;
Pela Equacdo (2.87), conclui-se que a matriz de condutividade térmica da interface é
definida por
c —C
k= ] @2

Para que a influéncia da interfase seja computada no calculo da condutividade térmica
efetiva, € necessario modificar a Equacdo (2.44). Logo, considerando uma célula unitaria
composta por matriz, fibra e interface imperfeita, a matriz de condutividade térmica

homogeneizada é dada pela seguinte relacao:

Nm Ny N; )
U,
K= D o SR+ )y ORI + ) [ = kil + (= k)P @92)
r=1 q=1 =1

(

onde N; indica o nimero de elementos de interface e v; D representa a fragdo volumétrica do I-

ésimo subvolume da interfase.
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3 EXEMPLOS DE HOMOGENEIZACAO TERMICA DE COMPOSITOS
PERIODICOS

3.1 Teste de convergéncia da formulacédo em séries de Fourier

Este exemplo tem como objetivo analisar a formulacéo analitica apresentada na Secédo
2.3 no que diz respeito a convergéncia de resultados em funcdo do numero de termos das
séries de Fourier empregadas para representacdo dos campos de grandezas periddicas
envolvidos no processo de homogeneizacdo térmica. Para isso, a condutividade térmica

efetiva de um composito periddico com fibras longas é avaliada para dois valores de kg /kp,:

10 e 100, considerando frag6es volumétricas de fibras (f,,) iguais a 10% e 60%.

O ndmero total de termos de uma série de Fourier truncada ¢ igual a (2N + 1). Aqui,
para avaliar a convergéncia dos resultados séo usados 0s seguintes valores de N: 10, 20, 50,
100, 150 e 200.

De acordo com os resultados apresentados nas Figura 3.1 e Figura 3.2, nota-se que a
convergéncia acontece mais rapidamente quando k/k,, € igual a 10, ou seja, para 0 menor
contraste entre as condutividades das fases. Percebe-se também a influéncia da fracdo
volumétrica de fibras pela diferenca entre os valores de k*/k,, para cada N. Os resultados
encontrados para 0s casos analisados sugerem que para N acima de 150 os valores da
condutividade térmica efetiva apresentam uma satisfatoria estabilidade, ou seja, exibem uma
aceitavel convergéncia. Com base neste resultado, nos exemplos que seguem, adota-se N =
150.



Figura 3.1 - Condutividade térmica efetiva para fracdo volumétrica de fibras igual a 10%.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 3.2 - Condutividade térmica efetiva para fracdo volumétrica de fibras igual a 60%.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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3.2 Exemplos de compositos com fibras curtas alinhadas

Nesta secdo sdo apresentados exemplos que avaliam a condutividade térmica efetiva
de compdsitos reforcados por fibras curtas alinhadas periodicamente distribuidas. Nos
exemplos sdo estudadas as influéncias da fracdo volumétrica de fibras, da relagdo entre a
condutividade térmica da matriz e da fibra, assim como da razao de aspecto da fibra e do grau
de anisotropia das mesmas. A influéncia da presenca e das propriedades de interfase entre
matriz e fibra também é avaliada.

Nestes exemplos, a relacdo entre as condutividades térmicas da fibra e da matriz é

denominada a = k¢ /k,,. A razéo de aspecto da célula unitaria é designada por a = L/D, em

que L e D sdo o comprimento e a largura da CUR, respectivamente. Os dados geométricos
relativos as malhas tridimensionais de subvolumes hexaéedricos séo gerados a partir de uma
malha bidimensional de subvolumes quadrilaterais que € repetida ao longo do eixo y;. Por
fim, os resultados sdo apresentados de forma adimensionalizada com relagdo a condutividade

da matriz.

Exemplo 3.2.1 - Influéncia da raz&o de aspecto da fibra.
Neste exemplo calcula-se a condutividade térmica efetiva de um compdsito cuja fracdo
volumétrica (f;,) € igual a 10%. Deseja-se verificar a influéncia da razdo de aspecto da fibra

p = Lg/ds, em que Ly e dy s&o 0 comprimento e o diametro da fibra, respectivamente.

Considera-se uma célula unitaria de repeti¢do cubica e dois valores de a: 2 e 100. Os
resultados sdo comparados com aqueles obtidos por Matt e Cruz (2001) que utilizaram uma
formulacdo micromecénica baseada no Método dos Elementos Finitos.

Na Figura 3.3 (a) é mostrada a se¢do transversal no plano yi-ys da malha de elementos
finitos tetraédricos usada em Matt e Cruz (2001) de onde foi retirado o volume referente a
fibra. Neste caso foram utilizados 106861 elementos finitos. A Figura 3.3 (b) apresenta a
malha bidimensional de subvolumes quadrilaterais a partir da qual foram gerados os dados

relativos a uma malha tridimensional com 54756 subvolumes hexaédricos.
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Figura 3.3 - (a) Se¢do transversal no plano yi-ys da malha de elementos finitos tetraédricos e (b)
Malha bidimensional de subvolumes quadrilaterais.

(b)

Fonte: (a) Matt e Cruz, 2001 (b) elaborada pela autora, 2018.

Na Tabela 3.1 sdo mostrados os valores de condutividade térmica efetiva na direcdo
longitudinal das fibras k;, enquanto a Tabela 3.2 apresenta os valores correspondentes a
direcdo transversal k7. Como observado, os erros percentuais dos resultados obtidos pela
TVF em relacdo aqueles alcancados com o MEF sdo menores do que 1%. Logo, existe uma

boa concordancia entre os resultados obtidos com as formulagdes citadas.

Tabela 3.1 - Condutividade térmica efetiva na dire¢do longitudinal
a=2 a =100
MEF | TVF | Erro (%) | MEF | TVF | Erro (%)
0,5 |1,070 | 1,069 0,09 1,249 | 1,241 0,64
1,0 | 1,079 | 1,079 0,00 1,420 | 1,408 0,85
2,5 [ 1,095 | 1,096 0,09 2,913 | 2,891 0,76
2,802 | 1,100 | 1,100 0,00 10,900 | 10,873 0,25

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

p

Tabela 3.2 - Condutividade térmica efetiva na direcdo transversal
o=2 a =100
MEF | TVF | Erro (%) | MEF | TVF | Erro (%)
0,5 | 1,082 | 1,082 0,00 1,475 | 1,471 0,27
1,0 | 1,077 | 1,076 0,09 1,338 | 1,335 0,22
2,5 | 1,070 | 1,070 0,00 1,234 | 1,234 0,00
2,802 | 1,069 | 1,069 0,00 1,217 | 1,216 0,08

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

p
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Quando a razdo de aspecto da fibra € igual a 2,802 as superficies planas extremas da
fibra ficam tangentes as faces da célula unitaria cubica. Dessa forma, esse caso corresponde a
um composito reforgado por fibras continuas.

Quando «a vale 2, a condutividade térmica efetiva apresenta pequena variagdo com o
aumento da razdo de aspecto da fibra. Entre os valores minimo e m&ximo adotados para p, a
condutividade efetiva aumenta aproximadamente 2,8% na dire¢do longitudinal e diminui
1,2% na direcdo transversal.

Para « igual a 100, ou seja, quando a fibra é muito mais condutiva do que a matriz, a
condutividade efetiva na direcdo longitudinal aumenta significativamente com o crescimento
da razéo de aspecto da fibra. Quando p passa de 0,5 para 2,5, a condutividade aumenta em
aproximadamente 130%. Para p igual a 2,802, ou seja, quando a fibra passa de curta para
longa, o crescimento da condutividade é igual a aproximadamente 270%. Por sua vez, a
condutividade efetiva na diregdo transversal varia relativamente pouco, diminuindo seu valor
em quase 18% no total.

Como a fragdo volumeétrica e o raio da fibra se mantém constantes, o crescimento de p
implica no aumento do comprimento da fibra, o que resulta na diminuicdo da distancia entre
as fibras na direcdo longitudinal (d;). Com isso, existe menos matriz entre as fibras servindo
como barreira para a condutividade térmica na direcdo longitudinal. A Figura 3.4 mostra a
distancia nas dire¢des longitudinal e transversal entre as fibras de células unitarias vizinhas.

Para manter a fracdo volumétrica e o raio da fibra constantes mesmo com o aumento
do comprimento da mesma, os lados da CUR cubica precisam ser aumentados. 1sso
corresponde ao crescimento da distancia entre as fibras na direcdo transversal (d;) e, entdo,
ao aumento da quantidade de matriz entre as fibras. Dessa forma, cresce a barreira entre as
fibras e, consequentemente, tende-se a uma diminuicdo da condutividade térmica na direcdo

transversal.
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Figura 3.4 — Distancia nas dire¢des longitudinal (d;) e transversal (d;) entre as fibras de células
unitarias vizinhas.

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.2.2 - Influéncia da fracdo volumétrica de fibras.

O objetivo deste exemplo é avaliar a influéncia da fragdo volumeétrica de fibras na
condutividade térmica efetiva de um compdsito com fibras curtas de raio igual a 8 um e 160
pum de comprimento. Neste caso € utilizada uma célula unitaria de repeticdo paralelepipédica.
A fracdo volumétrica das fibras é admitida variando entre 10% e 60% e sdo considerados
valores de « iguais a 2 e 100. Os resultados obtidos pela TVF para @ = 2 sdo comparados
com a formulacdo analitica em séries de Fourier com N igual a 150. No caso de a = 100, a
comparacao € feita com os resultados apresentados por Matt e Cruz (2006), onde foi utilizada
uma formulagdo micromecénica baseada no Método dos Elementos Finitos.

De acordo com a Figura 3.5, percebe-se que a condutividade efetiva na direcdo
longitudinal cresce juntamente com o aumento da fracdo volumétrica de fibras. Para « igual a
2, a condutividade aumenta 43% no intervalo de f;, considerado, enquanto que para « igual a
100, o crescimento € de aproximadamente 420%. Os resultados obtidos com TVF sédo

coincidentes com aqueles alcancados com formulacdo analitica e MEF.
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Figura 3.5 - Condutividade térmica efetiva na direcéo longitudinal em funcéo da fracéo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A condutividade térmica efetiva na direcdo transversal é mostrada na Figura 3.6 onde
nota-se seu crescimento com o aumento da fracdo volumétrica de fibras. Neste caso, a
condutividade efetiva cresceu no total aproximadamente 40% para « igual a 2 e quase 300%

para « igual a 100.
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Figura 3.6 - Condutividade térmica efetiva na direcéo transversal em funcéo da fracéo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.2.3 - Influéncia da fracdo volumétrica de fibras transversalmente isotropicas.

Neste exemplo € investigado o efeito da fracdo volumétrica de fibras sobre a
condutividade térmica efetiva de compositos refor¢ados por fibras curtas transversalmente
isotropicas. A razdo entre a condutividade da fibra na direcdo longitudinal kf, e a
condutividade na direcdo transversal k., € denominada 8 = ks, /ksr. Os seguintes valores
de f séo considerados: 0,1 e 10. O valor adotado para @ = k¢, /ky, € igual a 2 e a fragéo
volumétrica de fibras é admita variando de 5% a 30%. Os resultados gerados com a TVF séo
comparados com aqueles correspondentes a formulagdo em séries de Fourier na qual N é
igual a 150.

A condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal praticamente ndo é afetada
pela mudanca de f pois apenas o valor de kqr € alterado. De acordo com os resultados
mostrados na Figura 3.7, k; apresenta crescimento total de aproximadamente 22% e as duas

técnicas utilizadas apresentam boa concordancia.
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Figura 3.7 - Condutividade térmica efetiva na direcéo longitudinal em funcéo da fracéo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Na Figura 3.8 € mostrado como a condutividade térmica efetiva na direcdo transversal
é fortemente afetada pela variagdo de . Quando £ vale 10, k7 diminui na medida em que
decresce a fracdo volumetrica, pois, nesse caso, a condutividade da fibra na direcéo
transversal € menor do que a condutividade da matriz. Para g igual a 0,1, k7 aumenta devido
ao fato de a condutividade da fibra ser maior do que a matriz. Os resultados numéricos e
analiticos apresentam boa concordancia nesse caso, independentemente da fracdo volumetrica

de fibras.
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Figura 3.8 - Condutividade térmica efetiva na direcéo transversal em funcéo da fracéo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.2.4 - Influéncia do grau de anisotropia da fibra.

O objetivo deste exemplo é avaliar a influéncia do grau de anisotropia da fibra na
condutividade térmica do composito. A fracdo volumétrica de fibras é igual a 15%, o valor de
a é igual a 2 e a razdo de aspecto da fibra vale 5. Consideram-se 0s seguintes valores de :
0,01;0,1; 1; 10 e 100.

Como mostrado na Figura 3.9, a condutividade térmica efetiva na direcao longitudinal
ndo ¢ afetada pela mudanca no grau de anisotropia da fibra pois apenas o valor de k¢ r varia.
A condutividade térmica efetiva na direcdo transversal apresenta simetria de resultados com
relagdo a condutividade da matriz. Para 8 igual a 0,01 e 0,1, ks € maior do que k,,, logo a
condutividade efetiva aumenta para esses casos. Quando os valores de S sdo 10 e 100, k1
diminui, pois, a condutividade da fibra na direcdo transversal € menor do que a condutividade

da matriz.
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Figura 3.9 - Condutividade térmica efetiva em fungdo do grau de anisotropia da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.2.5 - Influéncia da condutividade da interfase.

Neste exemplo é avaliada a influéncia da condutividade da interfase na condutividade
térmica efetiva de um compdsito cuja fracdo volumétrica de fibras é igual a 25%. Considera-
se que a fibra tem 80 um de comprimento, 10 um de raio e que a interfase tem espessura igual
a 0,3 um. A célula unitaria utilizada é paralelepipédica com razdo de aspecto igual a 3 e «
vale 10.

A interfase representa uma camada de revestimento da fibra e sdo considerados dois
casos. O primeiro caso € representado na Figura 3.10 e consiste em uma fibra que nao possui
interfase nas faces planas. O segundo, mostrado na Figura 3.11, trata-se de fibra inteiramente

revestida por interfase.

Figura 3.10 - Caso a: fibra sem interfase nas faces planas.

Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 3.11 - Caso b: fibra totalmente revestida por interfase.

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Na Figura 3.12 é mostrada a condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal
para os dois casos de revestimento da fibra em funcdo da condutividade da interfase. O
comportamento dos dois tipos de fibras é similar quando a interfase é altamente condutiva. A
condutividade efetiva sofre aumento total de aproximadamente 17% no caso a de
revestimento e 21%, no caso b.

No caso de interfase com baixa condutividade, k; diminui juntamente com k;, sendo
esta influéncia maior quando a fibra é inteiramente revestida (caso b). Neste caso, a
diminuicdo total de k; é aproximadamente igual a 20%. Quando a fibra ndo possui

revestimento nas faces planas (caso a) o decréscimo de k; vale quase 8%.
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Figura 3.12 - Condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal em funcé@o da condutividade
da interfase.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A condutividade térmica efetiva na direcdo transversal é mostrada na Figura 3.13.
Considerando a direcdo transversal, os casos (a) e (b) sdo praticamente idénticos, resultando
em condutividade efetiva quase coincidente. Quando k; é maior que k,,, a condutividade
efetiva sofre aumento maximo de aproximadamente 6% com relacdo ao caso k;/k,, = 1, ou
seja, a situacdo sem interfase. No caso de interfase com baixa condutividade, k7 diminui

juntamente com o decréscimo de k;, chegando a uma diminui¢do méaxima de 60%.
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Figura 3.13 - Condutividade térmica efetiva na direcdo transversal em fun¢édo da condutividade
da interfase.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.2.6 - Influéncia da razdo de aspecto da fibra considerando a presenca de interfase.
Neste caso estuda-se como a razdo de aspecto da fibra influencia a condutividade
efetiva do compdsito com interfase de 1 um de espessura. A fracdo volumétrica de fibras €
igual a 20% e « vale 10 e 100.
As dimens@es da célula unitaria, assim como o comprimento da fibra para cada caso
avaliado, sdo mostradas na Tabela 3.3. A razdo de aspecto da CUR € mantida constante e

igual a 3 e o raio da fibra € fixado em 10 pm.

Tabela 3.3 - Dimensdes da CUR e da fibra (um).

p Comprimento da fibra | Largura da CUR | Comprimento da CUR
15 30 25,04 75,13
2,5 50 29,69 89,08
3,5 70 33,22 99,65
4,5 90 36,12 108,36
5,5 110 38,62 115,86

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Na Figura 3.14 é mostrada a condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal em
funcdo da razéo de aspecto da fibra, observando-se o aumento da condutividade efetiva com o
crescimento da razdo de aspecto da fibra apesar da fracdo volumétrica permanecer constante.

Quando se considera fibra sem interfase nas faces planas (Figura 3.10), a condutividade da
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interfase passa a interferir na condutividade efetiva para valores de p acima de 3,5. No caso de
fibra totalmente revestida por interfase (Figura 3.11), a condutividade da interfase é mais

relevante principalmente para o maior valor adotado para p.

Figura 3.14 - Condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal para os casos (a) e (b) de
revestimento em funcéo da razéo de aspecto da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A Figura 3.15 apresenta a condutividade térmica efetiva na direcdo transversal em
funcdo da razdo de aspecto da fibra considerando os dois tipos de recobrimento da fibra.
Nota-se que a condutividade efetiva diminui com o aumento da razdo de aspecto da fibra e

sofre pouca influéncia da interfase, principalmente para maiores valores de p.
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Figura 3.15 - Condutividade térmica efetiva na direcdo transversal para os casos (a) e (b) de
revestimento em funcéo da raz&o de aspecto da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Considerando os dados apresentados na Tabela 3.3 percebe-se que a medida que p
cresce, diminui a distancia longitudinal entre as fibras, reduzindo o volume de matriz que atua
como barreira para k;. Por outro lado, quando p aumenta, cresce também a distancia entre as

fibras na direcéo transversal, causando diminuicao de k7.

Exemplo 3.2.7 - Influéncia do raio da fibra.

Neste exemplo verifica-se a influéncia do raio da fibra sobre a condutividade efetiva
de compdsitos com fibras curtas considerando a presenca de uma interfase com 1 um de
espessura entre a matriz e a fibra. Os resultados sdo comparados com 0 caso de composito
sem interfase.

A célula unitaria utilizada é paralelepipédica com razdo de aspecto igual a 2. A razéo
de aspecto da fibra é igual a 2 e sua fragdo volumétrica vale 30%. A condutividade térmica

dos materiais que formam o compdsito € apresentada na Tabela 3.4.
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Tabela 3.4 - Condutividade térmica das fases.

Material Condutividade Térmica (W/mK)
Matriz epoxi 0,19
Fibra de Carbono 11
Interfase 5,595

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A Figura 3.16 apresenta a condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal para
0s raios considerados, enquanto a Figura 3.17 mostra os resultados na dire¢do transversal. Em
ambos 0s casos, nota-se que quando ndo existe interfase, a variagdo do raio ndo afeta a
condutividade efetiva do composito. Por outro lado, quando o composito apresenta uma

interfase entre matriz e fibra, a variacdo do raio altera a condutividade efetiva do material.

Figura 3.16 - Condutividade térmica efetiva na direcdo longitudinal em funcéo do raio da fibra.

5.0

4.0

©
(0]
(/]
()]
U]

k*l ,/km

2.0
1.0

0.0
2 4 6 8 10 12 14

Raio da Fibra (um)

Com interfase —e—Sem interfase

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Mantendo-se a fracdo volumétrica constante, quanto maior o raio da fibra menor o
volume total de interfase, diminuindo sua influéncia na condutividade efetiva. Dessa forma,
fibras com raios menores apresentam k* mais dependente de k;. Este fato pode ser notado
tanto na Figura 3.16 quanto na Figura 3.17, pois na medida em que O raio cresce, 0S

resultados para o caso com interfase se aproximam da resposta do composito sem interfase.
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Figura 3.17 - Condutividade térmica efetiva na dire¢do transversal em funcéo do raio da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

3.3 Exemplos de compositos com particulas cubicas

Os exemplos desta secdo tratam da determinacdo da condutividade térmica efetiva de
compositos reforcados por particulas cubicas com e sem a presenca de interfase. Nos
exemplos sdo avaliados os efeitos da fracdo volumétrica e do tamanho da inclusdo, assim
como a influéncia da condutividade da interfase. As células unitarias utilizadas nesta secéo

sao cubicas e contém uma Unica inclusdo.

Exemplo 3.3.1 - Influéncia da fracdo volumétrica de inclusdo em compdsitos sem interfase.
Neste caso, a condutividade térmica efetiva de um compdsito com particulas cubicas é
calculada em fungdo da fracdo volumétrica de inclusdes. A inclusdo possui condutividade
duas vezes maior que a matriz e seus lados tém 10 um de comprimento.
Na Figura 3.18 é mostrada a condutividade térmica efetiva calculada com TVF e com a

formulacdo analitica em series de Fourier.
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Figura 3.18 - Condutividade térmica efetiva de compdsito reforgado com particulas ciibicas sem
a presenca de interfase em funcéo da fracdo volumétrica.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

De acordo com Figura 3.18, a condutividade efetiva do compdsito aumenta juntamente
com a fracdo volumétrica de inclusGes. Nota-se, também, boa concordancia entre 0s

resultados numéricos e analiticos.

Exemplo 3.3.2 - Influéncia da condutividade da interfase.

Neste exemplo é investigado o efeito de uma interfase com 50 nm de espessura na
condutividade efetiva do composito. A inclusdo cubica possui 10 um de lado e sua fracéo
volumétrica vale 30%. A relacdo entre as condutividades da incluséo e da matriz vale 2.

A condutividade efetiva é apresentada na Figura 3.19 para valores de k;/k,, que
variam de 0,001 até 1000.
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Figura 3.19 - Condutividade térmica efetiva do compdsito com inclus@es cubicas em funcao da
condutividade da interfase.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Conforme apresentado na Figura 3.19, a condutividade da interfase afeta diretamente a
condutividade efetiva do compdsito. Para k;/k,, igual a 0,001, k* é aproximadamente 48%
menor em comparagdo com o caso sem interfase. Por outro lado, quando k;/k,, vale 1000, k*

sofre aumento de aproximadamente 78% em relacdo ao caso de k; = k,,.

Exemplo 3.3.3 - Influéncia do tamanho da incluséo considerando a presenga de interfase.

Este exemplo consiste na verificacdo do efeito de tamanho da inclusdo quando se
considera a presenca de uma interfase com 50 nm de espessura. Neste caso, a relacéo entre a
condutividade da matriz e da fibra é igual a 2, enquanto k;/k,, assume dois valores: 0,1 e 10.
A fracdo volumétrica de incluséo é igual a 30%. O comprimento do lado da incluséo cubica d
é admitido variando de 2 uma 12 pm.

A condutividade térmica efetiva em funcdo do tamanho da inclusdo é mostrada na
Figura 3.20, onde nota-se o efeito da presenca de uma interfase. Quanto maior o tamanho da
inclusdo menor é o volume total de interfase e, consequentemente, menor sua influéncia na

condutividade efetiva.



7

Figura 3.20 - Condutividade térmica efetiva em fun¢édo das dimensdes da particula.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Percebe-se na Figura 3.20 que, na medida em que as dimensdes da incluséo
aumentam, os resultados para 0s casos com interfase convergem para o caso sem interfase.

Por outro lado, quando ndo ha interfase, k* ndo é influenciado pelo tamanho da incluséo.

3.4 Exemplos de compositos com fibras longas unidirecionais

Nesta secdo sdo apresentados exemplos que avaliam a condutividade térmica efetiva
de compositos reforcados por fibras longas unidirecionais com e sem a presenca de interface
ou interfase. Nos exemplos sdo estudadas as influéncias da fracdo volumétrica de fibras, da
relacdo entre a condutividade da matriz e da fibra e da espessura da interfase.

Exemplo 3.4.1 - Influéncia da fracdo volumétrica de fibras em compositos sem interfase.

Este caso trata de um compdsito unidirecional de duas fases, com distribuicdo
periodica de fibras e interface perfeita entre matriz e fibra. O objetivo é investigar a influéncia
da fracdo volumétrica de fibras na condutividade térmica efetiva, considerando diferentes
relagGes entre a condutividade da fibra k; e da matriz k,,. O modelo utilizado consiste em
uma célula de repeticdo unitaria quadrada.

A condutividade térmica da matriz é igual a 300 W/(mK) e a fibra possui raio de 10
pum. Considerou-se a presenca de fibras mais condutoras do que a matriz com fracéo

volumétrica variando de 5% a 70%.
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Na Figura 3.21 é apresentada a condutividade térmica efetiva para fibras com
condutividades iguais a 10k,,, 100k,,, e 1000k,,. Nesta figura s&o mostrados os resultados
obtidos com a formulacdo paramétrica bidimensional da teoria de volumes finitos e com a

formulacdo analitica baseada em séries de Fourier.

Figura 3.21 - Condutividade térmica efetiva para diferentes kKi/km.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

De modo geral, a condutividade térmica efetiva do composito aumentou com o
acréscimo de fibras, devido a presenca de reforco mais condutivo do que a matriz. Para
fragbes volumétricas até 40%, aumentar a condutividade da fibra de 10k,, para 100k,, gera
um aumento maximo na condutividade efetiva de aproximadamente 15%. Para a fracdo
volumétrica méxima considerada, esse acréscimo ¢é aproximadamente 40%.

Para o caso de aumentar a condutividade da fibra de 100k,,, para 1000k,,,, 0 acréscimo
na condutividade efetiva é menor do que 2% para fragcdes volumétricas até 40%. Para a fracdo
volumétrica de 70%, esse acréscimo é aproximadamente 7%.

Com base na Figura 3.21, percebe-se que a formulacdo analitica em séries de Fourier

apresenta resultados coincidentes com aqueles obtidos por TVF para fracdo volumétrica de
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fibras até aproximadamente 40%. Exceto para o caso onde k¢/k,, = 10, onde os resultados
sdo coincidentes até a fracdo volumétrica de 50%. Nota-se que os resultados divergem mais
quanto maior o contraste entre as condutividades das fases. Essa divergéncia pode ser
atribuida a simplificacdo adotada para a funcdo gradiente de transformacdo na Equacdo
(2.63).

Dessa forma, considerando o intuito de obter um compdsito condutivo, percebe-se que
para o caso em estudo ndo é necessario o uso de fibras com condutividade muito maior do que

a matriz para obter ganhos significativos na condutividade efetiva.

Exemplo 3.4.2 - Influéncia da fracdo volumétrica de fibras em compdsitos com interfase.
Neste caso € analisado um composito unidirecional de trés fases, distribuicdo periddica
de fibras, interface perfeita entre matriz e interfase assim como entre interfase e fibra. O

modelo utilizado consiste em uma célula de repeticao unitaria quadrada (Figura 3.22).

Figura 3.22 - Célula unitéria de repeticdo de um compdsito de trés fases discretizada em
subvolumes quadrilaterais.

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

O objetivo do exemplo é verificar a influéncia da fracdo volumétrica de fibras na
condutividade térmica efetiva considerando a presenca de uma interfase de 20 nm de
espessura. Considerou-se que a fracdo volumétrica varia de 5% a 60%.

A condutividade térmica da matriz é igual a 0,3 W/(mK), a fibra tem 10 um de raio e
sua condutividade térmica vale 300 W/(mK). No primeiro caso analisado, a interfase possui
condutividade k; menor do que a matriz k,,,, apresentando os seguintes valores: 0,1k,,,
0,01k, € 0,001k,,. No segundo, a condutividade da interfase possui alta condutividade e sdo

considerados os seguintes valores: 10k,,, 100k,,, e 1000k,,.
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A condutividade térmica efetiva dos compdsitos cujas interfases sdo pouco condutivas
é apresentada na Figura 3.23, enquanto os compoésitos com interfases altamente condutivas

tem sua condutividade efetiva mostrada na Figura 3.24.

Figura 3.23 - Condutividade térmica efetiva de compoésitos com interfase de baixa
condutividade.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Como mostrado na Figura 3.23, a condutividade térmica efetiva aumenta juntamente
com a fracdo volumétrica para os casos em que k; é igual a 0,1k, e 0,01k,,. Mesmo com a
presenca de uma interfase pouco condutiva, a alta condutividade térmica da fibra permitiu um
aumento na condutividade efetiva.

Apesar do ganho de condutividade efetiva, nota-se a influéncia da interfase no fato de
k* aumentar de forma menos acentuada para k; igual a 0,01k,,. Na média, a condutividade
efetiva aumenta 17% menos quando k; passa de 0,1k, para 0,01k,,.

Para o caso de interfase com condutividade extremamente baixa, k; igual a 0,001k,,,
a condutividade efetiva diminui mesmo com a presenca de fibras altamente condutivas.

Percebe-se que quanto maior a fracdo volumétrica de fibras, maior é a influéncia da

interfase na condutividade efetiva do composito.
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Figura 3.24 - Condutividade térmica efetiva de compoésitos com interfase de alta condutividade.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Neste exemplo, o raio da fibra é constante, entdo o crescimento da fracdo volumétrica
implica em aumento da proporgédo interfase/matriz. Logo, a presenca de interfases com
condutividade maior do que a matriz causa 0 aumento da condutividade térmica efetiva em
conjunto com a fragdo volumétrica, como mostrado na Figura 3.24. Para o caso de interfase

altamente condutiva, percebe-se que k* independe da relacédo k;/k,,.

Exemplo 3.4.3 - Influéncia do tamanho da incluséo.

Neste exemplo é estudado um composito unidirecional de duas fases, distribuicéo
periddica de fibras e interfase entre matriz e fibra. Para as analises foi utilizada uma célula de
repeticdo unitéaria quadrada.

O objetivo do exemplo € avaliar a influéncia do tamanho da inclusdo na condutividade
térmica efetiva levando em conta a presenca de uma interfase fina pouco condutora. Os
resultados sdo comparados com os obtidos por Escarpini Filho (2015) com o Método dos
Elementos Finitos.

O raio da fibra varia de 0,05 pm a 10 um e a condutividade térmica da mesma é igual
a 300 W/(mK). A condutividade térmica da matriz é igual a 178 W/(mK). A interfase tem 20

nm de espessura e condutividade térmica igual a 2,918 W/(mK).
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Figura 3.25 - Influéncia do raio da fibra na condutividade térmica efetiva.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Como mostrado na Figura 3.25, os resultados obtidos com TVF e com MEF sdo
idénticos. A condutividade térmica efetiva cresce com o aumento do raio da fibra, sendo que

este crescimento é mais acentuado para raios menores.

Exemplo 3.4.4 - Influéncia do raio da fibra variando a condutividade da interfase.

Neste exemplo é investigada a influéncia do raio da fibra na condutividade térmica
efetiva do compdsito considerando a presenga de uma interfase com 20 nm de espessura. S&o
considerados dois casos para a interfase: a) altamente condutiva com condutividade térmica
igual a 100k,, W/(mK) e b) fracamente condutiva com condutividade térmica de 0,01k,,
W/(mK).

A condutividade térmica da fibra é igual a 3,5 W/(mK), o raio da mesma varia de 0,05
pum a 10 um e a fragdo volumétrica vale 30%. Por sua vez, a condutividade téermica da matriz
vale 0,19 W/(mK).

Considerando a Figura 3.26, percebe-se que o raio da fibra ndo tem influéncia na
condutividade efetiva quando ndo se considera a presenca de interfase. Por outro lado,
observa-se claramente o efeito de tamanho da fibra quando se considera a presenca da
interfase. No caso em estudo, a condutividade efetiva cresce na medida em que aumenta o
raio da fibra, pois a interfase possui condutividade menor que a matriz. I1sso acontece porque,

mantendo-se a fragdo volumétrica constante, quanto maior o raio da fibra menor o volume



83

total de interfase, diminuindo sua influéncia na condutividade efetiva. O efeito da
dependéncia do tamanho da inclusdo na condutividade térmica efetiva € conhecido como
efeito Kapitza (KAPITZA, 1941).

Figura 3.26 - Influéncia do raio da fibra com diferentes interfases.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Para o composito com interfase altamente condutiva, percebe-se que a condutividade
efetiva diminui com o aumento do raio da fibra. A condutividade efetiva do compoésito com
interfase altamente condutiva se aproxima mais rapidamente da condutividade efetiva do
composito sem interfase, na medida em que cresce o raio, do que no caso onde 0 compadsito

tem interfase com baixa condutividade.

Exemplo 3.4.5 - Substituicdo da interfase por uma interface imperfeita.

Neste exemplo sdo consideradas as mesmas propriedades dos constituintes
apresentadas no Exemplo 3.4.3. O objetivo é verificar o desempenho da metodologia que
busca substituir a interfase entre matriz e fibra por uma interface imperfeita.

A condutividade térmica efetiva foi calculada usando um modelo com trés fases e um
modelo com duas fases e interface imperfeita. Como pode ser visto na Figura 3.27, 0s

resultados obtidos com os dois modelos coincidem a partir de raio igual a 0,5 pum.
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Figura 3.27 - Influéncia do raio da fibra na condutividade térmica efetiva.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Para os raios iguais a 0,05 um e 0,25 um, os resultados obtidos com os dois modelos
divergem, ou seja, ndo é mais possivel substituir a interfase por uma interface. 1sso acontece
porque nesses dois casos nao é atendida a hipdtese de interfase fina adotada na formulacao da

interface imperfeita.

Exemplo 3.4.6 - Avaliacdo da condicéo de interfase fina.

Como mencionado na Secdo 2.4, a formulacéo da interface imperfeita adota a hipotese
de a interfase ser fina. O objetivo deste exemplo é verificar até qual espessura uma interfase
pode ser considerada fina para a formulacio apresentada.

Para esse fim, calculou-se a condutividade térmica efetiva com um modelo de trés
fases e com um modelo de duas fases com interface imperfeita. Mantendo fixo o valor do raio
da fibra (R) e variando a espessura da interface (h), foram obtidos os resultados mostrados na
Figura 3.28.
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Considerando a formulagéo apresentada na Secdo 2.4 e para este caso, percebe-se que
uma interfase pode ser substituida por uma interface imperfeita se a relacdo h/R for menor do
que 0,04.

Figura 3.28 - Verificagdo da hipotese de interfase fina.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.4.7 - Verificagdo da condicdo de descontinuidade de temperatura e continuidade
de fluxo de calor normal.

No desenvolvimento da formulagdo da interface imperfeita foi considerada somente a
descontinuidade de temperatura. Neste exemplo verifica-se a validade dessa consideracéo
para o caso de interface pouco condutiva, comparando os resultados com outros obtidos com
uma formulagao que considera descontinuidade de temperatura e do fluxo de calor normal. Os
resultados também séo confrontados com os obtidos com um modelo de trés fases.

Para realizar a mencionada verificagdo foi desenvolvida uma nova matriz de
condutividade térmica para o elemento de interface, apresentada no Apéndice B.

Como mostrado na Figura 3.29, desconsiderar a descontinuidade de fluxo de calor
normal & interface, praticamente, ndo influencia a condutividade efetiva para interfaces pouco

condutoras.
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Figura 3.29 - Verificagédo da condicdo de descontinuidade de temperatura.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 3.4.8 - Influéncia de interfases espessas.

Neste exemplo investiga-se a influéncia da espessura da interfase na condutividade
térmica efetiva de compdsito com matriz epoxi. Foram considerados dois tipos de fibra,
carbono e vidro, cujas propriedades sdo mostradas na Tabela 3.5. A fracdo volumétrica de

fibra € 10% e a condutividade térmica da matriz € igual a 0,19 W/mK.

Tabela 3.5 - Propriedades térmicas das fibras e da interfase.

) ) ) Condutividade Térmica | Condutividade Térmica
Tipo de Fibra | Raio (um) )
da Fibra (W/mK) da Interfase (W/mK)
Carbono 3,5 11 5,595
Vidro 10 1,3 0,745

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

S&o comparados os resultados apresentados por Wang e Qin (2015) com aqueles
obtidos com TVF considerando um modelo de trés fases.

Para avaliar a influéncia da interfase nas propriedades térmicas efetivas de compdsitos,
Wang e Qin (2015) desenvolveram um elemento revestimento/fibra a partir do método
hibrido de elementos finitos baseado em solucdo fundamental (HFS-FEM). Considerando a
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solucédo fundamental para fibra circular imersa em matriz infinita, o elemento criado dispensa
a discretizacdo do dominio da interfase e da fibra.

Considerando a Figura 3.30, nota-se uma boa concordancia entre os resultados para
ambos os tipos de fibras. Percebe-se que a condutividade efetiva aumenta juntamente com a

espessura da interfase, visto que esta possui condutividade maior do que a matriz.

Figura 3.30 - Condutividade térmica efetiva x espessura da interfase.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Também foi avaliada a influéncia da condutividade térmica da interfase k; variando
sua espessura. Para o compésito reforcado com fibras de carbono foram avaliadas interfases
com 0,35 um, 0,7 um e 1,05 um. Variando a relacéo k;/k,, de 0,001 a 1000, foram obtidos
os resultados mostrados na Figura 3.31.

Para interfase com alta condutividade, ou seja, para k; variando de 10k,, a 1000k,,,
percebe-se que ndo ocorre aumento significativo de condutividade efetiva. Nessa faixa de
valores de k;, o acréscimo de condutividade térmica efetiva foi de aproximadamente 2,5%
para a interfase mais espessa e de menos de 1% para a interfase mais fina.

Comparando o caso de interfase altamente condutora com aquele sem interfase, ou
seja, k; igual k,,, 0 compdsito com interfase de espessura igual a 1,05 um apresenta o maior

acréscimo de condutividade efetiva, aproximadamente de 13%. O compdsito cuja interfase



88

tem 0,7 pm de espessura apresenta aumento de 9% na condutividade efetiva,
aproximadamente o dobro do caso em que a interfase tem 0,35 pm.

Para o caso de interfase com baixa condutividade, alteracdes mais significativas na
condutividade térmica efetiva sdo verificadas. O compdsito cuja interfase possui 1,05 um de
espessura e condutividade térmica igual a 0,1k,,, apresenta condutividade térmica efetiva 40%
menor comparado com o compasito sem interfase. Para o compdsito com interfase de 0,7 um
de espessura, a condutividade efetiva diminui 32%. Por sua vez, o compdsito cuja interfase é
igual a 0,35 um apresenta condutividade efetiva 20% menor.

A medida que a condutividade térmica da interfase diminui, a diferenca entre a
condutividade térmica efetiva dos compdsitos avaliados decresce. Esse fato demonstra que,
para interfases muito pouco condutoras, a espessura das mesmas deixa de ser um fator

importante, sendo mais preponderante o valor da condutividade da interfase.

Figura 3.31 - Compdsito reforgado por fibra de carbono.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Para o composito reforcado com fibras de vidro foram avaliadas interfases com 1 um,
3 um e 5 pm. Variando a relagdo k;/k,, de 0,001 a 1000, foram obtidos os resultados

mostrados na Figura 3.32.
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Figura 3.32 - Compdsito reforgado por fibra de vidro.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

O composito com interfase de espessura igual a 5 um apresenta a maior varia¢do de
condutividade térmica efetiva quando a condutividade da interfase é modificada.
Considerando interfases altamente condutivas, esse compdsito apresenta um acréscimo de
26% na condutividade efetiva. Para o caso de interfase com baixa condutividade, o
decréscimo € igual a 45%.

No caso do composito cuja interfase tem 3 um, a condutividade térmica efetiva
aumenta em 18% quando k; = 1000k, e diminui em 38% para k; = 0,001k,,.

Por fim, o composito com interfase de espessura igual a 1 pum apresenta as menores
variacdes na condutividade efetiva em comparacdo com o composito sem interfase. Para o
caso de interfase com baixa condutividade, o decréscimo na condutividade térmica efetiva é

igual a 32%. Para interfase altamente condutiva, a condutividade efetiva aumenta 8%.

Exemplo 3.4.9 - Condutividade térmica de compositos com fibras vegetais.

Neste exemplo é estudada a condutividade térmica efetiva transversal de compositos
reforcados por fibras vegetais unidirecionais por meio de métodos numéricos e analiticos. Os
resultados obtidos sdo confrontados com experimentos realizados por Liu et al. (2012b).

As fibras vegetais sdo geralmente ocas, sendo 0s espagos vazios denominados lumen.

A Figura 3.33 mostra um feixe de fibras de abaca onde é destacada a regido sélida e o lumen.
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Figura 3.33 - Feixe de fibras de abaca.

Fonte: LIU; TAKAGI; YANG, 2011 (adaptada).

Liu et al. (2012b) determinaram experimentalmente a condutividade térmica de dois
tipos de compdsitos, um reforcado com fibras de abaca e outro com fibras de bambu, ambos
com matriz epoxi. A condutividade térmica da regido solida das fibras, assim como da matriz

séo apresentadas na Tabela 3.6.

Tabela 3.6 - Condutividade térmica dos materiais para o modelo trifasico.

Material Condutividade Térmica (W/mK)
Matriz epoxi 0,298
Fibra de Abaca 0,430
Fibra de Bambu 0,350
Lamen (ar) 0,026

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Os feixes de fibras de abaca e bambu apresentam diferenca significativa com relagdo a

quantidade e tamanho do Iumen (Figura 3.34). Liu et al. (2012b) representam a fracdo
volumétrica de Iimen com relacdo ao feixe de fibras (v;) com o coeficiente a = /15 = \/71
onde 7; e 7y sdo os raios do Iimen e da regido solida, respectivamente. Para a fibra de abaca,

a = 0,67 e para a fibra de bambu, « = 0,12.
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Figura 3.34 - Secao transversal de feixe de fibras de (a) abaca e (b) bambu.

Para possibilitar o calculo da condutividade térmica efetiva do compdsito por meio da
TVF é necessario escolher uma CUR adequada. A Figura 3.35 mostra a se¢do transversal do
composito (a) e sua representacdo simplificada com distribuicdo periodica dos feixes de fibra
(b). Desta distribuicao periddica € escolhida uma célula de repeticdo unitaria (c) cujo feixe de
fibras apresenta diversos limens. Esta célula pode ser transformada em um modelo

equivalente (d) onde os limens séo agrupados, formando assim um modelo trifésico.

Figura 3.35 - Obtenc¢édo do modelo de trés fases: (a) secédo transversal do compdsito (b)
representacdo da distribuicéo periddica de feixes de fibra (c) CUR (d) modelo equivalente da
CUR.
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(d) (©

Fibra
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Matriz -«

Modelo Equivalente da Célula de Repeti¢io Unitaria

Célula de Repeticao Unitaria

Fonte: Liu et al., 2012a (adaptada).

Um modelo de duas fases foi utilizado para determinar a condutividade térmica efetiva
com a formulacdo analitica apresentada na Secdo 2.3. Dessa forma, a CUR é formada pela

matriz e por um feixe de fibras (Figura 3.36).



92

Figura 3.36 - Modelo de duas fases.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A condutividade térmica dos feixes, formados pelas fibras e pelo limen, foi

determinada por Liu et al. (2012b) e sdo apresentadas na Tabela 3.7.

Tabela 3.7 - Condutividade térmica dos materiais para o modelo bifasico.

Material Condutividade Térmica (W/mK)
Matriz epoxi 0,298
Feixe de Fibras de Abaca 0,185
Feixe de Fibras de Bambu 0,345

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Na Figura 3.37 sdo mostrados os resultados obtidos para o composito reforcado com
fibras de abaca, considerando fragcdes volumétricas de feixe de fibras iguais a 13%, 23%, 34%
e 47%. O raio da regido solida da fibra € igual a 93 um ¢ o raio do limen, 62 pm.

Percebe-se uma boa concordéancia dos resultados numéricos e analiticos com o0s
experimentais. A condutividade térmica efetiva diminui com o aumento da fragdo volumétrica
de fibras. Esse comportamento se deve a presenca do limen que atua como uma barreira para

a transmissao de calor.
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Figura 3.37 - Fibras de abaca.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A Figura 3.38 apresenta os resultados obtidos para o composito reforcado com fibras
de bambu, considerando fragdes volumétricas de feixe de fibras iguais a 7%, 14% e 30%. O
raio da regido solida da fibra é igual a 102 um e o raio do limen, 12,24 pm. Os resultados
numéricos e analiticos também coincidiram com 0s experimentais para esse caso.

Como mostrado na Figura 3.34, as dimensbes do lumen da fibra de bambu sdo
pequenas, logo ndo influenciam de forma significativa a condutividade térmica efetiva do
compdsito. Dessa forma, hd um pequeno acréscimo de condutividade com o aumento da

fracdo volumétrica.



Figura 3.38 - Fibras de bambu.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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4 HOMOGENEIZACAO TERMOELASTICA DE COMPOSITOS PERIODICOS
REFORCADOS POR FIBRAS

Neste capitulo é apresentada uma extensdo da formulagdo paramétrica tridimensional
da Teoria de Volumes Finitos para problemas elasticos na qual foram incorporados os efeitos

térmicos.
4.1 Formulagdo Paramétrica Tridimensional da Teoria de VVolumes Finitos

Nesta secdo, a versdo paramétrica tridimensional elastica da Teoria de Volumes
Finitos apresentada em Chen; Wang e Chen (2018) é estendida com a incorporacdo dos
efeitos térmicos.

Considera-se um elemento de volume representativo submetido a uma condigédo de
contorno homogénea em deslocamento (Figura 4.1). A célula unitaria de repeticdo obtida a
partir deste EVR tem sua microestrutura discretizada em subvolumes hexaedricos como
descrito na Secdo 2.1. O campo de deslocamentos em cada subvolume (k) é representado por

uma expansao em duas escalas que envolve componentes macroscopicas e flutuantes

4

em que &;; sdo as deformagdes macroscopicas.

Figura 4.1 - Elemento de Volume Representativo submetido a uma condi¢io de contorno
homogénea.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Na versdo paramétrica da Teoria de Volumes Finitos, as componentes do campo de

deslocamentos flutuantes ﬁi(k) sdo aproximadas por uma expansdo polinomial de segunda

ordem de Legendre nas coordenadas paramétricas

1
4 = Wiigao) + Wiciso) + MWiolo) + EWicoos) +5 (33% = DWii3y

i(000 i(100 i(010 i(001 i(200)
1 1 4.2)
(k) (k)
+ P (3n% — 1)Wi(ozo) + P (3§ — 1)Wi(ooz)
em que Wig',;)n) sdo coeficientes a determinar.
As equacdes de equilibrio para o subvolume sdo dadas pela seguinte expressao
05
Y _— (4.3)
enquanto a equagdo de Cauchy é representada pela relagao:
() _ (), (k)
ti = aji nj (4-4)

Assumindo que o material do subvolume é elastico linear submetido a uma variagdo
de temperatura AT, as tensdes se relacionam com as deformacdes por meio da lei de

constitutiva termoelastica de Duhamel-Neumann

k) _ R (k) th(k)
0;i° = G = 0y (4.5)

em que as componentes de tensdes associadas a variacao de temperatura sao dadas por

th(k k k _ k
o/ = ¢Sl aT = rOaT (4.6)
sendo C;j; 0 tensor de rigidez do material e a;,; os coeficientes de dilatacdo térmica.

Por meio da Equacdo (4.1), obtém-se a seguinte expressdo relacionando as

deformac6es do subvolume com os deslocamentos flutuantes:
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1(oa® aa®
O =g+ = ! 4.7
& Eij +2< ayj + 3, (4.7)

Como serd visto adiante, os deslocamentos flutuantes da célula unitaria de repeticdo
s&o determinados por meio de uma matriz de rigidez global que é construida pela combinacédo
de matrizes de rigidez locais. A montagem da referida matriz deve garantir as condicdes de
continuidade de deslocamentos e tensbes médias, assim como as condi¢des de periodicidade.

4.1.1 Matriz de rigidez do subvolume

Considerando a Equacdo (4.2), os deslocamentos flutuantes médios nas faces de cada

subvolume (Figura 2.4) sdo definidos e avaliados pelas seguintes relagdes:
1 1 1 _ _
(i1;)(+2) = Zf f %;({,n, & = F1)dddn = Wjo00) T Wicoo1) + Wicooz)
-17-1
1 1 1 _ _
(@) = ZJ J %;(¢,n = +1,8)d{d& = W00y T Wico10) + Wico20) (4.8)
-17-1

. I
(ui>(4’6) = Z,f f %;(¢{ = £1,n,8€)dnd¢ = Wi00) £ Wic100) + Wi(ZOO)
-1J-1

A partir das equacdes (4.8), os coeficientes IW; de primeira e segunda ordem podem ser
escritos em funcdo dos deslocamentos médios nas faces e dos coeficientes de ordem zero pela

expresséo:

(i)Y D — W
Wiwom) 9 0 0 1 0 -1 <If1>(2) o)
Wio10) 0 0 -1 0 1 0 (@) — Wicooo)

) Wicoo1) ( _ 1 -1 1 0 0 0 O ) (ui>(3) — Wioo0) (4.9)
Wiooy[ 200 0 0 1 0 1 })(@)™ — W '
Wioz0y R ICAIOR Wicooo)

Wigoo)/ -1 1 0 0 0 04} ©)
() — Wio00))
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Representando por C;; e G;; as componentes da matriz de rigidez elastica do material

relacionadas com as tensbes normais e de cisalhamento, respectivamente, as seguintes

equacdes locais de equilibrio podem ser escritas:

C 0"t +G 62a1+G azﬁl+(C + Gyy) 0%t + (Cyz + Gsp) 0% _
11552 12752 31 952 12 12) 5555, 13 355 0y,
921, 921, 921, 921, 921,
G C Gy —— C G,)———— C G,,))——=0 4.10
12 3y? + (o2 3y + Gp3 3y + (€ + 12)6y16y2+( 23 T 23)6}1263/3 (4.10)
9211, 9211, 0211, 0211, 9211,
Gsy 9,2 Go3 9,72 + (33 9y + (Cy3 + G34) 3.9y, + (€3 + Gp3) 37,9

Os coeficientes de ordem zero W;o0) podem ser calculados substituindo-se as
derivadas segundas do campo de deslocamentos (4.2) nas equacOes (4.10) juntamente com a
expressao (4.9). Dessa forma, os coeficientes W00y Sd0 escritos em fungdo dos
deslocamentos médios nas faces dos subvolumes. Substituindo-se as expressdes de Wyqgy Na

Equacéo (4.9), obtém-se:

(@)™
(ﬁ)(Z)
@

w, =B<<ﬁ)(4) (4.11)
(ﬁ)(5)
\(71)(©) )

~"

em que W;= Wi Wioi) Wicory Wicooy Wiz Wicon]” e (@)W =
[(5i)®D  (i,)®D  (1i,)D]T. A matriz B é calculada com as componentes da matriz de rigidez
elastica do material e da matriz Jacobiana inversa média, porém ndo estd descrita aqui em
detalhes devido ao tamanho dos seus elementos.

As deformagdes médias nas faces dos subvolumes podem ser obtidas a partir da
Equacdo (4.7), considerando que as derivadas parciais das componentes de deslocamentos
flutuantes com relacdo as coordenadas (y: - y2 - y3) estdo relacionadas com as derivadas

parciais com relagdo as coordenadas (¢ - n - &) pela média da matriz Jacobina inversa (J).



99

Dessa forma, o vetor que reune as deformacdes médias na face p de um subvolume genérico é

dado por
_<811>_(p) _8_11_
g“; ;22 By 0 0la» o 0 1[W,
| ZlinlTE|O @D 0fl 0 4a® o Wz]
23 23 -
& 0 0 0 0 A®llw (4.12)
on ) ’
(y12) Y124
sendo
1 0 0 0 0 0 0 0 O
0O 0001 0 O0O0TO0
=_10 0 0 0O OO O 0 1
E= 0 000 01010 (4.13)
0O 0100 0 1T O0O0
0 1. 01 0 0 0O 0 O
e onde as matrizes A® s&o calculadas da seguinte forma:
(1 0 0 0 0 O]
AGY =10 1. 0 0 0 O
0 01 0 0 +3
[1 0 0 0 0 O]
AGY =10 1. 0 0 F3 0 (4.14)
0O 01 0 0 o
1 0 0 £3 0 O
A®® =10 1.0 0 0 0
0O 01 0 0O

Com base na Equacdo (4.4), as componentes de tensdes medias nas faces dos

subvolume podem ser determinadas pela seguinte expressao:



(t,) (»)
(t2)
(t3)

— n(p)

[(011)]
(022)
(033)
(023)
(031)

[{012)]

®

ng, 0 0 0 ny
0 n, 0 ng O
0 0 n3 n, ny

n,1®

ny

»
(011)]

(022)
(033)
(023)
(031)

{012

100

(4.15)

onde n,,n, e ny sdo as componentes do vetor normal unitario que apontam para fora da face p

do subvolume.

Fazendo-se uso das Equacdes (4.5) e (4.12), o vetor das tensdes médias na face p do

subvolume pode ser avaliado pela relagao:

'(6711)_(p)
(022)
(033)
=C
(023)
(031)
[(012)]
em que
C11 Cp2
Ciz Cy
_ |Gz Cy3
€= 0 0
0 0
L 0 0

g
&22

€331 | CE
V23
Y31
Y12

Ciz O

C,z O

C33 O

0 Gis

0 0

0 0

G3q
0

0(fa®» o
0 0 A®
Mito o
0 -
0
0
0
0
G5

W,
wzl _

-/ _th
<0f1
(053
(038)

)

(4.16)

(4.17)

Substituindo-se a Equacdo (4.16) em (4.15), a seguinte expressao para o vetor das

tensdes medias nas seis faces do subvolume pode ser prontamente obtida:

()1
(t)(z)
(t)(3)
(6@
(t)(S)

\(t)(©))

A

' = NCt + AW — N(o™)

(4.18)
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onde (D = [(t)D ()@ (t5)D]T, N=[n® @ & @ G KO, &=
(611 &2 &3 V23 V31 VizlT e amatriz A estd detalhada no Apéndice C.

Finalmente, a substituicdo da Equacdo (4.11) na (4.18) resulta na seguinte expresséo:

(t) = NC% + K(ii) — N(a™) (4.19)

em que (&) =[()D @D @@ (@ (S ()®O]T, e a matriz de rigidez do

subvolume K é dada pelo produto das matrizes A e B.
4.1.2 Matriz de rigidez global

Considerando as condicGes de continuidade de deslocamentos e componentes de
tensdo nas faces comuns a subvolumes adjacentes, juntamente com as condi¢bGes de

periodicidade, a partir da Equacéo (4.19) é gerado o seguinte sistema de equacdes globais:

K%(U) = ACz + ATAT (4.20)

em que K¢ é a matriz de rigidez global da CUR. A matriz AC é constituida pelas diferencas
entre as matrizes de rigidez local de subvolumes adjacentes, enquanto o vetor AI' esta
associado aos coeficientes de dilatacdo térmica dos subvolumes.

4.1.3 Matrizes homogeneizadas

A solucgdo do sistema de equagOes (4.20) fornece os deslocamentos meédios nas faces
dos subvolumes. A partir destes deslocamentos médios, pode-se calcular as deformacdes
médias e, entdo, montar as matrizes de concentracio de Hill A%®) para cada subvolume k

utilizando a seguinte expressao:
£ = Ag (4.21)
na qual as colunas da matriz A% sio determinadas pela aplicacdo de deformacdes

macroscapicas devidamente escolhidas. Por exemplo, para a montagem da primeira coluna da

matriz de concentracdo de Hill, aplica-se a deformacdo macroscopica &€=
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[T 0 0 0 0 0]7 e calculam-se os deslocamentos flutuantes nas faces dos subvolumes
(U) usando-se a Equacdo (4.20). Tais deslocamentos sdo usados para calcular os coeficientes
W que, por sua vez, sdo utilizados para calcular as deformacdes médias nas faces dos
subvolumes. Introduzindo-se as deformagdes médias calculadas e a deformagdo macroscopica
adotada na Equacéo (4.7), ficam determinadas as deformagdes no subvolume. Esse resultado
aplicado na Equagéo (4.21) fornece os elementos da primeira coluna da matriz A%,

A equacdo constitutiva macroscopica para o material compoésito pode ser escrita da

seguinte forma:
(o) = C*(g) — I'"'AT (4.22)
em que C* é a matriz de rigidez homogeneizada e
rr=ca (4.23)
sendo as matrizes homogeneizadas C* e I'" obtidas por meio das seguintes equacoes:
N
c = Z L@ ) 40 (4.24)
k=1
N

r= Z MOIGINEO (4.25)
k=1

onde Ny, é o nimero de subvolumes e v ¢ a fracdo volumétrica do k-ésimo subvolume.
Apobs a obtencdo das matrizes homogeneizadas, os coeficientes de dilatagdo térmica

efetivos séo calculados com a Equacéo (4.23).

4.2 Caso particular da homogeneizacéo termoelastica de compositos peridédicos com

fibras longas unidirecionais

Para avaliar as propriedades termoelasticas efetivas de compdsitos periodicos

reforcados por fibras longas unidirecionais pode-se utilizar a versdo paramétrica
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bidimensional da Teoria de Volumes Finitos. A formulacdo apresentada sucintamente nesta
secdo pode ser encontrada de forma mais detalhada em Khatam e Pindera (2009b). No caso
bidimensional, a microestrutura do composito é discretizada em subvolumes quadrilaterais

como mostrado na Segéo 2.2.

4.2.1 Matriz de rigidez de um subvolume

Na versdo paramétrica bidimensional da teoria de volumes finitos, as componentes do
~ (k)

campo de deslocamentos flutuantes ;

sdo aproximadas por uma expansdo polinomial de

segunda ordem de Legendre nas coordenadas paramétricas (7,&)

1 1
~(K) _ ypr (K (k) (k) k) k) 4.26
i = Wiy T W10y + EVVL(OI) + 2 (31 — 1)VVL(20) + P (382 — 1)W(02) (4.26)

em que w® sao coeficientes a determinar. Esses coeficientes sio relacionados com os

i(mn)

deslocamentos médios nas faces dos subvolumes por meio de uma matriz B:

|14
{Wl}=§[<ﬁ><ﬂ @S @ (@O (4.27)
W,

onde W; = Wiy Wicony Wicoy Wion]”.

()

Devido a presenca das fibras unidirecionais, a deformagéo &;;” € a mesma para ambas

as fases e é igual a deformacdo axial macroscopica &;;. As deformagdes normais e de
cisalhamento no plano y, — y; séo desacopladas das deformacGes de cisalhamento fora do
plano.

As deformacdes médias nas faces dos subvolumes podem ser obtidas a partir da
Equacdo (4.7), considerando que as derivadas parciais das componentes de deslocamentos
flutuantes com relagdo as coordenadas (y2,y3) estdo relacionadas com as derivadas parciais

com relagdo as coordenadas (,¢) pela média da matriz Jacobina inversa (J).

(k)

Considerando que material dos subvolumes € ortotropo e que &,;° = &, as tensoes

médias nas faces dos subvolumes sdo obtidas pela seguinte relagéo:

®

2815
= Cout

(012)

(013) ] + CoulNAp W1 (4.28)
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®) _
(022) Ci2 €22 7 A 0 (93%)
(033) = [Ci3|é11 + Cin €33 +CinE‘ V) (-)H ®) HWZ]_ (Uth) (4.29)
2 o (Lo agllw] ™|
(023) 0 €23 0
em que
CZZ C23 O
Cin=|Cs (33 O
0 0 Cy (4.30)
C 0
Cout = 86 CSS]’
1 00 0
E=[0 0 0 1 (4.31)
0 1 1 0
e
10 +3 0
ALZ_[O 1 0 o]
(4.32)
1 0 0 O
A3’4=[o 10 i3]

A partir das Equacdes (4.28) e (4.29), pode-se escrever a equacdo que segue para o

vetor de componentes de tens6es médias nas faces de cada subvolume na forma
(t) = NCt + AW (4.33)

onde () = [(HD (P (B (HD eN = [V @ p® O],
Para as componentes de tensdo fora do plano y, —y;, (£} = [(t;)®], n® =

[n, n3]® € =C,, e€=[2, 2&5]".Paraascomponentes no referido plano, (£)® =
[(t2)® (t3)P]T,

e=[&1 &2 &3 25—23]T,
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»
n(p) _ n, 0 n3] o
0 ny n,

C12 CZZ 623 0
C=|Ciz Cp3 Gz 0
0 0 0 Cyu
A substituicdo da Equacéo (4.27) em (4.33) resulta na seguinte expressao:
(t) = NCt + K(ui) (4.34)

em que a matriz de rigidez local do subvolume K é o produto das matrizes A e B.

4.2.2 Matriz de rigidez global
Considerando as condi¢fes de continuidade de deslocamentos e de componentes de
tensdo nas faces comuns a subvolumes adjacentes, juntamente com as condi¢bes de

periodicidade, a partir da Equacao (4.34) é gerado um sistema de equacg6es globais:
Kgutajout) = AC oyt Eout (4-35)
KiGn<Uin> == ACingin + AI"mAT (436)
em que KS,, e K¢ sdo matrizes de rigidez global. As matrizes AC,,,; € AC;, S0 geradas pela
diferenca das matrizes de rigidez local de subvolumes adjacentes e o vetor Ar;, esta
associado aos coeficientes de dilatacdo térmica dos subvolumes.
4.2.3 Matrizes homogeneizadas

A relacdo constitutiva macroscopica do material é representada pela seguinte
expressao:

(o) = C*(g) — I'"'AT (4.37)

sendo C* a matriz de rigidez homogeneizada e
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rr=ca (4.38)
em que as matrizes C* e I'*sdo obtidas por meio das seguintes equacdes:

Nk

r= Z p[40]" r (4.39)
k=1

Ng

C = Z L0 ) 400 (4.40)
k=1

As matrizes de concentracio de deformacio A% so determinadas com a aplicacdo de
deformacbes macroscopicas devidamente escolhida. O procedimento de montagem dessas
matrizes € analogo ao apresentado na Sec¢do 4.1.3. Finalmente, uma vez obtidas as matrizes C*
e I'*, os coeficientes de dilatacdo térmica efetivos podem ser calculados com a Equacdo
(4.38).

4.3 Formulacdo analitica para calculo de propriedades elasticas efetivas

Nesta secdo e apresentada resumidamente uma formulacéo analitica baseada em séries
de Fourier para homogeneizagdo elastica de compdsitos periodicos. A formulacdo mais
detalhada pode ser encontrada em Nemat-Nasser, Iwakuma e Hejazi (1982) e Luciano e
Barbero (1994). No presente trabalho, esta formulacdo é utilizada para geracédo de resultados
que sirvam de comparagdo com aqueles obtidos pelo modelo de homogeneizagéo baseado na
Teoria de VVolumes Finitos.

Devido a periodicidade da microestrutura do composito, as deformacg6es no elemento
de volume representativo submetido a condicdo de contorno homogénea podem ser

representadas em séries de Fourier:
+oo

£() = ) E§e® (4.41)
§

sendo os coeficientes de Fourier definidos da seguinte forma:
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(%) = fﬂ e(y)eiENq0 (4.42)

em que os componentes do vetor & sdo definidos pela Equacéo (2.47).

De acordo com o método da incluséo equivalente de Eshelby (ESHELBY, 1957), uma
célula unitéria de repeticdo heterogénea (Figura 4.2-a) pode ser substituida por outra de
material homogéneo submetida a uma eigenstrain adequada €*(y), a qual é nula fora do
dominio da inclusdo (Figura 4.2-b). Esta eigenstrain tem distribuicdo periddica e pode ser

representada pela seguinte série de Fourier:

+o0

£ = ) T (4.43)
§

em que

(%) = J £ (y)ei¥dy (4.44)
Q

Figura 4.2 - (a) Célula unitaria de repeticdo da microestrutura real (b) Célula unitaria de
repeticdo homogénea.

Zﬂg % zﬂg
£ (J.f]hqu
_H _-'- ‘l. — .::
¥z \“‘:\ - a2
21‘.‘,]_ / zﬂ’l
B Za, B 2a,
woo »
(a) (b)

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Em termos de valores médios, a imposi¢do da equivaléncia dos campos de tensdo dos

dois problemas pode ser representada pela seguinte equacao de consisténcia:
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Cr: (g9 + P:Cpy: (7)) = Cpy: (g0 + (P: Crp — I™): (")) (4.45)

onde Cr e Cy, sdo, respectivamente, as matrizes constitutivas da inclusdo e da matriz, g, € a

deformacéo macroscopica na célula unitaria, I®) representa a matriz identidade de ordem 4.
No caso em que 0s materiais da matriz e da inclusdo sdo isotropicos, P pode ser calculada da

seguinte forma:

1= s 1
P=EZf(s‘) (Sym(s‘@I( )®€)—m(€®f®f®f)) (4.46)
sendo
=1 (g‘;,f)> (gOI(/j)> (4.47)

e &=§&/|&|, f, é a fracdo volumétrica de inclusdes, I® representa a matriz identidade de
ordem 2, u,, e v,, sao o médulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson da
matriz, respectivamente.

De acordo Nemat-Nasser, Iwakuma e Hejazi (1982), a matriz constitutiva efetiva pode

ser obtida pela equagéo a seguir:
C:&gy=Cp:(gy— f,(€)) (4.48)

A partir da Equacdo (4.45) pode-se determinar a méedia volumétrica da eigenstrain:

) =|((cn—c;)" -P) c]_1 £ (4.49)

Substituindo-se a Equacdo (4.49) em (4.48), obtém-se a seguinte expressdo para a

matriz constitutiva efetiva:

C=Cn—fi((Cn—C) - P)_l (4.50)
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A matriz constitutiva efetiva pode ser reescrita com a substituicdo da expressdo (4.46)

em (4.50) e considerando que os materiais da matriz e da fibra sdo isotropicos:

C' = 2@ @ ID + 201, ID — £,[ (A, = AP @ ID + 2(py — p )IP] ™

foo 1 (4.51)
1 \ - - 1 - = = =1
_EZKE) [ymEer e - 5Eeieied)

As expressdes para o célculo dos elementos da matriz constitutiva homogeneizada séo
apresentadas no Apéndice D.

4.4 Elemento de interface imperfeita

O elemento de interface imperfeita utilizado nas anélises bidimensionais foi
apresentado por Escarpini Filho (2015) e teve seu desenvolvimento baseado nos trabalhos de
Benveniste e Miloh (2001) e Benveniste (2006). O modelo considera uma célula unitaria de
repeticdo constituida por trés fases: fibra, matriz e uma interfase fina de espessura h, como
ilustrado na Figura 4.3. A estratégia consiste na substituicdo da regido de interfase por uma
interface imperfeita, ou seja, na transformagdo do problema trifd&sico em um bifésico
equivalente (Figura 4.3). A interface imperfeita, neste caso, é localizada no centro da

interfase.

Figura 4.3 - Interfase substituida por uma interface.

Matriz Matriz

Interface
Interfase

Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Considera-se que as componentes do tensor constitutivo eléstico da interfase sdo muito
menores do que as componentes do tensor constitutivo das demais fases. Nestas condicdes,
pode-se mostrar que a equivaléncia pode ser aproximadamente alcancada impondo-se uma
adequada descontinuidade no campo de deslocamento através da interface, mantendo-se como
continuo o campo de tenséo ao longo da célula unitaria (BENVENISTE, 2006).

A mencionada descontinuidade nos deslocamentos pode ser expressa em termos das
componentes de tensdo pelas seguintes expressdes, onde o sinal positivo indica os pontos do

lado da matriz e o sinal negativo, do lado da fibra:

h
(u1)+ - (u1)— = ;031 (4.52)
h
(uz)y — (ux)- = ;032 (4.53)
h
(uz); — (uz)- = PRI (4.54)

sendo A e u as constantes de Lamé.

Na formulacdo paramétrica da Teoria de Volumes Finitos, as interfaces sdo
discretizadas em segmentos de retas que sdo as faces que separam a matriz da fibra.
Considerando os indices (m) e (f) para as variaveis nas faces do lado da matriz e da fibra,

respectivamente, a relacao entre tensao e deformacéo é dada pela seguinte expressao:

(m) (m)
(tl ) (ul p
(m) (m)
t; U;
£(m) 2™
<3 = TIKTTS 20 (4.55)
G N0
1 1
N N
t; U;
Ltéf )) kugf ))

em que [T] é a matriz de transformacéo, dependente do angulo 6 entre a normal a interface e

a direcdo horizontal e definida por



—1 0 0
0 —sen(f) —cos(8)
1] = (1) cos;)(@) —se(r)l(H)
0 sen(f) cos(60)
[ 0 —cos(6) sen(@) .

e amatriz [K ] é dada por

1
- 0 0
U
K 0 1 0
[ L] - h H
0 O !
| A+ 2u)
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(4.56)

(4.57)

Por fim, a matriz de rigidez do elemento de interface imperfeita € obtida pela seguinte

expresséo:

[K.] = [TI[K.][T]"

(4.58)
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5 EXEMPLOS DE HOMOGENEIZACAO TERMOELASTICA DE COMPOSITOS
PERIODICOS REFORCADOS POR FIBRAS

5.1 Propriedades termoelasticas de compositos com fibras curtas

Nesta secdo sdo apresentados exemplos da determinacdo das propriedades
termoelésticas efetivas de compositos reforcados por fibras curtas distribuidas
periodicamente. Considera-se que o indice 1 das propriedades calculadas representa a direcédo
ao longo da fibra, enquanto os indices 2 e 3 indicam as dire¢Bes transversais a fibra (Figura
5.1).

Figura 5.1 - Célula unitéria de repetigao.

.1'5 S

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 5.1.1 — Propriedades elésticas efetivas de compdsitos reforcados por fibras
continuas unidirecionais.

Neste exemplo sdo calculados os mddulos E;, e G, efetivos de um compdsito
reforcado por fibras longas unidirecionais. Os resultados obtidos com a formulagéo
tridimensional da TVF sdo comparados com aqueles apresentados em Chen, Wang e Chen
(2018), os quais foram obtidos com uma formulagdo micromecéanica baseada no Método dos
Elementos Finitos. A célula unitaria de repeticdo utilizada neste exemplo tem forma
paralelepipédica.

As propriedades elasticas da matriz e da fibra sdo apresentadas na Tabela 5.1. A fracéo

volumétrica de fibras é admitida variando de 10% a 60%.
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Tabela 5.1 - Propriedades elasticas dos materiais.

Material | E (GPa) | v
Matriz 7,0 0,30
Fibra 70,0 |0,22

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Os modulos de elasticidade efetivos E;, para as fracbes volumétricas adotadas sdo

mostrados na Figura 5.2. Por sua vez, os modulos efetivos G55 sdo apresentados na Figura 5.3.

Em ambos os casos, nota-se uma 6tima concordancia entre os resultados obtidos com os dois

diferentes métodos numéricos empregados. Como observado e esperado, as propriedades

efetivas aumentam a medida que cresce a fragdo volumétrica de fibras.

Figura 5.2 - Mddulo de elasticidade efetivo na direcéo transversal & fibra em fungéo da fragédo

volumétrica.
25
20
;4
15 //
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% P AN
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0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fracao Volumétrica de Fibras

—e— MEF (CHEN; WANG; CHEN, 2018)

Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.3 - Modulo de elasticidade transversal efetivo em fungdo da fragéo volumétrica de
fibras.

—
I

0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fracao Volumeétrica de Fibras
—e—MEF (CHEN; WANG: CHEN, 2018) TVF

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 5.1.2 — Coeficientes de dilatacdo térmica efetivos de compdsitos reforcados por
fibras continuas unidirecionais.

Este exemplo tem como objetivo a obtencdo dos coeficientes de dilatacdo térmica
efetivos de um composito com fibras longas unidirecionais. As propriedades dos materiais
constituintes sdo mostradas na Tabela 5.2. Os resultados obtidos pela formulagdo
tridimensional da TVF, utilizando uma célula unitéria cubica, sd&o comparados com aqueles
encontrados por Karadeniz e Kumlutaz (2007) usando uma formulagdo micromecanica

baseada no MEF.

Tabela 5.2 - Propriedades dos materiais.

Material E (GPa) | G (GPa) v o
Matriz Epoxi 3,5 3,89 0,35 5,25-10°
Fibra de Vidro 72,0 40,0 0,20 5,00-10°®

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A Figura 5.4 e a Figura 5.5 apresentam as curvas representativas da variacdo dos
coeficientes de dilatacdo térmica efetivos na direcdo longitudinal e transversal,
respectivamente, em funcdo da fracdo volumétrica das fibras do compdsito. Como pode ser
observado, os resultados obtidos pela formulacgdo tridimensional aqui apresentada estdo em

excelente concordéancia com aqueles obtidos pelo modelo micromecanico baseado no MEF.
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Figura 5.4 - Coeficiente de dilatacdo térmica efetiva na direc¢do longitudinal em fun¢édo da fragédo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Como o coeficiente de dilatacdo térmica das fibras € menor do que o da matriz, a
reducdo dos coeficientes de dilatacdo efetivos para as duas dire¢cdes com o aumento da fracéo

volumétrica de fibras € fisicamente consistente (ver Figura 5.4 e Figura 5.5).

Figura 5.5 - Coeficiente de dilatacao térmica efetiva na direcdo transversal em funcéo da fragédo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Exemplo 5.1.3 — Influéncia da fragdo volumeétrica de fibras.

Analisa-se, neste exemplo, a influéncia da fracdo volumétrica de fibras nas
propriedades termoelasticas efetivas de um composito periodico reforcado por fibras curtas
alinhadas. As propriedades das fases que constituem o composito estdo apresentadas na
Tabela 5.3. Adotou-se uma célula unitaria paralelepipédica com razdo de aspecto igual a 2. A
fibra possui raio igual a 8 um e sua razdo de aspecto € mantida igual a 2 em todos 0s casos

analisados.

Tabela 5.3 - Propriedades dos materiais.

Material E (GPa) | G (GPa) v A
Matriz de Aluminio 96,5 37,1 0,30 9,25-10°°
Fibra de SiC 431,0 172,0 0,25 4,86-10°

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Na Figura 5.6 sdo mostrados 0s modulos de elasticidade longitudinal efetivos nas
diregdes 1 e 2. Os valores de E;; e E;, aumentam juntamente com a fracdo volumétrica de
fibras devido as propriedades da fibra. Este crescimento também acontece com os modulos
transversais Gy, e G54, apresentados na Figura 5.7.

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 5.6 - Modulo de elasticidade efetivo em funcéo da fragdo volumétrica fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.7 - Modulo de elasticidade transversal efetivo em funcéo da fragdo volumétrica de
fibras
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

De acordo com a Figura 5.8, os coeficientes de Poisson efetivos v{, e v;; decrescem a
medida que a fracdo volumétrica de fibras aumenta. Os coeficientes de dilatacdo térmica

efetivos a; e az, mostrados na Figura 5.9, apresentam 0 mesmo comportamento.

Figura 5.8 - Coeficiente de Poisson efetivo em funcéo da fracdo volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.9 - Coeficiente de dilatacdo térmica efetiva em func¢éo da fragdo volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 5.1.4 — Influéncia da razao de aspecto da fibra.

Neste exemplo € avaliada a influéncia da razéo de aspecto da fibra nas propriedades
termoelésticas efetivas de um compdsito reforcado por fibras curtas com 8 um de raio. A
fracdo volumétrica de fibras (f,) vale 30% e a célula unitaria paralelepipédica possui a = 2,5.

Os limites maximo e minimo para a razdo de aspecto da fibra podem ser calculados

pelas seguintes expressdes, respectivamente:

ma?
Pmax 4ﬁ;
(5.1)
) 4af,
min T

Dessa forma, para os valores adotados de fragdo volumétrica e razdo de aspecto da
célula unitéria, a razdo de aspecto da fibra pode variar entre 0,95 e 4,05. As propriedades
termoelasticas efetivas foram calculadas para os seguintes valores de p: 1,3; 2,5; 3 € 3,8. As
propriedades dos materiais sdo apresentadas na Tabela 5.3.

A Figura 5.10 apresenta as variagdes dos modulos efetivos E;; e E;, para o intervalo
de p adotado. O modulo efetivo na direcdo 1 apresenta crescimento aproximado de 20%
guando p varia do valor minimo para 0 maximo adotados. Esse crescimento pode ser

explicado pelo aumento do comprimento da fibra na dire¢do longitudinal juntamente com a
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razdo de aspecto da fibra, uma vez que o raio € mantido constante. Por sua vez, o0 mddulo de
elasticidade E;, apresenta uma diminuicdo de aproximadamente 13% entre os extremos do

intervalo.

Figura 5.10 - Mddulo de elasticidade longitudinal efetivo em funcéo da raz&o de aspecto da
fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

As curvas correspondentes as variacdes dos mddulos de elasticidade transversais
efetivos G;, e G;5 sdo apresentadas na Figura 5.11. Como se observa, estes ultimos modulos
efetivos variam pouco no intervalo considerado. O valor de G55 uma redugdo na ordem de

13% enquanto que Gy, Se mantém praticamente constante.
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Figura 5.11 - Modulo de elasticidade transversal efetivo em funcéo da razéo de aspecto da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

A Figura 5.12 apresenta como variam os coeficientes de Poisson efetivos do
composito ao longo do intervalo adotado para a razdo de aspecto da fibra. Assim como 0s
modulos de elasticidade transversais efetivos, os mencionados coeficientes efetivos ndo

variam muito no intervalo.

Figura 5.12 - Coeficiente de Poisson efetivo em fun¢do da razéo de aspecto da fibra.

1.2

0.8

v¥/ Vi

0.6
0.4

02

1.0 1.5 20 25 3.0 35 4.0

Plano 2-3 Plano 1-2

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Finalmente, na Figura 5.13 sdo mostrados os coeficientes de dilatagdo térmica efetivos

em fungdo da razdo de aspecto da fibra. Nota-se que «; apresenta pequeno decréscimo, na
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ordem de 17%, com o aumento de p. Por outro lado, a; cresce aproximadamente 11% na

mesma situacao.
Figura 5.13 - Coeficientes de dilatacdo térmica efetivos em funcéo da razéo de aspecto da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 5.1.5 — Influéncia do raio da fibra considerando a presenca de interfase.

Neste caso € avaliado como a variacdo do raio da fibra afeta as propriedades
termoelasticas efetivas de um compésito reforcado com fibras curtas quando se considera a
presenca de uma interfase. Os resultados sdo comparados com o caso de compdsito sem
interfase. As propriedades dos materiais utilizados nesse caso sdo mostradas na Tabela 5.4. A

razdo de aspecto da fibra e da célula unitaria sdo iguais a 2 e a fragdo volumétrica vale 30%.

Tabela 5.4 - Propriedades termomecanicas das fases.

Material E (GPa) | G (GPa) v a (/°C)
Matriz de aluminio 96,5 371 0,30 | 9,25-10®
Fibra de SiC 431 172 0,25 | 4,86-10°

Interfase de Carbono 34,48 14,34 0,20 | 3,30-10°

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Os resultados apresentados da Figura 5.14 até a Figura 5.21 mostram que as
propriedades termoelasticas efetivas ndo sdo afetadas pela variacdo do raio da fibra quando

ndo ha presenca interfase.
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Quando se considera a presenca de uma interfase entre a matriz e a fibra, a variagdo do
raio afeta os valores efetivos das propriedades. Quando o raio da fibra cresce e a fracdo
volumétrica se mantém constante, o volume total de interfase diminui. Dessa forma, o
crescimento do raio aproxima o problema de uma fibra com interfase do caso de fibra sem
interfase.

De modo geral, os valores das propriedades efetivas aumentaram com o crescimento
do raio da fibra. I1sso acontece devido a diminui¢do do volume total de interfase, o que implica

na menor influéncia de suas propriedades.

Figura 5.14 - Mddulo de elasticidade longitudinal efetivo na direcdo 1 em funcéo do raio da

fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.15 - Modulo de elasticidade longitudinal efetivo na dire¢do 2 em fun¢do do raio da

fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 5.16 - Mddulo de elasticidade transversal efetivo no plano 2-3 em func¢do do raio da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.17 - Modulo de elasticidade transversal efetivo no plano 1-2 em funcéo do raio da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 5.18 - Coeficiente de Poisson efetivo no plano 2-3 em func¢ao do raio da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.



Figura 5.19 - Coeficiente de Poisson efetivo no plano 1-2 em funcéo do raio da fibra.
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Figura 5.20 - Coeficiente de dilatagdo térmica efetivo na direcdo longitudinal em func¢éo do raio

da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.21 - Coeficiente de dilatacdo térmica efetivo na direcdo transversal em funcéo do raio
da fibra.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

5.2 Propriedades termoelasticas de compdsitos com fibras longas
Nesta secdo sdo apresentados exemplos que avaliam as propriedades termoelésticas

efetivas de compositos reforcados por fibras unidirecionais com e sem a presenca de interfase.

Exemplo 5.2.1 — Analise das propriedades efetivas de compdsitos com duas fases.

Neste exemplo sdo calculadas as propriedades elésticas efetivas de um compdsito
reforcado por fibras unidirecionais cujas propriedades sdo apresentadas na Tabela 5.5. Os
resultados obtidos com TVF e com a formulacdo analitica baseada em séries de Fourier

apresentada na Sec¢éo 4.3 sdo comparados.

Tabela 5.5 - Propriedades mecanicas dos constituintes.
Material | E(GPa) | v | G (GPa)
Matriz 311 | 0,34 1,16
Fibra 77 0,2 32,08

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Devido as propriedades da fibra escolhida, os mddulos de elasticidade efetivos nas
direcGes longitudinal e transversal aumentam em conjunto com a fracdo volumétrica de fibras,
como visto da Figura 5.22 até a Figura 5.25. Os resultados numéricos e analiticos apresentam
boa concordéncia até a fragdo volumétrica de 50%, exceto pelo médulo Ej,, cujos resultados

sdo coincidentes para todas as fragdes volumétricas calculadas.
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Figura 5.22 - Modulo de elasticidade efetivo na dire¢do 1 em funcéo da fragéo volumétrica.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 5.23 - Modulo de elasticidade efetivo na dire¢do 2 em fungdo da fracao volumétrica.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Figura 5.24 - Modulo de elasticidade transversal efetivo no plano 1-2 em funcéo da fracéo
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Figura 5.25 - Modulo de elasticidade transversal efetivo no plano 2-3 em funcao da fracao
volumétrica de fibras.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

De acordo com a Figura 5.26 e Figura 5.27, os coeficientes de Poisson apresentam

decréscimo em seu valor efetivo na medida em que a fracdo volumétrica de fibras aumenta.
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Figura 5.26 - Coeficiente de Poisson efetivo.
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Figura 5.27 - Coeficiente de Poisson efetivo.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 5.2.2 — Avaliagdo das propriedades efetivas de compdsitos com trés fases.

Neste exemplo é investigada a influéncia de uma interfase fina nas propriedades
elasticas efetivas de um compdsito. Os resultados obtidos usando TVF sdo comparados com
aqueles apresentados por Dasguptha e Bhandarkar (1992).

O modelo apresentado por Dasguptha e Bhandarkar (1992) é uma extensdo do modelo
trifisico proposto por Benveniste, Dvorak e Chen (1989) para avaliar compdsitos cujas fibras

sdo revestidas. O novo modelo permite a inclusdo de multiplas interfases transversalmente
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isotropicas. Além disso, foi proposto um esquema auto-consistente generalizado para calcular
0 modulo de elasticidade transversal efetivo.

O composito avaliado possui matriz de aluminio e fibras de carbeto de silicio
recobertas por uma fina camada de carbono. As fibras tém 10 pm de raio e a interfase, 0,13
pum de espessura. A fracdo volumétrica de fibras é igual a 40%. As propriedades dos materiais

constituintes sdo mostradas na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 - Propriedades mecanicas dos constituintes.

Material E (GPa) | G (GPa) v a (/°C)
Matriz de aluminio 96,5 37,1 0,3 | 9,25:10°
Fibra de SiC 431 172 0,25 | 4,86-10°
Interfase de Carbono | 34,48 14,34 | 0,20 | 3,30-10°

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Na Tabela 5.7 sdo mostradas as propriedades efetivas considerando duas situacoes,

com e sem a presenca de interfase.

Tabela 5.7 - Propriedades mecanicas efetivas do compdsito.

Sem Interfase Com Interfase
Propriedades Dasguptha e Dasguptha e
P TVE aup TVF gup
Bhandarkar (1992) Bhandarkar (1992)
E;(GPa) 230,24 230,37 229,52 229,71
G12 (GPa) | 6306 62,91 61,54 61,39
G23(GPa) | 5636 59,57 55,20 57,99
aj (I°C) 6-10° 5,99-10° 5,99-10°° 5,98-10°°
ar (/°C) 7,64-10° 7,64-10° 8,25-10° 7,60-10°°

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Conforme a Tabela 5.7, 0 mddulo E{ praticamente ndo sofre influéncia da interfase. O
modulo G;, apresenta decréscimo de 2,4% devido a presenca da interfase considerando os
dois modelos apresentados. Por sua vez, o0 médulo G55 sofre decréscimo de 2,1% de acordo
com a TVF e de 2,7% de acordo com o0 modelo de Dasguptha e Bhandarkar (1992).

Para 0 caso no qual ndo é considerada a presenca de interfase entre matriz e fibra, os

resultados obtidos coincidem com aqueles apresentados por Dasguptha e Bhandarkar (1992).
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Quando se considera a presenca da interfase, os resultados apresentam uma pequena diferenca
no valor do coeficiente de dilatacao térmica na direcdo transversal.

Considerando os resultados obtidos com TVF, percebe-se que a interfase praticamente
ndo tem influéncia no coeficiente de dilatacdo térmica efetivo na direcdo longitudinal. A
interfase afeta sensivelmente o resultado na direcdo transversal, aumentando o valor do

coeficiente de dilatacdo térmica efetivo nessa direcéo.

Exemplo 5.2.3 - Influéncia do mddulo de elasticidade e da espessura da interfase.

Neste caso avalia-se a influéncia do médulo de elasticidade da interfase, assim como
da sua espessura, no modulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson efetivos de um
composito. A fibra possui raio de 10 pum e sua fracdo volumétrica é igual a 10%. As
propriedades da matriz e da fibra sdo apresentadas na Tabela 5.6.

Considerou-se trés diferentes espessuras para a interfase: 1, 3 e 5 um. O modulo de
elasticidade da interfase foi tomado proporcional ao da matriz com valores variando de
0,01E,, a 100E,,,. Na Figura 5.28 é apresentado o modulo de elasticidade efetivo na direcéo
transversal a fibra, enquanto que na Figura 5.29 é mostrado o coeficiente de Poisson efetivo.

O modulo de elasticidade efetivo estda diretamente relacionado ao modulo de
elasticidade da interfase. Interfases rigidas proporcionam aumento do moédulo efetivo e
interfases flexiveis causam diminuicdo. Quanto maior a espessura da interfase, mais

influencia a mesma possui sobre o médulo efetivo.

Figura 5.28 - Mddulo de elasticidade efetivo.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.
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Interfases flexiveis tém pouca influéncia no coeficiente de Poisson efetivo, causando
pouca variacdo dessa propriedade na medida em que o modulo de elasticidade da interfase
diminui. No caso de interfases rigidas ha crescimento do coeficiente de Poisson efetivo com o

aumento do modulo de elasticidade da interfase.

Figura 5.29 - Coeficiente de Poisson efetivo.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Exemplo 5.2.4 - Influéncia do raio da fibra e substituicdo da interfase por uma interface
flexivel.

Neste exemplo ¢ avaliada a influéncia do raio da fibra nas propriedades mecanicas de
um composito cuja interfase de 20 nm de espessura e modulo de elasticidade igual a 0,01E,,.
Foram usados dois modelos para determinacdo das propriedades efetivas. O primeiro é
formado por matriz, interfase e fibra, enquanto no segundo, a interfase é substituida por uma
interface imperfeita.

As propriedades dos materiais constituintes sdo apresentadas na Tabela 5.6 e a fracdo
volumétrica de fibras é igual a 30%. O raio da fibra varia de 0,05 um a 10 pm.

Na Figura 5.30 é mostrado 0 modulo de elasticidade efetivo em funcéo do raio para 0s
dois modelos utilizados. Percebe-se que 0 médulo de elasticidade efetivo aumenta na medida

em que o raio da fibra cresce. Como a fracdo volumétrica é constante, raios maiores implicam
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em menor volume de interfase. Logo, o baixo modulo de elasticidade da interfase passa a

influenciar menos no médulo efetivo quando o raio aumenta.

Figura 5.30 - Mddulo de elasticidade efetivo.
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Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Os coeficientes de Poisson efetivos para os raios considerados sdo apresentados na
Figura 5.31. Essa propriedade sofre pouca influéncia do raio da fibra, sendo afetada apenas

quando o raio € menor do que 1 pm.

Figura 5.31 - Coeficiente de Poisson efetivo.
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Nota-se que a substituicdo da interfase por uma interface ndo é eficiente para fibras
com raios muito pequenos. Nesses casos, a interfase nao atende mais a hipdtese de ser fina.

Nesse exemplo, a substituicdo da interfase por uma interface € eficiente para fibras
com raios acima de 1 pum para o célculo do modulo de elasticidade efetivo. No caso de
determinacédo do coeficiente de Poisson efetivo, a substituicdo apresenta bons resultados para

raios maiores do que 2 pm.

Exemplo 5.2.5 — Avaliacdo dos coeficientes de dilatagdo térmica efetivos de compdsito sem
interfase.

Karadeniz e Kumlutaz (2007) avaliaram o coeficiente de dilatagdo térmica de
compdsitos reforcados por fibras unidirecionais usando o método dos elementos finitos. Os
resultados obtidos pelos autores foram comparados com resultados experimentais e
formulacdes analiticas, obtendo boa concordancia.

Neste exemplo, os resultados experimentais e analiticos apresentados em Karadeniz e
Kumlutaz (2007) sdo comparados com os obtidos com TVF. A formulagdo analitica
considerada foi aquela desenvolvida por Schapery (1968) onde o coeficiente de dilatagdo

térmica efetivo na direcdo longitudinal é dado por

a = 5.2
: Efff + Enfm (5.2)

e na direcdo transversal,

a.=(1+ vf)afff + (1 +vp)amfn — al(vfff + Vinfm) (5.3)

onde a,, € ay sdo os coeficientes de dilatacdo térmica da matriz e da fibra, respectivamente.
As fracdes volumétricas de matriz e fibra sdo f, e fr. O composito considerado é formado

por matriz epoxi e fibra de vidro, cujas propriedades sdo mostradas na Tabela 5.8.



Tabela 5.8 - Propriedades dos materiais.
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Material E (GPa) | G (GPa) \Y a (/°C)
Matriz Epoxi 3,5 3,89 0,35 5,25-10°
Fibra de Vidro 72 40 0,20 5-10°6

Fonte: elaborada pela autora, 2018.

Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 5.32 e na Figura 5.33. Percebe-se

uma boa concordancia dos resultados numéricos obtidos com TVF e os resultados

experimentais apresentados em Karadeniz e Kumlutaz (2007), assim como com a formulagao

analitica apresentada. De modo geral, os resultados mostram um decréscimo no valor dos

coeficientes de dilatacdo térmica efetivos com o aumento da fracdo volumétrica de fibras.

Figura 5.32 - Coeficiente de dilatagdo térmica longitudinal efetivo.
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Figura 5.33 - Coeficiente de dilatag¢do térmica transversal efetivo.

12
1.0
0.8

0.6 *

arra,

0.4 *
02

0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fracio Volumétrica de Fibras (%)

—8— Numeérico Analitico 4 Experimental

Fonte: elaborada pela autora, 2018.



137

6 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados procedimentos numéricos e analiticos para
avaliacdo da condutividade térmica efetiva e das propriedades termoelésticas efetivas de
compositos periddicos multifasicos, enfatizando a influéncia de interfases.

Uma extensdo tridimensional da versao parametrica da Teoria de Volumes Finitos foi
desenvolvida para a avaliacdo da condutividade térmica efetiva de compdsitos perioddicos
multifisicos com microestrutura de arquitetura generalizada. Para fins de comparacdo de
resultados, também foi implementada uma formulagédo analitica para homogeneizacédo térmica
baseada em séries de Fourier.

O desempenho da formulacdo desenvolvida foi verificado e validado por meio de
exemplos envolvendo a homogeneizagdo térmica de compositos refor¢ados por fibras curtas e
particulas cubicas. Compdsitos com fibras longas também foram analisados e, neste caso,
optou-se por utilizar a versdo bidimensional da TVF devido ao menor esforco computacional
exigido. Os resultados destes exemplos foram comparados com os obtidos por outros autores
pelos procedimentos de homogeneizagdo que utilizam o Método dos Elementos Finitos e com
a formulagdo analitica em séries de Fourier. No caso de compositos com fibras vegetais, as
respostas encontradas foram comparadas também com resultados experimentais.

A influéncia das seguintes variaveis sobre a condutividade térmica efetiva foi
estudada: fragdo volumeétrica de inclusdes, relacdo entre condutividade térmica da matriz e da
inclusdo, razéo de aspecto de fibra, grau de anisotropia de fibras e presenca de interfase. Nos
casos onde considerou-se a presenca de interfase, avaliou-se os efeitos de sua condutividade e
espessura. Com base nos exemplos analisados, percebeu-se um bom desempenho da
formulagao desenvolvida.

Dentre os resultados obtidos, pode-se citar o efeito de tamanho da inclusdo quando se
considera a presenca da interfase. Percebeu-se que inclusbes menores apresentam
condutividade térmica efetiva mais dependente da condutividade da interfase. Evidenciou-se
também a influéncia da razéo de aspecto da fibra sobre a condutividade efetiva mesmo sem
alteracdo da fracdo volumétrica. Em alguns exemplos, a interfase foi substituida por uma
interface imperfeita, mostrando que essa estratégia apresenta bons resultados dentro das
limitacGes impostas para a constru¢do do modelo.

A formulacdo paramétrica tridimensional da Teoria de Volumes Finitos para

problemas elasticos foi estendida com a incorporacdo de efeitos térmicos. Uma formulacédo



138

analitica para homogeneizacdo eléstica baseada em séries de Fourier também foi
implementada.

A formulacdo desenvolvida foi utilizada para a avaliacdo das propriedades
termoelasticas macroscépicas de compdsitos periodicos reforgados por fibras considerando a
presenca de interfase. O desempenho da referida formulacédo foi verificado comparando-se os
resultados de casos estudados com aqueles obtidos com formulagcBes micromecanicas
baseadas no MEF. Vale ressaltar que compositos com fibras longas foram estudados com uso
da versdo bidimensional da TVF e, nesse caso, as propriedades elasticas obtidas foram
comparadas com a formulagéo analitica em séries de Fourier.

Os casos analisados mostraram como diversos fatores microestruturais influenciam as
propriedades termoelasticas efetivas de compositos periddicos, tais como: fracdo volumétrica
de fibras, razdo de aspecto e tamanho da fibra, assim como a presenca de interfase. Destacou-
se 0 papel da espessura e da rigidez da interfase nas propriedades macroscopicas.
Demonstrou-se, também, que a interfase pode ser satisfatoriamente substituida por uma
interface imperfeita dentro de condi¢c6es apropriadas. Os resultados obtidos demonstraram um
bom desempenho da formulacdo desenvolvida quando em comparagcdo com outros
procedimentos de homogeneizagéao.

Apresentam-se, a seguir, algumas sugestdes para trabalhos futuros:

e Aplicacdo da formulagdo desenvolvida para a analise da condutividade térmica
efetiva de compositos com outras microestruturas, tais como particulas
esféricas e tecidos;

e Incorporacdo da influéncia da temperatura sobre a condutividade térmica
efetiva;

e Extensdo da formulacéao tridimensional para outros problemas de condugéo tais
como condutividade elétrica e difuséo;

e Substituicdo de interfases por interfaces imperfeitas em problemas
tridimensionais;

e Extensdo da formulacdo paramétrica tridimensional da Teoria de Volumes
Finitos para homogeneizacdo de compositos que apresentam ndo-linearidades

fisicas, tais como plasticidade, viscoelasticidade e viscoplasticidade.
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APENDICES

Apéndice A: Deduc¢do da matriz Jacobiana para o modelo tridimensional

Derivando a Equacdo (2.3) em relacdo as coordenadas ({ —n — &) sdo obtidos 0s

elementos da matriz Jacobiana:

[0y; 0y, 0y3]
o d9¢ d¢
d 0 d
J= 63’1 Y2 0)3 (A1)
n on 0n
dy,; 0y, 0y3
| 0§ 09&  0¢
Admite-se um valor constante para a matriz Jacobiana sendo este valor igual a média:
1 1 1 1 Al A2 A3
=3 | | [racanas=|a. a5 a, (A2)
-1-1-1 A7 A8 A9
na qual
1 5
A= (P + 7P =P =P 7P 43 =y - 5?)
1
4y =5 (57 + 7P =9 =3P+ 7 43 =37 - 5?)
1
As = 5 (V0 + 957 = 7 =3P 4y 430 = 7 )
(A.3)
1 5
Ay =5 (- 7P 43 =9 =3P 1y 457 =)
1
45 =5 (35" + 7 437 =9 =3P 190 457 =)
1
As =5 (357 + 7P 4357 = 9 =3P + 9 457 =)



1 5
A7 =237 =72 =3 =9 + 3P + 9 457+ 9

(6)

1
As=—( (1 (2 3 (4 5) 7

3 7 N - N Nt N ol 2 +y2(7)+YZ(8))

(6)

1
Ay = _( (1) (2) (3) (4) () 4 vs

) Y3 —Y3 —YV3 — Y3 +3’3 +y§7)+y§8))

A inversa da matriz Jacobiana € calculada da seguinte forma:

~ 1 A5A9 - A6A8 A3A8 - A2A9 AZAG - A3A5
014,45 — AsA;  AzA; — A1Ag A1As — AZA,
na qual

Ao = A1AsAg — A1AgAg — Ay ALAg + Ay AcA; + A3ALAg — A3ASA,

(A.4)

(A.5)
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Apéndice B: Deducdo da matriz de condutividade térmica da interface com

descontinuidade de temperatura e fluxo de calor normal

De acordo com Benveniste (2006), as descontinuidades de temperatura e fluxo normal

de calor na interface entre matriz e incluséo séo calculadas, respectivamente, pelas seguintes

expressoes:
hp1 1 hi1l 1
(1), — (T)- :§<E_k_i) (g3)+ +E<E_k_i> (q3)- (B.1)
h h
(@3)+ — (a3)- = 5 (ki = k) {As(T} + 5 (ki = ke ){As(T2)} (B.2)

Para o caso de interface plana:

(B.3)

na qual a coordenada v, € mostrada na Figura B.1.

Figura B.1 — Sistema de coordenadas do elemento de interface.

U3

bk

)

Y2

Considerando o sistema de coordenadas mostrado na Figura B.1, sdo validas as

seguintes expressoes:
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dy, = dv,senf
(B.4)
dy3 = —dv,cosf

Expandindo o segundo termo da Equacdo (B.3) e utilizando a Equacdo (B.4), obtém-

se:

0*T 9T, 9T 02T

a_ug = a—yzzsen 0 + 6_y32COS 0 — 37,075 sen 26 (B.5)
A expresséo (B.5) pode ser reescrita da seguinte forma:

ZZT; = V1T + V5T, (B.6)

na qual

Vi, = 3(J% sen? 0 + J2, cos? 0 — J11J»1 sen 26) (B.7)

V, = 3(J2,sen? 8 + J2, cos? 8 — J;,/,, sen 26) (B.8)
Logo, a Equacdo (B.2) pode ser escrita da seguinte forma:

AsT = (VB3 + V,B,)(T) (B.9)

na qual B; e B, sdo, respectivamente, a terceira e quarta linhas da matriz B (Eqg. (2.41)).
Substituindo a Equacdo (B.9) na (B.2) e considerando a expressdo resultante em

conjunto com a Equacéo (B.1), obtém-se o seguinte sistema de equacoes:

(qn)+ _ ' <T+>
ey} =K {(m} (B.10)
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A matriz de condutividade térmica da interface é a seguinte:

o [daUs dZU_]
K, =D [ vl du (B.11)
na qual
[~d; 0 0 0 0 0 ds o]
D=1a" 00000 -4 o (8.12)
com
1 _1
_ km ki
“ET T 2
km kK
1 1
4ot ki (B.13)
1.1 2
km "k K
L2 1
PTh1 12
km kK

Os vetores U sdo calculados da seguinte forma:

h
U, = E(ki — k) (V1B3 + V,B,)
(B.14)

h
Uu_= 2 (ki — ks )(V1B3 + V,B,)
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Apéndice C: Deducdo da matriz A para o modelo tridimensional

A matriz A é calculada pela seguinte expressao:

A=NCEJA C.1
na qual
N = diag[N® N@ NG N& NG p(O)] C.2
C=diaglc ¢ ¢ ¢ C (] C3
E=diaglE E E E E E] CcC4
J=diagly O O O O @] C5

AL 0 0

0 A® o

0 0 AWM

A® 0 0

0 A® o

0 0 A®

AB® 0 0

0 A® o
= 10 0 A®
A= A® 0 0 c6

0 AW o

0 0 AW

A®) 0 0

0 A® o

0 0 A®

A® 0 0

0 A® o

0 0 A6)]
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Apéndice D — Elementos da matriz constitutiva efetiva

Os elementos da matriz constitutiva efetiva para o caso dos materiais da matriz e da

fibra serem isotrdpicos sdo calculados pelas seguintes expressoes:

/5352 5553 + 5652 a(SZ + 53) SGSS - 57 +\

Ui Hag 2mc Uing?
Ci1 = Am + 2Uum — f | D (D.1)
\ a(Ss + Sg) + 2bS7 a? — b?
2UmgcC 4¢?
SoSe — SgS
{ )53 42926 ~ 0827 \
uz,g ZCﬂm 15 g?
Ciy = Am + [y | |/ D (D.2)
\ b(Sg —S7) —bSg —aSy ba + b?
2cimg

SgSs — SoS
< s, — 9895 T 9907 +\
1ag ZCum 1hg? |

/ D (D.3)
b(Ss—S;) —aSg — ng ab + b2
2cumg

|
\

/5351 5453 + 5651 a(5'1 + 53) 5654- - Sg +\

[ U Hing 2Umc 1hg* ,
Coz2 = Am + 2Um — [ | | D (D.4)
a(S, + Sg) + 2bSg N a? — b? /
2Umgc 4¢?

/5251 S48, +8:S;  a(S; +S,) + ScS, — S +\

[ uf 1hyg 2Umc Hing* ,
C33 = A+ 2Um — fy D (D.5)
a(Ss + 54) + ZbSQ n az - b2
2Umgc 4c?



S b S-S, — SoS
/( 7. )S1+74 998

Uhg  2CUpm Ui g?

b(S, —Sg —Sg) —aS; ab + b?

C'2*3:/1m+ka
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/ D (D.6)

2¢clmg 4c?
Cia = tim o (22 () ) )
Cis = tim— fo (2=t () ) ©8)
Cao = tm = fy (=2 =2+ (m = )" + ﬁ) (09)

nas quais U, Am, iy € A s80 as constantes de Lamé da matriz e da fibra, respectivamente. A

fracdo volumétrica de fibras é representada por f,,.

As séries S; sdo calculadas da seguinte forma:

5, = Zf(f)?i S, = Zf(f)?%, S, = Zf(s‘)?%

+o0 +co +co
o= fOF, Ss=) O Se=) fOF (D.10)
§ § §
too too too

;=) fOBH Se=) [OBE 5= ) [OHE
3 ¢

¢
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O coeficiente D, presente nas equacdes D.1 a D.9 é calculado com a seguinte

expressao:
D

535,51 3565,51  a(S,S1 + (81 + 52)S3)
ST TTiEg T 2uZ,c
+ (S5S4 + S2)S1 + (S6S4 + 55)S, + (5554 + S5)S3

Hng?
(aSs + aSg + 2bS2)S; + (aS, + aSg + 2bS3)S, + (aS, + aSs + 2bSZ)S,
2uigc

N (b? —a?) (S, +S, +55) + (5556 — S7)S4 — 5555 - 5356 — 2585957

A C Hing®

(aSS + aSG + 2bS7)S4 - (aS7 + ZbSS + 2ng)S7 + (ZbSS - a58 + 2b59)58
—aS2 + (2bSy + aSs)S,

* 2ufgc
N a(a(Sy + Ss + S¢) + 2b(S; + Sg + S5))
4umgc?
d(2(S; + Sg+S9) — (S4 + S5+ S6))  a® — 3ab® — 2b3
+ +
4 8c¢3
na qual

a = ff = Um — 2UfVin + 2y Vs

b = —pmVm + UsVF + 2UmVim Vs — 2Uf ViV

—Um + Uf = UmVm — 2UfVm + 2V + eV
¢ = (tm — 1r)
+ 2Um Vi Vs — 22UV Vr

d = b*/(umgc?)

g=2(1—-vy)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)



