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RESUMO

Neste trabalho abordamos a teoria de London de um supercondutor no espaco hiperbdélico
de Lobachevsky. Apresentamos suas origens, caracteristicas e resultados mais importantes.
A ideia dessa teoria é explicar o fendmeno da supercondutividade, observando o com-
portamento do campo e algumas propriedades. O estudo comega com uma introdugao
sobre a teoria de London, onde apresentamos a equagao fenomenoldgica de London. Em
seguida, é feita uma discussao sobre as principais caracteristicas dos supercondutores como
a resisténcia zero, o efeito Meissner-Ochsenfeld, os tipos de supercondutores, o surgimento
de voértices e uma andlise sobre a teoria de Landau-Ginzburg para transicao de fase
metal-supercondutor. Apés isto, é feita uma abordagem de alguns aspectos matemaéticos,
geometria hiperbdlica, geometria de Lobatchevsky. Foi encontrado solugao da equacgao
de London para um supercondutor em um sistema de coordenadas quase-cartesianas,
mostra-se que, quando o raio do espago da curvatura de Lobachevsky p é menor do que
uma quantidade dupla da profundidade de penetracao A London, o campo magnético
pode aumentar com a profundidade de penetracao, foram ainda feita a analise da densi-
dade de corrente supercondutora e energia do sistema, observou-se a dependéncia dessas

propiedades com o raio da curvatura do espago de Lobachevsky.

Palavras-chave: Supercondutividade. Equac¢do de London. Espaco de Lobachevsky



ABSTRACT

In this work we approach the London theory of a superconductor in the Lobachevsky’s
hyperbolic space. We present their origins, characteristics and most important results.
The idea of this theory is to explain the phenomenon of superconductivity by observing
the field behavior and some properties. This study begins with an introduction about
London theory, where we present the London’s phenomenological equation. Then we do
a discussion of the main characteristics of the superconductors as the zero resistance,
the Meissner-Ochsenfeld effect, the types of superconductors, the onset of vortices and
an analysis of the Landau-Ginzburg theory for metal- superconductor transition phase.
After this, an approach is made of some mathematical aspects, hyperbolic geometry,
Lobatchevsky geometry.London equation solution for a superconductor in a system of
quasi-Cartesian coordinates. It is shown that when the radius of Lobachevsky’s curvature
space p is smaller than a double amount of the London penetration depth A, magnetic field
can increase with penetration depth, yet it has done the analysis of the superconducting
current density and system energy, It was observed the dependency with these properties

to the curvature radius of the Lobachevsky space.

Keywords: Superconductivity. London equation. Lobachevsky space.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Figura 10 —
Figura 11 —
Figura 12 —
Figura 13 —
Figura 14 —
Figura 15 —
Figura 16 —
Figura 17 —
Figura 18 —
Figura 19 —
Figura 20 —
Figura 21 —
Figura 22 —
Figura 23 —
Figura 24 —
Figura 25 —
Figura 26 —

Figura 27 —

LISTA DE ILUSTRACOES

Resistividade . . . . . . . .. 17
Resisténcia elétrica do mercurio em fungao da temperatura . . . . . . . 19
Efeito Meissner-Ochsenfeld . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 20
Diamagnéticos Perfeitos . . . . . . . ... ... ... 22
Supercondutor Tipol . . . .. . ... ... ... . 23
Supercondutor Tipo IT . . . . . . . .. .. ... 24
Regiao de Abrikosov . . . . . . . .. 25
Densidade de Corrente do vortice de London . . . . . . . . .. .. ... 28
Par de Cooper . . . . . . . . . 30
Densidade de energia livre, fs — f,, em funcgdode v . . . . . . . . . .. 31
Parametro de ordem de um supercondutor perto de uma superficie . . 34

Anel supercondutor submetido a um campo magnético externo uniforme 37

Postulado das Paralelas de Euclides . . . . . . .. ... ... ... ... 40
Quinto postulado na formulacao de Playfair . . . . .. ... ... ... 41
Retas Paralelas . . . . . . . . . . . .. ... 43
Superficies de curvatura negativa . . . . . . . . . ... ... ... ... 44
Triangulo Hiperbdlica . . . . . . . . . ... ... .. .. ... ..... 44
Quadrilatero de Saccheri . . . . . .. ... oL 45
Quadrilateros de Lambert . . . . . . . .. ... ... L. 45
Triangulo Retangulo . . . . . . . . .. ... Lo 46
Triangulo Retangulo IT . . . . . . ... .. .. .. ... ... 46
Retas Paralelas de Lobatchevisky . . . . . .. .. .. ... .. ... .. 48
Retas hiperbdlicas como semirretas e semicirculos euclidianos . . . . . 49
Retas hiperbodlicas paralelas . . . . . . .. ... ... ... ... .... 50

O campo magnético em funcao dependéncia da profundidade de penetracao 56
Comportamento da densidade de elétrons supercondutora em funcao
da curvaturap . . . . ... 58
O campo magnético com dependéncia da profundidade de penetracao
com diferentes valores de z no espaco de Lobachevsky com curvatura
p=10N . . . e 61



2.1
2.1.1
2.2
221
2.2.2
2.2.3
2.3
23.1
2.3.2
2.4
2.5
2.6
2.7
2.7.1
2.7.2
2.7.3
2.7.4
2.7.5

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.3
331
3.4
34.1
3.4.2
3421
3.5

SUMARIO

INTRODUCAO . . . .. i ittt e e e e et e et e 12
SUPERCONDUTIVIDADE . . .. .. ... .. ... ..., 14
Modelode Drude . . . . . . . . . . . . ... 14
Resistividade e condutividade elétrica nos metais . . . . . .. ... .. .. 15
Principais Caracteristicas dos Supercondutores . . . . . . ... . .. 17
Resisténcia Zero . . . . . . . . .. 17
Efeito Meissner-Ochsenfeld . . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 19
Diamagnetismo perfeito . . . . . . . . ..o 21
Supercondutores: Tipole Tipo Il . . . . . .. ... ... ... .... 23
Supercondutor Tipo | . . . . . . . .. .. 23
Supercondutor Tipo Il . . . . . . ... 23
Equacdaode London . . . . . .. ... oo 24
Vértice de London . . . . . . . ... 27
Pares de Cooper . . . . . . . . . . . . ... ... 29
Teoria de Ginzburg-Landau para Supercondutor . . . . . . . . .. .. 30
Breve descricdodateoria . . . . . . .. ..o 30
Sistemas nao-homogéneos para supercondutores . . . . . . . . ... .. .. 32
Superficie Supercondutora . . . . . . .. ... 33
Teoria de Ginzburg-Landau com campo magnético . . . . . .. .. .. .. 35
Quantizacdo do Fluxo Magnético. . . . . . . . . ... ... ... ... .. 36

ASPECTOS MATEMATICOS: ALGUMAS CONSIDERACOES TEO-

RICAS . . . e e e e e e e e e e 39
Breve Histéria . . . . . . . . . . . ... 39
Geometria Euclidiana e Geometrias ndao Euclidianas . . . . . . . . .. 40
O quinto postulado de Euclides . . . . . . ... ... ... ... ..... 40
O surgimento das novas geometrias . . . . . . . . .. ... 41
Geometria Hiperbélica ou Geometria de Lobatchevsky . . . . . . . . 42
Geometria Hirperbdlica . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 42
Fundamentos da geometria de Lobatchevsky: Axiomas e Modelo . . 47
Apresentacao dos Axiomas . . . . . ... oo o s 47
Interpretacdo dos modelos da geometria de Lobatchevsky . . . . . . . . .. 48
Modelo do Semi-Plano . . . . . . . . . ..o 49

Sistema de Coordenadas Curvilinia . . . . . . . . . . .. . ... ... 50



35.1

4.1
41.1
4.1.2

Meétrica . . . . . . 50

SOLUCAO DA EQUACAO DE LONDON NO ESPACO DE LOBA-

CHEVSKY . . .. e e e e e e e e e e e e e 53
Solucdo da equacaode London . . . . . . . . ... ... 53
Supercondutor com simetriaplana . . . . . .. ... L. 54
Supercondutor com simetria cilindrica . . . . . ... ... ... ... ... 58
CONCLUSAO . . . . .. e e e 62

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . .. .. .. ... ... .... 63



12

1 INTRODUCAO

Com a descoberta do elétron, em 1897, muitas areas da fisica puderam se desenvolver,
mas de forma groseira. Uma das areas favorecidas foi o estudo da condugao elétrica e
térmica em metais. Em 1900, o fisico P. Drude desenvolveu um mecanismo légico para a
conducgao em metais. O modelo de Drude considerava basicamente que dentro de um metal
existia um gas de elétrons, responsavel pelos fendomenos de conducao elétrica e térmica no
metal. Claramente, Drude estava sob influéncia da teoria cinética dos gases que ja estava

muito bem fundamentada.

O modelo de Drude foi muito bem aceito, e as previsdes do modelo estavam sendo
confirmada pelos experimentos muito rapidamente. Uma destas previsoes consistia na
ideia de que a resistividade de um metal cairia com o decréscimo da temperatura, mas que
ela se aproximava de um valor constante devido as impurezas dos metais. A resistividade

podia até ser nula quando a temperatura também o fosse.

Afim de verificar a previsao tedrica de Drude sobre a resistividade, em 1911, o
fisico Heike Kamerlingh Onnes [1] mediu a resistividade a baixas temperaturas de alguns
metais. Para a platina e para o ouro os resultados experimentais estavam de acordo com
os tedricos, porém para o mercirio um resultado inesperado ocorreu. Onnes optou pelo
mercurio devido ao seu alto grau de pureza, esperando obter a baixas temperaturas uma
curva de resistividade perto de zero quando a temperatura fosse nula. Porém, ele obteve
que a resistividade do mercirio a uma temperatura de 4K caia a zero abruptamente.
Baseado neste comportamento do merctrio, ele entao propdés um nome apropriado para

este novo estado da matéria: a supercondutividade.

A partir de entao, as pesquisas sobre a supercondutividade ndo pararam de crescer,
j& que elas proporcionavam uma gama enorme de descobertas. Em 1933 foi descoberto um
efeito conhecido como efeito Meissner Ochsenfeld [2], foi demonstrado experimentalmente
que um supercondutor, além de possuir uma resistividade nula em seu interior, também
apresentava campo magnético nulo quando sujeito a um campo magnético externo. Em
outras palavras, um supercondutor é um condutor perfeito e também um diamagnético

perfeito. O nome foi dado pela descoberta dos fisicos Fritz Meissner e Robert Ochsenfeld.

Em 1935, os irmaos F. London e H. London [3] finalmente conseguiram mostrar
a primeira teoria capaz de explicar a supercondutividade. Esta teoria era descrita por
duas equagoes, hoje conhecidas como primeira e segunda equagoes de London. Embora a
teoria de London da supercondutividade fosse util, ela ndo descrevia o comportamento do

sistema de um ponto de vista microscépico nem das transi¢oes de fase.

Em 1950, os fisicos V. L. Ginzburg e L. D. Landau [4] descrevendo a supercon-
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dutividade do ponto de vista fenomenoldgico, ou seja, este modelo é baseado sobre as
caracteristicas gerais observadas da supercondutividade e nao sobre algum modelo mi-
croscépico particular. A teoria microscépica de Bardeen-Cooper-Schrieffer (teoria BCS)
foi langada em 1957 [5], e descreve muito bem a supercondutividade, mas por ser muito

complexa em determinadas situagoes, seu uso ainda se torna restrito.

A teoria GL é baseada inteiramente na ideia de um parametro de ordem (complexo)
para poder explicar a transi¢cdo de fase normal/supercondutora. O fator importante desta

teoria é que ela consegue determinar o comportamento dos supercondutores perfeitamente

[6]-

No entanto, a tedria de London ¢ satisfatéria quando se desejar estudar o fendomeno
de expulsdo do campo magnético de um supercondutor. Além disso, a curvatura nao-trivial,
0 que nao é originado pela geometria do espaco, tem um efeito sobre alguns processos
fisicos [7]. Além disso, alguns modelos de um supercondutor em um espago hiperbélico
desempenham um papel significativo para o estudo de campo aplicado. O presente trabalho
¢é dedicado a estudar o efeito da geometria sobre as propriedades do supercondutor. Em
particular, sera descrito o modelo de London no espago hiperbdlico de Lobachevsky e
a investigacao da influéncia do parametro adicional - raio de curvatura do espaco de

Lobachevsky.

Essa dissertacao esta dividida em quatro capitulos: o primeiro capitulo e segundo
capitulo sdo destinados a fundamentagao tedrica da pesquisa, o primeiro referisse a falar
sobre supercondutividade, tratamos das principais caracteristicas e as teorias desenvolvidas
ao longo da historia, teoria de London nosso principal objeto de estudo, uma breve descri¢ao
da teoria de Ginzburg-Landau para supercondutor e uma rapida discussao sobre a teoria
quantica (BCS). No segundo, serao descritos alguns aspectos mateméticos relacionados a
geometria hiperbdlica. O terceiro capitulo destinamos os resultados e discussoes a respeito
da supercondutividade estudada no espaco de hiperbdlico de Lobachevsky. O quinto e

ultimo apresentamos nossas consideragoes finais a respeito do tema trabalhado.



14

2 SUPERCONDUTIVIDADE

Apresentaremos inicialmente, uma breve descricao do modelo de Drude para a
conducao de elétrons em metais, que consiste em uma analogia com a teoria cinética dos
gases. Nessa abordagem os elétrons da banda de conducao do metal sao tratados como um
gas ideal. Feito isso, descreveremos as principais caracteristicas da supercondutividade:
a resisténcia zero, o efeito Meissner-Ochsenfeld, o diamagtismo perfeito, através de um
modelo tedrico simples, a equacao de London e as consequéncias desta equagdao, como a
existéncia de vortices nos supercondutores e a diferenca entre os supercondutores tipo
I e tipo II. Além de uma breve discursao sobre a teoria de de Ginzburg-Landau para a

supercondutividade.

2.1 Modelo de Drude

Drude adaptou a teoria cinética dos gases [8] para desenvolver um modelo para a
condutividade em metais e com isso foi capaz de descrever e prever uma série de proprie-
dades desses materiais. Essa teoria fornece informacoes sobre as grandezas macroscopicas
do gas, descrevendo-o como um grande nimero de moléculas em movimento cadtico, que
colidem elasticamente entre si. Entre as colisoes sucessivas, o movimento das moléculas é
retilineo e cada colisdo tem duragao desprezivel. Podemos supor que as forcas aplicadas
estao distribuidas em todas as direcoes, ou seja, se cancelam globalmente, sendo nula a sua
resultante. Os elétrons possuem cargas elétricas negativas, com base nisso, Drude assumiu
que a compensacao das cargas positivas nos metais, a fim de garantir a neutralidade elétrica

do material, estaria ligada a particulas muito pesadas que sao consideradas imoéveis.

Fazendo uma comparacao com o que conhecemos hoje sobre a estrutura da matéria,
podemos dizer que os elétrons do gas proposto por Drude sao os elétrons que se localizam
na camada de condugao dos atomos e as particulas pesadas e iméveis de carga positiva
sao os fons metalicos, compostos por nticleos atomicos e elétrons fortemente ligados a eles,
que chamamos de elétrons do niicleo. Quando esses atomos isolados estao condensados
formando um metal, os elétrons do nicleo continuam ligados ao nicleo formando o ion
metalico, mas os elétrons de valéncia podem se deslocar para muito longe do atomo de

origem. Nesse contexto, isto é chamado de Condugao Elétrica [9].

De maneira resumida, as hipdoteses do modelo sao:

e (Quando escolhido de forma aleatoriamente, um elétron, em média, pode deslocar-se
por um tempo 7, que é chamado de tempo livre médio ou tempo de relaxamento,

antes da sua préxima colisao;
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e Os elétrons alcancam o equilibrio térmico com o meio somente através das colisdes
e quanto maior for a temperatura onde ocorre a colisao, mais rapido um elétron

emerge dessa colisao;

e Na falta de campos externos, os elétrons movem-se em movimento retilineo uniforme.
Na presenca de campo eletromagnético externo atuando, os elétrons se movem em
uma linha reta entre as colisoes obedecendo as leis da mecanica Newtoniana, livre

de qualquer influéncia, seja de elétrons ou de ions;

e As colisoes de elétrons com os ions no modelo de Drude, como na teoria cinética, sao
eventos instantaneos que alteram a velocidade do elétron. Com base nessas hipdteses,
pode-se descrever o comportamento da resistividade e condutividade elétrica para os

metais.

2.1.1 Resistividade e condutividade elétrica nos metais

Na descricao da teoria cinética, o modelo de Drude estabelece a condutividade

elétrica o, dada por [8,10]:

o= ) (2.1)

onde m ¢é a massa do elétron, e é a carga do elétron e , 7 é chamado de tempo livre
médio ou tempo de relaxamento. A expressao (2.1) é uma boa estimativa da condutividade
elétrica em termos de quantidades conhecidas, exceto para o tempo de relaxamento, que é

uma grandeza ainda desconhecida.

A condutividade é definida pela equagao constitutiva,

j=0oE, (2.2)

aqui j ¢ a densidade de corrente elétrica que surge em resposta ao campo elétrico externo,

E. A resistividade p obedece a relagao,

E = pj, (2.3)

e como a resistividade p é simplismente o inverso da condutividade, p = % Utilizando a

equagao (2.1) de Drude da condutividade elétrica, teremos,

mo_ 1
- 1 2.4
P= 3 (2.4)
na equagao acima a resistividade p é proporcional a taxa de espalhamento de conducao de

elétrons.
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Num metal tipico, havera trés principais processos de espalhamento: espalhamento

. -1 . ~ ’ ’ -1 -~ .
por impurezas T;,,,, por interagoes elétron-elétron 7.~ ,, e por colisdes dos elétrons com
a rede, também conhecida como interecao elétron-fonon Te’liph. Estes sao processos inde-
pendentes, e por isso, devemos adicionar as taxa de espalhamento de cada processo para

obter a taxa de espalhamento total eficaz,

7—_1 = Ti;mlp + Te_liel + Te_lip}w (25>

Cada um destes tempos de vida é uma funcao caracteristica de temperatura, a taxa

de espalhamento de impureza, Tijnlp, serd essencialmente independente da temperatura, pelo
menos, para no caso de impurezas nao magnéticas. A taxa de espalhamento elétron-elétron,
7,1, é proporcional a T2, onde T ¢ a temperatura. Enquanto a baixas temperaturas a
taxa de espalhamento elétron-fonon, TE_ZEph, é proporcional a T°. Portanto, seria de esperar

que a resisténcia de um metal a baixas temperaturas fosse representada por,

p=po+al?+ .., (2.6)

onde, de acordo com a equacao acima, a resistividade a temperatura zero, a resistividade

residual, pg, depende apenas da concentracao de impurezas.

Foi observado que para a maioria dos metais, que a resistividade de fato se comporta
desta maneira a baixas temperaturas. No entanto, para uma classe de materiais algo
completamente diferente acontecia. Apos o resfriamento, a resistividade, primeiro segue o
comportamento suave simples, equacgao (2.6), mas, de repente, desaparece por completo,
como esbogado na fig.(1). A temperatura em que se anula a resistividade ¢ chamada de
temperatura critica, T,.. Abaixo desta temperatura a resistividade nao é apenas pequena,
mas é, na medida em que pode ser medido, exatamente zero. Foi entao que descobriram

um novo estado da materia, e esse fendmeno ¢ conhecido como supercondutividade [1].
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Figura 1: Resistividade de um Metal Tipico em funcao da Temperatura

o

N&o-Supercondutor

Supercondutor

T

c

-
-
Fonte:Autor, 2016

2.2 Principais Caracteristicas dos Supercondutores

O fenomeno da supercondutividade vem se tornando umas das areas da fisica
que esta em constante avanco, se apresenta como uma das grandes fronteiras para o
conhecimento cientifico, e avanco tecnologico. Ao longo do tempo, algumas tedrias se
destacam na tentativa de explicar o fendmeno, cada uma na sua esfera de importancia e
necessidade, tedrias cldssicas como: tedria de London e Ginzburg-Landau, além da teoria
quantica (BCS) para a supercondutividade. No entanto, nesta sessao, vamos expor algumas
caracteristicas do fendémeno [10,11,12], que podem ser explicadas independente de qualquer

modelo proposto.

2.2.1 Resisténcia Zero

Como visto anteriormente, em um supercondutor a resistividade p, é zero e a condu-
tividade o é infinita para temperaturas abaixo de T,. Outra caracteristica do supercondutor
é resisténcia zero, e que para ser consistente com a equagao (2.2), o campo elétrico dever
ser nulo, £ = 0, no entanto, vai existir uma corrente que circulard no material mesmo sem

a presenca de um campo elétrico para induzir essa corrente.

A existéncia de uma resisténcia nula no supercondutor é representada por uma
transic¢ao de fase termodinamica, como por exemplo um liquido passando para o estado
gasoso. As propriedades de cada fase sdo completamente diferentes. Aqui, denomina-
se duas fases diferentes: “estado normal”, quando o material apresenta temperaturas
acima da temperatura critica, e “estado supercondutor”, quando o material apresenta

temperaturas abaixo da temperatura critica. No estado normal a resistividade e outras
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propriedades fisicas seguem o comportamento de um metal normal, enquanto que no

estado supercondutor varias propriedades fisicas sao diferentes, incluindo a resistividade.

Um dos grandes problemas encontrado é ter a nogao precisa para distinguir uma
resisténcia muito pequena de uma resisténcia nula. Visto que, quando se medir uma resis-
téncia de uma amostra supercondutora, o multimetro também apresenta uma resisténcia
nos fios de medicao, o que nos da uma resposta de uma resisténcia muito pequena, mas
diferente de zero. Uma boa técnica para saber distinguir entre uma resisténcia muito
pequena e uma resisténcia nula e termos uma evidéncia convicente de que os supercon-
dutores tém realmente p = 0, é a observagao da existéncia de uma corrente chamada
corrente persistente[13]. Se aplicarmos uma corrente [ circulando em um anel feito por
um fio supercondutor, por exemplo, a energia armazenada no campo magnético do anel
permanecera constante e como nao ha resisténcia, esta corrente ira circular sem perda

alguma.

Para ver como a corrente persistente pode ser configurado em um material super-
condutor, conside o fluxo do campo magnético através do centro do anel supercondutor. O

fluxo ¢é definido pela superficie integrante dada por,

o = /B . ds, (2.7)

com B sendo um vetor perpendicular a o plano do anel. O ds, é um elemento infinitesimal

da area delimitada pelo anel. Ultilizando a equagao de Faraday,

VxE= —%]?, (2.8)

e recorrendo ao teorema de Stoker que estabelece que,

/(VXE)ds:jfE-dr, (2.9)

0 que resulta em,

4D
Y _ {Ea 2.10
dt 7{ L (2.10)

aqui a integral é feita em torno do caminho fechado do interior do anel. Se a integracao

for feita apenas dentro do supercondutor, entao E=0 ao logo do caminho. Portanto,

dd
— = 2.11

e, por conseguinte, o fluxo magnético através do anel permanece constante em funcao do

tempo.

Usaremos essa propriedade para criar uma corrente persistente em um anel super-

condutor. Primeiro vamos comecgar com o material a uma temperatura superior a 7, de
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modo que ele esteja em seu estado normal. Em seguida, aplica-se um campo magnético
externo, B.,;. Este passa facilmente através do material uma vez que o sistema esta no
estado normal. Agora resfria-se o sistema até abaixo de T,. Temos que o fluxo no anel é
dado por ® = [ B,,ds, mas sabe-se que da equacao (2.11) que este se mantém constante.
E constante, mesmo que desligue a fonte de campo magnético externo, de modo que agora
Bt = 0. A tinica maneira do supercondutor poder manter constante o fluxo, é gerar o seu
proprio campo magnético através do centro do anel, que deve existir por ter uma corrente
de circulagdo I, em torno do anel. O valor de I sera exatamente o necessario para induzir
um fluxo magnético igual dentro do anel. Além disso, como ® é constante, a corrente [

também deve ser constante, criando assim uma corrente persistente no anel.

Além disso, se houvesse qualquer resisténcia elétrica no caminho, haveria dissipacao
de energia e, portanto, a corrente /I decairia gradualmente ao longo do tempo. Mas as
experiéncias foram feitas e foram observadas correntes persistentes que se mantenha
constante ao longo de um periodo de anos. Portanto, a resisténcia deve realmente ser

exatamente igual a zero para todos os efeitos.

Na tentativa de testar a validade da teoria de Drude medindo a resistividade a
temperatura mais baixa possivel, Onnes mediu a resisténcia eletrica do mercurio fig.(2) [1].

Esta figura de Kamerlingh Onnes marcou a descoberta da supercondutividade.

Figura 2: Resisténcia elétrica do mercurio em fun¢ao da temperatura

i
0.150
0.125 Hg /
0.100 - :
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« :
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0 | \ | T
4.0 41 42 43 44
T(K)
Fonte: [1]

2.2.2 Efeito Meissner-Ochsenfeld

A resistividade zero (p = 0) nao é suficiente para definir supercondutividade.
Atualmente existe outra propriedade que define e comprova a ocorréncia do fen6meno em
certos materias, é a demostragao do efeito Meissner-Ochsenfeld [12,14]. O nome foi dado

aos pesquisadores Walther Meissner e seu assistente, Robert Ochsenfeld em 1933, quando
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observaram amostras supercondutoras de estanho submetidas em um campo magnético

externo.

Meissner e Ochsenfeld verificaram que quando um supercondutor é resfriando num
campo magnético até uma temperatura abaixo de sua temperatura de transicao, as linhas
de campo B sdo expulsas para fora do corpo. Eles mostraram que o supercondutor num

B, (campo aplicado), nao possui indugao, ou seja, B = 0 em seu interior.

A expulsdo do campo magnético do interior do supercondutor é descrito pela lei de

Faraday,

VXE:—%]?, (2.12)

com o fato de o campo elétrico ser nulo, £ = 0, no supercondutor, temos que,

OB
- =0 (2.13)

O campo magnético B no supercondutor nao pode variar no tempo. Entao, do ponto de vista
da fisica classica, um campo magnético pode ser mantido no interior de um supercondutor,
desde que este seja constante no tempo. Entretanto, os resultados experimentais mostraram
que, quando um supercondutor ¢ resfriado até atingir uma temperatura 1" < T, na presenca
de um campo magnético externo, as linhas de campo sao espelidas do material, isto ¢, o

campo anula-se no interior do material, como mostra na fig.(3).

Figura 3: Efeito Meissner-Ochsenfeld
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Fonte: Autor, 2016

Agora vamos pensar em fazer as coisas de outro modo. Suponha o exemplo na qual
a temperatura do material esteja acima de 7T, e aplicamos o campo externo, B.,;. Neste

caso, o campo magnético vai facilmente penetrar na amostra, B = B,,;, como mostrado



Capitulo 2. Supercondutividade 21

na imagem da direita na (fig.3), em seguida, resfriamos o sistema para temperatura abaixo
de T, e observamos o surgimento do efeito Meissner-Ochsenfeld, o campo magnético é
expelido. Entao, por resfriamento que acontece a partir da situagao ilustrada na direita
para a mostrada na parte inferior da (fig.3). Este fato ndo pode ser deduzido a partir
do simples fato de resistividade zero (p = 0) e por isso este ¢ um fenémeno fisico novo

associado a supercondutores.

Existem muitas razoes para que a existéncia do efeito Meissner-Ochsenfeld seja a
principal prova da supercondutividade. A razao mais fundamental é que o efeito Meissner-
Ochsenfeld é uma propriedade do equilibrio térmico, enquanto a resistividade é um efeito
de transporte que nao estda em equilibrio. Chega-se ao mesmo estado final do sistema
resfriando-se o material até a temperatura critica e depois aplicamos o campo, ou o inverso.
Portanto, o estado final do sistema nao depende do estado inicial da amostra, que é uma

condi¢ao necessaria para o equilibrio térmico.

2.2.3 Diamagnetismo perfeito

A fim de manter o campo magnético nulo dentro do supercondutor como observado
pelo efeito Meissner-Ochsenfeld, deve existir uma corrente de blindagem [15] circulando na
borda do supercondutor. Isto produz um campo magnético igual em modulo, mas oposto
ao campo magnético externo aplicado no supercondutor, ou seja, o campo magnético

resultante é zero.

Para descrever as correntes que circulam nas bordas do supercondutor, basta usar
as equacoes de Maxwell para o magnetismo e analisar as densidades de correntes existentes
nas amostras. A corrente total é dividida em corrente aplicadas externa, j..:, € a corrente

interna j;,¢, ou seja,

j - jext + jint? (214)

as correntes de blindagem geram uma magnetizacao por unidade de volume, M, no

supercondutor, que é definida por,

Vx M= j,. (2.15)

como na teoria de meios magnéticos que também define um campo magnético H, em

termos das correntes externas, temos,

VxH=j.,, (2.16)

os trés vetores M, H e B estao relacionados por:
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B = pio(H+ M). (2.17)

Impondo a condigdo de Meissner-Ochsenfeld, quando (B = 0) no interior da amostra, na

equagao (2.17), obtemos uma relagdo da magnetizacao e o campo, dado por,

H=—M. (2.18)

Uma importante grandeza que serve para caracterizar propriedades magnéticas é a suscep-
tibilidade, definida por

M
_ <dH> . (2.19)

Assim, temos que para os supercondutores, y = —1. Materiais com valores negativos de y
sao chamados de diamagnéticos (quando x ¢é positivo o material pode ser chamado de
paramagnético ou ferromagnético). Os diamagnéticos blindam parte do campo magnético
externo e se magnetizam em oposi¢ao ao campo magnético externo. Nos superconduto-
res 0 campo magnético externo é totalmente blindado. Por isso podemos dizer que os

supercondutores sao diamagnéticos perfeitos.
Figura 4: Diamagnéticos Perfeitos
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Fonte: Autor, 2016

O gréfico do comportamento da susceptibilidade magnética é apresentado na (fig.4).
A melhor forma de detectar a supercondutividade em alguma amostra desconhecida é,
portanto, medir sua suscetibilidade. Assim, através da medi¢ao y encontrard uma y = —1
num supercondutor, evidéncia para diamagnetismo perfeito, ou o efeito Meissner. Isso
geralmente é considerado uma prova muito mais confiavel para a supercondutividade em

uma amostra de que s a resisténcia zero.
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2.3 Supercondutores: Tipo | e Tipo |l

Nao ha nenhuma diferenca no mecanismo da supercondutividade em supercondutor
do tipo I e o supercondutor do tipo II [16]. Nos dois tipos, as propriedades térmicas sao
semelhantes na transicdo do estado normal para o estado supercondutor. A diferencga entre
os dois tipo se diz respeito ao efeito Meissner, quando o campo aplicado se torna mais
forte. Ao contrario da susceptibilidade y, onde o campo é definido no limite de campos

fracos.

2.3.1 Supercondutor Tipo |

O supercondutor do tipo I, encontrado na grande maioria de metais a baixas
temperatura, é caracterizado pela existéncia de um campo critico, H., a supercondutividade
ocorre até um certo valor (H,.), ou seja, o campo magnético H continua sendo nulo no
interior do supercondutor até a supercondutividade ser destruida, a partir desse valor nao
é mais observado o efeito Meissner, desfazendo assim o fenémeno [13]. Como j4 visto, a
magnetizagao obedece a relagao descrita por M = —H, para todos os valores de campos
menores que H,., e se torna nula para valores de campo maiores de H.. A maneira como
as mudancas da magnetizacao M e o campo H sao observados no supercondutor sao

mostrados na (fig.5).

Figura 5: Supercondutor Tipo I

H,

Fonte: Autor, 2016

2.3.2 Supercondutor Tipo Il

Agora, no caso do supercondutor tipo II, encontrado em ceramicas, ligas, apresenta
dois campos criticos diferentes, denotados por: H,.;, que é o campo critico inferior, e H.o,
que é o campo critico superior. Para pequenos valores do campo magnético H aplicado

no supercondutor, o supercondutor continua apresentando o efeito Meissner-Ochsenfeld,
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M = -H, nao existe a densidade do fluxo magnético no interior da amostra [12,13].
Contudo, se o campo magnético H chegar a um valor maior que o campo critico inferior,
H., o fluxo magnético comeca a entrar no interior do supercondutor e o campo no seu
interior fica diferente de zero. Com isso, a magnetizacao comeca tender a zero a medida
que aumentamos o campo magnético H. Mediante o aumento do campo H, a densidade
do fluxo magnético também aumenta gradualmente. A magnetizacao atinge o valor zero
quando, o campo H chega ao valor do campo critico superior H., destruindo assim o

estado supercondutor do material. Este comportamento é descrito na (fig.6).

Figura 6: Supercondutor Tipo II

HC HC,
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Fonte: Autor, 2016.

O fenémeno que acontece na fase termodinamica entre H.; e H. foi estudado por
Abrikosov [16]. A explicacdo vem no surgimento de vértices. Os vortices consistem em uma
regiao onde circula uma supercorrente ao redor de um pequeno ntucleo. Ele mostrou que o
campo magnético pode penetrar no supercondutor na forma que ¢é essencialmente um metal
normal. Através de um diagrama de H x T, (fig.7), onde é mostrado o comportamento
dos supercondutores tipo I e tipo II. E observado claramente as regides de Meissner (A
expulsdo total do campo magnético) e a regiao de Abrikosov (A expulsdo parcial do campo

magnético).

2.4 Equacao de London

O primeiro éxito na tentativa de descrever as propriedades eletrodinamicas dos
supercondutores como a condutividade infinita e o efeito Meissner, foi desenvolvida pelos
irmaos, Fritz e Heinz London em 1935 [12]. Nesta teoria eles assumiram que uma fragao
dos elétrons tornam-se supercondutores e podem mover-se livremente, sem dissipacao,
enquanto que o restante dos elétrons continua no estado condutor normal, ou seja, tendo

uma resistividade finita, formularam sua teoria baseando-se no modelo de dois fluidos.
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Figura 7: Diagrama H x T dos supercondutores tipo I e tipo II
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Fonte: Autor, 2016.

Sejam n, n, e n, densidades de elétrons total, normal e supercondutora, res-
pectivamente com (n = n, + n,). Essas fracoes dependem da temperatura, e como a
supercondutividade desaparece na temperatura critica, deve-se ter ng(7,) = 0 e ns(0) = n.
No interior de um supercondutor nao ha resisténcia elétrica, qualquer intensidade de
campo fard com que a corrente flua, logo nao tem sentido considerar os elétrons normais

nos calculos porque toda a corrente sera conduzida pelos superelétrons.

Apesar desse modelo ser bem simples, ele é bastante satisfatério para aquilo que o
modelo se propoe. Este modelo nos leva a equagao de London, que relaciona a densidade
de corrente elétrica dentro do supercondutor, j, campo magnético externo, B. Utilizando
a segunda lei de Newton para um elétron se movendo sob um campo eletromagnético,
Obtemos

d(mv)
= —cE 2.20
dai,
m 0j
———= = —cE 2.21
nse Ot e, ( )
ou ainda
Jdj E
= = —. 2.22
ot A2 (222)
Onde o fator \ = (HT;)%, ¢ chamado de comprimento de penetragdo London ou

(profundidade de penetragdo), que define o quanto o campo magnético pode penetrar na

superficie do supercondutor.



Capitulo 2. Supercondutividade 26

A equagao (2.22) é conhecida como primeira equacao de London. Ela representa
claramente uma equacao de aceleracao: isto implica que depois de um pulso curto de
campo elétrico, o sistema terda uma corrente que nao decaird, que é uma propriedade da

supercondutividade.

Para se chegar na segunda equagao de London, toma-se o rotacional de (2.22), para

entao

dj VxE
=~ = 2.2
VX T (2.23)
Utilizando a lei de Faraday (2.8), teremos finalmente,
. nge?
Vxj=-— B, (2.24)

e

que é a segunda equacao de London. Esta equacao relaciona as grandezas fisicas j e B,
que ainda podem se relacionar através das equagoes de Maxwell, da seguinte forma,
V x B = pj. (2.25)

Calculando o rotacional em ambos os lados da equagao (2.25), e combinando com a

equagao (2.24), obtemos,

nge?

V x (VxB)=—pug B, (2.26)

€

ou ainda,

1
Vx(VxB)= _ﬁB' (2.27)
As duas equacoes de London também podem ser condensadas em uma equagao com
a densidade de corrente elétrica dentro do supercondutor, j, e o potencial vetor magnético

A, seja a relagdo (B =V x A). Dai entao teremos,

J me ( 8)
ou
= ,uo)\2 ' '

Com a relagao (2.27) podemos obter o campo magnético. Vale também ressaltar que
se a corrente for continua, a equacao de continuidade se reduz a V - j = 0. Se aplicarmos

isto na equacao de London, obtemos o calibre de London:
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V-A=0. (2.30)

Em outras palavras , a equacao de London permite descrever o efeito Meissner-
Ochsenfeld, indica a profundidade de penetragdo de campos externos, substitui a relacao
j = oE em supercondutores e prevé o comportamento do campo magnético nos supercon-

dutores.

A equagao (2.29) é uma das mais importantes equagoes que descrevem a supercon-
dutividade. Aproximadamente 20 anos apds essa teoria ser elaborada, Bardeen, Cooper
e Schrieffer desenvolveram uma teoria chamada de teoria BCS [6,13], que reproduz a

teoria de London em um limite adequado.

2.5 Voértice de London

Os vortices sao definidos como um nticleo cilindrico na amostra supercondutora, com
propriedades de condutores normais que possuem um raio dado por &g, que é conhecido como
comprimento de coeréncia. O comprimento de coeréncia esta intimamente relacionado
ao gap de energia (energia necessaria para retirar um elétron do dtomo e colocé-lo na
banda de condugao), cuja interpretacao é representar o tamanho fisico do par de Cooper
(faz parte do estudo da Teoria BCS). Dentro deste nicleo teremos um campo magnético

finito, digamos Bj.

Através da equacgao de London podemos encontrar um modelo matematico que
descreve os vortice nos supercondutores [10,11]. Os campos conseguem penetrar na super-
ficie dos supercondutores formando os voértices. Vamos descrever como o campo magnético
decresce até um valor nulo quando partimos de uma regiao dentro do nucleo do voér-
tice (ou seja, onde temos um condutor normal) até a area onde ocorre novamente a

supercondutividade.

Dentro do nicleo existe um campo magnético finito, B = (0,0, B,). O rotacional,

em coordenadas cilindricas, desse campo magnético é dado por:

0B, .
8y.
or ¢

VxB=-— (2.31)

Aplicando (2.31) em (2.27), teremos entao,

1d dB, B,
- . 2.32
rdr (T dr) A2’ (2.32)

d’B, +1dBZ B % B
dr? r dr A2

Ou ainda,

(2.33)
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Para solucionar essa equacao temos que analisar a situagdo de quando r for muito pequeno,

r << A, desta forma a equacao (2.32) apresenta a soluc¢ao do tipo,

B.(r) = 2;{32 In (;) , (2.34)

onde ®; é o fluxo magnético quantizado do vortice.

Com base nos valores do campo apresentado, podemos ter uma boa estimativa de
como ¢ seu comportamento no vortice de London. Na regiao r < £y, estamos no interior
do nucleo do vértice, ou seja, a supercondutividade sera suprimida dentro do ntcleo
do vortice. Em &, < r << A, onde temos uma regiao intermediaria para o campo, ele
decai logaritmicamente. Agora para r ~ A\, em uma regiao do centro, o campo decai

exponencialmente, semelhante ao campo magnético na superficie de um supercondutor.

Utilizando a equacgao V X B = pj, podemos observar como se comporta a densidade

de corrente no vértice de London. Resolvendo a equagao (2.34), temos

N
i(r) = 2 \2r’

(2.35)

aqui a corrente supercondutora que circula no vortice decai com %, como visto da fig.(8) e

ainda mais rapidamente quando se aproxima da superficie do material.

Figura 8: Densidade de Corrente do vértice de London
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Fonte: Autor, 2016.

Suponha que uma supercorrente circule no vortice com uma velocidade v, cuja

1

va2ns. Com isso, podemos

forma é j = —en,v e a energia cinética correspondente é £ =

determinar a energia total do vértice, que é dada por:
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P2 A
= ——] — 2.36
drpoh2 & (2:36)

2.6 Pares de Cooper

Antes de apresentar uma defini¢cao formal sobre a teoria de Ginzburg-Landau é
importante enunciar um fenémeno que foi explicado pela teoria BCS: a formacao dos
Pares de Cooper [17,18]. A ideia dos pares de Cooper foi proposta por Cooper em 1956.
Cooper mostrou que, nos supercondutores, dois elétrons interagem formando um par e

esse par é responsavel pela supercorrente a baixa temperatura.

Em condigoes normais seria uma coisa improvavel de pensar nessa formacao de
pares, devido a forte repulsdo coulombiana entre os elétrons (pois possuem carga de mesmo
sinal). Contudo, Cooper mostrou que para ocorrer a formagao desses pares, os elétrons

contam com a ajuda de uma excitacao da rede cristalina conhecida como Fénon.

O fénon, de um ponto de vista quantico, se equivalem a um movimento vibracional
de uma rede, conhecido como modo normais de vibragao na mecanica classica. Esse
movimento se caracteriza por cada parte da rede oscilar com a mesma frequéncia. Em
geral, essa excitacao, que se desloca como uma onda pelo material, é causada pela agitacao
natural existente em todo sistema sujeito a uma temperatura finita, apresentando um

pequeno deslocamento dos atomos da rede.

Os atomos que formam a rede cristalina do metal nao sao eletricamente neutros.
Os elétrons de condugao deslocam-se para muito longe do atomos de origem, fazendo
com que esses atomos fiquem carregados positivamente. Quando um elétron desloca-se no
material, ele perturba os dtomos da rede, como visto da fig. (9), sendo atraido pela forca
coulombiana. Essa pertubacao do elétron gera um fonon e, consequentemente, a interagao

elétron-fonon na rede.

mo consideram ONnon como uma on Atom itiv ,

Como consideramos o fénon como uma onda de atomos positivos deslocados, esses
fonons podem atrair outro elétron que esteja proximo, ou seja, com essa configuragao
consegui-se fazer a "atracao'entre os elétrons, formando o que chamamos de Pares de

Cooper.

Algumas caracteristicas importantes devem ser citadas nos pares de Cooper como
por exemplo se aumentarmos consideravelmente a temperatura do sistema, a agitacao
térmica faz com que a interagao elétron-fonon seja desfeita e com isso deixamos ter os

pares, ou seja, essa configuracao dos pares de Cooper so é possivel a baixas temperaturas.

Outra caracteristica importante é que os elétrons isolados possuem spin %, ou seja, sao

1

Férmions, mas, quando o par ¢ formado, um spin aponta para cima (+43) e outro para

baixo (—%), consequentemente o spin do par de Cooper é 0, logo ele é um Bodson.
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Figura 9: Deformagao Local de uma rede cristalina devido ao movimento de um elétron

O O

Fonte: Autor, 2016

Cooper originalmente s6 considerou o caso de um par isolado formado em um metal.
Quando se considera o estado mais realista consistindo em muitos elétrons formando pares
faz parte do estudo da Teoria BCS.

2.7 Teoria de Ginzburg-Landau para Supercondutor

Vamos agora fazer uma descricao completa das propriedades macroscépicas de um

supercondutor, usando a teoria formulada por Ginzburg-Landau [11,17,19].

2.7.1 Breve descricao da teoria

A Teoria de Ginzburg-Landau (GL), que foi publicado em 1950 [20], é conside-
rada uma teoria fenomenolégica, onde descreve as propriedades eletromagnéticas dos
supercondutores, incluindo os efeitos de vortice e o efeito de fixar esses vortices. Um dos
principais sucessos da teoria Ginzburg-Landau é a sua previsao da distingao entre o tipo I
e tipo II de supercondutores que possui diferentes propriedades eletromagnéticas, e tinha
a vantagem de descrever corretamente a transicao de fase supercondutora do ponto de

vista termodinamico.

Uma das primeiras observacoes da teoria foi que os elétrons supercondutores podem
ser descritos por uma func¢ao de onda efetiva 1, também conhecida como pardmetro de
ordem, e relacionada a ng = |¢|* é igual a densidadede de superelétrons (quantidade de
elétrons supercondutores do material). Quando o estado normal estd acima da temperatura
critica T, , ¢ é zero. Enquanto que no estado supercondutor, abaixo T, 1 é diferente de

Z€ero. ou seja,
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b= 0, se T >T,
| W) £0, seT <T.

Foi postulado que o pardmetro de ordem de 1 deveria ser um nimero complexo,
como uma func¢ao de onda macroscédpica para o supercondutor. Depois da formulagao da
teoria BCS, o pardmetro acima mencionado [¢|?, pode ser identificado como a densidade

de elétrons dos pares de cooper associados as amostras.

Para tal, é assumido que a energia livre do estado supercondutor difere do metélico
por uma quantidade que pode ser escrita em séries de poténcia de 1. Proximo da tempera-
tura critica é suficiente considerar somente os dois primeiros termos da série, pois proximo
de T'= T, , a quantidade de superelétrons é muito pequena. Com isso, a densidade da

energia livre é:

FuT) = FulT) + a(T) P + S0 + . (2.37)

Com a densidade de elétrons pequena, o termo f4(7T') deve se a densidade da energia livre
do estado supercondutor e f,,(T") do estado condutor normal. Os pardmetros a(T") e b(T)
sao parametros fenomenologicos da teoria, que dependem da temperatura. Para ter sentido
fisico, devemos assumir que b(7T") seja positivo, caso contrario, a densidade de energia
livre nao teria minimos globais e sim maximos globais e nao estariam de acordo com as

previssoes tedricas.

Quando plotamos fs — f,, em funcao de 1) podemos observar que existe duas curvas

possiveis dependentes do sinal de a(7"), como é mostrado na fig.(10).

Figura 10: Densidade de energia livre, f, — f,, em funcao de 1

>T

T<T,

2y

WPy
Fonte: Autor, 2016.
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Para o caso a(T) < 0, existem minimos [¢|? = —a(T)/b(T). J& no caso a(T) > 0, a
curva tem um minimo em ¢ = 0. Acima da Temperatura critica, no estado normal, a(7")
é positivo, abaixo da temperatura critica, estado supercondutor, temos que ¥ # 0. Na
temperatura critica, a(7.) = 0. Perto da Temperatura critica, podemos expandir em série

de Taylor,

a(T) ~ a(T) x (T —T,) + ..., (2.38)

b(T) ~b+ .., (2.39)
com a e b sao duas constantes fenomenoldgicas. Em termos dos parametros a e b temos
que:

0 se T >1T,
|¢| = an L 1
(2T —=T)z seT <T..

O valor minimo da energia livre é facilmente obtido e tem o valor —a(T)?/2b(T)

que pode ser reescrita na forma:

(T _ Tc)2

FT) = ful1) = =5 (2.40)

A partir da energia livre podemos obter quantidades fisicas relevantes como por
exemplo, entropia. Derivando f com relagao a T, obtemos a entropia por unidade de
volume, s = S/V, abaixo de T.

a2

5o(T) = sa(T) = = (L. = T). (2.41)

Isso confirma o fato de que a teoria de GL corresponde a uma transi¢ao de fase de

segunda ordem, ja que, na temperatura critica, nao existe descontinuidade na entropia.

2.7.2 Sistemas ndo-homogéneos para supercondutores

Outra suposicao importante da teoria de Ginzburg-Landau é o fato de que ela
permite a possibilidade do parametro de ordem depender da posigao, 1 (r). Isso nos ao leva
o fato de que devemos considerar o termo de gradiente vindo da energia cinética. Como a
energia livre ndo pode assumir valores complexos, o termo contendo o gradiente de ¢ (r)
tem que ser real [21]. Dessa forma, a energia livre deve ser fungdo do médulo do gradiente
de ¢ (r). Dai,

d V) +a(T) () + @I¢(r)l4- (2.42)

£AT) = 1)+ 5 :
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Esta é uma forma de representar a energia do sistema e, no nosso caso, trata-se de um
sistema (ou material) supercondutor. O primeiro termo, f,, é a energia livre do estado
normal, ou seja, quando nao ha supercondutividade.O parametro m* tem dimensoes de
massa e desempenha o papel de uma massa efetiva para o sistema quantico com a funcao

de onda macroscopica 1) (r).

Integrando a equagao (2.42), temos:

AT = R0 + [ (s V0P + DR + "D ) e 2a)

Para minimizar a energia, podemos fazer uma variacao infinitesimal no parametro

de ordem na forma,

(r) = P(r) +09(r), (2.44)

e aplicar esta variagao na energia livre. Com isso obtemos que,

§F, = / w*( hzv2¢+aw+bw|w|2> d’r / (—V2¢+a¢+blwl2> Sd°r.
(2.45)

Onde identificamos a equagdo de movimento que minimiza a energia livre,

(r) + (a + by (r)[ )y (r) = 0. (2.46)
Que é uma equacao do tipo Schrodinger nao linear, ou seja, nao pode ser aplicado o

principio da superposi¢ao neste caso.

2.7.3 Superficie Supercondutora

A equacao de Schrodinger nao-linear além, de ter varias aplicacgoes uteis, pode ser
usada para estudar a resposta do parametro de ordem do supercondutor quando exposto
a perturbagoes externas. Alguns exemplos muito importantes disso sao as propriedades

das superficies e interfaces de supercondutores [22,23].

Para tal, vamos considerar um modelo simples de interface entre um estado normal
e um supercondutor em 3 dimensoes. Suponha que a interface esteja no plano yz, a
separagao do estado supercondutor e estado normal acontece em x = 0, ou seja, na regiao
x < 0, metal normal, ja na regiao = > 0, o estado supercondutor. No lado metal normal
da interface, o parametro de ordem (r) para o supercondutor deve ser zero. Partindo
do principio de que ¥(r) deve ser continuo, devemos resolver a equac¢ao de Schrodinger

nao-linear:
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2 | o@D ) = 0. (247)

Com a condicao de contorno ¥(0) = 0, analisando na regiao = > 0, a solugao é:

(x) = 1 tanh <\/§§(T)> . (2.48)

Esse resultado pode ser visto na fig.(11), £(7) é um pardmetro chamado Comprimento

de Coeréncia de Ginzburg-Landau, que é dado pela expressao:

(1) = (%)2 : (2.49)

2m*|a

Figura 11: Pardmetro de ordem de um supercondutor perto de uma superficie

wix) A

e P,

>
X

Fonte:Autor, 2016.

Isto é um importante pardmetro fisico que caracteriza o supercondutor. £(77) é uma
medida da distancia da superficie sobre a qual o pardmetro de ordem retorna ao seu valor
maximo. Usando a(T") = a(T — T.) o comprimento de coeréncia £(7") pode ser escrito

como,

E(T) = €(0)]t]~2, (2.50)

onde

(2.51)

denomina-se temperatura reduzida. Fica claro de acordo com a expressao que o &(T')
diverge na T, e que sua divergéncia é caracterizada por um expoente critico de 1/2. O
comprimento de coeréncia de Ginzburg-Landau aparece em quase todos os problemas
de supercondutores nao-homogéneos, incluindo superficies, interfaces, defeitos e vortices
[12,24].
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2.7.4 Teoria de Ginzburg-Landau com campo magnético

Uma importante diferenga entre supercondutores tipo I e tipo II é o comportamento
do campo magnético em seu interior [25]. A partir de um certo valor de campo ja nao se pode
considerar a existéncia do efeito Meissner, o que torna possivel que campos relativamente
altos penetrem no interior dos supercondutores do tipo II. O efeito Meissner-Ochsenfeld é
a principal caracteristica dos supercondutores. Para estudar esse efeito através da teoria
de Ginzburg-Landau, temos que incluir um termo de campo magnético na energia livre.
Esse termo de campo magnético entra como se ¥ (r) fosse a fungao de onda de particulas

carregadas, ou seja, com a substituicao usual na mecanica quantica,

h h
SV = SV A, (2.52)

onde ¢ é a carga e A ¢é o potencial vetor magnético. Lembrando que para todos os
supercondutores conhecidos, verifica-se que a carga adequada é —2e, devido a formacao

dos pares de Cooper.

Dessa forma, fazendo a substituicdo de (2.52), a densidade de energia livre de

Ginzburg-Landau do supercondutor torna-se:

2

£.(T) = £.(T) + 2; (?v + 26A> ”

Integrando em todo o espaco, incluindo o termo proveniente da energia do campo magnético,

b
+ aly* + §|zp\4. (2.53)

temos

2
F,(T) = F,(T) +/ (2; ’(:Lv + 2614) V| +alv]? + g|¢|4) d*r + 2;0/3(1«)20[%.
(2.54)

As integrais varrem todo o espago, a primeira exclusivamente é realizada em pontos r no

interior da amostra.

Para encontrar o minimo de energia, é feito o mesmo procedimento utilizado na
sessao que falamos de sistemas nao-homogéneos (2.44). Com isso obtemos a equagao de

Schrodinger nao linear na forma:

h (v + ?A) D) + (a+ bl 2)u(r) = 0. (2.55)

2m*
A supercorrente devido ao campo magnético pode ser encontrada a partir da

derivada da energia livre de GL em relagdo ao potencial vetor,

(2.56)
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De tal sorte que,

(2¢)

m*

. 2ehi
Js = —

2
S PA. (2.57)

(pxVip — V™) —

Seja entao ¥ (r) = ¢ = cte e Y*(r) = cte, dessa forma, temos que o primeiro termo

de (2.57) é nulo, pois os gradientes de 1 e 1)* serdao nulos, ou seja, a equagao (2.57) fica:
2¢?

_ @) *> |* A (2.58)
m

s

A equacdo acima é a nossa conhecida equacao de London, onde n, = 2|¢|* e m* = 2m,.
Os valores de ng e m* comprovam a existéncia dos pares de cooper nos supercondutores,

como era previsto pela teoria BCS.

2.7.5 Quantizacao do Fluxo Magnético

Na teoria de Ginzburg-Landau, a funcdo de onda de um par de cooper num
supercondutor é dado por um par de ordem 1 (r,t). Como ¥ (r,t) ndo faz referéncia as
proporgoes dos dois elétrons do parametro em relagdo ao centro massa deles, o uso dessa
intepretacao restringe-se a fendmenos que nao alteram significatimente as distancias entre

os elétrons e os centros de massas [26].

Aqui iremos analisar as consequéncias sobre o pardmetro de ordem v (r, t) dos pares
de cooper de uma amostra supercondutora na presenga de um campo magnetico externo

B.

A presenca de um campo magnetico externo B, da origem a um dos efeitos quanticos
mais importantes observados em amostras supercondutora [27,28], que é a quantizacao do
fluxo magnético ¢. Para se compreender este importante aspecto da supercondutividade,
considera-se um anel supercondutor, a uma temperatura 7' < T, na presenca de um campo

magnético externo B, como mostra a fig. (12).

Quando o campo magnético externo B é desligado, a corrente superficial externa
desaparece, mas a corrente superficial interna permanece. Assim, o campo magnético
externo original fica confinado na abertura do anel. Essa afirmativa pode ser verificada,
lembrando-se que é nulo o campo elétrico E no interior de um material supercondutor.
Assim, tomando-se uma curva C fechada no interior do supercondutor, como mostrado da

fig.(12), ultilizando uma das equagoes de Maxwell, conclui-se que

96 -
E_iE-dl_o (2.59)

isto €, o fluxo magnético ¢ é mantido constante ao longo do tempo no interior do anel

supercondutor.
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Figura 12: Anel supercondutor submetida a um campo magnético externo uniforme

Campo
Magnético B

— Corrente
@ Supercondutora J

Fonte:Autor, 2016.

Seja entao a integral de linha da densidade de supercorrente j, = — (e%Vgp + 2%A),

em torno da curva C, é dada por

. eh 2¢?
fijs-dl:—EMQ?{V@-OZI—HM??{A-CH (2.60)

Como j, = 0 sobre essa linha, entao

0 2¢?
—e—]fvgo-dl—i]{A-dlzo (2.61)
m Je m Je

ou ainda,

j{A-dlz—;’efw-dl (2.62)

Na integral do segundo termo dessa equagao, nao se deve aplicar o teorema de
Stokes §.Vp-dl = [[V x Vp -da = 0, uma vez que V x Vp = 0, pois, por ser uma
fase, ¢ nao se repete apds um ciclo completo de J, mas sim assume valores inteiros de 2.
Ultilizando-se, entretanto, a relagdo vetorial dp = Vi - dl e a defini¢do de fluxo magnético

$.A-dl= [ B-da= P, obtém-se

h h
@:_—j{d SN 2.63
2e Je 7 2e v ( )
Para que o pardmetro de ordem 9 (r,t) seja univoco, é necessario que, para uma

volta completa em torno da curva C| a fase ¢ seja um multiplo inteiro de 27, isto é,

h
o = —2—62717? = —nd, (2.64)
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onde

2rh R
2¢  2e
¢ denominado de quantum de fluxo magnético ou fluxéide

®y = (2.65)

Assim, a descricao de um supercondutor por meio de um parametro de ordem

¥ (r,t) quantico, resulta na quantizagdo do fluxo magnético em unidade de fluxéide ®y.

A quantizacao do fluxo magnético é de fato observado e isso reforca a teoria de
Ginzburg-Landau. Além disso, nos vértices magnético dos supercondutores do tipo II,
essa teoria prevé que cada vértices contém exatamente um fluxo, o que é comprovado

experimentalmente.
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3 ASPECTOS MATEMATICOS: ALGUMAS
CONSIDERACOES TEORICAS

Neste capitulos apresentaremos alguns aspectos matematicos relacionados a geome-
tria hiperbolica, com destaque a geometria de Lobatchevsky. Fazemos um breve histérico
sobre a Geometria de Euclides e o desenvolvimento de novas Geometrias, destacando a
descricao de modelo hiperbdlico. Apresentamos os aspectos da geometria de Lobatchevsky,

foco do nosso trabalho, fundamentando os axiomas e modelos.

3.1 Breve Histéria

Durante muito tempo a matematica e os matematicos ficaram intrigados com o
enunciado do 5° postulado de Fuclides. Tanto devido ao contraste do enunciado original
com a clareza com que foram enunciados os outros postulados, como devido ao fato
de Euclides evitar o maximo possivel fazer uso deste postulado na demonstracao das
proposicoes. Por muito tempo esse postulado foi colocado em duvida, imaginava-se que

este fosse apenas uma proposicao que pudesse ser demonstrada ultilizando-se os outros.

No decorrer dos séculos, diversos enunciados equivalentes ao 5° postulado de Euclides
foram feitos, o de John Fairplay se tornou o mais popular: Por um ponto nao contido em
uma reta dada, pode ser tracada uma e apenas uma reta paralela a reta dada|Fairplay].

Este enunciado ficou conhecido como Postulado das Paralelas.

Outros grandes matematicos, tais como Girolomo Saccheri [30] e Johann Heinrich
Lambert [31], tetaram demonstrar o 5° postulado. Apesar do fracasso, conseguiram diversos
e importantes avancos. Foi provado, por exemplo, que sem o postulado das paralelas,

obtem-se que a soma dos angulos internos de um triangulo pode ser maior ou menos que
7 [32].

A independéncia do postulado deu-se com os matematicos Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), Janos Bolyai (1802-1860) e Nicolai Lobatchevsky (1793-1856), trataram a
questao ao considerar trés situagoes: Por um ponto contido em uma reta paralela dada,
passa, mais de uma, apenas uma ou nenhuma reta paralela a reta dada. Por acharem
que a negacao do postulado poderia gerar uma geometria consistente, sem contradicoes,
desenvolveram de forma axiomatica um estudo de uma geometria que assumia a existéncia
de mais de uma reta paralela, criando o que veio a ser chamado de Geometria Hiperbolica

ou Geometria de Lobatchevsky [33].
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3.2 Geometria Euclidiana e Geometrias nao Euclidianas

3.2.1 O quinto postulado de Euclides

A Geometria de Euclides por muito tempo foi considerada como a tunica geometria
possivel. Durante quase dois mil anos, sua obra mais importante Os elementos tornou-se
referéncia, sendo pouco questionada. Com essa obra, o matematico grego Euclides deu
forma sistematica ao saber geométrico. De fato, essa geometria inicialmente baseia-se na
intui¢do e no aspecto empirico (experiéncia), ou melhor, ndo contraria nossos sentidos,

sendo seus axiomas, em geral, nogoes facilmente aceitas pela nossa intui¢ao [34].

A negacao do quinto postulado foi o que provocou grandes duvidas dos matematicos
e desencadeou a construcao de novas geometrias, as geometrias nao-euclidianas, que sao
assim chamadas, pois nao estdao de acordo com pelo menos um dos cinco postulados de

Euclides. O quinto postulado foi assim anunciando por Euclides:

Se uma reta r corta duas outras retas s e t (no mesmo plano) de modo que a soma
dos dngulos interiores (v e 3) de um mesmo lado de r é menor que dois retos, entio s e t,

quando prolongadas suficientemente, se cortam em um ponto [36, 37].

Esse postulado chama muito atencao principalmente por sua formulagao, uma
vez que um postulado deveria ser enunciado de forma breve e simples, o que nao é o
caso. A sua veracidade jamais foi questionada, pelo menos até meados do século XIX
[38]. Provavelmente, isto pode ser explicado pelo fato de que duas retas acabariam por se
encontrar, num ponto teérico, nao havendo necessidade de ser construido, uma vez que sua
existéncia estaria garantida racionalmente. O que preocupava Euclides, nao era, portanto,

sua veracidade, mas sua praticidade.

Figura 13: Postulado das Paralelas de Euclides

Fonte:Autor, 2016.
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Em linguagem moderna, o quinto postulado, agora chamado de axioma ou postulado
das paralelas, é apresentado na seguinte formulacao: um ponto P exterior a uma reta m,

considerados em um mesmo plano, existe uma inica reta paralela d reta m [39)],

Figura 14: Quinto postulado na formulacao de Playfair

Fonte:Autor, 2016

O axioma das paralelas nao era tao simples quanto os outros postulados que nunca
geraram questoes filosoficas, sendo essencialmente auto-evidentes e em geral ndo remetendo
o pensamento a idéia de infinito. Assim, havia um problema no sistema de Euclides: suas

"evidéncias'nao eram tao evidentes.

A suposta verdade sobre a existéncia de uma tnica paralela estava tao inserida no
pensamento cientifico que era facil usa-la sem se dar conta. Sao tantos os resultados obtidos
como conseqiiéncia direta da unicidade das paralelas, que até entao eram inquestionaveis,
como a simples existéncia de retangulos cuja a soma dos angulos internos de um deve ser

dois retos.

Em sintese, na tentativa de demonstrar o quinto postulado de Euclides, sempre
se esbarrava em outras afirmagdes que também eram logicamente equivalentes ao quinto

postulado. Esse processo culminou com a "descoberta'da Geometrias ndo Euclidianas.

3.2.2 O surgimento das novas geometrias

A Falta de provas do quinto postulado levou, assim, a consideracao de que este
axioma nao é uma consequéncia légica dos quatro anteriores. A substituicao desse postulado
nos leva a criacao de novas geometrias, tao boas quanto a geometria proposta por Euclides.
Alguns matematicos se destacam no desenvolvimento dessas novas geometrias, tais como,
Janos Bolyai [40], Nikolai Ivanovich Lobachevsky [41], Carl Friedrich Gauss [42] e Georg
Friederich Bernhard Riemann [43], langaram as bases dessas geometrias que sao logicamente

aceitas assim como a euclidiana e consistente tal quanto.
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A Geometria neutra ou geometria absoluta [44] é uma geometria que omite o
postulado das paralelas, isto é, admite todos os axiomas de Hilbert [37], exceto o de
paralelismo. Com os axiomas da geometria neutra e negando a unicidade das paralelas do
quinto postulado, surgem novas geometrias que sao tao consistente quanto a geometria de

proposta por Euclides.

H&a duas maneiras de negar a unicidade das paralelas no quinto postulado de
Euclides: uma é supor que por qualquer ponto fora de uma reta dada, é possivel tracar pelo
menos duas paralelas a esta reta; a outra é supor que nenhuma paralela é possivel, isto é,
que o espaco nao admite paralelas. No primeiro caso, obteremos a chamada Geometria
Hiperbdlica, no segundo, o espaco sem paralelas é chamado de Geometria Esférica, ou

ainda, eliptica ou riemanniana.

3.3 Geometria Hiperbdlica ou Geometria de Lobatchevsky

3.3.1 Geometria Hirperbdlica

Nesta secgao, apresentaremos as conseguécias do fracasso nas tentativas de demons-
trar o quinto postulado. Como tinhamos citado anteriomente, Bolyai[40] e Lobachevski [41]
estudaram a geometria resultante da jungdao dos quatro primeiros postulados de Euclides,
e da variacdo do quinto proposto por Playfair por um ponto fora de uma reta pode-se
tragar uma unica reta paralela a reta dada [39], eles compreenderam a situacao 16gica do
quinto postulado e que este é independente dos outros postulados de Euclides, ou seja,
que é possivel existir sistemas geométricos consistentes nos quais o quinto postulado pode

ser substituido por uma afirmacgao contraria [45].

Os principios dessa nova geometria eram diferentes dos principios euclidianos. Nessa
nova geometria é possivel obter mais de uma reta paralela a uma reta dada, por um ponto
fora dessa reta; a soma dos angulos internos de um triangulo é menor que dois retos;
triangulos que limitam areas diversas nao sao semelhantes, qualquer quadrilatero tera a
soma de seus angulos internos menor que quatro retos. Principios que fugiam dos padroes
euclidianos, mas perfeitamente coerentes, sem contradi¢do com os demais [45]. Um foto
importante sobre a consisténcia da geometria de Lobachevsky, foi que ele rejeitou somente
o quinto postulado de Euclides, mas conservou os demais postulados e os axiomas da
Geometria Euclidiana. Esta Geometria ficou sendo chamada de Geometria Hiperbélica,
cuja axiomatizagao é idéntica a axiomatizacao da Geometria Euclidiana, exceto ao 5°
postulado, que passa a ser enunciado como: uma reta r e existe um ponto P fora desta

reta por onde passam duas retas que nao intercepta v, como pode ser observado na fig.(15).
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Figura 15: Retas Paralelas
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Fonte: Autor, 2016.

Uma comparacao entre a geometria hiperbélica e a geometria Euclidiana esta no
conceito de (£o00) das retas da geometria euclidiana. Desse modo, a reta teria dois destes
pontos, um localiza-se antes de todos os seus pontos e outro localiza-se depois de todos os
seus pontos. Assim admitiremos que estes pontos existem de tal modo que retas paralelas

tenham em comum um ponto ideal na direcao do paralelismo.

As propriedades desta geometria podem ser observadas em superficies de curvatura
negativa, alguns exemplos podem ser observado da fig.(16), na figura (a) temos a pseudo-
esfera e a figura (b) a Sela. Estas superficies, em qualquer ponto, apresentam os circulos
oscilantes de maior e menor raio em lados opostos da superficie, logo sua curvatura é

negativa.
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Figura 16: Superficies de curvatura negativa: (a) Pseudoesfera e (b) Sela

ponto de sela

(@) (b)

Fonte: Autor, 2016.

A interseccao de trés geodésicas, ou seja, trés retas hiperbdlica formara um tridngulo,
chamado de triangulo hiperbdlico, cuja caracteristica importante é fato de que a soma dos

angulos internos é menor que dois retos.

Figura 17: Triangulo Hiperbdlica

Fonte: Autor, 2016.

A verificagao desse fato segue por considerarmos o quadrildtero de Saccheri [30], e
conhecer o quadrilatero de Lambert [31]. Lembrando que no quadrilatero de Saccheri os

angulos do topo sao agudos:
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Figura 18: Quadrilatero de Saccheri
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Fonte:Autor, 2016

Outro fato importante, é que o angulos do topo do quadrilatero sao iguais, e, se
ligarmos os pontos médios da base e do topo deste quadrilatero, os angulos formados com
a base e o0 topo serdo retos. Dessa forma, nesta geometria, a partir do quadrilatero de
Saccheri, obtemos dois quadrilateros chamados quadrildteros de Lambert [31]. Observe
que os quadrilateros de Lambert possuem trés angulos retos e um angulo agudo. Assim,
verifica-se que se em um quadrilatero trés angulos forem retos, o outro sera necessariamente
agudo, fig(19).

Figura 19: Quadrilateros de Lambert

Fonte: Autor, 2016.

Agora vamos fazer a analise da soma dos angulos internos do tridngulo, consideramos

o tridngulo retdngulo ABC na fig.(20),
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Figura 20: Triangulo Retangulo

Fonte: Autor, 2016

Agora, marquemos um ponto M no ponto médio do segmento AC' e tracemos
o segmento AD de modo que os angulos dos ACB e CAD sejam iguais. Baixemos a
perpendicular M P ao lado BC' e marquemos o ponto () pertencente ao segmento AD de
modo que AQ = PC. Dai temos,

Figura 21: Triangulo Retangulo II

Fonte:Autor, 2016

Ultilizando a proposi¢ao 4 do Elementos [36], os triangulos AQM e CPM sao
congruentes e dessa forma o angulo A@M é reto e os pontos (), M e P sdo colineares, ja

que os angulos AM Qe CMP sdo iguais pela proposigao 15 [36].

O quadrilatero ABPQ fig.(21) é um quadrilatero de Lambert, com o dngulo do

vértice A, pois os B, P e (Q sao retos. Com isso, a soma dos angulos internos do tridngulo
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ABC é equivalente a soma dos angulos dos vértices A e B do quadrilatero, ou seja, menor

que dois retos.

3.4 Fundamentos da geometria de Lobatchevsky: Axiomas e Mo-

delo

Aqui, apresentaremos uma breve fundamentacao da geometria de Lobatchevsky, com
foco na apresentacao dos axiomas, com énfase maior no quinto postulado e interpretacao
de modelos para uma consisténcia da geometria proposta. A discussao dessas pecas é

realizada tendo em mente o que é necessario para a sua aplicagdo aos problemas da fisica.

3.4.1 Apresentacao dos Axiomas

Ao apresentar os axiomas, Hilbert [46], introduz trés diferentes sistemas de "coisas’,
também referidos de objetos geométricos primérios. Os objetos do primeiro sistema sao
chamados pontos, do segundo linhas (ou linhas retas), e o terceiro sistema, planos. Os
pontos sao os elementos da geometria linear; os pontos e linhas sdao os elementos da
geometria plana; e os pontos, linhas e planos sao os elementos da geometria do espago. O
significado preciso dos termos que expressam relagoes é especificado pelo contetido dos

axiomas correspondentes da geometria.

Os axiomas [ — IV apresentados na sec¢do anterior sao os mesmos partilhados
tanto pela geometria euclidiana, quanto pela geometria de Lobatchevsky, e constituem os
axiomas da Geometria absoluta. Acrescentando-lhes o Axioma das Paralelas resulta no
sistema completo de axiomas da geometria hiperbdlica, ou da geometria nao-euclidiana
de Lobatchevsky. Desta forma, deixaremos de enunciar os quatro ja mencionados pri-
meiros axiomas, e nos deteremos a apresentar e discuti o quinto postulado proposto por
Lobatchevsky.

Antes de apresentarmos o quinto postulado descrito por Lobatchevsky, iremos
definir um conceito importante de paralelismo de linhas retas, e o axioma das Paralelas
que corresponde a geometria euclidiana classica, que expressou o famoso postulado de
FEuclides.

Dfinigao: Duas linhas retas que se encontram no mesmo plano e nao tém ponto

em comum sao referidos como sendo paralelo [47].

Axioma da Paralelas: E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos
interiores e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estio os menores de que dois retos. fig.(13)
[36]. O Axioma da Paralelas, juntamente com os axiomas ja introduzidos, formam a

geometria analitica bem conhecida de FEuclides no plano cartesiano.
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O estudo de Lobatchevsky dos fundamentos da geometria foi revolucionario pelo fato
dele tratar o axioma das paralelas de forma independente dos outros axiomas anteriores.
De acordo com Lobatchevsky o quinto postulado (postulado das paralelas) foi enunciado

da seguinte forma:

Deize a ser uma linha reta arbitraria e A ser um ponto que ndo estda sobre a. Em
sequida, no plano determinado pela linha de uma sequéncia e o ponto A, existem pelo

menos duas linhas retas que passam através do A que ndao se intersectam a linha a. [47].

Figura 22: Retas Paralelas de Lobatchevisky
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Fonte:Autor, 2016

Se substituimos o quinto postulado de Euclides pelo axioma das paralelas de
Lobatchevsky (uma afirmacao que nao é compativel com a "formulacdo euclidiana"),
juntamente com os outro axiomas (os axiomas da geometria Absoluta), entdo o sistema
resultante de axiomas leva a um novo conceito, de uma geometria correta, a geometria
nao-euclideana hiperbélica, ou geometria Lobatchevsky. O contetido do axioma V' (axioma
das paralelas) é suficiente (se considerar os axiomas da geometria absoluta) para estabelecer
que através do ponto A existem infinitas passagem de muitas linhas retas que nao cruzam

a reta a.

E portanto, adequado indicar claramente aqui que na geometria de Lobachevsky
uma "linha reta'é entendida como uma linha mais curta [48], isto é, uma linha de tal
forma que a distancia ao longo dela entre dois de seus pontos é o menor. A nocao de
"paralelismo'de duas "linhas retas'refere-se apenas ao fato de que eles nao se cruzam, e
nao incorporam a propriedade euclidiana habitual de duas linhas retas paralelas sendo

equidistante.

3.4.2 Interpretacdo dos modelos da geometria de Lobatchevsky

Apesar da aceitagdo dos axiomas propostos, as dividas referentes & consisténcia da

nova geometria, s6 foram desfeitas quando matematicos como Eugenio Beltrami, Henri
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Poincaré e Felix Klein criaram modelos euclidianos para a geometria hiperbdlica. A criagao
de modelos euclidianos para a geometria hiperbolica resolve a questao da consisténcia
desta geometria, pois qualquer eventual contradi¢ao existente na geometria euclidiana, ou

seja, as geometrias hiperbdlica e euclidiana tem o mesmo grau de consisténcia.

Os modelos propostos por Poincaré para a Geometria Hiperbolica foram desenvol-
vidos entre 1882 e 1887 [49] e sdo chamados de modelo do semiplano e modelo do disco.
Vamos aqui falar de forma breve modelo do semiplano, pois é nele que ¢ feita a nossa

proposta de consisténcia.

3.4.2.1 Modelo do Semi-Plano

O modelo proposto do semiplano, o espaco é um semiplano euclidiano sem fronteira;
as retas hiperbodlicas sao as semirretas perpendiculares a reta euclidiana que limita o
semiplano fig.(23) e as semicircunferéncias com centros pertencentes a esta reta euclidiana
que limita o semiplano [47,50]. A reta euclidiana que limita o semiplano ¢é dita reta dos

infinitos ou horizonte do semiplano

Figura 23: Retas hiperbodlicas como semirretas e semicirculos euclidianos
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Fonte: Autor, 2016.

Observando com maior detalhe o eixo positivo da reta que limita o semiplano
de Poincaré, podemos ver que duas semicircunferéncias distintas, de centro na reta
horizonte, possuem no maximo um ponto de interseccao. Da mesma forma, uma semirreta
perpendicular a esta reta também intersecciona um semicirculo em no maximo um ponto.

Assim, Poincaré determinou um modelo em que duas retas hiperbdlicas distintas se
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interseccionam em no maximo um ponto. Na figura abaixo podemos observar estas

constatacgoes.

Figura 24: Retas hiperbdlicas s, t e u paralelas a r passando pelo ponto P

Fonte: Autor, 2016

3.5 Sistema de Coordenadas Curvilinia

Aqui apresentaremos alguns conceitos relacionados ao estudo de elementos de
espagos curvos, dando especial aten¢ao ao conceito de métrica [50,51] que serd utilizados

nos proéximos capitulos.

3.5.1 Meétrica

Chamaremos de métrica a "coisa'que esta relacionado com a generalizacdo do
nosso conceito de distdncia. A distdncia como um conceito intuitivo é algo invariante
para nés. Por exemplo, ninguém questionara a capacidade de qualquer pessoa de medir
o comprimento de uma barra de ferro. Em outras palavras, em nossa visao intuitiva, a
medida nao dependera de fatores cinéticos. Entretanto, a realidade fisica mostrou-se muito
mais complicada, pois de fato o comprimento da barra dependera de fatores cinéticos.
Assim, nada mais natural do que procurarmos por objetos que sejam invariantes frente a
mudanca de observadores. Como conseguécia dessa busca, o conceito de distancia [52] é

dos exemplos de generalizagao da concepc¢ao intuitiva de comprimento e medida de espaco.

Em coordenadas cartesianas (x,y, z), o quadrado da distancia entre dois pontos

infinitesimalmente proximos é expresso da seguinte maneira:
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ds® = dz® + dy* + d2* (3.1)

Se considerarmos no espaco n-dimensional, dizemos que as coordenadas ZT' sao
cartesianas se o quadrado da distdncia entre dois pontos infinitesimalmente préximos P(T)

e P(T + dz) é dado pela férmula pitagdrica [53]:

ds® = dz*dz", (k = 1,2, ...,n),[Z" : coord.cartesianas] (3.2)

A equagao (3.2) é a extensao natural da eq.(3.1) para espagos com mais de trés
dimensoes. Podemos entdo escrever essa equacao em coordenadas genéricas z°, o qual é
feito substituindo dz* = (7% /0z")dz" [54]. Assim, obtemos uma forma quadratica dos

diferenciais mediante a transformagao coordenadas, ds entdo passa a ter a seguinte forma:

ds® = gjdx'da’ (3.3)

onde g;; ¢ conhecido como métrica. A expressao acima nos da ds expresso em um sistema
de coordenadas mais geral, pois, sempre é possivel encontrar uma transformacao que leve

(3.1) em (3.3) e da mesma forma o inverso.

No entanto, nem sempre é possivel introduzir um sistema de coordenadas cartesianas
em todo espago. Por exemplo, considere o espaco bidimensional formado pelos pontos na
superficie de uma esfera de raio R, onde a distancia entre dois pontos infinitesimalmente

proximos é dada em termos da coordenadas esféricas 6 e ¢ por :

ds® = R*d0* + R?sin® Odyp (3.4)

Nao é possivel criar coordenadas (digamos £ e ) em termos da qual essa forma
quadrética tome a forma ds? = d¢? + dn, por exemplo, uma maneira de introduzir tais
espagos consiste em definir espagos dotados de conceito de distancia, ou seja, tem-se um
espaco métrico sempre que a distancia quadratica infinitesimal puder ser escrita como

uma forma quadrética dos diferenciais das coordenadas que seja invariante [54], isto é,

ds® = g;jda'dx? = invariante (3.5)

Em qualquer espaco, se a métrica for definida positiva e for possivel introduzir as
chamadas coordenadas cartesianas, nas quais a métrica e a distancia quadratica infinitesimal

tomam as formas especiais:

(g5 = 1, sei = j)e(g,; = Osei # j) > ds® = (dz")* + (dy*)* + ... + (dz")? (3.6)
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sao validos em todos os pontos, dizemos que o espago é ndo-euclidiano [52]. Portanto

podemos definir o espago de coordenadas mais adequada para trabalhamos através da

escolha da métrica [55].
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4 SOLUCAO DA EQUACAO DE LONDON
NO ESPACO DE LOBACHEVSKY

E de nosso entendimento hoje que o comprimento de coeréncia & acima da tem-
peratura critica (7,) na supercondutividade [14], é consideravelmente menor do que a
profundidade de penetracao de London . Isto implica para nossos estudos que, a menos
que o campo exterior se aproxima do campo critico superior, H., alguns fatos nao tao
importantes dos detalhes da estrutura do nucleo de vortice pode ser ignorado, e, portanto,
a distribuicao do campo magnético no material pode ser estudado através da resolugao
da equagao London. Ao contrario da equagao de Ginzburg-Landau, a equacao de London
demonstra um caracter linear que, reduz o problema de encontrar a distribuicao do campo
magnético de varios vortices para o de encontrar a distribuicdo do campo de um tnico
vortice. Além de explica o fato de o inico campo permitido é amortecido exponencialmente

quando penetra na superficie externa do supercondutor puro (Efeito Meissner) [2,10].

4.1 Solucao da equacao de London

A solucao da equacao de London para supercondutores puro, tem sido bastante til
para o estudo de muitas geometrias e sistemas relativamente simples [11], mas que possui
uma grande eficacia em sistemas mais complexos. Estas solugoes irdo ocorrer em qualquer
um dos sistemas de coordenadas bem documentados, no qual o operador de Laplace e
as condi¢oes de contorno sao separaveis. Tendo em consideragao estes fatos e uma vez
que, alguns modelos de um supercondutor em um espaco nao-euclidiano desempenham
um papel significativo em alguns processos fisicos, Usaremos a equagiao de London (2.27)

na forma;:

1
Vx (VxB)=-B, (4.1)

Onde ja foi definido o parametro de profundidade de penetracao, dado por

M,
fon.s€?

Para particulas com cargas e, massa m, e a quantidade de elétrons supercondutor n.

A= )2, (4.2)

A equagdo (4.1) explica o efeito Meissner por ela ndo permite uma solu¢ao uniforme
no espago, de modo que um campo magnético nao pode existir no supercondutor. Isto é,

B(r) = By = cte nao é solugao da equagao (4.1), a menos que o campo constante By seja
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identicamente zero. O resultado segue do fato de que o lado esquerdo da (4.1) é sempre
zero, porém o lado direito nem sempre ¢é zero, a nao ser no caso onde By seja nulo. Note
ainda que a equagao (2.24) garante que a densidade de corrente é zero (j = 0) sempre que

o campo for nulo (B = 0).

4.1.1 Supercondutor com simetria plana

Vamos considerar um supercondutor simetricamente plano submetido no sistema
de coordenadas quase-cartesiano [15], a métrica (4.3) representa o espago curvo de Lo-
bachevsky na qual iremos analisar qual a influencia, e as consequéncias que acontecera
no supercondutor, além de observar o comportamento do campo magnético diante de tal

sistema.

ds® = e%z(dyc2 + dy?) + d2?, (4.3)

O sistema de coordenadas foi escolhido da seguinte forma: coloca-se o eixo z de
forma que ele fique perpendicular a superficie do supercondutor e quando z > 0, o meio é
supercondutor. O campo magnético externo é dirigida ao longo do supercondutor e ao
longo do eixo z. Na equacao (4.3) temos ainda o p que representa o raio da curvatura do

espacgo de Lobachevsky, e que vai ser o nosso objeto de analise.

Usaremos a forma generalizada do rotacional para calcular o campo magnético

dado por,
. hiqa 3o hsq
_ d 0 )

h1 By haBy  h3Bj

Para a métrica (4.3) identifica-se: hy = e_%, hy =e 7 e hs=1;q1 =6, @2 =¢j ¢
gs = €x; By = B, = B,(2),B, = B, =0e By = B, = 0. O ratacional do campo magnético
B ¢é dado por,

I}

~ —

z
e re;

) € re; €k
_ = d d d
e »B,(z) 0 0

Explicitando a dependéncia do campo magnético apenas na componente de z e o
fato de que as outras coisas componentes nao contribui na acado do campo magnético, e

resolvendo a unica dependéncia, o rotacional do campo se torna,

VxB=cr [e_f’ [_(fi (e—an(z))H &, (4.6)



Capitulo 4. Solugdo da equagdo de London no espago de Lobachevsky 55

ou ainda,

V x B = A8, (4.7)

coma A, = e {e_i {—% (e_%Bx(z))H.

Calculando novamente o ratacional do campo magnético, agora na direcao €;, temos

entao,

Q)
o w
)
Q)

2 ’ J ek
_ L *Z d i) i)
VxB=c¢r B 5y 52 (4.8)
4

Dai entao encontra-se uma expressao para o rotacional do ratacional do campo magnético,

Vx(VxB)=cr [—eé laaz ( ZAy(z))H 6. (4.9)

Finalmente substituindo o valor de A, na equacao (4.9), e eliminando alguns termos,

V x (VxB)=—es [gz (ai (e;BI(z))ﬂ é. (4.10)

Aplicando o resultado (4.10) na equacao de London (4.1),

N sz <§z (e_sz(z))>] ~By(2) =0, (4.11)

ou ainda,

O’B(z) 20B(z) A B(z) B(z)
G e e =0 (4.12)

Essa ¢ uma equacao diferencial de segunda ordem do campo magnético com
dependéncia apenas na componente z, com parametro que representa a curvatura do

espaco de Lobachevsky e o pardmetro que controla a profundidade penetracao do campo

magnético.

A solucao da equacao (4.12) é relativamente simples e pode ser obtida sem dificul-

dades supondo solugoes exponeciais, que podem ser do tipo,

B(z) = Ae” + De", (4.13)

Com z sendo a dire¢do onde o campo magnético foi aplicado, o b é um termo arbitrario

que facilmente é encontrado por algebra direta, dado por,

24—t -4
p— " P 2(0 A)’ (4.14)
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Sendo assim, com (4.14) em (4.13), a solugdo geral do campo varrendo todo espago

curvo de Lobachevsky é da forma,

)Z + De(%Jr%)Z

>l

B(z) = Aeli™ , (4.15)

Onde A e D sao constantes de normalizacdo reais positivas, que podem ser obtidas

aplicando as condic¢oes de contorno do nosso problema.

Vamos agora aplicar as condi¢oes de contorno, nas quais analisaremos o caso onde
o espaco de Lobachevsky é muito grande, ou seja, quando o raio de curvatura vai para o
infinito (p — o0), quando o supercondutor ¢ muito pequeno, nesse caso fazemos (z — 0),
e olhamos como o campo se comporta nesse regiao, e quando o supercondutor ¢ muito
grando, (z — 00). Primeiramente, temos (p — c0), e quando fazemos B(0) e B(o0), temos

finalmente nossa expressao para o campo,

B(z) = Boels )7, (4.16)

A equagdo (4.16) mostra como o campo magnético se comporta no espogo de
Lobachevsky, o termo s é responsavel por controlar a profundidade de penetracao do
campo magnético em um supercondutor no espaco curvo, A seguir mostramos essa solugao
para diferentes valores do raio da curvatura em funcao do comprimento de penetacao, e

obsermos qual a influéncia desses parametro no comportamento do campo.

Figura 25: O campo magnético em funcao dependéncia da profundidade de penetracao
com diferentes valores da curvatura do espago Lobachevsky

Fonte: Autor, 2016.

A figura (25) mostra como o campo se modifica a medica que variamos o valor do

raio da curvatura em fun¢dao do comprimento de penetracao, o resultado mais inesperado
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acontece quando temos a curvatura assumindo valores inferiores ao dobro do comprimento
de penetracao, p = 2\, o campo aumenta de intensidade a medida que a profundidade
de penetagdo também aumenta. Na figura (25) com a linha continua conseguimos ainda
fazer uma comparacao com o resultado encontrado na literatura de um supercondutor no

espago plano.

A partir do campo magnético (B) diferentes quantidades podem ser encontradas
e analisadas, tais como a densidade de corrente, que podem ser calculados diretamente.

Com efeito, utilizando a equagdo de Maxwell ji apresentada anteriomente equacao (2.25),

V x B = pugj, (4.17)
ou que ainda pode ser escrita como,
] 1
J,=—V xB. (4.18)
Ho

Por algebra direta, o ratacional do campo magnético da equagao (4.16) em coordenadas

quase-cartesianas pode ser escrito como,

. 6_52 e_%A] €k
_ ) 0 d

V xB= —=| & i 2 (4.19)
e »B(z 0 0

onde €;, €; e €, sao os vetores unitarios de X, Y e z na direcao de um ponto qualquer no

espago r = r(x,y, z). Resolvendo a equagao (4.19), obtemos,

0 _
Vx B = - [B(),. (4.20)

e combinando com a equagao (4.18), obtemos o valor da densidade de corrente supercon-

dutora que circula ao longo da amostra,

j =2 <2 - i) | (4.21)

Ho \ P

Note que, a densidade de corrente supercondutora neste sistema depende do valor
da curvatura do espago de Lobatchevsky e do comprimento de penetracao de London.
O comportamento da corrente de elétrons supercondutora pode ser observado na figura
(26), com detalhe importante na sua diminui¢do com o crescimento de p, mantendo de A
constante. Observa-se que as linhas da corrente se aproximam a medida que A aumenta

para um certo valor.

Podemos ainda encontrar uma expressao para a energia total do sistema. Vamos
supor que exista uma supercorrente que circula o material no espaco de Lobatchevsky, e

que tenha uma velocidade v, nesse caso a expressao para a corrente é
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Figura 26: Comportamento da densidade de elétrons supercondutora em funcao da curva-
tura
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Fonte: Autor, 2016.

j=—engv, (4.22)

existird uma energia cinética no sistema correspondente na forma,

2
E= % (4.23)

com n,s sendo o nimero de elétrons supercondutor. Combinando as equagoes (4.22) e
(4.23), obtemos a energia total do sistema,
E— ﬂe(%*%)‘
2410
Assim como no campo a energia também tem uma dependéncia da curvatura do espaco

(4.24)

de Lobatchevsky, seu valor decai exponencialmente a medida que variamos p em funcao

do comprimento de penetragao de London.

Quando comparado com o sistema de coordenadas euclidianas, equagao (2.37), ob-
servamos que em um sistema plano a energia de um supercondutor possui uma dependéncia
de um logaritimo, e dessa forma decai mais suave do que um sistema de um supercondutor

de um espaco curvo de Lobachevsky, a medida que variamos sua dependéncia espacial.

4.1.2 Supercondutor com simetria cilindrica

Por analogia com o caso anterior, vamos agora considerar o caso de um supercondutor
simétricamente cilindrico em um sistema de coordenadas horosférico [56]. Escrevemos a

métrica para este sistema da forma,
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ds* = e_TQZ(dTQ + r2dp?) + d22. (4.25)

Aqui escolhemos o sistema de forma que o campo seja aplicado na dire¢ao z e
que dependa tanto da componente radial r quanto da componente ¢, novamente o p é o

parametro adicional da curvatura do espaco de Lobachevsky.

Utilizando o mesmo formalismo do caso anterior, usando a forma do rotacional da
equacgao (4.4), s6 que agora as restrigdes do problema sdo: hy = e v, hg=re »ehy=1;
G1=¢,h=€eq3==¢6;B =B =0B,=B,=0e By =B, = B,(r,z). Com isso

temos,

2s 6_%& re %é\@ e,

_ ¢’ 9 8 9
VxB= . 5 35 5 (4.26)

0 0 B.(r,2)

Calculando o rotacional do campo magnético com as mesmas restrigoes e com

dependéncia apenas nas componentes r e z, obtemos

N

z

er _z 6 —~
VxB= — [re ’ [82 (B, (r, z))” €y, (4.27)
ou ainda,
V x B = Cgeé,, (4.28)

com C,, igual a e» H% (B.(r, z))”

Resolvendo novamente o rotacional, s6 que agora a dependéncia do campo é na

direcao ¢,
_Z _ _Z __ ~
2 | € PE, re re, e,
e
— 9 0 0
VxB= " 5 3 5 (4.29)
0 re »Cy 0

Resolvendo, obtemos o valor do rotacional do rotacional do campo magnético com

dependéncia em r e z, da forma,

2z

VxVxB= e [ez [—a (T@PC¢>1 er + [887“ (re:C¢)] éZ] . (4.30)

r

Aplicando o valor de C, na equagdo (4.30), e usando as condigdes iniciais do

problema, temos
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2z

er |0 0 .
VxVxB= - lar <T07“BZ(T’ z)>] e, (4.31)

e substituindo na equagao de London (4.1), teremos entdo,

[ ()] - 25 o <4-32>

Essa é a equagao de London para o campo em coordenadas horosférica com dependéncia

em r e z, e se resolvemos as derivadas obtemos,

2:0°B.(r,z) 1 220B.(r,z) B.(r,z2)
et e =0 (433)

Organizando os termos temos, podemos ainda reescrever a equacao acima da forma,

2

0?B,(r,z)  10B,(r,z2) e
AL 2P E) B. —0. 4.34
or? + r  Or A (r;2) (4.34)
_2z
Fazendo k? = —¢ /\QP , a equagao (4.34) apresenta a seguinte forma,

0?B.(r, 2) N 10B.(r, 2)
or? r  or

E a solugao geral para o campo magnético é a combinacao linear do tipo,

+ k*B.(r,z) = 0. (4.35)

B.(r,z) = CJy(kr) + DN, (kr), (4.36)

Onde J,,,(kr) é fungao de Bessel do primeiro tipo e N,,(kr) a funcdo de Bessel do segundo

tipo, ou também conhecida como fun¢des de Neumann.

Dai, substituindo k& em (4.36), a solugao geral do campo é dado por,

z

B.(r,2) = CJ, (z’e ;) + DN, (—ie ”) . (4.37)

A

As condigoes de contorno que vamos aplicar para o supercondutor com simetria
cilindrica sdo as seguintes: Na fronteira r = R, (na superficie da borda) o campo magnético
é By e quando a curvatura é muito grande (p — 00) teremos a solugao para o supercondutor
com simetria cilindrica no espago plano em decomposicao. Vamos escolher a direccao
do eixo z ao longo da superficie do supercondutor. Neste caso, a solugdo para o campo
magnético no supercondutor cilindricamente simétrico no espaco de Lobachevsky tem a

forma,

B.(r.2) = By, (ie_; ’”) s (z’e—in> | (4.38)
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Na figura (27), plotamos o comportamento do campo magnético em funcao da posi-
¢ao, com dependéncia do comprimento de penetragao e para valores de z do supercondutor

simetricamente cilindrico, fixamos o valor para a curvatura p = 10\.

Figura 27: O campo magnético com dependéncia da profundidade de penetracao com
diferentes valores de z no espaco de Lobachevsky com curvatura p = 10\

B\

Fonte: Autor, 2016.

Observamos trés possiveis conseguéncias, a linha continua em destaque mostra o
comportamento do supercondutor no espago plano, as linhas continuas na regiao z > 0 e
as linhas pontilhadas na regidao z < 0. Nota-se que o campo cai a medida que o r aumenta
com a profundidade de penetragdo. No entanto, se aproxima ainda mais de zero quando
os valores de z < 0. O comportamento do campo magnético segue o previsto do que
acontece para o supercondutor no espaco plano submetido a um campo campo externo.
Ao contrario do caso anterior, quando para um certo valor da curvatura do espago curvo

de Lobachevsky o campo aumenta.
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5 CONCLUSAO

Ao longo dessa dissertacao, fomos capazes de mostrar a fenomenologia por traz da
supercondutividade, consideramos o modelo de London no espaco de Lobachevsky e sua

solugdo no espaco com uma curvatura constante.

No primeiro capitulo, revisamos alguns conceitos relevantes sobre a supercondutivi-
dade, foi discutido as principais caracteristica do fendmeno, as teorias que se desenvolveram
ao longo do tempo na tentativa de explicagao das causas e consequéncias, teoria de London,
teoria de Ginzburg-Landau, teoria (BCS), e apresentamos o formalismo utilizado para
o desenvolvimento da dissertacao. Este capitulo serviu como uma base para o modelo
proposto no capitulo 3. Apresentamos e discutimos a equacao de London, o nosso objeto

de estudo, e alguns conceitos importantes como comprimento de penetragao de London.

No capitulo seguinte, reservamos a discussao sobre a geometria nao-euclidiana,
o desenvolvimento da geometria de Lobachevsky, ao qual nos propusemos estudar a
supercondutividade, observando as causas que o fenomeno sofria quando era submetido a
esse espaco. Apresentamos as geometrias de forma axiomaticas, além de provar através de

modelos a consisténcia dessa geometria.

No capitulo quatro, infringimos nossos resultados e discursoes a respeita da supercon-
dutividade no espaco curvo, consideramos o modelo de London no espago de Lobachevsky
e a equacgao de Londres foi obtida no espago com uma curvatura constante. Foi encontrado
a solucao do campo magnético para um supercondutor plano no espago de Lobachevsky
em um sistema de coordenadas quasi-cartesianas e solu¢ao do campo magnético para um
supercondutor com simetria cilindrica em um sistema de coordenadas horosférico. No
primeiro caso mostrou-se que no espago o campo magnético pode crescer com uma dupla
quantidade de profundidade de penetracao. No segundo caso, mostrou-se que no espago
curvo de Lobachevsky o campo magnético segue o comportamento de um supercondutor
no espaco plano. Com a expressao do campo conseguimos obter outras quantidades impor-
tantes, como a corrente de elétrons supercondutora, e ainda da energia total do sistema, e

fazer a analise das mesmas.
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