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Resumo

Este trabalho apresenta uma formulacdo para anélise de tensdes em estruturas axissimétricas,
tais como tubos circulares, cilindros e anéis, elaborada com base em uma versio em
coordenadas polares da Teoria de Volumes Finitos. Esta formulacdo € bastante apropriada
para andlise de tensdes em estruturas com contornos curvos, com geometria € campos
mecanicos expressos em termo de coordenadas polares, pois visa a melhorar o desempenho
do método em tais situacdes. Diferentemente de versdes anteriores empregando coordenadas
polares, esta formulacdo baseia-se na montagem da matriz de rigidez local, que relaciona
vetores de tensdo e de deslocamentos médios atuantes nas faces do subvolume, e no método
da rigidez direta para montagem da matriz de rigidez global, com base nas incidéncias
cinemdticas e estaticas da estrutura, ou seja, nas condi¢des de compatibilidade cinemaética e
estitica da estrutura. Alguns exemplos foram analisados e os resultados comparados com
solucdes analiticas da teoria da elasticidade linear (problema de Lamé, viga curva engastada e
o problema de Kirsch), o que evidenciou a eficiéncia da formulagdo proposta.

Palavras-chave: Estruturas Axissimétricas; Teoria de Volumes Finitos; Coordenadas Polares;
Método da Rigidez Direta; Problema de Lamé; Viga Curva Engastada; Problema de Kirsch.



Abstract

This work presents a formulation for stress analysis of axisymmetric structures, such as
circular tubes, cylinders and rings, based on a polar coordinate version of the Finite-Volume
Theory. This formulation is well suited for stress analysis in structures with curved contours,
presenting geometry and mechanical fields expressed in term of polar coordinates, aiming to
improve the performance of the method in such situations. Unlike previous versions using
polar coordinates, this formulation is based on the assembly of the local stiffness matrix,
which relates surface-averaged tractions and displacements acting on the faces of the
subvolume, and the direct stiffness method for the assembling of the global stiffness matrix,
based on the kinematic and static incidences of the structure, that is, in the conditions of
kinematic and static compatibilities of the structure. Some examples were analyzed and the
results compared with analytical solutions of the linear elasticity theory (Lamé problem, fixed
curved beam and the Kirsch problem), showing the efficiency of the proposed formulation.

Keywords: Axisymmetric Structures; Finite-Volume Theory; Polar coordinates; Direct
Stiffness Method; Problem of Lamé; Fixed Curved Beam; Kirsch problem.
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1 Introducao

Entende-se que o principal estidgio do processo de concep¢do de uma estrutura consiste na
avaliagdo das tensdes internas que sdao produzidas em resposta as acdes aplicadas. Quando um
elemento estrutural apresenta geometria complexa e/ou se encontra sujeito a agdes nao
uniformes, torna-se indispensédvel a utilizacdo de métodos de andlise mais sofisticados que
aqueles apresentados nos livros de resisténcia dos materiais.

Uma primeira alternativa seria o uso de solu¢des analiticas fornecidas pela Teoria da
Elasticidade Linear (em geral, determinadas com o auxilio do método da funcdo de tensdo de
Airy, para estruturas que se encontram em estado plano de tensdes ou deformacgdes, ver
Timoshenko e Goodier (1980)). No entanto, as solucdes analiticas disponiveis na literatura
apresentam-se em numero bastante reduzido, contemplando tdo somente alguns casos
particulares — geralmente aqueles em que as estruturas a serem analisadas encontram-se
sujeitas a agdo de cargas concentradas e/ou carregamentos uniformes.

Uma segunda opg¢do consistiria na utilizacdo de métodos numéricos voltados para
analise estrutural, tais como o Método dos Elementos de Contorno, o Método dos Elementos
Finitos e a Teoria de Volumes Finitos. Uma das principais vantagens da maioria dos métodos
numéricos existentes € a flexibilidade na modelagem de estruturas que exibem geometria
complexa e na representacao de acdes ndo uniformes.

Diversas publicacdes apresentaram e comprovaram a eficiéncia de diferentes variacoes
da Teoria de Volumes Finitos, formulada originalmente em coordenadas cartesianas por
Bansal e Pindera (2003). Devem ser destacadas as formula¢des em coordenadas polares e em
coordenadas paramétricas desenvolvidas por Cavalcante e Marques (2005) e Cavalcante et.
al. (2007), respectivamente. Nos referidos trabalhos, foram realizadas vérias analises em
estruturas constituidas de materiais heterogéneos, e os resultados encontrados foram
comparados com outros provenientes de solucdes analiticas ou obtidos por intermédio do
Método dos Elementos Finitos.

Recentemente, Cavalcante e Pindera (2012) propuseram uma nova abordagem da
Teoria de Volumes Finitos, denominada Generalized Finite-Volume Theory. Nesta
abordagem, a estrutura a ser analisada é subdividida em subvolumes que dispdem de quatro

graus de liberdade por face (duas translagdes, uma rotagdo e uma curvatura), em vez de dois
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graus de liberdade por face (duas translagdes), como acontece na formulacdo apresentada por
Bansal e Pindera (2003).

No presente trabalho, apresenta-se uma formulagdo voltada para analise de tensdes em
estruturas axissimétricas, elaborada com base numa versdo em coordenadas polares da Teoria
de Volumes Finitos (Cavalcante e Marques, 2005).

As estruturas axissimétricas sdo amplamente empregadas nas engenharias civil e
mecanica e podem ser obtidas por meio da rotacdo de uma figura plana em 360 graus em
torno de um eixo de simetria (a curva geratriz da figura e o eixo devem estar no mesmo

plano), conforme apresentado por Vaz (2011). Apresentam-se na Figura 1.1 alguns exemplos

de estruturas deste tipo.

(a) Silos para armazenagem de graos. (b) Estacas pré-moldadas. Fonte: Incopre.
Fonte:  Cerdgca.  Disponivel em: Disponivel em:
http://tinyurl.com/zjpdqSh http://tinyurl.com/hwc3k8v

(c) Reservatéorio de dgua. Fonte: Caldora. (d) Vaso de pressdo para armazenagem de gés.
Disponivel em: http://tinyurl.com/z95t9ps Fonte: Aberko Equipamentos Industriais.
Disponivel em: http://tinyurl.com/z95t9ps

Figura 1. 1 - Exemplos de estruturas axissimétricas.
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Deve-se mencionar que os elementos estruturais a serem analisados com a formulacao
proposta neste trabalho necessitam satisfazer simultaneamente as duas condi¢des abaixo:

e Precisam apresentar secdo transversal constante, ou seja, possuirem as mesmas
propriedades geométricas (drea e momento de inércia) em todas as secdes normais ao
plano de andlise (plano r—@). Em geral, as anélises de tensdes serdo realizadas em
secoes intermediarias de elementos cilindricos;

e As acdes impostas precisam ser paralelas ao plano de andlise. Isto significa que as
acoes nao podem variar ao longo do eixo normal ao plano de analise (eixo z ).
Algumas semelhancas entre a formulacdo apresentada no presente trabalho e aquela

proposta por Cavalcante e Marques (2005) merecem ser destacadas. Por exemplo, ambas as
formulagdes utilizam subvolumes com faces retas e curvas na discretizacdo da estrutura a ser
analisada, o que facilita, assim, a modelagem geométrica de estruturas que apresentam
geometria axissimétrica. Além disso, as duas formulagdes empregam polindmios de segundo
grau, nos quais figuram dez coeficientes desconhecidos, para aproximar o campo de
deslocamentos em cada subvolume. A quantidade de coeficientes desconhecidos equivale ao
nimero de graus de liberdade de um subvolume (oito) somado ao nimero de equacdes de
equilibrio disponiveis (duas). Para determinar os valores numéricos destes coeficientes, sdo
desenvolvidas equacdes discretas que relacionam os valores médios nas faces dos
componentes do campo de deslocamentos com os mesmos. Além do mais, nas duas
formulacdes, as equacdes diferenciais de equilibrio sdo expressas em fun¢do das derivadas de
primeira e segunda ordem dos componentes do campo de deslocamentos e satisfeitas em
termos médios nos subvolume.

Diferentemente da formulacdo proposta pelos autores mencionados no paragrafo
anterior, a formulacdo desenvolvida neste trabalho incorpora o conceitos de montagem da
matriz de rigidez local e global (Bansal e Pindera (2003), Cavalcante et. al. (2007) e
Cavalcante e Pindera (2012)). A matriz de rigidez local relaciona os valores médios nas faces
dos componentes dos vetores de tensdo com valores médios nas faces dos componentes do
campo de deslocamentos. A matriz de rigidez global, por sua vez, ¢ montada por meio do
método da rigidez direta emprestado pela abordagem em elementos finitos. Este método € o
resultado final de um processo que envolve a constru¢do das conhecidas matrizes de
incidéncia cinemdtica e estdtica que sao determinadas impondo-se as condi¢des de

continuidade estatica e cinematica em termos de valores médios dos componentes dos vetores
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de tensdo e de valores médios dos componentes do campo de deslocamentos nas faces
comuns de subvolumes vizinhos, assim como realizado por Bansal e Pindera (2003) e
Cavalcante e Pindera (2012).

Deve-se mencionar que, na formulagao apresentada por Cavalcante e Marques (2005),
as incognitas basicas do problema eram os coeficientes do campo de deslocamentos, em vez
dos valores médios nas faces dos componentes do campo de deslocamentos, como acontece
na formulagao aqui proposta.

Desta forma, o presente trabalho tem como objetivo geral:

e Elaborar uma formulacdo em coordenadas polares da Teoria de Volumes Finitos,
adequada a andlise de tensdes em estruturas axissimétricas que se encontram em
estado plano de tensdes ou deformacdes.

Para atingir o objetivo geral deste trabalho, comtemplou-se os seguintes objetivos
especificos:

e Deduzir o equacionamento correspondente a formulacdo, usando como base os
trabalhos citados anteriormente;

e Escrever um cddigo computacional em ambiente MATLAB;

e Analisar alguns casos que apresentam solu¢do analitica conhecida, com a finalidade de
verificar se a formulacao esté correta.

Com base no exposto acima, entende-se que o presente trabalho apresenta relevante
contribuicdo, uma vez que a formulacdo proposta possibilitard a realizacdo de analises de
tensOes em estruturas axissimétricas submetidas a acdes nao uniformes.

No Capitulo 2, apresentam-se as equacgdes governantes da Teoria da Elasticidade
Linear, expressas tanto em coordenadas cartesianas como em coordenadas cilindricas. Além
do mais, sdo deduzidas as equagdes que integram a chamada formulacdo em deslocamentos
de um problema mecanico bi e tridimensional, usando ambos os sistemas de coordenadas
mencionados acima.

No Capitulo 3, apresenta-se uma revisdo tedrica da formulacdo em coordenadas
cartesianas da Teoria de Volumes Finitos. Para a deducdo das equacdes, foram utilizados
como base os trabalhos de Bansal e Pindera (2003) e Cavalcante e Pindera (2012). Ainda
neste capitulo, sdo demonstrados os procedimentos de montagem e resolu¢do do sistema

global de equacdes de uma estrutura qualquer.
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No Capitulo 4, apresenta-se a formulacdo proposta no presente trabalho. A referida
formulacdo trata-se de uma versdo em coordenadas polares da Teoria de Volumes Finitos,
destinada a anélise bidimensional de tensdes em estruturas definidas por dominios de anélise
axissimétricos, especialmente para aqueles que apresentam geometria cilindrica.

No Capitulo 5, com o proposito de demonstrar a eficiéncia da formulacdo proposta,
sdo analisados trés exemplos usando a formulacdo apresentada no Capitulo 4. Os resultados
obtidos com a mesma sdo confrontados com aqueles encontrados a partir de solucdes

analiticas da Teoria da Elasticidade Linear.
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2 Equacoes Governantes da Teoria da Elasticidade Linear
2.1 Problema Tridimensional em Coordenadas Cartesianas

Nesta secdo sao apresentadas as equacdes que regem um problema mecanico
tridimensional, expressas em coordenadas cartesianas. Além disso, sdo deduzidas as equagdes
que constituem a chamada formulacdo (analitica) em deslocamentos do mencionado
problema. Nestas equacdes estdo presentes os coeficientes da matriz constitutiva do material
que preenche o meio continuo a ser analisado, bem como as derivadas parciais dos
componentes do campo de deslocamentos, sendo estes responsiveis por descrever a
configuracdo deformada do referido meio.

Deve-se salientar que um problema mecanico fica completamente definido por um
dominio de andlise (meio continuo), o qual define a geometria da estrutura, suas respectivas
condi¢cdes de contorno e, evidentemente, as equagdes governantes do problema. Sobre as
condig¢des de contorno, deve-se dizer que estas podem ser mistas ou de um Unico tipo.

A formulacdo em deslocamentos do problema mecanico (formulagdo forte) € bastante
util na solu¢do de problemas unidimensionais descritos por uma unica equacdo diferencial de
equilibrio (equagao diferencial ordinéria) e na construcdo de técnicas numéricas (formulacdes
fracas) destinadas a anélises em uma ou mais dimensdes. No entanto, a aplicabilidade da
formulacao em deslocamentos (formulacdo forte) na solucao analitica (ou exata) de problemas
em mais de uma dimensao € bastante reduzida, em virtude da dificuldade em se determinar as
varidveis incdgnitas (componentes de deslocamentos) que satisfazem simultaneamente (e
pontualmente) as equacdes diferenciais de equilibrio (equacdes diferenciais parciais) e as
condi¢des de contorno do problema. Em outras palavras, a formulacdo forte requer a
determinacdo de expressdoes fechadas para as varidveis incognitas (componentes de
deslocamentos), enquanto que na formulacdo fraca admite-se uma aproximacio polinomial
para estas varidveis. Em sintese, converte-se um problema de determinacdo de funcoes em
outro de determinagdo de coeficientes.

Assim, considere uma estrutura de volume V' limitada por uma superficie S e um

sistema de coordenadas cartesianas de referéncia composto pelos eixos x; (i = 1,2,3). Suponha

que a referida estrutura se encontra sujeita a acdo de forcas de corpo b, e de superficie 7,
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(i =1,2,3). Tais forgas sdo equilibradas pelas reagdes de apoio que surgem nos elementos de
vinculagdo que restringem os deslocamentos em uma parte especifica do contorno da
estrutura.

Para garantir que a estrutura se encontra em equilibrio estitico, € necessario que as
seguintes equacOes diferenciais de equilibrio sejam satisfeitas pontualmente em todo o

dominio de andlise (Silva, 2004). Estas equagdes sdo dadas por:

00, N 00, N 20,

+b,=0
ox, ox, ox,
do,, do,, J0;,
+ +—>+b,=0
ox, ox, ox, @1
20, N 00,, N 00, b, =0

ox, dx, Oox

nas quais o, representam os componentes do campo de tensdes e b, simbolizam os

componentes das forcas de corpo. Em geral, os componentes das for¢cas de corpo sdo variaveis
conhecidas e os componentes do campo de tensdes sdo varidveis desconhecidas do problema
mecanico. Assim, ndo é possivel resolver o problema mecanico dispondo-se apenas das
equacoes diferenciais de equilibrio, uma vez que o numero de equagdes disponiveis nio €
igual ao ndmero de varidveis desconhecidas.

Portanto, para construir uma formulacio analitica voltada a solu¢do de um problema
mecanico, € necessario recorrer a equacdes adicionais que consideram informagdes de
natureza geométrica e o comportamento mecanico do material que constitui a estrutura.

Os componentes do campo de deformacdes sdo expressos em termos dos componentes
do campo de deslocamentos da estrutura por intermédio de relacdes cinematicas. Por se tratar
de uma andlise em regime de pequenas deformagdes e deslocamentos, as mencionadas

relacdes sdo dadas por:

ou, du, du,
= = = + _
1o 2 0x,  ox, 0
_ du, _ dy, N du, .

822 - 13
ox, ox, odx,
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833 - 12—
ox;, ox, ox

sendo g£; os componentes normais e y, =2¢, 0s componentes tangenciais (deformacdes

angulares) do campo de deformacdes, e u, os componentes do campo de deslocamentos.

Assim, conhecendo-se os componentes do campo de deslocamentos e utilizando-se as
expressoes apresentadas na equacdo anterior (Equagcdo 2.2), podem-se determinar os
componentes do campo de deformagdes, que define o estado de deformacdo em um ponto
pertencente ao solido.

Admitindo-se que a estrutura seja feita de material homogéneo, isotrépico e
linearmente elastico, podem-se relacionar os componentes do campo de tensdes com o0s
componentes do campo de deformagdes por meio das equacdes constitutivas que descrevem o
comportamento mecanico do material. Estas equacdes sdo conhecidas como Lei de Hooke

Generalizada e se encontram definidas matricialmente a seguir:

o, [Gi C, Gy 0 0 0 |l&y
0y G Gy Gy 0 0 0 ||&,
O | _ G G, G 0 0 0 ||&, 2.3)
O,; o o o ¢, O 0 |75
O 0O 0 O 0 Cy O |7
o,] [0 0 O 0 0 Cy |7

sendo C,; os componentes constantes da matriz constitutiva do material. Deve-se salientar

que a equacdo constitutiva do material, representada pela relacio matricial que consta na
Equacdo 2.3, funciona como um elo entre a parte estatica e a parte cinematica do problema
mecanico.

Os coeficientes da matriz constitutiva de um material isotropico podem ser avaliados

pelas seguintes expressoes:

E(1-v)

cC =C..=C,, =——~ "7
TR +vya-2v)

2.4)
Ev

T A+vd-2v)
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_E
T 2(+v)

sendo E o médulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson do material.

No que segue, as equagdes diferenciais de equilibrio sdao reescritas em termos dos
componentes da matriz constitutiva do material e dos componentes do campo de
deslocamentos. Para isso, basta substituir as relacdes cinematicas (Equacdo 2.2) nas equacdes
constitutivas do material (Equacdo 2.3) e introduzir as expressdes resultantes nas equagdes

diferenciais de equilibrio, obtendo-se, assim, as seguintes equacoes:

2 2 2 2 2 2 2
Caul c o°u, LC o°u, +C6{8u1+8u2]+cs 8u1+8u3 +h,=0

+ —_— —_
Yox? Poxox,  oxox, ox;  ox,0x, L ox?  oxox,
2 2 2 2 2 2 2
Cyl Lt Ot | o O o Ot o Tl o [0Uy O )y g ()
ox,0x,  Ox; 0x,0x, ox; 0x,0x; ox;  dx,0x,
2 2 2 2 2 2 2
Css ot +a ”23 +C,, 9 M; + G . ot +C,, ouy +C33—a L? +b,=0
"\ ox0x,  ox 0x,  0x,0x, * dx,0x, 0x,0x, © ox;

Percebe-se que ao expressar as equacOes diferenciais de equilibrio em termos dos
componentes do campo de deslocamentos, ocorre uma reducdo no nimero de varidveis
desconhecidas que figuram nestas equagdes, o que torna o nimero de variaveis desconhecidas
equivalente ao nimero de equacdes disponiveis.

Além disso, as acOes atuantes e os deslocamentos impostos na superficie da estrutura
podem ser interpretados como condi¢des de contorno de natureza estitica e cinematica,
respectivamente, do problema mecanico. Considerando-se que um mesmo ponto nao pode

estar sujeito a condi¢cdes de contorno de tipos diferentes ao mesmo tempo, pode-se imaginar a

superficie S como sendo constituida por duas partes, as quais sdo denotadas por S, e S,.
Sendo S, a por¢do do contorno da estrutura com deslocamentos conhecidos, e S, a por¢do do

contorno com agoes conhecidas.
As condicbes de contorno mencionadas acima podem ser representadas

resumidamente da seguinte forma:
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u,=i. em S (2.6)

sendo 7, as agdes conhecidas (componentes do vetor de forcas de superficie), @, os
deslocamentos conhecidos e n; os componentes do vetor unitario normal a superficie que

delimita a estrutura.

Deve-se salientar que as expressdes que figuram na Equagdo 2.1 constituem a forma
mais geral das equacdes diferenciais de equilibrio, pois nestas equagdes ndao foram
consideradas informagdes relativas ao modo como a estrutura se deforma e o tipo de lei
constitutiva que descreve o comportamento do material que a constitui. Assim, estas equacoes
diferenciais de equilibrio (Equacdo 2.1) podem ser usadas tanto em andlises em regime de
pequenos deslocamentos e deformagdes, quanto em andlises em regime de grandes
deslocamentos e deformagdes, bem como podem ser usadas em andlises de estruturas
constituidas de materiais que apresentam comportamento linear ou nao linear. Diferentemente
das equacgdes diferenciais de equilibrio que constam na Equagdo 2.5, as quais sdo validas
somente para andlises de estruturas feitas de materiais eldsticos lineares e em regime de
pequenos deslocamentos e deformacdes.

Com o exposto, constata-se que encontrar a solu¢gdo de um problema mecanico

tridimensional, com equagdes governantes expressas em termos de coordenadas cartesianas,
significa determinar os componentes u, do campo de deslocamentos que satisfazem
simultaneamente as equagdes diferenciais de equilibrio (Equagdo 2.5) e as condicdes de
contorno ¢ ,n; =i, em S, e w,=d, em S, .

Conforme mencionado anteriormente, os componentes dos campos de deformacdes e
tensdes podem ser encontrados automaticamente, usando as relagdes cinematicas (Equacado

2.2) e as equacdes constitutivas do material (Equagdo 2.3), respectivamente, desde que os

componentes do campo de deslocamentos sejam conhecidos.

2.2 Problema Bidimensional em Coordenadas Cartesianas

Geralmente, sdo empregados modelos bidimensionais para simplificar a analise de

estruturas tridimensionais. Segundo Fish e Belystchko (2009), nestas situagdes, costuma-se
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assumir a hipétese que as estruturas se encontram em estado plano de tensdes ou
deformacdes. Esta hipdtese simplificadora conduz a resultados bastante satisfatorios na
andlise de estruturas que apresentam secdo transversal constante e que estdo sujeitas a acoes
paralelas ao plano de andlise, como € caso dos carregamentos que se mant€ém uniformes ao
longo do eixo normal ao plano de analise.

Diante do exposto, nesta secdo sdo apresentadas as equacgdes que regem um problema
mecanico bidimensional, expressas em coordenadas cartesianas. Além disso, sdo deduzidas as
equacdes de equilibrio, em termos dos componentes do campo de deslocamentos, da
formulacio em deslocamentos do mencionado problema. Acrescenta-se ainda que a
formulacdo em deslocamentos do problema mecanico bidimensional, mostrada na presente
secdo, serve como base na elaboracdo de formulacdes numéricas, destinadas a analises
bidimensionais de estruturas, tais como o Método dos Elementos Finitos e a Teoria de
Volumes Finitos.

No caso de uma analise bidimensional no plano 2-3, na qual se admite a hip6tese de
estado plano de tensdes ou deformacdes, as equacdes diferenciais de equilibrio a serem

satisfeitas em todo o dominio de analise, mostradas na Equacao 2.1, reduzem-se a:

do,, d0;, b 0
ox,  0x, ?
(2.7)
00, J0;, b =0
ox,  ox, ’

Como a analise se restringe ao plano 2-3, apenas os componentes do campo de
deslocamentos correspondentes aos eixos 2 e 3 sdo considerados importantes, uma vez que o
componente relativo a dire¢cdo 1 é assumida como sendo nulo, no caso de estado plano de
deformacgdes, ou avaliado em funcio da deformacdo normal associada a esta direcdo, no caso
de estado plano de tensdes. Portanto, as relacdes cineméticas, mostradas na Equacdo 2.2, sdo

resumidas a:

ou,
&y = aT (2.8)
2
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_ duty
&3 =

ox,

_Ou, | Ouy
2 o, +8x2

No caso em questdo (andlise bidimensional no plano 2-3), as equacdes constitutivas do
material, que relacionam os componentes do campo de tensdes com os componentes do

campo de deformagdes, podem ser escritas da seguinte forma:

Oy 622 Ezs 0 |{&xn
Oy, 0= Cp Cy 0 [&s; (2.9)
053 0 0 Cu |7

em que C,-j representam os coeficientes da matriz constitutiva do material.

Cabe destacar que as equagdes constitutivas mostradas na Equagdo 2.9 sdo utilizadas
para modelar o comportamento de materiais isotrépicos e linearmente elasticos. Observe que
na representacdo da matriz constitutiva, mostrada na Equagdo 2.9, tirou-se proveito das

condi¢des de simetria do material isotropico, ou seja, C,, =C,, € C,, = C,,. Os coeficientes

da mencionada matriz podem ser avaliados conforme indicado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 - Coeficientes da matriz constitutiva de materiais isotropicos para analises
bidimensionais em estado plano de deformacdes ou de tensdes.

Coeficiente Estado Plano de Deformacoes Estado Plano de Tensoes
C, C, Cy, —(Cy ) /Csy
Gy, C,, Cy,—(C, ) /C,,
C, C, C,

Assim como foi feito para o problema mecanico tridimensional, as equacgdes
diferenciais de equilibrio podem ser expressas em termos dos coeficientes da matriz

constitutiva e dos componentes do campo de destocamentos, resultando em:
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2 2 2 2
c, 2l 9t +(_74{a uy , Ol J+b2:0

22 2 23 2
0x; 0x,0x, dx;  0x,0x,

2 2 2 2
C, (a U, Ot j+5 I ¢ au3+b3:0

44 2 23 2752
ox,  0x,0x, 0x,0x, ox,

(2.10)

Portando, resolver o problema bidimensional no plano 2-3 com equagdes governantes
expressas em termos de coordenadas cartesianas € o mesmo que determinar 0os componentes

u, que satisfazem simultaneamente as equacdes diferenciais de equilibrio (Equacdo 2.10) e as
condigdes de contorno o ,n; =i,emS, e u, =i, em S,.
Acrescenta-se ainda que pode ser calculada a deformacdo normal na dire¢do 1, para o

caso de estado plano de tensdes, ou a tensdo normal na direcdo 1, para o caso de estado plano

de deformacdes, usando as expressoes presentes nas Equacgoes 2.11 e 2.12, nesta ordem.

i =—_—(522+g33) (2.11)

2
Oy, = 23(822 +g33) (2.12)

2.3 Problema Tridimensional em Coordenadas Cilindricas

O uso de coordenadas cilindricas mostra-se bastante vantajoso nos casos em que a
estrutura a ser analisada apresenta contornos curvos, tais como as estruturas que podem ser
representadas por dominios de andlise circulares. Por isso, nesta se¢do sdo apresentadas as
equacgdes governantes do problema mecéinico expressas em coordenadas cilindricas. Assim
como foi feito nas secdes anteriores, também sido deduzidas as equacdes de equilibrio, em
termos dos componentes do campo de deslocamentos, da formulacio em deslocamentos do
mencionado problema.

Seja uma estrutura de volume V limitada por uma superficie S e um sistema de

coordenadas cilindricas de referéncia, constituido pelos eixos 7, @ e z. Além disso,

considere que a mencionada estrutura se encontra sujeita a acdo de forgas de corpo b, e de

superficie 7, (izr,ﬁ,z). Estas forcas sdo equilibradas pelas reagdes de apoio que sdo
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produzidas nos elementos de vinculacdo que restringem os deslocamentos em uma parte
especifica do contorno da estrutura.
Quando expressas em coordenadas cilindricas, as equagdes diferenciais de equilibrio

assumem a configuracdo mostrada a seguir:

aa,, +lao-r9 +ao-rz +l(o‘rr—0'99)+b,:0
ar r 096 Jdz r
00,y 100y 00, 20,

Y o4+ — + + L +b :0 213
Jr r 00 oz r ’ ( |
ao_rz +180'92+ao-zz +&+bz=0
or r 00 oz r

nas quais o, representam os componentes do campo de tensdes e b, simbolizam os

componentes das forcas de corpo. Percebe-se que, assim como ocorre na formulagdao do
problema mecéanico em coordenadas cartesianas, as varidveis incognitas sd30 0s componentes
do campo de tensdes e as equagdes diferenciais de equilibrio sdo necessarias, entretanto, nao
sdo suficientes para se determinar os componentes do mencionado campo.

Apresentam-se a seguir as relagdes cinematicas, expressas em coordenadas cilindricas,

vélidas para uma analise em regime de pequenos deslocamentos e deformacdes.

g =9 _Lou,  duy u,
T 9 Vo = ra@ oJr r
1 du, du, 1du
e = + % 9% 9%, 2.14
o0 r[”’ aej PP .14)
e = du, _ou, N du,
“ 0z Var dz  or

sendo g, os componentes normais, y, =2¢g; Os componentes tangenciais (deformacdes

angulares) do campo de deformacdes e 1, os componentes do campo de deslocamentos.

Admitindo-se, novamente, que a estrutura a ser analisada seja feita de um material
isotropico e linearmente eldstico, € uma vez conhecidas os componentes do campo de
deformacdes, podem-se determinar os componentes do campo de tensdes por meio da Lei de

Hooke Generalizada, mostrada a seguir:
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o, [c, Cc, C. 0 0 0}fe,
Ogp Co Cop Co 0 0 0]y
o | _ C o C. 0 0 0f}le, 2.15)
o, 0 0 0 G 0 0|7,
o, 0 0 0 0 G 0f|7.
0.0 0 0 0 0 0 G|V

sendo C i © G (i, j=r,0, Z) os coeficientes da matriz constitutiva do material. Levando-se
em consideracdo as simetrias da matriz constitutiva do material, tem-se que C, =C,, =C_ e
c,=C,=C_=C,=C, =C_,. Além disso, pelo fato de o material ser isotrdpico, suas

propriedades mecénicas sdo as mesmas em qualquer direcdo, logo: C, =C,,, C,=C, ¢

N
G=C,.

Para tornar o nimero de varidveis desconhecidas igual ao nimero de equacdes de
equilibrio disponiveis, a exemplo do que foi feito anteriormente, utiliza-se a estratégia que
consiste em escrever as equagdes diferenciais de equilibrio em funcdo dos coeficientes da
matriz constitutiva (valores conhecidos) e dos componentes do campo de deslocamentos. Para
iss0, necessita-se substituir as relacdes cinematicas (Equacdo 2.14) nas equagdes constitutivas
do material (Equagdo 2.15) e introduzir as expressoes resultantes nas equacgdes diferenciais de

equilibrio, mostradas na Equacdo 2.13, resultando, assim, nas seguintes expressoes:

o’u du. 1 o’u, 19du 0’u
c, i, L N e
"o T (ar P o6 39]+ 9oz
2 2 2 2
+Gllau;+au9_lau9 +G8u2,+auz
rlro060° 0rd@ r 00 0z 0roz
+(Crr _CrH )%—i_( C +Cr9 ( r aue] = (216)
or r
10%, 1 du, N u, 1 dty 10°u,
rord@ r* 96 or* r ar “r 8r8¢9

1(0u, du 10%u, 2(10u, Ju, u
C,—|—= 21+C.,— +G= +2% _ %o |4p =0
i r6r2(89+8¢92] raﬂaz r(r 00 or r}l— ¢



27

ou, du 1(0°u, Ou d’u 1{du du
Gl —/r 4+ 2 |4G=| /L 4+ "= |+ C rC o gy 270
(arafarazj+ r(aeafaw} " 9roz ”’r[az +84982J

0’u 1(ou, odu
+C “+G—| —+—=|+b,=0
" 0z° r(az 87’) :

Observe que, na representacdo dos coeficientes da matriz constitutiva do material,
presentes nas equagoes diferenciais de equilibrio que figuram na Equacdo 2.16, optou-se por
tirar proveito das condi¢des de simetria da mencionada matriz.

Assim, para resolver um problema mecanico tridimensional com equacdes

governantes expressas em termos de coordenadas cilindricas, basta determinar os

componentes (i =r,0, Z) do campo de deslocamentos que satisfazem simultaneamente as
equagdes de equilibrio (Equagdo 2.16) e as condigdes de contorno o ;n; = f, emS, e u, =1,

em S, (i,j:r,H,z).

2.4 Problema Bidimensional em Coordenadas Polares

Conforme comentado anteriormente, frequentemente sdo utilizados modelos
bidimensionais para simplificar a andlise de estruturas tridimensionais. Nestes casos,
costuma-se admitir a hipotese que a estrutura se encontra em estado plano de tensdes ou
deformacodes.

Neste contexto, esta secdo apresenta as equacdes governantes do problema mecanico
expressas em coordenadas polares. Assim como foi feito nas se¢des anteriores, também sao
deduzidas as equacdes de equilibrio, em termos dos componentes do campo de
deslocamentos, que constituem a formulacdo em deslocamentos do mencionado problema.

Para o caso de uma anélise bidimensional no plano r—@, as equagdes diferenciais de
equilibrio, mostradas na Equacdo 2.13, a serem satisfeitas pontualmente em toda a estrutura,

reduzem-se as equagdes mostradas a seguir:

do, 1do,

1
- —+—\0,, =04 )+b, =0

ar 7 ae }"( rr (9(9) r

ao_rﬁ +lao-99+2o-r9

dr r 98 r

(2.17)

+b,=0
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Como a andlise € realizada no plano r—@, somente os componentes do campo de
deslocamentos correspondentes aos eixos radial e circunferencial sdo considerados relevantes,
levando-se em conta que o componente relativo a dire¢do longitudinal é assumido como
sendo nulo, no caso de estado plano de deformacdes, ou avaliado em fun¢do da deformacao
normal associada a direc@o longitudinal, no caso de estado plano de deformacdes. Portanto, as

relagdes cinematicas, mostradas na Equacdo 2.14, sdo convertidas em:

(2.18)

Lou,  duy uy

_ r

Vo ro@ or r

sendo g£; os componentes normais,y, =2g;, 0s componentes tangenciais (deformacdes

angulares) do campo de deformacdes e 1, os componentes do campo de deslocamentos.

Vale lembrar que se estd considerando que a estrutura é constituida de um material
isotropico que apresenta comportamento linearmente eldstico. Neste caso, os componentes do
campo de tensdes relacionam-se com os componentes do campo de deformacdes por meio das
equacgdes constitutivas que satisfazem a Lei de Hooke. Apresenta-se abaixo a representagao,

em forma matricial, da mencionada lei.

0pt=|C, C. 01&, (2.19)

na qual C, ; € G representam os coeficientes da matriz constitutiva do material.

Em virtude das condicdes de simetria do material isotrépico, t€ém-se as seguintes

equivaléncias: C, =C,, e C,, =C, . Além disso, considerando-se também a condi¢do de

isotropia do material, conclui-se que: C,, =C,,, C,, =C,,e G=C,,. Assim, os valores de tais

I

coeficientes podem ser consultados na Tabela 2.1.
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De forma similar ao que foi apresentado nas secdes anteriores, com o propdsito de
tornar o nuimero de varidveis desconhecidas compativel com o nimero de equagdes
disponiveis, utiliza-se a estratégia que consiste em escrever as equacdes diferenciais de
equilibrio em func¢do dos coeficientes da matriz constitutiva do material e dos componentes do

campo de deslocamentos, obtendo-se, assim, as seguintes equacoes:

o’u 1(du. 1 o’u, 19du 1(10%. 9%u, 10u
C r C _ ro_ " "0 G— - r o L )
FEI "’r(ar 906 ran+ r[r802+8r80 raeJ

o, <—cr,+c,9>l[u,+%j+b,:o
r r 06

{182% 1 du, d%u, 10u, 1 J 1 0%,
) 0 Cr

o8 206 o ror 2T 50

2
e LN EE L
r’\d68 08 r\ro@ or r

+(C _Cra)

rr

(2.20)

As equacdes diferenciais de equilibrio que figuram na Equacdo 2.20 foram obtidas
substituindo-se as relacdes cinematicas (Equagao 2.18) nas equagdes constitutivas do material
(Equacao 2.19), e introduzindo-se as expressdes resultantes nas equacdes diferenciais de
equilibrio expressas em termos dos componentes do campo de tensdes (Equagado 2.17).

Portanto, para resolver um problema mecanico bidimensional com equagdes

governantes expressas em termos de coordenadas polares, faz-se necessario encontrar os
componentes u, (izr, 9) do campo de deslocamentos que satisfazem simultaneamente as
equagdes de equilibrio (Equagdo 2.20) e as condicdes de contorno o ;n; =f, em S, e u;, =4,
em S, (i,j=r,t9).

De forma andloga ao que foi mostrado na Secdo 2.1.2, pode ser calculada a
deformacdo normal na dire¢do longitudinal, para o caso de estado plano de tensdes, ou a

tensdo normal na direcdo longitudinal, para o caso de estado plano de tensdes, usando as

expressoes presentes nas Equacoes 2.21 e 2.22, respectivamente.

ré

£, =——=L(€, +&4) 2.21)

rr

.=Cle, +&4) (2.22)

S|k

O-Z
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3 Teoria de Volumes Finitos em Coordenadas Cartesianas

3.1 Introducao

A Figura 3.1 ilustra o caso de uma estrutura retangular subdividida em N, =NyN,
subdominios retangulares denominados subvolumes. Os valores N, e N, indicam o numero

de subdivisdes correspondentes aos intervalos 0<x,<B e 0<x, < H, respectivamente.
Cada subvolume pode ser denotado por um tnico nimero inteiro 1< ¢ < N, ou por um par de

nimeros inteiros f=1,---,N 5 € }/=1,-~~,N7, sendo que o primeiro parametro mencionado
pode ser avaliado em funcdo destes dois tltimos. Por exemplo, o subvolume (4, y) € aquele
que ocupa a posicdo S na direcdo horizontal e a posi¢do ) na direcdo vertical, ou
q:ﬂ+(}/—1)N 5 ha estrutura discretizada. Além disso, as agdes (forcas de superficie) e
deslocamentos impostos a estrutura sdo aplicados nas faces externas dos subvolumes
localizados na periferia do modelo estrutural, em termos de valores médios destas grandezas

estaticas e cinematicas.

X; 4

subvolume

L
L

=
e > X,

B

Figura 3.1 - Estrutura discretizada em subvolumes retangulares e sistema de coordenadas
locais de um subvolume genérico.
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A presente formulacdo utiliza polindmios de segundo grau expressos em fungdo de
coordenadas locais para aproximar os componentes do campo de deslocamentos em cada
subvolume, viabilizando, assim, a realizacdo de andlises de tensdes em estruturas que se
apresentam em estado plano de tensdes ou deformacgdes (Bansal e Pindera, 2003). Estes

polindmios sdo dados por:

1 2
(@) _771(9) (@79 (Dyr(q) (q)
U, _U2<00)+x2 U2(10)+x3 U2(01)+5 3(x2 ) -
3.1

2 2
1 , b 1 > h

(@) _7y71(9) (D179 (D770 (q) (q) (q) q (q)

u;” =Usg, + %, Uslo, + 5" Us gy +5 3()62 ) - Ustoy += 3(x3 ) - Ui

nas quais b, (= by )e h, (= hy) representam a largura e a altura de um subvolume genérico, e os

) . . .
valores U,.(gn,,) simbolizam os coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

Percebe-se que para cada subvolume existem dez coeficientes desconhecidos do
campo de deslocamentos a serem determinados, sendo dois coeficientes de ordem zero (ou
constantes), quatro coeficientes de primeira ordem (ou lineares) e quatro coeficientes de
segunda ordem (ou quadraticos). Os componentes dos campos de deformagdes e tensdes de
um subvolume genérico podem ser avaliados em funcdo dos coeficientes desconhecidos do
campo de deslocamentos. Para isso, sdo utilizadas as relagdes cinemadticas e as equagdes
constitutivas que regem o comportamento mecanico do material que preenche o subvolume.
Assim, para realizar uma anélise estrutural (de deslocamentos, deformagdes ou tensdes), faz-

se necessario determinar os valores numéricos de 10N . coeficientes desconhecidos.

Recorrendo-se a consideracdes cinemadticas, obtém-se uma relacdo matricial que
permite relacionar os coeficientes de primeira e segunda ordem com os valores médios nas
faces dos componentes do campo de deslocamentos e com os coeficientes de ordem zero.
Avaliando os componentes dos vetores de tensdo atuantes em termos médios nas faces,
encontra-se uma segunda relacdo matricial que relaciona os valores médios dos mencionados
componentes com os coeficientes de primeira e segunda ordem do campo de deslocamentos.
Satisfazendo-se as condicdes de equilibrio de um subvolume genérico, empregando-se, para

isso, os valores médios nas faces dos componentes dos vetores de tensdo, chega-se a uma
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terceira relagdo matricial denominada equacdo de equilibrio local de um subvolume
(Cavalcante et. al., 2007 e Cavalcante e Pindera, 2012).

Combinado as trés relacdes matriciais mencionadas acima, chega-se ao sistema de
equacdes local de um subvolume genérico. Além disso, somando-se adequadamente a
contribuicdo de cada subvolume que constitui a malha usada na discretizacdo da estrutura,
determina-se o sistema global de equacdes da estrutura (Bansal e Pindera, 2003 e Cavalcante
e Pindera, 2012). Os coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos sado
determinados com o auxilio das equacdes que relacionam os mesmos com o0s valores médios

nas faces dos componentes do campo de deslocamentos.

3.2 Montagem da Matriz Local de Rigidez

A sistematica da Teoria de Volumes Finitos assemelha-se a de outros métodos
numéricos no que se refere a necessidade técnica de converter um problema definido por um
dominio continuo regido fisicamente por equacdes diferenciais parciais continuas em outro
problema discreto regido por um sistema de equagdes lineares. Em outras palavras, a Teoria
de Volumes Finitos viabiliza a anélise de um problema continuo utilizando uma abordagem
baseada na subdivisio do dominio de andlise em um ndmero finito de subdominios
(subvolumes), nos quais as equacdes que regem o problema sdo convertidas em um sistema de
equagdes lineares que relacionam grandezas cinematicas e estiticas avaliadas em termos
médios nas faces dos subvolumes. Assim, as grandezas cinematicas e estaticas avaliadas em
termos médios nas faces dos subvolumes do dominio discretizado de anélise sdo tratadas na

Teoria de Volumes Finitos como variaveis discretas do problema.

3.2.1 Deslocamentos Médios nas Faces

Na presente formulagdo, s@o utilizados os valores médios dos componentes do campo
de deslocamentos nas faces dos subvolumes. A Figura 3.2 exibe a representacdo utilizada para
denotar os deslocamentos médios nas faces de um subvolume genérico, os quais sdo avaliados

pelas seguintes equagdes:



+b,12

_ 1
(ql) = J’ (q) <q>’ q/Z)dxg‘”

q —b /2
+h /2
1
—(q,2
ui(q, )
hq —h /2
1 +b /2
—(¢3 _ L (q) q) )dxw)
" = I "+ h, [2)dx;
q —b /2
+h /2
_ 1
”i(qA) 1
hq —h /2

nas quals 0S parametros

subvolume genérico ¢ .

—(q 12)
i

I (q) +b /2,x§‘”)dx§‘”

J’ (q) /2’ xé‘” )d,x;‘”

(i=
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(3.2)

2,3) indicam os deslocamentos médios na face p de um

Figura 3.2 - Valores médios dos componentes do campo de deslocamentos nas faces de um

subvolume genérico ¢ .

Substituindo-se os componentes do campo de deslocamentos (Equagcdo 3.1) nas

expressoes que constituem a Equacdo 3.2, sdo obtidas oito expressdes para os deslocamentos

médios nas faces de um subvolume em funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de

deslocamentos. Tais expressdes podem ser organizadas matricialmente da seguinte forma:
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7D - A@D 11D @ Y19
U =Age U” +ag, Ug, (3.3)
) —(qg.1 2) —(q.,2 3 3 4 4

sendo u"? [u(" T A S T R TA AR T SN TR A TR )]T o vetor local de deslocamentos

médios nas faces, U, =|U®, U%, U0 UG, ..U | tor formado pel
€d1os nas Iaces, (8x1) 2310)° Y 2001y 2 Y 2(20) > Y 2¢02) >+ 3(02) O vetor formado pelos

- o r
coeficientes de primeira e segunda ordem e U({) ., = [U S0 U ;;130)] o vetor formado pelos

coeficientes de ordem zero. As matrizes Aggig)e aﬁglz) encontram-se definidas no Apéndice A.

O vetor formado pelos coeficientes de primeira e segunda ordem pode ser avaliado em func¢do
do vetor local de deslocamentos médios nas faces e do vetor formado pelos coeficientes de

ordem zero conforme mostrado abaixo:

@ _(A@ Y's@ ( () )— @ 1@
U (A(8><8)) u Ass ) AU (3.4)

3.2.2 Vetores de Tensao Médios nas Faces

De maneira aniloga e fazendo uso dos mesmos argumentos discutidos acima, na
formulagdo abordada neste trabalho, faz-se necessario avaliar os valores médios dos
componentes dos vetores de tensdo atuantes nas faces dos subvolumes. Para tanto,
inicialmente, devem ser determinados os componentes dos campos de deformagdes e tensdes
nos subvolumes em termos dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

Assim, introduzindo-se os componentes do campo de deslocamentos nas relacdes
cinemadticas, mostradas abaixo, sdo obtidos os componentes locais do campo de deformacgdes

em funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

(q)
(9) _ a”
22 ax(q)
(q)
(q) _ a"‘3 (3 5)
33 ax(q) :
1 au(q) au(q)
(q) (q9) _ 2 3
&y __7/23

2 ang” axé‘”
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(q) (@) ~
nas quais 2 » €337 e &,3 representam os componentes do campo de deformacdes para a um

subvolume genérico ¢ .
Além disso, substituindo-se os componentes do campo de deslocamentos na relacdo
constitutiva, representada pelas equacdes definidas a seguir, sdo encontrados 0s componentes

locais do campo de tensdes em funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de

deslocamentos.

au(q) au(q)
(@) _ (q) o(@) (q) (q) (q) 2 (q) 3
0, = sz &y +C23 sz +

23

ox” ox?

au(q) au(q)

(@) _ (q) o(@) (q) (q) (q) 272 (q) 3

O3 = C32‘9 +C sz ax(q) 23 ax(q) (3-6)

2 3
(q) (q)
@ =COyD =0 duty dus
23 44 /23 44 (q) (q)
ox;”  ox,

. (q) (q)
nas quais 22 , O'§3 e O'§3 representam os componentes do campo de tensoes, € 22 s Q3

Céz e C( 33 simbolizam os coeficientes da matriz constitutiva do material que preenche um
subvolume genérico ¢ .

De posse dos componentes do campo de tensdes associadas a um subvolume genérico,
podem ser determinados os componentes dos vetores de tensdo atuantes em cada uma de suas

faces, utilizando-se a relacdo de Cauchy, a qual pode ser escrita da seguinte forma:
t((] P) — (q) (P) (37)

(p)
em que os valores 71;”

;  representam os componentes do vetor unitario normal a face p . Os

vetores unitarios normais a cada uma das faces de um subvolume genérico podem ser

definidos como segue:

=[0—1]", n® =[+10]", n® =[0+1]" ¢ n® =[-1,0]" (3.8)

Portanto, utilizando-se a relacdo de Cauchy, podem ser encontradas as seguintes
relacoes:



_ (q)

~h,2)
)_hq/)

) ( (q

) (x(q 2
)=+ (+b,/2,2)
)=+ (+b, /2,x)
)=+012 (5 ,+ 1, /2)
)=+010 (7 ,+ 1, /2)
)=-0W(b,/2,57")
)=-oi(-b )

(q.3) [ ,-(9) (q) q)

1 (x +o33 "+ hy /
a4 (@ (@ (@)

t (x ~0,3'(=b, /2, x;

t(" 4)( (@ (q) /2 x(")

37

(3.9)

A Figura 3.3 exibe a representagdo utilizada para denotar os componentes dos vetores

de tensao médios atuantes nas faces de um subvolume genérico, os quais s@o avaliados pelas

seguintes equagdes:

1+bq/2
2(q.) _ (g.1)(,.(q) (q)
l; _b_ _[E- ( )dx
—b, /2

+h /2
-<q 2) _ J‘ t("2) (q) (q)

—h /2
1 +bq/2
7(q3) _ & (q,3)( (q) )dx(q)
L= b J.ti X 2
q b, /2
+hq/2
g4 _ 1 (q,4>( @\, 7@
L= J.ti X3 ;
q —h, 12

. ~ lt(q,p)
nas quais os parametros /;

face p de um subvolume genérico ¢ .

(3.10)

indicam os componentes médios do vetor de tensdo atuante na
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Figura 3.3 - Valores médios dos componentes dos vetores de tensao atuantes nas faces de um
subvolume genérico ¢ .

Substituindo-se os componentes dos vetores de tensdo (Equacdo 3.9) nas expressoes
que figuram na equacdo anterior (Equacdo 3.10), sdo obtidas oito expressdes para 0Os
componentes médios dos vetores de tensdo atuantes nas faces de um subvolume genérico em
funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos. Tais expressdoes podem

ser organizadas matricialmente na forma:
1@ _RpW@ 9
{9 =B, U (3.11)

< “(a) 7@ 7@ 7@ 7@ 7@ F(@d) T(g.4
em que t'¢ Z[Z;q LD e e pad) plad) gl pl )]T representa o vetor local de

tensdes médias atuantes nas faces de um subvolume. A matriz Bﬁ&) encontra-se definida no
Apéndice A.

Substituindo-se a Equagdo 3.4 na equagdo anterior (Equacdo 3.11), elimina-se o vetor
dos coeficientes de primeira e segunda ordem que figura nesta equacdo, deixando-a em
termos do vetor local de deslocamentos médios nas faces e do vetor formado pelos

coeficientes de ordem zero.

(@) _ (@) ( (@) )—1—<q>_ (@) ( (@) )“ @ y1(@
t" =B gy, A(8><8) u B &) A(8><8) a0, U g (3.12)
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A Equagado 3.12 pode ser reescrita de forma que figurem no vetor local de tensdes
médias atuantes nas faces os proprios vetores médios de tensdo atuantes em cada uma das

faces de um subvolume genérico, chegando-se na seguinte configuracao:

@) [R@b ] (@D |

t B, B

" (9,2) (9,2)

t@? B -1 B -1

_| P2 ( (@) ) —(@ _| P8) ( @ ) @ 11@

@3 [ g@d A(8><8) u B¢ A(8><8) a(8><2)U(00) (3.13)
t (28) (28)

1(q.4) (4.4) (¢.4)

t B&s | | B |
em que

+(.p) _ p(q.p) (q) “1—(g) (q,p)( (q) )’l (q) (q)

t _B(2x8)<A(8><8)) u _B(2><8) A(st) a(SxZ)U(OO) (3.14)

3.2.3 Consideracoes de Equilibrio Local no Subvolume

Na auséncia de forcas de corpo agindo sobre um subvolume genérico, a satisfacdo das
condicdes de equilibrio € assegurada fazendo-se o somatério de forcas atuantes nas faces do

subvolume igual ao vetor nulo, conforme mostrado na seguinte equacao:
R(q) — t((l) ds =0
s, g~ (2 (3.15)

Desenvolvendo-se a integral que consta na Equacdo 3.15, chega-se a seguinte

expressao:
+b,/2 +hy 12 +h,/2 +h,/2
1 ) 2 ) 3 (1@ V@ 4
Itw >(x;q>}zx;q " th >(x§q>ﬁx§q " J‘t<q (xéq )dx;q " J‘t<q )(xé‘”)dxé‘”:o(m) (3.16)
~b, 12 ~hy 12 ~b, 12 ~hy 12

Nesta formulacdo, a equacao de equilibrio de um subvolume genérico (Equacdo 3.16)
pode ser expressa em termos dos vetores médios de tensdo atuantes nas faces. Assim, a

equagao anterior € convertida em:
1(q.D) 1(g.2) 1(4.3) tady —
t bq+t hq+t bq+t hq =0, (3.17)

Podendo ainda ser reescrita da seguinte forma:
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4
Zt(w) L(pq) =0, (3.18)

p=1

emque L =b [ =h [V =b ¢ L? =h representam os comprimentos das faces de
q Ll q 2 q q 4 q p p

um subvolume genérico.
Substituindo-se os vetores médios de tensdo atuantes nas faces (Equagdo 3.14) na

equacdo de equilibrio local de um subvolume (Equacao 3.18), chega-se a seguinte equacao:

4
| Smegey faim ) w - S mis i) e v <o 319
p=1 p=1

Isolando-se o vetor formado pelos coeficientes de ordem zero, que figura na Equagao
3.19, torna-se possivel expressar este vetor em termos do vetor local de deslocamentos médios
nas faces, empregando-se as matrizes previamente definidas. Deve-se salientar que nas
entradas destas matrizes sdo armazenados os parametros que definem as dimensdes
geométricas do subvolume e as propriedades mecéanicas do material que o preenche. A relacdo
matricial que relaciona o vetor formado pelos coeficientes de ordem zero com o vetor local de

deslocamentos médios nas faces encontra-se definida a seguir:

(@) _a@ (@
U(OO) = a(M)u (3.20)
em que

-1

@ 4()() @ Y',@ 4()() @ Y!
=alq — q.p q q q q.p q q
Aos) = ZB(M)LP (A<8x8>) A5x2) ZB(M)LP (A(8x8>) (3.21)

p=1 p=1

Combinado as equagdes (3.4) e (3.20), chega-se ao seguinte resultado:

U =Au? (3.22)
sendo

A@D _(a@ Y! @ Y'o@ =@

A(gXS) = (A(gXS)) - (A(gxs;)) a(gx2)a(g><8) (3.23)

Se forem conhecidos os valores numéricos dos componentes do vetor local de

deslocamentos médios nas faces de um subvolume genérico, os valores dos coeficientes de
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ordem zero e dos coeficientes de primeira e de segunda ordem do campo de deslocamentos do

respectivo subvolume podem ser determinados pelas Equacdes 3.20 e 3.22, nesta ordem.
Substituindo-se a equagdo matricial que relaciona o vetor formado pelos coeficientes

de primeira e segunda ordem com o vetor local de deslocamentos médios nas faces, obtém-se

o sistema de equagdes local de um subvolume, dado por:

1@ K@ 7@ (3.24)
t* =Kgsgu
em que KE&) =BE&)AE&) representa a matriz local de rigidez de um subvolume genérico. A

equacdo anterior (Equacdo 3.24) possibilita a montagem do sistema local de equagdes
associado a cada subvolume empregado na discretizacdo da estrutura, desde que sejam
conhecidas as suas dimensdes geométricas e as propriedades mecinicas do material que os

constitui.

3.3 Montagem da Matriz Global de Rigidez

3.3.1 Montagem do Sistema Global de Equacoes

Na presente formulacdo, assim como acontece no Método dos Elementos Finitos, o
sistema global de equacdes da estrutura é obtido somando-se adequadamente a contribuicao
individual dos sistemas locais de equagdes de todos os subvolumes que constituem a malha
usada na discretizagdo da estrutura. Nesta secdo, € apresentado um procedimento de
montagem do sistema global de equacdes andlogo a sistematica apresentada por Fish e
Belystschko (2009), no ambito do Método dos Elementos Finitos.

Dito de outra forma, o processo de discretiza¢do da estrutura, mencionado na primeira
secdo deste capitulo, consiste em uma separacdo virtual, ou artificial (termo utilizado por
Alves Filho (2000)), da estrutura em por¢des menores. A discretizacio € realizada para que o
modelo numérico se torne o mais parecido possivel com a estrutura real que se deseja
analisar, sobretudo no que diz respeito a geometria e a reproducao das condi¢des de contorno
do problema.

Assim, o procedimento de montagem do sistema global de equacdes pode ser

interpretado como um recurso responsavel por restabelecer as conectividades dos elementos
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ou subvolumes, a depender do método numérico utilizado. Deve-se ressaltar que o
mencionado procedimento € uma consequéncia direta das equacgdes que resultam da
imposi¢ao das condi¢des de continuidade cinematica e estatica nos ndés compartilhados por
elementos (no método dos elementos finitos) ou nas faces compartilhadas por subvolumes (na
teoria de volumes finitos). Em ambas as abordagens citadas, devem ser utilizadas malhas
suficientemente refinadas para assegurar a precisdao dos resultados.

Diante do exposto, considere o caso geral de uma estrutura discretizada em

N,=N,N, subvolumes. E evidente que a dimensio do sistema global de equacdes da

estrutura dependera diretamente do nimero de subvolumes que constitui a malha empregada
em sua discretizagdo. Para este problema, dispde-se de 4N_ = faces locais e
Ny (Ny + 1)+ (Nﬁ, + 1)Ny faces globais. Percebe-se que 4N, > N, (Ny + 1)+ (Nﬁ + 1)Ny , Ou seja,
o numero de faces locais € superior ao numero de faces globais, uma vez que a nivel global as
faces compartilhadas por subvolumes adjacentes sdo contabilizadas uma tnica vez.

No procedimento de montagem do sistema global de equacdes usado no presente
trabalho, faz-se necessario a utilizacdo de identificadores para as faces dos subvolumes, aos
quais sdo atribuidos valores inteiros. A Figura 3.4 apresenta a notacdo utilizada para designar
os identificadores das faces dos subvolumes. Tais identificadores podem ser enumerados de

forma automatica por intermédio das seguintes equagdes:

[ =ﬁ+(7_1)Np
FO=N, (N, +1)+ B+1+(y-1)N, +1)
f3(q) =p+ Wﬁ

FO =Ny (N, +1)+ B+ (y-1)N,+1)

(3.25)

Os identificadores correspondentes as faces compartilhadas por subvolumes adjacentes

sdo enumerados com os mesmos valores numéricos, assim:

fl(ﬂsif) — fg(ﬂa}’*l)

(3.26)
fz(ﬂJ’) — f4(/)’+l,}’)
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f3(CI)

20 (@ | A?

fl(q)

Figura 3.4 - Nota¢do utilizada para designar os identificadores das faces de um subvolume
genérico.

Na presente formulagcdo, os subvolumes apresentam dois graus de liberdade de
translacdo por face. Assim como foi feito para as faces dos subvolumes, no procedimento de
montagem do sistema global de equagdes da estrutura aqui apresentado, faz-se necessario o
uso de identificadores para os graus de liberdade globais. Na Figura 3.5 é apresentada a
notacdo utilizada para designar os identificadores dos graus de liberdade globais. Além disso,
¢ possivel atribuir automaticamente valores numéricos aos mencionados identificadores pelas

seguintes equacoes:

diyy =2£," -1, dyy =2, 327

em que P representa a face, e variade 1 a 4.
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dé‘])
dg‘?)
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déq) d4q
(@ (@
d;’ dy’
()
de)
de)

Figura 3.5 - Notacao utilizada para designar os identificadores dos graus de liberdade globais
associados as faces de um subvolume genérico.

Os identificadores dos graus de liberdade globais herdam a mesma caracteristica dos
identificadores associados as faces dos subvolumes, isto €, os identificadores dos graus de
liberdade globais relativos as faces compartilhadas por subvolumes vizinhos apresentam o

mesmo valor numérico, assim:

dl(ﬂ,V) — d;ﬂ’y_l), dz(ﬂ’y) — déﬁ’y_l)

(3.28)
d\P7 =B, gBn = gy

Os graus de liberdade globais da estrutura, determinados pelas expressdes que
constam na Equacgdo 3.27, posicionam os componentes dos vetores globais de deslocamentos
médios nas faces e de tensdes médias atuantes nas faces, os quais se encontram,

respectivamente, definidos a seguir:

— — - T

U(Ngle) :[ul’MZ""’uNgl—l’uNgl]
(3.29)
T

- - - - Ir
(Ngbd) — [tl’t2" . "tNglfl’tNgl]
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em que Ngl= 2[N ﬁ(Ny+1)+(N 5 +1)N7] representa o nimero de graus de liberdade globais

associados a estrutura.

Uma vez que para cada deslocamento global existem um (para as faces localizadas no
contorno da estrutura) ou dois (para as faces localizadas no interior da estrutura)
deslocamentos locais correspondentes, torna-se possivel escrever o vetor local de
deslocamentos médios nas faces de um subvolume genérico em funcdo do vetor global de

deslocamentos médios nas faces, conforme mostrado abaixo:

(@) _ 7 (@)
u _L(SxNgl)U(Nglxl) (3.30)

(q)
(8xNgl)

na qual L representa a matriz de incidéncia ou compatibilidade cinematica de um

subvolume genérico, em sua maior parte composta por zeros, apresentando elementos
unitarios posicionados segundo os graus de liberdade globais definidos na Equacdo (3.27). A
Equacio (3.30) pressupde a satisfagdo das seguintes condi¢cdes de compatibilidade cinematica

em termos de valores médios nas faces dos componentes do campo de deslocamentos:

=By _ 7(Br-13)  —(By) _ —(By-13).
U, =u, ) Uy =u,

’ (3.31)

)

—(By2) _ —(fHlyd)  — —
uz(ﬁy ):uz(ﬂ+ ) MS(,B,}/,Z) :u;ﬁ+1,y,4).

O vetor global de tensdes médias nas faces pode ser montado por meio da contribui¢io
dos vetores locais de tensdes médias atuantes nas faces dos subvolumes que constituem a

malha utilizada na discretizac¢do da estrutura, como ilustra a seguinte equagao:

Ny

T—
T(Nglxl) = Z(L((qs)xzvg/)) t' (3.32)

g=1

r . A - o
na qual (L((qs)xNg,)) representa a matriz de incidéncia ou compatibilidade estitica de um

subvolume genérico. A Equacgdo (3.32) pressupde a satisfacdo das seguintes condicdes de
compatibilidade estatica em termos de valores médios nas faces dos componentes do campo

de tensoes:
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By 4 7 (By-13) _ GATD _ G Br1d  F By FBrlY) g I = g P,
1, +1, =0..0y oy A +1, =0..0; (o

B

(3.33)
;Z(ﬂ,7,2)+;2(ﬂ+1,7,4) 0. O.(ﬂ72> O.(ﬂ+174)’ t—3<ﬂ,y,2>+t-3<ﬂ+1,y,4> 0. O-(ﬂ72> o.<ﬂ+1y4>

As equagdes (3.30) e (3.32) também levam em consideracdo a satisfacdo das
condic¢des de contorno, expressas em termos de deslocamentos ou de tensdes médias nas faces

dos subvolumes localizados nas fronteiras do dominio de anélise, como mostrado a seguir:

I/_tz(ﬂ’l’l) — U(dl(ﬂ’l)) ou fz(ﬂ’l’l) — T(dl(ﬂ’l)) ,
LTS(ﬂJJ) — U(déﬁ'])) ou ZTS(ﬂ,lJ) — T(dz(ﬂ’])) ,
I/—tz(ﬁ!N}“S) — U(ds(ﬂ’N;/)) ou t_z(ﬂ:NyJ) — T(ds(ﬁ:Ny)) ,
ﬁ;ﬁ!NV’S) — U(déﬂ’N;/)) ou E;ﬂxNyﬁ) — T(déﬁ:Ny)) ,
(3.34)
iy 7Y =0y ou i =T(d]),
173(1%4) — U(dél'y)) ou [‘3(1,7,4) — T(dél'y)) ,
L72<Nw,2> _ U(d;N/J*}/)) ou E;Nﬂ,ﬂ) _ T(d;N”’y)),

ﬁ;Nﬁs%Q) _ U(diNﬂ’y)) ou t;Nﬂ,M) _ T(diNﬂs}/)).

Substituindo a Equacao (3.30) na Equacdo (3.24), torna-se possivel expressar o vetor
de tensdes médias nas faces de um subvolume genérico em fun¢do do vetor global de

deslocamentos médios da estrutura, obtendo-se a seguinte expressao:

B (3.35)
@ _yw@ 7@
t _K(g@)L(%XNgbU(NgM)

Finalmente, introduzindo-se a equacdo anterior (Equacdo 3.35) na Equacdo (3.32),

obtém-se o sistema global de equagdes da estrutura, dado por:
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T K

ety U (i) (3.36)

(NgIxl) —

N‘l
7 . . .
sendo K = Z(L((‘Q)XNgl)) KggQS)L‘(‘g; nen @ Matriz de rigidez global da estrutura.
=1

Se forem conhecidos os valores numéricos dos componentes do vetor global de
deslocamentos médios nas faces, os valores dos coeficientes de primeira e segunda ordem e
dos coeficientes de ordem zero, que figuram nas expressdes que definem os componentes do
campo de deslocamentos de um subvolume genérico, podem ser determinados,

respectivamente, pelas seguintes equacdes:

@ _A@ 1@
U _A(8><8)L(8><Ngl)U(Ngb<l)

U(q) =

(3.37)
(00) = a(M)”é)xNgl)U(NgM)

3.3.2 Solucao do Sistema Global de Equacoes

O sistema global de equacdes da estrutura pode ser organizado na forma mostrada
abaixo, ap6s serem inseridas as condicdes de contorno no vetor global de deslocamentos

médios nas faces e no vetor global de tensdes médias nas faces:

Tc _ ch ch Ud
Td - Kdd ch Uc (338)

em que T, e T, representam os vetores de tensdes conhecidas e desconhecidas,
respectivamente, ¢ U, e U, simbolizam os vetores de deslocamentos conhecidos e

desconhecidos, nesta ordem. As submatrizes que figuram no interior da matriz global de

rigidez sdo designadas abaixo:

K, - submatriz de rigidez que associa os deslocamentos desconhecidos as tensdes

conhecidas.

K . - submatriz de rigidez que associa os deslocamentos conhecidos as tensdes conhecidas.

cc
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K, - submatriz de rigidez que associa os deslocamentos desconhecidos as tensdes
desconhecidas.
K, - submatriz de rigidez que associa os deslocamentos conhecidos as tensdes

desconhecidas.

Assim, os vetores de deslocamentos e de tensOes desconhecidas podem ser

determinados, respectivamente, pelas equacdes apresentadas a seguir:

Ud = (K cd )71Tc - (K cd )7l KCCUC
(3.39)
T,=K,U,-K,U,
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4 Teoria de Volumes Finitos em Coordenadas Polares
4.1 Introducao

A Figura 4.1 mostra uma estrutura circular subdividida em N, = NN, subdominios

retangulares (retdngulos polares) denominados subvolumes. Os valores N, e N,

representam o numero de subdivisdes correspondentes aos intervalos R, <r<R,+E e

0<6< A, nesta ordem. Cada subvolume pode ser designado por um tnico nimero inteiro
1<g< N, ou por um par de nimeros inteiros f=1,---,N, e y=1,---,N,, sendo que o
primeiro pardmetro mencionado € dado em funcdo destes dois ultimos. Por exemplo, o
subvolume (4, y) € aquele que ocupa a posicdo £ na direcdo radial e a posi¢do y na diregcdo

circunferencial, ou ¢ =S + (¥ —1)N, na estrutura discretizada. Além do mais, as acdes (forgas

de superficie) e deslocamentos impostos a estrutura sdo aplicados nas faces externas dos
subvolumes localizados na periferia do modelo estrutural em termos de valores médios destas

grandezas estéticas e cinemadticas.

Iy

< >|< >
R; E

Figura 4.1- Estrutura discretizada em subvolumes retangulares (retangulos polares) e sistema
de coordenadas locais de um subvolume genérico.
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A exemplo do que acontece na formulagdo em coordenadas cartesianas da Teoria de
Volumes Finitos apresentada por Bansal e Pindera (2003), na presente formulacdo, sdo
empregados polindmios de segundo grau expressos em coordenadas locais (polares) para
descrever os componentes do campo de deslocamentos em cada subvolume (Cavalcante e

Marques, 2005). Tais polindmios sd@o dados por:

2
1 o € 1 2 o’
@ _717@ (D7 71(9) D179 (@) q (@) Q) q (q)
u, —U2(00)+r U2(10)+€< U2(01) +5 3(r ) _Z U2(20)+5 3(6( ) - 4 U2(02)
4.1)
2
1 ) € 1 ) o’
@ _711@ @Dy 1(9) D179 (q) q (@) q) q (@)
Uy —U3(00)+r U3(10)+‘9( U3(01) +5 3(r ) _Z U3(20) +§ 3(9( ) - 4 U3(02)

nas quais €, e &, representam a espessura e o dngulo de abertura de um subvolume genérico

) . - .
e os valores Ufgnn) simbolizam os coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

Conforme apresentado no capitulo anterior, cada subvolume possui dez coeficientes
desconhecidos do campo de deslocamentos a serem determinados, sendo dois coeficientes de
ordem zero (ou termos independentes), quatro coeficientes de primeira ordem (ou lineares) e
quatro coeficientes de segunda ordem (ou quadraticos). Os componentes dos campos de
deformacdes e tensdes de um subvolume genérico podem ser avaliados em fungdao dos
coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos. Para isso, s@o utilizadas as relagdes
cinemdticas e as equagdes constitutivas que regem o comportamento mecanico do material
que preenche o subvolume. Assim, para realizar uma andlise estrutural (de deslocamentos, de
deformagdes ou de tensdes), faz-se necessario determinar os valores numéricos destes
coeficientes.

Recorrendo-se a consideragdes cinematicas, obtém-se uma relacdo matricial que
permite relacionar os coeficientes de primeira e segunda ordem com os valores médios nas
faces das componentes do campo de deslocamentos e com os coeficientes de ordem zero.
Avaliando as componentes dos vetores de tensdo em termos médios nas faces, encontra-se
uma segunda relacdo matricial que relaciona os valores médios das mencionadas
componentes com os coeficientes de primeira e segunda ordem do campo de deslocamentos.

Satisfazendo-se as condi¢des de equilibrio do subvolume em termos médios no subvolume,
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chega-se a uma ferceira relagdo matricial denominada equacdo de equilibrio local de um
subvolume (Cavalcante e Pindera, 2003; Cavalcante e Marques, 2005 e Cavalcante, 2000).
Combinam-se as trés relagdes matriciais mencionadas anteriormente e chega-se ao
sistema de equacdes local de um subvolume genérico. Além disso, soma-se adequadamente a
contribuicdo de cada subvolume que constitui a malha usada na discretizacdo da estrutura e
determina-se o sistema global de equacdes da estrutura. Os coeficientes desconhecidos do
campo de deslocamentos sdo determinados com o auxilio das equagdes que relacionam os

mesmos com os valores médios nas faces dos componentes do campo de deslocamentos.

4.2 Montagem da Matriz Local de Rigidez
4.2.1 Deslocamentos Médios nas Faces

Assim como ocorre na formulacdo em coordenadas cartesianas da Teoria de Volumes
Finitos, mostrada no capitulo anterior, na formula¢do em coordenadas polares, também se faz
necessario avaliar os valores médios nas faces dos componentes do campo de deslocamentos.
Na Figura 4.2 esto ilustrados os deslocamentos médios nas faces de um subvolume genérico

g, os quais podem ser calculados pelas seguintes expressoes:

+a, /2

1
—(q.) _ @(_ @ \@ _ (@
W = e ) 4 e/2.00 e e, /2)ie
g\e q -2,/2
1 +e,/2
0 =— .[ulfq) (r(q) ’_aq/zhvr(q)
eq —e,/2
1 ‘e, /2 (42)
g = Juf”(%—e /2,9‘4))(;’0““+e /Z)de(‘”
(7 +e, 2) q ‘
gro 4 /2
1 +e, /2
7@.2) _ (@) (,.() (9)
u, " =— Iui (r ,+05q/2)dr
el] —e,/2
77(@.p)

em que os valores Y (i = r,0) representam os deslocamentos médios na face p de um

subvolume genérico g.
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—(q,3)
«L_ngq’?’)

Figura 4.2 - Valores médios dos componentes do campo de deslocamentos nas faces de um
subvolume genérico q.
Substituindo-se os componentes do campo de deslocamentos (Equacdo 4.1) nas
expressOes anteriores que figuram na Equacdo (4.2), sdo obtidas oito expressdes para 0s
deslocamentos médios nas faces em funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de

deslocamentos. Estas ultimas expressdes podem ser organizadas matricialmente da seguinte

forma:
a? =A? U@ a2y
= A Uisa) 250 Uigo o) (4.3)
1 ) —(g.2) —(q.2) — — — (g4 —(q.4
sendo u'” = [u R TA A N T) S TN TS AL Thk )]7 o vetor local de deslocamentos
< @) [ @ @ @ @ (@) ]T
médios nas faces, U gy =|U,{0.Uso1)»Uslo)sUslnys--->Usny]| 0 vetor formado pelos

(@) [ @ 7@ ]T
coeficientes de primeira e segunda ordem € U (g, 5.4, = U>(00,-Usioo,] © vetor formado pelos

coeficientes de ordem zero. As matrizes AE&) e 3%)@) encontram-se definidas no Apéndice B.

Conforme mostrado no capitulo anterior, o vetor formado pelos coeficientes de
primeira e segunda ordem pode ser avaliado em fun¢do do vetor local de deslocamentos
médios nas faces e do vetor formado pelos coeficientes de ordem zero, conforme mostrado

abaixo:
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(@) @ Y= @ Y'ao@ y1@

U(gxl) (A(gXS)) / (A(gXS)) a(gXZ)U(gO)(ZXl) (44)

4.2.2 Vetores de Tensao Médios nas Faces

Na formulacdo elaborada no presente trabalho, faz-se necessario avaliar os valores
médios dos componentes dos vetores de tensdo atuantes nas faces dos subvolumes. Para isso,
inicialmente, devem ser determinados os componentes dos campos de deformagdes e tensdes
em func¢do dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

Assim, substituindo-se os componentes do campo de deslocamentos nas relacdes
cinemdticas mostradas abaixo, sdo obtidos os componentes locais do campo de deformacdes

em funcdo dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos.

(@)
8((]) _ aur

e or'?

(@) (@)
@ _1 duy” u

€0 = 0 T
rod?

(9) (9) (q)
_1low” ou uy

= +
Y O

4.5)

(@) q) ~ . . .
nas quais &, (”) , €gp € V.o representam a deformacdo radial, circunferencial e angular no

plano polar, respectivamente, e 7 =l”0(q) +7? simboliza a distancia radial medida a partir da

origem do sistema de coordenadas globais (r,#) a um ponto arbitririo no interior do

subvolume genérico g.

Além disto, substituindo-se os componentes do campo de deformacdes na relagdo
constitutiva, empregando-se as relagdes cinematicas definidas acima, sdo encontrados os

componentes locais do campo de tensdes em termos dos coeficientes desconhecidos do campo

de deslocamentos.

abt 1 au(q) M(q)
O.(q) C(q) (q) + C(q)gég) Cfrq) ( ; + Cfg) = ? ; + I
or' r 06 r
(4.6)
( ) (q) (q)
o = CDge (q) +C(‘“8('“ cw 4 du +CW l du, 4 u,
66 ré 66 ré a (q) rr r ag(q)

r
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(q) (q) (q)
@ — D@ _ (@ laur du, Uy
0,0 =G"y, =G T
roé or r

. (q) 9 ) . . . .
nas quais O, 0';9 e O'ﬁ,g representam os componentes radial, circunferencial e cisalhante

do campo de tensdes, € Cf;] ), Cﬁ? e G simbolizam os coeficientes da matriz constitutiva

do material que preenche o subvolume genérico q.
De posse dos componentes do campo de tensdes associadas a um subvolume genérico,
podem ser determinados os componentes dos vetores de tensdo atuantes em cada uma de suas

faces, utilizando-se a relacdo de Cauchy, a qual pode ser escrita da seguinte forma:

(g.p) (@) (p)
tr _ O-rr O-rﬁ nr
— 4.7)
Iy O, Oy My
em que os valores nﬁp L representam os componentes do vetor unitario normal a face p . Os

vetores unitarios normais a cada uma das faces de um subvolume genérico podem ser

definidos como segue:

n® =[-10]", n® =[0~1]", n® =[+10]" ¢ n* =[0+1]" (4.8)

Portanto, utilizando-se a relagdo de Cauchy, podem ser encontradas as seguintes
relacoes:

)
£@2 (r(")):—a‘z)(r(") e /2
r r H q
42 (r(") ) =—0l (,,(q) —a, /2)
(4.9)
199(g9)=+09(ve,/2,67)
15(09)=+09(ve,/2,67)

149 (r@): +0'9 (r(‘”, +a, /2)
e (,,(q)): +0%) (r("), +a, /2)
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A Figura 4.2 mostra a representacdo utilizada para denotar os componentes médios

dos vetores de tensdo atuantes nas faces de um subvolume genérico ¢, os quais podem ser

avaliados pelas seguintes equagoes:

t(‘”) p r(q) e/2 J’ t("” 9(q>)(r<q) ¢, /Z)de(")
q[() j

+e, /2

‘(q 2) _ J‘t(q 2) e hr(q)

—e,/2

_ 1

: o /2 J’t(q3> 49(‘”)(r“”+e /Z)de“’)
a‘r e, )

+e, /2

- 1
ti(q,4> _ J’ 1@ ( (@) )dr(q)

eq -, /2

(4.10)

@p . 41 ~
em que ; (i = r,0) representa os valores médios dos componentes dos vetores de tensao
atuantes nas faces de um subvolume genérico q.

Figura 4.3 - Valores médios dos componentes dos vetores de tensdo atuantes nas faces de um
subvolume genérico q.

Substituindo-se as expressdes presentes na Equacdo (4.9) naquelas apresentadas na

Equacdo (4.10), s@o obtidas oito expressdoes para os componentes médios dos vetores de
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tensdo em fung¢do dos coeficientes desconhecidos do campo de deslocamentos. Estas

expressdes podem ser organizadas matricialmente da seguinte forma:
1@ _p@ y7@ @ y1@
t" =B g5 Uisa) TP 50 Ugoza) (4.11)

T 2@ 7@ 72 7.2 7@3) 73 7@d 7@b [
em que t(q)z[tr(q’),t;q‘),tr(q’),t;q’),t,(q’),t;q e gl )] representa o vetor local de

tensoes médias atuantes nas faces de um subvolume. As matrizes Bl

e b{g,, encontram-se
definidas no Apéndice B.

Cabe salientar que, na presente formulacio, os valores médios dos componentes dos
vetores de tensdo atuantes nas faces sdo dados tanto em funcdo dos coeficientes de primeira e
segunda ordem quanto dos coeficientes de ordem zero do campo de deslocamentos.
Diferentemente do que acontece na versdao em coordenadas cartesianas da Teoria de Volumes
Finitos, na qual os valores médios dos vetores de tensdo atuantes nas faces do subvolume sao
dados em funcdo somente dos coeficientes de primeira e segunda ordem do campo de
deslocamentos (no entanto, como os coeficientes de primeira e segunda ordem dependem dos
coeficientes de ordem zero, as referidas varidveis estaticas dependem de forma indireta destes
coeficientes). Esta diferenca justifica-se devido ao fato de que nas relacdes cinematicas,

expressas em coordenadas polares, figuram ndo s6 as derivadas de primeira ordem como

também as derivadas de ordem zero dos componentes do campo de deslocamentos.
4.2.3 Consideracoes de Equilibrio Local do Subvolume

Na presente formulacdo, opta-se em impor as condicdes de equilibrio de um
subvolume genérico por meio da satisfacdo das equacdes diferenciais de equilibrio, em vez de
impor o equilibrio fazendo o somatdrio de forcas agindo sobre as faces do mesmo igual ao
vetor nulo.

Esta decisdo se deve ao fato de que, para calcular os componentes radial e
circunferencial das forcas resultantes agindo sobre as faces curvas de um subvolume genérico,
faz-se necessario avaliar integrais cujos integrandos sdo formados pelo produto de duas
fungdes que dependem da varidvel (2. Os resultados destas integrais ndo podem ser escritos
como multiplos escalares dos vetores de tensdo médios atuantes nas faces curvas, como

mostrado no Apéndice C.
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Portanto, na auséncia de forcas de corpo, as equagdes diferenciais de equilibrio de um

subvolume genérico, sdo definidas conforme mostrado a seguir:

9 q)
do,/ 1905 o9 _g)=0

+
or'?  rad? r (4.12)
0 100y 209
or'?  rod?

Substituindo-se os componentes do campo de tensdes expressas em termos dos
componentes do campo de deslocamentos (Equagdo 4.6) nas equagdes diferenciais de

equilibrio de um subvolume genérico (Equacao 4.12), tem-se as seguintes expressoes:

C@ 9 [ou? +C9 J la”éq)_i_”iq)
Tor @ | gr@ L 9r 9\ 9@ r

+C§Z)l[l d (au;‘1)]+ o ul” lau;‘”)

rl 7 ae(q) ag(q) ar(q)ag(q) _; ae(q)
+l (C(q) _CW )aufq) " (C(q) _Ccw 1 au;_w +£ =0
r rr 66 al"(q) ré rr r ag(q) r
(4.13)

C@ J l a”feq) " a“éq) _ ”éq)
44 ar(q) r ae(q) ar(q) r
+l o 9 u'l? O 1 o (ouf +l ou'”
r ré r' 99 ? "1 96| 99? r06'?
N 2C7 1 aué") N 8u§") B uf;’) 0
r | rl08? ) or? r

As equagdes (4.12) e (4.13) podem ser interpretadas como equacoes de equilibrio

local de um subvolume genérico expressas em funcdo dos componentes do campo de tensoes,
no primeiro caso, € em termos dos componentes do campo de deslocamentos, no segundo
caso. Introduzindo-se os componentes do campo de deslocamentos na Equagdo 4.13, torna-se
possivel expressar as mencionadas equagdes em funcdo dos coeficientes desconhecidos do
campo de deslocamentos. Além disso, avaliando-se as equacdes resultantes em termos médios
no subvolume, sdo encontradas duas equacdes que podem ser organizadas matricialmente

CcoOmo seguc:
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(q) (@) (@) (@)
D55 Usa) 7O Ugnza) = Oy (4.14)

em que as matrizes (I)(M) e (%M) estdo definidas no Apéndice B. Empregando-se a expressao

que relaciona o vetor formado pelos coeficientes de primeira e segunda ordem do campo de
deslocamentos com o vetor local de deslocamentos médios nas faces e o vetor formado pelos

coeficientes de ordem zero (Equacgdo 4.4), chega-se a seguinte expressao:

(q) ( (q) )‘ (@) (q) ( (q) )‘ (q) (q) (q) (q) —
(I)(2x8) A(8x8) (I)(2><8) A(8><8) a(sz)U(OO)(le) +®(2><2)U(00)(2><1) - 0(2><1) (4-15)

Explicitando-se o vetor formado pelos coeficientes de ordem zero, presente na
Equagao (4.15), torna-se possivel expressar este vetor em termos do vetor local de
deslocamentos médios nas faces. Deve-se ressaltar que, nas entradas das matrizes presentes na
Equacdo (4.15), sdo armazenados os parametros que definem as dimensdes geométricas do
subvolume e as propriedades mecanicas do material que o preenche. A relacdo matricial, que
permite avaliar o vetor formado pelos coeficientes de ordem zero a partir do vetor local de

deslocamentos médios nas faces, encontra-se definida a seguir:

(@) —_a@ =@
U(OO)(2><1) a5l (4.16)
em que
= (@) (q) (q) Y 5@ (q) (q) @ Y!
a(gxx) (q)(gxs)(A(gxs)) (gx2) - O(gx2)) (I)(inxs) A(gxs)) (4.17)

Combinando-se as equacdes (4.16) e (4.4), obtém-se uma relagdo matricial na qual o
vetor formado pelos coeficientes de primeira e segunda ordem € avaliado em func¢do do vetor

local de deslocamentos médios nas faces, resultando em

@ _A@ =@
U(le) —A(ng)u (4.18)
sendo

A @) @ Y! @ Y'o@ =@
A(gxs) (A(gxs)) _(A(gxs)) a(gxz)a(gxs) (4.19)

Se forem conhecidos os valores numéricos dos componentes do vetor local de

deslocamentos médios nas faces de um subvolume genérico, os valores dos coeficientes de
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ordem zero e dos coeficientes de primeira e segunda ordem do campo de deslocamentos do
respectivo subvolume podem ser determinados pelas Equagdes (4.16) e (4.18),
respectivamente.

Substituindo-se as equagdes matriciais (4.16) e (4.18) na Equagao (4.11), obtém-se o

sistema de equagdes local de um subvolume genérico, dado por:

t9 =K u? (4.20)

em que KE&) = BE&)AE&) +bg&)ﬁé§fﬁ) representa a matriz local de rigidez de um subvolume

genérico. A Equacao (4.20) viabiliza a montagem do sistema local de equacdes associado a
cada subvolume empregado na discretizacdo da estrutura, desde que sejam conhecidas as
dimensdes geométricas e as propriedades dos materiais que constituem os subvolumes em

questao.
4.3 Montagem da Matriz Global de Rigidez

4.3.1 Montagem do Sistema Global de Equacoes

Conforme apresentado anteriormente, o procedimento de montagem do sistema global
de equacgdes é consequéncia direta da imposicdo das condi¢des de continuidade cinematica e
estatica, em termos médios nas faces compartilhadas por subvolumes vizinhos dos
componentes do campo de deslocamentos e de tensoes, respectivamente. O procedimento de
montagem do sistema global de equacdes, usado na formulagdo em coordenadas polares da
Teoria de Volumes Finitos, ¢ exatamente o mesmo apresentado na Secdo 3.1.3 para a
formulag¢do em coordenadas cartesianas, a ndo ser por uma pequena alteracdo nas expressoes
que produzem os valores numéricos dos identificadores das faces.

Apresenta-se na Figura 4.4 a notacdo utilizada para denotar os identificadores das
faces de um subvolume genérico. Estes identificadores podem ser determinados de forma

automaética pelas seguintes equagdes:

R =y+(B-1)N, (4.21)
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=Ny (N, +1)+7+1+(B-1)N, +1)
f3(q) = 7+IBN5

FO=N,N + 1)+ y+(B-1)N, +1)

f4(q )
(@)
f1 (@) f3

fZ(Q)

Figura 4.4 - Notacao utilizada para designar os identificadores das faces de um subvolume
genérico.

Seguindo o que foi apresentado na Sec¢do 3.1.3, as expressdes que figuram na Equagdo
(4.21) possuem a mesma caracteristica daquelas mostradas na Equagdo (3.26), ou seja, os
identificadores correspondentes as faces compartilhadas por subvolumes adjacentes
apresentam os mesmos valores numéricos.

Além disso, conforme mostrado anteriormente, na presente formulacdo, faz-se
necessario o uso de identificadores para os graus de liberdade globais. Na Figura 4.5 é
apresentada a notacdo utilizada para designar os identificadores dos graus de liberdade
globais. Além disso, € possivel atribuir automaticamente valores numéricos para os
mencionados identificadores utilizando as expressdes que constam na Equacdo (3.27).
Lembrando-se de que os valores numéricos dos identificadores dos graus de liberdade globais
servem para posicionar os componentes dos vetores globais de deslocamentos médios e de

tensoes médias nas faces da estrutura discretizada.
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dg])

Figura 4.5 - Notacao utilizada para designar os identificadores dos graus de liberdade globais
associados as faces de um subvolume genérico q.

Se uma estrutura ¢ subdividida em N_ subvolumes, considerando-se dois graus de
liberdade por face, chega-se a um total de Ngl =2N,(N,+1)+2(N,+1)N, graus de

liberdade globais associados a estrutura. Com base nas condicdes de compatibilidade
cinematica e estatica, as quais sdo satisfeitas em termos médios nas interfaces compartilhadas
por subvolumes vizinhos, chega-se a seguinte equagao:

T

K U

(Ngix1) (4.22)

(Ngix1) = BN (NgIxNgl)

— — T - T .
em que U=[u1,---,uNg,] e T= [tl,---,tNgl] sdo os vetores globais de deslocamentos e de

tensdes médias atuantes nas faces da estrutura discretizada, respectivamente. Com base nas
condi¢des de compatibilidade mencionadas acima, a matriz de rigidez global da estrutura

pode ser calcula como segue:

N,

4q
_ (q) )T (@) 1 (@)
K(Ng/xNgl) - Z(L(SXNgl) K(SXS)L(SxNgl) (4-23)

g=1
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(@)
sendo L v,

e (L((%LNg,))T as matrizes de compatibilidade cinematica e estitica da estrutura,
nesta ordem.

Se forem conhecidos os valores numéricos dos componentes do vetor global de
deslocamentos médios nas faces, os valores dos coeficientes de ordem zero e dos coeficientes
de primeira e segunda ordem, que figuram nas expressdes que definem os componentes do

campo de deslocamentos de um subvolume genérico, podem ser determinados,

respectivamente, pelas seguintes equacdes:

(q) —a@ 7@
U(OO)(2><1) = a(2><8)L(8><Ng,)U

) A@ 7@ (4.24)
U(8><1) = A(SxS)L(stg,)U

4.3.2 Soluc¢ao do Sistema Global de Equacoes

O sistema de equacgdes global da estrutura pode ser organizado na forma mostrada
abaixo, apo6s serem consideradas as condi¢des de contorno nos vetores globais de

deslocamentos e de tensOes médias nas faces da estrutura discretizada:

Tc _ K cd K cc U d 4.25
Td - K dd K de U ¢ ( . )
em que T, e T, representam os vetores de tensdes conhecidas e desconhecidas,

respectivamente, ¢ U_. e U, simbolizam os vetores de deslocamentos conhecidos e

desconhecidos, nesta ordem. Assim, os vetores de deslocamentos e de tensdes desconhecidos

podem ser determinados pelas equagdes apresentadas a seguir:

- (Kc‘d )_IK U

(ch) T cc ¢ (426)

c

U, =
T,=K,U,-K, U,
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5 Resultados Numéricos

5.1 Problema de Lamé

A Figura 5.1 ilustra o caso de um tubo de parede grossa de raio interno a e raio

externo b, constituido de material isotropico elastico linear, submetido a pressdes uniformes

nos bordos interno e externo, cujos valores sio P, e P, , respectivamente. A solugdo

e

analitica deste problema foi apresentada pela primeira vez por Lamé no ano de 1852.

|

Figura 5.1 — Tubo de parede grossa submetido a pressoes uniformes.

A dedugao das equagdes que constituem a solucdo analitica deste problema pode ser
encontrada em Timoshenko e Goodier (1980), Villaca e Garcia (1998) e Sadd (2009). Os
componentes do campo de tensdes podem ser expressos em funcdo da coordenada radial r,

sendo dadas por:

O-rr(r) = % + CZ

. (5.1
Ch(r)= _r_12+ )
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nas quais
a’b’(P,—P)
Cl = b2 _a2
(5.2)
_a’B-bP

2= 2‘192 -a )

Nas andlises numéricas, utilizam-se duas malhas constituidas por 10 X 1 e 20 X 1
subdivisdes nas dire¢des radial e circunferencial, respectivamente, totalizando 10 e 20

subvolumes, nesta ordem, como mostra a Figura 5.2.

- \\

(a) 10 subvolumes. (b) 20 subvolumes.

Figura 5.2 — Malha utilizada na analise do tubo de parede grossa.

Em virtude das simetrias geométrica e das condi¢des de contorno do problema, apenas
um quarto do tubo € analisado. Para isso, sdo impostas condi¢des de vinculagdo nos extremos
anti-horario e horario com o propdsito de restringir os eventuais deslocamentos de corpo
rigido.

As condi¢Oes de contorno consideradas na andlise numérica do tubo de parede grossa

encontram-se indicadas a seguir:

—(Ly,1 —(1,y,1 .
thrh = p D=0 (bordo interno),

2 5.4
P =0, u”" =0 (bordo horério), o
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fNor = _p e~ (bordo externo),

r e "0

Nt = , LTg(ﬂ’N”“ =0 (bordo anti-horario).

r

Os parametros adotados nas analises e as propriedades do material do tubo de parede

grossa encontram-se definidos nas Tabelas 5.1 e 5.2, nesta ordem.

Tabela 5.1 — Propriedades do material do tubo.

Propriedade Valor
E 200 GPa
v 0,22

Tabela 5.2 — Parametros adotados nas anéalises.

Parametro Valor
a 1,00 m
b 1,35 m
P 5.000 Pa
P 1.000 Pa

Nas Figuras 5.3 e 5.4, sdo apresentados os mapas de tensdo obtidos com a presente
formulacdo (para a malha que consta na Figura 1.2 (b)) e com a solu¢do analitica do
problema, enquanto que, nas Figuras 5.5 e 5.6, sdo mostrados os diagramas que exibem a
variacdo dos componentes de tensdo para uma se¢do média (7[/ 4) do tubo de parede grossa.

Os valores encontrados nas andlises numéricas correspondem as médias volumétricas dos

~ _ 1
componentes de tensdo nos subvolumes o;}‘” :vjaqu>qu , enquanto que os valores

qv,
obtidos por meio de solugdo analitica sdo determinados avaliando-se as expressdes que

constam da Equacdo 5.1 no raio médio de cada subvolume (O-ij (r(") )) Como se observa, as

0
malhas apresentadas na Figura 5.2 sdo suficientes para assegurar a precisdo dos resultados,
uma vez que os resultados obtidos com a TVF apresentam excelente concordancia com
aqueles provenientes da solucao analitica.

A Tabela 5.3 sintetiza os resultados de uma andlise de convergéncia realizada

confrontando-se as solu¢des numéricas, obtidas com as malhas mostradas na Figura 5.2, com
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a solucdo analitica do problema. A comparacao dos valores dos erros quadraticos que figuram
na mencionada tabela comprova a estabilidade da formulacdo apresentada neste trabalho,
visto que, na andlise numérica em que se utiliza a malha mais refinada (Figura 5.2(b)), sdo
produzidos resultados cujos erros sdo menores que aqueles encontrados na andlise numérica

em que se utiliza a malha mais grosseira (Figura 1.2(a)).

Tabela 5.3 - Andlise de convergéncia do Problema de Lamé.

Numero de subvolumes

Erro quadratico 10 20
ERRdo,, |x107 25,89 1,62
ERRO[o,, |x107 0,03 0,00

-3000

-5000
(a) Solugao numérica. (b) Solugio analitica.

Figura 5.3 - Campo de tensao radial g, (Pa).
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I
(a) Solugdo numérica. (b) Solugdo analitica.

Figura 5.4 - Campo de tensao circunferencial ogg (Pa).

-1000

-1000
-1500 -1500/
-2000¢ -2000¢
= ®
£ 2500 = -2500-
s 5
5 °
 -3000"  -3000"
o o
@ ]
2 3500 2 3500
° 3
2 -
-4000" -4000¢
-4500¢ — Solugéo Analitica 4300 —Solugéo Analitica
o TVF ‘ e WWF

1 105 14 115 12 125 13 135 1 105 14 115 12 125 13
Posi¢ao Radial (m) Posi¢do Radial (m)

(a) 10 subvolumes. (b) 20 subvolumes.

1.35

Figura 5.5 — Variacdo da tensdo radial ao longo da espessura do tubo.
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x10 T T T T T x10 T T T T
1.25 —Solugéo Analitica 1.25 —Solugéo Analitica |
| e TVF ® TVF
12 12
© ©
e e
® 1.15; 5 1.15;
o o
8 o
& 11 3 11
c c
3 3
£1.05 £1.05
[8) [8)
O O
g 1 1 2
c c
(] (]
= -
0.95 0.95
0.9 0.9
1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 13 1.35 1 1.05 1.1 1.15 112 1.25 13 1.35
Posicdo Radial (m) Posicao Radial (m)
(a) 10 subvolumes. (b) 20 subvolumes.

Figura 5.6 — Variacdo da tensao circunferencial ao longo da espessura do tubo.

5.2 Viga Curva Engastada

Nesta se¢do, € analisada uma viga de secd@o retangular com eixo curvo, engastada na
extremidade anti-horéria e submetida a uma carga concentrada por unidade de comprimento
de valor P no bordo horério, assim como ilustrado na Figura 5.7. A altura da se¢do transversal
mede h = b — a, na qual a e b representam a distancia do centro de curvatura da viga aos

bordos interno e externo, nesta ordem.

»

Zs3

ANMARNNNNY

b LU

Uy

-«— >
T
P 2

Figura 5.7 — Viga curva engastada.
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A dedugdo das equacgdes que constituem a solucdo analitica deste problema pode ser
encontrada em Timoshenko e Goodier (1980) e Sadd (2009). O campo de tensdes pode ser

expresso em fun¢do das coordenadas r e 8, como segue:

o, (r.0)= (ZAr - 2—? + QJ sin(8)

r r
C,(r,0)= (6Ar + 2_? + 2) sin(0) (5.7)
r r
0,,(r.0)= —(ZAr - 2—? + BJ cos(6)
r r
sendo
_P
2N
3 Pa’b’

2N (5.8)

Dz—%(cf +b2)

b
N=a’-b>+(a>+b*)in| 2
a
Nas andlises numéricas deste exemplo, utilizam-se duas malhas constituidas por
6 X 21 e 18 X 57 subdivisdes nas direcdes radial e circunferencial, respectivamente,

totalizando 126 e 1026 subvolumes, nesta ordem, como mostra a Figura 5.8.
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(a) 126 subvolumes (b) 1026 subvolumes

Figura 5.8 — Malhas utilizadas nas andlises da viga curva.

No caso das faces externas localizadas nas extremidades da viga, sdo impostas
condi¢des de contorno que reproduzem, de forma aproximada, aquelas consideradas na
deducdo da solugdo analitica. Mais precisamente, os valores médios dos componentes do
campo de deslocamentos nas faces anti-horédrias dos subvolumes localizados na extremidade
vinculada sdo assumidos como sendo nulos, para simular os efeitos promovidos pela presenca
do engaste, e o valor médio do componente radial dos vetores de tensdo atuantes nas faces
horérias dos subvolumes localizados na extremidade livre € assumido como sendo igual ao
valor da tensdo cisalhante média na respectiva extremidade, para simular os efeitos
decorrentes da distribui¢do de tensdo ndo uniforme, dada pela Equacao 5.4.

As condicdes de contorno consideradas na anélise numérica da viga curva engastada

encontram-se indicadas a seguir:

t =0, 15" =0 (bordo interno),

(P =—pP/(b-a), """ =0 (extremidade livre),

—(Ny.7.3) =(Nj.7.3) (5.10)
t, " =0, =0 (bordo externo),

LTV('B’NV"‘) =0, bTH(ﬂ’Ny’“ =0 (extremidade engastada).

Os parametros adotados nas anélises e as propriedades do material da viga encontram-

se definidos nas Tabelas 5.3 e 5.4, respectivamente.
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Tabela 5.4 - Propriedades do material da viga.

Propriedade Valor
E 200 GPa
v 0,22

Tabela 5.5 — Parametros adotados nas analises.

Parametro Valor
a 1,50 m
b 1,80 m
P 15 kN

Nas figuras 5.9 a 5.11, sdo apresentados os mapas de tensdo obtidos com a formulacao
apresentada neste trabalho (para a malha da Figura 5.8(b)) e com a solucdo analitica do

problema, enquanto que as Figuras 5.12 a 5.14 exibem os diagramas que mostram a varia¢ao
dos componentes de tensdo para uma secao média (7[/ 4) da viga curva engastada. Os valores

encontrados nas andlises numéricas correspondem as médias volumétricas dos componentes

- —_ 1 . .
de tensdo nos subvolumes Gi;q) =— .[ O'i(j")qu , enquanto que os valores obtidos por meio
av,

da solu¢do analitica sdo determinados avaliando-se as expressdes que constam na Equacdo 5.4

no centroide de cada subvolume (O-ij (r(q),qu) )) Como se vé, a malha apresentadas na Figura

0
5.8(b) € suficiente para assegurar a precisdo da analise numérica, uma vez que os resultados
obtidos com a TVF apresentam boa concordincia com aqueles provenientes de solucdo
analitica, principalmente nas regides mais afastadas das extremidades da viga (livre e
engastada), em virtude do Principio de Saint-Venant. Segundo este principio, as distribuigdes
de tensdo assumem o mesmo comportamento das regides mais afastadas dos locais onde sao
aplicadas as agdes, independentemente de como estas acdes sdo aplicadas, desde que as
resultantes sejam iguais. Além disso, constata-se que nas regides mais proximas das
extremidades da viga podem ser observadas algumas perturbacoes nas distribui¢des de tensao
radial e cisalhante da anélise numérica, que estio relacionadas as diferencas nas condi¢des de
contorno impostas a formulacdo numérica em relagdo aquelas empregadas na solucdo

analitica.
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A Tabela 5.3 apresenta os resultados de um estudo de convergéncia realizado
confrontando-se as solugdes numéricas com a solucdo analitica do problema. Para fazer o
mencionado estudo, consideram-se trés malhas adicionais, além daquelas mostradas na Figura
5.6. Na avaliacdo dos erros quadraticos, que constam na Tabela 5.3, sdo consideradas
somente as contribuicdes das secdes transversais (e consequentemente dos subvolumes)
suficientemente afastadas das extremidades da viga, de modo a ndo capturar as perturbacdes
comentadas anteriormente. Recorde-se que as condi¢des de contorno consideradas nas
solucdes numéricas e analiticas sdo bastante diferentes, embora produzam as mesmas
resultantes e reacdes de apoio nas extremidades livre e engastada, assegurando distribuicdes
de tensdo semelhantes em regides afastadas das extremidades da viga, assim como sugere o
Principio de Saint-Venant.

Especificamente, na mensuracao dos erros quadraticos, desprezam-se as duas por¢des

proximas das extremidades da viga cujos comprimentos dos eixos das mesmas equivalem ao
valor da altura da viga (h) Assim, as sec¢Oes analisadas sdo aquelas que se encontram no
retingulo polar definido pela regiio [a,b]x[2(b—a)/(b+a),7m/2-2(b—a)/(b+a)]. A
comparagcdo dos valores dos erros quadraticos que figuram na Tabela 5.6 comprova a
estabilidade da formulagdo apresentada neste trabalho, visto que nas anélises numérica nas

quais se utilizam as malhas mais refinadas sdo produzidos resultados cujos erros sdo menores

que aqueles encontrados nas analises numéricas em que se utilizam as malhas mais grosseiras.

Tabela 5.6 - Anélise de convergéncia do problema da viga curva engastada.

Nuamero de subvolumes

Erro quadratico 126 216 468 816 1026
ERRdo, |x10° 10,70 4,00 0,93 0,32 0.20
ERRO[o,,|x107 445 1,80 0,45 0,16 0,10

ERRO[O',H ]x 1073 13,42 5,16 1,26 0,43 0,28
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A\

(a) Solugdo numérica. (b) Solugio analitica.

Figura 5.9 - Campo de tensao radial g, (kPa).

1500

(a) Solugdo numérica. (b) Solugdo analitica.

Figura 5.10 - Campo de tensdo circunferencial ggyg (kPa).
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A\

(a) Solugdo numérica. (b) Solugdo analitica.

Figura 5.11 - Campo de tensdo cisalhante o0,.9 (kPa).
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Posicao Radial (m) Posicao Radial (m)
(a) 126 subvolumes. (b) 1026 subvolumes.

Figura 5.12 — Variacao da tensdo radial ao longo da se¢ao transversal média da viga curva
engastada (6 = 7 /4).
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(a) 126 subvolumes. (b) 1026 subvolumes.

Figura 5.13 — Variacdo da tensdo circunferencial ao longo da secdo transversal média da viga
curva engastada (@ = z /4).
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(a) 126 subvolumes. (b) 1026 subvolumes.

Figura 5.14 — Variacdo da tensdo cisalhante ao longo da secdo transversal média da viga curva
engastada (0 = 7/4).

5.3 Problema de Kirsch

A Figura 5.15 ilustra o caso de uma chapa com orificio circular de raio a submetida a
um estado de tensdo uniaxial horizontal definido por S. As distribui¢des de tensdo nas regides
mais afastadas do orificio tendem a permanecerem idénticas aquelas encontradas em uma

chapa sem orificio submetida a mesma solicitagdo, em virtude do Principio de Saint-Venant.
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No entanto, na vizinhanga do orificio surgem altas concentragdes de tensdao que podem ser
avaliadas considerando-se uma por¢do de raio b no interior da chapa e concéntrica com o
orificio, onde sdo impostas condi¢des de contorno em coordenadas polares equivalentes
aquelas produzidas por um estado de tensdo uniaxial horizontal. A solu¢cdo exata deste
problema, considerando-se uma chapa com dimensdes infinitas, foi encontrada por Kirsch em

1898.

A
\

D B T3 A — > S
R —>
-«— e —
A mm— ——>
R —
A Em— b ——>
-« r —>
D 2 > [—>
D E— Z2 —>
A mm— N P —>
- 2a —>
R ——>
- e ——>
A Emm— —>
R —>
< >

Figura 5.15 — Chapa com orificio circular submetida a um estado de tensdo uniaxial horizontal
(tracdo).

A deducgdo das equagdes que constituem a solucdo analitica deste problema pode ser

encontrada em Timoshenko e Goodier (1980) e Sadd (2009). O campo de tensdes pode ser

expresso em funcdo das coordenadas r e 8 da seguinte forma:

o, (r.0)= izl +2A, - (231 + 6—313 + 4124 ]cos(ze)
r r r
O (r.0)= —i; +2A, + (2191 +12B,r* + 6—’?} cos(26) (5.13)
r r

c,,(r.0)= (23l +6B,r* — 6B, 2B, )sin(2(9)

4 2
r r

nas quais



77

1, I
A=ta’S A =15
) =3
(5.14)
4 2
B =—%, B=-%5 B=-"5

Na anélise numérica deste exemplo, utilizam-se duas malhas constituidas por 21 X 11
e 62 X 35 subdivisdes nas dire¢des radial e circunferencial, respectivamente, totalizando 231

e 2170 subvolumes, nesta ordem, como mostra a Figura 5.16.

(a) 231 subvolumes. (b) 2170 subvolumes.

Figura 5.16 — Malhas utilizadas nas anélises da chapa com orificio circular.

Em virtude das simetrias geométrica e das condi¢des de contorno do problema, apenas
um quarto de chapa € analisado. Para isso, sdo impostas condi¢des de vinculacdo nos bordos
anti-horério e horario que impendem os eventuais deslocamentos de corpo rigido.

As condicdes de contorno consideradas na andlise numérica da chapa com orificio

circular encontram-se indicadas a seguir:

D =0, 18" =0 (bordo interno)

P10 =0, u”" =0 (bordo horirio)

(5.9)

/2
_ 1 ‘ e
FNg73) _ J’ O.rr(ro(ﬁ)Jr z,ﬁ’gomﬂg(y)Jdg(y),
o

q -a,l2 (bordo externo),

1 +a, /2 e

—(Ng,7.3

t0< pr3 _ J‘ O',H(ro(ﬁ)+75,9[f”+6(7)Jd6(7)
aq 70:7/2
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FONA g BN _ o

t, , Uy (bordo anti-horario)

(V)]

em que r”’e 6 representam as coordenadas r e 6 do centroide de um subvolume

genérico. Os componentes de tensdo radial e cisalhante presentes na equagdo anterior sao
1.
dados por o, = Scosz(afy) + 9(”) €0,= _ES sin(9” +67).

Os parametros adotados nas andlises e as propriedades do material da chapa

encontram-se definidos nas Tabelas 5.5 e 5.6, nesta ordem.

Tabela 5.7 — Propriedades do material da chapa.

Propriedade Valor
E 200 GPa
V 0,22

Tabela 5.8 — Parametros adotados nas anéalises.

Parametro Valor
a 0,1 m
b 1,0 m
S 10 kPa

Nas Figuras 5.17 a 5.19, sdo apresentados os mapas de tensdo obtidos com a presente
formulacdo (para a malha que consta na Figura 5.16(b)) e com a solugdo analitica do
problema, enquanto que nas Figuras 5.20 a 5.25 sdo mostrados os diagramas que exibem a
variacdo dos componentes de tensdo para diversos cortes virtuais da chapa. Os valores

encontrados nas anélises numéricas correspondem as médias volumétricas dos componentes

‘”qu , enquanto que os valores obtidos por meio

< _ 1
de tensdo nos subvolumes O'[;q) =— I 0';(,-
V’I V,

de solu¢do analitica sdo determinados avaliando-se as expressdes que constam na Equacdo 5.7

no centroide da cada subvolume (O'” (r(q),é?o(q) )) Como se vé, a malha apresentada na Figura

o
5.16(b) € suficiente para assegurar a precisdo dos resultados, uma vez que os resultados
obtidos com a TVF apresentam uma boa concordancia com aqueles provenientes de solugdo

analitica.
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Em conformidade com os exemplos anteriores, realiza-se um estudo de convergéncia
confrontando-se as solucdes numéricas com a solucdo analitica do problema. Na avaliagao
dos erros quadriticos que constam na Tabela 5.9, utilizam-se trés malhas adicionais, além
daquelas mostradas na Figura 5.16. Novamente, examinado os valores que constam na

mencionada tabela, constata-se a estabilidade da formulag¢do proposta no presente trabalho.

Tabela 5.9 - Anélise de convergéncia do Problema de Kirsch.

Numero de subvolumes

Erro quadritico 231 665 1323 2170 3268
ERRdo, [x10™ 1,10 1,08 1,03 0,90 0,56
ERRO[o,, |x10™ 647 1,66 1,29 1,22 1,21
ERRO|o,|x107™* 557 0,63 0,51 0,33 0,23

) ‘

(a) Solugdo numérica. (b) Solugdo analitica.

Figura 5.17 - Campo de tensdo radial o, (Pa).
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4

x 10 %10
2 2
1 1
0 0
-1 -1

(a) Solugdo numérica. (b) Solugio analitica.

Figura 5.18 - Campo de tensdo circunferencial gyg (Pa).

‘ i
_—
'
¥

(a) Solu¢do numérica. (b) Solugdo analitica.

Figura 5.19 - Campo de tensao cisalhante g,¢ (Pa).
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Figura 5.20 - Variacdo da tensdo radial ao longo da distancia radial medida a partir do centro
do orificio (=0 ou @ = 7).
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Figura 5.21 - Variagdo da tensdo radial ao longo da distancia radial medida a partir do centro
do orificio (0 = 7/2 ou 8 =37/2).
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Figura 5.22 - Variacdo da tensdo circunferencial ao longo da distancia radial medida a partir
do centro do orificio (8 =0 ou 8 = 7).
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Figura 5.23 - Variacdo da tensdo circunferencial ao longo da distancia radial medida a partir
do centro do orificio (8 = 7/2 ou 8 =37/2).



83

' ' —Solu§éo Analftica ‘ ' ' ' .—Solu;;éo Analftica ‘
® TVF ‘ | o TVF

-1000 ! -1000 d
& -20004 1 & 2000 |
P P
= =
< -3000 S -3000
© ©
L R4
(6] (6]
S -4000] ] g -4000
n 0 L
[ [
s A

-5000 e o o o -50001¢ covesssosssos

-6000- | -6000

02 04 06 08 12 14 04 06 08 12 14

1
Posigdo Radial (m)

1
Posigao Radial (m)

(a) 231 subvolumes. (b) 2170 subvolumes.

Figura 5.24 - Variacdo da tensao cisalhante ao longo da distancia radial medida a partir do
centro do orificio (6 = 7/4 ou 6 = 37/2).
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Figura 5.25 - Variagdo da tensdo cisalhante ao longo da distancia radial medida a partir do
centro do orificio (6 =37/4 ou 6 = T7/4).
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6 Conclusao

Este trabalho foi dedicado a elaboracdo de uma formulagdo em coordenadas polares da
Teoria de Volumes Finitos, destinada a analise de tensdes em estruturas axissimétricas
constituidas de materiais eldsticos lineares. A mencionada formulacdo utilizou polindmios
quadraticos para descrever o campo de deslocamentos em cada subvolume, e as condi¢des de
equilibrio local sdo impostas por meio da satisfacdo das equagdes diferenciais de equilibrio
em termos médios no volume.

A fundamentacdo tedrica do presente trabalho foi dividida em duas partes. Na primeira
parte, que se encontra no Capitulo 2, apresentaram-se as equacgdes governantes da Teoria da
Elasticidade Linear expressas em coordenadas cartesianas e cilindricas, bem como a dedugao
das equacgdes diferenciais de equilibrio em termos dos componentes de deslocamentos para
problemas bi e tridimensionais. Na segunda parte, a qual se apresenta no Capitulo 3, foram
abordados os aspectos gerais de uma formulacdo em coordenadas cartesianas da Teoria de
Volumes Finitos (Bansal e Pindera, 2003 e Cavalcante e Pindera, 2012), a qual serviu de base,
juntamente com aquela apresentada por Cavalcante e Marques (2005), para o
desenvolvimento da formulag@o proposta no presente trabalho. Com o objetivo de verificar a
formulacdo proposta, foram analisados no Capitulo 5 trés problemas cujas solugdes analiticas
sao fornecidas pela Teoria da Elasticidade Linear. A comparagdo dos resultados numéricos
com os obtidos a partir das solucdes analiticas confirmou a eficiéncia da mencionada
formulagdo na analise bidimensional de estruturas axissimétricas.

Para dar continuidade ao presente trabalho, sugere-se a extensdo da presente
formulacdo para coordenadas cilindricas, a qual possibilitard a anélise de estruturas
axissimétricas submetidas a carregamentos que variam com a coordenada normal ao plano
r — 0, assim como acontece com as paredes de reservatorios cilindricos submetidas a pressao

hidrostatica.
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APENDICE A - Matrizes utilizadas no Cdlculo da
Matriz de Rigidez Local da
Formulacao em Coordenadas
Cartesianas

Neste Apéndice encontram-se as definicdes das matrizes auxiliares que aparecem nas equa-
¢oes que constituem a formulacdo em coordenadas cartesianas da Teoria de Volumes Finitos,

apresenta no Capitulo 3.

2
0o -% 0% o 0o 0 0
0 0 00 0o ool
by by
b0 20 0 0 0 0
@ 0 0 00 % o %o
q 2 Z
Agxg) = hy 2 , (A.1)
0 M o % o o0 00
0 0 00 0 M o'
2 2
by by
0 %0 0 0 0 0
b %
0 0 0 0 -% o Z o]
10
0 1
10
() 01
2@ = , (A2)
(8x2) 10
0 1
10
0 1




o B? o B? B? 0 o0 0
BY o o o o BY o BY
BY o BY o o BY o o
W |0 B 0 o s o B o
Bisxs) = @ @ g
0 BY 0 By BEY 0 0 0
(9) (9) (9)
By 0 0 0 0 By 0 B
BY o BY o o BY o o
o BY o o BY o BY o0

88

(A.3)

Os coeficientes ndo nulos da matriz que consta na Equagao A.3 sdo definidos na Equagao

AA4.

By = -c. s =Inc. sy =)
3
By = c. s --cd. 8= Inc)

3
By - 5= dncl, b -y

2
By =c By =c. B =0l
By =l B =g B =cy.
B =l B =c. B = Jncl,
B =cl B = el B =

3
BY - —cf. Bl -—c. By 3pcl

(A.4a)
(A.4b)
(A.4c)
(A.4d)
(A.de)
(A.4f)
(A.4g)

(A.4h)
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APENDICE B - Matrizes utilizadas no Cdlculo da
Matriz de Rigidez Local da
Formulacao em Coordenadas
Polares

Neste Apéndice encontram-se as definicdes das matrizes que aparecem nas equagdes que

constituem a formulagdo em coordenadas polares da Teoria de Volumes Finitos, apresentada no

Capitulo 4.
4 0 % 0 0 0 0 0]
2 4 )
0 0 0 0 -% 0 % 0
2
0 -% 0 % 0o o0 0 0
2
o 0 0 0 0 -% o %
AE?XS) - e e? ’ ’ ’ (B.1)
“ 0 % 0 0 0 0 0
2
o 0 0 0 %2 0 %0
2
0o % o % o o0 0 0
2
0 0o 00 0 % o %]
10
0 1
10
@ _ |01
RCEE R B (B.2)
01
10
0 1
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BY o BY o o BY o o
o BY o o BY o BY o
o BY o BY BY BY BY BY
B _ By BY BY BY BY 0 0 BY B3)
(8x8) B(q) 0 B(‘]) 0 0 B(‘]) 0 0 ’ ’
51 53 56
o B4 o o BY BY 0
o BY o BY BY BY BY BY
sy s Ay Y A 0 0 Y|
oY 0|
0 by
0 by
(q)
(9) by 0
bso) = W9 o | (B.4)
0 b9
0 b
b 0
o0 _| @ 0 @Y e o e o o0 (B.5)
(2x8) 0 CI)(q) 0 (I)(Q) 0 CI)(q) cI)(‘I) ’ ’
22 25 27 28
(q)
(9) 1 0
e\ = (B.6)
(2x2) 0 @é‘;)

Os coeficientes nao nulos das matrizes que constam nas Equacdes B.3 a B.6 sdo definidos

nas equagdes B.7 e B.10, respectivamente.

W =200 ey Do, eq(—6CH D 43Ce 4 Ce,)
gl — _ r B\Y — (B.7a)
B @ S (4) ’
—2ry" + ¢4 2 (2r0 + eq>
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(q) (q)
2 (9) (q)
(@) _ : ;9 . BY— #, BY = ZG(—FO7 (B.7b)
—2ry? + ey —2ry? + ey —2r0q) +ey
G(‘I)eq eq— 3,49 1 e (9)
0 —e, +2r,
g~ Sl _goln()
—2ry +ey €q eq+2ry
@ G@e, (eg—3r0
BY — 2Gg, L[ T2 ) plo) i <eq ' ) : (B.7d)
2 €q eq+ 2r((,q) —2r§‘1) +ey
_ (9)
B — L@ g, L Lzz) , (B.7¢)
2 €q eq+ 2r

q 0

2 (9) o (9)
Bl _ lg(fl) 1 —12e rgq) +12 r&‘” In| 2=l +2r +é2ln ¢ 2r0 , (B.70)
37 73 q (q) q (q)
€ —eq+2r, eq+2r,

_ ()
BY = Lgwe Ly Lﬁ) , (B.7g)
4 €q eq+2r0q
(@) _ Aa) (@) ] eq+2ry” @ )
By =C'rs’ —In q—() ~GF=Cy, (B.7h)
eq _eq+2r0q
(9)
1 — 2r,
B9 — _Lew Ly, L(r) , (B.7i)
2 €q eq+2r0q

2 (9) - (9)
BY = Le@ 1 (1o, 412 (40) 1 | a2 )y g (a0 )
43 q (9) q
8 €q —ey+2r d eq+ 2r(Q)

0 o

(B.7))
@ g2l [—egt2rs! @ A [—egt2r!
B44 :ZC"V th— n —@ ) B45 =Cpy’—1n —@ R (B.7k)
€q eq+2r, ¢q eq+2r,
(4) @1, [—egt2rs’
By = —Cif! —In| == | (B.71)
q eq+2r,
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(q)
3 1 —ey+2r,
Bé(gg) =3 £2)th—1n (q—(q)> 7 (B.7m)
€q €q + 27‘0
(q) (q) (9) (9)
o 200D e Clle, (6 +3Ceg+ClYley) o
51 = @ r P53 T (q) ’ '
2ro” +ey 2 <2r0 +eq>
(9) (9)
20C (9) (9)
g = 2w gl 260 g9 200 (B.70)
2r((fI) +ey 2r§q) +ey 2r£q> +eq
GWe, (e +3r(()q) o 7,4)
Bé%) _ q< 1 >7 BY = gLy, (2t , (B.7p)
2ri? 4 eq €q eq+ 29
(9) G e, (e, —3r?
—e 421 0
Bl — _EG(waqlln “eqt 2o ) gl q( i ) , (B.7q)
€q eq+ 2rgq) —2r((,q) +e,
(9)
—e, 421
Bl %G(q)aqlln L(rq) , (B.7r)
€y €q + 27'0

o o

(9) (9)
2 _
B%) :_1G(q)l _12eqrg‘1)+12 <r(()q)> In €q+21’0 +e£2]1n €q+2r0 ’

(B.7s)
(q) 1 1 —e +2r§q)
B = - G@Wo2—In [ —17=° | (B.7t)
4 qeq eq—|—2r(()q)
@@L, [(—eqt2rd (@) | )
Bgti = Cr? roq e—ln q—(q) +Cr? +Crg ’ (B'7u)
q eq+2r(,
(q) 1 (g1 —e +2r§q)
BY = 1l Ly o) (B.7v)
2 €q eq+2r(()q)
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(9) ()
2 —
ng>:lc£z>l 12e,r0 +12(rgq>) i [ eat2ro e e+ 2r0" )\

0 To
(B.7w)
1 1 e, 4270 1 —eg+2r%

g _ Le@ 2y [ ZéaT 2o YW — ) [ ZCaT =T (B.7x)

84 4 rr qeq eq+2rgq) ? 85 " eq eq—|—2r((,q) ’ .

_ (2)
B — ¢l Ly, [ Zeat2r0” ) (B.7y)
86 €q eq+ 29
()
_ 2r,
BY — 2c@g L[ Zat2ro (B.72)
2 €q eq+ 2r§q)

p@) _ _ 2Cre @_ 269 (B.8a)

! —2r£q> +ey Lo —2r(()q) +eq 7 .
pld) — _G(Q)l n [ =% + Zr((,q) pla) — (q)lln ﬂ (B.8b)

2 €q eq+ 2rc(,q) P " ey eq+ ngq) , .

(2)
2C) 2G4
b = b = (B.8¢)
2ry" +ey 2ry" +ey
(9) (9)

B0 _ gl [ 220" o _ ooy, [ Zeat2r” (B.8d)

" eg+2r? ) T et |

( ) ( ) 1 —e —|—2r§q)
o =—CF —In| ——2 ], (B.9a)
€q eq+ 2r£f1)

5 (9) _ (9)
CI)%) = —l ! —36eqrgQ) +12 (r((,q)> In a0 210 +eg4ln et To 270 ,

(B.9b)
(q) 1 —e +2r(()q)
% = 3G In | —2 (B.9¢)
PC) e, + 279
q’o q [
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_ (9) _ (9)
) — 1 c\91n —eqt2ro +GD1n —eqt2ro (B.9d)
6, @ P C) )
qlo q 4] q 4]
U o [—eq+2r0 —eg+2ry!
ol = Ci'n | ——— | +GWIn [ ——=4 | ], (B.9e)
eqr(()q) eq+ 2r((f1 eq+ 2r]
(@ W 1 (—eat2ns”
o\ = — GO In| —4 , (B.9f)
25 o) B +Zr(q)
q'o q o

(q) (q)
2 2r, —eq+2rp
(I)é%) = _l 1 _36eqrgq) + 12 (rgq)> ln L"() + eq ln L’(ﬁ) ,
8,19 —ey+2r g eq+2r, g

eqro 0 o
(B.9¢g)
@ _ st Ly (—eat2rs”
oY =3 —In [ ——2— |, (B.9h)
€y e +2r(q)
q o
(q) (q) 1 —e +2r§q)
e\ =cy In el (B.10a)
11 o \9) B —|—2r(q)
qlo q [
(9)
_ 2 >
@y =G0 L n[ % ?) (B.10b)
ey r((,q) eq+ 21



95

APENDICE C - Deducdo das equacées de equilibrio
de um subvolume genérico em
termos dos vetores de tensdo

atuantes nas faces

Conforme apresentado na Se¢@o 3.2.3, na auséncia de forcas de corpo agindo sobre um
subvolume genérico, a satisfacao das condicdes de equilibrio é garantida fazendo-se o somatério

de forcas atuantes nas faces do subvolume igual ao vetor nulo, como mostra a seguinte equacao

matricial:
R}(ﬂ)
R@ — { o) } =001 (C.1)
0
sendo
qu) - componente radial da for¢a resultante agindo sobre as faces do subvolume g; e
Rg[) - componente circunferencial da for¢a resultante agindo sobre as faces o subvolume g .

Apresentam-se abaixo as equacdes de equilibrio de um subvolume genérico, expressas na

forma escalar:

R — Y R*P =0 (equagdo de equilibrio na diregdo r) (C.2)
p=1
4
R(GQ) =) qu’p =0 (equagdo de equilibrio na diregdo 0) (C.3)
p=1

nas quais
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qu’p ). componente radial da forca resultante agindo sobre a face p do subvolume g; e

qu’p ). componente circunferencial da forca resultante agindo sobre a face p do subvolume q.

Os valores que figuram nas somatérias que constam nas expressoes acima (Equacgao C.2)

podem ser avaliados da seguinte forma:

+ay,/2
R = / j (147 (69 cos(619) — 1 Vsin(619) ) ("~ ¢,/2)a0@  (C.4a)
—a,/2

+e4/2
R = / L D) cos(ay /2) — 151 (19 sin( g /2) ] dr @) =

eq (fﬁqu) cos(aty/2) — 7% sin(ay, /2)) (C.4b)

+oy/2
quﬁ) _ / ! (tfqvl)(g(q))cos(g(q))_té‘l»l)sin(g(q))> (rg‘f) 4 eq/z)de(‘ﬁ (C.4o)

+ey/2
R = / jz 14 (1) cos(ag/2) — 15 (1D ) sinay /2)] ar®) =
el

eq (r‘,("A) cos(at/2) — 1489 sin(ay, /2)) (C.4d)

+oy/2
R = / ;’ (rgq’l)((a(q))cos(e(q))—z}q’”smw(q)))(rEﬁ) — ¢,/2)d09) (C.de)
—0y4/2

+eq/2
Ry — / L D) cos(ay /2) 19 (19 ) sin( g 2) ] dr@) =

—eq/2
e (t—gm cos(a,/2) — 7% sin(ay, /2)) (C.4)
+0y/2
RYY = / / (16" (6 cos(619) — 1V sin(619) ) (" + ¢,/2)a0@  (C4g)
—ay/2

+eq/2
RIY = Y (19D cos(a /2) — 119V (19 sin( e, 2) | dr D =
0 0 q q

eq (r‘f;f’“) cos(ay/2) — 19 sin(ay, /2)) (C.4h)



