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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos uma caracterizacao do disco equatorial plano
e do catendide critico na bola unitaria B3 do R? em termos da sua segunda forma
fundamental. O trabalho aqui desenvolvido baseia-se no artigo “A gap theorem for
free boundary minimal surfaces in the three-ball” de Lucas Ambrozio e Ivaldo Nunes.

Palavras-chaves: Segunda Forma Fundamental; Superficie Minima; Disco Equa-
torial Plano; Catendide Critico.



Abstract

In this dissertation, we study a characterization of the flat equatorial disk
and the critical catenoid in the unitary ball B3 of R3 in terms of its second fun-
damental form. The work developed here is based on the article “A gap theorem
for free boundary minimal surfaces in the three-ball” by Lucas Ambrozio and Ivaldo
Nunes.

Key-words: Second Fundamental Form; Minimal Surface; Flat Equatorial Disk;
Critical Catenoid.
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Introducao

E de certo modo natural que hipéteses topolodgicas impliquem em resultados ge-
ométricos pela hierarquia das estruturas, melhor dizendo, uma estrutura geométrica, tal
como uma métrica Riemanniana, é uma estrutura subjacente a uma estrutura diferencial,
de variedade diferenciavel, que por sua vez é subjacente a uma estrutura topoldgica, de
variedade topolégica. Resultados no caminho inverso sdo muito interessantes. A guisa de
exemplo, temos o Teorema de Gauss-Bonnet que relaciona um invariante topolédgico, a
caracteristica de Euler, com um invariante métrico, a curvatura de Gauss. Pode-se provar
de modo direto usando o Teorema de Gauss-Bonnet que é impossivel termos uma métrica
de curvatura positiva em um toro. Neste sentido, um dos fendomenos mais interessan-
tes em geometria diferencial é o surgimento de “gaps topolégicos” por meio de hipoteses
analitico-geométricas. Na década de 60 do tltimo século, importantes contribui¢oes foram

dadas nesta dire¢ao, uma delas podendo ser sumarizada como segue

Teorema A.(Simons, Chern-do Carmo-Kobayashi, Lawson) Seja 3" uma hipersu-

perficie minima fechada em S™t. Suponha que a sequnda forma fundamental A satisfaz:
A2 < n.

Entao

i) |A? =0 e X é um equador;

ii) ou |Al*(p) =n e X € o toro de Clifford.

Objetos geométricos de simples defini¢ao, tais como imersées minimas e de cur-
vatura média constante, sao de suma importancia e tem sido estudados por um longo
tempo, tendo recentemente importantes avangos. Por exemplo, Lawson conjecturou, e foi
demonstrado por Brendle, que o toro de Clifford é o tinico toro minimo mergulhado em
S3. Pinkall e Sterling conjecturaram, e foi provado por Andrews e Li, que o toro rotacional

é o tinico toro mergulhado com curvatura média constante em S3.

Nesta dissertacao estudamos alguns dos resultados obtidos por Lucas Ambrozio e
Ivaldo Nunes que aparecem no artigo “A gap theorem for free boundary minimal surfaces
in the three-ball” a ser publicado no Comm. Anal. Geom., os quais sao bastante interes-
santes e importantes, pois revelam que a correspondéncia entre superficies minimas na

esfera e superficies minimas de fronteira livre na bola pode ser levada para fenémenos de

De um modo mais preciso, neste trabalho, é vista uma caracterizacao do disco

equatorial plano e do catendide critico na bola unitaria B® do R em termos da sua se-
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gunda forma fundamental, o que pode ser visto como o analogo do Teorema A para o

caso de fronteira livre. O Teorema principal é o seguinte:

Teorema B.(Ambrozio-Nunes) Seja ¥? uma superficie minima de fronteira livre em

B3. Suponha que para todos os pontos x em X,
|A](2){z, N(2))* < 2,

onde N(x) denota um vetor normal unitario no ponto x € ¥ e A denota a sequnda forma

fundamental de . Entdo ocorre apenas um dos sequintes casos

i) |A]?(x){x, N(z))* =0 e 3 € o disco equatorial plano;

i) ou |Al*(p){p, N(p))> = 2 em algum ponto p € ¥ e & é o catendide critico.

Apresentaremos a demonstracio do teorema acima, bem como os resultados ne-
cessarios para demonstra-lo. Um resultado posterior e semelhante a este para Superficies
minimas em bolas geodésicas do espago hiperbdlico e hemisfério foi obtido por Haizhong
Li e Changwei Xiong e pode ser encontrado no artigo “Gap Theorem for Free Boundary

Minimal Surfaces in Geodesic Balls of Hyperbolic Space and Hemisphere”.
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados basicos que serao utilizados neste traba-
lho, tais como defini¢oes, proposicoes e teoremas de geometria Riemanniana e de Grupo
Fundamental. Salvo mencao contréria, os resultados de geometria Riemanniana podem
ser encontrados demonstrados na referéncia [6] enquanto que os de Grupo Fundamental
na referéncia [9]. Ao longo de todo este trabalho, a palavra diferenciavel significard possuir

todas as derivadas continuas de todas as ordens.

1.1 Variedades diferenciaveis; campo de vetores

Definicao 1.1.1. Uma wvariedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto 3 e

uma familia de aplicagoes x,, : U, C R™ — X de abertos U, de R" em X tais que:

1. Upta(Uy) = 3.

2. Para todo par o, 3 com @, (Us) Nas(Us) = W # 0, 0s conjuntos z}(W) e x5 (W)

sao abertos em R™ e as aplicacoes :z:gl o x, sao diferencidveis.

3. A familia {(Uy, ®,)} € mdzima relativamente as condigoes 1 e 2.

O par (U,, ®,) (ou aplicagdo x,) com p € z,(U,) é chamado uma parametriza-
¢do (ou sistema de coordenadas) de ¥ em p; x,(U,) é entao chamada uma estrutura

diferencidvel em ..

Observacao 1.1.1. A topologia natural de uma variedade diferencidvel pode ser estra-
nha. Em particular, pode acontecer que um (ou ambos) dos aziomas abaizo ndo sejam

satisfeitos:

1. Axioma de Hausdorff: dados dois pontos distintos em X, existem vizinhangas

desses pontos que nao se intersectam.

2. Axioma da base enumerdvel: X pode ser coberta por uma quantidade enumerdvel

de vizinhangas coordenadas (dizemos, entdo, que ¥ tem base enumerdvel).

Neste trabalho, todas as variedades a serem consideradas sao Hausdoff e tém base enume-

ravel.

Uma superficie reqular é um exemplo de uma variedade diferencidvel bidimensio-
nal. Um exemplo trivial de uma variedade diferencidvel n-dimensional é o espaco euclidi-

ano R™, com a estrutura diferencidvel dada pela aplicacio identidade.
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As vezes denotaremos uma variedade diferenciavel n-dimensional ¥ por ¥".

Definicao 1.1.2. Seja ¥ uma variedade diferenciavel. Diz-se que ¥ é orientdvel se 3

admite uma estrutura diferencidvel {(U,, x,)} tal que:

1. para todo par «, 3, com x,(Uy) N xs(Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas xz o ' tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que Y é ndo-orientdvel. Se . é orientdvel, a escolha de uma
estrutura diferencidavel satisfazendo 1 é chamada uma orientacdo de > e X €, entdo,

orientada.

Definicao 1.1.3. Sejam X7 e X5 variedades diferencidaveis. Uma aplicacao ¢ : X1 — 3o
¢ diferencidvel em um ponto p € ¥y se, dada uma parametrizagio yz : Vg C R™ — ¥y
em torno de p(p), existe uma parametrizacio x, : U, C R™ — 39 em torno de p, tal que

(2 (Ua)) C y5(Vs) € a aplicagio
yglogooma U, CR" - R™

¢ diferencidvel em x'(p). A aplicagio ¢ é diferencidvel em um conjunto aberto de ¥ se

for diferencidvel em todos os pontos desse conjunto.

Definicao 1.1.4. Seja X uma variedade diferencidvel. Uma aplicagcdo diferencidvel o :
(—e,e) = X é chamada uma curva (diferencidvel) em 3. Suponha que a(0) =p € ¥ e
seja D o conjunto das fungoes de 3 diferencidveis em p. O vetor tangente a curva «
emt=0 ¢ a funcio &'(0) : D — R dada por
d
o)y =2 e

t=0

Um vetor tangente em p é o vetor tangente de alguma curva o : (—e,e) — ¥ com

a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a ¥ em p serd indicado por T,X.

Fibrado Tangente

O fibrado tangente T> de uma variedade diferenciavel 3" é definido por T =
{(p,v);pe X, veT,X}. O conjunto TY é uma variedade diferenciavel de dimensao 2n.

Definicao 1.1.5. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel ¥ é uma
correspondéncia que a cada ponto p € ¥ associa um vetor X (p) € T,X. Em termos de
aplicagoes, X é uma aplicacio de X no fibrado tangente T. O campo € diferencidvel

se a aplicacdo X : X — T'Y ¢é diferencidvel.
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Considerando uma parametrizacao «: U C R™ — ¥ é possivel escrever

X(p) = ailp)

=1

onde cada a; : U — R é uma funcdo em U e { 5
X

} ¢ a base associada a @, i =1,...,n.

As vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicacdo X :
D — F do conjunto das fungoes D das fungoes diferencidveis em > no conjunto F das

func¢des em X, definida do seguinte modo

(XD0) = L alp) L), e,

i
onde f indica a expressao de f na parametrizacao . Neste contexto X ¢ diferenciavel se
es6ose X :D— D,isto é, Xf €D para todo f € D.

A interpretacdo de X com um operador em D permite-nos considerar os iterados
de X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis em X e f: 3 — R é uma funcao

diferencidvel, podemos considerar as fungdes X (Y f) e Y(X f).

Lema 1.1.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade dife-

rencidvel Y. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que para todo f € D, Zf =
(XY -YX)f.

O campo vetorial Z dado pelo lema acima é chamado o colchete [X,Y] = XY —
YXdeXeY.

Definicao 1.1.6. Sejam X7 e X5 variedades diferencidaveis. Uma aplicagao diferencidvel
© X1 — Xy € uma tmersao se dp, : 1,5 — T,)X, € injetiva para todo p € ;. Se,
além disto, ¢ é um homeomorfismo sobre p(X1) C o, onde ¢ tem a topologia induzida
por Yo, diz-se que ¢ é um mergulho. Se 1 C Y5 e a inclusdo i : X1 — Yo é um

merqulho, diz-se que 31 € uma subvariedade de Y.

1.2 Meétricas Riemannianas; conexoes

1.2.1 Métricas Riemannianas

Definicao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel > é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de ¥ um produto interno (, ), no espago

tangente T, e que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se =z U C R" — X

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,xa,...,2,) = q € x(U)
0 0 0
e o (q) = dx(0,...,1,...,0), entao <8xi(q)’ %(Q)>q = gij(z1,...,2,) € uma fungao

diferencidavel em U.
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Uma variedade diferencidavel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma

variedade Riemanniana.

Definicao 1.2.2. Sejam ¥, e X5 variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : 31 —
Yo (isto €, f € uma bijecio diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma iso-

metria se:
(u,v)p = (dfp(u), dfp(V)) sy, para todop € 31, u,v € T,%;. (1.1)

Definicao 1.2.3. Sejam ¥, e ¥ variedades Riemannianas. Uma aplicagcdo diferencidavel
f X1 = 39 € uma tsometria local em p € ¥y se existe uma vizinhanga U C 3 de p
tal que f: U — f(U) € um difeomorfismo satisfazendo (1.1).

Exemplo 1.2.1. ¥ = R" com identificado com e; = (0,...,1,...,0). A métrica é

8@-

dada por (e;, e;) = 0;;. R™ € chamado espago euclidiano de dimensdo n e a geometria

Riemanniana deste espaco é a geometria métrica euclidiana.

Exemplo 1.2.2. Variedades imersas. Seja f : £ — S0 uma imersdo, isto €, f ¢ di-
Jerencidvel e df, : T,% — Ty, X2 € injetiva para todo p € Xy. Se Yo tem uma estrutura Ri-
emanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em X1 por (u,v), = (df,(u), df,(v)) ;)
u,v € Tp,X. A métrica de Xy € chamada entdo a métrica induzida por f e f é uma

imersao isométrica.

Variedades com fronteira

Seja H" o semi-espago de R™ dado por H" = {(z1,...,x,) € R"z; < 0}. Os

conjuntos abertos de H™ sao aqueles obtidos pela intersecao de H" com abertos do R".

Definicao 1.2.4. Uma variedade diferencidvel com fronteira de dimensao n é um
conjunto ¥ e uma familia de aplicagoes x, : U, C H" — X de abertos U, de H" em %

tais que:

1. Upza(Uy) = 2.

2. Para todo par a, 8 com xo(Uy) Nag(Ug) = W # 0, os conjuntos ;' (W) e :I:/gl(W)

sao abertos em H™ e as aplicagoes :cgl o x, sao diferencidveis.

3. A familia {(Uy, o)} € mdzima relativamente as condicoes 1 e 2.

Os conceitos e resultados dados para variedades diferenciaveis sao dados de ma-

neira andloga para variedades com fronteira, apenas trocando R™ por H".

Definicao 1.2.5. Um ponto p € ¥ é um ponto de fronteira em X se, para alguma
parametrizacio x - U — X em p, tivermos que x(0, 2, ..., x,) = p. Em [4] € possivel

verificar que a definicio de ponto de fronteira independe da parametrizacao.
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O conjunto formado por todos os pontos de fronteira de uma variedade diferenciavel

Y com fronteira sera indicado por 0.

Proposicao 1.2.1. Seja > uma variedade diferencidvel n-dimensional com fronteira. En-
tao 0% é uma variedade (n — 1)-dimensional no sentindo tradicional. Além disso, se ¥ é

orientdvel, toda orientacao de Y induz uma orientacio em 0% de maneira natural.
Demonstragio. Ver [4]. O

Diremos que uma variedade X? tem fronteira convexa se a curvatura geodésica k,

de 0% é nao negativa para todos os pontos em 93..

Diz-se que o vetor v € R™ aponta para fora do semi-espaco H" C R"™ quando
v ¢ H".

Dado que a fronteira 0% é uma variedade diferenciavel (n — 1)-dimensional, po-
demos para cada ponto p € 0¥, considerar o espago tangente 7,02 em 0X. Segue-se
das definicoes que 7,02 é um subespaco vetorial de T,3. Logo, podemos considerar o
subespacgo de T, formado pelo conjunto dos vetores normais a 9¥. Um desses vetores ¢

o chamado vetor conormal que serd definido a seguir.

Definicao 1.2.6. Seja X" uma variedade Riemanniana orientada com fronteira. Dado
um ponto p € 0%, diz-se que um vetor v € T,Y aponta para fora de ¥ quando existe
uma parametriza¢io positiva x : U — X definida no aberto U C H", com p = x(u) e
v = dyx(vy) com vy apontando para fora de H". O wvetor conormal v a 0% no ponto

p € 0¥ € o vetor normal unitario a T,0X que aponta para fora de X.

1.2.2 Conexdes

Indicaremos por X' (X) o conjunto dos campos de vetores de classe C*> em X e por

D(X) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em X.

Definicao 1.2.7. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel ¥ é uma apli-
cacao

V:X(E)xX(XE)— X(E)
que se indica por (X,Y) Y VyY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(¥) e f,g € D(X).
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Observagao 1.2.1. Escolhendo um sistema de coordenadas (x4, ..., x,) em torno de p e

escrevendo

X = ZLL’ZX“ Y = Zijj,
i J

onde X = %, teremos
VxY = > 4, Vy, (Zijj)
i J
ij ij
Fazendo

VX = ZF X,

’ k ~ ~
concluimos que I'}; sao fungoes diferencidveis e que

VxY = Z(leyjf‘ + X(y ))Xk,

o que mostra que V xY (p) depende de z;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx sequndo
X.

Definigao 1.2.8. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : I — X de um intervalo aberto I C R

em uma variedade diferencidvel ¥ chama-se uma curva.

s

Definicao 1.2.9. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I — X ¢
uma aplicagio que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € Ty, Diz-se que V
¢ diferencidvel se para toda funcio diferencidvel f em X, a fun¢io t — V(t)f € uma

funcao diferenciavel em I.

Proposicao 1.2.2. Seja 32 uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa um campo vetorial V ao longo da curva

diferencidvel ¢ : I — X um outro campo vetorial 2 d ao longo de c, denominada derivada

L
covariante de V ao longo de c, tal que:

i) BV+WwW)=584 28

i) B(fV) = V + fEY. onde W é um campo de vetores ao longo de ¢ e f ¢é uma

fungdo dzferenczafuel em 1.

iii) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X (%), i.e., V(t) = Y(c(t)), entdo
DV _
T vdc/thv~

Definicao 1.2.10. Seja > uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma

métrica Riemanniana (, ). A conexdo € dita compativel com a métrica (, ), quando

X(Y,Z) = (VyY, Z) + (Y,VxZ)
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Definicao 1.2.11. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel 3 é dita simé-

trica quando

VxY = VyX =[X,Y] para todo X, Y € X(X).

Observagao 1.2.2. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser V simétrica

implica que para todo 1,7 =1,...,n,
0
o0 que justifica o nome adotado (observe que (1.2) é equivalente ao fato que Ffj = Ffl)

Teorema 1.2.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana X, existe uma tunica

conezao afim V em X satisfazendo as condigoes:
i) V € simétrica.
ii) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Observagao 1.2.3. A conexao dada pelo teorema acima é chamada de conexdo Rie-

manniana ou conexdao de Levi-Civita.

Observacgao 1.2.4. Seja (x,U) um sistema de coordenadas. As fungoes Ffj definidas em
U por Vx, X; = % Fijk sao os coeficientes da conexdo V em U ou os simbolos
de Christoffel da conexado.

Um conjunto {E;}, C X(X) é um referencial para ¥, se { F;(p)}!, é uma base
de T,X para cada p € X. Isto nos diz que todo campo de vetores X € X(X) pode ser

escrito da forma

X = szEz;

onde as fungoes x; : X — R sado diferenciaveis. Um referencial ¢ dito ortonormal se
{Ei(p)}?_, ¢ uma base ortonormal de T, para cada p € ¥. Dizemos que um referencial
{Ei(p)}7_, é geodésico numa vizinhanga U C X, se para cada p € U, {E;(p)}7, é

uma base ortonormal de T, e Vg, E; = 0 para todo ¢,7 = 1,...,n.

A existéncia de um referencial geodésico numa vizinhanca normal U de p é garan-
tida tomando F(q), para cada ¢ € U, como o transporte paralelo de E(p) ao longo da

curva que liga p a q.

Definigao 1.2.12. Seja 3 uma variedade Riemanniana e f € D(X). O gradiente de f

em X € o campo vetorial grad f definido por

(grad f(p),v) =df,(v), pe X, vel,X.

Se X € X(X) € uma extensao local de v, temos

(grad f(p), X) = X, (f)-
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As vezes usaremos a notacdo V> para denotar o gradiente.

Proposigao 1.2.3. Seja X" uma variedade Riemanniana, f € D(X) e (x1,...,2,) um

sistema de coordenadas locais em . Entao

- af o
grad f= Y ¢ 83{1 oz,

2,7=1

0o 0
<67:vl’87:1c3>

onde g;; = e (9] € a matriz inversa de [g;;].

0
FPREEE 81’n} forma uma base de 1), M,

grad f = Zaii
= 0

i

Demonstragio. Dado que grad f € X (X) e que {

podemos escrever

Portanto,
af 0 - 0 “
— = d f,— ; iJi 1.3
o, ~ e S ) = Qe axj =2 axz ax] ;“ g (13)
Como a matriz [g;;] ¢ invertivel, pois é positiva definida, segue que multiplicando (1.3)

por [¢¥] temos

of
or gF = Zalgwgﬂ“

somando em j, teremos

8 . n . n n
> agfjgj’“ = Y aigig’t = 2; a; ¥ _(9:;9”")
J =1 j=1

1,j=1
n

= Zai(sz’k = Q.
i=1

Dessa forma,

grad f = i:(Zgg]Qﬂ)%

Observacao 1.2.5. Quando X = R" e g;; = 0;; é a métrica Fuclidiana, temos

no9f 9 N Of O
grad f= D %5 o, z;axiaxi'

1,7=1

Definigao 1.2.13. Seja X € X (X). A divergéncia de X € a fungdio diferencidvel em 3
definida por
div X : X — R
p = (div)(p) = tr{v — (V. X)(p)}

onde v € T, e tr denota o trago do operador linear entre chaves.
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Definicao 1.2.14. Seja ¥ uma variedade Riemanniana e f : X — R uma funcdo dife-
rencidvel. O Laplactano de f € a funcio Af : ¥ — R dada por

Af = —div(VF).

Definicao 1.2.15. Uma funcio f : ¥ — R de classe C? é dita harménica se Af é

identicamente nulo.

Defini¢ao 1.2.16. Seja ¥ uma variedade Riemanniana e f € D(X). O hessiano de f

em p € X € o operador linear auto-adjunto Hess [ que associa X,Y € X(X) a aplicagio
Hess(f)(X,Y) = (XY — VxY)f = Hess(f)(Y, X).
Proposicao 1.2.4. Se f : ¥ — R é uma funcao diferencidvel, entdo
—Af = tr(Hess f).
Demonstragio. Seja p € ¥ e {Xi,...,X,} uma base ortonormal de 7,%. Entao,
tr(Hess f), = (Vx;V/f, Xi)p
= div(V/f)(p) = -Af(p).
[
Recordemos que uma superficie parametrizada x: U C R? — R3 é uma apli-
cacao diferencidvel  de um conjunto aberto U C R? em R3. & é regular se a diferencial

dx, : R* — R? ¢ injetiva para todo ¢ € U. Um ponto p € U onde dz, nio é injetiva é

chamado de ponto singular.

Seja F': U C R" — R™ uma aplicacao diferencidavel de um aberto U € R™. Um
ponto p € U é um ponto ponto critico de F' se a diferencial dF), : R" — R™ nao ¢é

sobrejetiva.

Definicao 1.2.17. Seja X uma variedade Riemanniana e F' uma autofuncio do lapla-
ciano, AF = \F. O conjunto nodal N de F € o conjunto dos pontos x € X tal que
F(z) =0.

Teorema 1.2.2 (Cheng). Seja X% uma variedade diferencidvel. Entdo para qualquer so-
lugio da equagio (A + h(z)f) =0, h € D(X), os pontos criticos sobre o conjunto nodal

sao isolados.

Demonstragio. Ver [3]. O
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1.3 A segunda forma fundamental

Seja f @ X7 — X2k uma imersdo. Entdo, para cada p € ¥, existe uma vi-
zinhanga U C ¥; de p tal que f(U) C ¥y é uma subvariedade de 5. Isto quer dizer
que existem uma vizinhanca U C X de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* em
um aberto V' do R, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em uma aberto do
subespaco R™ C R*. Para simplificar a notagao, identificaremos U com f(U) e cada vetor
veTX, qge U, comdfy(v) € TyqXs. Usaremos tais identificacoes para estender, por
exemplo, um campo local (isto é, definido em U) de vetores de ¥; a um campo local (isto
é, definido em U) de vetores em Y; se U é suficientemente pequeno, tal extensao é sempre

possivel, como se vé usando o difeomorfismo ¢.

Para cada p € Y, o produto interno em 7,3, decompoe 7,2 na soma direta
T,% = T,%, @ (T,%))*,

onde (TI,Zl)L ¢ o complemento ortogonal de T}, em T),35. Se v € T,X9, p € ¥4, podemos
escrever
v=0vl+0N T eT,%, vV e (T,5)*.

N

Denominamos v? a componente tangencial de v e vV a componente normal de v.

Tal decomposicao ¢é evidentemente diferenciavel no sentido que as aplicagoes de T35 em
T3, dadas por

(p,v) = (p,v") e (p,v) = (p,o™)
sao diferenciaveis.

A conexdo Riemanniana de ¥, serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais

de vetores em Y1, e X, Y sdo extensoes locais a Xy, definimos

VyY = (VgY)" (1.4)
A conexao dada por (1.4) é uma conexao Riemanniana e é a conexao induzida pela métrica
de >;.
Proposigao 1.3.1. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

B(X,Y)=VxY —VxY

é bilinear e simétrica.
Demonstragao. Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-se imediata-

mente que B é aditiva em X e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y), f € D(U). Resta mostrar
que B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U). Indicando por f uma extensao de f a U, teremos

B(X,fY) = Vx(fY) - Vx(fY)

= fVxY — fVxY + X(/)Y — X(f)Y.
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Como em ¥y, f = f e X(f) = X(f), concluimos que as duas tiltimas parcelas se anulam,
donde B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B ¢é bilinear. Para mostrar que B é simétrica,

utilizamos a simetria da conexao Riemanniana, obtendo

B(X,Y)=VxY —VxY = VoX + [X,Y] - Vy X — [X,Y].

Como em Yy, [X,Y] = [X, Y], concluimos que B(X,Y) = B(Y, X). O

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p € ¥ e n € (T,%5;)*.
A aplicacao H,, : T,X; x T,X; — R dada por

Hy(x,y) = (B(z,y),n), v,y €T,M,
é, pela Proposicao anterior , uma forma bilinear simétrica.
Definicao 1.3.1. A forma quadrdtica 11, definida em T,>, por
II,(x) = Hy(z, )
¢ chamada a segunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal n.

As vezes se utiliza também a expressao segunda forma fundamental para
designar a aplicacao B que a cada p € ¥; é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando

valores em (7,%)%.

Observe que a aplicacao bilinear H, fica associada uma aplicacao linear auto-
adjunta A : T),>, — 1,3, por

(A(7),y) = Hy(z,y) = (B(z,y),n).

A proposicao seguinte nos da uma expressao da aplicacao linear associada a se-

gunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.3.2. Sejap € ¥y, v € T,5, en € (T,31)*. Seja N uma extensdo local de

n normal a 2. Entao

Demonstragao. Sejay € T,2; e X,Y extensoes locais de e y, respectivamente, e tangente
a ;. Entdao (N,Y) = 0, e portanto

(Alx),y) = (BX,Y)(p),N) = (VxY = VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p) = =Y, VxN)(p) = (-=V.N,y),

para todo y € T,%;. O
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Exemplo 1.3.1. Consideremos o caso particular em que a codimensdo da imersdao € 1,

Be., [0 = X0 f(8)) € Xy € entdo denominada uma hipersuperficie.

Sejap € Xy en € (T,21)*, |n| = 1. Como A : T,)3 — T,%, € simétrica, existe uma
base ortonormal de vetores proprios {ei,es,...,e,} de T,X, com valores proprios reais
Ao, de, Aley) = Ny, 1 <0< n. Se ¥y e Xy sao ambas orientdveis e estao orientadas
(i.e., escolhemos orientagoes para X1 e Xo) entdo o vetor n fica univocamente determinado
se exigirmos que sendo {e; ...e,} uma base na orientacio de X, {ey,...e,,n} seja uma
base na orientacdo de Yo. Neste caso, denominamos os e; diregcdes principais e o0s
\i = k; curvaturas principais de f. As fungoes simétricas de Ay, ..., A\, sdo invariantes
da imersao. Por exemplo: det(A) = A1... )\, € denominada a curvatura de Gauss-

Kronecker de f ¢ (A + -+ + \,) € denominada a curvatura média de f.

Um caso importante, e que analisaremos com mais detalhes neste trabalho, do
exemplo anterior ocorre quando ¥y = R"™!. Neste caso, podemos dar uma interpretacao
geométrica interessante de A. Inicialmente, seja N uma extensao local de 7, unitaria e
normal a X;. Seja S7 = {z € R""};||z|]| = 1} a esfera unitéria de R"™! e defina a
aplicacdo normal de Gauss, g : X7 — ST, transladando a origem do campo N para

a origem do R"*! e fazendo
g(q) = ponto final do transladado de N(q).

Como T,%; e Ty (ST') sdo paralelos, podemos identificd-los, e vemos que dg, : T,X; —
T,%; é dada por
d — _
dg,(z) = a(N oc(t))mo = VoN = (Vo.N)T' = —A(xz),
onde ¢ : (—&,e) — ¥; é uma curva com ¢(0) = ¢, ¢(0) = z, e onde usamos o fato que
(N, N) = 1 para garantir que V,N = (V,N)T. Segue-se que —A ¢ a derivada da aplicacio

normal de Gauss.

Definicao 1.3.2. Uma imersdo f : X1 — Yo € minima se para para todo p € X1 e todo
n € (T,%)* tem-se traco A = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal Fy,..., E, e n,...,n, de vetores em ¥,
tal que Ey,...,E, € X(U)eny,...,nm € X(U)*t, onde U é uma vizinhanca de p na qual

f é um mergulho, podemos escrever, em p,

B(I7y) :ZHZ(xuy)Ew z,y € sza 1= 17"'am7

onde H; = Hp,. O vetor normal dado por

n m

H = ZB(Ej, E;) = Z(tra(;o A E;,

7 7
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onde A; = Apg,, nao depende do referencial A; escolhido. O vetor H é chamado vetor

curvatura média de f. Segue que f é minima se e s6 se H(p) = 0, para todo p € X.

Autovalor de Steklov

Seja X" uma variedade Riemanniana com fronteira 0%. Dada uma funcao u €

D(0%), seja 1 a extensao harmonica de u, isto é,

{Aﬁ =0 em X
1 = u sobre 0X.

A aplicacao de Dirichlet-Neumann £ : D(0¥X) — D(09%) associa a cada fungao

u € D(0Y) a derivada direcional de sua extensdo na dire¢do do vetor conormal v ao

bordo 0%,
_oi
o

Definicao 1.3.3. Dizemos que uma subvariedade diferencidvel ¥ C B3 é uma superficie

Lu

minima de fronteira livre em B3 se ¥ é minima, 05 C OB? e X intercepta 0B?

ortogonalmente ao longo da 0X.

Lema 1.3.1. Seja X% uma subvariedade minima imersa na bola unitdria B™. Entdo X é
uma superficie minima de fronteira livre se, e somente se, as fungoes coordenadas de X

em R™ sdo autofungoes de Steklov associada ao autovalor 1.

Demonstracdo. Seja x; : ¥ — R a funcdo que a cada ponto p € ¥ associa sua i-ésima

coordenada em R", (p, e;), onde ¢; é 0 i-ésimo vetor da base canénica do R™. Por hipétese,

> é uma subvariedade minima, logo a fun¢ao coordenada z; é harmonica para: = 1,...,n.
De fato, considerando um referencial ortonormal { £, ..., E,} de ¥, entdo o gradiente Vx;
i

em Y ¢ dado por V; = e; — e, onde ;- é a componente normal de e; com respeito aos

7

espacos tangentes a X, temos

= Y(VE, Vi, E)

J

= > (Vg (e;— elr) — ng(ei —¢), E))

J

= > (Vg (ei—€), Ej)

J

= 2 (Vi = Vel By)

J

= Z<—ij€£_, EJ>

J
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Dado que (¢;, E;) = 0, temos

7

0 = Ej<€J_ EJ>
e consequentemente,

Aﬁi = Z<6L ?EEQ

[ J
J

= > {ei (Vi Ej)7)

J

= <€i’ Z(VEJ Ej)L>

J

= <6i?H>
— H,

onde H = (Hy,...,H,) é o vetor curvatura média de X. Assim para que ¥ seja uma
superficie minima de fronteira livre, uma vez que ja estamos supondo que esta é uma
subvariedade minima de B", é necessario que o conormal v em 0¥ coincida com o vetor
posigao no R™ para todo ponto p € 0X. Em outras palavras, se v = (v1,...,1,), ¥ é uma
superficie minima de fronteira livre em B™ se, e somente se,

0
v
paratodoi=1,...,n. O

v, =v; = (V,e) = —ux;

Campo de Killing

Sejam Y5 uma variedade Riemanniana de dimensao n + 1, 3; uma hipersuper-
ficie orientavel de ¥y e n um campo normal unitario de 5 em ;. Dado p € ¥,
{E1(p),..., E,(p)} base ortonormal que diagonaliza A e Ai,...,\, autovalores associ-
ados a E1(p), ..., E,(p), respectivamente. Seja Ey, ..., E, um referencial geodésico em >,

obtido estendendo F1(p),..., E,(p) numa vizinhanga normal U em ¥ de p.
Com essas hipdteses obtemos o seguinte resultado:
Proposicao 1.3.3. Seja {E;(p)}r, um referencial geodésico. Entao, para cada i, vale
Vg Ei = \n.

Demonstragio. Da definicio de referencial geodésico, (Vg, E;(p))T = 0. Entao, Vg, Ei(p) =

an para algum «. Temos também
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Dessa forma, em p,
onde na ultima passagem usamos o fato de que \; é o autovalor associado a E;. Portanto
Vi, B = \n. O
Definigao 1.3.4. Sejam X,Y e Z € X(M). O campo X ¢é dito de Killing se

(Vy X, Z) +(VzX,Y) =0.

Definicao 1.3.5. Uma fungio C? u : ¥ — R satisfazendo Au — 2Ku = 0 em X, onde
K € a curvatura de Gauss, é chamada fungdo Jacobi. Denotaremos por J(X) o espaco

linear das fungoes Jacobi em .

Teorema 1.3.1. Seja u : ¥ C R®* — R definida por uw = (p, N) (aqui p denota o vetor

posi¢do) e X minima. Entdo, u é uma fungao Jacobi.

Demonstracio. Seja p € ¥ e {E1(p), F2(p)} uma base que ortogonaliza A. Denotaremos

por F4, E5 o referencial geodésico em . Entao, em p,
2
i=1
Temos
Ei(u) = Eifp,N) = (Vgp N> +(p, Vg, N)
= (Ei(p ) N) + (p, —AiEy)
= (p,—AE;)

onde usamos na ultima linha que E; é dire¢ao principal e o \; é o autovalor associado.

Dessa forma

EiEi(u) = (Ei(p), —NiEi(p)) + (p, —AiVEiEy)
= (E (p), =AiEi(p)) + (P, —AiAN)
= =X = A{p,N).
Como ¥ é minima, A\; = —\y. Logo

Au = —2)\}(p, N).
Como K = —\?, segue o resultado. ]

Exemplo 1.3.2. Quando um campo de Killing é uma translacio por um vetor v € R3,
entao a correspondente funcio Jacobi é (N,v) chamada fungao Jacobi linear. Seme-

lhantemente, rotacées ao redor de um eivo na direcio v € R® produz uma funcio Jacobi

dada por det(p, N,v) e (p, N) € J(M).
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1.4 Geodésicas

Durante esta secao, Y serd uma variedade Riemanniana munida de sua conexao

Riemanniana.

Definicao 1.4.1. Uma curva parametrizada v : I — ¥ é uma geodésica em ty € I se
%(Z—Z) = 0 no ponto ty; se v € geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v € uma
geodésica. Se [a,b] C I e~y : 1 — 3 é uma geodésica, a restrigio de v a [a,b] é chamada

(segmento de) geodésica ligando ~y(a) a v(b).

As vezes, chamaremos de geodésica a imagem ~y(I) de uma geodésica.

Se v: I — ¥ é uma geodésica, entao

d<d’y d'y> _2<Dd’y d’y> _0
dt\dt’dt/ “\dtdt’dt/
isto é, o comprimento do vetor tangente % é constante. Suporemos, de agora em diante,

que ]Z—Z! = ¢ # 0, isto é, excluiremos as geodésicas que se reduzem a pontos. O com-

primento de arco s de 7, a partir de uma origem fixa, digamos ¢t = t;, é entao dado
dry

s(t) = /tj dt

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando

por

dt = c(t — ty).

o parametro é o proprio comprimento de arco, isto é, ¢ = 1, diremos que a geodésica

estd normalizada.

Definicao 1.4.2. Uma geodésica fechada é uma curva fechada que é uma geodésica.
Uma nog¢do mais geral € a de um loop geodésico, isto €, uma geodésica vy que passa no

mesmo ponto p em instantes diferentes.

Definicao 1.4.3. Dizemos que uma variedade Riemanniana Y é completa quando, para
todo p € 3, as geodésicas y(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do

parametro t € R.

Vamos determinar as equagoes locais satisfeitas por uma geodésica v em um sis-
tema de coordenadas (U, x). Seja €' o y(t) = (z1(t),...,x,(t)) a expressao local de v na

parametrizagao .

A curva ~ serd uma geodésica se, e somente se,

D /dy " rd%xy " dx;dz
0=ila) ,;(dt2 T2 Gy da, )%

ij=1

Ou seja, se e s se

A’z 2 drydry
——I% =0, k=1,...
dt2 + Z dl’t d.ﬁL’t 1] ) ) ,

1,j=1
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Dado que as geodésicas sao solugoes de equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem,

o seu dominio maximal é um intervalo /.

Como consequéncia do teorema de existéncia e unicidade das solugoes de equacoes

diferenciais ordinarias, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.1. Seja X uma variedade Riemanniana. Dados p € ¥ e v € T,X, existe

uma unica geodésica vy : I — X tal que v(0) =p e v/ (0) = v.

Denotaremos por 7, a Unica geodésica que no instante ¢ = 0 passa por p com

velocidade v € T,X.

Lema 1.4.1. (de Homogeneidade). Seja v : I — ¥ uma geodésica com ~'(0) = p.
Entao
’Vav(w = VU(CUS), a€R,a>0.

Definigao 1.4.4. Seja > uma variedade Riemanniana completa. Definimos a aplicagdo

exponencial em p € X por

exp, : [pX — X
v ().

Podemos definir a aplicagao exponencial em variedades que nao sao completas. A
unica diferenca é que o seu dominio de definicdo é um aberto do espaco tangente em torno

da origem.

Geometricamente, a exp,v é o ponto de X obtido percorrendo uma distancia igual
a |v|, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade I%I Usaremos a
notagdo B(0,¢) para indicar a bola de centro na origem 0 de 7,X e raio € e a notacao

B0, €] para indicar uma bola fechada de centro na origem 0 de T,% e raio e.

Definicao 1.4.5. Uma curva diferencidvel por partes é uma aplicacao continua
c¢: la,b] = X de um intervalo fechado [a,b] C R em 3 satisfazendo a sequinte condig¢io:
existe uma particio a = tog < t; < -+ < ty_1 < tp = b de [a,b] tal que as restrigoes

C

titica], © =0,...,k =1, sdo diferencidveis. Dizemos que c¢ liga os pontos c(a) e c(b).

Defini¢ao 1.4.6. Um segmento de geodésica v : [a,b] — 3 é chamado minimizante se
U(y) < (c), onde () indica o comprimento da curva e ¢ é qualquer curva diferencidvel

por partes ligando y(a) a v(b).

Definicao 1.4.7. Uma imersao f : X1 — Yo é geodésica em p € ¥, se para todo
n € (T,X1)* a seqgunda forma fundamental 11, é identicamente nula em p. A imersio f

¢ totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € 3.



Capitulo 1. Preliminares 28

Definicao 1.4.8. Um subconjunto C de uma variedade Riemanniana é chamado total-

mente convexo se para qualquer p,q € C e qualquer geodésica v de p a q tem-se v C C.

Definigao 1.4.9. Seja ¥ uma variedade Riemanniana. Um subconjunto S C ¥ é estri-
tamente convexo se para quaisquer dois pontos qi,qs do fecho S de S existe uma unica

geodésica minimizante v ligando q1 a qo cujo interior estd contido em S.

1.5 Homotopia; grupo fundamental

Durante esta segao, o simbolo [ significard o intervalo compacto [0, 1].

1.5.1 Homotopia

Definicao 1.5.1. Sejam M, N espacos topologicos. Duas aplicacoes continuas f,g : M —

N dizem-se homotoépicas quando existe uma aplicacao continua
H:MxI—N

tal que H(x,0) = f(z) e H(x,1) = g(x) para todo x € M. A aplicagio H chama-se entdo

homotopia entre f e g. Escreve-se, neste caso, H : f ~ g, ou simplesmente f ~ g.

Exemplo 1.5.1. Seja S™ C R*"™! q esfera unitdria n-dimensional. Dadas duas aplicagoes
continuas f,g: M — S™, se f(x) # —g(x) para todo x € M (isto €, se f(z) e g(x) nunca
s@o pontos antipodas) entio f ~ g. Com efeito, nestas condigoes vale (1—t) f(x)+tg(x) # 0
para todo t € I e todo x € M. Entdo obteremos uma homotopia H : M x I — S™, entre
f e g, definindo

(1 =) f(x) + tg(x)
(1 =) f(z) +tg(z)|

Proposigao 1.5.1. Sejam M, N espacos topoldgicos. A rela¢io de homotopia, f ~ g, é

H(z,t) =

uma equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de M em N.

As classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia sao chamadas classes
de homotopia: A classe de homotopia de uma aplicacdao continua f : M — N é indicada

pelo simbolo [f].

Definicao 1.5.2. Uma aplicagio continua f : M — N chama-se uma equivaléncia
homotépica quando existe g : N — M continua tal que go f ~ idy. Diz-se entdo que g
¢ um inverso homotopico de [ e que os espacos topologicos M e N tém o mesmo tipo

de homotopia. Escreveremos, neste caso, M = N ou f: M — N.

Definicao 1.5.3. Diz-se que um espago topologico M é contratil quando ele tem o mesmo

tipo de homotopia que um ponto.
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E possivel mostrar que R™ é contratil a um ponto arbitrdrio p, € R"; é suficiente
definir H(p,t) = po + (p — po)t. O mesmo argumento mostra que a bola B,.(0) = {p €

R"; |p| < r é contrério & origem 0.

Proposicao 1.5.2. M ¢é contrdtil se, e somente se, a aplicacao identidade id : M — M

¢ homotopica a uma aplicacao constante M — M.

1.5.2 O Grupo Fundamental

Veremos agora um caso especial do conceito geral de homotopia que sao as homo-
topias de caminhos fechados, isto é, de aplica¢oes continuas a : J — M, definidas num

intervalo compacto J = [sg, s1] com a(sg) = a(s1).

Como o intervalo I é contratil, todo caminho a : I — M ¢é homotdpico a uma
constante. Exigiremos que, durante a homotopia, os extremos do caminho sejam mantidos
fixos. Assim, consideraremos a fronteira 0/ = {0,1} do intervalo e as homotopias de

caminhos serao relativas ao subespago OI.

Definicao 1.5.4. Dizemos que a,b : I — M sdo caminhos homotdpicos quando
tivermos a ~ b (rel. I ). Abreviamos esta afirmagao com a nota¢io a = b. Assim, uma

homotopia H : a = b entre caminhos € uma aplicacao continua H : I x I — M tal que

H(s,0) = a(s), H(s,1) =b(s),
H(0,t) = a(0) = b(0),
H(1,t) = a(l) =0b(1),

quaisquer que sejam s,t € 1.

Defini¢ao 1.5.5. Sejam a,b: I — M dois caminhos em M com a(1) = b(0). Definimos
o caminho a x b por:

a(2t), se z€0,3],

b(2t — 1), se [:,1].

a*xb=

O conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) dos caminhos num espag¢o
topoldgico M, munido da lei de composi¢io acima definida, chama-se o grupdide fun-
damental de M.

Consideraremos pares do tipo (M, ), onde x¢ € M serd chamado o ponto bdsico
do espago topoldgico M. Os caminhos fechados a : (I,01) — (M, x() serao chamados

caminhos fechados com base mo ponto x.

O subconjunto m (M, zg) do grupéide fundamental, formado pela classe de ho-
motopia de caminhos fechados com base em x( constitui um grupo, chamado o grupo

fundamental do espaco M com base no ponto xg.
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A proposicao que sera vista a seguir sera diretamente usada na demonstragao do

nosso teorema principal.

Proposigao 1.5.3. O grupo fundamental do circulo S* é isomorfo ao grupo aditivo Z

dos inteiros.
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2 Resultados principais

Neste capitulo apresentamos os resultados principais desta dissertacao. Iniciamos
com as defini¢oes de catendide critico e disco equatorial plano. Posteriormente, apresen-
tamos outros resultados necessarios para a demonstracao do teorema principal para em
seguida demonstra-lo. Durante todo o capitulo o simbolo B? representara a bola unitéria

do espaco euclidiano R3.

2.1 O Disco Equatorial Plano e o Catendide Critico

Definicao 2.1.1. O disco equatorial plano ¢ definido como sendo a intersecio da

bola unitdria B®> com um plano contendo a origem.

BS

Fig. 1: O disco equatorial plano

Os discos equatoriais planos sdo as tunicas superficies com fronteira livre e totalmente
geodésicas em B3. Nitsche [11] mostrou que eles sdo de fato as tinicas superficies minimas

de fronteira livre imersas em B? que sdo homeomorfas a um disco.

Antes de iniciar a demonstragdo do Teorema de Nitsche, precisamos de alguns

resultados.

Definicao 2.1.2. Uma Superficie de Riemann Y ¢ uma 2-variedade diferencidvel

onde as composicoes como em 2 da Defini¢io (1.1.1) sdo todas holomorfas, com a iden-
tificacdo de R? = C.

Definicao 2.1.3. Sejam X1 e ¥s superficies de Riemann. Uma aplicacio ¢ : 31 — Yo €
dita holomorfa se y=' o p o T for holomorfa, para toda carta (x,U) de 31 e toda carta
(y,V) de Xo, com p(U) C V.
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Definicao 2.1.4. Sejam X1 e ¥y superficies de Riemann e ¢ : 31 — X9 holomorfa. Um
ponto p € ¥ é ponto de ramificagdo de p quando nao existe vizinhanga U de p tal

que @|y seja injetora.

Teorema 2.1.1 (Nitsche). Seja ¥ uma superficie minima de fronteira livre em B3. Se &

tem o tipo topologico do disco entao ¥ € um disco equatorial plano.

Demonstra¢io. Como 3 é minima, conforme Proposigao 2 p. 239 de [5], podemos supor
que a métrica em Y é dada por pardmetros isotérmicos (u,v), i.e., os termos da primeira

forma fundamental satisfazem
E(u,v) = G(u,v) e F(u,v)=0.

Podemos supor que ¥ é holomorfa e sem pontos de ramificacio em X (o fecho de X)
assim £ > 0 em X. Denotando os termos da segunda forma fundamental por e, f e g, da

equagao de Codazzi:

ey — fu efiz + f(rﬂ - Fh) - gF%l
Jo—Gu = 61&2 + f<F§2 - F%z) - gF%z

como F' =0 e E(u,v) = G(u,v) temos

=y Thogp
Il __1& 2 :1@
2 2R 2 2F
o que implica
e —fu =  EH (2.1)
fo—9u = —E.H,

onde H = ‘?—Eg ¢ a curvatura média de X. Em termos da variavel complexa z = u + v e
0 10 0
_ = _— = —
dz 2 \0u ov
0 1(0 w 0
_ = = _ 71—
0z 2\ou Ov)’
podemos escrever (2.1) da forma

o (3e-g-if) =] (22)

E importante notar que a equacio (2.2) nos diz que a funcio 3(e —g) —if é analitica
quando H é constante, em particular se > é minima. E conveniente neste ponto considerar

dos operadores diferenciais

a funcao

9(2) = (5le—9) =if ) = AG) +iB(:)
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Note que em termos de (u,v) temos

A(z) = ;(e — g9)(u* —v®) + 2fuv

B(z) = (e — guv — f(u? =)

Também sera conveniente introduzir coordenadas polares u = pcosf e v = psenf. Em

termos destas novas coordenadas temos que

E(p,0) = p*G(p,0) e F(p,0) =

Além disso, veja que
p, = cosbyp, + senbyp,
ppg = —senbp, + cosbp,
(2.3)
N, = cosON, + senON,
pNy = —sen@N, + cosfN,

onde ¢ denota o vetor posicao.

Podemos usar (2.3) para concluir que

B(z) = =p(No, ¢p)

Por outro lado, o fato da superficie ser de fronteira livre e que a fronteira da bola B3 ¢é
umbilica, temos que B(z) = 0 na fronteira da bola, de fato, se a superficie tem fronteira,

o vetor conormal v é tangente a ¥ e assim (N, v) = 0, derivando em 6 temos,

d
= @U\f’ vy = (Np,v) + (vg, N) = (Np, ¥p),

Pois, na fronteira, temos v = ¢. Se 3 tem o tipo topoldgico do disco e temos que B(z) é

0

uma fung¢ao harmonica que se anula na fronteira, segue-se que B(z) é identicamente nula.
Usando as equagoes de Cauchy-Riemann temos que A(z) ¢ constante, mas como A(z) = 0
para z = 0 tem-se que A(z) também é identicamente nula. Isto nos diz que X é totalmente

umbilica como ¥ é minima isso implica que ¥ é totalmente geodésica. O

Definicao 2.1.5. O catenoide critico é um anel minimo de fronteira livre mergulhado

em B3.
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B3

Fig. 2: O catendide critico

O catendide critico pode ser definido analiticamente como a imagem da aplicagdo conforme
@ (t,0) € [—tg, to] x S

s agcosh(t)cos(0)e; + agcosh(t)sen(f)es + agtes € R3
onde {ey, 3, 3} é alguma base ortonormal de R3. A constante ¢, é a tinica solugdo positiva
da equagao tsenh(t) = cosh(t), enquanto que ag = (tgcosh(ty))~'. Estas constantes sdo
escolhidas de tal maneira que a aplicagdo ¢ é conforme e a sua imagem é um pedago de
um catendide contido em B3, encontrando OB ortogonalmente, e cujo eixo de simetria é

a reta gerada pelo vetor es.

Tendo como suporte os resultados anteriores, enunciemos o teorema principal desta

dissertacao:

Teorema 2.1.2 (Ambrozio-Nunes). Seja ¥? uma superficie minima em B3. Assuma que

para todos os pontos x em 3,
|A*(z)(z, N(2))* < 2,
onde N(x) denota um vetor normal unitdrio no ponto x € ¥ e A denota a seqgunda forma
fundamental de 3. Entdo
i) |A?(x){x, N(2))2 =0 e X € o disco equatorial plano;
i) ou |A|2(p){p, N(p))? =2 em algum ponto p € X e X é o catendide critico.

A demonstragao do Teorema (2.1.2) serd formada pela juncao de Lemas e Propo-

sicoes que serao apresentados na proxima segao.

Recordando o resultado principal, dada a parametrizacao ¢ acima, calculemos a

segunda forma fundamental A e a funcao suporte (z, N)2.
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Inicialmente, calculemos A: Seja N o campo normal unitdrio dado por N(x)

A
ot A g
-1
apy Qo1 | e f E F
a2 Q22 f g PG

onde e = (pu, N), f = (v, N), g = (0o, N), E = (@1, 01), F = (01, p0) € G = {(pa, ©p)

Ver [5].

Portanto,
wr = agsenh(t)cos(f)e; + agsenh(t)sen(6)es + ages
(0)ey + agcosh(t)cos(0)es + Oes
Je1 + agcosh(t)sen(6)es + Oeg
wpg = —agcosh(t)cos(f)e; — agcosh(t)sen(f)es + Oes

o = —apsenh(t)sen(f)e; + agsenh(t)cos(d)es + Oes.
Pt Npg  cos() . sen(6) o senh(t)e
T e Age|  cosh(t) ' cosh(t) © cosh(t)

g = —apcosh(t)sen

i = agcosh(t)cos(0

Dessa forma, temos que

E ={p,p1) = {((agsenh(t)cos(0),agsenh(t)sen(0), ag),
(apsenh(t)cos(0), agsenh(t)sen(0), ap))

= ajcosh?(t)

F = {pi,09) = ((apsenh(t)cos(),agsenh(t)sen(h),ay),
(—agcosh(t)sen(0), agcosh(t)cos(6),0))
= 0

G = (g, 09) = ((—agcosh(t)sen(),agcosh(t)cos(h),0),
(—apcosh(t)sen(0), agcosh(t)cos(9),0))

= aicosh?(t)

1

e= (pu, Ny = ————((apcosh(t)cos(0),apcosh(t)sen(h),0),

cosh(t)
(cos(0), sen(0), —senh(t)))

= CLO

f={pw,N) = ((—apsenh(t)sen(0), agsenh(t)cos(#),0),

cosh(t)
(cos(0), sen(0), —senh(t)))

= 0
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1
= N p— _— JE—
g = (pee, N) cosh(t)<< agcosh(t)cos(0), —agcosh(t)sen(6),0),
(cos(0), sen(f), —senh(t)))
Assim, obtemos
1
_— 0
apcosh?(t
A | a 0 (t) B
agcosh?(t)
Calculemos |A]:
. 1 1
Temos que |A| = Sup{|AU|, S Sl} SeJam kl = —m (§] kQ = aocThQ(t) as

curvaturas principais. Determinar |A| é equivalente a achar o maximo da funcao f(z,y) =

kox + K1y com f|gi. Como S* é compacto esse maximo é sempre atingindo.

Usando o método do multiplicador de Lagrange, calculemos o valor maximo da

fungao f(x,y) = kox + kyy sujeita a restricao x? + y? = 1.
grad f = (kz, k1) = 2A(2,y),

logo
k2 k3 = 40% (2% 4 57) = 4\

ou seja, f assume o valor maximo quando

VR Vaeww V2

2 B 2 ~ 2agcosh?(t)
entao
ke V2 k1 V2
= — = — [ = — = ——
22 2 Y=o 2
Assim,

Al = b+ kyy = ——— (\/5)_1()<_ﬁ>: V3

agcosh?(t) \ 2 agcosh?(t 2 agcosh?(t)
e consequentemente
2
AP = —=
4 adcosh(t)
4] Al

e ky =

Em particular, k1 =

Por fim,

V2T

(x,N)? = <(aocosh( Jcos(0), agcosh(t)sen(h), apt),
( cos( Sen(Q) _ senh(t )>>2
cosh "cosh(t)’  cosh(t)
tsenh t)\?
%( “cosh(t)
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Em particular, para |t| < to,

|A]*(z, N)? = (cosh(t) — tsenh(t))* < 2. (2.4)

coshb(t)

Notemos que o valor méximo 2 em (2.4) é atingindo quando ¢ = 0, ou seja, sobre o circulo
definido pela interse¢ao do catendide critico e o plano que passa pela origem e é ortogonal

ao eixo de simetria do catendide.

2.1.1 Prova do Teorema de Ambrozio-Nunes

Esta secao sera dedicada a demonstracao do teorema principal.

Lema 2.1.1. Seja X2 uma superficie minima de fronteira livre em B*. Seja f a funcdo

definida por

Entao,

i) V¥f(x) =z para todo x € OX.
ii) Para cada x € 3, 0s autovalores de Hessy f(x) sao dados por

|A|(z)
L+ @ N(@)),

Demonstracio. Para provar i) basta notar que dado um campo tangente X

|Al(z)
- (z, N(x))

1

(V7). X) = X(r2)

= ;{(Vx$, x) + <$,Vxx)}

= (X, x).

Para x € ¥, temos V¥ f(x) = 27 onde ()T denota a projecio ortogonal sobre T,3. Desde
que X encontra 0B ortogonalmente ao longo de 0%, x € T,Y para todo x € X, e a

afirmagao i) segue.

Agora, provemos ii).
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Dado x € ¥, seja N um campo vetorial normal unitario em uma vizinhanca de x.
Para todo X,Y € T,3, temos:

Hess f(z)(X,Y) = XY(f)—VxY(f)
) — (2, VxY)

+ {2, VxY) — (z,VxY)
+ (z,-B(X,Y))
1

0
Calculando a matriz Hess f na base ortonormal que diagonaliza A: {8’ 8}’ isto é,
T1 i)
0 0
A(@@-) = aii%’ temos

. f(a a) 0, sei#j
ess
O;’ Ox; 1 —a;j(z,N(x)), sei=j

onde [a;;] = A, ou seja, dado

A:

k. 0
0 ky |

A]> = k2 + k2.

Temos

Como estamos supondo Y minima k? = k3. Dessa forma,

1Al
V2

Al

klZ— ﬁ

6/{32:

Em termos das curvaturas k; e ky a Hess f é dada por

Hess f = 1 — ky(z, N(z)) 0
0 1 — ko(x, N(x))
ou, equivalentemente,
1+ 4@ Ny 0
Hess f = V2 A
0 ) - Al@) (z, N(z))
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Dessa forma, concluimos que os autovalores de Hess f sao

_ A=)
V2

como queriamos. O

1

(x,N(z)) e 1+

Admitindo as hipéteses do Teorema principal, temos que a funcao f é convexa. De

A
fato, como |A[*(z, N)? < 2, temos 14l ()
V2

se, e somente se, sua forma quadratica hessiana é nao-negativa (Ver [8] p.78), segue que

(x, N(x))| < 1. Como uma funcio C? é convexa

a funcao f do Lema anterior é convexa.

Proposicao 2.1.1. Seja X2 uma superficie compacta minima de fronteira livre em B3,
Defina
C= {p €Xlpl = min|:17|}.

AP

Se |A]*(x, N)? <2 em X, entdo ocorre apenas um dos sequintes casos:

i) C contém apenas um ponto singular p € X\ 03, neste caso ¥ deve ser o disco

equatorial plano;

it) ou C € uma geodésica fechada simples em ¥\ 0% e ¥ é homeomorfo a um anel.

Demonstragio. Seja f : ¥ — R definida como no Lema anterior. Afirmamos que C é
um subconjunto totalmente convexo de Y. Recordemos que um subconjunto C' de uma
variedade Riemanniana (M™, g) é totalmente convexo quando qualquer geodésica em M
que liga dois pontos de C' esta contida em C'. De fato, dados dois pontos p,q € C, seja
v :[0,1] — ¥ uma geodésica tal que y(0) = p e 7(1) = ¢. Pelo item ii) do Lema (2.1.1)
a condicdo geométrica |A[*(z, N)? < 2 em X é equivalente a Hess s f > 0 em X. Dessa
forma, (f o~v)” > 0 para todo t € [0, 1], isto é, f o é convexa em [0, 1]. Pela defini¢ao de
C, como f o~ atinge seu minimo em t =0 e ¢t = 1, entao f o~y é constante. Concluimos

que (f o7)(t) = ming f, ou seja, o conjunto dos pontos criticos de f coincide com C.

Dado que ¥ encontra 0B ortogonalmente, a curvatura geodésica k, de 90X em ¥,
calculada com respeito ao conormal unitario que aponta para fora é dada por

ky = —<‘g,y> _ <T, C;f> — (T, T) =1, (2.5)

onde ¢ : ¥ — B? é uma imersdo e usamos o fato de que (v, T) = 0 e v = ¢. Entao k, = 1.
Em particular, 9% é estritamente convexa em Y. Isto implica que para todo p, ¢ € ¥ existe
uma geodésica minimizante em Y passando por p e q. Portanto, o conjunto totalmente
convexo C é conexo. Também, C estd contido no interior de X, porque o gradiente de f é

nao nulo em 0% e aponta para fora, pelo Lema (2.1.1) item i).
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Agora iremos supor que C contém apenas um ponto p € £\0%. Seja [a] € m1 (2, p).
Assumiremos que [«] é uma classe de homotopia nao trivial. Dado que 9% é estritamente
convexa, podemos encontrar um loop geodésico v : [0,1] — X, v(0) = (1) = p, tal que
v € |a]. Dado que C é totalmente convexo, ([0, 1]) C C. Mas, C = {p} e [a] é nao trivial
o que é uma contradicdo. Entao ¥ é homeomorfo a um disco. Pelo Teorema de Nitsche,

> é o disco equatorial plano.

Finalmente, suponha que C nao consiste de apenas um ponto singular. Por Nits-
che resulta que ¥ nao pode ser homeomorfa a um disco. Seja p € C e seja [a] € w1 (X, p)
uma classe de homotopia nao trivial. Como acima, dado que 0% é estritamente convexo,
encontramos um loop geodésico v : [0,1] — X, v(0) = (1), tal que v € [a]. Afirmamos
que 7'(0) = +/(1), v([0,1]) é uma curva simples e fechada e C = 7([0, 1]). De fato, se
7' (0) # ~/(1), entao pelo fato de que C é totalmente convexa, é possivel juntar pontos em
v, conforme Fig. 3, proximos a p por geodésicas minimizantes e encontrar um conjunto
aberto U C C, isto é uma contradicao com o fato de X ser minima pois teriamos um

pedaco da esfera.

Y'(0) Y (D

Fig. 3: Curva v

Por razoes semelhantes, 7 tem de ser simples e C = ([0, 1]). Portanto C é uma
geodésica simples e fechada. O argumento acima também mostra que qualquer loop geo-
désico em p deve esté contida em C. Concluimos que 7 (X, p) = Z, isto é, 3 é homeomorfo

a um anel. N

O seguinte corolario é consequéncia direta da proposicao acima.

Corolério 2.1.1. Seja X% uma superficie minima de fronteira livre em B3. Se |A|*(z, N)? <

2 em X, entdo ¥ € o disco equatorial plano.

Demonstragio. Se |A]*(x, N)? < 2, pelo item ii) do Lema (2.1.1), segue que a funcao f
definida na Proposicao (2.1.1) é estritamente convexa, isto é, Hess f > 0 em X. Pelo item
i) do mesmo Lema, f atinge seu valor minimo no interior de ¥. Pela convexidade estrita
de f, o conjunto de minimo contém um ponto singular. Entao, pela Proposigao (2.1.1)

implica que ¥ é o disco equatorial plano. O]
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Para finalizar a prova do resultado principal, analisaremos a situacao onde a funcao

|A|*(z, N)? atinge o valor méximo 2 em algum ponto de X.

Proposicao 2.1.2. Seja X2 uma superficie minima compacta de fronteira livre em B3,
Se |A*(z, N)?> <2 em X e |A]*(p){(p, N(p))? = 2 em algum ponto p € 3, entdo . é um

catenoide critico.

Demonstragio. Seja f : ¥ — R e C definida como no Lema (2.1.1) e Proposicao (2.1.1)
respectivamente. Dado que |A|*(p){p, N(p))?> = 2 em algum ponto p € 3, a superficie &
nao pode ser homeomorfa a um disco, pois neste caso seria totalmente geodésico como uma
consequéncia do Teorema de Nitsche. Entao pela Proposigao (2.1.1), ¥ é homeomorfo a
um anel e C é uma geodésica simples e fechada v onde podemos admitir que 7 : [0, (] — X
é parametrizada pelo comprimento de arco em X\0X. Em particular, infyf > 0. Seja
R > 0 dado por R?/2 = infyf e seja Sg C R?® a esfera de raio R centrada na origem.
Afirmamos que v é um grande circulo na esfera Sg. De fato, por definicio de R, temos
que ¥ C {z € R? : |z] > R} e ¥ N Sk = 7([0,4]). Isto implica que T X = Ty(5)Skr
para todo s € [0, ¢]. Dado que v é uma geodésica de ¥, concluimos que v é também uma

geodésica de Sg, isto é, v é um grande circulo de Skg.

E

Fig. 4

Se e3 denota um vetor unitdrio em R? que é ortogonal ao plano contendo o grande

circulo v, entdo {7/(s),es} ¢ uma base ortonormal de T3 para todo s € [0, £].

Seja u(z) = (x A N(z),e3), * € 3, onde A denota o produto vetorial em R3. A
funcao u ¢é a infinitesimal normal de variacao de ¥ por rotagdao ao redor do eixo es. De
fato, a variagao de ¥ por rotagoes ao redor do eixo ez é dada por (z1cos 0 — xesen)e; +

(x1sen 0 + zocos )es + x3e3 onde x = (x1, 29, x3).

A variacao infinitesimal é dada por

(—x1sen O — xocos B)ey + (r1c0s 0 — xo5en 0)es + Oeg
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aplicada em zero, isto é,

—X9€1 + 169 + 063.

Logo a variac¢ao infinitesimal normal de ¥ por rotacao ao redor do eixo e3 é dada por:
((—x2,21,0), (N1, Nay N3)) = =22 N1 + 21 No
onde N = (Nl,NQ, Ng)
Por outro lado, u = (x A N(z), e3) pode ser vista por

= <.2? VAN N(.CE), 63> = <(332N3 — Z’3N2, .2?3N1 — $1N3,$1N2 — $2N1), (0, 0, 1))
= l'lNQ — .TQNl.

Logo segue o resultado.

Temos que u é uma fungao Jacobi de ¥ (Ver p.25), isto é,

9]
Asu+|APu=0 em X, e 8—u—u em 0X.
v

Além disso, u é identicamente nula se e s6 se ¥ é uma superficie de revolu¢ao ao redor do

eixo esz. De fato,

Se Y é uma superficie de revolucao, podemos representar x € > por

x = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v))

considerando a rotacao da curva (f(v),0,g(v)) ao redor do eixo e3. Portanto o vetor

normal unitario sera

N - 9 Weos —g (v)sen KON

\/9/2( f/2 \/912 f/2 \/9/2 f/2 )

Logo

(x AN,es) = x1Ny — 29N, =

_ cos u '(v)senu senuf —= "(v)cosu _
= /) <\/g/2g f’Q )) Jw) (\/9/29 f’2 )) 0

Para a volta provemos que se z1 Ny — 29 N7 = 0, entao ¥ é uma superficie de revolucao,

para isto provemos que a interse¢ao de Y com a esfera que possui eixo de rotagdo ez € um

circulo.

Seja S uma esfera de raio r descrita por (r sen ¢ cos 0,1 sen ¢ sen 8, cos ¢) tal que
0 € [0,2m) e ¢ € [0, 7]. Observemos que se 1Ny — x2N; = 0, entdo o vetor posigao esté
contido no plano gerado por {ej, es}, logo x € ¥ NS é tal que rcosp = 0, isto é ¢ = g
Dessa forma

x = (rcosf,rsend,0)
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ou seja, a intersecao de ¥ com esferas centrada na origem que possuem o eixo ez de rotacao

sao circulos, logo ¥ é uma superficie de revolucao.

Claramente ([0, /]) estd contida em u~'(0) o que implica imediatamente que
du(vy(s))v'(s) = 0 para todo s € [0,¢]. Em outras palavras, como 7/(s) é uma dire¢ao
principal de 3 em ~(s), entao é a direcao ortonormal es € T )X. Entao, dN,es é

paralelo a e3 e

du(y(s))es = (ea A N(1(5)). e3) + (v(s) A dN,yes, es) = 0.

O argumento acima mostrou que cada ponto no circulo C, que esté contido em u~1(0), é
um ponto critico de u. Mas isto implica que u ¢ identicamente nula em Y. De fato, se isto
nao fosse verdade, o conjunto nodal u~*(0) da fungdo Jacobi u nao estaria contido em um

ponto critico isolado, pelo resultado devido a S.Y. Cheng isto seria uma contradigao.

Entao, ¥ é um anel minimo de fronteira livre de revolucao ao redor do eixo ez em

B3. Em outras palavras, ¥ é um catendide critico. O

Dessa forma concluimos a demonstracao do Teorema Principal.
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3 Apéndice

Primeira variacao da Area

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com fronteira M. Seja X um campo

de vetores normais ao longo de M que aponta para fora.

Seja X" uma variedade com fronteira tal que ¥ é imersa em M de tal maneira
que 0¥ esta contida em OM. O vetor conormal de 0% que aponta para fora de ¥ sera
denotado por v. Dado N um campo de vetores normal e unitario em 3, a segunda forma
fundamental é o tensor simétrico B em ¥ dado por B(U, W) = ¢g(VyN, W) para cada
U, W tangente em . A curvatura média H é o traco de B. X é chamada minima quando

H =0 em X e de fronteira livre quando v = X em 0.

Consideraremos variagoes de ¥ dada pela aplicagao suave f : X X (—¢,€) — M tal
que, para cada t € (—¢,€), a aplica¢do f; : ¢ € X +— f(x,t) € M é uma imersao de ¥ em
M é uma imersao de ¥ em M tal que f;(0X) estd contida em OM.

O subscrito t serd usado para denotar quantidades associadas a ¥; = f;(2). Por
exemplo, NV; denotarda um campo vetorial unitario normal a >; e H; denotara a curvatura

média de ;.

Sejam !, ..., 2" as coordenadas locas de X. Denotaremos
af 0
T ot ¢ ox?

0; é chamado de campo vetorial variacional e é decomposto em uma parte tangente

e outra normal:
8,5 = 6T + UtNt,

onde vy é uma fungao em ¥, definida por v, = g(9;, Ny).

Inicialmente olharemos para a variagao do tensor métrico g;; = ¢(0;, 0;):

Proposicao 3.0.1.

Oigi; = 9(Va,01,05) + g(0s, Vo, 0y),
Og”? = —2¢"¢"'9(V,01,0,).

Demonstragio. A primeira equagao decorre do fato de [0y, 0;] = 0 juntamente com a si-
metria da conexao [0, 0;] = Vy,0; — V04, ou seja, g([0;, 0;],0;) = 0. Logo,
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atgij - g(vﬁtai’ aj) + g(aﬂ vataj)
= 9(Vy,0:,0;) + 9(0;, Vo, 0;).
A segunda parte segue da diferencial de ¢ gy, = J;. O
Da bem conhecida férmula da derivada do determinante,
(det U)" = det U tr(U")
tém-se:
Proposic¢io 3.0.2. (A primeira Variacdo da Area)
d 0
£|Zt| = /;H{UtdAt ‘I— /8E g(Vt, 8{)st
Demonstracao. Observemos que
1 ..
Opy/det [gi;] = 59" 9195/ det [gi]
= 979(Vo,0;,0;) /det [g;;]
= (99(V5,0/,0;) + g7 g(VoiNi, 9;)v,)1/ det [gi;]
= (divgtatT + Htvt) det [gz]]
A primeira férmula de variagao da area segue. O



[10]
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