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RESUMO 

O uso de sistemas computacionais para resolução de problemas de engenharia é prática cada 

vez mais presente nos escritórios de projeto. O Método dos Elementos Finitos é uma das 

técnicas numéricas utilizadas em muitos desses sistemas, a exemplo do DOOLINES, um 

framework desenvolvido em linguagem orientada a objetos, que possibilita a análise 

dinâmica, no domínio do tempo, de linhas de ancoragem e risers. No DOOLINES, até então, 

as linhas de ancoragem e os risers eram discretizados em elementos finitos unidimensionais 

que utilizam uma formulação simplificada com seis graus de liberdade (translacionais) por 

elemento, com a consideração apenas das rigidezes axial e à flexão, quando desejável, sendo 

essa de maneira indireta. Neste trabalho, incorpora-se à estrutura de classes do DOOLINES 

um novo tipo de elemento com formulação completa de viga que utiliza a teoria corrotacional, 

com doze graus de liberdade (translacionais e rotacionais) por elemento, capaz de representar 

diretamente as rigidezes axial, à flexão e à torção. Em ambas as formulações considera-se a 

matriz de massa concentrada, onde se faz um estudo comparativo desses elementos no que se 

referem à qualidade da resposta e ao tempo de processamento necessário para simulação. 

Palavras-chave: Linhas de ancoragem e risers. Dinâmica da estrutura. Método dos 

elementos finitos. Elemento com massa concentrada. Formulação corrotacional. 

  



 

ABSTRACT 

The use of computational systems to solve engineering problems is increasingly present 

practical in the design offices. The Finite Element Method is one of the numerical techniques 

used in many of these systems, like the DOOLINES, a framework developed in object-

oriented language, that allows a time domain dynamic analysis of the mooring lines and 

risers. In DOOLINES, until this work, the mooring lines and risers were discretized in one-

dimensional finite elements using a simplified formulation with six degrees of freedom 

(translational) element, with the consideration of only the axial and bending stiffness, when 

desirable, being this indirectly. This work incorporates into the DOOLINES class structure a 

new complete formulation element type that uses the co-rotational theory, with twelve degrees 

of freedom (translational and rotational) element, able to represent the axial, bending and 

torsional stiffness. The lumped-mass matrix is used in both formulations. This paper makes a 

comparative study of these elements about the quality of the response and the time required 

for simulation. 

Keywords: Mooring lines and risers. Structural dynamics. Finite element method. Lumped-

mass element. Co-rotational formulation. 
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1 INTRODUÇÃO 

Elementos estruturais classificados como barras, onde uma de suas dimensões, a do eixo, se 

sobressai em relação às outras duas, da seção transversal, podem ser encontrados nos mais 

variados arranjos estruturais nas diversas áreas da engenharia, como no sistema viga-pilar de 

estruturas prediais, em cabos de pontes estaiadas, nas barras de torres de transmissão de 

energia, assim como em linhas de ancoragem e nos risers de sistemas offshore. As linhas de 

ancoragem têm a função de amarração das unidades flutuantes (plataformas e embarcações) e 

os risers são dutos que conduzem o óleo do poço, no solo marinho, até a superfície onde se 

encontram essas unidades flutuantes. 

O desenvolvimento de softwares de engenharia voltados para a indústria do petróleo tem 

crescido nos últimos anos, a exemplo do DOOLINES (Dynamics Of Offshore LINES) 

(SILVEIRA et al., 2012), um sistema computacional para análise dinâmica, no domínio do 

tempo, de linhas de ancoragem e risers, concebido por Ferreira (2005) em sua dissertação de 

mestrado, no Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil (PPGEC), do Centro de 

Tecnologia (CTEC), da Universidade Federal de Alagoas (UFAL).  

A história desse sistema inicia-se com Silveira (2001), em sua tese de doutorado, no Programa 

de Pós-Graduação em Engenharia Civil, da Pontifícia Universidade Católica do Rio de 

Janeiro (PUC-Rio), que propôs um sistema integrado para análise dinâmica não linear de 

linhas de ancoragem e risers, através do qual foram disponibilizados recursos de pré-

processamento, análise numérica interativa-adaptativa e de pós-processamento. Por entender 

que o núcleo principal do módulo de análise desse sistema poderia ser incorporado em outros 

sistemas computacionais que envolvessem esse tipo de análise, esse foi posteriormente 

reformulado para um framework em linguagem orientada a objetos por Ferreira (2005), 

possuindo a capacidade de reuso, extensão e manutenção. 

Para simulação de linhas de ancoragem ou risers utilizando o DOOLINES, a etapa inicial 

consiste na modelagem numérica de todo o cenário offshore e domínio do problema. No caso 

específico, as linhas de ancoragem e os risers são discretizados em elementos finitos 

unidimensionais, pois esse simulador utiliza o Método dos Elementos Finitos (MEF) para 

discretização espacial das equações diferenciais governantes. 
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Nesse cenário, modelam-se numericamente a reação do solo marinho, a influência da corrente 

marítima, o peso próprio das linhas de ancoragem e dos risers, a influência da onda oceânica 

e prescrições de movimentos induzidos, por exemplo, por embarcações e fundações. Até 

então, na discretização das linhas de ancoragem e dos risers era utilizado um elemento de 

treliça espacial com três graus de liberdade translacionais em cada nó e que incorpora 

indiretamente a rigidez à flexão (ESCARPINI FILHO e LAGES, 2007), a exemplo do que foi 

proposto por Ghadimi (1988). 

1.1 Motivação 

No cenário da engenharia offshore, configurações não planas das linhas de ancoragem e dos 

risers podem ser mobilizadas, por exemplo, na presença de correntes marítimas com direções 

variadas ao longo da profundidade, bem como na presença de forças hidrodinâmicas geradas 

por ondas, principalmente nos casos de estruturas próximas à superfície da água, como é caso 

dos mangotes. Para essas configurações não planas, e até mesmo pelas condições de 

engastamento dos risers a unidades flutuantes, quando a seção estrutural do elemento 

apresenta rigidez à torção não desprezível, o correspondente esforço de torção pode se 

manifestar de maneira significativa, sendo necessária a sua consideração nas simulações dos 

modelos associados às mesmas.  

Como esse efeito ainda não é considerado no elemento simplificado disponível no framework 

DOOLINES, investe-se no desenvolvimento de um elemento de viga que atende a essa 

demanda, além de permitir a análise de configurações que envolvam o engastamento da 

estrutura, como pode acontecer na conexão dos risers com as unidades flutuantes. 

1.2 Revisão Bibliográfica 

O DOOLINES utiliza o Método dos Elementos Finitos (MEF) na discretização espacial do 

objeto estrutural de análise. Existem formulações completas em MEF que consideram a flexão 

e a torção em uma estrutura tridimensional. Segundo Chai et al. (2002), Seyed et al. (1987) 

usaram 12 graus de liberdade na análise de um elemento de viga e O’Brien et al. (1992) 

utilizaram 14 graus em um elemento híbrido, requerendo, para ambos os casos, significativos 

esforço computacional e armazenamento de memória. 
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Estruturas esbeltas sujeitas a fenômenos de instabilidade se comportam, em sua maioria, 

elasticamente, de modo que ocorrem apenas não linearidades geométricas (grandes 

deslocamentos e rotações, acompanhadas por pequenas deformações), o que permite admitir 

hipóteses simplificadoras de que as deformações sejam pequenas ou mesmo infinitesimais, 

usualmente dentro do regime elástico. 

Com essa simplificação, vários benefícios são conseguidos na construção dos modelos de 

elementos finitos para análise de instabilidade. Um deles consiste em separar a resposta 

deformacional dos movimentos de corpo rígido. Dentre as formulações existentes, a 

corrotacional, utilizada na análise geometricamente não linear, é baseada nessa separação 

(MENIN, 2006). 

Em análises geometricamente não lineares utilizando MEF, três diferentes tipos de descrições 

cinemáticas têm sido amplamente utilizadas, a Lagrangeana Total (LT), a Lagrangeana 

Atualizada (LA) e a Corrotacional (CR). 

Segundo Felippa (2001), na descrição LT as equações do MEF são formuladas em relação a 

uma configuração de referência fixa, em geral, a própria configuração inicial assumida pela 

estrutura. Porém, em casos especiais, pode-se escolher uma configuração de base, que não é 

efetivamente assumida pela estrutura. 

Na descrição LA, a configuração de referência é mantida fixa durante o processo iterativo, 

dentro de um mesmo passo de carga e, uma vez atingido o equilíbrio, todas as tensões e 

deformações da estrutura passam a ser definidas em função da nova configuração de 

equilíbrio (MENIN, 2006). 

Na descrição CR, as equações do MEF de cada um dos elementos são definidas em relação a 

dois sistemas distintos: uma configuração de base, que permanece fixa ao longo de toda a 

análise, semelhante à LT, sendo utilizada para medir os deslocamentos de corpo rígido e uma 

configuração corrotacional que acompanha cada um dos elementos, a partir da qual são 

obtidos, exclusivamente, os deslocamentos deformacionais, em função dos quais são 

definidas as tensões e deformações (MENIN, 2006). Normalmente o sistema fixo é o mesmo 

para todos os elementos, já o corrotacional varia de elemento para elemento (FELIPPA, 

2001). 
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Wempner (1969) introduziu inicialmente o conceito da descrição cinemática corrotacional e 

desenvolveu uma formulação para o estudo de cascas submetidas a pequenas deformações e 

grandes deslocamentos. Já Belytschko e Hsieh (1973) estudaram elementos finitos de viga 

submetidos a grandes rotações e propuseram um método baseado em um sistema de 

coordenadas curvilíneas denominado convected coordinates. 

A teoria corrotacional vem se desenvolvendo desde então. Fraeijs de Veubeke (1976) 

desenvolveu uma formulação voltada para a solução analítica do problema utilizando um 

único sistema de eixo corrotacional, denominada shadow element. Rankin e Brogan (1986) 

introduziram a formulação EICR (Element Independent Corotational Formulation), que foi 

posteriormente refinada por Rankin e Nour-Omid (1988) e por Nour-Omid e Rankin (1991) 

(MENIN, 2006). 

Em contrapartida aos elementos com formulação completa, o uso de elementos com massa 

concentrada tem sido adotado por muitos pesquisadores no estudo de problemas com linhas 

de ancoragem e risers. Walton e Polachek (1960) analisaram as forças nas linhas de 

ancoragem que eram utilizadas em navios para testes de explosão nuclear utilizando uma 

análise bidimensional. Nakajima et al. (1982) utilizaram um sistema de massas concentradas e 

molas lineares sem massa, considerando as não linearidades do amortecimento viscoso nas 

linhas de ancoragem. Van den Boom et al. (1987) analisaram linhas de ancoragem realizando 

uma análise tridimensional. Ghadimi (1988) desenvolveu um elemento com 3 graus de 

liberdade por nó que incorpora a rigidez à flexão de forma indireta. Chen e Wang (1991) 

consideraram a ação de fluido interno no riser. 

Chai et al. (2002) desenvolveram um elemento para resolver o problema de riser em catenária 

com a combinação de rigidezes à flexão e à torção e a interação com o solo irregular, com 

uma formulação que usava 3 graus de liberdade translacionais e uma variável de torque 

independente.  

Recentemente, Barnes et al. (2013) desenvolveram um elemento que usa somente 3 graus de 

liberdade translacionais por nó e que considera torção e flexão para o cálculo de estruturas 

tridimensionais curvas. 
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1.3 Objetivos 

Desde a reformulação do DOOLINES para framework, apresentada por Ferreira (2005), 

várias funcionalidades têm sido incorporadas com o objetivo de torná-lo mais robusto. Nesse 

contexto, este trabalho tem o objetivo geral de estender a estrutura de classes do DOOLINES 

para disponibilizar um elemento que incorpore, também, a rigidez à torção. Inicialmente, 

investiga-se a possibilidade de extensão do elemento preexistente, que já considera as 

rigidezes axial e à flexão, incorporando, também indiretamente, a rigidez à torção, em uma 

estratégia semelhante à proposta recentemente por Barnes et al. (2013). No entanto, após uma 

análise crítica dessa extensão, buscou-se uma alternativa através do estudo de uma formulação 

de elementos finitos que utiliza a teoria corrotacional para um elemento de viga, 

implementando-a no framework DOOLINES e realizando testes comparativos com o 

elemento finito existente para verificação da formulação aplicada. 

Também como objetivo deste trabalho, tem-se o registro das atualizações ocorridas no 

DOOLINES desde sua reformulação em framework por Ferreira (2005). No Apêndice A, faz-

se uma descrição geral do DOOLINES, além de uma explicação das atualizações, ressaltando 

onde essas funcionalidades estão incorporadas e o que havia anteriormente à sua criação. 

1.4 Estrutura do Trabalho 

A seguir, apresenta-se um resumo dos próximos capítulos deste trabalho: 

O Capítulo 2 apresenta a descrição do elemento especial de treliça BTruss existente no 

DOOLINES, um elemento finito que incorpora de maneira indireta a rigidez à flexão. 

Inicialmente mostram-se as equações diferenciais de equilíbrio que regem o problema, em 

seguida, apresentam-se algumas simplificações utilizadas. Apresenta-se, também, um 

aperfeiçoamento desse elemento que adiciona a rigidez à torção. Finaliza-se o Capítulo 2 com 

a aplicação do elemento BTruss em dois exemplos que simulam risers. 

No Capítulo 3 é apresentada a formulação corrotacional para um elemento finito de viga, onde 

os esforços internos são deduzidos. Para viabilizar a análise dinâmica no DOOLINES, deduz-

se a matriz de massa concentrada utilizada. Apresentam-se, também, as interferências feitas 

no código computacional DOOLINES para incorporação desse elemento, assim como testes 

para verificação da formulação. 
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O Capítulo 4 apresenta a comparação entre os dois tipos de elementos. Como comparação, 

analisam-se a convergência e o custo computacional, sendo explorados exemplos que tratam 

da análise de viga e da análise de um riser submerso. 

No Capítulo 5 são abordadas as considerações finais do trabalho, onde se faz um resumo dos 

resultados obtidos com o desenvolvimento do novo elemento e apresentam-se sugestões para 

trabalhos futuros. 

Além da listagem das Referências, apresenta-se ainda o Apêndice A, com o objetivo de 

atualizar o registro do DOOLINES como ambiente de desenvolvimento de dissertações no 

Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil (PPGEC), do Centro de Tecnologia 

(CTEC), da Universidade Federal de Alagoas (UFAL), fazendo-se uma descrição geral desse 

framework, além de uma explicação das novas funcionalidades, ressaltando onde essas estão 

incorporadas e o que havia anteriormente à sua criação. 

Apresenta-se, também, o Apêndice B, onde é mostrado o algoritmo de Spurrier, que consiste 

em um roteiro de cálculo da rotação de um sistema de eixos, utilizado na implementação 

computacional desenvolvida no Capítulo 3. 

  



26 

 

2 ELEMENTOS DE TRELIÇA COM INCORPORAÇÃO DAS RIGIDEZES À 

FLEXÃO E À TORÇÃO 

Baseado no modelo proposto por Ghadimi (1988), Escarpini Filho e Lages (2007) 

desenvolveram um módulo computacional em MATLAB utilizando um elemento de massa 

concentrada que incorpora, de maneira simplificada, a rigidez à flexão. Segundo Escarpini 

Filho e Lages (2007), esse elemento contrapõe-se ao emprego de elementos de viga, que 

requer um armazenamento significativo da memória assim como um esforço computacional 

elevado. No DOOLINES esse módulo denomina-se BTruss, que substitui o elemento 

Truss inicialmente implementado, que consistia em um elemento clássico de treliça de 

massa concentrada e que considerava somente a rigidez axial. 

Neste capítulo, apresentam-se as equações diferenciais de equilíbrio de elementos unifilares 

que possibilitam formular, de maneira simplificada, elementos finitos que permitem 

incorporar rigidezes, além da axial, trabalhando-se apenas com graus de liberdade 

translacionais. 

Revisa-se a formulação do elemento BTruss, já existente, além da tentativa de 

desenvolvimento de uma expansão desse elemento, visando-se incorporar a rigidez à torção. 

2.1 Equações Diferenciais de Equilíbrio 

A Figura 1 mostra um pequeno segmento deformado de comprimento ∆𝑠, representativo de 

um elemento estrutural unifilar, originalmente retilíneo em sua configuração indeformada, a 

exemplo de riser, assim como os eixos das ações internas atuantes nas seções extremas desse 

segmento. Esses esforços internos solicitantes são definidos segundo as direções do triedro de 

Frenet (KREYSZIG, 2010), tais que �̂� é o vetor tangente unitário, �̂� é o vetor normal principal 

e �̂� é o vetor binormal. 
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Figura 1 - Segmento de um riser com os eixos de ações das forças 

 

Fonte: Autor (2014) 

As ações internas atuantes na seção inicial, de coordenada de comprimento de arco 𝑠, são: 

 �⃗� 𝑠 = −𝑁�̂� + 𝑄𝑛�̂� + 𝑄𝑏�̂� ( 2.1 ) 

 �⃗⃗� 𝑠 = −𝑇�̂� + 𝑀�̂� ( 2.2 ) 

onde �⃗� 𝑠 e �⃗⃗� 𝑠 representam, respectivamente, a força interna e o momento interno resultante 

nessa seção. Os componentes dessas ações internas são tais que 𝑁 é o esforço normal, 𝑄𝑛 e 

𝑄𝑏 são esforços cortantes, 𝑇 é o momento torsor e 𝑀 é o momento fletor. Como o elemento 

indeformado é considerado retilíneo e como qualquer eixo centroidal da seção transversal é 

principal de inércia, por ser considerada seção transversal circular, só se tem momento fletor 

na direção binormal da configuração deformada. 

Na seção final, de coordenada de comprimento de arco 𝑠 + ∆𝑠, essas ações internas são dadas 

por: 

�⃗� 𝑠+∆𝑠 = (𝑁 + ∆𝑁)(�̂� + ∆�̂�) − (𝑄𝑛 + ∆𝑄𝑛)(�̂� + ∆�̂�) − (𝑄𝑏 + ∆𝑄𝑏)(�̂� + ∆�̂�) ( 2.3 ) 

�⃗⃗� 𝑠+∆𝑠 = (𝑇 + ∆𝑇)(�̂� + ∆�̂�) − (𝑀 + ∆𝑀)(�̂� + ∆�̂�) ( 2.4 ) 
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onde �⃗� 𝑠+∆𝑠 representa a força interna resultante na seção final, �⃗⃗� 𝑠+∆𝑠 o momento interno 

resultante na seção final, ∆𝑁 o incremento do esforço normal, ∆𝑄𝑛 o incremento do esforço 

cortante na direção normal principal, ∆𝑄𝑏 o incremento do esforço cortante na direção 

binormal, ∆𝑇 o incremento do momento torsor e ∆𝑀 o incremento do momento fletor. Os 

incrementos dos versores do triedro de Frenet nesta seção final são dados por ∆�̂�, ∆�̂� e ∆�̂�, 

respectivamente nas direções tangente, normal principal e binormal. 

No diagrama de corpo livre associado a esse segmento, forças distribuídas atuam ao longo do 

comprimento do segmento, a exemplo da força de arrasto e do peso submerso. No entanto, 

como o objetivo aqui é determinar as equações de equilíbrio à rotação, essas ações são 

consideradas termos de ordem superior, por conta da magnitude de suas resultantes e os 

respectivos braços de alavanca estarem associados ao valor de ∆𝑠, sendo desprezadas.  

Ainda em relação às equações de equilíbrio à rotação, os momentos inerciais distribuídos 

devidos à flexão e à torção também são considerados desprezíveis, possibilitando formular 

simplificadamente elementos finitos com as respectivas rigidezes através do acompanhamento 

apenas de graus de liberdade translacionais. 

Impondo-se o equilíbrio de momentos em relação à seção final do segmento da barra, tem-se: 

�⃗⃗� 𝑠 + �⃗⃗� 𝑠+∆𝑠 − ∆𝑟 × �⃗� 𝑠 = 0⃗  ( 2.5 ) 

ou ainda 

−𝑇 �̂� + 𝑀 �̂� + (𝑇 + ∆𝑇)(�̂� + ∆�̂�) − (𝑀 + ∆𝑀)(�̂� + ∆�̂�) − ∆𝑟 × �⃗� 𝑠 = 0⃗  ( 2.6 ) 

onde ∆𝑟  é o vetor diferença entre as posições das seções final 𝑟 (𝑠 + ∆𝑠) e inicial 𝑟 (𝑠). 

Simplificando e desprezando os termos de ordem superior obtém-se 

 ∆𝑇 �̂� + 𝑇 ∆�̂� − ∆𝑀 �̂� − 𝑀 ∆�̂� − ∆𝑟 × �⃗� 𝑠 = 0⃗  ( 2.7 ) 

Sabendo-se que 

 ∆𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑠
∆𝑠 ( 2.8 ) 

onde 𝑓 é uma variável escalar ou vetorial qualquer, obtém-se 
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 𝑇,𝑠 ∆𝑠 �̂� + 𝑇 �̂�,𝑠 ∆𝑠 − 𝑀,𝑠 ∆𝑠 �̂� − 𝑀 �̂�,𝑠 ∆𝑠 − ∆𝑟 × �⃗� 𝑠 = 0⃗  ( 2.9 ) 

ou 

 (𝑇 �̂� − 𝑀 �̂�)
,𝑠
∆𝑠 − ∆𝑟 × �⃗� 𝑠 = 0⃗  ( 2.10 ) 

ou 

 
(𝑇 �̂� − 𝑀 �̂�)

,𝑠
−
∆𝑟 

∆𝑠
× �⃗� 𝑠 = 0⃗  

( 2.11 ) 

No limite, quando ∆𝑠 → 0, tem-se 

 (𝑇 �̂� − 𝑀 �̂�)
,𝑠
− �̂� × �⃗� 𝑠 = 0⃗  ( 2.12 ) 

Substituindo-se �⃗� 𝑠 em função de seus componentes tem-se 

 (𝑇 �̂� − 𝑀 �̂�)
,𝑠
− �̂� × (−𝑁 �̂� + 𝑄𝑛 �̂� + 𝑄𝑏 �̂�) = 0⃗  ( 2.13 ) 

ou 

 (𝑇 �̂� − 𝑀 �̂�)
,𝑠
− �̂� × (𝑄𝑛 �̂� + 𝑄𝑏 �̂�) = 0⃗  ( 2.14 ) 

que pode ser simplificado na forma 

 (𝑇 �̂� − 𝑀 �̂�)
,𝑠
− �̂� × �⃗� = 0⃗  ( 2.15 ) 

sendo �⃗�  o esforço cortante resultante na seção transversal. 

Para desmembrar as equações escalares de equilíbrio resultantes da Eq. ( 2.15 ), retorna-se à 

Eq. ( 2.14 ) de posse das fórmulas de Frenet-Serret (LAL e ARORA, 1989), dadas por 

 �̂�,𝑠 = 𝜅 �̂� ( 2.16 ) 

 �̂�,𝑠 = −𝜅 �̂� + 𝜏 �̂� ( 2.17 ) 

 �̂�,𝑠 = −𝜏 �̂� ( 2.18 ) 
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onde 𝜅 e 𝜏 são, respectivamente, a curvatura circular, ou simplesmente curvatura, como 

denominada neste trabalho, e a curvatura de torção, ou simplesmente torção, obtendo-se 

 𝑇,𝑠 = 0 ( 2.19 ) 

 𝑄𝑏 = −(𝑇 𝜅+𝑀 𝜏) ( 2.20 ) 

 𝑄𝑛 = −𝑀,𝑠 ( 2.21 ) 

 

2.2 Força Cortante Equivalente para o Elemento de Treliça com Rigidez à Flexão 

Na formulação simplificada proposta por Ghadimi (1988), o elemento estrutural unifilar 

encontra-se discretizado espacialmente por segmentos de retas correspondentes a elementos 

finitos de treliça espacial, só com graus de liberdade translacionais nos nós associados.  

Em sua formulação, não se considera a rigidez à torção do elemento, consequentemente o 

momento torsor em qualquer seção transversal é nulo. Com isso, aproxima-se por diferenças 

finitas a Eq. ( 2.15 ), chegando-se a 

 
−𝑀𝑗�̂�𝒋 +𝑀𝑖�̂�𝒊

𝐿
− �̂� × �⃗� = 0⃗  ( 2.22 ) 

onde os índices 𝑖 e 𝑗 identificam, respectivamente, os nós inicial e final do elemento, com os 

respectivos momentos fletores 𝑀𝑖 e 𝑀𝑗, atuando ao longo das direções binormais �̂�𝒊 e �̂�𝒋, 

sendo 𝐿 o comprimento deformado do elemento. 

Assim sendo, chegam-se aos vetores dos esforços cortantes nas seções extremas do elemento 

através de 

 𝑸𝒋 = �̂� ×
(𝑴𝒋 −𝑴𝒊)

𝐿
 ( 2.23 ) 

e 

 𝑸𝒊 = −𝑸𝒋 ( 2.24 ) 
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sendo 𝑸𝒊 e 𝑸𝒋, respectivamente, os vetores esforço cortante nas extremidades inicial e final do 

elemento, bem como 𝑴𝒊 e 𝑴𝒋 os respectivos vetores momento fletor nesses nós extremos. 

A partir da teoria de vigas, o vetor momento em uma seção qualquer pode ser calculado como 

 𝑴 = 𝐸𝐼 𝜅 �̂� ( 2.25 ) 

onde 𝐸𝐼 representa a rigidez à flexão, 𝜅 a curvatura e �̂� o vetor binormal nessa seção 

transversal. 

Na formulação de Ghadimi (1988), em cada nó de extremidade do elemento, de acordo com a 

Figura 2, esse vetor binormal pode ser gerado a partir da normalização do vetor resultante do 

produto vetorial entre os vetores unitários 𝑺𝒌𝒖 e 𝑺𝒍𝒖 dos segmentos associados aos dois 

elementos adjacentes ao nó corrente. 

Figura 2 - Elementos orientados adjacentes ao nó de cálculo da curvatura e vetor binormal 

  

Fonte: Autor (2014) 

Da Eq. ( 2.16 ) verifica-se que a curvatura é dada pela norma da derivada do vetor tangente 

unitário em relação ao comprimento de arco, que por sua vez foi aproximada por Ghadimi 

(1988), em diferenças finitas, considerando-se os vetores unitários 𝑺𝒌𝒖 e 𝑺𝒍𝒖 nos 

comprimentos médios dos respectivos elementos (Figura 2), sendo obtida a seguinte 

expressão: 

 𝜅𝐺 = 2
‖𝑺𝒍𝒖 − 𝑺𝒌𝒖‖

𝐿𝑘 + 𝐿𝑙
 ( 2.26 ) 

Escarpini Filho e Lages (2007), considerando-se uma interpolação de um arco de 

circunferência através dos três nós dos dois elementos adjacentes ao nó 𝑚 de interesse (Figura 

3), propuseram uma nova expressão para o cálculo da curvatura, dada por 
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 𝜅𝐸𝐹𝐿 = 2√
1 − (cos𝜑)2

𝐿𝑘
2 + 𝐿𝑙

2 + 2 𝐿𝑘 𝐿𝑙 cos𝜑
 ( 2.27 ) 

onde 𝜑 representa o ângulo relativo entre os elementos adjacentes ao nó 𝑚 de interesse, 

calculado por 

 cos𝜑 =
𝑺𝒌𝒖 ∙ 𝑺𝒍𝒖
𝐿𝑘  𝐿𝑙

 ( 2.28 ) 

Figura 3 - Configuração dos elementos para encontrar a expressão da curvatura proposta por 

Escarpini Filho e Lages (2007) 

 

Fonte: Adaptada de Escarpini Filho e Lages (2007) 

Na Figura 4 tem-se representada a razão entre a estimativa de curvatura proposta por Ghadimi 

(1988) e a de Escarpini Filho e Lages (2007) em função das inclinações relativas e para 

algumas razões entre os comprimentos deformados dos elementos adjacentes.  

Os resultados encontrados demonstram uma semelhança dessas estimativas de curvatura para 

as várias inclinações relativas entre esses elementos adjacentes, havendo a coincidência das 

mesmas sempre que os comprimentos deformados dos elementos adjacentes são iguais. 
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Em sendo assim, a expressão da curvatura proposta por Ghadimi (1988), cuja expressão é 

mais simples de ser avaliada, é a adotada na implementação deste tipo de elemento no 

DOOLINES. 

Figura 4 - Razão entre as estimativas de curvatura em função da inclinação relativa entre os 

elementos adjacentes 

 

Fonte: Autor (2014) 

2.3 Graus de Liberdade e Vetor de Forças Internas 

O elemento analisado possui apenas graus de liberdade translacionais, conforme mostra a 

Figura 5, portanto, os esforços gerados no elemento são transformados em forças nessas 

direções. 

𝜑 (em graus) 

𝜅𝐺
𝜅𝐸𝐹𝐿  

 
𝐿𝑙

𝐿𝑘
 = 1,0 

 
𝐿𝑙

𝐿𝑘
 = 1,5 

 
𝐿𝑙

𝐿𝑘
 = 2,0 
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Figura 5 - Graus de liberdade globais do elemento BTruss 

 

Fonte: Autor (2014) 

Mostrou-se, na seção anterior, a transformação dos momentos fletores em esforços cortantes. 

Somados a esses esforços, consideram-se os esforços normais gerados, constituindo, assim, as 

forças internas do elemento. O vetor de forças internas do elemento 𝑭𝒊𝒏𝒕 é construído como  

 

𝑭𝒊𝒏𝒕 =

{
  
 

  
 
𝑄𝑖𝑥 + 𝑁𝑖𝑥

𝑄𝑖𝑦 + 𝑁𝑖𝑦

𝑄𝑖𝑧 + 𝑁𝑖𝑧

𝑄𝑗𝑥 + 𝑁𝑗𝑥
𝑄𝑗𝑦 + 𝑁𝑗𝑦
𝑄𝑗𝑧 + 𝑁𝑗𝑧}

  
 

  
 

 

( 2.29 ) 

onde 𝑄𝑖𝑥, 𝑄𝑖𝑦 e 𝑄𝑖𝑧 são os componentes globais do vetor de esforços cortantes no nó inicial 

do elemento (𝑸𝒊), 𝑄𝑗𝑥, 𝑄𝑗𝑦 e 𝑄𝑗𝑧 são os componentes globais do vetor de esforços cortantes 

no nó final do elemento (𝑸𝒋), 𝑁𝑖𝑥, 𝑁𝑖𝑦 e 𝑁𝑖𝑧 são os componentes globais do vetor de esforço 

normal no nó inicial do elemento (𝑵𝒊), 𝑁𝑗𝑥, 𝑁𝑗𝑦 e 𝑁𝑗𝑧 são os componentes globais do vetor de 

esforço normal no nó final do elemento (𝑵𝒋). 

O vetor de esforço normal no nó final do elemento (𝑵𝒋) é dado por 

 
𝑵𝒋 = 𝐸𝐴 

(𝐿 − 𝐿0)

𝐿0
 �̂� 

( 2.30 ) 

onde 𝐸𝐴 representa a rigidez axial do elemento e 𝐿0 o comprimento indeformado do 

elemento. 

O vetor de esforço normal no nó inicial do elemento é definido como 
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 𝑵𝒊 = −𝑵𝒋 ( 2.31 ) 

 

2.4 Matriz de Massa 

O DOOLINES utiliza algoritmos explícitos de integração temporal, desse modo é necessária a 

definição de uma matriz de massa para o elemento. Admite-se uma matriz de massa 

concentrada, que apresenta a característica de ser diagonal, o que facilita a integração 

numérica temporal no instante em que se faz necessária sua inversão. 

Para o cálculo dos componentes da matriz de massa, considera-se que os graus de liberdade 

de cada nó mobilizam, como corpo rígido e desacoplado dos demais graus de liberdade, 

metade do elemento finito, conforme Figura 6. 

A energia cinética para cada grau de liberdade translacional é dada por 

 𝐾𝑣1 = ∫ 𝜌
𝑣1
2

2
𝑑𝑉

𝑉

 ( 2.32 ) 

 𝐾𝑣2 = ∫ 𝜌
𝑣2
2

2
𝑑𝑉

𝑉

 ( 2.33 ) 

 𝐾𝑣3 = ∫ 𝜌
𝑣3
2

2
𝑑𝑉

𝑉

 ( 2.34 ) 

sendo 𝐾 a energia cinética, 𝑣1, 𝑣2 e 𝑣3 as velocidades nos eixos globais 𝑋, 𝑌 e 𝑍, 

respectivamente, 𝜌 a densidade de massa do material e 𝑉 o domínio espacial de integração. 



36 

 

Figura 6 - Disposição do elemento para o cálculo dos componentes da matriz de massa do 

elemento BTruss 

 

Fonte: Autor (2014) 

Desenvolvendo-se as expressões ( 2.30 ), ( 2.31 ) e ( 2.32 ), tem-se 

 𝐾𝑣1 =
𝑣1
2

2
𝜌∫ ∫ 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿
2 

0

 ( 2.35 ) 

 𝐾𝑣2 =
𝑣2
2

2
𝜌∫ ∫ 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿
2 

0

 ( 2.36 ) 

 𝐾𝑣3 =
𝑣3
2

2
𝜌∫ ∫ 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿
2 

0

 ( 2.37 ) 

sendo 𝐴 a área da seção transversal e 𝐿 o comprimento do elemento.  

Analisando-se os termos relativos à massa nessas expressões das energias cinéticas 

translacionais, obtém-se 

 
𝑀𝑀1 = 𝑀𝑀2 = 𝑀𝑀3 =

𝜌𝐴𝐿

2
 

( 2.38 ) 



37 

 

 

sendo 𝑀𝑀1, 𝑀𝑀2 e 𝑀𝑀3os componentes de massa relativos aos graus de liberdade 

translacionais. 

Dessa forma, tem-se a matriz de massa diagonal (𝑴𝑴) dada por: 

 𝑴𝑴 = ⌈𝑀𝑀1 𝑀𝑀2 𝑀𝑀3  ⌉ ( 2.39 ) 

 

2.5 Elemento de Treliça com Rigidezes à Flexão e à Torção 

Com o objetivo de expandir a capacidade de modelagem do elemento finito descrito na seção 

anterior, faz-se uma tentativa de incorporação da rigidez à torção a esse elemento. As 

equações diferenciais de equilíbrio são as mesmas apresentadas na Seção 2.1, que resultou na 

expressão ( 2.15 ).  

Pela teoria de vigas, o momento torsor é dado por 

 𝑇 = −𝐺𝐽 𝜏 ( 2.40 ) 

sendo 𝐺𝐽 a rigidez à torção e 𝜏 a torção. 

Em um elemento finito de interpolação linear, a torção pode ser calculada como a razão entre 

o ângulo formado pelos vetores binormais nas extremidades e o comprimento do elemento, ou 

seja, 

 
𝜏 =

𝑎𝑐𝑜𝑠(�̂�𝒊 ∙ �̂�𝒋)

𝐿
 

( 2.41 ) 

sendo �̂�𝒊 e �̂�𝒋 os vetores binormais dos nós inicial e final do elemento. 

Como o elemento finito em pauta só considera graus de liberdade translacionais, o vetor 

binormal de um nó é estimado através da normalização do vetor resultante do produto vetorial 

entre os vetores tangentes unitários dos elementos adjacentes ao nó de interesse. 

Uma limitação inicial dessa forma de se estimar o vetor binormal é que não é possível 

capturar a torção pura em uma barra retilínea, já que os vetores unitários são todos colineares, 

anulando os respectivos produtos vetoriais. Além disso, em determinadas situações (Figura 7), 
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a estimativa da torção pela expressão ( 2.41 ) gera momento torsor em uma configuração 

deformada onde não deveria existir.  

Figura 7 - Configuração para o cálculo do momento torsor 

 

Fonte: Autor (2014) 

Na Figura 7, percebem-se três elementos inicialmente colineares que, após ação forças 𝑃 e 𝑄, 

assumem posições não colineares, entretanto, no mesmo plano. Essa nova configuração 

permite o surgimento de vetores binormais em sentidos opostos, e, por consequência, de 

momento torsor. No entanto, sabe-se que a ação dessas forças não faria surgir momento torsor. 

Esse caso especial mostra um dos problemas que podem surgir ao se utilizar esse tipo de 

elemento. 

Na formulação desenvolvida no trabalho recente de Barnes et al. (2013) esses problemas não 

foram levantados, possivelmente por se considerar estruturas tridimensionais inicialmente 

curvas. 

A aplicação da formulação desenvolvida para esse elemento será feita no Capítulo 3. 

2.6 Aplicação da Formulação 

Como aplicação da formulação utilizada pelo elemento BTruss, simulam-se exemplos 

utilizados por Escarpini Filho e Lages (2007) e por Lages et al. (2008), comparando os 
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resultados obtidos. A formulação utilizada por esse elemento consiste na formulação 

desenvolvida por Escarpini Filho e Lages (2007) com o cálculo da curvatura feito pela 

expressão proposta por Ghadimi (1988), conforme visto na Seção 2.2. Durante a análise e 

discussão dos resultados, os dados referentes a essa formulação é denominado de Presente 

Estudo. 

2.6.1 Exemplo 1: Análise estática de um riser em catenária 

Analisa-se a formulação proposta no arranjo estático de um riser em catenária (Figura 8), 

comparando com os modelos de Escarpini Filho e Lages (2007), Ghadimi (1988), McNamara 

et al. (1986) e McNamara e Hibbitt (1986). McNamara et al. (1986) utilizaram elementos 

finitos híbridos viga-pilar para incluir a condição de inextensibilidade em um modelo 

bidimensional. Por outro lado, McNamara e Hibbitt (1986) utilizaram elementos 

tridimensionais usando elementos viga-pilar considerando esforços axiais, torcionais, de 

flexão e de cisalhamento. 

Figura 8 - Configuração de riser 

 

Fonte: Escarpini Filho e Lages (2007) 

Trata-se de um riser submerso em catenária, com o nó inicial a uma profundidade de 150 m 

do nível da água e distante 150 m na horizontal do nó final. Em sua discretização, utilizam-se 

20 elementos, sendo os dois elementos iniciais de cada extremidade com 5 m e 10 m e os 16 

elementos centrais com 20 m de comprimento cada, discretização semelhante à utilizada por 

Escarpini Filho e Lages (2007). Os parâmetros utilizados para geração do modelo mostrado 
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na Figura 8 estão listados na Tabela 1. Para realização da análise estática, utiliza-se o método 

de relaxação dinâmica do DOOLINES, descrito no item A.1 do Apêndice A deste trabalho. 

Tabela 1 - Parâmetros do modelo do riser em catenária 

Parâmetro Valor 

Densidade da água do mar 1.025,00 kg/m³ 

Diâmetro externo do riser 0,26 m 

Diâmetro interno do riser 0,20 m 

Rigidez à flexão do riser (𝐸𝐼) 20,96 kN·m² 

Rigidez axial do riser (𝐸𝐴) 1.538.000 kN 

Massa no ar por unidade de comprimento (vazio) 89,70 kg/m 

Peso aparente do riser (cheio de água) 0,34611 kN/m 

Comprimento total indeformado 350 m 

Número de elementos 20 

Coeficiente de arrasto (𝐶𝐷) 1,0 

Coeficiente de inércia (𝐶𝑚) 2,0 

Fonte: Adaptada de Escarpini Filho e Lages (2007) 

Na Figura 9 apresenta-se o gráfico de comparação da distribuição dos momentos fletores ao 

longo do riser do presente estudo com os modelos de Escarpini Filho e Lages (2007), 

Ghadimi (1988), McNamara et al. (1986) e McNamara e Hibbitt (1986). Percebe-se a boa 

concordância dos resultados, além da proximidade com a formulação proposta por Escarpini 

Filho e Lages (2007). 

Realiza-se, também, a comparação da configuração final do riser com as configurações 

obtidas por Escarpini Filho e Lages (2007), Ghadimi (1988), McNamara et al. (1986) e o 

valor teórico, utilizando a equação da catenária mostrada em Ghadimi (1998). Utilizam-se os 

dados gerados por Escarpini Filho e Lages (2007) para comparação. A Figura 10 mostra a 

equivalência das configurações finais obtidas pelas diferentes formulações. 
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Figura 9 - Distribuição do momento de flexão ao longo do riser para a configuração de equilíbrio 

estático  

 

Fonte: Autor (2014) 
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Figura 10 - Configuração final do riser no equilíbrio estático 

 

Fonte: Autor (2014) 

2.6.2 Exemplo 2: Análise dinâmica de um riser em catenária 

Visando analisar comportamento dinâmico global da linha, realiza-se um estudo semelhante 

ao de Lages et al. (2008), onde se modela um riser com características semelhantes às do 

Exemplo 1 (Seção 2.6.1), diferenciando pelo fato de serem utilizados 70 elementos de mesmo 

tamanho e haver a prescrição de um movimento harmônico horizontal na extremidade 

superior da linha com amplitude de 2,01 m e período de 14 s. Como algoritmo de integração, 

utiliza-se o Método Explícito Generalizado – α (MEG – α), com um passo de integração de 

0,000485 s, durante um tempo de simulação de 400 s. 

Comparam-se os resultados obtidos com os de Lages et al. (2008) e os resultados do 

programa comercial OrcaFlex (ORCINA, 2014). A Figura 11 mostra a envoltória de 

momentos fletores, onde é possível observar excelente concordância entre os resultados. 
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Figura 11 - Envoltória de momentos fletores 

 

Fonte: Autor (2014) 
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3 TEORIA CORROTACIONAL 

Atualmente o DOOLINES disponibiliza o elemento finito BTruss que, como explicado no 

Capítulo 2, consiste em um elemento especial de treliça de massa concentrada com a 

consideração indireta da rigidez à flexão, possuindo 3 graus de liberdade translacionais por 

nó. Neste capítulo descreve-se e desenvolve-se o BeamCR, um elemento de viga completo, 

com 6 graus de liberdade por nó, e que utiliza a teoria corrotacional. A formulação desta teoria 

é semelhante à desenvolvida por Menin (2006) em sua tese de doutorado, de onde se herdou o 

cálculo do vetor de forças internas, cabendo ainda o desenvolvimento da matriz de massa 

desse elemento, posto que o trabalho de Menin (2006) focou em análises estáticas. 

3.1 Descrição Cinemática 

Monteiro (2004) desenvolveu uma formulação corrotacional para pórticos espaciais baseada 

na formulação EICR desenvolvida por Nour-Omid e Rankin (1991), na qual os movimentos 

de corpo rígido são separados dos movimentos deformacionais. Menin (2006) aplicou a teoria 

desenvolvida por Monteiro (2004) a outros sistemas estruturais, tais como treliças, pórticos 

planos, cascas, além de pórticos espaciais. 

Segundo Menin (2006), nesta abordagem não são necessárias modificações internas em 

rotinas lineares de elementos finitos já existentes, uma vez que a separação de movimentos é 

obtida através da utilização dos chamados operadores de projeção ou projetores, que podem 

ser usados como pré e pós-processadores nas rotinas computacionais, conferindo assim o 

grande poder e a facilidade de implementação da referida formulação. 

Menin (2006) utilizou três sistemas distintos de eixos cartesianos ortogonais, da mesma forma 

que o empregado por Rankin e Brogan (1986), que descrevem o movimento de um elemento 

genérico (Figura 12): 

 Sistema global – 𝑥𝑦𝑧 utilizado para definir a conectividade entre os elementos.  

 Sistema local 𝑇 que sofre translações e giros ao acompanhar o elemento, sendo, em 

geral, conhecido na literatura como sistema corrotacional.  
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 Sistemas nodais 𝐴 e 𝐵 que estão atrelados, respectivamente, aos nós inicial (1) e final 

(2) de cada elemento. 

Figura 12 - Configurações inicial (𝑪𝟎), corrotacionada (𝑪𝑹) e deformada (𝑪) do elemento de viga 

(3D) 

 

Fonte: Menin (2006) 

O sistema local de eixos 𝑻, definido na configuração inicial 𝐶0 como 𝑻𝟎, pode ser expresso 

como 

  𝑻𝟎 = [

𝒊𝟏_𝟎
𝑻

𝒊𝟐_𝟎
𝑻

𝒊𝟑_𝟎
𝑻

] ( 3.1 ) 

onde 𝒊𝟏_𝟎, 𝒊2_𝟎 e  𝒊3_𝟎 representam vetores unitários que definem o sistema local na 

configuração inicial, escritos na forma de vetor coluna e calculados como 

 𝒊𝟏_𝟎 =
𝑿𝟐𝟏

‖𝑿𝟐𝟏‖
 ( 3.2 ) 

 𝒊𝟑_𝟎 =
𝒊𝟏_𝟎 × 𝒗

‖𝒊𝟏_𝟎 × 𝒗‖
 ( 3.3 ) 
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 𝒊𝟐_𝟎 = 𝒊𝟑_𝟎 × 𝒊𝟏_𝟎 ( 3.4 ) 

sendo 𝑿𝟐𝟏 = 𝑿𝟐 − 𝑿𝟏, tal que o vetor 𝑿𝒊 representa a posição do nó 𝑖 na configuração 𝐶0 e 𝑣 

é um vetor contido no plano local 𝑥0𝑦0 do elemento. Menin (2006) localizou a origem do 

sistema local no nó 1 e o posicionamento dos eixos locais coincidindo com as direções 

principais de inércia do elemento. 

As orientações iniciais dos sistemas nodais 𝑨 e 𝑩 na configuração inicial 𝐶0, denominadas 𝑨𝟎 

e 𝑩𝟎, respectivamente, são escolhidas iguais à do sistema de eixos locais, ou seja, 

  𝑨𝟎 =  𝑩𝟎 =  𝑻𝟎
𝑻 ( 3.5 ) 

O movimento do pórtico pode ser dividido em translações e rotações. Nas translações 

ocorrem os movimentos de corpo rígido e a deformação axial, e nas rotações dos eixos 𝑨 e 𝑩 

aparecem as curvaturas no elemento. A posição final é expressa por 

 𝒙𝒊 = 𝑿𝒊 + 𝒖𝒊 ( 3.6 ) 

 𝒖𝒊 = 𝒖𝒊
𝒓 + 𝒖𝒊

𝒅 ( 3.7 ) 

sendo 𝒙𝒊 a posição final nodal, 𝒖𝒊 o  deslocamento,  𝒖𝒊
𝒓 a parcela de corpo rígido e 𝒖𝒊

𝒅 a 

parcela deformacional. 

Os eixos 𝑨 e 𝑩, na configuração corrente 𝐶, são obtidos respectivamente por 

 𝑨 = [𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑] = 𝑹𝜽𝟏𝑨𝟎 ( 3.8 ) 

 𝑩 = [𝒃𝟏 𝒃𝟐 𝒃𝟑] = 𝑹𝜽𝟐𝑩𝟎 ( 3.9 ) 

sendo 𝒂𝟏, 𝒂𝟐 e 𝒂𝟑 os vetores coluna que compõem o eixo 𝑨, 𝒃𝟏, 𝒃𝟐 e 𝒃𝟑 os vetores coluna 

que compõem o eixo 𝑩,  𝑹𝜽𝟏 e 𝑹𝜽𝟐 as matrizes de rotação dos eixos 𝑨 e 𝑩, respectivamente. 

Ao se considerar grandes rotações no espaço, alguns problemas são encontrados quando essas 

rotações são tratadas como vetores. Monteiro (2004) mostra em detalhes essa problemática. 

Segundo Rankin e Nour-Omid (1988), o sistema corrotacional 𝑻 é definido por 
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 𝑻 = [

𝒊𝟏
𝑻

𝒊𝟐
𝑻

𝒊𝟑
𝑻

] ( 3.10 ) 

onde 𝒊𝟏, 𝒊2 e  𝒊3 são vetores unitários que definem o sistema corrotacional na configuração 

corrente, calculados como 

 𝒊𝟏 =
𝒙𝟐𝟏
‖𝒙𝟐𝟏‖

 ( 3.11 ) 

 𝒊𝟑 =
𝒊𝟏 × 𝒂𝟐
‖𝒊𝟏 × 𝒂𝟐‖

 ( 3.12 ) 

 𝒊𝟐 = 𝒊𝟑 × 𝒊𝟏 ( 3.13 ) 

sendo 𝒙𝟐𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏, tal que o vetor 𝒙𝒊 representa a posição do nó 𝑖 na configuração corrente 

𝐶 

Definidos os eixos corrotacionais, faz-se a mudança das coordenadas globais para as locais. 

Sendo 𝝃 um vetor e 𝚵 um tensor de segunda ordem, a relação entre os sistemas local e global 

são expressas por: 

 𝝃𝒆 = 𝑻𝝃 ( 3.14 ) 

 𝚵𝒆 = 𝑻𝚵𝑻𝑻 ( 3.15 ) 

onde o índice 𝒆 sobrescrito indica os valores no sistema local. 

A posição corrotacional do 𝑖-ésimo nó (𝒙𝒊
𝒄) é dada por 

 𝒙𝒊
𝒄 = 𝑻(𝒙𝒊 − 𝒙𝟏) = 𝑻𝒙𝒊𝟏 ( 3.16 ) 

O deslocamento corrotacional do 𝑖-ésimo nó (𝒖𝒊
𝒄)é dado por 

 𝒖𝒊
𝒄 = 𝑻(𝑿𝒊𝟏 + 𝒖𝒊𝟏) − 𝑿𝒊

𝒄 ( 3.17 ) 

A posição inicial local é dada por 

 𝑿𝒊
𝒄 = 𝑻𝟎(𝑿𝒊 − 𝑿𝟏) = 𝑻𝟎𝑿𝒊𝟏 ( 3.18 ) 
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3.2 Esforços Resultantes 

Os elementos de pórtico espacial proposto por Menin (2006) estão submetidos a seis esforços 

resultantes em cada um dos nós, representados na configuração atual por 𝑁, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧, 𝑇, 𝑀𝑦 e 

𝑀𝑧, totalizando doze esforços por elemento. O esforço normal 𝑁, os cortantes 𝑉𝑦 e 𝑉𝑧 e o 

momento torsor 𝑇 são constantes ao longo de todo o elemento, ao passo que os momentos 

fletores 𝑀𝑦 = 𝑀𝑦(𝑥
𝑒) e 𝑀𝑧 = 𝑀𝑧(𝑥

𝑒) variam linearmente ao longo do elemento, admitindo-

se tratar de um modelo Hermitiano. Admitindo comportamento elástico linear, esses esforços, 

com as respectivas convenções de sinais, são mostrados na onde 𝜽= 𝑟𝑜𝑡(𝐑𝜽 ) representa a 

operação de obtenção dos componentes de rotação 𝜽 a partir de 𝐑𝜽. 

Figura 13, sendo obtidos a partir das respectivas deformações de acordo com as seguintes 

equações apresentadas por Harrison (1973): 

 𝑁 = 𝐸𝐴0𝜀 =
𝐸𝐴0

𝐿0
(𝐿 − 𝐿0) ( 3.19 ) 

 𝑇 =
𝐺𝐼𝑥
𝐿

𝜃𝑥
𝑐 ( 3.20 ) 

 𝑀1𝑦 =
2𝐸𝐼𝑦

𝐿0
(2𝜃1𝑦

𝑐 + 𝜃2𝑦
𝑐 ) ( 3.21 ) 

 𝑀2𝑦 =
2𝐸𝐼𝑦

𝐿0
(𝜃1𝑦

𝑐 + 2𝜃2𝑦
𝑐 ) ( 3.22 ) 

 𝑀1𝑧 =
2𝐸𝐼𝑧
𝐿0

(2𝜃1𝑧
𝑐 + 𝜃2𝑧

𝑐 ) ( 3.23 ) 

 𝑀2𝑧 =
2𝐸𝐼𝑦

𝐿0
(𝜃1𝑧

𝑐 + 2𝜃2𝑧
𝑐 ) ( 3.24 ) 

 𝑉1𝑦 =
𝑀1𝑧 +𝑀2𝑧

𝐿
 ( 3.25 ) 

 𝑉2𝑦 = −
𝑀1𝑧 +𝑀2𝑧

𝐿
 ( 3.26 ) 

 𝑉1𝑧 = −
𝑀1𝑦 +𝑀2𝑦

𝐿
 ( 3.27 ) 
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 𝑉2𝑧 =
𝑀1𝑦 +𝑀2𝑦

𝐿
 ( 3.28 ) 

sendo 𝐸 e 𝐺 os módulos de elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente, 𝐴0 a área 

da seção transversal, 𝐼𝑥 o momento de inércia associado à torção de Saint Venant e 𝐼𝑦 e 𝐼𝑧 os 

momentos de inércia associados à flexão nas direções 𝑦 e 𝑧, respectivamente, 𝜀 a deformação 

de engenharia, 𝜃𝑥
𝑐 dado por 𝜃2𝑥

𝑐 − 𝜃1𝑥
𝑐 , e os ângulos de rotação corrotacional (𝜃1𝑥

𝑐 , 𝜃1𝑦
𝑐 , 𝜃1𝑧

𝑐 ) =

𝜽𝟏
𝒄  e (𝜃2𝑥

𝑐 , 𝜃2𝑦
𝑐 , 𝜃2𝑧

𝑐 ) = 𝜽𝟐
𝒄  definidos por  

 𝜽𝟏
𝒄 = 𝑟𝑜𝑡(𝑻. 𝑨) ( 3.29 ) 

 𝜽𝟐
𝒄 = 𝑟𝑜𝑡(𝑻. 𝑩) ( 3.30 ) 

onde 𝜽 = 𝑟𝑜𝑡(𝐑𝜽 ) representa a operação de obtenção dos componentes de rotação 𝜽 a partir 

de 𝐑𝜽. 

Figura 13 - Esforços resultantes e convenções de sinais positivos 

 

Fonte: Menin (2006) 
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3.3 Matriz de Massa 

Para o cálculo dos componentes da matriz de massa, utiliza-se uma estratégia semelhante à 

utilizada na Seção 2.4. A Figura 14 mostra a disposição do elemento e dos graus de liberdade 

translacionais e rotacionais para o cálculo dos componentes da matriz de massa. 

Para cada grau de liberdade translacional, a energia cinética é dada por 

 𝐾𝑣1 = ∫ 𝜌
𝑣1
2

2
𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.31 ) 

 𝐾𝑣2 = ∫ 𝜌
𝑣2
2

2
𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.32 ) 

 𝐾𝑣3 = ∫ 𝜌
𝑣3
2

2
𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.33 ) 

 

Figura 14 - Disposição do elemento para o cálculo dos componentes da matriz de massa do 

elemento BeamCR 

 

Fonte: Autor (2014) 
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Desenvolvendo-se as expressões ( 3.31 ), ( 3.32 ) e ( 3.33 ), tem-se 

 𝐾𝑣1 =
𝑣1
2

2
𝜌∫ ∫ 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿
2 

0

 ( 3.34 ) 

 𝐾𝑣2 =
𝑣2
2

2
𝜌∫ ∫ 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿
2 

0

 ( 3.35 ) 

 𝐾𝑣3 =
𝑣3
2

2
𝜌∫ ∫ 𝑑𝐴𝑑𝑥

𝐴

𝐿
2 

0

 ( 3.36 ) 

Analisando-se os termos relativos à massa nessas expressões das energias cinéticas 

translacionais, obtém-se 

 
𝑀𝑀1 = 𝑀𝑀2 = 𝑀𝑀3 =

𝜌𝐴𝐿

2
 

( 3.37 ) 

Repetindo-se o procedimento, só que agora para os graus de liberdade rotacionais, as 

respectivas energias cinéticas são dadas por 

 𝐾�̇�4
= ∫

𝜌

2
(√𝑌2 + 𝑍2�̇�4)

2

𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.38 ) 

 𝐾�̇�5
= ∫

𝜌

2
(√𝑋2 + 𝑍2�̇�5)

2

𝑉

𝑑𝑉 ( 3.39 ) 

 𝐾�̇�6
= ∫

𝜌

2
(√𝑋2 + 𝑌2�̇�6)

2

𝑉

𝑑𝑉 ( 3.40 ) 

sendo �̇�4, �̇�5 e �̇�6 as velocidades de rotação nos eixos globais 𝑋, 𝑌 e 𝑍, respectivamente, e 𝑋, 

𝑌 e 𝑍 as coordenadas globais. 

Desenvolvendo-se as expressões ( 3.38 ), ( 3.39 ) e ( 3.40 ), retirando os termos constantes no 

volume, tem-se: 
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 𝐾�̇�4
=
�̇�4

2

2
𝜌∫(𝑌2 + 𝑍2) 𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.41 ) 

 𝐾�̇�5
=
�̇�6

2

2
𝜌 ∫(𝑋2 + 𝑍2) 𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.42 ) 

 𝐾�̇�6
=
�̇�6

2

2
𝜌∫(𝑋2 + 𝑌2) 𝑑𝑉

𝑉

 ( 3.43 ) 

As coordenadas globais 𝑋, 𝑌 e 𝑍 estão relacionadas com as coordenadas locais 𝑥, 𝑦 e 𝑧 da 

seguinte forma: 

 

{
𝑋
𝑌
𝑍
} = [

𝑖𝑋 𝑗𝑋 𝑘𝑋
𝑖𝑌 𝑗𝑌 𝑘𝑌
𝑖𝑍 𝑗𝑍 𝑘𝑍

] {
𝑥
𝑦
𝑧
} 

( 3.44 ) 

onde cada coluna da matriz dessa transformação linear representa os componentes do 

respectivo vetor unitário da direção local descrito em relação ao sistema global. 

Analisando-se os termos relativos à massa nas expressões ( 3.41 ), ( 3.42 ) e ( 3.43 ), obtêm-se 

 
𝑀𝑀4 = 𝜌 [

1

24
(𝑖𝑌2 + 𝑖𝑍2)𝐴𝐿3 +

1

2
𝐼𝐿(𝑗𝑌2 + 𝑗𝑍2 + 𝑘𝑌2 + 𝑘𝑍2)] 

 

( 3.45 ) 

 𝑀M5 = 𝜌 [
1

24
(𝑖𝑋2 + 𝑖𝑍2)𝐴𝐿3 +

1

2
𝐼𝐿(𝑗𝑋2 + 𝑗𝑍2 + 𝑘𝑋2 + 𝑘𝑍2)] ( 3.46 ) 

 𝑀M6 = 𝜌 [
1

24
(𝑖𝑋2 + 𝑖𝑌2)𝐴𝐿3 +

1

2
𝐼𝐿(𝑗𝑋2 + 𝑗𝑌2 + 𝑘𝑋2 + 𝑘𝑌2)] ( 3.47 ) 

onde 𝐼 representa o momento de inércia da seção transversal, que é considerado igual para 

qualquer eixo centroidal. 

Dessa forma, tem-se a seguinte matriz de massa diagonal: 

 𝑀𝑀 = ⌈𝑀𝑀1 𝑀𝑀2 𝑀𝑀3     𝑀𝑀4 𝑀𝑀5 𝑀𝑀6⌉ ( 3.48 ) 
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3.4 Implementação Computacional 

Por se tratar de um framework orientado a objetos, as modificações no DOOLINES ocorrem 

de modo que não alteram sua organização. A estrutura de classes desse framework pode ser 

encontrada no Apêndice A. Implementa-se, então, a classe BeamCR, classe derivada de 

Element, que tem como principais operações o cálculo da matriz de massa 

(ComputeMass) e das forças internas (ComputeForce). Desenvolvem-se, também, outros 

métodos que complementam esses dois métodos principais: 

 InitializeLocalAxis: método que inicializa o eixo local do elemento; 

 ComputeNodalRotations: método que calcula a rotação dos eixos nodais 

utilizando o algoritmo de Spurrier (1978) (Apêndice B). 

 RotateNodalAxis: método que rotaciona os eixos nodais, onde a matriz de 

rotação utilizada (𝑹∆𝜽) é definida por: 

 𝑹∆𝜽 = 𝑰 + 𝑺∆𝜽 ( 3.49 ) 

onde 𝑰 representa a matriz identidade e 𝑺∆𝜽 consiste em uma matriz que contém os 

componentes de rotação (𝑟1, 𝑟2 e 𝑟3) associada ao nó, sendo a matriz definida por: 

 𝑺∆𝜽 = [

0 −𝑟3 𝑟2
𝑟3 0 −𝑟1
−𝑟2 𝑟1 0

] ( 3.50 ) 

 GetLocalAxis: método que tem como parâmetro de retorno o eixo local do 

elemento. 

A Figura 15 mostra os principais atributos e métodos da classe BeamCR. 



54 

 

Figura 15 - Diagrama de classe de BeamCR 

 

Fonte: Autor (2014) 

Alteram-se outras classes e métodos para incorporação desse elemento, dentre eles o método 

responsável pela integração numérica temporal (ComputeStep), pertencente à classe 

IntAlg. Nesse método, até então, estavam sendo considerados apenas os graus de liberdade 

translacionais. Dessa forma, adapta-se o método para consideração dos seis graus de liberdade 

por nó, resultando no cálculo dos respectivos deslocamentos e rotações. 

A criação do modelo para simulação no DOOLINES é feita via arquivo de dados por meio de 

palavras-chave. Para consideração desse elemento, fazem-se alterações na classe Read, 

classe responsável pela leitura do arquivo. Cria-se o método ReadBeamCR, que recebe o 

número de elementos desse tipo e, para cada elemento, o comprimento do mesmo, os 

identificadores dos nós inicial e final, o identificador do material, o identificador do fluido 

interno. Adaptam-se, também, para criação de instâncias do elemento de viga, os métodos 

CreateModel_Geometry e CreateModel_Mesh responsáveis pela criação do modelo 

por geometria e malha, respectivamente. 

Por ser modificado o método CreateModel_Geometry, necessita-se a modificação do 

método GenerateModel, pertencente à classe GeometryModel e responsável pela 

geração do modelo por geometria.  

3.5 Aplicação da Formulação 

Para validação da formulação, nesta seção faz-se um confronto com problemas com solução 

analítica. 
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3.5.1 Exemplo 1: viga biapoiada 

Inicialmente simula-se uma viga biapoiada, de seção circular, com carga concentrada no meio 

do vão. As informações sobre o modelo estão listadas na Tabela 2. 

Tabela 2 - Parâmetros do modelo de viga biapoiada 

Parâmetro Valor 

Diâmetro externo 0,20 m 

Diâmetro interno 0,00 m 

Rigidez à flexão (𝐸𝐼) 56,25 kN·m² 

Rigidez axial (𝐸𝐴) 22.500,00 kN 

Densidade do material (𝜌) 15,92 kg/m³ 

Vão da viga (𝐿) 6,00 m 

Carga aplicada (𝑃) 10,00 kN 

Fonte: Autor (2014) 

Para uma análise estática, utiliza-se o algoritmo de relaxação dinâmica do DOOLINES 

(descrito no item A.1 do Apêndice A) e uma malha com 30 elementos. A quantidade de 

elementos utilizada é definida de acordo com a convergência do modelo. A análise de 

convergência será discutida no item 4.1.1.  

Para essa discretização, obtém-se uma flecha no meio do vão de 0,78 m. De acordo com a 

teoria clássica de vigas, fundamentada na Resistência dos Materiais, a flecha máxima ocorre 

no meio do vão e é dada por 

 ∆𝑚𝑎𝑥=
𝑃𝐿3

48 𝐸𝐼
 ( 3.51 ) 

Com essa expressão, obtém-se uma flecha de 0,80 m, valor esse bem próximo do calculado 

pelo DOOLINES, visto que para essa magnitude de flecha mantém-se a hipótese de pequenos 

deslocamentos, rotações e deformações. A flecha apresentada pelo DOOLINES é ligeiramente 

menor devido à contribuição do esforço normal que se manifesta no encurvamento do eixo da 

peça. 

Também se verifica a qualidade dos resultados quanto à análise dinâmica. Para análise 

dinâmica, considera-se um tempo de análise de 50 segundos, utiliza-se o algoritmo de 

integração o Método Explícito Generalizado – α (MEG – α), método descrito em detalhes por 

Ferreira (2005), com um incremento de tempo de 9,43·10
-5

 s, modificando-se a carga para 
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 𝑃 = sin (
𝜋

2
∙ 𝑡) ( 3.52 ) 

sendo 𝑡 o tempo. 

Os resultados obtidos estão na Figura 16 onde, mais uma vez, é possível observar 

concordância com a resposta analítica. Neste caso, utiliza-se como resposta analítica a solução 

da equação de movimento que considera apenas a parcela inercial translacional da seção 

transversal, dada por 

 𝐸𝐼 
𝜕4𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 0 ( 3.53 ) 

sendo 𝑣(𝑥, 𝑡) o campo de deslocamento do eixo da viga ao longo do tempo e do espaço. 

Figura 16 - Comparação do deslocamento ao longo do tempo para a viga biapoiada 

 

Fonte: Autor (2014) 
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3.5.2 Exemplo 2: viga engastada livre 

Outro exemplo analisado consiste de uma viga com uma extremidade engastada e outra livre, 

sob ação de uma carga transversal na extremidade livre. Para este exemplo, realiza-se somente 

a análise dinâmica. Os dados para geração deste modelo são semelhantes aos da viga 

biapoiada, com exceção da carga aplicada, sendo esta 

 𝑃 = 0,1 ∙ sin (
𝜋

2
∙ 𝑡) ( 3.54 ) 

Para verificação da consistência do código, varia-se a direção da carga aplicada, sendo 

considerada na direção Z, na direção Y e no plano YZ com uma inclinação de 30
o
 em relação 

ao eixo Z, denotados no gráfico como DOOLINES - Z, DOOLINES - Y e DOOLINES - 30Z, 

respectivamente. A resposta analítica consiste na equação do movimento (3.53). 

Os resultados obtidos com essa análise estão dispostos na Figura 17. 

Figura 17 - Comparação do deslocamento ao longo do tempo para viga engastada livre 

 

Fonte: Autor (2014) 
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Analisando-se a Figura 17, percebe-se, mais uma vez, boa concordância entre os resultados. 

Embora os Exemplos 1 e 2 estejam relacionados à análise da flexão, o Exemplo 2 mostra a 

possibilidade da consideração do engastamento para esse elemento de viga. Esse tipo de 

condição de contorno está presente na modelagem de risers. 

3.5.3 Exemplo 3: viga engastada e livre com carga momento na extremidade livre  

Para realização da análise de um exemplo com grandes deslocamentos e rotações, simula-se 

uma viga engastada e livre com uma carga momento aplicada na extremidade livre, conforme 

esquema ilustrado na Figura 18. 

Figura 18 - Esquema da viga engastada e livre nas configurações inicial e deformada com uma 

carga momento aplicada 

 

Fonte: Autor (2014) 

Para uma seção de comprimento de arco 𝑠 ao longo do eixo deformado da viga, a rotação 

𝜃(𝑠) (Figura 18) é dada por 

 𝜃(𝑠) =
𝑀𝑠

𝐸𝐼
 ( 3.55 ) 

onde 𝑀 é a carga momento aplicada e 𝐸𝐼 é a rigidez à flexão da viga. 
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Os deslocamentos horizontal 𝑈(𝑠) e vertical 𝑊(𝑠) são dados por 

 𝑈(𝑠) = 𝑠 (
sin (𝜃)

𝜃
− 1) ( 3.56 ) 

 𝑊(𝑠) = 𝑠
1 − cos (𝜃)

𝜃
 ( 3.57 ) 

Para simulação desse modelo, utiliza-se uma viga de seção circular com os parâmetros 

mostrados na Tabela 3. Discretiza-se uniformemente a viga com 10 elementos, onde as várias 

configurações deformadas são obtidas utilizando-se o algoritmo de Relaxação Dinâmica. 

Tabela 3 - Parâmetros utilizados na viga engastada e livre com carga momento aplicada na 

extremidade 

Parâmetro Valor 

Diâmetro externo 1,128 mm 

Rigidez à flexão (𝐸𝐼) 2.387.324,15 N·mm² 

Rigidez axial (𝐸𝐴) 30.000.000,00 N 

Vão da viga (𝐿) 1000 mm 

Carga momento de referência (𝑀) 150000,00 N·m 

Fonte: Autor (2014) 

A carga momento é aplicada em etapas, verificando-se a configuração deformada da viga e 

comparando-a com a analítica. Na Figura 19 encontram-se sobrepostas essas configurações 

deformadas para vários percentuais da carga momento de referência. 

Figura 19 - Configuração final da viga para diferentes momentos fletores 

 

Fonte: Autor (2014) 
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De acordo com a Figura 19, percebe-se uma boa concordância visual entre as configurações 

deformadas, endossada pela comparação numérica dos deslocamentos na extremidade livre da 

viga, resumida na Tabela 4. 

Tabela 4  - Deslocamentos horizontal e vertical na extremidade livre da viga para os vários 

percentuais da carga momento 

Percentual da 

Carga Momento 

de Referência 

U (mm) W (mm) 

Analítico DOOLINES Analítico DOOLINES 

25% -363,38 -367,30 636,62 640,46 

50% -1000,00 -1000,13 636,62 639,20 

75% -1212,21 -1212,26 212,21 226,83 

100% -1000,00 -999,52 0,00 -0,20 

200% -1000,00 -1000,00 0,00 0,00 

Fonte: Autor (2014) 

3.5.4 Exemplo 3: viga biapoiada sujeita a duas cargas concentradas 

Com o objetivo de verificar que as respostas obtidas pelos dois tipos de elementos do 

DOOLINES, faz-se a análise comparativa entre eles. Para essa análise, considera-se uma viga 

biapoiada com uma carga aplicada na direção 𝑧 e outra aplicada na direção 𝑦, conforme 

mostrado na Figura 20. O apoio do primeiro gênero utilizado permite somente o deslocamento 

na direção 𝑥. 

Figura 20 - Modelo de viga biapoiada para comparação entre BeamCR e BTruss 

 

Fonte: Autor (2014) 

Os parâmetros utilizados para geração desse modelo estão listados na Tabela 5. 
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Tabela 5 - Parâmetros do modelo de viga biapoiada sujeita a dois carregamentos 

Parâmetro Valor 

Diâmetro externo 0,20 m 

Diâmetro interno 0,00 m 

Rigidez à flexão (𝐸𝐼) 140,00 kN·m² 

Rigidez axial (𝐸𝐴) 22.500,00 kN 

Densidade do material (𝜌) 15,92 kg/m³ 

Vão da viga (𝐿) 6,00 m 

Carga aplicada (𝑃) 10,00 kN 

Fonte: Autor (2014) 

Para comparação dos dois tipos de elementos finitos, considera-se apenas a configuração 

estática de equilíbrio, determinada com o uso do método da relaxação dinâmica para uma 

malha com 30 elementos. De acordo com uma inspeção visual das projeções dessa 

configuração deformada nos plano cartesianos 𝑥𝑦 (Figura 21), 𝑥𝑧 (Figura 22) e 𝑦𝑧 (Figura 

23), percebe-se boa proximidade entre os resultados obtidos. 

Figura 21 - Configuração final da viga no plano 𝒙𝒚 

 

Fonte: Autor (2014) 
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Figura 22 - Configuração final da viga no plano 𝒙𝒛 

 

Fonte: Autor (2014) 

Figura 23 - Configuração final da viga no plano 𝒚𝒛 

 

Fonte: Autor (2014) 

Comparam-se, também, o elemento BeamCR e o desenvolvido na Seção 2.3, elemento de 

treliça com rigidezes à flexão e à torção. Nesta análise, varia-se a rigidez à torção da viga e 

visualiza-se a configuração final na análise estática. 

Analisando-se a Figura 24, que mostra a configuração final no plano 𝑥𝑧 utilizando o elemento 

de treliça com rigidez à torção, percebe-se que há uma mudança da configuração com a 

variação da rigidez à torção. Entretanto, ao ser utilizado o elemento BeamCR, percebe-se que 

a modificação da rigidez não alteraria a configuração final (Figura 25), ou seja, não há 

mobilização de momento torsor neste modelo. 
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Figura 24 - Configuração final do elemento proposto com a variação do GJ no plano 𝒙𝒛 

 

Fonte: Autor (2014) 

 

Figura 25 - Configuração final do elemento BeamCR com a variação do GJ no plano 𝒙𝒛 

 

Fonte: Autor (2014) 
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3.5.5 Exemplo 4: viga engastada livre com torsor aplicado na extremidade livre 

Como aplicação para verificação do cálculo do ângulo de torção e do esforço de torção, faz-se 

a análise de uma viga engastada e livre, com a aplicação de um momento torsor na 

extremidade livre e comparam-se os resultados obtidos com a resposta obtida pela teoria 

clássica de vigas. 

Inicialmente, simula-se uma estrutura com comprimento total de 6,0 m, utilizando-se 3 

elementos de viga do mesmo comprimento. As propriedades mecânicas são mostradas na 

Tabela 6. 

Tabela 6 - Parâmetros do modelo de viga engastada livre com torsor aplicado 

Parâmetro Valor 

Rigidez à flexão (𝐸𝐼) 3.000 kN·m² 

Rigidez axial (𝐸𝐴) 300.000 kN 

Rigidez à torção (𝐺𝐽) 1.200 kN·m² 

Fonte: Autor (2014) 

De acordo com a teoria de viga, tem-se que o ângulo de torção é dado por 

 𝜙 =
𝑇𝐿

𝐺𝐽
 ( 3.58 ) 

 

Aplicando-se um momento torsor de 33 kN·m, obtém-se um ângulo de torção de 

0,165 radiano. Com a utilização do elemento BeamCR obtêm-se a torção e o esforço de torção 

por trecho. Faz-se, então, a análise estática da viga ao longo do eixo 𝑥 e verificam-se os 

resultados obtidos em cada trecho. 

Constata-se que a torção na extremidade livre, correspondente à soma do ângulo de torção em 

cada trecho, possui magnitude de 0,165 radiano e o esforço de torção a 33 kN·m, conforme 

descrito na teoria. 

Faz-se então a análise dinâmica da viga estudada, comparando-se o resultado com um modelo 

analítico. Para realização dessa análise, altera-se a quantidade de elementos utilizada na 

discretização para 60, considera-se um tempo de análise de 10 segundos e utiliza-se como 

algoritmo de integração o Método Explícito Generalizado – α (MEG – α) com um incremento 

de tempo de 0,0001 s, modificando-se o momento torsor para 
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 𝑇 = 33 ∙ sin (
𝜋

2
∙ 𝑡) ( 3.59 ) 

Utiliza-se como resposta analítica a solução da equação de movimento dada por 

 𝜌
𝜕2𝜏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝐺

𝜕2𝜏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
 ( 3.60 ) 

A Figura 26 mostra o gráfico do ângulo de torção ao longo do tempo comparando a resposta 

analítica com a obtida pelo DOOLINES, onde se percebe a boa concordância entre os 

resultados. 

  

Figura 26 - Comparação da torção na extremidade livre ao longo do tempo para viga engastada 

 

Fonte: Autor (2014) 
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4 COMPARAÇÃO BTRUSS - BEAMCR 

Verificada a consistência dos dois elementos pertencentes ao DOOLINES, BTruss e 

BeamCR, analisa-se a viabilidade da utilização de cada um deles, sendo comparados a 

qualidade da resposta e o tempo de processamento obtidos em uma análise dinâmica. Para 

realização dessas análises, selecionam-se dois exemplos: viga biapoiada com carga no meio 

do vão e a análise de um riser. 

4.1 Exemplo 1: Viga Biapoiada com Carga Transversal no Meio do Vão 

Para o exemplo da viga biapoiada com carga no meio do vão, utilizam-se os mesmos 

parâmetros do modelo mostrado na Seção 3.5.1 para análise dinâmica. 

4.1.1 Análise de convergência 

Para a análise de convergência realiza-se a simulação dos casos com a variação da 

discretização utilizada (variação do número de elementos), sendo verificado o número de 

elementos necessários para que seja atingida a convergência. Como critério de convergência, 

utiliza-se o erro percentual de 1,5% entre o deslocamento de um ponto na discretização 

corrente e o deslocamento do mesmo ponto na discretização utilizada na análise anterior, em 

um determinado instante de tempo. Calcula-se o erro percentual comparando o deslocamento 

do nó analisado da seguinte forma 

 𝐸𝑟𝑟𝑜% =
𝑑𝑖(𝑡) − 𝑑𝑖−1(𝑡)

𝑑𝑖(𝑡)
∙ 100 ( 4.1 ) 

sendo 𝐸𝑟𝑟𝑜% o erro percentual, 𝑑𝑖(𝑡) o deslocamento na discretização corrente, 𝑑𝑖−1(𝑡) o 

deslocamento na discretização anteriormente analisada, 𝑡 o tempo. 

Para os dois tipos elementos utilizados, BeamCR e BTruss, inicia-se com uma malha com 2 

elementos, sendo aumentado esse número de 2 em 2 até ser atingida a convergência. 

Durante as simulações com o elemento BeamCR, percebe-se que a convergência é atingida 

utilizando uma malha com 34 elementos. Entretanto, ao ser analisado o gráfico com o 



67 

 

 

deslocamento do nó central da viga, percebe-se que, utilizando 14 elementos, os valores são 

bem próximos das malhas com mais elementos (Figura 27). 

Figura 27 - Deslocamento do nó central ao longo do tempo 

 

Fonte: Autor (2014) 

Na análise de convergência considera-se todo o intervalo de análise. Selecionando um instante 

de tempo de 38,18 s, pode-se verificar a diminuição do erro percentual com o aumento da 

discretização (Figura 28). 
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Figura 28 - Análise do erro percentual do deslocamento com o aumento da discretização 

 

Fonte: Autor (2014) 

Os dados utilizados para geração da Figura 28 se encontram na Tabela 7, onde se constata que 

com malhas a partir de 34 elementos é possível obter configurações finais bem próximas, 

verificando a convergência do modelo. 

Tabela 7 - Erros percentuais com a utilização do elemento BeamCR 

Número de 

Elementos 
Erro Percentual (%) 

Número de 

Elementos 
Erro Percentual (%) 

4 59,00 22 4,99 

6 -90,42 24 4,08 

8 -205,42 26 3,10 

10 -782,21 28 2,20 

12 135,55 32 2,81 

14 43,06 34 0,91 

16 20,09 38 1,45 

18 12,88 40 0,55 

20 7,06 42 0,52 
Fonte: Autor (2014) 

Realizando a análise da viga utilizando o elemento BTruss, percebe-se, a partir da Tabela 8, 

que o modelo necessita de um maior refinamento da malha, sendo atingida a convergência 

utilizando 40 elementos. 

 



69 

 

 

Tabela 8 - Erros percentuais com a utilização do elemento BTruss 

Número de 

Elementos 
Erro Percentual (%) 

Número de 

Elementos 
Erro Percentual (%) 

4 296,15 22 13,77 

6 214,41 24 8,46 

8 -15,22 26 6,81 

10 -96,73 28 5,10 

12 -172,68 32 6,21 

14 1323,90 34 2,27 

16 89,65 38 3,65 

18 37,23 40 1,47 

20 20,23 42 1,25 
Fonte: Autor (2014) 

Observando a Tabela 8, constata-se que a partir da utilização de uma malha com 14 elementos 

os erros começam a diminuir com o aumento do refinamento da malha, embora existam 

alguns que não sigam esse comportamento (32 e 38 elementos). Algumas malhas não são 

consideradas (30 e 36 elementos) por terem gerado informações de deslocamento para passos 

de tempo diferentes. 

Para o exemplo analisado, percebe-se que a convergência é atingida mais rapidamente com a 

consideração do elemento de viga (BeamCR), o que era esperado por utilizar uma formulação 

mais robusta, considerando tanto graus de liberdade translacionais quanto rotacionais. A 

Figura 29 mostra a comparação entre os deslocamentos gerados pelas malhas onde se 

considera a convergência sendo atingida, ou seja, utilizando o BeamCR com uma malha com 

34 elementos e BTruss com 40 elementos. 
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Figura 29 - Gráfico comparativo entre BeamCR e BTruss 

 

Fonte: Autor (2014) 

Percebe-se que os resultados estão bem próximos. Ao ser feito um cálculo de erro percentual 

entre as duas configurações, percebe-se um erro máximo calculado de 0,1%, o que confirma a 

proximidade das respostas. 

4.1.2 Custo computacional 

Além da qualidade da resposta, o custo computacional é um aspecto que deve ser levado em 

consideração, pois, em uma situação real, é preferível a obtenção da resposta o mais rápido 

possível para definir a decisão a ser tomada em uma situação de emergência. 

Para análise do custo computacional, utiliza-se um computador com processador Intel® 

Core™ i5 - 2410 M CPU @ 2,30 GHz, com sistema operacional Windows 7, 64 bits e 

memória RAM de 4 Gb. Simula-se o caso da viga biapoiada com carga no meio do vão 

considerando o elemento BeamCR e BTruss e variando o número de elementos de 4 a 42, 

mesmas discretizações utilizadas na análise de convergência, entretanto utilizando um tempo 

de análise de 300 s. Para cada nível de discretização, realizam-se três simulações, sendo 

considerado como tempo de simulação a média dos três tempos medidos. 
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Os tempos finais utilizando o elemento BeamCR estão dispostos na Tabela 9. Constata-se que 

à medida que o nível de discretização aumenta o tempo também aumenta. 

 

Tabela 9 - Elemento BeamCR: variação do tempo com o nível de discretização 

Número de 

Elementos 
Tempo Médio (s) 

Número de 

Elementos 
Tempo Médio (s) 

4 2,020 24 55,487 

6 3,990 26 65,620 

8 6,630 28 75,470 

10 10,010 30 86,577 

12 13,977 32 98,543 

14 18,883 34 109,870 

16 24,730 36 125,163 

18 31,447 38 140,077 

20 38,977 40 156,637 

22 47,883 42 171,903 
Fonte: Autor (2014) 

Utilizando o elemento BTruss, são considerados todos os níveis de discretização, 

diferentemente da análise de convergência, onde algumas malhas (30 e 36 elementos) não 

entraram no cálculo. Os tempos obtidos estão dispostos na Tabela 10. 

Tabela 10 - Elemento BTruss: variação do tempo com o nível de discretização 

Número de 

Elementos 
Tempo Médio (s) 

Número de 

Elementos 
Tempo Médio (s) 

4 1,415 24 32,765 

6 2,465 26 39,920 

8 4,097 28 45,282 

10 6,115 30 52,067 

12 8,388 32 59,223 

14 11,461 34 66,331 

16 14,643 36 75,639 

18 18,611 38 85,717 

20 23,145 40 92,425 

22 27,950 42 103,667 
Fonte: Autor (2014) 

Transformando as tabelas de tempo em gráfico (Figura 30), percebe-se que, fixando um 

mesmo número de elementos, o tempo gasto pelo elemento de viga é superior ao tempo gasto 

pelo elemento de treliça. Embora o número de elementos utilizados para atingir a 

convergência do BeamCR tenha sido menor que o utilizando o BTruss, o tempo de 

simulação é superior (tempos destacados nas respectivas tabelas), apresentando uma diferença 
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de 18,9%. Verifica-se, também, que as curvas apresentam ordem de variação n
2
, ou seja, à 

medida que o número de elementos aumenta, a curva varia quadraticamente. 

Figura 30 - Gráfico do custo computacional com o aumento da discretização  

 

Fonte: Autor (2014) 

 

4.2 Exemplo 2: Análise de um Riser Submerso 

Como segunda aplicação, realiza-se a análise de um riser rígido em catenária com 16 

polegadas de diâmetro externo e 1 polegada de espessura (Figura 31). Takafuji (2010) realizou 

a análise estática desse riser e, neste trabalho, realiza-se, então, a análise dinâmica. A Tabela 

11 apresenta os parâmetros para criação do modelo. 

Considera-se, também, o mesmo perfil de correnteza utilizado por Takafuji (2010), mostrado 

na Tabela 12, que consiste em um perfil típico de mar extremo centenário da Bacia de 

Campos. 
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Tabela 11 - Parâmetros do modelo do riser rígido 

Parâmetro Valor 

Densidade da água do mar 1.025,00 kg/m³ 

Diâmetro externo do riser 0,4064 m 

Diâmetro interno do riser 0,3556 m 

Rigidez à flexão do riser (𝐸𝐼) 78.000,00 kN·m² 

Rigidez axial do riser (𝐸𝐴) 4.000.000 kN 

Peso no ar 2,4927 kN/m 

Comprimento Total 2.500 m 

Coeficiente de arrasto na direção normal (𝐶𝐷𝑛) 1,1 

Coeficiente de arrasto na direção normal (𝐶𝐷𝑎) 0,1 

Fonte: Autor (2014) 

Figura 31 - Configuração do riser rígido em catenária 

 

Fonte: Autor (2014) 

 

 

 

 



74 

 

Tabela 12 - Perfil de correnteza utilizado na análise do riser rígido 

Profundidade (m) Velocidade (m/s) Ângulo (graus) 

0,00 1,96 0 

50,00 1,54 0 

100,00 1,39 0 

140,00 1,18 0 

230,00 0,72 0 

340,00 0,78 0 

415,00 0,72 45 

545,00 0,41 135 

640,00 0,52 135 

750,00 0,76 135 

915,00 0,71 135 

1.254,50 0,00 135 

1.255,00 0,00 135 
Fonte: Autor (2014) 

 

4.2.1 Análise de convergência 

Inicia-se a simulação com 4 elementos, sendo esse número aumentado de 2 em 2 até ser 

atingida a convergência. A simulação possui um tempo final de análise de 200 s, verifica-se a 

convergência, analisando o deslocamento do nó central no instante 120 s. 

A Figura 32 mostra o erro percentual utilizando o elemento BeamCR. Percebe-se que a partir 

de 10 elementos o modelo já apresenta um erro menor do que 1,5%.  

Ao analisar com o elemento BTruss, percebe-se que, novamente, a partir de uma malha com 

10 elementos, o modelo converge (Figura 33). 
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Figura 32 - Erro percentual para o elemento BeamCR 

 

Fonte: Autor (2014) 

Figura 33 - Erro percentual utilizando o elemento BTruss 

  

Fonte: Autor (2014) 
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Observa-se que, para este modelo, o elemento de viga não apresentou uma convergência mais 

rápida, embora seja um elemento mais completo. A Figura 34 mostra a configuração final do 

riser utilizando os dois tipos de elementos com uma malha com 10 elementos. 

Figura 34 - Configuração final do riser rígido utilizando os elementos BeamCR e BTruss 

 

Fonte: Autor (2014) 

4.2.2 Custo computacional 

Para análise do custo computacional, utilizam-se malhas iniciando em 4 e terminando 34 

elementos, embora a convergência tenha sido atingida com 10 elementos. Percebe-se, 

analisando a Figura 35, que o tempo gasto para a simulação do modelo é maior utilizando o 

elemento de viga. Para este exemplo, onde não é considerado engastamento, pode-se utilizar 

uma malha mais refinada com o elemento de treliça que serão obtidos resultados semelhantes 

aos com o elemento de viga e com um custo computacional menor.  
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Figura 35 - Custo computacional para análise do riser rígido 

 

Fonte: Autor (2014) 

4.3 Análise dos Resultados 

Conforme observado nos exemplos simulados, percebe-se que o elemento de viga BeamCR 

requer um custo computacional maior que o elemento especial de treliça BTruss ao se tratar 

de uma análise que utilize malhas com o mesmo número de elementos. Entretanto, nota-se 

que, normalmente, a convergência é atingida de forma mais rápida para esse elemento mais 

completo, embora para o exemplo do riser rígido a convergência tenha sido atingida com o 

mesmo número de elementos. 

Ao ser analisado o custo computacional considerando o número de elementos necessário para 

atingir a convergência, verifica-se que o elemento de viga também apresenta um custo 

superior ao do elemento de treliça. 

Embora apresente um custo computacional superior, o elemento finito BeamCR, além de 

possibilitar a convergência com um número inferior ao utilizado pelo elemento de treliça, 

permite o cálculo dos esforços de torção e a consideração de modelos que necessite de 

engastamento. 
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O DOOLINES consiste em um framework, desenvolvido em linguagem orientada a objetos, 

que permite a análise dinâmica não linear de linhas de ancoragem e risers no domínio do 

tempo. Neste trabalho revisou-se a formulação para um elemento finito simplificado de treliça 

que, quando desejado, pode apresentar rigidez à flexão, existente no DOOLINES e 

denominado de BTruss, propondo-se a modificação no cálculo da curvatura circular. 

Exemplos que simulam risers submersos foram elaborados de modo a verificar a formulação 

proposta. Confrontaram-se os resultados obtidos com os disponíveis na literatura, verificando-

se a boa concordância dos resultados.  

Com o objetivo de aprimorar o elemento de treliça existente, desenvolveu-se a formulação 

para a consideração, também de maneira simplificada, da rigidez à torção. Entretanto, 

verificou-se que havia casos em que o elemento proposto apresentava inconsistência de 

resultado, o que comprometia o resultado final da análise. 

Como contribuição maior do trabalho, estudou-se um elemento finito completo de viga, que 

utiliza a teoria co-rotacional, implementando-o no DOOLINES com o nome de BeamCR. 

Devido a sua estruturação em framework, pequenas modificações foram necessárias para 

incorporação desse elemento. 

Exemplos para verificação dessa formulação foram realizados, sendo analisados modelos que 

simulam vigas e risers submersos, apresentando resultados coerentes com as respostas 

analíticas.  

Elementos com formulação mais simples, a exemplo do BTruss, são largamente utilizados 

devido ao custo computacional ser reduzido devido aos poucos graus de liberdade 

considerados. Decidiu-se realizar um estudo comparativo entre os elementos BTruss e 

BeamCR, analisando-se a convergência e o custo computacional envolvido. 

Com o estudo realizado, percebeu-se que, para um mesmo nível de discretização, o tempo 

necessário para realizar a simulação com o elemento de treliça é menor que o com o de viga, 

entretanto a convergência, em alguns casos, pode ser atingida mais rapidamente com um 

elemento de viga. 
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Além de a convergência ser atingida mais rapidamente, o elemento de viga permite o cálculo 

do esforço de torção, além da consideração do engastamento que não são 

calculados/considerados com o elemento de treliça implementado. Durante o projeto de um 

sistema oceânico, a exemplo da instalação de uma plataforma com várias linhas e risers, nos 

estudos iniciais utilizam-se modelos simplificados devido à sua rapidez, entretanto, na fase 

final, deve-se ter uma análise mais detalhada, necessitando-se de modelos mais completos.  

Para continuidade do presente trabalho, sugerem-se: 

 validação e verificação dos elementos disponibilizados no framework DOOLINES em 

situações compatíveis com o cenário real de risers, bem como a verificação do 

potencial de aplicação desses elementos para modelagem de mangotes; 

 estudo e desenvolvimento de outras formulações para o elemento de viga, por 

exemplo, a Formulação Posicional do Método dos Elementos Finitos proposta por 

Greco e Coda (2006), e até mesmo a formulação do elemento disponibilizado no 

Orcaflex (ORCINA, 2014); 

 implementação da consideração do engastamento para os dois tipos de elementos 

finitos disponíveis, uma vez que essa consideração somente é possível para o elemento 

de viga; 

 estudo para sistematizar a definição das configurações iniciais de linhas discretizadas 

com o elemento BeamCR quando essas possuem folgas em seus comprimentos 

indeformados em relação às distâncias entre os pontos extremos de apoios. Nesses 

casos, o DOOLINES, atualmente, utiliza a equação da catenária que considera apenas 

os esforços axiais. 
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APÊNDICE A – DOOLINES 

O DOOLINES é um framework desenvolvido com a linguagem de programação C++ que 

utiliza o paradigma da programação orientada a objetos (POO). Entre as diversas classes que 

o compõem (Figura 36), destacam-se as classes Model e a Intalg. Elas são responsáveis 

pela concepção do modelo e pelos algoritmos de integração temporal, respectivamente 

(BEZERRA NETO et al., 2010). 

A classe Model refere-se ao modelo computacional e é utilizada para fazer a modelagem do 

problema a ser tratado. A partir dela, pode-se definir a malha de elementos finitos das 

estruturas de linha de ancoragem e riser, bem como as propriedades físicas e geométricas dos 

elementos (BEZERRA NETO et al., 2010). 

A classe Intalg é a classe dos algoritmos de integração no domínio do tempo. Esses 

algoritmos são utilizados na discretização das Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs) no 

tempo, sendo obtidas respostas do sistema estrutural (FERREIRA, 2005). 
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Figura 36 - Diagrama de classes UML do DOOLINES 

 

Fonte: Adaptada de Ferreira (2005) 
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A reformulação em framework permitiu que modificações fossem feitas de modo a deixá-lo 

com mais funcionalidades. A seguir estão listadas as modificações feitas desde a conversão 

em framework até a elaboração do presente trabalho: 

 Incorporação das rotinas clássicas de catenária, realização da análise estática e 

algoritmo de integração numérica temporal de relaxação dinâmica; 

 Algoritmos de integração numérica: Método das diferenças centrais e Método de 

Euler; 

 Modelo constitutivo de Kelvin e Modelo segmentado; 

 Versão paralela para ambientes de memória compartilhada; 

 Guincho; 

 Fluido interno; 

 Adaptatividade no tempo; 

 Modelos de contato/Atrito linha-solo; 

 Consideração de obstáculos; 

 Consideração do efeito de ondas 

A.1 Incorporação das Rotinas Clássicas de Catenária, Análise Estática e de Relaxação 

Dinâmica 

Segundo Ferreira (2005), a incorporação das rotinas clássicas de catenária, análise estática e 

de relaxação dinâmica possibilita a geração de configurações iniciais complexas. Durante a 

análise estática é feita uma busca pelo equilíbrio estático da linha, o que gera uma 

configuração inicial do modelo necessária para a realização da análise dinâmica no domínio 

do tempo. 

A partir de uma situação real, cria-se um modelo (Figura 37) e nesse modelo é aplicada a 

discretização espacial da linha em elementos finitos. A criação do modelo é feita utilizando 
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rotinas clássicas de catenária inextensível (por exemplo, Pasquetti, 2003). Para a realização do 

equilíbrio estático, o algoritmo de integração temporal utilizado é o de relaxação dinâmica. 

Figura 37 - Modelagem numérica de uma situação real 

 

Fonte: Adaptada de Silva et al. (2013) 

Segundo Silva (2005), o método de relaxação dinâmica baseia-se no fato de que a solução 

estática de um modelo pode ser gerada como a resposta permanente de uma análise transiente 

amortecida. Silva (2005) apresenta um algoritmo do método de relaxação dinâmica (Figura 

38), ressaltando que 𝑐ℎ (coeficiente de amortecimento multiplicado por um pseudo 

incremento de tempo) e 𝑴 são valores fictícios escolhidos de modo que a solução estática seja 

obtida com um número mínimo de passos. Segundo Silveira et al. (2012), a relaxação 

dinâmica é um método explícito que usa um amortecimento crítico a fim de acelerar a 

convergência. 

Silva et al. (2013) propuseram fazer a análise estática de modo iterativo com refinamento de 

malhas. Essa estratégia consiste na discretização inicial da malha com poucos elementos e 

realização da análise estática, em seguida é aumentada a discretização e novamente realizada 

a análise estática. Esse processo é repetido até que se atinja o equilíbrio da malha com o 

número de elementos desejados. A Figura 39 mostra o fluxograma desse método. 

A utilização da estratégia proposta por Silva et al. (2013) resultou em uma análise mais rápida 

que a estratégia convencional. Além disso, também é possível notar uma menor dependência 

entre os parâmetros adotados e a resposta obtida, o que torna o método confiável. 
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Figura 38 - Algoritmo do Método de Relaxação Dinâmica Explícito 

 

Fonte: Silva (2005) 

Figura 39 - Fluxograma de uma análise estática de modo iterativo 

 

Fonte: Silva et al. (2013) 
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O algoritmo de integração numérica temporal de relaxação dinâmica implementado no 

DOOLINES encontra-se na classe Relax, classe filha da IntAlg. 

A.2 Algoritmos de Integração Numérica 

Novos algoritmos de integração estão incorporados para análise dinâmica: o Método de Euler 

e o Método das Diferenças Centrais. Inicialmente havia os algoritmos de integração 

MEGAlpha e Chung-Lee. 

O Método de Euler pode ser obtido supondo a aceleração constante durante cada intervalo de 

tempo. As equações de recorrência são mostradas a seguir: 

 𝑑𝑛+1 = 𝑑𝑛 + �̇�∆𝑡 ( A.1 )  

 �̇�𝑛+1 = �̇�𝑛 + �̈�𝑛∆𝑡 ( A.2 )  

O algoritmo do Método de Euler é mostrado na Figura 40. 

Figura 40 - Algoritmo do Método de integração de Euler 

 

Fonte: Autor (2014) 
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O Método das Diferenças Centrais é um dos algoritmos clássicos de integração direta 

explícita largamente utilizado. Trata-se de um algoritmo de fácil implementação e que possui 

variantes apresentadas por diversos autores. Esse método pode ser encarado como uma 

particularização do algoritmo implícito de Newmark, cujas equações de recorrência são dadas 

por 

 
𝒅𝑛+1 = 𝒅𝑛 + ∆𝑡�̇�𝑛 + ∆𝑡2 [(

1

2
− 𝛽) �̈�𝑛 + 𝛽�̈�𝑛+1] 

( A.3 ) 

e 

 �̇�𝑛+1 = �̇�𝑛 + ∆𝑡[(1 − 𝛾)�̈�𝑛 + 𝛾�̈�𝑛+1] ( A.4 ) 

Observa-se que o deslocamento é aproximado por uma expansão em série de Taylor com 

precisão de segunda ordem e que, quando se supõe 𝛽 = 0, o algoritmo de Newmark torna-se 

explícito. A definição de 𝛾 =
1

2
 é o que justifica a denominação do algoritmo como sendo de 

diferença central. O algoritmo do método das diferenças centrais, variante do algoritmo de 

Newmark, é apresentado na Figura 41. 
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Figura 41 - Algoritmo do Método das Diferenças Centrais (Variante de Newmark) 

 

Fonte: Autor (2014) 

O algoritmo de integração temporal de Euler está implementado no DOOLINES na classe 

Euler e o de Diferenças Centrais na classe CentralDifference, ambas classes filhas 

de IntAlg. 

A.3 Modelos Constitutivos 

Alguns novos modelos constitutivos estão disponíveis: Modelo de Kelvin e o Modelo 

Segmentado, atribuídos às classes Kelvin (modelo constitutivo de Kelvin) e NonLinear 

(modelo segmentado), classes filhas de Material. Inicialmente havia implementados os 

modelos de Hooke e Zener. 



92 

 

O Modelo de Kelvin é composto por uma associação em paralelo de um elemento elástico 

linear com um viscoso linear. Portanto, a força calculada não é função apenas dos 

deslocamentos, mas também das velocidades. A relação que representa tal modelo é dada por 

 𝜎(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡) + 𝜂
𝑑𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
 ( A.5 ) 

sendo 𝑡 o instante de tempo avaliado, 𝜂 o coeficiente de viscosidade axial do material, 𝜎(𝑡) a 

tensão avaliada no instante 𝑡, 𝐸 o módulo de Young e 𝜀(𝑡) a deformação no instante 𝑡. 

A relação força-deslocamento assume a seguinte forma: 

 𝑓(𝑡) =
𝐸𝐴0

𝐿
𝑢(𝑡) +

𝜂𝐴0

𝐿0
�̇�(𝑡) ( A.6 ) 

sendo 𝐸𝐴0 o módulo de rigidez axial, 𝐴0 a área da seção transversal, 𝐿 o comprimento do 

elemento deformado, 𝑢(𝑡) o deslocamento no instante 𝑡, 𝐿0 o comprimento indeformado do 

elemento. 

No modelo segmentado a relação constitutiva é definida a partir de um conjunto de pontos. 

Esses pontos podem representar pares tensão-deformação ou força-deslocamento. No caso da 

representação tensão-deformação, é necessária a especificação da seção transversal do 

elemento para completar a relação constitutiva a ser aplicada. Para utilizar pares força-

deslocamento, nenhuma outra informação é exigida. Nesse modelo, as informações entre 

pares tensão-deformação (ou força-deslocamento) são obtidas a partir de um procedimento de 

interpolação. 

A.4 Versão Paralela 

Segundo Bezerra Neto et al. (2010), alguns dos principais objetivos do uso de técnicas de 

Computação de Alto Desempenho são: reduzir o tempo de processamento, minimizar o 

consumo de energia e memória, reduzir problemas na transferência de dados por rede, dentre 

outros, cujo objetivo é sempre otimizar o desempenho do software ou hardware envolvido. 

Para simulação de linhas ou risers utilizando o DOOLINES, a etapa inicial consiste na 

modelagem numérica de todo o cenário offshore e domínio do problema. No caso específico, 

as linhas de ancoragem e os risers precisam ser discretizados em elementos finitos, pois esse 
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simulador utiliza o Método dos Elementos Finitos (MEF) para discretização espacial das 

equações diferenciais (BEZERRA NETO et al., 2010)  

Em algumas situações de projeto, essa malha precisa ser muito discretizada para se obter uma 

resposta satisfatória, acarretando o aumento no tempo de processamento e/ou consumo de 

memória e inviabilizando algumas análises em desktops comuns. Para contornar esses 

problemas é comum o uso de técnicas de Computação de Alto Desempenho. 

Segundo Bezerra Neto et al. (2010), dentre as técnicas existentes destacam-se as estratégias 

de otimização do código fonte e as estratégias baseadas em processamento paralelo. Sendo o 

processamento paralelo recomendado em regiões que demandam elevado esforço 

computacional (tempo, memória ou processamento) e consiste em dividir o fluxo do programa 

entre as centrais de processamento disponíveis. 

Bezerra Neto et al. (2010) implementaram quatro estratégias de processamento paralelo 

utilizando o padrão OpenMP (Open Multi-Processing) em três delas e o MPI (Message 

Passing Interface) na restante. Bezerra Neto (2011) escolheu duas estratégias utilizadas por 

Bezerra Neto et al. (2010), a “Estratégia 1 – Paralelização direta com uma única diretiva” e a 

“Estratégia 4 – Uso do padrão MPI em ambientes de memória compartilhada” analisando o 

ganho de desempenho no DOOLINES, simulando somente uma linha, e no DOOLINES 

acoplado ao Dynasim (Dynamic Simulator) (NISHIMOTO et al., 2002), simulando um 

sistema de linhas, verificando um ganho significativo na versão do DOOLINES utilizando a 

“Estratégia 1 – Paralelização direta com uma única diretiva”, que será citada como Estratégia 

1 ao longo do texto. 

O modelo de paralelismo utilizado foi o de dados que, juntamente com o funcional, 

constituem os modelos clássicos de paralelismo (BEZERRA NETO et al., 2010). No 

paralelismo de dados ocorre a divisão de um conjunto de dados que operam com as mesmas 

instruções. Segundo Bezerra Neto (2011), nesse tipo de paralelismo é necessária uma atenção 

especial, pois a divisão sem um critério seguro pode ocasionar em informações que não são 

atualizadas, gerando condições de corrida (race conditions) e consequentemente erros no 

programa. 

As condições de corrida podem ocorrer quando uma informação precisa ser atualizada por 

dois locais diferentes ao mesmo tempo. Caso não haja um tratamento do modo como essa 
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informação será armazenada, quando os locais tentarem atualizar essa no mesmo instante de 

tempo, uma das contribuições será perdida. 

No DOOLINES, as forças externas e internas são representadas por vetores com dimensão 

múltipla do número de nós da malha. Realiza-se um loop em cada elemento da malha e para 

cada elemento são calculadas as forças nodais equivalentes associadas a cada tipo de força 

durante a montagem desses vetores. Essas forças nodais são atualizadas no vetor de forças 

global que contém as forças associadas a todos os nós da malha. 

A Estratégia 1 foi desenvolvida utilizando o padrão OpenMP e consistiu na aplicação direta 

das diretivas nas regiões que demandam maior consumo de tempo. Essa estratégia é 

considerada simplificada por ser possível paralelizar o código com o uso da diretiva apenas 

(BEZERRA NETO et al., 2010). Um pseudo-código do DOOLINES com a diretiva de 

paralelização é mostrado na Figura 42. 

Figura 42 - Exemplificação do uso de uma diretiva de OpenMP 

 

Fonte: Bezerra Neto et al. (2010) 

A.5 Guinchos 

Segundo Barroso et al. (2013), o módulo implementado trata-se de um tipo de guincho 

simplificado, que possibilita simular problemas de pagamento e recolhimento de linhas 

utilizando uma estratégia de modelagem na qual não há alteração no número de elementos da 

malha. 

O tipo de guincho desenvolvido possibilita a variação do comprimento ao longo do tempo ou 

a variação da força normal ao longo do tempo. Essa variação é definida por meio de uma 

função no tempo. Na prática, esse tipo de guincho é tratado como uma ação externa sendo 

aplicada a um nó da malha de elementos finitos. Em virtude disso, a classe Winch que abstrai 

as funcionalidades do guincho é uma classe derivada de Load, classe responsável pelos 

carregamentos aplicados às linhas. 
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Através da função associada ao guincho, é possível estabelecer diferentes taxas de variação de 

comprimento ou força (dependendo do tipo de guincho) para cada intervalo de tempo. Isso 

permite que em uma única simulação sejam executadas as funções de pagamento e 

recolhimento de linha. 

O guincho com variação do comprimento (no DOOLINES representado pela classe 

WLength, classe filha de Winch), representado na Figura 43, possui como parâmetros as 

coordenadas da extremidade fixa do guincho, o nó de ligação guincho-linha, a rigidez axial, 

𝐸𝐴, e a função associada ao comprimento indeformado do guincho, 𝐿0(𝑡), com 𝑡 

representando o tempo. 

Figura 43 - Modelagem do guincho com variação do comprimento 

 

Fonte: Autor (2014) 

Assim, através da função associada ao comprimento do guincho, é especificado o 

comprimento indeformado, 𝐿0. O comprimento final, 𝐿, é a distância entre o vetor de 

coordenadas dado e o nó de ligação guincho-linha. Com a equação ( A.7 ), é calculado o 

módulo da força (𝑁) exercida pelo guincho que é multiplicado pelo vetor unitário �̂�𝐴𝐵 na 

direção e sentido do guincho. Por fim, a força exercida pelo guincho, �⃗� , é somada ao vetor de 

forças externas atuantes no sistema. 

 
𝑁 = 𝐸𝐴 

𝐿 − 𝐿0
𝐿0

 ( A.7 ) 

No caso do guincho com variação da força normal (no DOOLINES representado pela classe 

WTension, classe filha de Winch), representado na Figura 44, são adotados os mesmos 

parâmetros, com exceção da rigidez axial do guincho, que não influencia no problema, visto 

que o módulo da força normal é dado em função do tempo. 



96 

 

Figura 44 - Modelagem do guincho com variação da força normal 

 

Fonte: Autor (2014) 

Assim, através da função associada ao guincho, é calculado o módulo da força exercida por 

ele. Em seguida, o módulo da força é multiplicado pelo vetor unitário na direção e sentido do 

guincho. Obtém-se, então, a força exercida pelo guincho, que é somada ao vetor de forças 

externas. 

A.6 Fluido Interno 

O modelo utilizado para a consideração de fluido interno encontra-se no OrcaFlex (ORCINA, 

2014) onde se considera a adição de duas novas forças, uma centrífuga originada a partir da 

mudança de direção do fluxo e outra de Coriolis, provocada pela turbulência do meio. 

Considera-se um fluido com densidade 𝜌 se deslocando com fluxo uniforme, vazão mássica 𝑟, 

escoando em um duto com área transversal 𝑎 e velocidade 𝑠𝑓 dada por 

 𝑠𝑓 =
𝑟

𝑎𝜌
 ( A.8 ) 

Considera-se ainda um nó onde o fluido em escoamento entra na direção 𝒖𝒆 e sai na direção 

𝒖𝒔 (Figura 45), tem-se que os vetores velocidade de entrada e de saída são 𝒔𝒇𝒆𝒖𝒆 e 𝒔𝒇𝒔𝒖𝒔, 

respectivamente. 
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Figura 45 - Esquema do fluxo passando por um nó 

 

Fonte: Autor (2014) 

Desta forma, a taxa de entrada pode ser expressa por 𝜌𝑎𝑒𝑠𝑒
2𝒖𝒆 e a de saída por 𝜌𝑎𝑠𝑠𝑠

2𝒖𝒔, 

logo a força necessária para mudar a direção é dada por 

 𝑭 =  𝜌𝑎𝑠𝑠𝑠
2𝒖𝒔 − 𝜌𝑎𝑒𝑠𝑒

2𝒖𝒆 ( A.9 ) 

O oposto da força apresentada em ( 2.13 ) fornece a força centrífuga, 𝑭𝒄 , resultante no nó, ou 

seja,  

 𝑭𝒄 =  𝜌𝑎𝑒𝑠𝑒
2𝒖𝒆 − 𝜌𝑎𝑠𝑠𝑠

2𝒖𝒔 ( A.10 ) 

A força de Coriolis é conhecida por ser imperceptível em referenciais fixos e é somente 

observada quando o referencial é não inercial, ou seja, quando este se move com o corpo. Um 

exemplo que ilustra bem essa situação é o de um carrossel com uma pessoa próxima do centro 

tentando acertar uma bolinha em outra que está na extremidade, se a bolinha for lançada em 

linha reta certamente ela não irá acertar o seu destino, uma vez que a pessoa da extremidade 

está em um movimento circular. Para quem está do lado de fora do carrossel (referencial fixo) 

a bolinha fez uma trajetória retilínea e a pessoa da extremidade está em um movimento 

circular, mas para a pessoa que está no carrossel, girando com ele, a outra está parada e a 

bolinha fez uma trajetória curva como se existisse uma força mudando a sua direção, essa é à 
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força de Coriolis (PORTALSAOFRANCISCO, 2014). Agora imagine um tubo ligando as 

duas pessoas e a bolinha fosse passada por meio deste. Para as pessoas no carrossel a bolinha 

fez uma trajetória retilínea e o tubo está exercendo uma força que se opõe a de Coriolis. De 

forma análoga é isso que ocorre em tubos com fluido se movimentando em seu interior. 

Agora considerando um elemento com velocidades nodais 𝒗𝟏 e 𝒗𝟐, se existir um fluido se 

movimentando em seu interior, cada nó deve receber uma força resultante que corresponde à 

ação da força de Coriolis, dada por 

 𝑭𝒄𝒐 = 𝑟(𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒çã𝑜 𝑑𝑒 (𝒗𝟐 − 𝒗𝟏)𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑎𝑜 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜) ( A.11 ) 

A Figura 46 apresenta o resultado comparativo do efeito do fluxo de fluido interno 

apresentando as respostas para duas situações: mangote cheio e mangote vazio. Como 

exemplo de análise considerou-se um mangote de transferência em operação de alívio de Gás 

Natural Liquefeito (GNL). Nessa situação a linha encontra-se conectada em duas unidades 

flutuantes. 

Figura 46 - Efeito do fluxo de fluido interno 

 

Fonte: Autor (2014) 
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A.7 Adaptatividade no Tempo 

A técnica de adaptatividade no tempo implementada no DOOLINES é baseada na curvatura 

do histórico de deslocamento, desenvolvida por Cintra (2008). Para incorporar esse recurso 

foi criado o método ComputeCurvature na classe IntAlg (responsável pelos algoritmos 

de integração temporal), que faz o cálculo da curvatura baseada no histórico de deslocamento. 

 𝜅(𝑡) =

√(�̇� ∙ �̇�)(�̈� ∙ �̈�) − (�̇� ∙ �̈�)
2

(�̇� ∙ �̇�)
3 2⁄

 ( A.12 ) 

sendo �̇� o vetor velocidade e �̈� o vetor aceleração. 

Na Figura 47 é apresentado o código que implementa o cálculo da curvatura. 

Figura 47 - Método da Classe IntAlg para calcular a curvatura 

 

Fonte: Autor (2014) 

Também foi criada uma classe para gerenciar o algoritmo adaptativo, denominada 

Adaptivity. Essa classe faz o cálculo do passo de integração (time step) tomando como 
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base o valor da curvatura do histórico de deslocamento (obtido pelo método 

IntAlg::ComputeCurvature) e levando em consideração a regularização da curvatura. 

A Figura 48 mostra a declaração da classe Adaptivity, bem como os métodos e atributos 

presentes nela. 

Figura 48 - Declaração da classe Adaptivity responsável por gerenciar os algoritmos 

adaptativos 

 

Fonte: Autor (2014) 

A.8 Modelos de Contato/Atrito Linha-Solo 

O modelo de interação linha solo desenvolvido segue a abordagem do programa OrcaFlex 

(ORCINA, 2014), onde se considera que a força de atrito existente entre a linha e o fundo do 

mar nunca ultrapassa o valor de 𝜇𝑅, onde 𝑅 representa a força de contato e 𝜇 o coeficiente de 

atrito. Nesse caso a força de contato é dada por 

 𝑅 = 𝑘𝐴𝛽 ( A.13 ) 

sendo 𝑘 a rigidez do fundo do mar, 𝐴 a área de contato, que é aproximada pelo produto entre 

o diâmetro da linha e o comprimento que está em contato com o solo e 𝛽 a profundidade de 

penetração. 
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Com o valor da força de contato, calculam-se as forças de atrito entre a linha e o solo, 

tratando o assunto de uma forma simplificada, uma vez que alguns efeitos são desprezados, 

como, por exemplo, o solo movido pela linha, o acúmulo de solo na frente da linha 

(ORCINA, 2014). 

No modelo adotado, os objetos que se encontram em contato mantêm uma posição alvo e uma 

força de atrito é aplicada. A Figura 49 ilustra a variação da força de atrito com o afastamento 

do corpo em relação ao ponto alvo. Pode-se observar que a variação entre −𝜇𝑅 e 𝜇𝑅 ocorre 

de forma linear no intervalo entre −𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡 (distância crítica) e 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡. 

Figura 49 - Variação da força de atrito 

 

Fonte: Orcina (2014) 

Tem-se que o 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡 é dado por 

 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡 =
𝜇𝑅

𝑘𝑠𝐴
 ( A.14 ) 

sendo 𝑘𝑠 a rigidez tangencial e 𝐴 a área de contato. 
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A partir da equação ( A.14 ), percebe-se que quanto maior 𝑘𝑠 menor é o 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡, ou seja, o 

intervalo em que a força de atrito apresenta comportamento linear diminui. 

No caso onde os coeficientes normais e axiais são distintos o Orcaflex (ORCINA, 2014) usa 

um único valor de 𝜇 dado por 

 𝜇 = ‖𝜇𝑛𝑫𝒏 + 𝜇𝑎𝑫𝒂‖ ( A.15 ) 

sendo 𝑫𝒏 e 𝑫𝒂 os vetores das projeções, ao longo das direções normal e axial, do vetor 

unitário do deslocamento do ponto alvo para a direção de destino (ORCINA, 2014). 

A cada intervalo de tempo durante a análise dinâmica a posição alvo é modificada conforme 

os seguintes itens: 

- Se a linha não está em contato então a posição alvo não está definida;  

- No instante em que a linha está em contato, então a posição alvo é definida no ponto de 

contato;  

- Se a posição alvo está a uma distância maior que a crítica da posição de contato, então o 

ponto alvo é deslocado para uma distância 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡 do ponto de contato na reta definida pelo 

vetor 𝑫 (Figura 50). 

Figura 50 - Esquema da atualização do ponto alvo 

 

Fonte: Orcina (2014) 
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A.9 Consideração de Obstáculos 

Para a consideração de obstáculos, utilizou-se a abordagem do programa OrcaFlex (ORCINA, 

2014) em obstáculos sólidos. Os obstáculos representam barreiras físicas ao movimento de 

linhas, resistem principalmente à penetração, através da aplicação de uma força de reação 

normal à superfície mais próxima (interna ou externa), a qual é proporcional à profundidade 

de penetração do objeto (linhas) no obstáculo. 

Para o tratamento de situações de contato-impacto, consideram-se os nós dos elementos como 

as partes sujeitas a reações advindas de interações com obstáculos. Embora em uma situação 

real o contato-impacto possa ocorrer em região diferente, essa suposição simplifica o 

tratamento do problema. Dessa forma, a reação na extremidade do elemento da linha é 

calculada por: 

 𝑅𝑒𝑎çã𝑜 = (𝑃𝑎𝑟𝑐𝑒𝑙𝑎 𝑅𝑖𝑔𝑖𝑑𝑒𝑧) + (𝑃𝑎𝑟𝑐𝑒𝑙𝑎 𝐴𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜) ( A.16 ) 

A parcela da reação normal devido à rigidez, 𝑃𝑎𝑟𝑐𝑒𝑙𝑎 𝑅𝑖𝑔𝑖𝑑𝑒𝑧, é calculada a partir da 

seguinte equação: 

 𝑃𝑎𝑟𝑐𝑒𝑙𝑎 𝑅𝑖𝑔𝑖𝑑𝑒𝑧 = 𝐾𝐴𝑑 ( A.17 ) 

onde 𝐾 é a rigidez do obstáculo, 𝑑 é a profundidade de penetração (considerando o diâmetro 

de contato, que é admitido como o maior diâmetro externo dos elementos conectados ao nó) e 

𝐴 é a área de contato, admitida como a região de influência do nó, cujo valor é dado por: 

 𝐴 = ∑(𝐿𝑖𝐷𝑖) 2⁄  ( A.18 ) 

sendo 𝐿𝑖 o comprimento do 𝑖-ésimo elemento conectado ao nó de interesse e 𝐷𝑖 o seu 

respectivo diâmetro externo. 

A parcela de reação normal devido ao amortecimento, 𝑃𝑎𝑟𝑐𝑒𝑙𝑎 𝐴𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜, pode ser 

calculada da seguinte forma: 

 𝑃𝑎𝑟𝑐𝑒𝑙𝑎 𝐴𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 2𝛼(𝑚𝐾𝐴)1 2⁄ 𝑉𝑛 ( A.19 ) 

sendo 𝛼 uma porcentagem do amortecimento crítico, 𝑚 a massa concentrada no nó de 

interesse (considerando a influência de metade da massa de todos os elementos a ele 

conectados) e 𝑉𝑛 a intensidade de velocidade do nó na direção normal ao obstáculo. O cálculo 
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do sentido de 𝑉𝑛 também é fundamental, pois a contribuição do amortecimento da reação 

normal ao obstáculo apenas deve ser considerada quando o nó estiver penetrando no 

obstáculo. 

Quanto às formas dos obstáculos, encontra-se implementado o obstáculo do tipo Bloco, que 

possui geometria definida a partir da informação de um ponto no bloco (origem do bloco) e 

dos comprimentos de suas arestas (Figura 51). 

Figura 51 - Definição da geometria do obstáculo do tipo 𝑩𝒍𝒐𝒄𝒐 

 

Fonte: Autor (2014) 

A montagem da estratégia de checagem da ocorrência de contato adotada passa pela análise 

da distância de um ponto qualquer no espaço a um plano. Segundo Stewart (2009), sejam 𝒑 o 

vetor posição de um ponto pertencente ao plano, 𝒏 seu vetor normal e 𝒓𝟎 o vetor posição de 

um ponto qualquer no espaço. É possível obter a distância 𝛿 do ponto qualquer ao plano 

através do valor absoluto da projeção do vetor diferença 𝒘 sobre o vetor normal 𝒏 (Figura 

52), onde o vetor diferença é dado por 

 𝒘 = 𝒓𝟎 − 𝒑 ( A.20 ) 
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Figura 52 - Distância com sinal de um ponto qualquer no espaço a um plano 

 

Fonte: Autor (2014) 

O destaque de Stewart (2009) sobre a necessidade de considerar o valor absoluto apoia-se, 

claramente, na intenção de evitar a obtenção de um valor negativo quando o produto escalar 

entre o vetor diferença e o vetor normal fornecer o referido sinal. Se uma distância negativa 

em geometria analítica pode ser um problema, para o caso da checagem de contato em 

questão, trata-se de uma forma rápida e eficiente de resolver o problema. A distância com 

sinal, conforme Figura 52, é dada por 

 𝛿 = 𝒘 ∙ 𝒏 ( A .21 ) 

que quando calculada para um determinado nó em dois passos de tempo distintos, fornece 

uma excelente referência em relação à ocorrência de contato entre os dois passos de tempo. 

A estratégia, nesse caso, baseia-se em verificar se ocorre mudança no sinal de δ entre dois 

passos de tempo consecutivos. Quando é confirmada tal alteração no sinal, é porque o nó 

penetrou o plano e, portanto, há ocorrência de contato. 

Para os blocos, admite-se que suas faces são formadas por planos infinitos e o cálculo da 

distância por ( A.21 ) é realizado para todas as 6 faces do bloco. No caso do bloco, não há 

necessidade de verificar se ocorre mudança no sinal da distância entre dois passos de tempo. 

Basta verificar se o sinal da distância a todas as 6 faces (planos) é sempre negativo em um 

determinado passo de tempo. Se isso for verdadeiro, o nó se encontra no interior do bloco e, 

portanto, ocorre contato. 
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A.10 Consideração do Efeito de Ondas 

As ondas oceânicas apresentam um comportamento aleatório que possui variação temporal e 

espacial. Teorias variadas foram desenvolvidas para o estudo desse comportamento, 

modificando sua complexidade a depender das considerações feitas. 

As teorias podem ser classificadas como regulares e irregulares, podendo estas serem 

classificadas em lineares e não lineares. Dentre as teorias existentes serão utilizadas a de Airy 

(onda regular e linear), Stokes 2ª Ordem (onda regular e não linear) e JONSWAP (Joint North 

Sea Wave Observation Project, onda irregular). No entanto, vale ressaltar que cada teoria é 

utilizada para determinado tipo de caso e que não existe teoria que satisfaça a todas as 

situações. 

As ondas regulares (determinísticas), diferente das irregulares (aleatórias), são ondas com 

comportamento bem definido e constante em cada período de tempo ou espaço. De acordo 

com Chakrabarti (2005) existem três parâmetros que são necessários para descrever uma 

onda: altura da onda (𝐻), profundidade da lâmina de água (ℎ) e o período da onda (Γ). Esses 

são utilizados para escolha da teoria (Figura 53). 

Para ondas irregulares tem-se um estado de mar formado pela superposição de diferentes 

ondas. Em um modelo computacional, essa representação pode ser obtida através de um 

somatório de várias frentes de ondas com características distintas. As informações para 

compor cada componente de onda são extraídas de uma curva denominada espectro. Essa 

curva é ajustada em função de parâmetros do ambiente e registra as frequências que 

ocorreram naquele local. 

Vários espectros foram propostos ao longo do tempo, entre os mais conhecidos destacam-se o 

modelo de Pierson-Moskowitz, o modelo de Bretschneider, modelo ISSC e o modelo do 

JONSWAP. Aborda-se em detalhes os espectros de Pierson-Moskowitz e JONSWAP. 
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Figura 53 - Extensão de validade para diferentes teorias de ondas 

 

Fonte: Adaptada de CHAKRABARTI (2005) 

A.10.1 Teoria de Airy ou Teoria de Onda Linear 

Teoria de pequenas amplitudes, utilizada para ondas com altura pequena quando comparada 

com o comprimento de onda e com a distância do nível médio de água. 

A condição dinâmica para essa teoria é dada por 

 −
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑔𝜁 = 0 ( A.22 ) 

onde 𝜙 representa o potencial, 𝑡 o tempo, 𝑔 a aceleração da gravidade e 𝜁 a superfície de 

elevação da onda. 

O potencial proposto por Airy é dado da seguinte forma: 

 𝜙 =
𝑔𝐻

2𝜔

cosh[𝑘(𝑥3 + ℎ)]

cosh(𝑘ℎ)
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡) ( A.23 ) 

onde 𝑘 representa o número de onda e 𝜔 a frequência angular. 
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Substituindo o potencial em ( A. 22 ) encontra-se a equação da superfície de elevação 

 𝜁(𝑥1, 𝑡) =
𝐻

2
cos (𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡) ( A.24 ) 

O comprimento de onda, 𝜆, é calculado por 

 𝜆 =Γ(𝑔ℎ)1/2 [
𝑓(𝜛)

1 + 𝜛𝑓(𝜛)
]
1/2

 ( A.25 ) 

 onde 

 𝑓(𝜛) = 1 +∑𝛼𝑛𝜛
𝑛

4

𝑛=1

 ( A.26 ) 

e 

 𝜛 =
4𝜋2ℎ

𝑔Γ2  ( A.27 ) 

A velocidade, 𝑣𝑖, é dada pela derivada do potencial na direção 𝑖, assim 

 𝑣1 =
𝜋𝐻

Γ

cosh [𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh(𝑘ℎ)
cos(𝑘𝑥1 −𝜔𝑡) ( A.28 ) 

e 

 𝑣3 =
𝜋𝐻

Γ

sinh [𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh(𝑘ℎ)
sin(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡) ( A.29 ) 

Derivando a velocidade em função do tempo tem-se as expressões para aceleração 

 �̇�1 =
2𝜋2𝐻

Γ2

cosh [𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh(𝑘ℎ)
sin(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡) ( A.30 ) 

e 

 �̇�2 = −
2𝜋2𝐻

Γ2

cosh [𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh(𝑘ℎ)
cos(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡) ( A.31 ) 
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A.10.2 Teoria de Stokes 

Segundo Carneiro (2007), as teorias não lineares conseguem obter uma representação mais 

próxima das ondas reais, permitindo a análise de ondas mais altas e em profundidades mais 

rasas. 

Para Stokes o potencial é definido como uma soma de vários potenciais. A quantidade de 

potenciais utilizados define a ordem da teoria de Stokes que está sendo trabalhada, variando 

de 2 a 5. O primeiro potencial 𝜙1 presente na soma é o potencial de Airy ( A.23 ) e o potencial 

que define a teoria de 2ª ordem de Stokes é dado por 

 𝜙 = 𝜙1 +
3𝜋𝐻

8Γ
(
𝜋𝐻

𝜆
)
cosh[2𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh4(𝑘ℎ)
sin[2(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡)] ( A.32 ) 

As equações da superfície de elevação, velocidade e aceleração são obtidas de forma 

semelhante às obtidas para a teoria de Airy de modo que: 

 𝜁(𝑥1, 𝑡) = 𝜁1 +
𝜋𝐻2

8𝜆

cosh (𝑘ℎ)

sinh3(𝑘ℎ)
[2 + cosh (2𝑘ℎ)][cos (2(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡))] ( A.33 ) 

 𝑣1 = 𝑣1(𝐴𝑖𝑟𝑦) +
3

4

𝜋𝐻

Γ
(
𝜋𝐻

𝜆
)
cosh[2𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh4(𝑘ℎ)
cos[2(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡)] ( A.34 ) 

 𝑣3 = 𝑣3(𝐴𝑖𝑟𝑦) +
3

4

𝜋𝐻

Γ
(
𝜋𝐻

𝜆
)
sinh[2𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh4(𝑘ℎ)
sin[2(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡)] ( A.35 ) 

 �̇�1 = �̇�1(𝐴𝑖𝑟𝑦) + 3
𝜋2𝐻

Γ2 (
𝜋𝐻

𝜆
)
cosh[2𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh4(𝑘ℎ)
sin[2(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡)] ( A.36 ) 

 �̇�3 = �̇�3(𝐴𝑖𝑟𝑦) + 3
𝜋2𝐻

Γ2 (
𝜋𝐻

𝜆
)
sinh[2𝑘(𝑥3 + ℎ)]

sinh4(𝑘ℎ)
cos[2(𝑘𝑥1 − 𝜔𝑡)] ( A.37 ) 

 

A.10.3 Espectro de Pierson-Moskowitz 

O espectro de Pierson-Moskowitz, segundo a DNV-RP-C205 (2007), é descrito por 
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 𝑆𝑃𝑀(𝜔) =
5

16
𝐻𝑠

2𝜔𝑝
4𝜔−5𝑒

−
5
4
(
𝜔
𝜔𝑝

)
−4

 ( A.38 ) 

onde 𝐻𝑠 representa a altura significativa dos componentes de onda e 𝜔𝑝 é definido como a 

frequência angular de pico do espectro e pode ser calculada por 

 𝜔𝑝 =
2𝜋

Γ𝑝
 ( A.39 ) 

onde Γ𝑝 representa o período de pico do espectro 

A expressão ( A.38 ) fornece a densidade de energia 𝑆𝑃𝑀 associada à frequência 𝜔. 

A.10.4 Espectro de JONSWAP 

O espectro de JONSWAP é baseado no espectro de Pierson-Moskowitz e descrito pela DNV-

RP-C205 (2007) como 

 
𝑆𝐽(𝜔) = 𝐴𝛾𝑆𝑃𝑀(𝜔)𝛾

𝑒
−0,5(

𝜔−𝜔𝑝
𝜎𝜔𝑝

)

 
( A.40 ) 

onde 𝑆𝑃𝑀(𝜔) representa o espectro de Pierson-Moskowitz, 𝐴𝛾, definido em função do 

parâmetro de forma 𝛾 por 

 𝐴𝛾 = 1 − 0,287ln (𝛾) ( A.41 ) 

O parâmetro de desvio padrão 𝜎 da equação ( A. 40 ) pode ser obtido por 

 𝜎 = {
𝜎𝑎 = 0,07 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜔 ≤ 𝜔𝑝

𝜎𝑏 = 0,09 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜔 > 𝜔𝑝
 ( A.42 ) 

Como descrito pela DNV-RP-C205 (2007), espera-se que no modelo de JONSWAP os 

parâmetros altura significativa e período de pico satisfaçam à relação 

 3,6 <
Γ𝑝

√𝐻𝑆

< 5,0 ( A.43 ) 
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A.10.5 Forças Hidrodinâmicas 

As expressões que descrevem os esforços gerados pelas correntes marítimas e pelas ondas 

apresentam grande complexidade. Várias formulações foram propostas para o cálculo dessas 

forças hidrodinâmicas, em geral são considerados os efeitos de ondas e corrente 

separadamente. As formulações podem ser agrupadas em três classes principais, segundo 

Chakrabarti (2005): formulação de Froude-Krylov, modelo de difração/radiação e formulação 

de Morison. 

Um dos parâmetros utilizados na escolha da formulação, ou classe, é o índice de esbeltez que 

representa a razão entre o comprimento de onda e a dimensão do corpo perpendicular ao 

fluxo. 

Dentre as formulações existentes será utilizada a formulação de Morison devido às 

características dos corpos analisados. A força calculada por essa expressão é composta por 

duas parcelas, uma de arrasto e outra inercial, a força também pode ser decomposta 

respectivamente nas direções normal e tangencial como 

𝑓𝑛 =
1

2
𝜌𝑤𝐶𝑑𝑛𝐷ℎ|𝑣𝑛 − 𝑟𝑛|(𝑣𝑛 − 𝑟𝑛) + 𝜌𝑤

𝜋𝐷𝑏
2

4
(𝐶𝑎𝑛 + 1)�̇�𝑛 − 𝜌𝑤

𝜋𝐷𝑏
2

4
𝐶𝑎𝑛�̇�𝑛 ( A.44 ) 

𝑓𝑡 =
1

2
𝜌𝑤𝐶𝑑𝑡𝐷ℎ|𝑣𝑡 − 𝑟𝑡|(𝑣𝑡 − 𝑟𝑡) + 𝜌𝑤

𝜋𝐷𝑏
2

4
(𝐶𝑎𝑡 + 1)�̇�𝑡 − 𝜌𝑤

𝜋𝐷𝑏
2

4
𝐶𝑎𝑡�̇�𝑡 ( A.45 ) 

sendo 𝜌𝑤 a densidade da água, 𝐷𝑏 o diâmetro equivalente,  𝐷ℎ o diâmetro hidrodinâmico, 𝑣𝑛 a 

velocidade do fluido na direção normal, �̇�𝑛 a aceleração do fluido na direção normal, 𝑟𝑛 a 

velocidade da estrutura na direção normal, �̇�𝑛 a aceleração da estrutura na direção normal, 𝐶𝑑𝑛 

o coeficiente de arrasto na direção normal, 𝐶𝑎𝑛 o coeficiente de massa adicional na direção 

normal, 𝑣𝑡 a velocidade do fluido na direção tangencial, �̇�𝑡 a aceleração do fluido na direção 

tangencial, 𝑟𝑡 a velocidade da estrutura na direção tangencial, �̇�𝑡 a aceleração da estrutura na 

direção tangencial, 𝐶𝑑𝑡 o coeficiente de arrasto na direção tangencial, 𝐶𝑎𝑡 o coeficiente de 

massa adicional na direção tangencial. 
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A.10.6 Implementação Computacional 

O cálculo da influência da corrente marítima na composição da força já existe no 

DOOLINES, dessa forma implementaram-se algumas classes e métodos para a incorporação 

do cálculo da força gerada pela presença de ondas marítimas. 

Consideraram-se ondas regulares e irregulares no DOOLINES. Dentre as formulações para 

ondas regulares, foram consideradas Airy e Stokes de 2ª ordem e para ondas irregulares 

Pierson-Moskowitz e JONSWAP. Para isso foram criadas as classes: Fluid, Wave, Airy, 

Stokes, Spectrum, PiersonMoskowitz e JONSWAP e modificadas as classes Model, 

GeometryModel e Read, já existentes, para o recebimento dos parâmetros de onda. 

A classe Fluid é responsável pelo cálculo das forças geradas pela corrente marítima e pela 

onda. É utilizada a formulação de Morison para esse cálculo. No cálculo da parcela de arrasto, 

a velocidade considerada é a soma das velocidades de onda e corrente. Já no cálculo da 

parcela inercial, uma parte é calculada com a aceleração da onda e outra com massa adicional. 

A classe Wave é responsável por criar uma instância de onda, podendo ser definida como de 

Airy ou Stokes. Nessa classe estão implementados os cálculos do comprimento de onda e da 

velocidade e aceleração pela teoria de Airy. 

Na classe Stokes estão implementados os cálculos da velocidade e aceleração pela teoria de 

Stokes de 2ª ordem. A parcela de Airy, presente nas expressões de velocidade e aceleração, é 

calculada na classe Wave. 

Já para as ondas irregulares, a classe Spectrum é uma classe abstrata, sendo utilizada para 

criar métodos que podem ser utilizados por suas classes derivadas PiersonMoskowitz e 

JONSWAP. Estas são utilizadas para criação dos espectros de onda de Pierson-Moskowitz e 

JONSWAP, respectivamente, e calcular densidade de energia, sendo os cálculos da força 

feitos pela classe Wave a partir da teoria de Airy. 

A.11 Diagrama de Classes UML 

A composição atual de classes do DOOLINES pode ser vista na Figura 54, onde estão 

destacadas as modificações supracitadas. Também se encontra destacado em tracejado a 

contribuição desse trabalho.
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Figura 54 - Diagrama de UML atual do DOOLINES 

 

Fonte: Autor (2014) 
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APÊNDICE B – ALGORITMO DE SPURRIER 

O algoritmo de Spurrier (1978) é utilizado para calcular as rotações a partir de uma matriz de 

rotação. Sendo 𝑹𝜽 a matriz da qual se deseja calcular as rotações, seguem-se os seguintes 

passos: 

 𝑡𝑟(𝑹𝜽) = 𝑅11 + 𝑅22 + 𝑅33 ( B. 1 ) 

 𝑚 = 𝑚𝑎𝑥[𝑡𝑟(𝑹𝜽), 𝑅11, 𝑅22, 𝑅33] ( B. 2 ) 

 𝑛 = √1 + 2𝑚 − 𝑡𝑟(𝑹𝜽) ( B. 3 ) 

se 𝑚 = 𝑡𝑟(𝑹𝜽) 

𝑞 =
𝑛

2
 𝒒 =

1

2𝑛
[𝑅32 − 𝑅23 𝑅13 − 𝑅31 𝑅21 − 𝑅12]

𝑇 ( B. 4 ) 

se 𝑚 = 𝑅11 

𝑞 =
1

2𝑛
(𝑅32 − 𝑅23) 𝒒 =

1

2𝑛
[𝑛2 𝑅21 + 𝑅12 𝑅31 + 𝑅13]

𝑇 ( B. 5 ) 

se 𝑚 = 𝑅22 

𝑞 =
1

2𝑛
(𝑅13 − 𝑅31) 𝒒 =

1

2𝑛
[𝑅12 + 𝑅21 𝑛2 𝑅32 + 𝑅23]

𝑇 ( B. 6 ) 

se 𝑚 = 𝑅33 

𝑞 =
1

2𝑛
(𝑅21 − 𝑅12) 𝒒 =

1

2𝑛
[𝑅13 + 𝑅31 𝑅23 + 𝑅32 𝑛2]𝑇 ( B. 7 ) 

Obtêm-se, então, o escalar 𝑞 e o vetor 𝒒 empregados no cálculo do vetor 𝒘, descrito 

por Crisfield (1997) como 

 𝒘 = 2tan (
𝜃

2
) 𝒆 =

2𝒒

𝑞
 ( B. 8 ) 

que define o pseudovetor de rotação através das seguintes expressões: 
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𝜽 = 𝟎 se ‖𝒘‖ = 0 ( B. 9 ) 

𝜽 = 2𝑡𝑎𝑛−1 (
‖𝒘‖

2
)

𝒘

‖𝒘‖
 se ‖𝒘‖ ≠ 0 ( B. 10 ) 

 

 




