Universidade Federal de Alagoas

Instituto de Matematica
Programa de Pds-Graduagdo em Matematica

Estimativa da Curvatura de Subvariedades
Limitadas

Roney Pereira dos Santos

Maceio-AL-2018



Roney Pereira dos Santos

Estimativa da Curvatura de Subvariedades
Limitadas

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Insti-
tuto de Matematica da Universidade Federal de
Alagoas em 06 de margo de 2018 como requisito
parcial para a obtencdo do grau de Mestre em

Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Gregério Manoel da Silva Neto

Maceit-AL-2018



Catalogacao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisao de Tratamento Técnico
Bibliotecéria Responsavel: Helena Cristina Pimentel do Vale

S237e  Santos, Roney Pereira dos.
Estimativa da curvatura de subvariedades limitadas / Roney Pereira dos
Santos . — 2018.
47 1.

Orientador: Gregério Manoel da Silva Neto.
Dissertacdo (mestrado em Matematica) — Universidade Federal de Alagoas.

Instituto de Matematica. Maceid, 2018.

Bibliografia: f. 46.
Indice: f. 47.

1. Geometria Riemanniana. 2. Subvariedade limitada - Curvatura.
3. Hessiana, fun¢do de. 4. Geodésica. 1. Titulo.

CDU: 514.76




Roney Pereira dos Santos

"' Estimativa da Curvatura de Subvariedades
Limitadas

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Insti-
tuto de Matemdtica da Universidade Federal de
Alagoas em 06 de margo de 2018 como requisito
parcial para a obtengdo do grau de Mestre em
Matematica.

Trabalho aprovado. Macei6-AL, 2018

O\\AMMB"\S\WAH-OQQ, tle W0s

Prot) Dr.(hregérlo Manoel da Silva Neto

Orientador -
h . —

Prof. Dr. Feliciano Marelio Aguiar
Vitério
Examinador Interno - Ufal

e i

T T Prof. Dr. Ezequiel Rodrigues 'Barb\$"_ o
Examinador Externo - UFMG

| Macei6-AL, 2018

Scanned by CamScanner



Agradecimentos

Agradecemos a todas as pessoas que até aqui nos acompanharam e ajudaram, percebendo
ou nao suas devidas importancias no caminho.

Meu primeiro e mais importante agradecimento destina-se a Deus. Alguém que,
apesar de nunca ter visto da mesma forma que enxergo as letras que agora digito, tenho
conhecido em diversos momento, a sés ou com os que me rodeiam, desde 2005.

Nao poderei esquecer de agradecer aos meus familiares por todo apoio e dedicagdo
manifestados de variadas formas, quase nenhuma delas tradicionais.

Agradeco ao meu orientador, Prof. Gregério Manoel da Silva Neto, por toda
paciéncia, diversos direcionamentos, socorros em momentos onde as técnicas mais
simples me fugiam a mente.

Agradeco ao Prof. Feliciano Vitério pelas diversas ajudas durante o mestrado e por
ter despertado em mim curiosidades relacionadas a matematica.

Agradeco ao Prof. Francisco Vieira Barros, um grande incentivador pra que eu
chegasse até aqui.

Agradeco aos amigos que fiz no Instituto de Matemética desde 2010, alguns que
certamente levarei por toda vida em lembrancas carinhosas.

Agradego a Ana Maria Santos de Mendonga, secretaria da pés-graduagdo do Instituto
de Matematica, pelas muitas ajudas principalmente em ocasides burocraticas.



Um menino nos nasceu, um filho se nos deu; o
governo esta sobre os seus ombros; e 0 seu nome
sera: Maravilhoso, Conselheiro, Deus Forte, Pai
da Eternidade, Principe da Paz.

Isaias 9:6



Resumo

Nesta dissertacdo estamos interessados em demonstrar o Teorema de Jorge-Koutrofiotis.
Para isso, usaremos o Teorema de Omori, que também serd demonstrado. H. Omori
demonstrou que, dada uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
limitada inferiormente, se uma funcao diferenciavel nessa variedade for limitada
superiormente, entdo podemos escolher pontos da variedade de modo que esta fungao
ndo atinge seu supremo e o comprimento do vetor gradiente e a Hessiana da fungédo
podem ficar arbitrariamente pequenos. Como uma aplicagdo do Teorema de Omori, L.
Jorge e D. Koutrofiotis demonstraram que, dadas uma variedade Riemanniana completa
e com curvatura escalar limitada inferiormente, uma variedade de Hadamard e um
imersa isométrica da primeira variedade na variedade de Hadamard tal que a curvatura
seccional da primeira variedade seja sempre menor do que a curvatura seccional da
variedade de Hadamard quando calculadas no mesmo ponto, entdo a imagem da

primeira variedade pela imersao é ilimitada na variedade de Hadamard.

Palavras-chave: Variedade Riemanniana completa; Variedade de Hadamard; imersao

isométrica; curvatura; geodésica; Hessiana; subvariedade limitada.



Abstract

In this monography, we are interested in to demonstrate the Theorem of Jorge-
Koutrofiotis. For this, we use the Theorem of Omori, too demonstrated. H. Omori
demonstrated that, for all complete Riemannian manifold with scalar curvature bounded
below, if a differentiable function on this manifold has an upper bound, we can choose
points on this manifold such that this function does not reach your supreme and the
lenght of the gradient vector and the Hessian may be arbitrarily small. L. Jorge and
D. Koutrofiotis as an application of the Theorem of Omori, according to which, for a
complete Riemannian manifold with scalar curvature bounded below, a Hadamard
manifold and an isometric immersion for the first manifold on the Hadamard manifold
such that the seccional curvature of the first manifold is always smaller than the seccional
curvature of the Hadamard manifold when calculated at the same points, we have that
the image of the first manifold for the imersion is ilimited in the Hadamard manifold.

Keywords: Complete Riemannian manifold; Hadamard manifold; isometric immersion;

curvature; geodesic; Hessian; bounded submanfiold.
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Introducao

Interessados em estimar a curvatura de subvariedades Riemannianas, L. Jorge e D.

Koutrofiotis demonstraram em [JK] o seguinte Teorema.

Teorema A. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura escalar é limitada
inferiormente, M™™ uma variedade Riemanniana, n < m — 1, Bx C M uma bola normal
fechada de raio A e & um niimero positivo. Suponha que a imersdo isométrica @ : M — M é tal
que sua imagem estd contida em B,.

(i) Se maxK = 8% e A < —-, entdo minK + 8 cotg?(8A) < sup K.
Ba 20 B M

(ii) Se max K = 0, entdo minK + 35 < sup K.
Ba Ba M

(iii) Se rréaxﬁ = —&2, entio r%inﬁ + 8% coth?(8A) < sup K.
A M

A

Como consequéncia da demonstracdo desse teorema, eles concluiram o resultado

que hoje é conhecido como Teorema de Jorge-Koutrofiotis.

Teorema de Jorge-Koutrofiotis. Sejarn M™ uma variedade Riemanniana completa com
curvatura escalar limitada inferiormente, M‘“*“, n < m — 1, uma variedade de Hadamard e
@ : M — M uma imersio isométrica satisfazendo K(t) < K(t) em todo ponto de M e para
todos os planos que passam por ele. Entdo (M) é ilimitada em M.

Na demonstracdo do Teorema A, utilizou-se o resultado introduzido por H. Omori
em [O]:

Teorema de Omori. Seja M uma variedade Riemanniana completa e com curvatura seccional
limitada inferiormente. Considere a fungdo diferencidvel f : M — R limitada superiormente.
Entdo, dados q € M e ¢ > 0, existe p € M tal que

(i) f(p) > f(q),
(ii) |grad f(p)| < e,

(iii) V*(X, X) < ¢ para todo X € T,M, X # 0.
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1 Rudimentos de Geometria Riemanniana

Neste primeiro capitulo estabeleceremos alguns resultados, defini¢des e notagdes bésicos.
Escreveremos M™, m = dim M, quando houver a necessidade de expressar a dimensao
da variedade M. Nossas principais referéncias sdo [dC1] e [dC2].

Os simbolos X' (M) e D(M) sempre denotardo, respectivamente, os conjuntos dos
campos de vetores diferencidveis em M e das fungdes reais diferenciaveis definidas em
M.

1.1 Meétricas e Conexoes Riemannianas

Uma métrica Riemanniana numa variedade diferenciavel M é uma aplicagdo que a cada

ponto p € M associa um produto interno (forma bilinear, simétrica e positiva definida)
(o )p: M X TM — R

tal que, qualquer que seja o par de vetores X, Y em T,M, a fungdo (X, Y), é diferencidvel.
Chamaremos de variedade Riemanniana uma variedade diferencidvel munida de uma
métrica Riemanniana.

Vé-se que a defini¢do acima ndo depende da parametriza¢do escolhida para a varie-
dade diferencidvel M, bastando, para isso, observar que as representa¢des dos vetores
de T,M em qualquer base, ainda ird gerar um produto interno diferenciavel.

Exemplo 1.1. O espago euclidiano R", cuja base é formada pelos vetores da forma

ei=(0,...,1,...,0) (i=1,...,n), é uma variedade Riemanniana quando munido da
métrica
0, sei#]j
(e, €) = o
1, sei=j.

De fato, esse é produto interno usual do R", o qual sabemos ser bilinear, simétrico e
positivo definido.

Sejam M™ e N™,n = m + k, variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplicagdo
diferenciavel. Quando a derivada de ¢ € injetiva em todos os pontos de M, dizemos
que @ é uma imersio e M estd imersa em N. Se, porém, ¢ for um difeomorfismo e M e

N forem variedades Riemannianas tais que

<LL, V)P = <d(pp(u)) d(pp(v)><p(p)

para todo p € M e vetores u,v € T,M, ¢ sera chamada de isometria.
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Exemplo 1.2. Se @ : M — M é uma imersdo entre a variedade diferencidvel M e a
variedade Riemanniana M, entdo a aplicagao (u,v), = (de,(u), d@,(Vv))e(p) define uma
métrica Riemanniana em M. De fato, como d, é injetiva, o produto interno entre
vetores iguais do lado direito da igualdade serd nulo apenas quando u = 0, logo (., .),
é positivo definido e as demais condi¢ées da definicdo de produto interno seguem
diretamente do fato de a diferencial ser linear. Além disso, como o lado direito da
igualdade é diferencidvel, o lado esquerdo, posto como estd, também o é. A métrica

assim definida em M é a métrica induzida por ¢, e ¢ é uma imersio isométrica.

Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicagdo
V:X(M) x X(M) = X(M)
satisfazendo, para X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M),
(i) VixggvZ = fVXxZ + gVvZ,
(ii) Vx(Y +Z) = VXY + VxZ,
(iil) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Observe que a defini¢do de conexdo afim apresenta certa semelhanga com as
propriedades de derivada. De fato, a proposicdo a seguir faz a ligacdo entre as nogoes de

conexdo afim e derivada de um campo ao longo de uma curva na variedade em questao.

Proposicdo 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo existe
uma correspondéncia que associa cada campo de vetores V ao longo da curva diferencidvel c sobre
M, definida em um intervalo fechado 1, a outro campo de vetores ¥ ao longo de ¢, tal que, se W
é um campo ao longo de c e f é uma fungio diferencidvel em 1, vale:

(i) 2(V+ W) =BY 4 DW,

(i) 2(fV) = 4v 4 BV,

(iii) Se V(t) = X(c(t)), X € X (M), entio B = VX,

A demonstragdo da Proposigdo 1.1 consiste em, a partir de um sistema de coordenadas
de M, definir uma expressdo para 5. O campo % é chamado derivada covariante de V
ao longo de c.

Seja M uma variedade Riemanniana. A conexdo afim V é dita compativel com a

métrica (.,.) quando dados os campos de vetores V e W ao longo da curva diferencidvel

d DV DW
—(V,W) = { — W — ).
dt<v’ ) <dt’ >+<V’ dt>

c: I — Mvale
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Segue diretamente da defini¢cdo que a conexdo afim V definida na variedade Riemanniana

M é compativel com a métrica se, e somente se, tem-se
X(Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ)

quaisquer que sejam os campos X, Y, Z € X(M).

Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é chamada simétrica quando
VY — VyX = [X, Y] = XY — YX

para todo campo X,Y € X(M).
Agora iremos vincular os dois principais conceitos acima definidos, a saber: métricas

Riemannianas e conexdes afim.

Teorema 1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo

afim que é simultaneamente simétrica e compativel com a métrica.

Para demonstrar o Teorema de Levi-Civita, supomos a existéncia de uma tal conexao
afim e, a partir dai, utilizamos suas propriedades para chegarmos a uma expressao que,
obviamente, ird satisfazer suas hip6teses. Uma conexdo como no Teorema de Levi-Civita
serda chamada conexdo de Levi-Civita, ou conexdo Riemanniana.

1.2 Geodésicas; Aplicacdo Exponencial

De agora em diante, a menos de mengédo explicita em contrario, todas as variedades
diferencidveis M e todas as conexdes afins que aparecerem no texto deverdo ser
consideradas Riemannianas.

Sec:[a,b] = M éosegmento de uma curva diferencidvel na variedade Riemanniana

M, dizemos que o comprimento do segmento c é o nimero dado pela seguinte integral:

-

Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexdo afim V. Um campo de

dc

—| dt.
dtd

vetores V ao longo de uma curva c : I — M é paralelo quando sua derivada covariante é

identicamente nula.

Proposicdo 1.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Considere a
curva diferencidvel ¢ : 1 — M e Vy € Te,)M. Entdo, existe um tinico campo paralelo V ao
longo de c tal que V(to) = Vo.

De fato, o campo de vetores V desejado € a solugdo de um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias subordinado a condicdo inicial V(t;) = V,. Um tal campo é

chamado transporte paralelo de V, ao longo de c.
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Uma curva diferencidvel v : I — M é uma geodésica se o campo ! for paralelo para
todo t € I. A restricdo de uma geodésica ao intervalo [a, b] C I é chamada segmento de
geodésica ligando y(a) a y(b).

Observamos que, se y : I — M é uma geodésica, entdo

d /dy dy\ _, /Ddy dv\ _
dt \dt’dt/ “\dtdt’dt/
ou seja, 0 comprimento do vetor & é constante. Afim de desconsiderar as geodésicas

que se degeneram, iremos supor que o comprimento de & é igual a um ntimero real

positivo £. Fixada uma origem t, para a geodésica y, seu comprimento s medido a partir
daif até t, sera

d

—V‘ dt = a(t — to).

s() = J:O dt

Vé-se, portanto, que o pardmetro de uma geodésica é proporcional ao seu comprimento

de arco. No caso em que { = 1 diremos que y estd normalizada.

Observacao 1.1. As equagdes paramétricas que expressam uma geodésica em M estdo
definidas por um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem que,
quando subordinados as condig¢des iniciais de que, em t = 0, passe por p e tenha
velocidade v, pode ser resolvido de maneira tnica no fibrado tangente TM, o conjunto
formado por pontos do tipo (p,v), ondep € M ev € T,M. Isto é, qualquer que seja
P € M, existem um aberto U em torno de p, nimeros reais positivos & e ¢y e uma

aplicacgdo diferencidvel
Y:(=8,0) xU = M, U={(p,v)] e TM; pelU,veTM, v < e}

tais que a curva t — y(t,p,v),t € (-9, 0), é a tnica geodésica que, em t = 0, passa por
p com velocidade v.

Lema 1.1 (Homogeneidade das Geodésicas). Suponha que a geodésica de equagio y(t,p,V)
esteja definida no intervalo (—0,8). Entdo a geodésica y(t,p,av), a > 0, estd definida no
intervalo (—2,%) ey(t,p, av) = y(at,p,v).

a’a

Demonstragio. Seja ¢ : (—2,2) — M uma curva diferenciavel em M dada por c(t) =

v(at,p,v). Entdo c(0) = p e c’(0) = av. Além disso,

D (dc\ de dy B
a(a) —V%a—QV%(at,p)V)a(at,p,V)—o.
Portanto, ¢ é uma geodésica passando por p quando t = 0 e com velocidade av. Por

unicidade, temos y(at,p,v) = c(t) = y(t, p, av). ]

De acordo com o Lema de Homogeneidade, podemos tornar o intervalo de definicao
de uma geodésica arbitrariamente grande diminuindo sua velocidade e vice-versa.
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Proposicao 1.3. Dado p € M, existem uma vizinhanga V de p em M, um numero ¢ > Qe
uma aplicagdo diferencidvel y : (—2,2) x U — M, onde U é o conjunto dos pontos (p,v), com
peMeveTT,M, W <eg, tal quet — y(t) é a tinica geodésica de M que passa por p e tem
velocidade vem t =0, para cadap € Mev € T,M.

A Proposigdo 1.3 é demonstrada unindo-se as informagdes da Observagdo 1.1 e do
Lema de Homogeneidade.

Sejam p um ponto de M e U o aberto de TM dado pela Proposicdo 1.3. A aplicacdo

v
exp : U— M) exp(p,v) = Y(1>P>V) =Y (|V|)p> m)
é chamada aplicagio exponencial em U.

Proposicdo 1.4. Dado p € M, existe ¢ > O tal que, se B.(0) é a bola aberta centrada na
origem de T,M e de raio ¢, a aplicagdo exponencial restrita d B¢(0), exp  : Be(0) = M, é um

difeomorfismo sobre um aberto de M.

Demonstragio. Basta observar que

d d d
—_ — —_ — 1 —_ — prm .
dlexp,Jo(v) = exp,(tv)| =y, qtv)| =_v(tpv)| =V
Desse modo, d(exp,)o € a aplicagdo identidade de T,M e, portanto, pelo Teorema da

Fungdo Inversa, exp,, € um difeomorfismo numa vizinhanca da origem. O]

Uma variedade Riemanniana M é dita completa quando suas geodésicas estdo
definidas para todo valor real. Um resultado importante que caracteriza as varieda-
des Riemannianas completas é o Teorema de Hopf-Rinow abaixo citado. Para uma

demonstracdo do Teorema de Hopf-Rinow, veja [dC1], Prop. 2.4, pp. 162-165.
Teorema 1.2 (Hopf-Rinow). Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. As sequintes
afirmagoes sdo equivalentes:

(i) A aplicagio exponencial em p estd definida em todo T,M;

(ii) Os limitados e fechado de M sdo compactos;

(iii) M é um espago métrico completo.
Além disso, todas as afirmagdes acima implicam que, dados dois pontos p e q de M, sempre
existe uma geodésica minimizante y em M que realiza a distdncia entre eles, i. e., d(p, q) = €(v).

1.3 Curvaturas

Considere os campos de vetores X,Y € X(M). A curvatura R de uma variedade
Riemanniana M € a aplicacdo R(X,Y) : X(M) — X (M) definida pondo

R(X,Y)Z = VyVxZ — VXxVZ + VixyZ, Z€X(M)
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onde V a conexdao Riemanniana de M.

Observacao 1.2. Alguns textos consideram a curvatura com o sinal trocado na equagao

acima definida.

Observacgao 1.3. Tomando-se os escalares em D(M), a curvatura R de uma variedade
Riemanniana M é bilinear em X'(M) x X' (M), e o operador R(X,Y) é linear em X (M).
Ambas as propriedades sdo verificadas diretamente pela defini¢do de conexao afim.

Proposicao 1.5. Considere a variedade Riemanniana M. Dado p € M, sejam T um subespago
bidimensional do espago tangente T,M e X, Y € T dois vetores linearmente independentes. Entio,
pondo X \Y] = /IXE[Y]Z — (X, Y)2, a expressio

R(X,Y)X,Y

ndo depende da escolha dos vetores X e Y.

De fato, basta-nos observar que é possivel passarmos de uma base qualquer de T a
outra através de transformagdes elementares. O resultado segue da Observacao 1.3.

Assim, dado um ponto p € M™, tomamos o subespacgo vetorial T de T,M gerado
pelos vetores {X, Y}. O nimero K(X,Y) = K(p) é chamado curvatura seccional de T em p.
Considerando uma base ortonormal {Xj, ..., X, } de T,M, a expressdo

m m—1

Scal(p) = Z Z<R(Xiaxj)xiaxj>

sera chamada curvatura escalar em p. Observamos que a expressdo de Scal(p) também
ndo depende da base escolhida, pois (R(Xj, X;)X;, X;) também ndo depende.

Exemplo 1.3. Se 6 > 0, temos como exemplos de espagos com curvatura seccional cons-
tante a esfera Sj* e 0 espaco euclidiano R™ e o espago hiperbdlico H}', respectivamente
com curvatura seccional igual a %, 0 e —&* (cf. [dC1], Teo. 3.4, p. 181).

1.4 Pontos Conjugados

Seja A um subconjunto convexo de R? com coordenadas (s,t) e U C A C U, U aberto
em R?. Suponha ainda que a fronteira de A seja uma curva diferenciavel com angulos
dos vértices diferentes de 7. Dizemos que a aplicacdo f : A — M é uma superficie
parametrizada em M. Da defini¢do de superficie parametrizada decorrem dois resultados
tteis que abaixo estdo demonstrados. O primeiro deles, um Teorema de Schwarz para
variedades, que aqui chamaremos Lema de Simetria, diz que podemos trocar a ordem
das derivadas parciais de f. O segundo é uma maneira de definir R(%, g—{)V, onde V é
um campo ao longo da superficie f.
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Lema 1.2 (de Simetria). Se M™ é uma variedade Riemanniana e f : A — M é uma superficies
parametrizada, entdo, sendo (s,t) as coordenadas de A,

Dof D of

dsdt 0tos’
Demonstragio. Se (x,U) é um sistema de coordenadas em uma vizinhanca de um ponto

f(A), escrevemos
X o f(S) t) = (% (S) t)» cee )Xm(s) t)).

Logo, pondo X; = % (i=1,...,m),

D of D aXi
B0t a5 (Z 6t> X

azxi aXi
= = Xi Xi
i asat + at VZ) as
0%, Ox; 0%;
- asatX'+ ot ds V%

i )
Decorre do fato de a conexdo de M ser Riemanniana (em particular simétrica) que

D of

35S obteremos o mesmo resultado. ]

Vi Xi = Vx, X;. Assim, calculando

Lema 1.3. Sejam f(s,t) uma superficie parametrizada na variedade Riemanniana M™ e

V = V(s,t) um campo de vetores sobre a superficie parametrizada f. Entdo
of of D D D D
— = | V=——-V———-V.
(63’ at) ot 0s ds Ot
Demonstragﬁo Escolha um sistema de coordenada (U, x) em torno do ponto p € M.
Sendo X; = (1 =1,...,m) os vetores que formam a base canonica de T,M, escrevemos

V=3.v lXl,v =v (s,t). Entdo

DV D . vt D
a—s—a—S<ZVX1)— i a_SXI—’_;va_SXl

1

DD, D
avD
Zata ot Z Xt Zvata &

Trocando a ordem das derivadas parciais e subtraindo, obtemos

DD, DD
3tas asatv Z (atas a_sﬁxi)
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Ponha f(s,t) = (x1(s,t),...,Xm(s,t)). Entao =2 aaXS}X =), a"“Xk Assim
D 0x;
3% = VaXi =V oy Xi —Z SV X

e

DD, D ox;
3t~ ot (Z 25 7 Xi)

02X 0x;
= Z o5 Vi Xi + Z gv%vxjxi

%X
otds 5 T Z Vr, e X

%X 0x; Oxy
- X..
Z atas VNt s ot 2t VeV

Novamente trocando a ordem das derivadas parciais e subtraindo, obtemos

D D DD ax] 0xy
AN T Rl AN T Xi —
otds”  dsot 55 ot L% V3K Vi VX,
Portanto
DD DD L 0X; 0% of of
—=V—-——=-V= = Xi — =R|— |V
3tas " dsat’ o Vs ot VYK Vg Vo Xi) (as’ at)
pela linearidade de R em cada entrada. O

Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Considere a superficie parametrizada
f(s,t) = exp, tv(s), (t,s) € [0,1] x [—¢, €], onde v(s) é uma curva em T,M com v(0) =0
ev’(0) = w. Considere também o campo (d expp)w(tw) = % (t,0) ao longo da geodésica
v(t) = expp(tv). Como vy é geodésica, %% = 0 qualquer que seja o ponto (t,s) no

dominio de f. Dai, pelos Lemas 1.2 e 1.3,

T dsotdt  dtdsdot - \0s’dt/ ot
D D of R(af af)af

T dtotds t’ds ) ot

D Dof DD of R(i)f 8f>af

Fazendo g—z (t,0) = J(t), obtemos a seguinte equagdo diferencial, chamada equagio de

Jacobi:
2] /! / O
a + RO, Jy" =0.
Um campo qualquer ] ao longo da geodésica vy : [0, a] — M serd chamado campo de

Jacobi quando satisfizer a equacado de Jacobi para todo t.
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Exemplo 1.4. Sejam M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante
K,v : [0, a] = M uma geodésica normalizada e ] um campo de Jacobi ndo-nulo ao longo
de v, normal a vy’ para todo t. Dado o campo T ao longo de vy, temos (cf. [dC1], Lem.
3.4, pp. 106-107)

RSV, T) =K\ YT, T) = LT, v)) =K({,T).

Logo, (R(y',])y' — K], T) =0 e, portanto, R(y’, ])y" = K]J. Entao, a equagdo de Jacobi se

resume a seguinte expressao:

D?J
1.1 — +KJ=0.
( ) atZ + ]
Considere o campo w(t), paralelo ao longo de vy, no qual se verifica (y',w) =0e|w| =1

para todo t. Como K é constante, vé-se que

( sen(tvK)
TW(t), se K > 0
J(t) = < tw(t), se K =0
senh(tv/—K)
\ TW(JC), se K < 0

é solucdo para a equagdo de Jacobi 1.1.

Dada a geodésicay : [0, a] — M, o ponto y(to) é conjugado ay(0), ty € (0, al, se existe
um campo de Jacobi | ao longo de v, ndo-nulo, no qual se verifica J(0) = J(t;) =0. A
proposicdo abaixo caracteriza os pontos conjugados como pontos criticos da exponencial.

Proposicdo 1.6. Seja vy : [0,a] — M uma geodésica com y(0) = p. O ponto q = y(to) é

conjugado de p ao longo de y se, e somente se, vo = toy'(0) é um ponto critico de exp,,.

Demonstragdo. Sejav =vy'(0). Ora, os ponto p e q sdo conjugados se, e somente se, existe
um um campo de Jacobi ndo-nulo | ao longo de y para o qual vale J(0) = J(t;) = 0. Seja
w = J'(0). Entéo J(t) = (dexpp)tv(tw), t € [0, al. Logo, q é conjugado a p se, e somente
se,

0 =J(to) = (dexp, )i (tow).

Como ] é ndo-nulo, w # 0 e, portanto, tov € um ponto critico de exp,. ]

1.5 Segunda Forma Fundamental

Seja @ : M™ — M™™ uma imersdo entre as variedades diferenciaveis M e M. Faremos
sempre a identificagdo entre os campos X € T,M e dg,(X) € T, M. Assim, conside-
rando a fungdo diferencidvel g : M — R e a composigdo f = g o ¢, paracadap € M e
X € T,M, tem-se

<grad f(p)>X> = dfp(x) = dgw(p)(d(pp(x)) = dg&P(P)(X) = <gradg((p(p)),X).
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Logo, como (grad g)" = grad f, temos

(1.2) grad g = grad f + (grad g)*.

Indique por V a conexdo da variedade Riemanniana M. Dados os campos X,Y €

X (M), considerando suas respectivas extensdes X e Y, definamos
VxY = (VgY)'.

Vé-se que V é a conexdo em M relativa a métrica induzida. A expressao

¢ um campo de vetores em M normal a M chamado segunda forma fundamental da
imersdo @ : M — M. Sejam X e Y, outras extensdes de X e Y, respectivamente. Temos

(_YV — VXY) - (VQOV — VxY) = vyiyov = O,

pois, em M, X — Xy = 0. Analogamente pode-se verificar que VxY = VxY,. Portanto,
assim definida, a segunda forma fundamental ndo depende das extensdes X e Y
escolhidas. Usando as propriedades de uma conexdo Riemanniana e a igualdade,
em M, das extensdes escolhidas dos campos, e uma fungado diferencidvel, vé-se que
o : X(M) x X(M) = X(M)! é uma aplicagdo bilinear simétrica.

Tomando o ponto p € M e o vetorn € (T,M)* ortogonal a M, defina a forma bilinear
simétrica

Hy s T,M x T,M = R, Hy (X, Y) = («(X, ), ).

Desse modo, a H,, estd associada uma aplicagdo linear auto-adjunta

Sh i ToM = T,M, (54(X),Y) = Hy(X,Y) = («(X,Y),n).

O vetor
1
H=— tr Sy )E
m Z( r Si) By,
K
onde {E;,...,E,} é um referencial ortonormal que é normal a M, é chamado vetor

curvatura média de @.

~ . Fymmn . ~ . . .
Observacgdo 1.4. Seja ¢ : M™ — M uma imersdo entre as variedades Riemannianas

M e M. Considere o referencial ortonormal {E;,. .., E,} cujos vetores sio normaisa M e
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o conjunto de vetores {Xj, ..., X} uma base de T,M, p € M. Temos

Z(‘X(Xu Xi)y o[ X5, X)) = Z Z<Hk(xi> Xi) Ery Hic(X5, X) Ex)

ij ij k

= Z Hy (X, Xi)Hk(X]’) XJ')
ik

= Z(Sk(xi), Xi><sk(Xj)a X)'>

onde Hy = Hg, e Sx = Sg,.
Relacionaremos agora as curvaturas seccionais de M e Me a segunda forma
fundamental.

Proposicio 1.7 (Equacdo de Gauss). Sejam @ : M — M uma imersdo e x,y € M C Tpm
vetores linearmente independentes. Indicando respectivamente por K(x,y) e K(x,y) as curvaturas
seccionais de M™ e M é verdade que

K(x,y) _K(X’y) = (x(x, %), a(y,y)) — |‘X(X>U)‘2>
onde o é a sequnda forma fundamental de .

Demonstragio. Considere X e Y extensdes locais de x e y, respectivamente, tangentes a

Me Y, Y extensoes locais de X e Y, respectivamente, a M. Tem-se

K(x,y) — K(x,y) = (VyVxX — VxVyX — (Vy — Vi ViX),Y)
(1.3) + <V[X‘WX - V X Y>

Observamos que
(VixyX = Vg X, Y) = (VixyX = (VgyX)' — (VgyX) 5 Y) =0.

Considere o referencial ortonormal {E;, .. ., E,} formado por vetores normais a M. Entdo,

Vv (ZH (X, X)E; +vxx)

Z (X, X)VE; + YH; (X, X)E;) + Vi VXX,

V.V X

onde H; = Hg,. Ora,

(VvE,Y) = Y(Ey, Y) — (VyY, Ei) = —Hi(Y,Y).
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Assim

(1.4) (VyVxX,Y) == > Hi(X, XJHi(Y, Y) + (Vy VX, Y).

Analogamente,

(1.5) (Vx Z Hi (X, Y)H{(X,Y) + (VxVyX, Y),

Agora basta substituir (1.4) e (1.5) em (1.3) e obteremos o resultado desejado. O

O lema a seguir seré 1til mais adiante. Duas referéncias para sua demonstra¢do sao
[D] e [KN].

Lema 1.4. Seja oc: R™ x R™ — R", n < m — 1, uma aplicagio bilinear simétrica satisfazendo
(X, X) # 0 para X # 0. Entdo existem vetores X e Y linearmente independentes tais que
(X, X) = (Y, Y) e x(X,Y) =0.

Demonstragdo. Estenda a aplicacdo « para uma aplicacdo bilinear simétrica complexa
o0 :C™m x C™ — C". Comon < m, aequacdo «(Z,Z) = 0 possui uma solucao diferente
de 0. Além disso, como (X, X) # 0 quando X for um vetor do R™ diferente do vetor
nulo, Z ¢ R™. Faca Z = X+1iY, X, Y € R™, Y # 0. Entdo

0=u(Z,Z) = (X, X) — x(Y,Y) + 2ix(X, Y).

Logo, a(X, X) = a(Y,Y) e «(X,Y) = 0. Agora suponha que aX 4+ bY = 0, a, b constantes
reais. Entao
0=a(aX+bY,X) = ax(X,X)+ b (Y, X).

Como x(Y, X) = «(X,Y) =0e «(X, X) # 0, entdo a = 0. Analogamente concluimos que
b =0 e, portanto, X e Y sdo linearmente independentes.
]

1.6 Variagbes do Comprimento de Arco e da Energia; Lema do
Indice

Seja c : [0, a] = M uma curva diferencidvel em M. Uma variagio de ¢ é uma aplicagdo
continua f : (—¢,¢) x [0,a] — M tal que f(0,t) = c(t) para todo t € [0,al. Se f for
diferencidvel, dizemos que a variagdo é diferencidvel. Fixado s, a curva fs(t) = f(s,t)
é chamada curva da variagdo. Ao fixarmos t, chamaremos curva transversal a curva
fi(s) = f(s, t); neste caso, o vetor V(t) = a‘C(O t) é um campo de vetores diferencidvel
chamado campo variacional. Quando f(s,0) = c(0) e f(s,a) = c(a), dizemos que f é
uma variagdo prdpria). Se os campos V(t) e c¢’(t) sdo ortogonais, dizemos que f é uma

variagdo ortogonal
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Afim de comparar o comportamento da curva fy(t) = c(t) com as demais curvas
fs(t), definimos a abaixo, respectivamente, a fungio comprimento de arco e a fungio energia

da variagao f pondo

L(s) —J g:(s t)‘ dt, se€ (—¢,¢)
€ 2
E(s) —J gi(s t)| dt, s e (—¢,¢).

As seguintes proposicOes serdo Tteis posteriormente. Primeiramente encontraremos

equagoes para L'(0) e L”(0).

Proposic¢ao 1.8 (Primeira e Segunda Variagdes do Comprimento de Arco). Considere
a geodésica normalizada y : [0,a] — Me f: (—¢,€) x [0,a] = M uma variagdo propria e
ortogonal de 'y com campo variacional unitdrio. Entdo, se L é a fungdo comprimento de arco de f,

of of\ | D of of\ |« a4 of of
/ _ oo 1" _ /2ot et oror
L(O)_<as’at> 0 Lo <asas’at> 0 LK(as’at) at,

onde K é a curvatura seccional de M.

vale

Demonstragdo. Derivando L(s fo z dt, temos
Dof of <26_ ary
(1.6) L/(s) = s8¢ agf’ 0t/ gt — O3> Bt/ g4
|ﬁ | ot
Como

A /of of\ _ /Dof of\ /of Dof
dt \os’ ot/ \otos’ ot ds’ otot/’

L(s) :Ja 4 <§—Z,%>a—f (.m0
° |51

of of\ |«
o) =(< <&
(0) <as’at> 0

Por outro lado, de (1.6), temos que

entao

Logo

e _ (B3 >|a‘ R IN
ﬁ

Como vy é uma geodésica normalizada, em s =0,

L, (*d /Dof of
L) _L ds <6tas’at>dt
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Observe que
d /D of of D D of of D of D of
£<aa—s’a> <asatas at>+<aa—s’a—sa>

D D of of D D of of D D of of

< 35 0t 05’ at> <aa—sa—s>a>+<aa—sa—s’a>
of of\ of of d /D of of

< (a—a) 35’ at>+a<a&>a>

_ K(af g)+ d<Daf af>
ds’ ot dt \ 0s 0s’ ot

D of of\ | ¢ of of
o) = (=249 k(22N at
(©) <asas’at> 0 L (as’at)d

Agora vamos encontrar expressdes para E'(0) e E”(0).

Portanto,

Proposicdo 1.9 (Primeira Variacdo da Energia). Sejam c : [0,a] — M uma curva dife-

rencidvel e f : (—e, ) x [0,a] — M uma variagdo de c. Entdo, se E é a fungio energia de
f,

1 de\ |a ¢ D dc

—E'(0)=(V,— V,—— ) dt

2 (©) <’dt>o L<’dtdt> ’

onde V = V(t) é o campo variacional de f.
Demonstragdo. Derivando E(s) = [ (3, &) dt, temos

@« /Dof of ¢ /D of of
E's)=| 2( ==, —)dt=2 ——,— )y dt
(s) Jo <asat’at> L<atas’6t>

Como
d /of of\ /D of of n of D of
dt \ds’ ot/  \0tds’ ot ds’ 0t Ot
entao
1_, of of\ |« [(*/of D of
Portanto : 4 D4
c\ |® c
“E'(0) = — —— ) dt
o= (el =L (vara)¢
como queriamos demonstrar. [

Proposicao 1.10 (Segunda Variagdo da Energia). Sejam vy : [0, a] — M uma geodésica e
f:(—e,€) x [0,a] = M uma variagdo de y. Entdo, se E é a fungdo energia de f,

Lewg) _ (D2 dv\je  [*(/DV DV\ /o (dy |\ dy
0= (e a) [+ L (o) - (R(@ ) @v) e

2 0s 0s’ dt
onde V = V(t) é o campo variacional de f e R é a curvatura de M.
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Demonstragio. Por (1.6)

Tengy = (ROf Of\ye /D Of of
20 T \Gsas’at/ o T\ Bsat’ as/ lo

[(R2 Dary, (DDAt oty
o \0s0s’ 0t ot o \0s0tot’ s )

Pelo Lema 1.2 e como v é geodésica,

1 D of dy\ |o DV a (*/D?V dy dy

~E"(0) = —, V)| — R{—,V|—,V)dt.
(©) < >o+<dt’ >0 L<at2Jr (dt’ )dt’

a

2 9s0s’ dt
Como
4 /DV I\ DV O\ /DY DV
dt \ dt’ S\ dt2’ dt’ dt
entao

1 Dof dy\ |« /DV a (*d /DV
—E"(0) = ( ——, = —— VY| —| =(==,v)dt
;50 <asas’dt>o+<dt’ >o Ldt<dt’ >d

¢ DV DV dy dy

—— V(R v) =, v ) at

o () - (@) @)

D of dy\ |@ ¢ DV DV dy dy
=( ——, = ———— ) — (R = — t
<asas’dt>o+L (< dt’dt> < <dt’v) dt’v>)d

como queriamos demonstrar. [

Observagdo 1.5. Adotemos a notagdo 2Y =V’e % =7v'. A expressdo

L(V,V) = L (V, V) — (R(Y, V)Y, V))dt

D of

é chamada forma do indice dey. Assim JE”(0) = (23"} |* + 1.(V, V). No caso em que

f é uma variagdo propria, tem-se

1 " _
7 B0 =LV V).

Queremos agora estabelecer uma relagdo entre I,(],]) e [,(V,V) quando ] é um
campo de Jacobi. Comecamos fazendo a seguinte observacdo: se h: [0,1] — R é uma
funcéo diferencidvel com h(0) = 0, entdo existe uma fungdo ¢ : [0, 1] — R na qual se
verifica $(0) = h’(0), h(t) = tP(t) para todo t em [0, 1]. De fato, definida a fungdo

1
d(t) = [, %(ts)ds, tem-se

1
dh
th(t) = L a(ts) (ts)d(ts) = h(t).
Lema 1.5 (do Indice). Sejay : [0, a] — M™ uma geodésica sem pontos conjugados a y(0).
Sejam | um campo de Jacobi e V um campo de vetores arbitririo, ambos ao longo dey e ortogonais
avy’', tais que J(0) = V(0) = 0e J(to) = V(to), to € (0,al. Entdo I,(],]) < I,(V, V) evalea
igualdade se, e somente se, ] = V.
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Demonstragio. Seja J+ := {J campo de Jacobi; (J,y’) = 0, J(0) = 0}. Entdo dim J+ =
m — 1. Tomando uma base Ji,..., |1 de J+, vale

] = Z «iJi, o constantesreais (i=1,...,m—1).

1

Como ] ndo possui pontos conjugados a y(0) em (0, al, os vetores J;(t),..., Jm_1(t)
formam uma base do complemento ortogonal de y’(t) em T, ;M. Assim

V(t) = Z fi(t)]i(t), fi funcoes diferenciaveisem (0,a] (i=1,...,m—1)

Ja que Ji(0) = 0, escrevemos Ji(t) = tAi(t) e, portanto, A;(0),...,An_1(0) sdo linear-
mente independentes; logo, os vetores A; (t), ..., Ay_1(t) sdo linearmente independentes

para todo t. Isto nos permite escrever

V(t) = Z gi(t)Ai(t), gi fungdes diferencidaveisem [0,a] (i=1,...,m—1).

Novamente, sendo g;(0) = 0, escrevemos g;(t) = thi(t), onde cada h; é uma funcao
diferenciavel em [0, a]. Como, para t # 0, fi(t) = hi(t) concluimos que cada f; pode ser
estendida a uma funcdo diferenciavel em [0, a].

Por outro lado, como J; é de Jacobi,

R(Y,V)y' =R <v’, > fi]i) Y =) fROY, Y == £
Dai

<V/>V/> - <R(Y/,V)Y1,V>
= <Z it D fiJ6 D i+ kahi> + <Z £, ka1k>
= <Z f{Ji,Zf{Jk> - <Z T, Y ka1> + <Z fJi, Zf{Jk>
i k i k i k
+ <Z fiJiy ) fk]l/<> + <Z fiJ7, > fk]k> :
i k i k

Além disso,

% <Z fiJ5, ) fk]k>
i k

<Z £+ Y f1JL ) fk]k> + <Z 75> fle+ ) fk]1,<>
i i K i K P
Zf{]{>szlk> + <Z fi]{,vsz]k>
i « i «
- <Z fiJ5, D f{Jk> - <Z i, kahi> :
i P i K
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Escreva A(t) = (J, Ji, ) — (Ji, Jx). Assim
Nt = J5 T+ T T — T T — T T
=—(J, RY, Jv") + ROYS TV T
=0.
Como A(0) = 0, segue que (Ji, J) = (J{,Jx). Logo
<Z £l Y ka1> = s i)
i k ik
=2 fifi(luJo
ik
=D fifJi o
ik
= <Z i Z fk]k>
i k
Concluimos entdao que
(V, V') = R(Y', V <Z (i, Z fk1k> " <Z fiJ5y fk1k> :
i k
Logo,
I, (V) J <Zf L,kalk> dt + <ZfL,ZﬂJk> to)
e
ItoU J <Z “1]1»ka]k>
Sendo J(to) = V(to) por hipédtese, tem-se «; = fi(to) e, portanto,
L (Y, V) = 1,(1,)) J at.
Decorre dai que L, (V, V) > I;,(],]). Agora, se I, (V, V) = I;,(],]), temos ) . f{J; = 0.

Como os J; ndo se anulam em t # 0, vemos que f{ = 0. Logo, cada f; é constante e, como

fi(to) = o, V=1.

]
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2 Hessiana da Fungao Distancia; Teorema
de Omori

Neste capitulo nos dedicamos a encontrar uma limitagdo para a Hessiana da fungao
distancia que nos sera ttil no capitulo seguinte. Também provaremos o Teorema de

Omori. Tomaremos como base a se¢do de preliminares de [JK] e as se¢des 1 e 2 de [O].

2.1 Limitagdo da Hessiana da Fungao Distancia

Dadas as variedades Riemannianas M e M, considere o ponto x € M e a fungdo
g(x) = % d(xo,x)?, onde d é a distdncia Riemanniana de M. Se x pertence a uma bola
normal centrada em x,, entdo g é diferenciavel e existe uma geodésica minimizante y
ligando x a x tal que y(0) = xo, Y(s) =x e [y’ (0)| = 1. Temos d(xo, x fo ly'(t)|dt = s
e restringindo g a hiperesfera d(xq, . ) =s

g(x) = 5 = (grad g(x),vy'(s)) = s = grad g(x) = sy'(s).

Por fim, note que
(2.1) |grad g(x)| = s = /29(x).

Seja @ : M — M uma imersdo. A Hessiana da fungéo f = g o ¢ calculada no ponto
P € M enos campos X,Y € T,M é dada pela expressao

V(p)(X,Y) = (Vx grad f(p), ).

Seja « a segunda forma fundamental da imersdo @. Denote por V e V as conexdes
Riemannianas de M e M, respectivamente. Entdo (cf. eq. 1.2, p. 26)

VH(X,Y) = (Vxgrad f,Y) = (Vxgrad f — o(X, grad f), Y)

= (Vx gradf,Y)

X(grad f,Y) — (grad f, VxY)

= X(grad g — (grad g)*,Y) — (grad g — (grad g)*, VxY)
X(grad g,Y) — (grad g, VxY) + {(grad g)*, VxY)

— (Txgrad,Y) + ((grad )", TxY).

Portanto

(22) VA (p)(X,Y) = Vg(@(p))(X,Y) + (grad g, a(X, Y))ep)
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Agora vamos estimar a Hessiana da fung¢do g(x) = %d(x, Xo)? em termos da curvatura
da variedade ambiente quando calculada num ponto p € M e num campo unitario
X e T,M.

Lema 2.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana com curvatura seccional K, xo e x pontos de
M tais que x ndo pertence ao cut locus de xo e & um niimero positivo. Considere o segmento de
geodésica minimizante e normalizada vy : [0, a] — M ligando x, a x. Entdo, para todo campo de
vetores unitdrios X € TyM, perpendicular a y'(a), a Hessiana da fungdo g definida acima, em x,
satisfaz V*g(X, X) > u(a), onde
s
Sacotg(8a), se maxK =8ea< B
Y
wa) =<1, se maxK =0

v

dacoth(da), se maxK = —&%.

Y
Demonstragio. Dado x € M, seja X € TuM um campo unitario perpendicular a y'(a)
e considere uma geodésica o : (—¢,¢) — M tal que o(0) = x e 0/(0) = X. Para ¢
suficientemente pequeno, podemos levantar ¢ para T,;M por exp;o1 ,ja que x ndo esta
no cut locus de x,. Ponha o(s) = exp,, (av(s)), s € (—¢, ¢). Considere a variagdo propria
da geodésica y(t),

f:(—e,e) x[0,a] = M, f(s,t) = eprO(tv(s)).

T, .M

Figura 1 — Construgdo da geodésica o.

O campo de Jacobi ao longo de y(t) dado por

of

J(t) = 5000, t) = (dexp, )iy (tv'(0))
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étal que J(0) =0, J(a) = Xe (J(t),Y'(t)) = 0 para todo t. Considere agora a fungdo g
(definida anteriormente) ao longo de 0. Entdo

d do do D do
" . ) — - s e .
(goo)’(s) = s <grad 9 4 > <Vis grad g, 1s > + <grad 9 3s ds >
Como 0’(0) = X e 0 é geodésica, temos que (g o 0)”(0) = V?g(X, X). Por outro lado

ool o) =31

ot 2
onde E(s) é a energia da variagao f (cf. Prop. 1.10, p. 30). Assim, (g o 0)"(0) = $E”(0)
(cf. Obs. 1.5, p. 31). Logo V?g(X,X) = al,(],]). Agora ponha, para § > 0,

2

1 dt = %E(s),

(go0)ls) = ( o

a(sa t)

Sf,  se maxK = &

N
M=<(R™ se maxK =0
Y
H, se maxK = —§%
Y

onde ST* e HI" sdo, respectivamente, a esfera de curvatura & e o espago hiperbdlico
de curvatura —&%, ambos de dimensdo m. Escolha um ponto Xy € M e uma geodésica
normalizada Y(t) em M, com ¥(0) =X, e ¥(a) = X € M. No caso em que max, K = &%,
se a < %, entdo y ndo possui pontos conjugados a xo em (0, a]. Escreva ey (t) = y'(t),
en(t) =¥'(t), considere os referenciais ortonormais formados pelos vetores paralelos
{e1(t), - ,em(t)}e{ei(t), - - ,en(t)} ao longo de y(t) e Y(t), respectivamente, e defina
os campos J(t) = ) _; gi(t)ei(t) e (O])(t) = >_; gi(t)e€i(t). Agora observamos que, como
(J,1) = (@], @]) = ¥ gi,

RO, Y, T) =K' AP
=K'= &, 1))
=K> g(t)?, poisly|=Te(y,])=0.

Kiy' A @]
— R(V'PIE — (v, ©))%)

=K g(t), poisly| =1e (¥, @J)

(R, @])Y', @J)

0,

onde K é a curvatura seccional de M. Assim, como K < K,
L0 = [ (057 = (RO TV D) e
0

> La(@l, J) — (R(Y', ©)Y, ®J)dt = T,(@], ©).
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Defina agora o campo W ao longo de ¥ pondo W(a) = (®J)(a) e W(t) o transporte
paralelo de W(a) ao longo de ¥ de X a Xo. Entdo, W € unitério e perpendicular a .
Considere o campo de Jacobi (cf. Ex. 1.4, pp. 24-25)

( sen(3t) W(t), se maxK = &’
sen(da) v
J(t) = iW(’C), se maxK =0
senh(5t) v
_ 2
senh(éa)w(t)’ se m&xK = —5-.
Assim definido J(0) = (®])(0) =0, J(a) = (®])(a) = W(a) e (J(t),¥'(t)) = 0 para todo
t. Pelo Lema do Indice 1,(],]) < I,(®], ®]). Ou seja, VZg(X,X) > al,(],]). Agora
Senz 5o fo cos?(dt) — sen?(8t)) dt = & cotg(da), se M =S
Ta(T) T) = J‘(()l alz dt = se m — R™
Senh—z(éa) N COShz(ét) + senh?(5t)) dt = dcoth(da), se M = HI.

Escrevendo p(a) = aly(],]) como no enunciado do Lema, concluimos a demonstracao.
]

2.2 0O Teorema de Omori

O Teorema de Omori é enunciado como se segue.

Teorema 2.1 (Omori). Seja M uma variedade Riemanniana completa e com curvatura seccional
limitada inferiormente. Considere a fungio diferencidvel f : M — R limitada superiormente.
Entdo, dados q € M e ¢ > 0, existe p € M tal que

(i) f(p) = f(q),
(ii) |grad f(p)| < ¢,
(iii) V*(p) (X, X) < € para todo X € T,M,|X| = 1.

Antes de demonstré-lo precisamos de alguns resultados preliminares. Para tanto,
considere uma variedade Riemanniana completa M™ ey : [0, a] - M uma geodésica
normalizada em M tal que y(0) = pe<y(a) = q. Suponha ainda que p ndo possua pontos
conjugados em (0, al. Seja S,(r) = {X € T,M; [X| = r}. Entdo y'(0) € Sy(1). Como vy
ndo possui pontos conjugados, pela Proposicdo 1.4, p. 21, e pelo Teorema da Aplicacdo
Inversa, existe uma vizinhanca V de y’(0) em S, (1) tal que Expp (0,a+e)xV—oM,
Expp(t, X) = expp(tX), é um difeomorfismo para ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Escreva S, (r) = Expp{Sp(r) N (0,a+ ¢) x V}. Entdo S,(r) é uma subvariedade de M
de dimensdo (m — 1). Seja U = Expp((O, a+¢e) x V).
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Lema 2.2. Sejax € S,(r), 0 < v < a. Toda curva em U ligando p a x tem comprimento maior
ou iqual que .

Demonstragido. Sendo M completa, pelo Teorema de Hopf-Rinow, escolha uma geodésica
minimizante e normalizada vy : [0,1] — M tal que y(0) = p e y(r) = x. Entdo, se
c : [0,r] = M for outra curva ligando p e x,

NQZEW)=£h4ﬂmt=r
]

Lema 2.3. Dados os pontos x € S,(r) ey € Sy(a), qualquer curva ligando x ay em U tem
comprimento maior ou igual do que a — .

Demonstragio. De fato, se y,c : [r,a] — M sdo, respectivamente, uma geodésica mini-
mizante e normalizada e uma curva em U tais que y(r) =c(r) =xevy(a) =c(a) =y,
entao

tlc) >ly)>a—r.

]

Seja X um campo paralelo, unitdrio e tangente a S,(r) e Sy(a) em y( ) e vy(a),
respectivamente. Seja f uma variagdo prépria e ortogonal de 'y tal que X = £ e 0 campo
variacional de f (cf. [dC1], Prop. 2.2, pp. 213-214).

Lema 2.4. A primeira e a sequnda variacoes do comprimento de arco da geodésica y satisfazem

of of

L'(0)=0 e L"(0)=Hq(X,X)—Hyu(X,X) — JK(a 3¢

5)a=o

onde Hq(X, X) = (23, g—Dq e Hym (X, X) = (23 %%w

Demonstragdo. De fato, pelos Lemas 2.2 e 2.3, uma geodésica é um ponto de minimo
da funcdo comprimento de arco. O resultado segue das férmulas para variacdo do
comprimento de arco (cf. Prop. 1.8, p. 29). O

Agora note que, se h(x) = d(p,x),x € M, entdo

V2h3 (X, X) = (Vx grad h?, X)
x(2h grad h), X)
2( h) grad h, X) + 2(hVx grad h, X)

= 2(grad h, X)? + 2hV*h(X, X).

/\/\
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Como
V?*h(q)(X, X) = (Vx grad h(q), X)
= %(gradh(q),X} — <gradh, %g>q
= —H4 (X, X)
entao

V*h%(q)(X,X) = 2(grad h(q), X)? — 2aH,(X, X).
Lema 2.5. Se a curvatura seccional de M respeita K(X,Y) > —K,, Ky > 0, entio
V() (X, X) < 2(1 4 a(Ko(a — 1) — Hyn (X, X))).
Demonstragdo. Pelo Lema 2.4 Hy (X, X) > H, (X, X) — Ko(a —1). Dai

V2h?(q) (X, X) = 2(grad h(q), X)* — 2aH4(X, X)
< 2(| grad h(q)PPIXP* 4+ a(Ko(a — 1) — Hym (X, X))
=2(1+ a(Ko(a—71) —H,» (X, X))),

sendo a dltima igualdade valida porque a norma do gradiente da fungdo distancia é

igual a 1 e X é um campo unitario. [

Seja f uma fungdo definida em M e limitada superiormente. Ponha b = sup f. Fixe
um ponto p € M e assuma, sem perda de generalidade, que f(p) = 0. Considere o
grafico ' ={(f(x),x);x € M}. Entao I' é uma subvariedade fechada de R x M.

Lema 2.6. Sejam: R x M — M a projegio de R x M em M. Entdo, dada a geodésica y em
R x M e dois pontos ¥(0) = (A, x) e¥(to) = (B,y), to # 0, vale que

(i) y = oYy é geodésica em M,
(ii) (A, x) é conjugado a (B,y) se, e somente se, x é conjugado a y,
(iii) [Teorema de Pitigoras] L(V)* = {(y)* + (B — A)%.

Demonstragio.

Dy’ _

(i) Escreva ¥(t) = (t,v(t)). Entdo, como vy é geodésica bY! —. Logo =3~

’ Tdt
(ii) Suponha que (A, x) seja conjugado a (B,y) em . Entdo existe um campo de Jacobi |
nao-nulo ao longo de ¥ tal que J(0) = J(to) = 0. Escreva J(t) = (g(t),]J(t)), onde g é uma
fungdo diferencidvel em [0, to] e ] € um campo diferencidvel ao longo de y. Projetando
as m dltimas coordenadas da equagéo de Jacobi para ], temos

D?J

ae + R, )y =0.
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Logo, ] também é um campo de Jacobi. Precisamos agora mostrar que | # 0. Para isso,
suponha que ] = 0. Entdo, a fungdo g ndo é constante igual a zero e, portanto, g mantém
o sinal em (0, ty). Assim sendo, sem perda de generalidade, indiquemos que g(t) > 0
para todo t € (0,t,). Por ser diferencidvel e estar definida em um intervalo compacto, a
fungdo g possui maximo em algum ponto t; € (0, to); neste ponto temos g”(t;) < 0. Por
outro lado, da equagéo de Jacobi para J, segue que g”(t) = 0 para todo t € (0, t,). Isto
nos d4 uma contradigdo e, portanto, x é conjugado ay em y = 7toy. Reciprocamente, se
x é conjugado a y em v, existe um campo de Jacobi ] ndo-nulo tal que J(0) = J(to) = 0.
Ora, sendo J(t) = (g(t),J(t)), onde g é um funcéo diferenciével tal que g(0) = g(to) =0,
a projecdo na primeira coordenada do sistema de equagdes diferenciais ordinarias
-
% +RY, Y =0

possui solugdo em [0, to]. Logo (A, x) é conjugado a (B,y) em Y.

(iii) Escreva a geodésica ¥(t) = (t,xi(t),...,xn(t)) em coordenadas. Note que, se
escrevermos [y'(t)| = c e [y'(t)| = d, temos d*> — c? = 1. Além disso

(y)??=c*(B-A) e ((y)=d*(B—-A)

Logo

M

Figura 2 — Teorema de Pitagoras.

Dados o ntimero inteiro k e o ponto p em M, considere o ponto px = (kb,p) e o
segmento de geodésica normalizada ) : [0, ax] — R x M que realiza a distancia de

Y« (0) = py até ' tocando no ponto vy (ai) = (f(q«), k), g € M.
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Lema 2.7. Com as notagoes acima, o ponto py ndo possui pontos conjugados em .

Demonstragdo. Como 7, é minimizante, nenhum ponto em (0, ax) pode ser conjugado
a px. Suponha, entdo, que ¥, (ax) seja conjugado a pyx. Estenda a geodésica y, até o
ponto ¥, (ax + ¢) tomando um ¢ > 0 adequadamente pequeno de modo que a esfera de
centro em ¥, (ay + €) e raio ¢ intersecte I' apenas no ponto v (ax). Como ¥ (ay) é um
ponto conjugado, existe um segmento de geodésica oy, ligando py a ¥, (ax + ¢), tal que
€(0y%) < ax + €. Seja ¢ um ponto na interseccdo entre I' e 0. Como d(q, v (ax +¢€)) > ¢,

temos
a, + & > {(oy) = d(px, q) + d(q, ox(ax + ¢€)) > d(px, q) + &,

R

I --

\ M

P

Figura 3 — Extensdo da geodésica ¥, até o ponto ¥y, (ax + €).

logo d(px, q) < ax, 0 que nos d4 uma contradicdo, pois ¥, (ax) minimiza a distancia até

o grafico. O

Portanto, pelo Lema 2.6, v\ (t) = oy, (t),0 < t < ay,nunca é um ponto conjugadoap.
Logo, para cada k, existe uma vizinhanca Uy dey; (p) tal que Expp 2 (0, 6 +0y ) x Uy — M é
um difeomorfismo, onde ¢, = {(yy). Ponha ¢(x) = Exp;1 (x),x € Expp(((), b+ 0x) x Uy ),
e defina a funcdo Fy pondo

Fk(X) = kb — ai — |¢(X)|2, X € Epr((O, €k + 5k) X Uk)

Observagio 2.1 Como x = expp(dD(x)) = Yx <|d)(x)|,p, %), temos que |$p(x)| é o
comprimento de vy medido de p até x. Logo, como vy é uma geodésica minimizante,
|d(x)| mede a distancia de p até x em M. Portanto &, = |b(qy)|.



2.2. O Teorema de Omori 43

Lema 2.8. Com as notacoes acima, vale
(i) f(x) < F(x) e f(qi) = Fe(qi) para todo k,

) _ 1 Vxgrad|b(qdP | 1X(1d(qu)) grad [b(qu)
(Vxgrad ) =33 g0 T4 (b—flg)r

Demonstragio.

(i) Como ay = d(px, '), temos
a < d(py, (f(x),%))* = (kb — f(x))* + [d(x)P,

sendo a dltima igualdade validada pelo Teorema de Pitdgoras e pela Observagao 2.1.
Assim f(x) < kb — \/a — [d(x)]%, sendo a igualdade verdadeira apenas no ponto qy,

onde a distancia de py a I' se realiza.

Pk

kb — f(x) ¥

\ P R M

Figura 4 — Distancia do ponto py até os pontos (f(x),x) e (f(qx), qx).

(ii) Tem-se

1 grad|dp(x))?
2.3 dF ==
= SR IV ST
e

_ 1Vxgrad|op(x)? | TX($(x)1*) grad [dp(x)I’
B BV o A B e T [

Assim, em x = qy,

. 1Vx gradlfb(qk)lz 1 X(Id)(qk)lz)gradld)(qk)lz
Vxgradblad =350 g0 T4 (b—flq)P
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Suponha que K(X,Y) > —K,. Entdo, como gy é ponto de minimo de (Fy — f)(x),
temos V2f(qi) (X, X) < V*F(qi) (X, X). Além disso, se assumirmos que [X| = 1, como
iy =|$(qx)| e a norma do gradiente da fungdo distancia é igual a 1,

X(Id(qi)l*) = (grad [d(qi)l, X)
< |grad [ (qi)l*l X
= 2|¢(qi)l | grad | (qi)ll [X]
— 20,

Logo, pelo Lema 2.5,

1926 (qRCX) 1 X(Ixlq)) (grad [b(qi) , X)

VH(q1) (X, X) < VPFR(qi) (X, X) =

2 kb—f(qy) 4 (kb —f(qy))3
< 1+ ek(Ko(ek - T‘) - Hyk(r)(Xa X)) Ei
= kb — f(qs) (k—1)%3

Como cada yi é um segmento de geodésica de p até q, em M, vale que yi (1) € §p(r) =
{Expp(Y); Y| = r}. Para r suficientemente pequeno, gp(r) é uma subvariedade de M.
Escreva d = min{H4(X,X); q € §p(r), |X| = 1}. Entao

&

24)  VH(q)(X,X) < k= 1750%

- k> 2.
— kb —f(qi) -

(Koei — (TKO + d)€k + 1) +

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema de Omori.

Demonstragio do Teorema de Omori.
CASO 1. Suponha que ({y) seja uma sequéncia limitada. Como grad f(qx) = grad Fc(qx),
temos, por (2.3),

[b(ai)lgrad|d(qi)ll b
kb — f(qy) kb — f(qi)

(2.5) |grad f(qi)| =

Sendo ({x) uma sequéncia limitada, ((f(qx), qx)) é limitada em I' e (qy) é limitada em M,
logo, existe uma subsequéncia de (qx) que converge para um ., € M. Além disso,

|grad f(qe )| = l}iﬁncr)loIgraolf(clk)l =0

e, por (2.4),
V(i) (X, X) < 0.

Isto conclui o caso 1.
CASO 2. Suponha, agora, que ({x) seja ilimitada. Assim, para k suficientemente grande,
temos Kolf — (Ko + d) + 1 > 0. Segue de (2.4) que
&

(2.6) sz(qk)(X, X) < m

= ”b(Koeﬁ — (tKo+ d)&c + 1) +
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Como estamos assumindo f(p) = 0, entdo a, < kb e, portanto,
(kb — f(qi))* + & = a = 2kb f(qi) = (kb)* — af + f(qi)* + & > 0 = f(qi) > 0.
Além disso,
(kb — f(qi))* + & = a3 < d(py, (f(g5, 4)))* = (kKb —f(q;))* + ¢
Logo
(2.7) G — & < 2kb(f(q) — f(q5)) — (flar)* — f(q;)*).

Agora, como {, — oo, dado k, reordenando a sequéncia se necessario, existem k' e
k", com k < k" < k’, tais que &, <l e b < by Se f(qi) > f(qy/), por (2.7), & > bys;
sendo assim, f(qyx) < f(qx’). Desse modo, escolhemos uma subsequéncia crescente (k)

tal que €, < {,,,, b < b, para todo ki < k', kit1 e f(quit1) > f(qx,). Novamente por

+17
(2.7),
G, = < 2Kiab(fqe,, — flqu))-
Dai ~ o
Z 26 " (flaw.,)) — f(qi,)) < 2b2
i— Kit1 i—1
Portanto - 0 ,
Z ekiﬂ o eki
i—1 ekiﬂ

¢é convergente.

2
Afirmagdo 1. A série } 7, 7ty € convergente.

k(k+1)
Como (}, < & para todo k; < k' < ki1, temos

= 1

1 — (1 1
2 2 = k
E € Kis1 _eki)_k_]hk] _Z (E_ki+]>€ki

=1 Ki i=1

[e'e) 1 2 z
Logo, > 21wl € convergente.

Afirmagéo 2. Para todo k > 1, existe k' > k tal que ¢}, < llf)gf,
K41

logk’

Zk’ Z k’logk’zoo

Suponha que exista ky tal que €, > para k' > ko. Entao

2 k'+1
Portanto, {;, < log k7"

Combinando o Afirmagdo 2, a equagdo (2.5) e a inequagdo (2.6), temos

i+ 1
by < lim kit

hm |grad f(qy, )| < hm m ~inoo (ki — T)blog ki -
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0.

, . (ki + 1)Ko . ki + 1
) < =
lim Vxgrad f{aw) < lim o+ i 557 og

Com isto completamos a demonstracdo do Teorema de Omori. O
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3 Estimativa da Curvatura de uma Subva-
riedade Limitada

Nesta dltima sessdo, utilizaremos como base as se¢oes 3, 4 e 5 de [JK].
O Teorema a seguir obtém estimativas da curvatura de uma variedade Riemanniana
M imersa em uma variedade Riemanniana M em termos da curvatura de M e do raio

da bola geodésica B, de raio A.

Teorema 3.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura escalar é limitada
. . —m+n X ) i —

inferiormente, M uma variedade Riemanniana, n < m — 1, By C M uma bola normal

fechada de raio N e § um niimero positivo. Suponha que a imersio isométrica @ : M. — M é tal

que sua imagem estd contida em B,.

(i) SemaxK = 82 e A < -, entdo min K + &2 cotg?(8A) < supK.
B 26 Ba M

(ii) Se max K = 0, entido min K + ;5 < sup K.
B B A
A A M

(iii) Se max K = —&2, entdo n%inﬁ + 82 coth?(8A) < sup K.
A M

Ba

Demonstragido. Denote por X, o centro da bola normal By. Sejam d a distancia em M e
g : M — R a funcdo definida por g(x) = % d (%o, x)* (g é diferencidvel em B, desde que o
cut locus de xo ndo esteja contido em By). Seja f = g o . Entdo, f é diferencidvel porque

©(M) C B,. Além disso,
2

f(x) < 5y X e M.
Se tivéssemos infy; K = —oo, entdo, como a curvatura escalar de M é limitada inferior-
mente, teriamos sup,, K = oo e ndo haveria o que demonstrar. Vamos supor, portanto,
que infy K > —oo. Escolha um ponto p € M tal que ¢(p) = X # x¢. Pelo Teorema de
Omori, para todo k € N, existe px € M satisfazendo

1

f(p) > 1(p) = 5 dlxo, ) |grad fpy <

2
1
V(X X) < . IXI*, XeT, M.
Escreva xx = @(px). Seja yx 0 segmento de geodésica de comprimento sy partindo de x,

e chegando em xy. Pondo d(x,,X) =5 temos

1., 1
0< 55" =f(p) < flpi) = 5 55,

ie, 0 <35 < s <A. Lembramos que | grad g(xi)| = sk (cf. eq. 2.1, p. 35). Também

—|grad g |x(X, X)| < (grad g, a(X, X)).
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Entdo, em py, para todo X € T, M, vale
1
VZg(X, X) = V*(X,X) — (grad g, «(X, X)) < . IXI + sy | (X, X))
Portanto,

(3.1)

S X2k XP2

1(V29(X,X) 1)<Ioc(X,X)I.

Considere a decomposi¢do X = X+ + X', onde X é normal a grad g e X' é colinear com
grad g. Note que
VAg(X, X) = VZg(X", XT) +2V7g(X7, XT) + Vig(XT, XT).

Além disso, pondo X" =b grad g = bsyy,, temos

(X, grad g) = <XJ_» grad g)+ <XT3 grad g) = bsi'

Logo, X' = ’gradg grad g = myke assim,
-
xT| = [Xgradg)l _ [X[|grad g <X IXI = X |<L
Sk Sk X
Por outro lado,
1_ X+ +XT| < |XL|+’XT| < |XL|+L:>]_L<E
X T XX IX] ek ks X

Em todo ponto x € By, podemos estimar V2g(X,Y) em T,M pondo
IV2g(X, V)l = (L X, V)l < IILIIXITY,

onde L, é a transformagcédo linear X — Vxgrad g. Pela continuidade de L, e por B,
ser compacto, existe ¢ = sup{||L,]; x € By} < +00. Entdo, [VZg(X,Y)| < ¢ [X|[Y| em B,.
Agora note que

2V2g(XH XT) + V2g(XT,XT)  2(Vxegrad g,X") + (Vxr grad g, X")

X2 B X2
2(Le(XH), XT) + (Le(XT), XT)
B X2
o 2L XA XT] = LX) X
- X2
—2¢|X+ — eXT| X
- X] X]
3c
.

V2g(X,X) _ VZg(XH,X4) 3¢
|X|2 |X|2 kSk
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para todo campo de vetores X € T,M diferente de zero. Lembramos que, pelo Lema 2.1,
p. 36, tem-se

Vzg(xl)xj_) B VZ ( XJ_ XJ_ |XJ_|2 |XJ_|2
B |

> _—
XP X ixa)) e 2 M e

Como 0 < 5 < sy, para k suficientemente grande vale que 1 — kl—k > 0. Assim,

3.2) % > p(si) (1 — k%k)z — s—;, em x; = @(Px)-
Como
dsy cotg(dsk) > 05 cotg(dA) > 0, se A < %
(3.3) wisk) =41
dsy coth(6sy) > dscoth(dA) > 0,
femos Vig(X,X) 1 1T\ 3¢ 1
|X—|2’—E>u(sk) (]_k_sk) _k_sk_E>O

para k suficientemente grande. Portanto, por (3.1), (X, X) # 0. Agora escolhemos
vetores X e Y como no Lema 1.4, p. 28, multiplicamos termo-a-termo a desigualdade
(3.1) e obtemos

2
sy (1= ) 2 3¢ aX X0l Y)
st HSk ks Ksy X YP

(a(X, X)y (Y, Y)) — |ee(X, Y)|?

X2 Y2
(o X, X)y (Y, Y)) — (X, Y) 2
- XY= (X, Y)?

Pela equagdo de Gauss (cf. Prop. 1.7, p. 27), em xx = @(px), para k grande, o plano t
gerado por X e Y satisfaz

2 2
(3.4) 0 < :—2 (u(sk) (1 - L) - 3-“) < K(t) — K(1).

Segue que
1 1\ 3
inK 4+ — ) —=>¢ K.
Considerando uma subsequéncia convergente de (sy), temos
0<s<lims=A<A
Dai

_ 1 _
min K + _—zu(A)z < sup K.
B)\ }\ M
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Logo, como nos trés casos considerados vale

§% cotg?(SA)
Ludrz{ s
5 A

82 coth?(5)),

concluimos a demonstragao. O

Uma variedade de Hadamard é uma variedade Riemanniana M completa e simples-

mente conexa cuja curvatura seccional é ndo-positiva.

Teorema 3.2 (Jorge-Koutrofiotis). Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa com
curvatura escalar limitada inferiormente, m‘“*“, n < m — 1, uma variedade de Hadamard e
© : M — M uma imersdo isométrica satisfazendo K(t) < K(t) em todo ponto de M e para
todos os planos T que passam por ele. Entio @ (M) é ilimitada em M.

Demonstragdo. Suponha que @ (M) fosse limitada. Entdo ¢ (M) estaria contida numa
bola normal. Por (3.4), existiriam um ponto de M e um plano T passando por ele tal que
K(t) > K(7). Isto nos d4 uma contradico. O

Em particular, se M™ for compacta, ndo existe imersao isométrica em uma variedade
de Hadamard M’“*“, n < m— 1, que satisfaga K(t) < K(t) em todo ponto.

it . . .
Teorema 3.3. Seja M™ n, n < m — 1, uma variedade de Hadamard cuja curvatura seccional
satisfaz a < K<b<0 abekR Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com
curvatura escalar limitada inferiormente e curvatura seccional satisfazendo K < a —b. Se

@ : M — M é uma imersdo isométrica, entdo @ (M) é ilimitada.
Demonstragio. Suponha que @ (M) esteja contido em alguma bola normal B,.

(i) Se a < rréinK < n%axﬁ = 0, entdo, pela equacdo (ii) do Teorema 3.1,
A A

— — 1
a <minK <minK + — < supK.
B B A2 M

(ii) Se a < rréinﬁ <maxK = -5 < b < 0,8 > 0, entdo, pela equagao (iii) do Teorema
A

Ba
3.1,
a—b < a—b coth’(5)) < n%inﬁ + 8% coth?(8M) < sup K.
A M
Em ambos os casos obtemos contradicées. O

Seja @ : M — M uma imersdo isométrica entre as variedades Riemannianas M e
M. Agora estamos interessados em limitar superiormente o raio A da bola normal
By, C M, que contém @ (M), em termos da norma do vetor curvatura média. Antes, para

podermos usar o Teorema de Omori, precisamos do seguinte Lema:
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Lema 3.1. Sejam M™ e M"™"™ variedades Riemannianas. Assuma que a curvatura escalar de
M seja limitada inferiormente. Se existe uma imersdo isométrica @ : M — M tal que o vetor
curvatura média H satisfaz [H| < Ho, onde Hy é uma constante positiva, e (M) C B, com B
compacta, entdo a curvatura seccional de M é limitada em valor absoluto.

Demonstragdo. Suponha que infScal = a > —oo. Considere um ponto p € M e uma

base ortonormal {Xj, ..., Xy} de T,M. Entdo, pela equagdo de Gauss,
D KX X5) =D (K(Xi, X5) + (@x(Xi, Xi), ot X5, X)) — (X, X)),
ij ij
Assim, pela Observacdo 1.4, p. 26,
Scal(p) = Y K(Xi, X;) + m*[HJ* — o,
i#
Dai,
lo? < méaxK + mZHS — a = const.
Portanto, considerando um plano arbitrario gerado pelos vetores X e Y em ¢(p),

KX V)< KOG Y (X X), oY V) A+ Lo X, Y2

< mgxf + 2|«)* = const.

Agora estamos prontos para demonstrar o

Teorema 3.4. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura escalar limitada
. . Tymn . . . p 2k A . ~
inferiormente, M uma variedade Riemanniana arbitrdria, @ : M — M uma imersdo
isométrica e & um niimero positivo. Suponha que @ (M) C B, e [H| < Ho.

_ 1 )
(i) Se rr%i\xK =8eA< %, entdo A > g’cg_1 (qo)

— 1
(ii) Se max K = 0, entdo A > —.
Ba HO

_ 1 )
(iii) Se max K = =82, entio 6§ <Hpe A > —tg'h ( — ).
Bx d Ho

Demonstragio. Considere uma base ortonormal {X;, ..., Xy} de T, M, onde (py) é uma
sequéncia construida usando o Teorema de Omori como na demonstragdo do Teorema
3.1. Pondo X =) X;, paraf=go @, (cf. eq. 2.2, p. 35)

24X, X. _ 2oy, Xy o T
(3.5) ;v g9(Xi, Xi) + (grad g, mH) ;v f(Xl,Xl)<k,
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pois, tomando um referencial ortonormal {Es, ..., E,} que é normal a M,
(X, X) =D (X, Xi)
= > Hi(X;, Xi)Ex
ik
= > (Su(X0), Xi)Ex
ik

= Z(tr Si)Ex
k

= mH,

onde Hy = Hg, (cf. Obs. 1.4, p. 26). Como |H| < Hy e |grad g| = sy, pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

(3.6) —msyHy < (grad g, mH).

De (3.2), (3.5) e (3.6), segue que

1\ 3¢ =
m (u(sk) (1 — k_sk> — k_sk> < ; V'g(Xi, Xi)

< % — (grad g, mH)

Logo,
1\* 3¢ 1
oo (1= ) = L

Tomando uma subsequéncia convergente de (sy) e fazendo k — oo, obtemos s, — A<A
e (A) < AHo. Assim:

(i) Quando maxg, K = 8%, para A < %,
§ cotg(dA) < & cotg(A8) < Hy,

75, entdo cotg(6A) > 0 e, assim,
5

tg(dA) > H% Sendo a inversa da tangente uma fungao crescente, A > 1 tg™' (H—0> .

jd que a cotangente é decrescente. Se A <

(ii) Quando maxg, K =0, u(A) =1. Entdo, T < AH, < AH,, logo A > Hio
(iii) Quando maxg, K = —&?, temos
& < &coth(8A) < &coth(Ad) < Ho,

ie., d < Hjetgh(dA) > Como

e, dai, A > %tgh_] (i)

Ho

2. L <1, existe a inversa da tangente hiperb6lica
0 0
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