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Resumo

No contexto tradicional, a univoca determinagdo do quociente e do resto da divisdo euclidiana se
faz por meio de algoritmos baseados na determinagdo de aproximacdes maximas do dividendo pelo
produto entre o divisor e o nimero candidato a quociente, e entdo pela diferenca entre a aproxi-
macao dada e o dividendo original, num processo permeado pela obten¢do de quocientes parciais,
obtidos considerando-se grupos convenientes de digitos do dividendo, tomados no sentido da maior
para a menor ordem. No caso especifico do divisor 2, € possivel desviar o processo de calculo dessa
recorréncia cldssica, mediante o definir de uma fun¢@o que relaciona cada algarismo do dividendo
ao seu congénere de mesma ordem no quociente. Neste trabalho provamos a existéncia de tal fun-
¢do definida em Z; x {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, que usaremos chamar de "Func@o par binério", ao
tempo que oferecemos uma contribui¢ao adicional ao estudo das regularidades da representacao
decimal no contexto da divisdo pelos inteiros na forma 2", com n € N e, extensivamente, 2" - 10"
com m € Z. Adicionalmente, expomos aplicagdes aritméticas da técnica exposta, dentre as quais €
destacada a relacdo entre as bases bindria e decimal, e propomos, como produto de nosso trabalho,
uma sequéncia didatica na qual o sistema bindrio de numeragdo em Z € introduzido de maneira ld-
dica com o conhecido jogo matematico "Matemagica dos cartdes numerados", cujo funcionamento

fundamenta-se na conversao bindria das expressdes decimais dos nimeros inteiros.

Palavras-chave: <REPRESENTACAO DECIMAL. DIVISOR 2. PAR BINARIO.>



Abstract

In the traditional context, the unequivocal determination of the quotient and the remainder of the
Euclidean division takes place by means of algorithms based approaches in determining the ma-
ximum dividend by the product of the divisor and quotient candidate number, then the difference
between the approach and the dividend paid original, a process permeated by obtaining partial quo-
tients obtained considering convenient groups of digits of the dividend taken in order from largest
to smallest order. In the specific case of the divider 2, you can bypass the process of calculating
this recurrence classic, by defining a function that relates each digit of the dividend to its coun-
terpart of the same order in the quotient. In this paper we prove the existence of such a function
defined on Z; x {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, we use to call "function binary pair"to time we offer an
additional contribution to the study of the regularities of the decimal representation in the context
of the division by integers of the form 2", with n € N and, extensively, 2" - 10" with m € Z. Additi-
onally, we expose arithmetic applications of the binary pair algorithm, among which highlight the
relationship between binary and decimal bases, and propose, as a product of this work, a didactic
sequence about the binary numbering system on Z in playful way with the known mathematical
game "Matemadgica dos cartdes numerados", whose operation is based on the conversion of binary

decimal expressions of integers.

Keywords: <DECIMAL REPRESENTATION. DIVIDER 2. BINARY PAIR>
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INTRODUCAO

Possuem considerdvel valor na matemadtica os resultados relacionados a relacdo de divisibilidade
dos inteiros e a divisdo com resto, conceitos fundamentais da Teoria dos Numeros que derivam do
teorema milenar conhecido como Algoritmo da divisdo de Euclides, que estabelece a existéncia e
unicidade do quociente b € Z e do resto r € {0, 1,--- ;b — 1} na diviséo entre um dividendo a € Z

e um divisor ndao-nulo d € Z.

No caso especifico do divisor d = 2, encontramos o desdobrar mais singelo da teoria, que
chama a atencao pela sua simplicidade, contrastando com a importancia de suas aplicacdes: de
fato, se por um lado tal simplicidade contribui para que o divisor 2 seja tradicionalmente a via
pela qual estabelecemos o primeiro contato com a divisdo, ainda na infancia, por outro, € dela que
derivam aplicacdes de grande relevancia na atualidade, sobretudo nas ci€ncias da computacao e
engenharias, que se valem amplamente de tais conceitos. Nesse contexto, os quocientes de divisor
2 ocupam um lugar especial, uma vez que é do processo de se determinar o quociente e o resto
para tal divisor que se baseia a conversdo da linguagem humana convencional na linguagem bina-
ria, propria das mdquinas, e reciprocamente. Comumente, tal processo consiste na aplicacdo do
método conhecido como algoritmo da chave, que se baseia na obten¢do de aproximagdes maxi-
mas do dividendo a partir do produto entre um inteiro conveniente e o divisor: a diferenca entre a

aproximagdo obtida (quando médxima) e o dividendo, resulta no resto procurado.

Em geral, esse processo e vdrios outros de mesma natureza sdo tratados no ensino bésico de
maneira mecanica, sem nenhuma justificativa que explique seu funcionamento ou que o relacione
as propriedades da representacdo decimal dos inteiros, de onde provém. Segundo BRASIL [5],
o trabalho com as operacdes deve se concentrar "na compreensao dos diferentes significados de
cada uma delas, nas relacdes existentes entre elas e no estudo reflexivo do cédlculo "(p. 55). Nesse

contexto, a articulacdo com o funcionamento do sistema decimal € imprescindivel, pois

"as técnicas operatorias usualmente ensinadas na escola (...) apoiam-se nas regras

do sistema de numeracdo decimal e na existéncia de propriedades e de regularidades

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

presentes nas operagdes. (...) Muitos dos erros cometidos pelos alunos sdo proveni-
entes da ndo-disponibilidade desses conhecimentos ou do ndo-reconhecimento de sua

presenca no cédlculo"(idem, p.120).

Apesar disso, nos dltimos anos tem ganhado for¢ca no meio docente o abandono sistemético do
ensino das propriedades do sistema decimal e dos algoritmos , em detrimento do uso exclusivo
e irreflexivo das calculadoras e computadores, as vezes sob a alegacio de se tratarem de préticas

anacrOnicas e inateis.

De acordo com os PCN do Ensino Fundamental (BRASIL ,[4]),isto constitui uma falha impor-

tante no ensino da matematica na escola basica. Com efeito,

[sdo] aspectos do tratamento habitualmente dado ao estudo dos naturais nos ciclos fi-

nais do ensino fundamental [que] também comprometem sua aprendizagem:

(...)

¢ auséncia de um trabalho com estimativas e com calculo mental e o abandono da

exploracao dos algoritmos das operacdes fundamentais;

(...)

e trabalho centrado nos algoritmos, como o cilculo do mmc e do mdc sem a com-
preensdo dos conceitos e das relacdes envolvidos e da identificagdo de regulari-

dades que possibilitem ampliar a compreensao acerca dos nimeros. "(p.97)

Na verdade, a representacdo decimal de um niimero inteiro constitui um terreno fértil para a
observacao de regularidades aritméticas interessantes e inesperadas, sobretudo no contexto edu-
cacional do Ensino bésico. De fato, com a popularizacdo recente da matemadtica recreativa, pro-
tagonizada pelos jogos matemadticos, e responsavel pela disseminacdo cada vez mais comum de
laboratérios de matematica nas escolas publicas, ndo € dificil encontrarem-se materiais didéticos
que se prestam a explorar ou a ilustrar conceitos aritméticos a partir da manipulagdo de jogos ou

wl das

da curiosidade suscitada por procedimentos de cdlculo inusitados, como as "matemagicas
adivinhagdes numéricas ou os métodos algoritmicos de manipulacdo mais comoda do que os tra-
dicionais. Como exemplo, citamos Hefez ([14]: pp.47-52), que se utiliza de tais expedientes para
ilustrar a aritmética da representacdo dos nimeros naturais recorrendo ao Jogo de Nim e ao jogo

de adivinhacdo "O nove misterioso".

"Termo comumente usado no contexto da matemdtica recreativa para se referir as "magicas"que se utilizam de
propriedades aritméticas dos nimeros naturais para causar o efeito de adivinhacao.
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Segundo BRASIL [4], esse tipo de abordagem exploratéria, em que se privilegia a investiga-
cdo de padroes e a formulacdo de hipéteses, embora seja o meio pelo qual ocorre a génese em

matematica, ndo é devidamente destacada no ensino basico:

"A partir da observacdo de casos particulares, as regularidades sdo desvendadas, as
conjecturas e teorias matematicas sdo formuladas. Esse carater indutivo é, em ge-
ral, pouco destacado quando se trata da comunicagdo ou do ensino do conhecimento

matematico."(p.26)

e enfatiza que, em tal abordagem, a Algebra (e, por extensdo, a aritmética) possui o papel de

sistematizadora do conhecimento:

"E interessante (...) propor situacdes em que os alunos possam investigar padrdes,
tanto em sucessdes numéricas como em representacdes geométricas e identificar suas
estruturas, construindo a linguagem algébrica para descrevé-los simbolicamente. Esse
processo favorece a que o aluno construa a ideia de Algebra como uma linguagem

para expressar regularidades."(p.117)

Neste trabalho, apresentamos uma técnica algoritmica que objetiva, em sua forma mais ele-
mentar, determinar o quociente da divisdo euclidiana por 2 recorrendo ao relacionar de cada al-
garismo do dividendo com o seu correspondente de ordem no quociente a partir da andlise de
paridade de dois algarismos vizinhos na representacdo decimal do dividendo e segundo o quadro

1, que usaremos chamar de tabuada do par bindrio®

, compondo um curioso processo, suposta-
mente desprovido de cdlculos intermedidrios e que pretende, a partir da curiosidade quanto ao seu
funcionamento, eventualmente suscitada pelo seu manuseio, predispor o estudante a procurar pa-
drdes e regularidades ligadas as expressdes decimais dos nimeros e a sua divisdo euclidiana por 2,
caracteristica normalmente presente nos materiais que integram os laboratérios de matemaética das

escolas basicas.

No decorrer do texto, pretendemos provar e generalizar a validade da tabuada do par bindrio,
inicialmente considerando dividendos em Z (Capitulo 2), e a partir dai, procedendo a duas am-
pliagdes naturais: a primeira, usando dividendos reais dados pelas dizimas que os representam
(Capitulo 3); e a segunda, considerando divisores do tipo 2",n € N* (Capitulo 4). Uma vez de
posse dos resultados obtidos nessa etapa, queremos expor aplicacdes do algoritmo obtido em algu-
mas situacdes comuns no estudo da aritmética do ensino basico, com destaque para 0s processos
relacionados a conversao entre os sistemas decimal e bindrio de numeracdo (Capitulo 5). Final-

mente, apresentaremos uma sugestao de sequéncia didatica que utiliza o algoritmo do par bindrio

2 Assim a chamaremos pelo fato de tornar possivel a determinagdo do algarismo do quociente procurado em fungio
do par g; e a;; de algarismos do dividendo, e da paridade de a;1, 0 que significa que o resto deste por 2 pode assumir
um dos valores do conjunto {0, 1}, que sdo os digitos do sistema bindrio de numeragéo. A conexdo do algoritmo com
tal sistema ficard mais evidente nos capitulos posteriores, e receberd um tratamento completo no capitulo final. Em
vista disso, usamos chamar o método aqui apresentado de Algoritmo do Par Bindrio.
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Quadro 1: Tabuada do par binario

| DIVIDENDO | QUOCIENTE |
| a; | para a;; par | para g, impar |
Ooul 0 5
2ou3 1
4o0u5 2
6 ou 7 3
8ou9 4

O| 00| | &

Fonte: Autor, 2003

e o conhecido jogo "A matemdtica dos cartdes numerados"para introduzir o sistema bindrio de

numeragao no ensino bésico (Capitulo 6).



NOCOES ELEMENTARES DA TEORIA DOS NUMEROS

Neste capitulo, estabeleceremos notacdes e resultados fundamentais da aritmética que usaremos
durante todo o decurso de nosso trabalho. Tomaremos como axiomas o Algoritmo da divisdo de
Euclides, o Principio da indug¢do finita em suas duas versdes e a existéncia do conjunto dos nimeros
inteiros, que denotaremos por Z, cuja defini¢do admitiremos conhecida. Além disso, definimos o
conjunto N, dos naturais, pondo

N={neZ:n>0}

2.1 Sistema de Numeracao Decimal

Segundo Hefez ([14], p.43), o nosso sistema de numeragao deriva do sistema sexagesimal dos ba-
bildnios (1700 A.C.) e se desenvolveu na China e na India, em virtude do que é chamado, as vezes,

de "Sistema de numeracao Indo-Arabico".

Esse sistema, que se espalhou pela Europa por volta de 1202, devido a publicacdo da obra Liber
Abacci, de Fibonacci, apesar de sua notavel superioridade sobre os sistemas de numeracao usados
na época, nao gozou de notoriedade imediata, talvez devido a sua grande aceitagdo junto aos povos

arabes, cuja cultura era rejeitada pelos europeus:

"A introducdo do sistema decimal na Europa foi tardia por causa dos preconceitos
da Idade Média. Por exemplo, num documento de 1299, os banqueiros de Florenca
condenavam o seu uso. (...) Vdrios séculos se passaram para que, finalmente, esse

sistema fosse usado sem restri¢des pelos europeus."(idem)

Na atualidade, os dez simbolos que usamos na representagcdo decimal de um nimero costumam

16



2.1 SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL 17
ser chamados de Algarismos1 ou Digitos 2. Sdo eles:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

que representam também os primeiros 9 nimeros inteiros positivos mais o zero. Por forca da
tradi¢do, diremos que o nimero inteiro que cada algarismo representa € o seu valor absoluto.
Devido a constante mencdo que faremos do conjunto dos valores absolutos durante o trabalho, o
indicaremos com a notag¢ao

A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Por outro lado, a representacdo decimal de um nimero inteiro positivo se faz indicando o nimero
de agrupamentos de 10 unidades, chamado de dezenas; de 10 dezenas, chamados de centenas; e
de 10 centenas, chamados de unidade de milhar, para citar apenas os primeiros. Evidentemente,
ndo faz sentido empreender a (impossivel) tarefa de se nomear cada um dos infinitos agrupamentos
possiveis. De modo geral, dizemos que um agrupamento de ordem n € um agrupamento de 10"

unidades, e a € A agrupamentos desses expressam-se como o produto
a-10" (2.1

Desse modo, a quantidade que conhecemos pelo nome de "trés mil, oitocentos e vinte e trés",
por exemplo, significa que estamos "batizando" um grupo de 3 unidades de milhar, 8 centenas, 2

dezenas e 3 unidades; ou ainda, utilizando a convengao 2.1,
3-10°+8-102+2-10+3

Essa tultima representagcdo costuma ser chamada de Forma polinomial3 do ndmero inteiro, devido
a quantidade de termos que usamos para descrever os muitos agrupamentos, e ¢ equivalente a no-
tacdo usual "3823" que expressa, numa sequéncia de digitos, as quantidades respectivas de cada
tipo de agrupamento. A auséncia de determinado grupo € indicada pelo zero. Voltaremos a falar

dessa importante notagao em breve.

Tradicionalmente, quando indica-se genericamente um digito a, convém indexd-lo com o nu-
mero da ordem que ele ocupa na forma decimal de que faz parte e que é, por defini¢do, o expoente

da poténcia de dez de quem € coeficiente. Também aqui adotaremos essa convencao e passaremos

"Deriva do sobrenome do matemético persa Buchafar Mohamed Abenmusa Al-Kuarizmi, que descreveu comple-
tamente o sistema hindu num livro do ano 825 d.C. (ver [11], p.40)

Deriva do latim Digitus, que significa "dedo": uma clara alusdo aos antigos métodos de contagem, que utilizavam
os dedos das maos, o que justifica o fato da adocdo da base dez para o sistema hindu.

3Etimologicamente, do grego poli: "muitos"e do latim nominalis: "nomes".
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a representar expressoes como 2.1 na forma
a,10" (2.2)

Alias, (2.2) é a expressdo que define o Valor posicional ou Relativo de um algarismo a,. Ademais,

ao valor n € N chamaremos de ordem de a,,.

Com essa notagdo, a forma polinomial pode ser vista como uma soma de valores relativos de

algarismos, e se escreve, de maneira geral, na forma do somatério
n .
Y ai10 (2.3)
i=0
onde i € N.
Chamamos agora atencdo para o fato de que (2.3) certamente expressa um nimero inteiro, uma
vez que Z é fechado para a multiplicacdo e para a adigﬁo4. No entanto, isto ndo nos garante que

todos os niimeros inteiros possam ser representados assim. De fato, essa garantia se nos fornece

por meio do conhecido resultado que enunciamos a seguir:

Teorema 2.1 (Martinez et al:[23], p.37). Sea,b € N com b > 1, entdo existem inteiros positi-

vos a; € {0,1,2,--- b — 1} univocamente determinados tais que

n .
a= Z a;bt
i=0

comn € N.

Demonstragcdo. Provaremos o resultado pela segunda forma do principio de inducdo finita:

(Existéncia): Se 0 < a < b, basta escrever a = ag € o teorema € valido neste caso. Seja entdo

a > b e suponha que a proposicao seja vélida para g € N tal que
1<g<a. 2.4)

Provemos que vale também para ¢ = a: De fato, pelo Algoritmo de Euclides, existe ¢ € N e

“Um conjunto A € dito fechado para uma operacdo * quando para quaisquer a e b elementos de A se tem a*xb € A.
A multiplicacdo e a adi¢do possuem essa propriedade em Z. Para detalhes, recomendamos [10], p.121
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ap € {0,1,2,--- ,b— 1} tais que
a=>bqg+ay 2.5)

Agora, note que (2.5) implica g < a, e dai, a hipdtese de inducdo (2.4) nos diz que existem inteiros
ro, ris -0, rm €{0,1,2,--- b — 1} tais que

q=rmb" + - +rib+ro. (2.6)
Substituindo (2.6) em (2.5), temos
a=(rpb™+---+rib+ro)-b+ay=rub™ N + -+ r1b*+ rob +ay.

Dai, basta definir a; = r;_j paratodoi > lem=n—1.

(Unicidade): Para 0 < a < b € trivial. Seja entdo a > b e suponha que o resultado seja valido
para todo g € N tal que
1<g<a 2.7)

Provemos que também ele o € para g = a: para isto, considere as seguintes representagdes para a,
a saber:
a=ab"+---+ab+ay (2.8)

a=dab"+ - +db+a. (2.9)

Entdo, como se tratam do mesmo inteiro a, podemos escrever:
a=>ba,b" "+ +a))+ay=b(db N+ +d)) +a.

Agora, pondo g =a,b" '+ +ajeqd =d b" 1+ +al, éficilverque g < ae g <a,edaia
hipétese de inducio (2.7) nos diz que as representacdes de g e ¢’ sdo univocamente determinadas.
Por outro lado, como 0 < ao,a6 < b, segue que (2.8) e (2.9) expressam a divisdo euclidiana de a
com divisor b e restos respectivamente iguais a ag e ajy; daf, a unicidade do quociente e do resto

nos garante que

/ /
q=49g ¢ ap=dap,

e as representacoes sao indistintas. ]

Neste ponto, cabe uma observacio importante: apesar de termos enunciado o Teorema 2.1 em
N, ele evidentemente vale em Z; a prova para esse caso geral é andloga, pois em termos de notacao,
a e —a diferem entre si tdo somente pelo acréscimo do sinal "—"3_ Na verdade, em todo 0 nosso

texto nos valeremos dessa observacao para nos abstermos de provar cada resultado para Z_ e para

5Ver, por exemplo, [13]: p. 62.
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Z..

Corolario 2.1. Se a é um nimero inteiro, entao existem digitos a; € A univocamente determi-

nados tais que
n
a= Z a;10'
i=0

comn € N.

Demonstragdo. Basta fazer b = 10 no teorema 2.1. ]

Definicao 2.1. Seja a € Z o nimero inteiro definido pela soma

a= z": a,-lOi
i=0

Damos o nome de expressdo decimal de a, a representacao
a=daydy—1---aiqq

em que g; € A paratodoi € {0,1,2,3,--- ,n}.

Corolario 2.2. : As expressoes decimais a = aya,_1---ajag e b =b,b,_1 - -- b1 by representam

0 mesmo nimero inteiro se, e somente se, a; = b;, para todoi € {0,1,2,3,....n}.

Demonstragdo. Decorre imediatamente da unicidade da representacdo de um inteiro numa base b
qualquer.
O

Corolario 2.3. : Sea =aya,_1---ajag e d = 0ana,_1 ---ajag, entioa = d’

Demonstragdo. Pela definicdo 2.1, temos:
d =0anan_1---ajap=0-10"""+a,10"+ - +a110+ a9 =0+ a, 10" +---+a; 10+ ap =

=a,10"+---+a;10+ a9 = aya,—1 ---ayap = a. 0
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Em virtude desse coroldrio, € costume dizer-se que o zero, ao ser escrito na extrema esquerda
da expressdo decimal, € um algarismo ndo significativo, pois sua omissao nao altera o valor da
expressao decimal considerada. Isto nos diz que dados a e b inteiros distintos, sempre podemos
considerar ambos com o0 mesmo numero de algarismos, bastando para isso que completemos com

zeros nao significativos a expressao decimal com menor nimero de digitos.

2.2 Divisibilidade

Definicao 2.2 (Martinez et al:[23], p.15). Sejam a e b dois nimeros inteiros tais que a < b.

Dizemos que a divide b quando existe um inteiro g € Z tal que b = g-a. Nesse caso, escrevemos
alb.

Se isto ndo ocorre, dizemos que a ndo divide b, e escrevemos a 1 b.

Proposicao 2.1 (Hefez:[14], pp.31-32). Sejam a,b,c,d,m,n nimeros inteiros. Sao validas as
seguintes propriedades:

(i) 1]a,alaealO.
(ii) Sea|beb]|a, entioa=b.
(iii) Sea|beb|c,entioa]c.

(iv) Sea, b, c, m e n sdo inteiros, ¢ | a e ¢ | b, entdo c | ma+ nb.

Demonstragdo. :

(i) Como a = 1, segue que a | a e 1 | a; por outro lado, 0 = 0- a; logo, a | 0.
(ii) Se a | b e b | a, entdo existem ¢ e ¢’ inteiros tais que
a=qgb e b= q’a.

Dai, a = qq'a, e dai, gq¢ =1eg=4 =1, donde a = b.
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(iii) Se a | b e b | c, entdo existem g,q’ € 7Z tais que

b=aq e c=bqg (2.10)
do que segue, de 2.10, que bg' = aqq’ e c = aqq’, o que significa que a | c.

(iv) Por hipétese, existem g e ¢ inteiros tais que

Entdo, temos que

ma+nb = mcq+ncq' = c(mq+nq'), o que implica c | ma + nb.
]

Dissemos que se nao existe g € Z tal que a = bqg, entdo a nao divide b. Isto significa que a
divisdo de a por b ndo é exata; dai, pelo algoritmo de Euclides, existe r € {1,2,3,--- ,b— 1} tal
que

a=bqg+r

A essa expressdo chamaremos de Forma Euclidiana de a com divisor b. No caso b = 2, por exem-
plo, para escrever um inteiro positivo a existem somente duas formas euclidianas possiveis: a = 2b
ou a =2b+ 1. No primeiro caso temos que 2 | a, e no segundo, 2 { a. E costume denominar os

numeros do primeiro tipo de pares, e os do segundo tipo de impares.

A seguir provamos o conhecido critério de divisibilidade por 2, de que faremos uso posterior-

mente.

Proposicao 2.2 (Critério de divisibilidade por 2).

a = apa,— ---ayag é divisivel por 2 se, e somente se, 2 | ag.

Demonstragcdo. Podemos escrever:

n
a=a,-10"4+---+a;10+ay =10 (Zdilol_l> +ap
i=1

n
ou ainda, pondo Q = Z a;1071,
i=1

a =100+ ay. (2.11)
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(=) Se 2| ap, entdo, como 2 | 10, a Proposi¢do 2.1 (iv) nos garante que 2 | a.
(<) Se 2| a, entdo existe g € Z tal que a = 2¢q. Entdo, temos que

2g = 100 +ag, e daf, ag = 2g — 10Q = 2(q — 50) donde 2 | ay. O

2.3 Congruéncias

A classificacao dos inteiros conforme o resto que deixam na divisao por outro inteiro é fundamental
na aritmética, e ndo sao poucas as situagdes interessantes na Teoria dos niimeros cujo tratamento

adequado requer sua consideracdo. Segundo [11] (p. 520), deve-se a Gauss 6

a notagdo que
tornou a discussao de tais situacdes mais exequivel, introduzindo uma nova aritmética em seu
livro Disquisitiones Arithmeticae, de 1801 . Trata-se da relacdo de congruéncia, cuja defini¢ao

enunciamos a seguir:

Definicao 2.3 (Hefez:[14], p.110). Sejam € N\ {0,1} ea, b € Z.

Dizemos que a é congruente a b modulo m quando a deixa o mesmo resto que b na

divisdo por m. Nesse caso, escrevemos
a=b modm

Se isto ndo ocorre, dizemos que a ndo é congruente a b médulo m, e escrevemos a Zb mod m

Exemplo 2.1. Temos, de acordo com a defini¢do 2.3, por exemplo:

23=13 mod 10, pois 23 =2-104+3¢e13=10-143;

240 =8 mod 2, pois 240 e 8 deixam resto zero quando divididos por 2;

5#2 mod 2, pois 5=2-2+ 1. [

A proposicao a seguir nos fornece uma defini¢do equivalente para a relacdo de congruéncia:

®Carl Friedrich Gauss: 1777-1855
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condigoes, vale

a=b modm se, e somente se,m |a—b

Proposicao 2.3 (Hefez:[13], p. 111). : Sejam a e b inteiros quaisquer e m € N\ {0, 1}. Nessas

Demonstragdo. :

(=) Sea=hb mod m, entdo, por defini¢do, existem inteiros g e ¢’ e r € {0, 1, - --

a=mq+r e b=mqg +r.
Subtraindo membro a membro, temos
a—b=mq—mq +r—r,ouaindaa—b=m(q—q),edai,m|a—b.
( <) Por hipétese, existe g € Z tal que
a—b = mgq, que podemos escrever a = mq +b
Mas, pelo algoritmo de Euclides, existe » € {0,1,--- ,m— 1} e ¢’ € 7Z tais que
a=mq +r
Entao, de 2.12 e de 2.13, temos

mg+b=mqg +r,ouainda, b=m(q —q)+r

,m— 1} tais que

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Como 0 < r < m, segue que 2.14 € a forma euclidiana de b com divisor m. Entdo, temos de 2.13 e

de 2.14 que a e b deixam 0 mesmo resto na divisao por 2.

]

Temos:
(i) a=a modm;
(ii) Sea=b modm, entdiob=a mod m;
(iii) Sea=b modm e b=c modm, entioa =c mod m;
(iv) Sea=b modm e c=d modm,entioa+c=b+d modm;

(v) Sea=b modm e c¢=d modm, entioac=bd modm;

Proposicao 2.4 (Santos:[27], pp.32-35). : Sejam a, b, ¢ e d inteiros quaisquer em € N\ {0, 1}.
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(vi) Sea=b modm, entioa+c=b+c modm;
(vii) Sea=b mod m, entdo ac = bc mod m;

(viii) Sea=b mod m, entido a" =b" mod m para todon € N

Demonstracdo. :

(i) De fato, como m | 0, temos m | a — a, e dai, a = a mod m.

(ii)) a = b mod m implica m | a — b, e dai, m | —(b — a), ou ainda, m | b — a, do que segue que

b=a modm.
(iii) Por hipétese, m | a—b e b | b — c. Entdo existem ¢,q’ € 7Z tais que
a—b=mg e b—c=mq.

Entdo, escrevendo b =a—mq e b= c+mqg, segue que a —mq = c+mq’, o que implica

a—c=m(q+q), edai, m|a— c o que equivale, segundo a Proposi¢io 2.3, que a = ¢ mod m.
(iv) Por hipétese, temos que m | a—b e m | ¢ — d. Dai, existem inteiros ¢ e ¢’ tais que
a—b=mq e c—d=mq. (2.15)

Somando essas igualdades membro a membro, temos a — b+ ¢ —d = mg + mq’, que pode ser re-
escrita como a+c— (b+d) =m(q+q’), o que equivale a dizer que m | (a+c) — (b+d) ou ainda,
pela Proposi¢do 2.3, que a+c=b+d modm

(v) De 2.15, temos que
a—b=mqg e c—d=mq

ou ainda,
a=b+mq e c=d+mq (2.16)

Multiplicando membro a membro, as igualdades 2.16, temos:

ac = (b+mq)(d +mq') = bd + bmg' + dmg + m*qq. Logo, ac —bd = m(bq' + dg+mqq'), e
a Proposic¢do 2.3 nos da que ac = bd mod m.

(vi) Basta fazer c = d em (iv).
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ZEbZ

(vii) Basta fazer c =a e b = d em (v), e obtemos a mod m. O resultado geral segue por

inducao. ]

Para ilustrar a eficdcia da notag¢do de congruéncia, considere o exemplo a seguir:

Exemplo 2.2. Vamos determinar o algarismo das unidades de 12*:

Antes de qualquer coisa, observe que

n
a :an10”_|_...-|-a1101 +ap=10 (ZaﬂO’) 4+a9g=0+ay=ayp mod 10, 2.17)
i=1

o que nos diz que a € cOngruo ao seu algarismo das unidades, moédulo 10. Nosso trabalho, entdo, se

reduz a encontrar o menor valor positivo x tal que 12* = x mod 10. Para isso, podemos escrever
129 = 12222 = (12%)22 . 12 = 14422 . 12.

Agora, pela proposi¢do 2.4 (vii) e (viii) e por 2.17, temos que

1442 . 12=42 2= 2=16)""2=(6)!" - 2=6""T".2=(6%)6-2=36"-12=

=6°-2=36"-6-2=6-6-2=36-12=6-2=12=2 mod 10, e dai, segue que ay = 2 O
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2.4 Classes de restos

Para concluir o capitulo, introduziremos o conceito de classes de restos. Para tanto, apresentamos

trés definicdes algébricas que nos ajudardo a tornar seu tratamento mais conciso:

Definicao 2.4 (Relacdo de equivaléncia). Seja %/ um conjunto ndo vazio.
Uma relag@o ~ definida em % x % ¢é chamada de Relacdo de equivaléncia sobre %/ quando,

para quaisquer elementos a,b,c € 7/ valem as seguintes propriedades:
1. (Reflexiva) a ~ a;
2. (Simétrica) Se a ~ b, entdo b ~ a;

3. (Transitiva) Sea~be b ~c,entdoa ~ ¢

Definicao 2.5 (Classe de equivaléncia). Seja % # 0 e ~ uma relagao de equivaléncia sobre %/ .

Damos o nome de classe de equivaléncia de a pela relacdo ~ ao subconjunto @ formado por

todos os elementos x de %/ tais que x ~ a, isto €,

a={xe¥:x~a}

Definicao 2.6 (Quociente de um conjunto por uma relacdo de equivaléncia). Seja % #0 e ~
uma relagio de equivaléncia sobre % .
Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por uma relacio de equivaléncia

~ da-se o nome de Quociente de %/ por ~, e indica-se por

U] ~={x:xeU}

As relacdes de equivaléncia sdo importantes porque permitem classificar os elementos de um
conjunto %/ em grupos que sdo equivalentes entre si (dai o nome atribuido a elas) segundo uma
dada propriedade. Em outras palavras, esses grupos de elementos equivalentes, no contexto da
relacdo considerada, formam o que se chama de classe equivaléncia, e podem ser considerados
indistintos entre si, de modo que um representante qualquer deles pode ser usado para se definir

objetos relacionados a toda classe, bem como concluir resultados gerais para esta. Finalmente,
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o conjunto das classes de elementos equivalentes € o que definimos como conjunto quociente do
conjunto % pela relagdo ~ em questdo. Essas considera¢des permitem um tratamento mais geral

e mais sintético das propriedades de % .

Atentando para a Proposi¢do 2.4, as afirmagdes (i), (if) e (iii) caracterizam a congruéncia
moédulo m como uma relagao de equivaléncia sobre Z. Tal relag@o particiona, pois, o conjunto dos
inteiros em grupos de niimeros que possuem o mesmo resto na divisdo pelo m considerado; isto €,

considerando que os restos possiveis na divisdo por m sao 0,1,2,--- ,m — 1, podemos definir:

Defini¢do 2.7 (Classes de Restos). : Sejam € Z\ {0,1} ea € {0,1,2,--- ,m—1}.
A classe de resto @ médulo m é o conjunto denotado por a cujos elementos sdo todos os

nimeros inteiros que deixam resto a na divis@o euclidiana por m; isto €,

a={x€Z:x=a modm}

Nessas condi¢des, o conjunto Z fica particionado em m classes distintas, que s@o os elementos
do conjunto quociente de Z pela relacdio = mod m, que tradicionalmente € chamado de conjunto

dos inteiros modulo m, conforme definimos a seguir:

Definicao 2.8 (Conjunto dos inteiros médulo m). : Sejam € Z\ {0, 1}.
Damos o nome de Conjunto dos inteiros médulo m ao conjunto quociente de Z pela relagdo de

congruéncia modulo m, e o indicamos por

Zn=1{01,2,3, - ,m—1}.




O ALGORITMO DO PAR BINARIO EM Z

3.1 Motivacao

Queremos aqui tratar da divisdo euclidiana por 2 de um inteiro qualquer definido por sua expressao
decimal a = aya,_1 ---ajay, isto é, supondo o quociente b = b,b,_1---b1bg e o resto r € {0,1}
queremos escrever

a=2b+r, (3.1

e a partir daf estudar como se d4 a "transformacdo "de cada algarismo a; de a no seu correspon-
dente b; de mesma ordem em b. A exemplo de Lima ([16], p.59), faremos uso exclusivamente
de inteiros positivos em nossa abordagem, uma vez que para tratar dos nimeros negativos basta

acrescentar o sinal de menos.

A titulo de ilustracdo, considere o inteiro a = 231247859, para o qual temos b = 115623929 e
r = 1. Para facilitar nossa exposi¢do, relacionaremos cada algarismo b; da expressdo decimal de b

ao seu correspondente de ordem a; na expressao decimal de a por meio da notacao

B (ax) = b (3.2)

Temos entdo, neste caso,

ag=2 bg:L ou ﬁ(2):1
a;=3 — b;=1, ou B3)=1
ag=1 +— bg=5 ou P(1)=5
as=2 +— bs=6, ou P(2)=6
ar=4 — by=2, ou f(l)=2 (3.3)
az="7 +— b3=3, ou ﬁ(7)=3
ap=8 — b2:9, ou [3(8):9
ay = — by :2, ou ﬁ(S) =2
a=9 — bp=9, ou p(9)=09.
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Para nossos objetivos, gostariamos que a relagéo 8 = {(a;,b;) € A x A} definida por (3.2) de-
finisse uma fungdo de A em A. Isto, no entanto, ndo ocorre. De fato, para os nimeros a ¢ b de
nosso exemplo, temos um par de valores distintos paraa; =2: f(2) = 1 naordemi =8¢ (2) =6,

na ordem i = 5.
Nosso primeiro objetivo aqui serd o de estabelecer meios para eliminar essa ambiguidade,

redefinindo a relagdo 3.2 num dominio mais adequado, no qual 3 expresse uma associagéo univoca.

Isto nos dard o nosso principal resultado, e € do que trataremos na se¢do a seguir.

3.2 O Algoritmo do Par binario: Enunciado e Exemplos

A funcdo que definiremos a seguir ocupard um papel central em toda a nossa exposi¢ao:

Defini¢ao 3.1 (Func¢do Par Bindrio). Damos o nome de Par Bindrio a fungao

<,>ZZ2XA—>A

(a,b) = (a,b)
definida por
b se a=0
2 “=
{a,b) =
b
5 +5, se a=1
quando 2 | b, e

(a,b) = {a,b—1), caso contrério.

A titulo de ilustragdo, calculemos essa funcao para alguns valores particulares de a e de b:

Exemplo 3.1. De acordo com a Defini¢ao 3.1, devemos ter:
0,2)===1

<174> =
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8
(1,9)=(1.8) =5 +5=9 0

Estamos agora em condi¢des de enunciar nosso principal resultado, que expressa a relagao 3.2
em termos da Defini¢do 3.1 com m = 2. No que segue, usaremos a nota¢do "x" com o significado

da Definicdo 2.8, isto €, representando a funcdo
* A —7

tal que

1, se a=1mod?2

Y

0, se a=0mod?2

Teorema 3.1 (Algoritmo do Par Bindrio). Se a = aya,—---ayjag € b = by,b,_1---b1by sdo

inteiros tais que a =2b+r com r € {0, 1}, entdo
b; = (ait1,ai)

comi€ {0,1,--- ,n}

O resultado que enunciado identifica a relagdo (3.2) com o conceito de par bindrio dado na
Defini¢ao 3.1. Em outras palavras, definindo 8 no dominio Z, x A, a fung¢@o que associa cada al-
garismo a; do dividendo ao seu correspondente de mesma ordem no quociente identifica-se com a
funcdo par bindrio aplicada na dupla (a;1,a;). Apesar de os elementos do novo dominio conside-
rado serem pares ordenados, para maior concisdo do texto optaremos por manter a notacao (3.2),
ficando subtendida a presenca do elemento de Z; que corresponde a paridade do algarismo de

ordem imediatamente superior aquele que nos interessa. Em vista dessa convengao, escreveremos

B(a:;) = (@1, ai)

e passaremos a chamar o simbolo f3(a;) de "par binério"de a;.

Passaremos agora a ilustrar o uso do Teorema 3.1 com alguns exemplos antes de procedermos

a sua demonstragao.
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Exemplo 3.2. .
I. Paraa = 15323, podemos escrever (coroldrio 2.3) a = 015323, e o Teorema 3.1 nos dd
b=B(1)B(5)B(3)B(2)B(3) =
=(0,1)(1,5)(5,3)(3,2)(2,3) =
= (0,0) (1,4) (1,2) (1,2) (0,2) =
35663
—0(245)(1+5)(1+5)1 =
=7661

2. Paraa =73142 = 03142, temos

b=(0.3)(3.1)(T.4)(3.2) =
=(0,1)(1,1)(1,4)(0,2) =

=(0,0) (1,0) (1,4) (0,2) =

Q)0
=0(0+5)(2+5)1 =

= 0571 []

Conforme visto, o Teorema 3.1 possibilita transferir o trabalho da divisdo por 2 de um niimero
inteiro com um nimero qualquer de algarismos para o equivalente (mais simples) de operar com
pares bindrios obtidos a partir de algarismos de ordens consecutivas. Conforme veremos a seguir,
os pares bindrios (a,b), quando escritos em sua forma mais simples, isto é, na forma tal que 2 | b e
a € {0,1}, se comportam como um quociente exato com divisor 2 de niimeros inteiros pares entre
0 e 18. Essa correspondéncia nos permite formular uma defini¢do alternativa para a fung¢do Par
bindrio (Defini¢do 3.1), e torna o processo de cdlculo mais intuitivo, facilitando sua manipulagao.

Na proposicao a seguir estabelecemos essa equivaléncia:
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Proposicdo 3.1. Com as hipéteses do Teorema 3.1, se (a;11,a;) = {(c1,co), com co =0 mod 2,

c1 €{0,1} ec =110+ co = c1cp € o inteiro cujos algarismos sdo ¢ e ¢y, entdo

c
(@r1,a:i) = 5
Demonstragdo. :
Sec; =0¢e2]a; entio:
0,a;) = % = % dai, basta fazer c; =0 e ¢y = q;
Se c; =0e21aj, entdo:
—1  0(ai—1
(0,a;) = (0,a;— 1) = “’2 - (“’2 ) daf, ¢ =0 e co=ai—1.

Sec;=1e2]a;, entio:

i +10 1aq;
(1,a;) = %—1—5 = a,—; = %. Analogamente, c; =1 ¢ ¢y = a;.

Se c; =1e21a;, entio:

i— 1 —14+10 1(g;—1
(1,a,~):<1,ai—1>:a12 +5:al 2+ = ((112 )€C1:16C0:al’—1.
Portanto, em qualquer caso, (@;;1,a;) = % O
Usando este resultado, o cdlculo do par bindrio (a;;1,a;) reduz-se, portanto, a encontrar sua

. . S . C€1€0
forma simplificada (cy,cp) e considerd-la como sendo o quociente — 0 que torna o processo

mais natural. De fato, € o que ilustramos no exemplo a seguir:

Exemplo 3.3. Paraa =997766 ea =2b+r, r € {0,1}, a Proposi¢do 3.1 nos d4:
b=(0,9)(9,9)(9,7)(7,7)(7,6) (6,6) =

=(0,8) (1,8) (1,6) (1,6) (1,6) (0,6) =
-(0)E)E)E)IE)E)-

= 498883;

Para a = 125478, temos

b= (0,1)(1,2) (2,5) (5,4) (4,7) (7,8) =
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=(0,0) (1,2) (0,4) (1,4)(0,6) (1,8) =

-(6)(3) () (R) ) (GE)-

Para concluir a se¢do, mostraremos uma aplicacdo da Proposi¢do 3.1 no cdlculo do dobro de
um nimero inteiro qualquer a partir do Algoritmo do par bindrio, e em seguida, mostraremos como

obter o algoritmo tradicional da multiplicacio por 2 como corolario do Teorema 3.1.

Exemplo 3.4 (Aplicagdo do par bindrio na multiplicag¢do por 2). .

Seja b = 652415. o Teorema 3.1 nos garante que a cada algarismo b; de b corresponde um al-
garismo de 2b, univocamente determinado pelo par bindrio (a;11,a;). Por outro lado, a Proposi-
¢do 3.1 nos ensina como b; é obtido a partir do seu a; correspondente: de fato, b; = Clzﬂ = (c1,¢0).

Dito isto, temos:

652415 — (172) (?) (%) (g) (%) (?) — (1,2)(1,0)(0,4) (0,8) (0,2) (1,0

Agora, sabemos do Teorema 3.1 que a sequéncia de pares bindrios acima representa b se, e somente
se, o primeiro algarismo de cada par for congruo mod 2 ao segundo algarismo do par de ordem
imediatamente inferior, o que sempre pode ocorrer, segundo a Defini¢ao 3.1, segundo a qual temos

(a,b) = (a,b—1), se 2t b. Sendo assim, podemos escrever:
(1,2)(1,0)(0,4) (0,8) (0,2) (1,0) =
=(1,3)(1,0)(0,4) (0,8) (0,3) (1,0) =

= (1,3)(3,0)(0,4) (4,8)(8,3)(3,0) =

1304
_ 1304830, 650415 — 1304830 O

Generalizaremos este resultado no coroldrio seguinte:

Corolario 3.1 (Algoritmo tradicional da multiplicag¢ao por 2). Seja a = ana,—---ajag e b=
bpb,_1 -+ -b1by = 2a. Sejam também c|cy e c|c|, nimeros inteiros tais que cy,c} € {0,1}.
Se 2a, = cicp e 2a5_1 = c’lcé, entao

by = cy,




3.2 O ALGORITMO DO PAR BINARIO: ENUNCIADO E EXEMPLOS 35

co, SE€ Cp :Cll

co+1, seco#c)

~ C1€0 .o .
Demonstragdo. Temos 2ay = cico; logo, a; = — e a Proposi¢do 3.1 nos diz que a; = {(c1,co)-
C1€0
Analogamente, 2a;_| = c|c), = ax_| = - = (ch,c0)

Agora, pelo Teorema 3.1, temos:

(bks+1,bx) = ax = {c1,co)

(brsbi—1) = ar—1 = (¢} ¢p)

Segue disto que

b1 =c1

Além disso, se r € {0, 1}, entdo

bk—l —r = C6
by = c}. (3.4)
Entdo, se ¢y = c’l, segue de 3.4 que ¢y = b_k, e dai, co = by.
Por outro lado, se ¢ # c'l, temos, por 3.4, que co+ 1 = c'l = b_k
E dai, b, = co+ 1. O

Note que o coroldrio formaliza a sistemdtica do "vai um"presente no algoritmo usual de multi-

plicacdo. O exemplo a seguir ilustra isto:

Exemplo 3.5. Dobrar o nimero a = 15723546:
Dobrando os algarismos e aplicando o Corolario 3.1, podemos escrever:
2a = (02)(10)(14)(04)(06)(10)(08)(12) =

= (24 1)(0+1)44(6+1)0(8+1)2 =
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= 31447092. []

3.3 Demonstracao do Algoritmo do par binario

Concluiremos este capitulo apresentando uma demonstragdo para o Teorema 3.1. Para tanto, enun-
ciaremos e provaremos alguns resultados essenciais que se fardo necessarios no decorrer da prova.
Iniciamos com o lema a seguir, que se presta ao objetivo de reduzir toda a prova ao caso em que
o dividendo € multiplo do quociente. Os demais lemas objetivam estabelecer equivaléncias entre
caracteristicas das expressoes decimais do dividendo e do quociente, de modo a transferir o foco

da prova do primeiro para o segundo, o que torna possivel a demonstracdo que iremos apresentar.

Lema 3.1. Se2 |a, entioa e a+ 1 possuem o mesmo quociente b na divisdo euclidiana por 2

Demonstracdo. :

Se 2 | a, entdo existe b € N tal que a = 2b. Entdo, a+1=2b+1, e como 1 € {0,1}, segue

que b € o quociente da divisdo euclidiana de a + 1 por 2. [

Lema 3.2. Sejab = b,b,_1---b1bg e a; o digito de ordem k > 1 na expressao decimal de 2b.
(i) by €{0,1,2,3,4} se, e somente se, a; = 2by + s;
(ii) by € {5,6,7,8,9} se, e somente se, a; = (2b;, — 10) + s,

0, se b€ {0,1,2,3,4}
Em que s =
1, se by €{56,7,8,9}

Demonstragdo. (=)
(Indugao sobre k) Seja k = 1. Ha dois casos a se considerar, a depender da paridade de by:

Caso I: Se 0 < by < 4, segue que

0 <2by <8edai, ay = 2bg (3.5)
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Entao,

(i)
0<b; <4implica0 <2b; <8 (3.6)

Logo, de 3.5 e 3.6, temos que
2(b1b()) =2b110+2bg = (2b1)(2b0) = ajaqy, donde a; = 2b; +0.

(if)
Se5<b; <9, entdo 10 <2by <18, etemos 0 <2b; — 10 < 8. (3.7)

Disto segue que 2(b1b0) =2b11042bg = (2b1 — 10+ 10)10—|—b() = (2[?1 — 10) -10+ 102—|—b() =
=10+ (2b; — 10) - 10+ by, e, usando a desigualdade 3.7, temos entdo a; = 2b; — 10.

Caso II: Se 5 < by <9 temos
10 <2bhy < 18, ouainda 0 < 2by — 10 < 8, o que nos da ag = 2bg — 10 (3.8)
Entdo,
(i) 2(b1bo) =2b11042bg =2b11042bg— 10+ 10 = (2b;+1)10+2by — 10
e, de 3.6, temos
1 <2b;+1<9, que implica a; = 2b; + 1.
(ii)  2(bybg) =2b110+2bg = (2b; — 104 10)104+2by — 10+ 10 =
= (2b; —10)10+ 102+ 10+ 2bg — 10 = 10* + [(2b1 —10) + 1]1042bg — 10,
e de 3.7 e 3.8, segue que a; = (2b; — 10) + 1.
Logo, o resultado vale para k = 1. Suponha agora que valha para todo 1 < k < n, onde n ¢ al-

gum inteiro. Provaremos que vale para k + 1, e dai, para todo k € N. Para tanto, dividiremos a

prova em dois casos, como antes:
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Caso I: Se 0 < by, < 4, temos:
0 <2b;yy <8, (3.9)

e supondo s € {0, 1}, temos
(i)

0<b;<4,0u0<2h, <8, ouainda 0 <2b;+s<09. (3.10)
Agora, usando 3.9 e 3.10, a hipétese de indugdo nos garante que a; = 2b; + s , e dai,

2b =2 (bgy1by---bo) = 2by11 10K+ 4 (2by, +s)10k +---+ap, oque nos da a1 = 2b;1 +0.
(if)  Se5 < b1 <9, entdo
0 <2b;,—10 <8, donde 0 < (2b; — 10) +s5 <0O. (3.11)
Além disso, podemos escrever
2b =2 (bgs1bg---bo) = 2bgy 1 105 26, 10K+ + g9 =
= 2bi 10K 4+ (26, — 10+ 10)10F + -+ a9 =
= b 1 105 + (26 — 10)10F + 10K . 4 gp =
= (2bgs + 110K 4 (25, —10)105 + - - + qq.
Agora, pela hipétese de indugdo e por 3.11, temos
ar = (2by —10)+5<9

0 que nos da
2b=2- (bk+1bk~-‘b0) = (Zbk+1 + l)(Zbk— 10—|—S)-~a()

e dai, ag41 =2bg+1 + 1.

Caso II: Se 5 < b1 <9 temos
0<2b, 1 —10<8, (3.12)

e usando 3.10, 3.12, a hipétese de inducdo e um raciocinio andlogo ao caso I, temos:

(i) 2b=2-(bgy1bi---bo) =
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= (2bgy1 — 10) 105 10542 426, 10K+ 4 a9 =

= 10572 4+ [(2by1 — 10) (2bi +5) -+~ ag)]

= agp1 = 2bgy1 — 1040.

Da mesma forma, de 3.11, 3.12 e da hipétese de inducdo decorre:
(i) 2b=2-(bg1bx--bo) =

= (2bgy1 — 10+ 110 10542 4 (25, — 104-5)10° + - + a9 =
=102 4+ [(2b s — 10+ 1)(2b; — 10 +5) - - ag)

= agi1 =2bgi —10+1"

(<)
(i)

Se a, =2b;+s € A, entdo b, = ?. Como by € Aes e {0,1}, segue que

a—s5€10,2,4,6,8 = b=%""¢c10,1,2,3,4) (3.13)

(ii)  Analogamente, se a; = (2by — 10) + s, entdo by = ? +5¢€{5,6,7,8,9}, por3.13. [

Lema 3.3. Sejam a = aya,_1---ajag e b =b,b,_ ---b1by inteiros tais que a = 2b +r, com
r € {0,1}. Entdo, parak € {1,2,--- n} temos que

se 2|ar e 2|agii,entio 0<b, <4 e 0<bh <4

Demonstragdo. :

n n
Sejam a = ZailO’, b= Zbilol e ax_1,ay e apy digitos consecutivos de a. Pelo Lema 3.1 é
i=0 i=0
. . . a p
suficiente considerarmos o caso a = 2b. Disto segue que b = > e dai,

b= 2—10’ T0" 4 0 4 Tk B0t 4 1 D

pois 0 < 2b — 1045 <9
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Por hipétese, temos que 2 | ai, 1 € 2 | a; implica que existem b}, € A e b}, 41 € A tais que

) k41
agy1 = 2b, 1, quenos di bl | = —t

ag = 2b}, , donde b, = % (3.14)

Como ay, a1 € {0,2,4,6,8}, segue que by, b, € {0,1,2,3,4}.
Para a;_1 hd duas situacdes possiveis: a primeira, em que 2 | a;_1 e a segunda, em que 2 a;_1. A
seguir apresentamos a prova para o primeiro caso. A prova do segundo pode ser obtida de maneira

inteiramente andloga.

Dito isto, temos que:
~ . ’ ag—1
Se 2| aj_1, entdo existe by_; = - €{0,1,2,3,4},
e by, by e by_; sdo digitos entre 0 e 4.
Afirmamos que b;( = by; isto €, que b;c ¢, efetivamente, o algarismo de ordem k em b:

De fato, como 2 | a;, 0 Lema 3.2 nos diz que

(i) ay = Zbk ou (ii) ay = 2bk —10

Suponha por absurdo que ocorre (ii). Entdo temos que
ay = 2b, — 10 = 2b), implica by = b} + 5, e temos, por 3.14, que by € {5,6,7,8,9};
logo, pelo Lema 3.2, segue que agi1 =2byy1 —10+10u apy) =2bgs + 1.

Em qualquer caso, teremos que 2 { a1, contradi¢do. Portanto,
ay = 2by = 2b; , e dai, by = b € {0,1,2,3,4}.

Além disso, a; = 2by, e pelo Lema 3.2, segue que by € {0,1,2,3,4}. O
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Lema 3.4. Sejam a = aya,_1---ayag e b = b,b,_1 ---b1by inteiros tais que a = 2b + r, com
r € {0,1}. Entdo, parak € {1,2,--- n}, temos que

se 2|ak € 2J(ak+1,ent500§bk,1§4 e 5<ph, <9

Demonstragdo. :
n . n .

Sejam a = Zailo’ eb= Zbilol. Como antes, e sem perda de generalidade, suponha a = 2b.
i=0 i=0

Isto nos da:

a G an Al okl | Fkq ok G k1 ao
b=-=Y —10'= 210"+ 4+ /10" + =210+ ——10 e — 3.15
2 l.;)z 2 VT 20T AR G.15)

Por outro lado, seguindo a ideia da demonstragao anterior,

se 21 a1 entdo existe by | € {0,1,2,3,4} tal que a4y =2bj | +1 (3.16)

se 2| a, entdo existe by € {0,1,2,3,4} tal que q; = 2b;, (3.17)

Além disso, o Lema 3.2 nos diz que 2 | a; implica s = 0 e nos aponta as duas seguintes possibili-
dades:
(i) ai = Zbk ou (ii) ai = 2bk —10

Afirmamos que a; = 2b; — 10. De fato, supondo (i), temos que
a =2bye ap=2b), ,edai by ="b}€{0,1,2,3,4};

logo, pelo Lema 3.2 devemos ter ayyj =2by 1 +0o0uagy; =2by 1 —10, e dai, 2 |ag, (contra-

dicao).

Portanto, a; = 2b;, — 10 = 2b), , que € 0 mesmo que by = by, +5 em vista do que temos
by € {5,6,7,8,9}.

Para completar a demonstracdo, observemos que a; = 2b; — 10, e 0 Lema 3.2 nos diz que
br_1€40,1,2,3,4}. [
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Lema 3.5. Sejam a = aya,—1---ayag e b = b,b,_1 ---b1by inteiros tais que a = 2b+r, com
r€{0,1}. Entdo, parak € {1,2,--- ,n}, temos que

Se 2|ak+1 e ZJ(ak,entﬁoOSbk§4 e 5<b_1 <0

Demonstragdo. : Supondo a = 2b (Lema 3.1), podemos escrever

@ nqon oy Bttt | Tk Tkt 90

b=37=73 2 2 2 2

Por hipétese, existem by, e by, | € {0,1,2,3,4} tais que

/
agy1 = 2bj

ak:2b;<+1

Além disso, o Lema 3.2 nos diz que
(i) ap=2by+1 ou (ii)) ap=2b—10)+1

Supondo que ocorre (ii), temos

ay =2b;—10+1=2b}+1, ou ainda by = b} +5¢€ {5,6,7,8,9} , e o Lema 3.2 nos diz que s=
1, e daf devemos ter ag; =2bjy1+1ouag 1 = (2bgr; —10)+ 1 donde 21 ayy; (contradigdo).

Logo, ay = 2by+ 1 =2b} + 1 e temos by = b, que implica by € {0,1,2,3,4}.

Além disso, se @y =2b;+ 1 ,entdo s=1,edai, b_; € {5,6,7,8,9}. ]

Lema 3.6. Sejam a = aya,—---ayjag e b =b,b,—1---b1byg inteiros tais que a = 2b+r, com
r€{0,1}. Entdo, parak € {1,2,---,n}, temos que

se 2fary; e 2fap,entio 5 <by_1,bp <9.

Demonstragdo. Supondo a = 2b (Lema 3.1), podemos escrever, como o fizemos antes:

4 _ 9nion kA1 gyl Gk ok Gk=1 1 k-1 a0
b=-=—10"+---+——10 —10"+ ——10 coe e —.
575 Tt 7 + 5 + 5 Tt 5



33 DEMONSTRACAO DO ALGORITMO DO PAR BINARIO 43
Por hipétese, existem by, e by, € {0,1,2,3,4} tais que

gyt = 2bp gy +1

a; =2bj,+1.

Do Lema 3.2 temos que
21ay;,edai, s=1, 0 queimplica
() ax=2bg+1 ou (i) ag=(2bx—10)+1
Se ay = 2by + 1, entdo temos by = b, € {0,1,2,3,4}, e daf temos
g1 =2bgyy ouag ) =2bpy1 —10, e 2| agyy (absurdo).
Logo, a; = (2b; — 10) +1 = 2b, + 1, do que segue que by = b}, +5 € {5,6,7,8,9}.
Por outro lado,

se ap =2by+1,entdo s=1edai, b, €{5,6,7,8,9}. O

Estamos agora em condi¢des de efetuar a prova do Teorema 3.1:

Demonstracdo. (do Teorema 3.1):

n n
Sejam a = ZailOl eb= ZbilO’ inteiros tais que @ =2b+r, r € {0,1}. Sem perda de
i=0 i=0
generalidade, suponhamos r = 0. Sejam também a; e a; dois algarismos consecutivos de a e

bi = ﬁ (ai):

Se2|ape?2|agy;,oLema3.3nosdizque0<b; 1 <4e0<b,<4edai pelo Lema 3.2 e

a Definicao 3.1, temos:

ay = 2by , donde by = % = (0,ax) = (@1, ax) » pois 2| ayy.

Se2|aye2tags1,oLema3.4nosdizque0<b;,_ | <4e5<br<9edai peloLema3.2ea
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Definicdo 3.1, segue que
ay = 2b; — 10 , ou ainda by = % +5=(1,a;) = (ags1,ar), pois 21 aj;q.

Se2tare?|agy;,oLema3.5nosdizque5<bp ;1 <9e0<b, <4, edai peloLema32ea
Defini¢ao 3.1 segue que

ak—l

= (0,ar — 1) = (@51, ax)

ar = 2by + 1 ou, equivalentemente, by =

pois 2 | aryq e (0,ar—1) =(0,a;).Se 2taye21{ag 1, 0Lema3.6 nosdizque5 < by_1,by <9
e dai, pelo Lema 3.2 e a Defini¢do 3.1, segue que

N a;— 1 _ « ) \
ar = 2b; — 10+ 1, que implica b, = —5 +5=(1,ay— 1) = (@1, ax) , por razdes andlogas as

anteriores.

Logo, em qualquer caso, concluimos que f(ax) = (ax+1,ak), como queriamos demonstrar. O
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Queremos, no presente capitulo, estabelecer a validade da generalizacdo do Teorema 3.1 obtida
quando ampliamos o conjunto de definicao do dividendo de Z para R. Para tanto, dedicaremos
a presente secdo as consideracdes prévias a respeito da representacido decimal dos nimeros reais,

bem como as convengdes que usaremos, € que julgamos necessdrias ao que pretendemos.

4.1 Expressoes decimais de niimeros reais

No que segue, assumiremos conhecidos os conceitos de série de nimeros reais e o critério de

convergéncia de séries de termos positivos, de que precisaremos para a defini¢do a seguir:

Definicao 4.1. Seja a € R o nimero real definido pela série

(o)

/ a—;
d+y —= “.1)
~ 10
1=
onde d = aya,_1---ajag EZea_y,a_s,--- € A. Damos o nome de expressdo decimal de a a

representacao

/
a=a 7a71a72a73-..a_m...

Adicionalmente, dizemos que a’ é a parte inteira de a e que a_ja_>---a_,,--- é sua parte
fraciondria. Nessas condi¢des, a virgula cumpre o papel de separacdo entre as partes inteira e
fraciondria de a. Além disso, por simplicidade, usaremos chamar os algarismos a; tais que i < 0 de

algarismos fraciondrios, ao passo que designaremos os algarismos q; tais que i > 0 de algarismos

inteiros de a.

Por outro lado, vale mencionar que a definicdo estd bem justificada. De fato, se ' > 0 e

45
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a; > 0 paratodoi € N, (4.1) € uma série de termos positivos cuja n-ésima soma parcial € dada por

/ S =1 . a—n
a + a+10—l—102—l— +10”
¢ 1
Mas do fato de que — 10k Toe T segue que
"+ S, <d+1+— ! + !
. . 10 1071

(o)

. . o ~ | .
Mas Z Toi 1 € uma série geométrica de primeiro termo 1 e razdo r = T E fato conhecido que tal
i=1

série converge para 7 (Para uma prova deste fato, recomendamos consultar Avila ([2], p.109),
—r

donde obtemos
> 1 1 B 10

l,; 1071~ 1-1/10 9"

Segue disto que

n
0<d+S,<d — <d+—
da+ n_a+i:2110l_ d+3
e a sequéncia de somas parciais a’ + S, é mondtona limitada, logo, convergente (Ver [17] p.26,

Teo. 4), e dai, (4.1) também converge e a > 0.

Se a’ =0 e a; = 0 paratodo k < —1, segue-se trivialmente que a = 0, e se a +Zl_()’ <0

segue que — (a + Z I 0’) > (0 e este caso se reduz ao primeiro, donde —a > 0 implica a < 0.

Logo, a série 4.1 sempre define um nimero real a, de modo que podemos escrever
/
a,a_1a_2a_3-A—pym- - =d.

Menos trivial e mais importante € a implicacao contrdria, isto €, a afirmacao de que para cada
nimero real a existe uma expressdo decimal que o define. Tal afirmac¢do constitui uma generali-
zacdo do Teorema 2.1 a R, e devido a sua importancia no que se segue, 0 provaremos a seguir,
utilizando o método apresentado por Dominguez ([9], p.264). Para tanto, admitiremos conhecida

a defini¢do analitica de limite de uma sequéncia de nimeros reais I

Teorema 4.1 (cf. [9], p.264). Se a € R, entdo existem a' € Z e digitos a_1,a_, --a_p,- -

'Dizemos que uma sequéncia (ai)ien possui limite a quando, dado um € > 0 arbitrério, existir r € N tal que
n>r = |a,—al| < €. Nesse caso, escrevemos lima; =a  (cf. [17], p.24)
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tais que

/
a=—a ,(1_1(1_2(1_3“'(17,,1'--

Demonstragdo. Sejad € Ztalqued <a<d +1.
Se a’ = a, recaimos no caso a € Z j4 provado anteriormente (Teorema 2.1).

Suponha entiio @’ < a <d +1esejaa_; € A o maior digito tal que

a1+1

a—q ! !
Si=d+-—+<a< S} 4.2
1=d+r<aesat—y 1 4.2)
Se a = S, a demonstracio estd concluidae a =d’,a_;.
Caso contrdrio, seja a_» € A o maior digito tal que
1
S, = Sl+—<a<51+m Sh.

102 102

Sea=S,entdio a =d’,a_ja_, e a demonstragio termina. Caso contrdrio, repete-se 0 processo.

A partir dai, temos duas situagdes possiveis:

I) Para algum r € Nsetema =d’,a_ja_ra_3---a_,, e a demonstracdo estd completa.
IT) O processo ndo termina.

Nesse caso, consideremos os subconjuntos de R:

S:{S17S27"'} ¢ S/:{SIDS/Z,}

onde os elementos S; € S definem-se recursivamente pondo Sy = S;_ 1—1— lOk’ e os elementos
1
S;( € S, de maneira andloga, pondo Sk Sr_1+ 1k0+ eS;e S'l definidos como em 4.2.
Por construgdo, para todo i € N se tem S; < S..
Por outro lado, temos
0<S,— S—a—i—z /i d+ Y ) = 1 4.3)
100 10 100 107 '

i=1
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1 1
Agora, dado € > 0, seja r € N tal que Tor < €. Por 4.3, temos que S; -S, = o
Mas S, < a < S, e daf,
1
-85, <8 -85 =—<E¢. 4.4
a <9, 107 < (4.4)
Entretanto, sabemos que para todo n > r vale a desigualdade
Sr<S§,<a.
Entdo, de 4.4, temos:
a—3S,<a-—S,<¢ 4.5)

Mas a — S, = |a— S,|, e daf temos de 4.5 que
n>r = la—S, <e,
o que significa, pela, defini¢do de limite, que limS,, = a ou, equivalentemente, que

a:a/7a_1a_2a_3“'a7m"‘ D

Observemos que apesar de ser um resultado mais geral do que seu equivalente em Z, o Teorema
4.1 ndo assegura a unicidade da representacdo decimal, ao contrdrio do seu caso particular. Com
efeito, apesar de cada expressdo decimal definir um Unico nimero real, a afirmacdo reciproca ndo é
necessariamente verdadeira. De fato, consideremos, a titulo de ilustracio, as expressdes decimais

a seguir:

a=0,23000--- tal que a; = 0 para todo i < —2

b=0,22999.-- em que q; =9 para todo i < —2.

Afirmamos que a e b definem o0 mesmo nimero & € R. De fato, por defini¢do, temos

2 3 0 0 20 3 23
=0.2 e — Ty = T o= =
a = 0,23000 TRET AT o2 Fi FoHo+0+ 00"
[
9 3
2 2 9 9 20 2 3 22 9/10
b=0,22999. .= —+ 4+ 4 4= 1 =
’ 107102 108 T10f T 02 "1z " - 100 9/10
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—22+ 1 23
100 100 100

Logo, as expressdes a e b definem o mesmo nimero real o € R.

Em vista dessa duplicidade de notacdo, diremos que a = 0,23000--- € a representagdo de o
em expansdo finita e que b = 0,22999 - - - a sua representacdo em expansdo infinita. Apesar disso,
concordando com Lima ([16], pp. 59-60), adotaremos escrever a = b = &, ndo fazendo distin¢ao
entre o e qualquer de suas representacdes decimais. Além disso, no primeiro caso, dispensaremos

os zeros a direita de a e escreveremos a = 0,23.

Generalizando, temos a defini¢do a seguir:

Definicfio 4.2 (Dizima finita e dizima infinita). Sejaa =a',a_1a_>a_3---a_,,--- uma expres-
sdo decimal real. Dizemos que a € uma dizima de expansdo finita, ou, simplesmente, dizima

finita, se para algum m € N se tenha a; = 0 para todo i < —m, e escrevemos
a= a,,a,161726173 Ay

Caso contrario, dizemos que a é uma dizima de expansdo infinita, ou, simplesmente, uma

dizima infinita.

Exemplo 4.1. Sdo exemplos de dizimas finitas:
0,50000---=0,5 e 1,21000---=1,21,
e sdo exemplos de dizimas infinitas

1
3,14159265--- (=) e 0,3333--.(:5) O

A observacgdo feita antes da Definicdo 4.2 referente a equivaléncia entre as dizimas 0,23 e

1
0,22999-- -, bem como a segunda parte do Exemplo 4.1 referentes aos nimeros 7 e 3 nos dao
evidéncias de que os nimeros que admitem representagdo em dizima finita também possuem uma

representacdo na forma de dizima infinita tal que a; = 9 para todo i < —m, para algum m € N, ao

. 1 o o
s ) ) >
aSSoO que al uns numeros, tais como o ue apresenta uma expansao lnﬁnlta erlOdlca ouoTm
3

que apresenta uma expansao infinita e aperiddica ndo possuem uma representacao alternativa finita.
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De fato, segundo Lima ([16], p.64), a funcdo que associa cada niimero real a a sua expressao
decimal € sobrejetiva, mas nao injetiva, e ainda, o Unico caso em que ha a quebra da injetividade
¢ aquele em que a dizima possui infinitos algarismos fraciondrios iguais a 9. Desse modo, um
nimero real admite uma expressdo decimal infinita se, € somente se, admitir uma representacao
infinita do tipo a’,a_ja_»a_3---a_,,9999---, o que nio ocorre com as dizimas periédicas de pe-
riodo diferente de 9. Na proposi¢c@o a seguir caracterizaremos 0s nimeros reais que possuem tal

propriedade:

Proposicao 4.1. Um numero real a admite uma representacdo decimal em dizima finita se, e

somente se, existem & € Z en € N tais que

Demonstragdo. Sejaa=d ,a_ja_ra_3---a_, e suponha que a; = 0 para todo i < —n. Podemos
escrever:
"a_;  d10"+a_ 1107+ 4a_, _da_jay--ay,

! ¢ — =
a=a,a-1a-2a-3---a—p a+;10z 10" 10

onde d' = aya,_1 ---ayap
Reciprocamente, seja &¢ = apyay,—1---ajag € 2.

Entao,

m .
Y ail0f
_ Amap—1---a1ao =0 am am—1 aj ao

107 T T T e R T T A T (46)

Agora, se n = m temos:

Am—-1 am—2 ag ao
a=ant =gt gt gt g~ dmdn-1n-2- a1

Se n > m, entdo existe k € N tal que n = m+k.

Entao, de 4.6 vem:

_ Y9m  G4m-1 ai 4o
_1ok+1ok+1+ +10mf1 10m

a

k—zeros
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Se n < m, entdo existe k € N tal que n = m — k.

Entao,

_ 4m Am—1 ai o _
T 10k + 10—k+1 Tt 10m—(k+1) T 1om—Fk —

a

= an 105 +a, 1105+ 100D 4 go105 =

= Amm—1"""Am—k; An—(k+1) " " - 4140-

Em qualquer caso, a dizima resultante € finita. [

Decorre desse resultado que toda expressao decimal de um nimero inteiro € um caso particular
de uma dizima finita. De fato, dado a = a,,a,,—1 - - -ajag € Z, basta por & = a,a,,—1---ajag0 e

n =1, e teremos
A1 - - a1ag0

10!

Por outro lado, segue da Defini¢do 4.2 que a dizima finita a,a,,—1 - - -ayap,0 coincide com a

expressdo decimal do inteiro a acima. Com efeito,

amam_1~-~a1a0,O:a+Z =a+0=a
i=1

~ 10

Com isto, temos provado que toda expressao decimal real a de parte ndo-inteira nula representa
um nudmero inteiro de expressao decimal igual a parte inteira de a, resultado que destacamos a
seguir, e determina uma "imersdo"das expressoes decimais inteiras no conjunto das expressoes

decimais reais:

Corolario 4.1. Se a = d’,0 é o nimero real tal que d' = a,a,_,---ajag, entioa =d € 7Z, ou,
equivalentemente,

/ /
a,0=a

4.2 O Algoritmo do Par Binario para dividendos reais quaisquer

4.2.1 Dividendos que admitem representacao decimal finita

Uma vez de posse dos resultados da secdo precedente referentes a natureza finita ou infinita das

expressoes decimais, abordaremos agora o problema de generalizar o Teorema 3.1 a dividendos
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reais. No caso das expansoes finitas, 0 que temos em mente € associar uma dada expressao decimal
real a uma expressdo decimal em Z que lhe seja equivalente num sentido que se tornara claro no

decorrer desta secao.

Para tanto, dadas duas dizimas a € R e b € R, precisamos ainda investigar qual a relacéo entre

) ) ) a . )

as finitudes de a e de b com a finitude do quociente b Nesse problema mais geral, o questio-
. . ,a . . o~

namento chave seria: Sendo «a finita, é b sempre finita? A resposta geral, evidentemente, é nao.

De fato, pondo a = 1 e b = 3, temos a finita enquanto ;—; = (0,333-.- € infinita. Por outro lado,

se a=10,333--- e b =10,666--- temos ;—)l =5= 0,5, que € uma dizima finita. Além disso, ja

. a | . . . . ~ .
vimos que sendo a € Z e n € N, 1o ¢ finita, e concluimos que a finitude do quociente nao estd

condicionada a finitude do dividendo, em geral.

Na proposi¢do a seguir, veremos que, felizmente, ndo € esse o caso dos quocientes de divisor
- . . ~ . a p
2. Nela provaremos que dada uma expressdo decimal a finita, a expressdo decimal de 3 também
serd finita, valendo a reciproca; isto é: se b € R admite uma representacgao finita, entdo existe a € R
. . a
decimal finita tal que b = 5

Proposicio 4.2. a =d',a_1a_»a_3---a_,,--- é uma dizima finita se, e somente se,
a /
> =0 b_1b_sb_3-b_p---

€ uma dizima finita

Demonstracdo. ( = ) Seja a = d,a_1a_ra_3---a_,---. Pela Proposicao 4.1, existe a € 7Z tal
que
o
= —. 4.7
a=Tom 4.7)

Dividindo os dois membros de 4.7 por 2, segue que

a o S5a S5a
— = = 4.
2 2-10m 10-10m  1omtl 4.8)

Como Sa € Z, segue pela Proposicao 4.1 que (4.8) é uma dizima finita, e dai, g ¢ uma dizima finita.
<+ ) Seja a_ b',b_1b_b_3---b_,,. Pela Proposicio 4.1 existe o’ € Z tal que
2

a o . 20/
Ezlo—medal, Clzlo—m.
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Como o € Z, segue que 2¢’ € 7, e dai a mesma proposi¢do nos garante que a é uma dizima
finita. []

Em outras palavras, o resultado nos diz que a finitude de uma dizima ¢ invariante pela divisao
por 2. Em particular, se a admite uma representacao em dizima finita, o uso da representac¢ao finita

. a ~ . ~
de a nos retornara um E €m representacao ﬁmta; a0 passo que se tomarmos a em representagao

. . .. a . . L . . .
infinita, a dizima > também o serd. No primeiro caso, a proposi¢@o a seguir estende o algoritmo

do par bindrio as dizimas finitas:

Proposicdo 4.3. Sejaa =d ,a_ja_ra_3---a_,, uma dizima finita. Se ¥ = ¢yt m+1Cnim-- €10

€ um inteiro tal que Y =a - 10"+, entdo

a d a

= L+ 0.Blen)Blen 1)+ Ble1)B(0) = 5 +0.B(a 1)Bla ) Bla n)B(0)

onde B(a;) = (Giz1,ai)

Demonstragdo. Podemos escrever:

a_ d,a_1a_ra_3---a_p- 10"t oy Lo-m—1
2 2 1omtl 2 .

Como 7y € Z, o Teorema 3.1 nos da

= (B(cntmr1)B(cnsm) -+ Blc1)B(0))- 107" 1 =

(\SRIEN

n+m—+1

— 'Y B(c)10'4+B(0)|-107"" =
i=1
— <6, Cn+m+1> <m, Cn+m> . <37 0> . 10—m—1 _

= <67 Cn+m+1> T <C2+macl+m> ) <C1+m7cm> T (ﬁ, 0> =

a/

=5 +0.B(cm)-B(c1)B(0).

Agora, basta observar que para cada i se tem a; = Cpqi+1 [
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Em termos préticos, a proposi¢do 4.3 nos ensina que, para fins de cdlculo de pares bindrios,
podemos tratar dizimas finitas como se fossem expressdes decimais inteiras, respeitando a posicao

da virgula decimal e consequente distin¢do entre algarismos inteiros e fraciondrios.

Exemplo 4.2. Para a = 8933,432, temos
a 8933,4320 = o\ 2 o\ /8 2\ /3 2\ /3 AN /T AN /R o\ Ay 08081212 14021200
E:T_<0,8><8,9><9,3><3,3>,<3,4><4,3><3,2><2,0>_ RN

= 4466,7160.

Para a = 1047, temos

1047 1047,0
2 2

=(0,1)(1,0)(0,4) (4,7),(7,0) = 0523,5.

Para a = 3,123, temos:

3,123 3,1230
2 2

=(0,3)(3,1)(1,2)(2,3),(3,0) = 1,5615 0

4.2.2 Dividendos expressos em representacao decimal infinita

Conforme observa Lima ([16], p. 66), ndo € possivel efetuar as quatro operagdes com as dizimas
infinitas usando-as integralmente. Em particular, se a = d,a_1a_2a_3---a_,--- éuma dizima in-
finita, ndo é possivel recorrer ao algoritmo tradicional no calculo de g, jé que este se desenvolve da
direita para a esquerda, ao passo que as dizimas denotam-se no sentido oposto. Tal inconveniente,
no entanto, ndo constitui uma barreira a aplicacao do algoritmo do par bindrio, uma vez que este
nao baseia-se na ado¢do de uma ordem fixa de manipulacdo, podendo, pois, ser desenvolvido da

esquerda para a direita, se assim o quisermos.

Nesse contexto, a Unica barreira que persiste refere-se a impossibilidade ébvia de se calcula-
rem os infinitos pares bindrios provenientes da expansao infinita do dividendo. A solugdo classica
para tal entrave, como observa Lima ([16]), consiste na obten¢do de aproximagdes sucessivas do
quociente real por meio de racionais expressos em dizimas finitas, com cada vez mais algarismos
ndo-inteiros, "tanto mais aproximados quanto maior for m [0 nimero de algarismos adotados no
dividendo]" (idem, p.66).

E esta a estratégia de que faremos uso a partir de entdo. Para tanto, definimos:
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Definicio 4.3 (Aproximacio e Erro). Seja a = d,a_jara3---a_,--- e q =
b',b_1b_yb_3---b_,,--- dizimas infinitas tais que g = g. Dizemos que uma dizima

finita ¢’ < g é uma aproximacio por falta de ¢ se existe uma funcio

EﬂQ@m{ﬁ%:aeNekeNﬂ-—mQ@ 4.9)

Tal que
E(d)=q—q

Nessas condi¢des, dizemos que E é o Erro por falta na aproximacio de g por ¢’

Neste ponto cabem duas observacdes: a primeira € a de que E estd bem definida. De fato, a
proposicao 4.2 nos assegura que sempre é possivel obter dizimas infinitas a € g como acima. A
segunda, € a de que poderiamos definir, de maneira andloga ao que fizemos, a aproximacdo por
excesso € o erro por excesso. Nao o faremos, entretanto, por ndo haver nenhum ganho sensivel

tedrica ou praticamente no que segue, se assim o fizermos.

Finalmente, a func@o E nos fornece a "distancia"entre o valor real de ¢ e a sua aproximagdo
racional (e de expansio finita) ¢’. Em particular, dadas duas aproximacdes distintas ¢’ e ¢’ de g,

dizemos que ¢’ é melhor aproximagcdo (por falta) de ¢ do que ¢" quando E(q') < E(q").

Evidentemente, sendo ¢ uma dizima infinita, o processo de obtencdo de aproximagdes finitas
cada vez melhores de ¢ que citamos acima e de que trata Lima (idem) pode ser repetido infini-
tamente, bastando, para isso, tomarmos a proxima aproximacdo com mais algarismos do que a
sua precedente. No entanto, se fixarmos um nimero de algarismos para a aproximacdo desejada,
podemos obter uma aproximag¢ao melhor do que qualquer outra tomada com o mesmo nimero de

algarismos. E disto que trata a definicdo que propomos a seguir:

Definicao 4.4. Seja ¢ uma dizima infinita. Damos o nome de m-aproximag¢do otima de g, e
denotaremos por "A,,(g)"(ou simplesmente "A,,"quando nao houver possibilidade de confusao
quanto a dizima a que estamos nos referindo) a dizima finita com m algarismos fraciondrios tal
que

E(An(q)) <E(q)

Para toda aproximagio ¢’ do dominio de E com m algarismos fracionarios.
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A proposicdo a seguir assegura a existéncia de A,,(¢) e nos mostra como a obter a partir de

qualquer gq.

Proposicio4.4. Seq=>b',b_1b_sb_3---b_,,--- é uma dizima infinita, entdo a m-aproximacao
otima de g € dada por
An(q) =b',b_1b_2b_3---b_p,

Demonstragdo. :

Seja g =b',b_y---b_,, tal que b_,, # by. Se b_,, > b_,,, temos que ¢’ > g e ¢’ ndo é uma
aproximacio por falta de . Suponhamos entdo b_,, < b_,.

Entao,
E(q/) :q_q/ :070"'(bm_13*m)"' >0,0---(b,m—b,m)---:q—Am(q) =E(An(q))

Logo, E(An(q)) < E(¢) para todo ¢’ # Ap(q) O

O ponto fundamental da proposicao 4.4 € o fato de que ela nos diz que os m algarismos de
uma m-aproximagao 6tima sao todos exatos; isto é, a sequéncia b_1,b_»,--- ,b_,, dos algarismos
fraciondrios de A,,(¢) coincide com a sequéncia dos m primeiros digitos ndo-inteiros de g. Tal fato

serd importante na demonstracdo do proximo resultado:

.~ . .. . . a ~
Proposicao 4.5. Sea = d,a_1a_ra_z---a_,--- é uma dizima infinita e g = > entao

/

An(g) =5 +0.B(a1)-+-Bla-n)

é a m-aproximagdo 6tima de g, onde B (a;) = (Giy1,a;)

Demonstragdo. :

Pela Proposi¢do 4.4, A, (q) =d',a_1a_sa_3---a_,, é a m—aproximagdo 6tima de a. Sendo A,,(q)
uma dizima finita, o Teorema 4.3 nos diz que

Am(a) _d

5~ =5 +0.Bay) BlamB(0).
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A
Ainda pela Proposicao 4.4, os m primeiros algarismos nao-inteiros de m2<a) sdo exatos, e dai,
/
% +0,B(a—1) - B(a—m) = An(q) é a m-aproximagdo 6tima de q. O

Exemplo 4.3. A 4-aproximagdo 6tima do quociente g = g ondea =0,333--- €

10,3333
2

Aa(a) — (0.0),(0,3)(3.3)(3.3)(3.3) = 0,1666 0

Para fins praticos, a proposicdo 4.5 ja nos possibilita determinar a aproximacao de quocientes
com qualquer precisdo desejada, o que ja seria suficiente para os objetivos a que nos propusemos
neste capitulo. No entanto, para tornar este estudo mais completo, gostariamos de mostrar que a
sequéncia de aproximacdes (A, (q))nen de fato define o nimero real g. Com isto, obteremos a ge-
neralizacdo definitiva do nosso algoritmo ao universo R. Para esse fim, precisaremos antes provar

o lema seguinte:

Lema 4.1. Sejag=d',a_1a_ra_3---a_,,--- uma dizima infinita. O erro E(A;(q)) cometido

1
quando substituimos g por A;(q) é menor do que 108

Demonstracdo. :

Pela Proposi¢do 4.4, temos Ay (q) = a’,a_1a_sa_3---a_,,---. Nessas condi¢des, temos

E(A(g) =qg—Ar(q) =0,0---0a_y_1---<0,0---01 =—

k—ordens k—ordens

Estamos agora em condi¢des de provar o resultado principal do capitulo:

Teorema 4.2 (Algoritmo do par bindrio para dizimas infinitas). :

0 1 R a=a.,a_1a_2a_3---A_;" ", 51
Com as notacoes anteriores, se /, 3 entao
a/

> +O,B(a—1)"‘ﬁ(a—m)"'

q:

onde B(a;) = (@1, ai)
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Demonstragdo. :

Seja Ay = Ax(q) a k-aproximagdo 6tima de ¢ e considere a sequéncia (Aj,Az, -+ ,Ay,---) . Pela

Definicdo 4.3, temos

0SAISA < <q ¢ q2EA)ZE@A) 2 >E@A)=-->0  (410)

e daif, as sequéncias (A,),cy € (E(An)),cy S30 mondtonas limitadas, logo, convergentes (ver
[17],p.26, Teo.4).

Por outro lado, de 4.10 e do Lema 4.1 que

1

0<E(A) < —
<EA) < 1o

4.11)
e o teorema do confronto de limites (idem, p.27, Teo. 6)2, nos da
. : .1 N .
0=1im0 < limE(A,) < llmﬁ =0, o que implica que limE(A,) =0.
Daf segue que lim(g —A,) =0.
Agora, como a sequéncia constante converge, temos entio’:

limg —1limA, =0, do que decorre g —1limA, = 0 e, finalmente, limA, = gq.

Logo, a sequéncia (A, ),cN converge para g, o que equivale a dizer que

/

=5 +0.B(a 1) Blan)-

Exemplo 4.4. Paraa = 53,121212---, temos
S = (0,5)(5.3), (3. 1)(1.2) (2, 1) (T,2) (2,1)(T,2) -+ = 26,560606 -
Paraa=0,10110011---, temos

g =0,(0,1)(1,0)(0,1)(1,1)(1,0)(0,0)(0,1) (1,1)--- =0,05055005 - - -

>Teorema do confronto (ou do sanduiche): "Se limx, = limy, = a e x, < z, <y, para todo n suficientemente
grande, entdo limz, = a"
3Se duas sequéncias x, e y, convergem, entdo lim(x, + y,) = limx, + limy, (ver [17]: p. 28, Teorema 8).
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Paraa =m =3,1415926- - -, temos

g =(0,3),(3,1)(1,4) (4,1)(1,5)(5,9)(9,2) (2,6) --- = 1,5707963 - -- O

Para concluir o capitulo, gostariamos de estabelecer uma notacdo que unificasse os teoremas
3.1, 4.2 e a proposicdo 4.3. Isto € possivel se considerarmos que uma expressdao decimal em Z é
um caso particular de uma expressao decimal finita (corolario 4.1), e esta, por sua vez, admite uma

representacdo em dizima infinita.

Para tanto, sejaa = d,a_1a_2a_3---a_,---uma expressao decimal genérica com d =ana,_;

-~ ayag. Podemos escrever
a=Y a10’ (4.12)
il
desde que definamos:
e I={n,---,1,0} CN, quando a for uma expressdo decimal em Z;
e I={n,---,1,0,—1,---—m} C Z, quando a for uma dizima finita; e
e I={n,---,1,0,—1,---—m---} C Z quando a uma dizima infinita.

Nessas condig¢des, reescreveremos os trés teoremas anteriores de maneira unificada como se segue:

Teorema 4.3. Sejaa = Za,-lOi € R el C Z um conjunto de indices adequado a representacao
icl
decimal de a. Se 3(a;) = (Gi11,a;), entdo

— Y B(ai)10'.

i€l

N

Tal notagdo sintética serd util no prosseguir do trabalho, sempre que precisarmos apresentar
defini¢des ou resultados que independam da expansao de a.
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5.1 Quocientes Iterados

Tendo ampliado o raio de acdo de nosso algoritmo no capitulo precedente, generalizando de Z para
R o dominio dos dividendos aos quais se aplica, voltamos nossa atengdo agora para a aplicacdo da
teoria desenvolvida até aqui a determinacdo de quocientes cujo divisor ndo seja necessariamente
igual a 2. Conscientes, no entanto, de que uma generalizacéo a todo divisor b € R* é impossivel
no ambito das fronteiras naturalmente impostas ao nosso trabalho, nos limitaremos a tratar do caso

b=2", n € N*, que se constitui, como se sabe, uma aplica¢do natural e imediata da divisdo por 2.

11
De fato, dividir por 4 equivale a dividir duas vezes consecutivas por 2 ( pois % = % =a5- 5);
1
dividir por 8 equivale a dividir trés vezes consecutivas por 2 ( pois g = % =a 55 5), e dividir
11
por 16 equivale a dividir quatro vezes seguidas por 2 ( pois a_a_ a-—-—-—- —), por exemplo.

16 24 2222

Mais geralmente, para g = %, a € R, n € N*, considere a sequéncia (g;);>1 tal que
a
z =1
> se i
qi = .1

qi—1 .
se > 1
> i

isto €, considere a sequéncia iniciada pela metade do dividendo a € R e cujos termos posteriores

sdo sempre iguais a metade de seu antecessor na sequéncia. E imediato que (g;) assim definida é

~ e . a ~
uma progressao geométrica de primeiro termo g; = — e razdo r = —, do que segue (ver Morgado:
2 2

[24], p.21) que podemos expressar seu termo geral na forma

_a 1 iil_a 1 _a
“=5"\3) Ta3t1 %

a e . ~ ~ . . ~ .
Do exposto, segue que g, = o= g, e dai, a iteracdo n vezes da operacdo de divisao por 2 a partir

60
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de a € R nos retorna o quociente desejado. Em vista disso, definimos:

Definicao 5.1. Seja a € R. Damos o nome de Iteracdo sobre a a sequéncia definida por

i e N*

a
Qi(a) = Ea

e de k-iterado de a ao seu k-ésimo termo g (a).

1

Usando essa nomenclatura °, sintetizamos o raciocinio anterior na proposi¢ao seguinte:

Proposicao 5.1. Sejam a € R e n € N* tais que g = %. Se (gi(a))i>1 € a iteragdo sobre a,

entdo o valor de g coincide com o do n-iterado de a; isto é,

qd=4qn

Demonstragdo. (Indugéo sobre n) Para n = 1, é imediato. Supondo que g = g,, para algum n € N*,

()
entao temos g = % = % = % @D gn+1, donde a proposicao é verdadeira para n+ 1, e, por
indugdo, para todo n € N* O

15
Exemplo 5.1. Paraqg = 5 temos, pelo Teorema 4.3:
(0) =057,5

7ﬁ
5)B(0) = 28,75
)B(5)B(0) = 14,375,

e dai, segue que g = 14,375. U

Vale comentar que o processo de iteracdo que fizemos acima e provamos na proposi¢do 5.1
possui a vantagem tedrica de possibilitar a omissdo de uma série de consideragdes preliminares re-

ferentes a finitude das expansodes de a e de g = %. De fato,umavezque g =g, e q; = % para2 <

Sempre que ndo houver possibilidade de confusio usaremos indicar o k-iterado gr(a) simplesmente pela notagdo
mais limpa "g;", reservando a nota¢do completa para quando precisarmos tratar de mais de um dividendo no mesmo
contexto.
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i < n, a aplicacdo repetida da proposi¢cdo 4.2 nos diz que g admite representacdo em dizima finita
se, e somente se, ¢, admite representacdo em dizima finita, se, e somente se, g, admite re-
presentacdo em dizima finita, e, prosseguindo com esse raciocinio, concluimos que isto ocorre se,

e somente se, a admite representacdo em dizima finita.

a .
Desse modo, para calcularmos g = > basta que procedamos como no exemplo 5.1 aplicando n
vezes seguidas o teorema 4.3. Além disso, a finitude da expansdo decimal de g, = ¢ serd a mesma

da expansao de a.

5.2 Par Binario Composto

Na discussdo acima, vimos que a proposicao 5.1 estende o teorema 4.3 aos quocientes com di-
visores do tipo 2", sem a necessidade de quaisquer considerag¢oes adicionais, a ndo ser o uso do
raciocinio recursivo. Na verdade, tendo em vista os objetivos iniciais deste capitulo, isto seria o
suficiente para considerarmos nossa meta atingida. No entanto, gostariamos de obter uma técnica
mais refinada e eficiente para a obtenc¢ao de quocientes a partir da iteracdao. De fato, apesar do uso
dessa técnica tal como a fizemos no exemplo 5.1 ser um procedimento eficaz, a necessidade de
determinar cada ¢;_ antes de cada g; pode revelar-se um trabalho penoso, sobretudo nos casos em
que o numero de algarismos de a ou a quantidade de iteracOes for grande. Isso deve-se ao fato de
o processo apresentado ser um procedimento "horizontal"; isto €, imaginando cada ¢; como uma
linha de uma matriz, a linha ¢;1 | s6 pode ser obtida apds a determinacio completa da linha g;; em

particular, se g; expressa uma dizima infinita, o procedimento descrito ndo nos permite obter g, 1.

Queremos agora estabelecer um procedimento "vertical"; isto €, um procedimento que em
lugar da iteragdo dos quocientes, foque na iteracdo de cada algarismo do dividendo em separado,
de modo a que a determina¢do de uma coluna fique condicionada a completa determinacao de sua
vizinha imediata de ordem superior. Para tanto, precisaremos da introdu¢do de alguns conceitos
complementares de cuja discuss@o nos ocuparemos em todo o restante do capitulo: o primeiro

deles o definiremos a seguir, e consiste numa generalizacdo do conceito de par bindrio:

Defini¢do 5.2. Sejan € N* e I C Z um conjunto de indices e a = Zailoi € R. Damos 0 nome
icl
de Par Bindrio Composto a fungio B" : A — A definida pela recorréncia

B(ai) = (@1, ai), se  n=1
B () =
BB (@) = (B @B (@), s n>1
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Para referéncia futura, diremos que

(B"(ai))n=1 (5.2)

€ a sequéncia de pares bindrios gerada por a; . No entanto, quando quisermos nos referir aos k

primeiros termos de 5.2, escreveremos

il = (Bla),B(@), B(@), - . B*(a) ) (5:3)

Na proposicao a seguir, apresentaremos algumas propriedades do par bindrio composto:

Proposicao 5.2 (Propriedades). O Par Bindrio Composto possui as seguintes propriedades:
() B(B"(ai)) = B"(B(ai)), paratodon e N*;
i) B"(B"(a;)) = B"(B"(ai)), para todo m,n € N*;

(ii) (@, ar)) = (B"(ari1), B () ):

(iv) Se B(1) =0, entdo (0,B"(1)) =0 para todon € N*.

Demonstragdo. :
(i) Para n = 1, é imediato. Suponha que para certo n € N* a propriedade se verifique; entdo,
para n+ 1 temos, por defini¢ao:

B(B"(ai)) = B(B(B"(a:)),

e pela hipétese de indugdo e Definicdo 5.2, por sua vez,

B(B(B"(a)) = B(B"(B(a:)) =" (B(a;))

e a propriedade € vélida para n+ 1 e, consequentemente, para todo n € N*,

(if) Para n = 1 a validade é garantida por (i). Supondo que exista n € N* tal que a propri-

edade seja vélida, segue entdo, pela Definicdo 5.2, que

B (B™(a) = B(B"(B"(a:))),

e dai,pela hipétese de inducdo e pela Defini¢ao 5.2, temos

B(B"(B"(ai))) = B(B" ™ (ar)) = B""(as).
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e dai, a propriedade é verdadeira para todo n € N*.

(iii) - Pelo Teorema 4.3 e por (i), temos B" (@71, a7)) = B"(B (@) = B(B"(@)) =
= (B"(a).B"(a)).

(iv)  Paran=1, temos (0, 5(1)) = (0,0) = 0.

Supondo que (0, 3" (1)) = 0 para certo n € N*, temos entdo, de (i) e de (iii), que

(0,B"1(1)) = (B(1),B(B"(1))) = (B(0), B(B"(1))) = B((0,"(1))),

e a hipétese de indugdo nos diz que B((0,8"(1))) = B(0) = 0. Logo, a propriedade é vélida para
n+ 1, e dai, para todo n € N*. O

Queremos, com a Defini¢do 5.2, introduzir algo similar a iterac@o de quocientes em R ao uni-
verso de A, o que transferird o cdlculo de g(a) a determinagdo de cada um de seus algarismos
tomados isoladamente, o que trard consigo alguns beneficios, de que trataremos no momento ade-

quado. Para tanto, enunciamos, a seguir, o teorema que confirma tal possibilidade:

Teorema 5.1 (Algoritmo do Par Bindrio Composto). : Sejam a € R e I um conjunto de indices

adequado a expansdo decimal de a.

a4 _ ZbilOi, entdo b; = B"(a;) paratodoi € I.

Se a=) aillie 5 =
i€l

il

Demonstragdo. (Indugdo sobre n):
Se n =1, temos o Teorema 4.3, que sabemos ser verdadeiro.

Suponhamos entdo que para certo n € N* o resultado seja valido. Entdo, para n+ 1 devemos

ter:




5.2 PAR BINARIO COMPOSTO 65

Agora, pelo Teorema 4.3 e Definigdo 5.2, temos:

q=Y B(B"(a:))10" =) B"' (a0,

icl icl
donde decorre que o resultado é valido para todo n € N* ]

Antes de ilustrarmos o uso do Teorema 5.1, cabe uma observagdo, referente ao fato (6bvio)
de que o resultado que provamos trata-se de uma releitura da Proposi¢c@o 5.2 em termos de pares
bindrios compostos, o que pode parecer redundante numa primeira andlise. Perceba-se, no entanto,
que ao contrario daquela proposi¢ao, que focava na iteracao de quocientes tomando cada iterado a
partir do seu precedente, o teorema que provamos foca na sequéncia [g;]. De fato, ao afirmar que
B"(a;) é o digito de ordem i em ¢, o teorema nos autoriza a usar a defini¢do 5.2, segundo a qual
teremos B"(a;) = B(B" !(a;)), iniciando um processo recursivo sobre a ordem i em cada iterado

de a, conforme ilustraremos a seguir:

358

Exemplo 5.2. Calculemos g = T

Usando o teorema 5.1 e a proposi¢do 5.2 (i), temos:

= 022,375 U

Pelo exposto, note que agora poderiamos determinar cada algarismo q; de g, a partir de a, sem
a necessidade de se determinar os iterados g; completamente a cada passo, isto €, o Teorema 5.1
nos permite fazer um célculo "vertical", calculando-se os 4 primeiros termos de [q;], ao invés do
calculo "horizontal", baseado na construgdo da sequéncia (g;(a))1<j<a.

Assim, terifamos, no exemplo anterior:
[az]4 = (1,0,0,0) = B*(3) =0
lai]s = (7,8,4,2) = B*(5)=2

[aols = (9,9,4,2) = B*(8) =2
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la_1]4a=(0,5,7,3) = B*0_1)=3
[a_s]4 = (0,0,5,7) = B*0_) =7

[a—3]4 = <07070a5> = ﬁ4(0—3) =5

Nosso objetivo, a partir de entdo, serd o de otimizar essa técnica de cédlculo, o que faremos

introduzindo uma nota¢do mais adequada, da qual trataremos em seguida.

5.3 Matriz associada a um dividendo

. . . a ~
Nas sec¢des 4.1 e 4.2 orientamos o processo de calculo do quociente g = > segundo a construgao
da iteracdo (g;(a))1<j<n de a, o que chamamos de "cdlculo horizontal"de g, e mais tarde mostra-
mos, com o Teorema 5.1, que a expressdao decimal de g poderia ser obtida mediante a construcdo

das sequéncias [a;],, com i € I, 0 que entdo apelidamos de "célculo vertical"de g.

Queremos agora dar sentido mais preciso as expressoes "horizontal"e "vertical"que usamos, e
mostrar, como prometemos, a vantagem do uso do processo a que se refere a ultima expressao.
Para tanto, pondo a = ZaiIO’, doravante representaremos a sequéncia [g;, dos n primeiros pares

i€l
bindrios do digito a; na forma da matriz coluna

lai]n = ‘ (5.4)

Por outro lado, fixando k € {1,---,n}, o Teorema 5.1 nos assegura que g; = Zﬁk(a,-)loi, cuja
iel
expressao decimal pode ser vista como a matriz

Bha)] =l (5.5)

1x (#])

que € a matriz linha usual, com tantas colunas quantas forem os elementos de /. Em particular, se
I={r---,1,0,—1,--- ,—m}, temos

(0 = (B*(a) - B(an)B (a0)B (a-1)-+ B(a-m)) . (56)
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Admitindo certo abuso de notagéoz, a partir daqui ndo distinguiremos o k-iterado g, € sua matriz

associada [gy], e escreveremos g = [gx]-

Estamos agora em condic¢des de definir a matriz associada a um dividendo:

a

oL neN‘ea=Y a10.

icl

Defini¢ao 5.3 (Matriz associada a um dividendo). Seja g =

Daremos o nome de Matriz n—ésima associada ao dividendo a a matriz denotada por
[a]n = (OC,‘j) (57)

comi€ {l,---,n} e j€ I definida por

Em outras palavras, a matriz [a], é tal que sua i-ésima linha é dada pelo iterado ¢;, e sua j-
ésima coluna é a matriz [a|,, 0 que significa que calcular g equivale a se determinar a linha g, de
(5.7), 0 que, por sua vez, pode ser feito determinando-se as sequéncias [¢;], que sdo as colunas de
(5.7), o que justifica a denominagdo de "célculo vertical"que fizemos, opondo-se a determinagao
linha a linha, que chamamos de "cdlculo horizontal"por razdes andlogas. A titulo de ilustracao,

consideremos o exemplo a seguir:

800
Exemplo 5.3. : Sendo g = i temos

B®) BX0) 0
800 = | gy oy oy | ek e k) 9
B'(8) B*(0) B(0)

Mas

2A identificacdo que fazemos aqui entre gy e [gx] refere-se aos valores absolutos dos algarismos de g;. A rigor,
trata-se de uma bijecdo entre o conjunto das matrizes-linha 1 X k e R que associa a cada expressao decimal g a matriz
cujos termos sdo os digitos de g tomados ordenadamente da esquerda para direita.
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4
2
las]s = | (5.9)
0
e usando 5.9, temos
0
0
ail = 5.10
[a1] 0 (5.10)
5
e usando 5.10, por sua vez, segue que:
0
0
ap] = 5.11
[ao] 0 (5.11)
0
E substituindo 5.9, 5.10 e 5.11 em 5.8, temos:
4 B(0) B(0) 4 0 B(0) 4 00
1800], %2 2 B*0) B*0) | _[20pB%0) [_[200
1 B°(0) B(0) 10 B0) 100 |
0 p*0) B*0) 0 5 B*0) 050
e dai, segue que g = g5 = 50. U

5.4 Matriz do dividendo inteiro

5.4.1 Divisao euclidiana por 2"

Interessa-nos agora abordar a divisdo euclidiana por 2" e o cdlculo do quociente nessa divisao,
em particular. A matriz que definiremos como resultado das consideragdes desta se¢do serd muito
util em nossa proposta de otimizar o nosso algoritmo para o divisor especifico que temos estudado

neste capitulo.

A definicdo da fungio Parte inteira® serd iitil nesse contexto, em razdo do que a enunciaremos

a seguir:

3Também chamada por alguns autores de "Fun¢do maior inteiro": ver por exemplo, [27], p. 76.
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Definicao 5.4. Damos o nome de Parte Inteira a fungio
| |'R—Z

que a cada nimero real x = x’ + Z %10, x; € A, I C Z_ associa a parte inteira x' de sua
_ o i€l
expressao decimal, e indicamos

Assim, por exemplo, [2,5| =2; 0,125] =0;¢e [5] =5.

Enunciaremos na proposicao a seguir algumas propriedades da funcao parte inteira. A prova

destas decorrem imediatamente da Defini¢do 5.4 e optaremos por sua omissao:

Proposicao 5.3. : A Funcao Parte inteira de x possui as seguintes propriedades:
() x€(0,1) = [x] =0;
(i) [x—y] =0 = [x] =[y];

(iii) |x| =x<x€Z.

O problema da determinagdo do quociente da divisdo euclidiana por 2" estd diretamente rela-

. R ~ o . ) a
cionado a fung¢do parte inteira. De fato, sejam a € Z e n € N tais que ¢ = —

n’
Se 2" | a, entdo existe b € Z tal que a = 2"b, e dai, temos:
a
b=5,=q¢clelq]=q.
Caso contrdrio, existe b € Z e r € Z com 0 < r < 2" tais que
a=2"b+r (5.12)
donde
_a-r _a r _ r
(R TR T TRt AT
Note que g ¢ Z pois 5.12 implica que
,
g—b=—€(0,1) (5.13)

2}‘1
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e disto seguequeb:q—z—rn = q—bzz—rn.

Agora, pela Proposicéo 5.3 (i) e por 5.12, temos |g—b| = LZ_’;J =0.

Logo, da Proposicéo 5.3 (ii) e (iii) temos |g| = | b],

e finalmente, b = |g|, o que nos dd o resultado seguinte:

Proposicio 5.4. SejamacZ,b e Z,r e N*. Sea=2"b+r com0 < r <2", entdo

-]

Demonstragdo. Efetuada. L

Corolario 5.1. Com as hipoteses anteriores, se a = aray_| - - - ayag entio

b= B"(ax)B" (ak-1)---B"(ao)-

Demonstracdo. : Basta usar a Proposi¢do 5.2, segundo a qual ¢ = g,. Dai, b = |q| = |qn]| =

B () B" (ax—1) --- B"(ao)- m

O que a Proposi¢ao 5.4 nos diz, e mais propriamente o seu coroldrio, em termos de represen-

tacdo decimal, é que o quociente na divisdo euclidiana de a por 2" é dado pela n-ésima linha da
matriz

o = (Bi(akﬂ—j))

<i<n
<Jj<k
obtida a partir da supressio dos termos '(a;) de [a], tais que j < 0. Pela sua importancia no que
segue, a definiremos formalmente a seguir:
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. o~ . a .
Definicao 5.5. Seja g = > com a = ayay_1---ayag € Z e n € N*. Damos o nome de Matriz

inteira n-ésima de a 2 matriz que indicaremos por |a|, tal que
Blar) - Blao)

B*(ax) --- B"(ao)

Exemplo 5.4. Vamos calcular o quociente da divisdo euclidiana de 2417 por 24, Isto equivale a

determinar a 4.” linha da matriz 2417 | ,:

1 20 8
0 6 04
24171, =
P =10 5 0 2
0151
2417
Portanto, {TJ =151 O
A proposi¢do a seguir pode ser ttil na construgdo de |a|,, sobretudo para maiores valores de
n:
Proposicdo 5.5. Sea =arax_---ajap € Z, n € N* e |a|, = (0j) I<i<n , entdo:
1<j<k+1
(i) oir1)1 = (0,041) paratodoi€ {1,---,n—1}.
Em particular, se o, = 1, entao, Ofip1)1 = 0 para todoi > r
(i) Se2 | o1y paratodoi>rer € {l,--- ,n—1}, entdo o 1), = (0, 0ts).
Em particular, se o3 =1 e 0,1y = 0 para todo i > r, entdo 0y 1), = 0 para todoi > r
Demonstragdo. :

(i) Pela Proposi¢do 5.2 e pelo Teorema 4.3, temos:

iy = B! (a) = B (B'(ax)) = B (B(aw) = B ((@1,a4) = (Blesn). B () )-

Mas ay4; = 0 implica que B'(ax;1) = 0 para todo i € N.
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Logo, K(iv1)1 <O p’ (ak>> = (0, 041).

Em particular, se a1 = 1 com i > r, temos que

oiy1 = (0, (ax)),

e a Proposi¢do 5.2 (i) nos dd

(0,8 (ax)) = (0,7 (B"(ax))) = (0.B' " (011)) = (0,877 (1)).

E dai, da Proposigdo 5.2 (iv) obtemos (0,8 !7"(1)) = 0.

(i) 1)y =B (arg1—s) = B' (Blarsi—s)) = B' ((@i—(sm1)s Ahr1—s)) =
= <m7ﬁi(ak+1—s)> = <m7 ais>-

Mas, por hipétese, 2 | 0(,_1), € daf, 01 1), = (0, 0tis)-

Em particular, se 0y = 1 e o,_1) = 0 para todo i > r, temos, entdo, para i > r:
i1y = (0, 05) = (0, B (ar—145)) = (0,8 (B (ar-1+5))) = (0,8 () =

=(0,7"(1)) =0 O
Dito de outra forma, a proposi¢do 5.5 nos diz que, para construir |a|, é conveniente:

1. Preparar uma tabela (Matriz) cuja quantidade de linhas seja igual ao expoente do divisor e a

quantidade de colunas seja igual a quantidade digitos do dividendo;

2. Ao proceder o cdlculo por colunas, perceber que o cdlculo dos pares bindrios da primeira
coluna se faz dividindo por dois o par bindrio precedente, se este for par, ou subtraindo uma

unidade e entdo dividindo-o, caso seja impar;

3. Ao se encontrar o digito 1 na primeira coluna, dispensar o cdlculo dos demais termos, que

serdo todos nulos;

4. A partir da linha em que a primeira coluna se anular, tudo o que foi dito dela em (2) e (3) se
aplica a segunda coluna; quando esta se anular, o mesmo se aplicard a terceira, e assim por

diante.

[lustraremos o processo no exemplo a seguir:
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. : . 312 )
Exemplo 5.5. Vamos construir a matriz |312],, e determinar {2—7J em seguida. Para melhor
visualizar a aplicagcdo da técnica, marcaremos com pontos as células da tabela cujo cdlculo é dis-

pensavel:

—_— W W

[312]; =

N B~ O O O 0 &

312
Portanto, LTJ =2. L]

5.5 Matriz complementar do dividendo inteiro

5.5.1 Redutibilidade de quocientes

No que segue, gostariamos de admitir apenas quocientes de dividendos impares em nossas con-
sideracdes. Para que possamos fazer isto sem prejuizo para a generalidade de nossa exposi¢ao,
mostraremos que todo quociente do tipo considerado neste capitulo admite tal representacdo, salvo

casos particulares que ndo requerem a teoria desta secao para o seu tratamento.

Com este objetivo, definimos:

a b
Definicao 5.6. Sejam g = on ep= om tais que n,m € N* e a,b € Z. Dizemos que p é
equivalente a g, e escrevemos p ~ g, se p € g admitem a mesma representacdo decimal. Além

disso, se m > n, dizemos que p é redutivel a q.

Decorre dessa defini¢do que se p ~ g e m > n, temos que |a], possui menor quantidade de

linhas e colunas do que |b| > €mbora possuam, a menos de zeros a esquerda, a mesma linha final,

jaque py, = qn.

De fato, por defini¢do, p = ¢, e dai, temos

2"b b
a = 2m = 2m—n (5.14)

e a dltima linha de |b],, , coincide com a.
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Por outro lado, de (5.14),

< b )
2m=n b
9= implica |a], = {2m_nJ -

Mais rigorosamente, se a = a,a,—1---ajag € b = bgbs_1 ---b1by com s > r, temos

bs br—H br bO

B""(bs) - B "(br1) B™(br) - B""(bo)

0 0 Bla) - Blao)

0 0| @) o B
E dai, considerando as matrizes
Mn><r - LaJn;

N(m—n)xs = I_me_n; €

O,x(r—s) @ matriz nula, podemos escrever sinteticamente:

( N(mfn)xs \‘
bl, =
L J k 0n><(r—s) M r }

74

(5.15)

(5.16)

(5.17)

e dai, a matriz |a], coincide com a matriz obtida da supressdo das m —n primeiras linhas e r — s

primeiras colunas de 5] ,,.

Tlustrando:

Exemplo 5.6. 7 é equivalente a 5 Temos:
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1 5|3 6
0 7|16 8
0 3/8 4
13072], =] 0 1]9 2
0 0]9 6
0 0[4 8

0 0]2 4

e

4 8
196 2= ( 2 4 >
que pode ser obtida suprimindo-se as 5 primeiras linhas e 2 primeiras colunas de |3072], ]

. o . b
Um quociente g = % ¢ dito irredutivel quando para todo p = o < n, se tem g ~ p. Pelas

consideragdes anteriores, sabemos que isto equivale a dizer que b = ¢ 7, 0 que ocorre se, e

a
2nfm
somente se, 2" " { a para todon —m € N.

Em particular, para m = n— 1 temos 2 { a, 0 que nos d4 o resultado seguinte:

.~ a < .
Proposicao 5.6. : g = oo € N* é irredutivel se, e somente se, 21 a

Decorre desse resultado que nem todo quociente admite um equivalente irredutivel. De fato,

se 2 | a, ento existe R € N* tal que 28 | a e 28! t 4, donde segue que

a

2° 0"

€ um inteiro impar, e dai,
_ 4R
2n—R :

Nessas condicdes, se n = R, temos ¢ = gr € Z e se n < R, entdo g = 28 "qp € Z.

Por outro lado, se temos n > R, segue que apods R iteracdes de a obteremos o dividendo gr da

forma irredutivel de g. Em vista disso, definimos:
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Definicao 5.7. Seja g = % com a € Z e n € N* um quociente irredutivel.

Damos o nome de Iteragées de reducdo de q ao valor natural R < n tal que

~ 4R
q= on—R
€ o equivalente irredutivel de g.
) 192 . . . . . ~ .
Exemplo 5.7. O quociente g = 55 nao possui equivalente irredutivel, pois |192]5 ndo possui
linha com digito final impar:
(0 9 6|
4 8
1192]5 = 2 4
1 2
L. * 6 -
[
. 76 )
Exemplo 5.8. O quociente g = > é redutivel, e como
3 8
76|, =
o]
.19
seguequeq:?eR:Z ]
5.5.2 Parte Fracionaria de um Quociente Irredutivel
No exposto, vimos que dado um quociente redutivel g = %, se o menor R € N tal que g = ;—IjR

com gg impar € tal que n < R, entdo g € Z, o que significa que se g ndo admite forma irredutivel,

entdo |q| = g e a expressdo decimal de ¢ possui parte fraciondria nula.

. a .. p ~
Na verdade, a reciproca deste fato também € vdlida; de fato, se ¢ = o ¢ irredutivel, entdo pela
proposicéo anterior, 2 { a, e dai, 2" t a, donde ¢ ¢ Z. Enunciamos a seguir esse resultado como

corolério da Proposicdo 5.6

Corolario 5.2. g admite parte fraciondria se, e somente se, g possui equivalente irredutivel.

Tal resultado nos assegura que para tratarmos da parte fraciondria de g € suficiente considerar-

mos quocientes de dividendos impares.
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Assim como fizemos no célculo de |g|, trataremos o cdlculo da parte ndo-inteira do ponto de

vista matricial. Para isso, introduzimos a seguinte defini¢ao:

.~ . a . . . , . .
Definicao 5.8. Seja g = o um quociente irredutivel e N(g) o nimero de algarismos fraciond-
rios da forma decimal de g. Damos o nome de Matriz complementar n-ésima de a a matriz que

denotaremos por
[al, = (Aij)nXN(q)

tal que A;; = B'(a—j)

A seguir listamos as propriedades da matriz complementar tendo em vista facilitar o seu pro-

cesso de construgdo:

Teorema 5.2 (Propriedades da matriz complementar). Seja g = % irredutivel com n € N*,

Se [al, = (Ai j)nx Ng)’ entdo sao validas as seguintes propriedades:
(i) N(q) =n
(ii) Ajj =5 paratodo1 <i<n;

(iii) Ai(,-_l) = Ay paratodo3 <i<n

Az1 se2fi e 5<i<n
(iv) Aji—2) =
Ay se2|i e 6<i<n

(v) Aijj=0 se i< jparatodol <i<n

Demonstracdo. :
(i) Sejaa=aa,_---ajap com ap impar. Vamos provar que N(g;) = k para todo k € N*:

Para k = 1, temos

a1 =5 =22 = Bla)Blar1)-+B(a0),B0) = Blar)B (ar 1)+ B ao).5, e dai, Nlar) = 1,
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pois (ag,0) = (1,0) =5

Agora, se para algum k € N* temos N(gq;) = k, entéo

@ =5t = |5t |- BHa-)B a-2) - B(asi1)3 (5.18)
e dai,
G = 307 = | 5057 BB (@) -+ B(BH(ax:1))B(5) (5.0) (5.19)

Como (5,0) =5 # 0, temos disto e de (5.18) que
N(gr+1) =N(gx) +1=k+1 (5.20)
e dai, para todo k € N* vale N(g,) =n.
(ii) Decorre da prova de (i). De fato, vimos que N(g;) = k, e que, além disso,
B*(a_x) = 5 para todo k € N*
Mas ﬁk(a_k) = Ay por defini¢do. Em particular, se 1 < i < n, temos A;; = 5.
(iii) Suponhamos inicialmente que 2 | B(ag).

Entdo
Ayj = <[3(a0),A11> —(0,5) =2 (5.21)

Dai, para i = 3, temos, de (ii) e de (5.21), que
Ap = (Ao1,Ap) =(2,5) = (0,5) =2 (5.22)
Supondo que para certo k € N* se tenha
Ark—1) = D21 =2 (5.23)
temos, de (ii) e de (5.23) que, para k + 1 vale:
A1y = (Begern) M) = (2,5) = 2.
Logo, se 2 | B(ao), entdo A;;_1y = Agj para todo i € N*.

Se isto ndo ocorre, entdo teremos Ay} = 7 € o restante da prova e andloga.
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(iv) H& 4 casos a serem considerados, conforme seja
(B(a0), 81 € (0,2).,(1,2),(0,7),(1,7)}

Provaremos o caso 3° (ap) =0e Ay; =2. Os demais casos se provam de forma exatamente idéntica.

Supondo isso, temos entao
A31 = <[32(00)7A21> =(0,2) =1

Ay = (A31,A3) = (1,2) =6 (5.24)

Entdo, para i = 5, teremos
As3 = (Asp,A43) = (6,2) =1

e, para i = 6, teremos
Aot = (As3,Asa) = (1,2) =6

Suponha agora que a propriedade seja valida para certo n € N*; isto é, que

A31 =1 se 2'fk
Ag(k—2) = (5.25)
Ap=6 se2lk

Entdo, de (iii) e de (5.25) teremos, para k+ 1, se k & par:

A1y e—1) = (Brk—2y Meg—ry) = (1,2) = 6
ou, analogamente,
A(k+1)(k71) = <6,2> = <6,2> = 1, se 2J(k

Logo, (iv) é vélida para todo k € N*.
(v) Suponha por absurdo que existai € {1,---,n} e j > ital que A;; # 0.

Entdo, N(g;) > j > i. Absurdo. O

De acordo com o teorema, a matriz complementar de a € uma matriz quadrada (propriedade
1) e triangular inferior (propriedade 5). Sua diagonal principal é formada por n digitos iguais a 5
(propriedade 2), a diagonal imediatamente inferior a principal é formada por n — 1 digitos iguais
a2 ou a7 (propriedade 3), e a diagonal inferior a esta ultima, por sua vez, € uma sequéncia cujos

termos alternam-se entre os valores 1 e 6 ou 3 e 8 (propriedade 4).
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Em consequéncia disto, temos que para cada n € N* existe apenas um nimero finito de matrizes

complementares [a],. De fato, construindo as matrizes para alguns valores de 7, temos:

al, = (5) (5.26)
50
5.27
500\ (500 (500\ /500
[als5€ |2 5 0].[250|.,|750],[]750 (5.28)
125/ \6 25 75/ \87°5

E ficil ver que cada matriz do tipo [a], pode ser estendida a ordem (n+ 1) x (n+ 1) de duas

maneiras diferentes, conforme seja *(ag) = 1 ou B"(ap) = 0. Desse modo, para n = 4, devemos

ter
5 000 5 000 5 000 5 000
2 500 2 500 7 500 7 500
[a—l 4 € 9 9 )
1 250 6 250 3750 8 75 0
d 6 2 5 d 1 2 5 dy; 8 7 5 dy 3 7 5

comd; € {0,5},d, € {3,8},d3 € {1,6} e dy € {4,9} Desse modo, temos que

#{lal} =1, #{lal,) =2, #{[al;}=4, ¢ #{[al,}=8

Afirmamos que essa regularidade se mantém para n > 4, isto &, afirmamos que #{[a],} =2"".

De fato, supondo que isto acontece para algum n € N*, provemos que assim também o é para
n+1:

Para tanto, seja [a|, = (A;j)nxn. Estendendo para [a] devemos ter

n+1°

(0,An1), se Pm(ap) =0

Ay = <l3"(ao),An1> =

(1,Ap1), se PB*(ap)=1

Entao,

Apy)j = <A (j4+1)s ,,J> paratodo j # 1,

do que segue que apenas o termo A, 1); admite duplicidade de valores, e dai,
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#{[al,, } =2#{[a],} =202 ") =2", (5.29)

e a afirmacdo € valida para n+ 1, e dai, por inducdo, também o € para todo n € N*. Logo, a
quantidade de matrizes complementares € finita para cada n € N*, valendo o resultado obtido, que

destacamos a seguir:

Proposicio 5.7. Sen € N* entdo #{[a],} = 2"

Demonstracdo. Efetuada. [

. . L. . . .. . . a
Isto nos diz que apesar de existirem infinitos dividendos impares para o quociente T as pos-

sibilidades para [a],, e, consequentemente, para ¢ — | ¢ | sdo finitas.

Exemplo 5.9. Construamos [3]:

S O = W a9 W
N B~ O 09 W O
W AN W J L O O
A 009 LK O O O

~N L ©O O O O
~N L © O O O O
bhn O O O O O O

0 3

O que obtemos construindo uma tabela quadrada 7 x 7 e em seguida preenchendo sua diagonal
principal com o digito 5 e, sem se preocupar com 0s termos acima desta, que sdo todos nulos,
calculamos Ay = < [3(3),5> =7 que serd o valor a ser preenchido em toda a primeira diagonal

abaixo da principal.

Em seguida, calculamos Az} = < [32(3),7> = (0,6) = 3, e darf alternamos o restante dessa dia-

gonal com os valores 3 e 8.

Finalmente, calculamos os termos restantes. Em particular, a tltima linha nos d4 a parte fraci-

3 3
ondria de 77 e do fato de que B"(3) = 0 paran > 2, temos > = 0,0234375 O



5.6 CONSTRUCAO DA MATRIZ DO DIVIDENDO INTEIRO 82

5.6 Construciao da Matriz do Dividendo Inteiro

Reunimos tudo o que vimos até aqui no resultado a seguir, que estabelece a construcao da matriz
de um dividendo inteiro em termos da matriz inteira, matriz complementar e iteracdes de reducao

de g:

, a
Teorema 5.3. Sejag = i COM A = ayar—y ---aidy € Z, ne N,

Se R < n é o nimero de iteracoes de redugdo de g a forma irredutivel, entdo a matriz

associada ao dividendo a é a matriz de ordem n x (n—R+r+ 1) tal que

lalg 0

LqRJn—R (qRWn—R

onde

la] € do tipo R x (r+1);
LqRJn_R € do tlpO (n—R) X (}"—|— 1),
[gr1, g € quadrada de ordemn—R; e

O é amatriznulaR x (n—R)

Demonstragdo. :

Pela Defini¢do 5.5, as primeiras r+ 1 colunas de [a], coincidem com a matriz |a|,. Em parti-

cular, se R € o nimero de iteracdes de reducdo de ¢, entdo § = 4R ¢ a forma irredutivel de g e

on—R
dai podemos escrever
lalg
lal,=| —— (5.30)
LqRJnfR
Mas gy = % ¢ inteiro par para todo 1 < k < R e g € inteiro impar ()

Segue disso que as dltimas n — R linhas a partir da coluna r+ 2 de [a], coincidem com a ma-

triz [gr|,_g que possui n — R colunas (Teorema 5.2 (1)) (%)
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Finalmente, de (*) temos que g; € Z paratodo 1 < k < R, donde g — |gx] =0, e de (5.30) e

de (xx*) segue que

e entao,

X1(r42)

OR(r+2)

&l (n—R+r+1)

aR(n—R+r+1)

la]g

=1 : : (5.31)

Rx(n—R)

LqRJ n—R

I—qR—I n—R
[

A demonstracdo do teorema, que € construtiva, nos ensina que devemos construir, inicialmente,

uma tabela n x (r + 1), referente a |a|,. Uma vez identificado o R tal que 2 { B%(ap), podemos

construir, a partir da préxima linha, uma tabela (n — R) x (n — R) para ser preenchida conforme

[gr],_g» € com isso fica determinado o bloco O, e, por conseguinte, [a],.

Evidentemente, nesse processo, podemos lancar mdo das propriedades estudadas anterior-

mente. Nesse contexto, é importante mencionar que os itens (i) e (ii) da proposi¢do 5.5 podem ser

estendidos a matriz [al,, o que pode ser provado de maneira idéntica ao que fizemos para |a|,. No

mais, todas as demais propriedades vistas até aqui permanecem vdlidas para a matriz do dividendo

inteiro.

Exemplo 5.10. Construiremos [416]s. A titulo de ilustragdo,o faremos exibindo os detalhes de

cada passo:

1. Inicialmente construimos |416 ] :

L416J8 =

S O O O O = N

S O O~ NN W O O

—_— W AN |W NN Bk~

2. Identificada a primeira linha impar, no caso, a g5 = 13, passamos a construir sua matriz

complementar:
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[13]5_5[13]5=

AN D W
N D O
wn O O

Finalmente, formamos [328]g justapondo os dois blocos matriciais a partir da tltima linha e com-

pletando com zeros os espagos vazios:

208000
104000
052000

gl | 0 2 8]0 00
013000
006500
003250

(00 1(25 0

[]

Naturalmente, se nosso interesse for tdo somente o cdlculo de g, como se espera, os detalhes

de notacdo podem ser dispensados para agilizar o processo. E o que faremos a seguir:

600

Exemplo 5.11. Vamos calcular W:

Seguindo os passos acima com as devidas abreviagées4, e usando uma grade para facilitar a lo-

calizagdo dos termos, teremos:

4Apesar de ndo fazer parte da matriz, alocaremos o dividendo numa linha superior na tabela para tornar visualmente
mais comodo o processo
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6100
3/10/0
1/5]0
715
31715
11875
913|7|5
416(8(7|5
213(413(7
1(1]7|1]8
0[0]0|5]|8[5]9 5
Tomando entao a tltima linha, temos 6200 =0,5859375 ]

5.7 Dividendos Reais Quaisquer

5.7.1 Forma Produto de um Quociente

. .. a . . ~
Seja a € R uma dizima exata e g = o com n € N*. Pela proposigdo 4.1, existemm e Ne d € Z

/\

tais que a = W Se, além disso, m € o menor inteiro tal que d € Z, entao

m = N(a) = nimero de algarismos fraciondrios de a

A

Nestas condi¢des, podemos escrever g = in <107, ou ainda g = g4-10™"™, pondo g = i

(%)

Segue entdo da proposi¢do 5.1 que a linha g,(@) da matriz [d@], é tal que § = g,(d), e dal supondo
r

qg= Z b;10" temos, de (*) que

i=—s

r—m
q=qn(@)107" = me’ "= Y b0
i=—s i=—(s+m)
Por outro lado, se tomarmos a € Z e considerarmos que toda expressdo decimal inteira € também
) . . ) a . .
uma dizima finita (Corolério 4.1), podemos ainda escrever a = Tom’ bastando para isto que consi-
deremos m < 0. Isto pode ser util nos casos em que a € multiplo de 10, conforme ilustraremos a

seguir. Antes, porém, formalizaremos o que discutimos:
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Defini¢do 5.9 (Forma produto). Seja a uma dizima finita e n € N* tais que g = %. Damos o

nome de forma produto de ¢ a expressido que g = §-10™, em que § = % e m € 0 menor numero
inteiro tal que a € Z.
s 8 5, 3 > 5 0 ~
De acordo com a Definicdo, temos, por exemplo, % 1077, B 10 e R 10" sao as for-

0,08 300 5
5 o
definimos m nos dé informagdes sobre o dividendo escrito na forma usual:

mas produto dos quocientes respectivamente. Note, ainda, que a forma como

» m < 0 indica que o dividendo a possui |m| digitos néo inteiros;

m > 0 indica que o dividendo original possui |m| zeros na extrema direita de sua parte inteira;
* m = 0 indica que o dividendo original j4 € inteiro e nao multiplo de 10.

E fécil ver que § se transforma em ¢ apGs a operagdo de aumentar em |m| unidades o nimero

de seus algarismos fraciondrios, ou de diminuir em |m| esse nimero, conforme seja m, respectiva-

mente, negativo ou positivo5 .

0,008 8
Exemplo 5.12. Parag = ’2—9, temos g = Xl 1073, Construindo [8]o:
8
2
5
5
715
6|75
311 5
010|156 5
Logo, ¢ = ¢-1073 = 0,000015625 0

STrata-se da regra do "deslocamento da virgula"no produto ou divisdo por poténcias de 10.
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Exemplo 5.13. Paraq:%,wmosq:%-lmz%-m;edaf,amatriz [3]g é:
3
115
715
31715
18715
913|7|5
416|8|7|5
21314137
1(1(7]|1|8 5
0/0/0|5]|8|5]9 5

Entdo, ¢ = 0,005859375 - 10° = 5,859375

5.7.2 Matriz Inteira Associada a Dizimas Infinitas

. L. . . a
Seja a € R uma dizima infinita, ¢ ¢ = S com 7 € N*. Supondo a = |a],a_1a_ra_3---a_g---

temos, pela Proposicao 4.3 que sua s-aproximacao 6tima € dada por
As(a) =|a|,a_1a_sa_3---a_g
Por outro lado, k aplicagdes sucessivas do Teorema 4.5 nos garantem que o k—iterado

¢ = |5 | BH a1 (a-2) - B(a-y)

¢ a s—aproximacao 6tima de g;. Em particular,

a
Asla) = Aslan) = |55 | B (a-1)B"(@-2) - B"(a-)
¢ a s-aproximacgao 6tima de g. Entdo, pelo Teorema 5.2 devemos ter:

)

9= | 5| B"(@-1)B"(@-2) B (@ )B"(as1) = Aslan) + L B"(as )10

n
2 “

87

Dito de outra forma, para determinarmos ¢ com s algarismos exatos visiveis antes das reticén-

cias, é suficiente iterarmos a s-aproximagéo 6tima Ag(a) de a obtendo a sequéncia de aproximagdes

6timas com s algarismos fraciondrios As(q1),As(g2),- - ,As(qn)-
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Note agora que A(a) é uma dizima exata, e dai, existe y € Z tal que

Agora, como queremos que a itera¢do (As(gi))1<i<n SO tenha algarismos exatos, estamos interes-

sados apenas na parte inteira de cada As(qx). Segue que Ag(g,) = {lJ -107°, e dai, Ay(q) serd

211
a dizima cujos algarismos fraciondrios sdo dados pela sequéncia dos s ultimos termos da ultima

linha da matriz 4], e os algarismos inteiros pela sequéncia dos termos restantes.

Exemplo 5.14. Vamos calcular g = % com 5 algarismos fraciondrios expostos, sendoa=1,11111---

Para isso, tomemos a 5-aproximagdo otima de a, As(a) = 1,11111. Usando-a, temos que a 5-

aproximagdo otima de g é dada por As(q) tal que

1]
A5(q):{ JlO >

26

Construindo | 111111 |4, temos:

(111111 | =

S O O O O O
S O O = N W
—_— W AN W W
~N B~ O 09 W
W 3 B~ 0 3 W
(@)W \C R o O Y |

Entao, As(q) = 0,01736, e dai, g = 0,01736- - -. O



APLICACOES

Encerramos nossa exposicao apresentando algumas aplicagdes elementares de nosso trabalho. Para
tanto, nos serviremos de tudo quanto tratamos nas pdginas anteriores bem como de algumas inter-

pretacdes adicionais eventualmente necessarias que serdo apresentadas a seu tempo.

6.1 Sobre o0 Uso do Presente Trabalho na Escola Basica

Sendo este um trabalho que se propde a oferecer um meio alternativo de se determinar quocientes
de divisores do tipo 2", pouco além das aplica¢des da prépria divisdo por dois usual podemos ir.
Ao nosso ver, no entanto, isto € o suficiente; de fato, a divisdo por 2 assume, em nossos tempos
fortemente marcados pela tecnologia, uma importancia impar: como ja dissemos, provém dos res-
tos possiveis da divisdo por 2 o sistema bindrio e, deste, a linguagem utilizada pelos computadores
e dispositivos eletronicos em geral. Nessas condi¢des, decodificar a linguagem do computador em
linguagem comum e vice-versa ou, equivalentemente, converter expressoes bindrias em expressoes
decimais e estas naquelas constitui relevante matéria de estudo que pode ser tratada ja na escola
basica. De fato, a menos de um tratamento adequado a maturidade (cronolégica e cognitiva) dos
alunos aos quais se propuser a atividade, o estudo que aqui temos desenvolvido pode ser trabalhado
em qualquer curso de matemdtica em nivel basico e mesmo em cursos superiores de Teoria dos
Numeros, a titulo de ilustracdo das propriedades aritméticas das representacdes bindria e decimal,
por exemplo. Por outro lado, a abordagem que optamos dar no decorrer do texto, utilizando a
linguagem algébrica das matrizes, sequéncias, somas e séries, bem como os rudimentos dos con-
ceitos de limite e convergéncia, se usados na atividade voltada a uma clientela mais experiente,
pode fornecer uma boa oportunidade de ilustrar as aplicacdes e integracdo de tais conceitos, assim
como fomentar o habito da observacgdo e sistematizacdo de regularidades, o que constitui uma das
competéncias elencadas pelos Pardmetros Curriculares Nacionais de matemadtica em nivel médio:

segundo esse documento, é competéncia a ser desenvolvida pelo aluno durante a educagdo bésica

"(...) estabelecer relacdes, identificar regularidades, invariantes e transformacdes (...)

em situagOes semelhantes para estabelecer regras, algoritmos e propriedades" (BRA-

89
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SIL: [7], p.113).

Nesse contexto, sugerimos que as atividades que visem a aplicacio do estudo que desenvolve-
mos se pautem inicialmente na experimentacao, seguida da formalizacdo, e finalmente nas aplica-
coes complementares. Este capitulo objetiva fornecer alguns subsidios adicionais que servem ao
proposito de ilustrar situagdes outras da divisao por 2 nas quais a aplicacdo do método que aqui

desenvolvemos pode fornecer maior dindmica ao processo.

6.2 Representacao Binaria de um Inteiro Dado na Base Decimal

Segundo Bianchini e Paccola [3] , o sistema posicional de numeragdo de base 2 foi imaginado
inicialmente por Leibnitz, matemdtico alemao que langou os alicerces desse sistema ao proceder a
busca por "uma base que fosse a mais simples possivel, que usasse menos algarismos, e na qual os

célculos fossem mais ficeis de serem efetuados"(idem, p.50).

Evidentemente, a pretensdo inicial de substituir o sistema decimal pelo bindrio ndo seguiu adi-
ante, por razdes cuja discussdo niao nos compete; entretanto, a numeracdo de base dois assume
capital importancia nos dias atuais, ja que a maioria dos equipamentos de computagdo trabalha
com valores numéricos em representacao bindria, conforme destaca Arenales e Darezzo ([1], p.2).
Desse modo, o computador "[converte] para o sistema bindrio, automaticamente, o que lhe forne-

cemos no sistema decimal” (Giovanni e Parente: [12], p.29).

Esse processo de mudanca de base, que internamente € feito pelo computador é baseado no

Teorema 2.1 e consiste em

fazer sucessivas divisdes [euclidianas] por 2. As divisdes serdo feitas com o nimero
[base 10] e com cada um dos quocientes encontrados (...). Os restos das divisdes,
escritos na ordem inversa em que aparecem (...) nos dao a representacao do nimero

[dado] na base dois (Bianchini e Paccola: [3], p.57).

A seguir, queremos abordar o processo de representacdo na base 2 de um inteiro como aplicag¢ao
do que discutimos no capitulo precedente. Nesse contexto, € a matriz inteira de um dividendo a

ferramenta adequada para atacarmos tal problema, conforme mostraremos a seguir:

Proposicao 6.1 (Representacao bindria). Sejam a = a,a,— - --ajap um inteiro escrito na base
10, e

LaJk - (ﬁi(aj))kx(nJrl)
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a matriz inteira de a tal que sua k—ésima linha é dada por q; = < 00 --- 1 ) Sea=
(rgrx—y---r11r0), € a representagdo bindria de a, entio
ag ,sek=0
I =

B*(ag) ,sek>0

Demonstragdo. A existéncia e finitude da sequéncia de digitos bindrios rg, 7y, - - ¢, bem como o

fato de que a = (rgry—y - - - r11r9)2 sdo fatos garantidos pelo Teorema 2.1.

Além disso, pelo Algoritmo de Euclides, existem inteiros ¢qi,- - , g+ univocamente determi-
nados tais que

a=2q;+ro

qk =2qp11+ 1k, Se k> 1.

Nessas condigdes, temos entao:

a=2q1+ro=0+ro=ro (6.1)

Gk =2qk+1 +1re=0+r =1 (6.2)

Mas sendo a = apa,—1 - --ajap a Proposicao 2.2 e (6.1) nos garante que a =ag = ro = ap.

e pelo Corolario 5.2 e por (6.2), temos

ax = B"(an)B*(an—1) - B*(ao) . e dai, gk = B¥(ag) => ri = B*(ao)
]

Exemplo 6.1. Usaremos a Proposicao 6.1 para expressar os inteiros a = 150 e b = 64 na base
bindria. Para tanto, iremos construir a Matriz inteira de cada dividendo com tantas linhas quantas

forem necessdrias para que suas tltimas linhas sejam (0 0 1) e (0 1), respectivamente.
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Nestas condi¢oes, para a = 150, temos ba—ﬂ =1 (pois 2’ <150 < 28), e dai, temos:

[150]; =

—_ N B~ O 0 I W

_0 O -

e pondo 150 = (r7rg,- -+ 10)2, a proposicdo nos dirg =0=0, e

150 = (1249875 0), = (10010110),

64
Analogamente, para b = 64, temos {—J =1, e dai,

26
— 3 9 -
6
8
[64]6 = 4
2
L 1 -
donde 64 = (}’61”57'41‘37‘21’1}’0)2 = (T§Z§6§Z)2 = (1000000)2 ]

Uma interessante aplicag¢do do resultado anterior, apontada por Hefez ([14], p. 49), mostra que

todo nimero inteiro se escreve de maneira Unica como soma de poténcias de base 2. De fato, o

Teorema 2.1 nos garante que se a = (ryry—1---riro)2 € Z e ri € {0,1} paratodo i € {0,---,n},
n
entdo a = Z r;2', e dai, desprezando as parcelas tais que r;, = 0, temos entao
i=0
a=Y 2, com A={k:r #0}. (6.3)
icA

O que prova, pois, o resultado a seguir:

Proposicao 6.2. : A todo nimero inteiro corresponde uma, e apenas uma, soma de poténcias
de base 2.
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Exemplo 6.2. Escreveremos 1387 como soma de poténcias de base 2. Para isso, construiremos

> 1387
| 1387], com k = 10, jd que {WJ =1:

9 3
346
7 3
8 6
11387, = ; T
10
5
2
1
Temos entdo, 1387 = (10101101011), = 210428 426 4 25 1 23 421 4 20 O

6.3 Representacao Decimal de Expressoes Binarias Finitas

Uma vez tendo sido abordada a conversido base decimal-base bindria de nimeros inteiros, € natural
que o estudante desse tema indague quanto a representacao de um niimero real qualquer na base 2,

tendo em vista as importantes aplicacdes de tal base na tecnologia atual.

Para além do ponto de vista técnico, ndo € dificil constatar-se que a representacdo bindria de
um ndmero real ndo goza da mesma notoriedade que a forma bindria de um inteiro nas salas de aula
da educacgdo bdsica, talvez pela falta de familiaridade dos professores com o tema, sua auséncia
nos conteddos programéticos oficiais, ou mesmo por preferéncia do ensino de outros temas mais

tradicionais do curriculo.

Aqui pretendemos amenizar as dificuldades de ordem técnica relacionadas a esse tema; para
isso, utilizaremos os conceitos tratados nos capitulos precedentes focando no caso especifico das
representacdes bindrias finitas, uma vez que para as infinitas pouco podemos fazer além do que
ja é feito tradicionalmente. Para tanto, o primeiro passo que daremos consiste em definir 0 nosso

objeto de estudo:
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Definicao 6.1 (Expressdo Bindria Finita). Seja o nimero real definido pela série
a=|al+ ZaiZi, a; € {0,1} paratodoi € Z
i=1

Diremos que a possui uma Representacdo Bindria Finita quando existe um k € Z tal que a; =0

para todo i < k. Nesse caso escrevemos

a=(la],a_1a_r---ay), (6.4)

e diremos que (6.4) é a Expressdo Bindria Finita de a.

De maneira andloga ao que fizemos anteriormente no estudo da expansido decimal, estabe-
leceremos, na proposicdo a seguir, uma condi¢do necessdria e suficiente para a finitude de uma

expansdo bindria:

Proposicao 6.3. Um niimero real g admite representacao bindria em expansdo finita se, e

somente se, existema € 7 e n € N* tais que

Demonstragdo. A menos da base, € idéntica a demonstracdo da Proposicdo 4.1, e ndo oferece

nenhuma dificuldade adicional, de modo que optaremos por omiti-la. ]

Decorre dessa proposi¢ao que todas e apenas as expressdes decimais que possuem representa-
¢do bindria finita sdo quocientes de divisor 2", e dai, suas partes ndo inteiras sdo linhas da matriz
complementar [a], de algum dividendo inteiro a. No exemplo a seguir, ilustraremos o método

para reconhecimento das dizimas decimais que dao origem a expressoes bindrias finitas:

Exemplo 6.3. Possuem expressdo bindria finita:

a=2,125,pois(1 2 5)=qgsem][l] ;e

ns

b=50,1875,pois(1 8 7 5)=gqsem]3],,

e ndo possuem representacao finita na base 2:
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c=5,885,d=0,0075, e e = 0,10875;

os dois primeiros casos por razoes tacilmente identificdveis, jd que a terminagdo decimal de quo-
cientes de divisor 2" s6 pode ser do tipo 125, 625, 875 ou 375, se considerarmos apenas os 3
ultimos digitos (ver proposi¢do 5.2 (4)). O reconhecimento da finitude do terceiro na base 2, por
outro lado, pode requerer um esforco adicional, se no soubermos se existe alguma matriz [a],
tal que gs(a) = (1 0 8 7 5 ). Para dirimir essa divida, basta que suponhamos que existe
um a € 7 tal que isso acontega, e, usando as propriedades da constru¢do da matriz complementar

chegaremos a confirmacao do que supomos ou a uma contradi¢do:

5
5
dls=| 8 75
Ay 375
1 0875

Perceba que conhecemos todos os termos da matriz, com excec¢ao de A4 . Entretanto, sabemos que
Ay = < B3(ao), 8> € {4,9}. Porém, verificando os possiveis valores, temos:

Se Ay =4, entdo 1 = <[34(a0),4> € {2,7} (absurdo); e
Se Ay =9, entdo 1 = <B4(ao),9> € {4,9} (absurdo).

Logo, nio existe a € Z tal que [a], possua a quinta linha iguala (1 0 8 7 5 ), e daf o

nimero dado ndo possui representacdo bindria finita. O]

Finalizando este topico, trataremos agora da conversdo a base dez de uma expressdo bindria

g € R finita. E claro que € suficiente tratarmos do caso 0 < g < 1. De fato, para g > 1 temos

g=(lg),a-1---a-n)y=(lg])2+(0,a1a2a3---a_,),

dai, podemos converter em separado as partes inteira e ndo-inteira de g, desde que as somemos ao
fim. Como a conversao da parte inteira € uma soma trivial de poténcias de base 2, nos deteremos

na conversao da parte fraciondria.

A seguir apresentamos o algoritmo que nos fornecera isto:

Proposicio 6.4. Seja g = (0,a_1a_ra_3---a_,), € R com a_, = 1 uma expressio bindria

finita.
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SeJ ={n; <np <--- <np=n} éoconjunto dos indices i € {0, --- ,n} tais que a_; # 0, entdo

a representacdo decimal de g é dada pela expressdo decimal do quociente

k
Z 2}17}’1}'

a o
Demonstragdo. Por hipotese, temos:
n
a; 1 1 1 1
q:(O,a_la_za_:;...a_n)zzz—i:. E:ﬁ—{-%_Fﬁ
i=1 i€l
Como n = max I, seque que n—n; > 0 paratodo i € {1,--- ,k}, e dai, usando (6.5), podemos
escrever:
k
Z 2)’17!’1]'
on—n on—ny n—n j=1
4= on + on +eet on - n

Exemplo 6.4. Escrevamos ¢ = (11,0110101), na base decimal.

Temos
(lgh)2=(11)2=2+1=3

Por outro lado,
g—|g) = (0,0110101),

cujas ordens ndo nulas possuem indices -2, -3, -5, e -7. Logo, pela proposi¢cdo, a forma decimal de

q serd dada pelo quociente

242442241 32+1644+1 53
a 27 a 27 -7

q
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construindo [53]7, temos, entio:

513
2165
31215
66|25
3113125
1/6[(5/6|2]5
81281 51
0[{0)|4/1(4]0|6 5
Portanto, (11,0110101), = 3,4140625 O

Exemplo 6.5 (Poténcias de 2 com expoente negativo). Poténcias do tipo 2",n € 7~ podem ser

vistas como casos particulares de expressoes bindrias finitas em que #J = 1. De fato, temos:

271 =(0,1),272=(0,01),---,27" = (0,0---01),

n—digitos

Nestas condigoes, calcular 273, por exemplo, é o mesmo que determinar a expressao decimal do

1
nimero (0,00001),, o que equivale, por sua vez, a calcular o quociente g = ok 0 que conseguimos

determinando a 5.” linha de [1]s, a saber, 0,03125 O

6.4 Representaciao Binaria de Quocientes do tipo g = %, a€Z,neN*

Segundo [1], o procedimento usual que se adota para mudanga da base 10 para a base bindria de
um nimero real 0 < |¢g| < 1 é chamado de método das "multiplica¢des sucessivas'e consiste, como
o nome sugere, em multiplicar g seguidas vezes por 2 e, em cada passo, separar o digito da ordem

0, formando uma sequéncia de algarismos que representard o nimero dado na base bindria:

"O procedimento [para a conversao base 10- base 2] é constituido dos seguintes passos:

(a) Multiplicamos o niimero fraciondrio por 2;
(b) Do resultado do passo (a), a parte inteira € o primeiro digito bindrio;
(c) Do resultado do passo (b), a parte fraciondria é novamente multiplicada por 2;

(d) O processo continua até que a parte fraciondria seja nula" (Arenales e Darezzo: [1], p. 4).

Nao ¢ dificil se concluir que se trata de um procedimento simples, mas relativamente trabalhoso.
Além disso, a mecanica do processo nao ¢ intuitiva: o ato de dobrar o niimero e tomar sua parte

inteira seguidamente ndo deixa claro o que de fato ocorre.
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Nao obstante, vemos também aqui uma boa possibilidade de aplicacdo das técnicas que temos
apresentado. Novamente restringiremos nossa exposi¢ao ao caso em que g pode ser representado
com expansao finita na base 2. Nesse caso, conforme a Proposi¢do 6.3, g admite a representacao

na forma do quociente
9= 5, (6.5)

para alguma € Z e n € N*.
Nosso trabalho, entdo, se resume a determinar o dividendo a e o expoente n do divisor em (6.5).

De fato, pelo Teorema 2.1 e por 6.3, existem nimeros naturais ny,ny, - - , 1 tais que

k
a= Z P
i=1

Sem perda de generalidade, podemos supor g irredutivel, e dai, teremos a impar e para algum

indice i deve ocorrer n; = 0. Seja i = k esse indice. Entdo podemos escrever
a=2M 42 4 "3 .. M1 ] (6.6)

e substituindo (6.6) em (6.5), teremos

P oL N ST SR S 6.7)
q - 2}’1 2]1 2n 2}’1 - 22"7”1 22n7n2 22"7”k71 2]’1 .

que € a forma polinomial bindria de g.

Resta-nos agora determinar a e n e, com esses dados, escrevermos (6.7). Para determinarmos

n, usemos o Teorema 5.2, que nos garante que a forma decimal de cada parcela de (6.7) possui
k

n — n; digitos nao inteiros. Além disso, note que (6.7) representa a soma Z Gn—n; das linhas de
i=1
ordemn—ny, n—ny, ---, n—n;_1, n da matriz [1],. Usando isso, uma simples soma pode nos

revelar que
k
N(q) =N an,ni =max{n—n;:i€{1,2,--- ,n}}=n
i=1
o que nos diz que a matriz complementar de a possui n colunas e n linhas (Teorema 5.2) e [a],
possui dltima linha g, = g. Assim, para determinar o dividendo a devemos reconstituir [a],, a partir
de sua ultima linha, o que exige que calculemos A(;_p); a partir de cada A;j. Para isto, podemos

usar o Coroldrio 3.1, ou entdo a técnica de tentativa e verificagcdo que propomos a seguir:

1. Calculamos mddulo 10 o dobro de A;j, isto €, calculamos o resto de 2A;; na divisdo por 10,
(10)
que denotaremos por 2 © A;; .

2. Verificamos se o valor encontrado satisfaz <A(,~_1) A1) j+1)> = Aj(j4+1)- Caso afirmativo,
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(10) (10)
temos A(i,l)j =2 © A;j. Do contrério, A= 2.0 A;+1

De fato,

- Aini Aieni . Agpyi—1 Ag_pyi—1
_ (i-=1)j 2(i=1)j (i=1)j (i-1)j
Aij = <A(i—1)(j—1)>A(i—1)j> S { R +5, > ; ) +5}

= A1) € {241, 2A0;; =10, 2A;;+1, (2A;;—10) +1}

0 que equivale a

(10)

10 (10)
A(ifl)je {2 © Aij, 2 © A,‘j‘Fl}.

Uma vez obtido o valor de a, (6.7) nos ensina que devemos escrever a como soma de poténcias

de 2, o que fazemos construindo a matriz

=

N
Q

N
I
2|

B (ao)

Conforme provamos na proposi¢ao 6.1. Note, entretanto, que essa matriz ja foi obtida no processo
de reconstrugdo de [a],, bastando agora que reescrevamos seus termos modulo 2. Na verdade, é
totalmente dispensével a construgdo de |a|, por completo, uma vez que s6 precisaremos de A. Isto

suaviza sensivelmente o processo e nos devolve a na base 2 de imediato.

[lustraremos o processo detalhadamente no exemplo a seguir:

Exemplo 6.6. Converteremos a dizima g = 0,05078125 para o sistema bindrio. Para isso, deve-

mos:

1- Determinar as dimensdes de [a],, e sua linha final g,:

n=Ng)=8eq=(05078125)
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2- Construir [a],,:

0/5/0]7|8]1]2]5

3-Determinar os termos Ajj, Ay;_1) € Ay;_2) que jd conhecemos:

R ||| N

0[5(0]7

4-Calcular os termos que faltam por teste e verificagdo: Se A;_y); € o digito procurado e A;j € o

digito que estd imediatamente abaixo na matriz, fazemos

(10)
x=2 Aij (6.8)

e depois verificamos se ocorre
XA G)) = Bij)- (6.9)

Se a igualdade 6.9 € verdadeira, entdo x = A;;_y);; caso contrario, A;;_1); = x+ L.

Usando isto para determinar os elementos da pendltima linha, temos:
(10) _

x=20T7=4= (46)=3#8 = Au=>5
(10) _

x=200=0= (0,5=2#7 = Az=0+1=1

,1>:0 = A =0

(10)

(
(10)
x=2© 5=0=> <
x=2 g)) 0=0 = <

0
0,0)=0#5 = A =0+1=1:
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5

2|5

1125

6(2]5

12
11011]5]6 5
0[5{0]7|8 215

De modo anélogo determinamos os demais termos da matriz complementar:

5

215

625

8(1(12]5
410(6(2(5
21013111215
110]1|5]6
0/5/0]7|8 5

5-Construir a matriz coluna A, para obter a: Basta decidir o valor binério de cada célula: O ou 1, o

que se pode fazer facilmente resolvendo as equagdes em Bi(ag) dadas por:
(Bi(ao), A ) = Ay (6.10)

e lembrando que Aj; = (@p,0) e B3(ap) = |¢] = 0. Usando isto, temos:

=
—
8]
(=)
~
(9)]
~_—
I
\®]
=
—~
I
o
~
I
e}
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<m,2>=1 = BS(ap) =0

(B7(@).1) =0 = BT(a) =0

Logo, temos

o |
|
S O O O O = = O =

e entao,

a= (ﬁs(ao)ﬁ7(ao)ﬁ6(ao)ﬁs(ao)ﬁ4(ao)ﬁ3(ao)ﬁz(ao)ﬁl(ao)56>2:=(000001101)2=:
= (1101);

oquenosdia= 23422 41.

6-Escrever a soma bindria conforme 6.7:

a =

1 11 1 1 1
55+ 353 35 = 55+ 35 + 5 = (0,00001101);. O

Na verdade, uma vez de posse da expressao bindria de a, podemos operar diretamente na base
2 se fizermos a conversdo do divisor, o que € algo simples e que torna os cédlculos mais diretos e

intuitivos. No exemplo anterior, poderiamos fazer 28 = (108)2 e entdo,

a 1101
— = —=] =1(0,00001101),.

Exemplo 6.7. Escrevamos g = 7,8359375 no sistema bindrio:

Inicialmente, separamos as partes inteira e nao inteira:
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lg| =7=22+2+1=(111),.

Para g — |q|, construimos a matriz conforme o tutorial anterior. Por praticidade, escreveremos
uma coluna adicional 4 esquerda da matriz para representar A, e uma linha extra acima, para repre-

sentarag ea_q:

1110
115
01715
11131715
0116|8715
11131437
1/6]7|1]8
01813519 5
1101011
Logo,q—|q]| = ———) =1(0,1101011),,
107 )
e dai,
g=(111,1101011)5;. O

6.5 Aplicacoes com a Forma Produto

Encerraremos nossa exposi¢do apresentando duas singelas aplicacdes do algoritmo do par binario
que podem ser confortavelmente usadas em qualquer etapa do ensino bdsico, e que decorrem da
Jforma produto (Definicao 5.9). De fato, para obté-las, ndo precisaremos dispor de nenhuma teoria

adicional, mas tdo-somente da reescrita adequada do quociente em questao.
. . a .. .
Seja, pois, g = — - 10™. Analisaremos separadamente os casos m # n e m = n:
2]’1

1) Se m # n, reescrevendo
a

T on.10-m

obtemos quocientes com novos divisores ndo contemplados até aqui, mas inteiramente calculdveis

q

pelos métodos que propomos.

»
| W
(o)}

Exemplo 6.8. Calculemos a forma decimal de g =
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Sabemos que 256 = 28, e dai, temos 2,56 = 28 - 1072, Logo, podemos reescrever

3 3,
- _ > .10
1= 38102~ 28

e dai, precisamos construir a matriz [3]g. E o que faremos:

3]
115
715
31715
118|715
913|715
41687
1. 12131413
001|171 5
Temos entdo g = 0,01171875 - 10° = 1,1171875. 0
18000
E lo 6.9. P = , b
xemplo ara q 0.0032 emos
_18-10° 18 107
1= 5510+~ 25
18
Calculando —, temos:
75
118
9
415
212
RN 5
0/0|5 215
e entdo, g = 0,05625 - 107 = 562500. O
Exemplo 6.10. Para g = 0,7 temos
Pl0 018 P4 = 1600
7-1000 7
q 1073

PN TR
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e dai temos:

[7]a =

S O = W
B~ 00 9 W
W 3 W
~N W

9]

o que nos dd g = 0,4375- 1072 = 0,0004375. ]

2) Se m = n, podemos escrever

a 10" 10\"
q:i10n20720(7> :a'5n7

e obtemos uma identidade que nos permite aplicar a divisdo por 2" e, consequentemente, do Algo-

ritmo do par bindrio para o cdlculo de produtos do tipo a - 5":

Proposicao 6.5 (Multiplicacao por Poténcias de Base 5). :

SekeN*, ICZea=Y 410/, entioa-5 =Y B*(a;)10’

icl icl

Em particular, se n = 1, a identidade
a-5:g-10 6.11)

nos retorna o produto por 5 por meio da divisdo por 2. Por outro lado, se a = 1 temos

1
5"=—-10"
2n

. 1 . . L
e o teorema 5.2 nos diz que o possui n algarismos fraciondrios, e dai, o produto pelo fator 10" nos
diz que 5" serd o nimero cujos algarismos sdo a n—ésima linha da matriz [1],, cuja determinagdo

ndo oferece maiores dificuldades.

Exemplo 6.11 (Multiplicacdo por 5). Vamos calcular alguns produtos de fator 5:
147 — — _ _
a) 5-147 = —=-10 = (0,1)(1,4) (4,7)(7,0) = 0735.

.10-3 ~
% 10= 92_5 1072 =(0,9)(9,5),(5,0)-10% = 0,475.

¢) 0,099-0,05=99-107%-5-1072=99-5-10" = (0,9)(9,9),(9,0)- 10~* =495-10* =
= 0,00495. O

b) 0,095-5=
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Exemplo 6.12 (Poténcias de 5). Vamos determinar as poténcias 53,55, e5’. Por 6.12, as conse-

guiremos determinando a 3.%,a 5.* e a 7.* linhas de [1]:

5
25
125
[1],=]10 6 2 5
03125
015625
00738125
Temos entdo 5° = g3 = 125,5° = g5 =3125e 5" = g7 = 78125 O

Exemplo 6.13 (Produto por poténcias de 5). Calculemos p = 57 - 5%

Pela proposicio 6.5, p = qo - 10°, 0 que nos induz a determinar a 9. linha de [57]y:

7
8|5
4)12]5
701]2]5
305(6(2]5
1|7/8/1]2]5
819[216(2]5
4lals5(3]1]2]5
l21202l6]5/6(2]5
olof1|1|1]3[2]8[1]2]5
Logo, p = 111328125 O

Exemplo 6.14. Calcular 0,25 :

_ _ 6 1 6 1
Temos 0,25 = (25-1072)* = (5%-1072)3 =55.10 6:i-loﬁlo 6:¥:q6

Agora, consultando a matriz que construimos no exemplo 6.12, temos g¢ = 0,015625. Ol



PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA: JOGO DOS CARTOES
NUMERADOS

7.1 Descricao e Regras

O Jogo dos cartdes numerados € uma popular atividade matematico-recreativa da linha das "mate-
magicas", segmento de jogos matematicos que se prestam a utilizacdo de propriedades aritméticas

dos nimeros inteiros para gerar o efeito da adivinhag@o ou previsao do futuro.

Como seu nome sugere, este jogo consiste numa colecdo de cartdes, em geral 6, cada um com
32 ndmeros inteiros escolhidos entre o 1 e o 63, inclusive, distribuidos de forma aparentemente
aleatéria em cada cartdo, em ordem crescente, de modo que cada nimero aparece em pelo menos

um dos cartoes.

Participam dele dois jogadores, um um dos quais ocupard a funcio de "magico"e o outro, a
funcdo de voluntdrio da "plateia". A este ultimo, serd entregue o baralho e caberd escolher um
nimero qualquer de um dos cartdes. Em seguida, € solicitado a memorizar o nimero escolhido e
manté-lo em segredo. Os cartdes sdo mais uma vez embaralhados e entregues ao mégico. Feito
1Ss0, 0 mdgico os tomard nas maos € 0s mostrard um por um ao voluntdrio, que serd convidado a

indicar os cartdes que possuem o nimero que escolheu.

O voluntério, entdo, faz isso, e ao fim da tltima carta mostrada pelo magico, este, como num

"passe de mégica", revelard a plateia o nimero escolhido por aquele, para surpresa de todos.

7.2 O Segredo

Ha diversas referéncias disponiveis, sobretudo na internet, que se prestam a explicar o funciona-

mento da suposta magica dos cartdes. Dentre estas, destacamos Menezes ([22]) que o faz para o
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caso particular do jogo para 5 cartdes. Aqui o faremos para a forma mais habitual de apresentacio
do jogo, a de seis cartas, que permite a utilizacao dos inteiros no intervalo de 1 a 64. Para tanto,

considere o quadro 7.2, na qual sdo exibidas o conjunto de cartas para tal apresentagao.

Atentemo-nos agora ao primeiro nimero de cada cartdo. Perceba que em todos eles essa po-
sicdo € ocupada por uma poténcia de 2; a saber, 1, 2 ,4, 8, 16, 32. Para facilitar a referéncia,
nomearemos os cartdes de acordo com esse primeiro nimero: assim, a carta 22 ou 4 serd a carta

cujo primeiro nimero € o 4, por exemplo.

Conhecido isto, o truque é bem simples: quando o voluntario for solicitado a indicar em quais
das cartas o nimero escolhido comparece, o0 magico deve atentar rapidamente para o valor desse
primeiro nimero em cada cartela, com o fim de os somar a medida que as cartas escolhidas foram
sendo reveladas. A menos de erro de atengdo do voluntario ou de calculo do mégico, o nimero

secreto sera o resultado dessa soma.

Quadro 2: Cartoes para o jogo com seis cartas

carta 2° carta 2! carta 2°

3 5 7 2 3 6 7 4 5 o6 7
9 11 13 15 10 11 14 15 12 13 14 15
17 19 21 23 18 19 22 23 20 21 22 23
25 27 29 31 26 27 30 31 28 29 30 31
33 35 37 39 34 35 38 39 36 37 38 39
41 43 45 47 42 43 46 47 4 45 46 47
49 51 53 55 50 51 54 55 52 53 54 55
57 59 61 63 58 59 62 63 60 61 62 63

[

carta 2° carta 2* carta 2°
8§ 9 10 11 16 17 18 19 32 33 34 35
12 13 14 15 20 21 22 23 36 37 38 39
24 25 26 27 24 25 26 27 40 41 42 43
28 29 30 31 28 29 30 31 4 45 46 47
40 41 42 43 48 49 50 51 48 49 50 51
44 45 46 47 52 53 54 55 52 53 54 55
56 57 58 59 56 57 58 59 56 57 58 59
60 61 62 63 60 61 62 63 60 61 62 63

Fonte: Autor, 2013

Exemplo 7.1. Suponha que o voluntario escolha um nimero que esteja nos cartoes 20 21e2%. O

madgico, nesse caso, deve realizar mentalmente a soma: 16+2+1=19 ]
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E claro que tanto mais convincente serd a magica quanto maior for a destreza do magico em

realizar cdlculos com as poténcias de 2 referente as cartas.

7.3 Analise do Jogo

O segredo do funcionamento do jogo reside na forma criteriosa com que os nimeros sdo distri-
buidos entre as cartelas. Com efeito, considerando a Proposicdo 6.2, sabemos que todo nimero
inteiro pode ser escrito de maneira tinica como uma soma de poténcias de base 2, a qual, por sua

vez, se associa uma forma binaria inteira.

Nessas condi¢des, perceba inicialmente que se considerarmos as poténcias 20, 21, 22, 23 , 24
e 2°, entdo o menor inteiro positivo que pode ser representado a partir da soma de tais parcelas é

20 = 1, enquanto que o maior inteiro é dado por 1+2+4+8+16+32=63.

Tendo isto em vista, a ideia é a de alocarmos em cada carta 2" todos, e apenas 0s ndmeros
inteiros que possuem a parcela 2" em sua forma bindria. Desse modo, quando o voluntdrio nos
indica as cartas em que constam o nimero que ele escolheu, ele estard, na verdade, nos retornando

a representacao bindria do nimero escolhido. Dai, uma soma trivial nos revela o resultado.

Exemplo 7.2. : No caso do exemplo 7.1, quando o voluntdrio nos retorna a informagao de que
o numero escolhido encontra-se nos cartoes 20, 2l e 24, estard revelando que o niimero escolhido
possui a forma bindria em que as ordens 0, 1, e 4 sdo ndo-nulas, do que segue que o numero
escolhido serd dado por (10011), = 2Y4241=164+24+1=19 [

7.4 Construcao dos Cartoes

Uma vez tratado o funcionamento do Sistema Bindrio e explorada a técnica de conversdo que apre-
sentamos no capitulo 6, a confeccdo de um conjunto de cartdes pelo aluno pode se constituir numa
atividade de assimilacdo de conteido muito enriquecedora. De fato, uma vez tendo aprendido a
escrever na forma bindria um inteiro dado no sistema decimal, a construcao de um baralho de seis

cartas exigird do aluno que este converta corretamente os nimeros inteiros no intervalo de 1 a 63.

Aqui sugerimos que se organize um quadro cujas linhas sejam as formas bindrias dos inteiros
de 1 a 63, e cujas colunas sejam os algarismos bindrios de cada ordem. Nessas condi¢des, a bije-
tividade da fun¢do que associa um inteiro a a sua representagdo bindria (Teorema 2.1) nos garante

que as linhas de tal quadro sdo distintas entre si, acontecendo o mesmo com suas colunas.
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Uma vez feito isto, os cartdes do jogo se referirdo a cada uma das ordens bindrias (colunas) do
nimero inteiro a (linhas), e dai, cada cartdo 2' deverd conter os ndmeros cujas linhas correspon-

dentes apresentem o digito 1 na coluna relativa i.

Nos quadros 7.4, 7.4 e 7.4 apresentamos o quadro correspondente a um conjunto de 6 cartas.

Para ilustrar o processo, considere o exemplo a seguir:

Exemplo 7.3. : Suponha que queiramos construir o cartao 2*. Observemos, entdo, a coluna cor-
respondente a 2* nos quadros 7.4, 7.4 e 7.4. Nelas, as linhas que possuem o digito 1 sdo, em ordem
crescente, as linhas de 16 a 31, e as linhas de 48 a 63. Isto significa que o cartdo 2% deverd conter

todos os inteiros de 16 a 31, e de 48 a 63, inclusive. L]

Quadro 3: Codificacao Binaria dos inteiros de 1 a 21 para confeccio dos cartoes

N
n
Q
~
IS
oY)
Q
)
2
S
(e}

e|%| 5| 5| 5| E| 5| 5| 2| 3| 0| oo | o] |+l 1o] |

[}
S

(=2 = I I I I I ] I ) ) ) ) ] ] I i =} [} ]
— | | k| | DD PP PP PSS
SO | | k| k| e | ek | e | | D D | DD D@
— | O DD D | k| k| | O DD D | k| k| | D DD
S O k| | D k| k| | D | o | O D k| o | O D[ ek | e |
— S| k| D k| D[ k| D] k| D[ k| D ek | D[ ek | D ek | D[ ek | D b

[\
—_

Fonte: Autor, 2013
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Quadro 4: Codificacao Binaria dos inteiros de 22 a 42 para confeccao dos cartoes

ao

ai

as

a4 | as

as

22
23

24
25

26
27

28

29

30
31

32
33

34
35

36
37
38
39
40

41

42

Fonte: Autor, 2013
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Quadro 5: Codificacao Binaria dos inteiros de 43 a 63 para confeccao dos cartoes

ao

ai

as

a4 | as

as

43

44
45

46

47

48

49

50
51

52
53

54
55
56
57
58
59
60
61

62

63

Fonte: Autor, 2013
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7.5

Sequéncia didatica

A seguir apresentamos uma sugestdo de sequéncia didética utilizando o Jogo dos cartdes numera-

dos:

Objetivo

Introduzir o Sistema de Numeragao Bindrio no universo Z.

Puablico-alvo

Alunos do Ensino Fundamental, Ensino Médio ou Médio Profissionalizante voltado para a area

das ciéncias da informacdo e afins.

5.

6.

Metodologia e Tempo Pedagogico

. Apresentacdo do Jogo dos cartdes numerados e exposicdo do seu funcionamento (1 h/a);

Apresentacdo do Sistema bindrio de numeracao e da decomposi¢do de um inteiro como soma
de poténcias de base 2 (2 h/a);

. Abordagem tradicional da conversao entre os sistemas Bindrio e decimal (2 h/a);

Introdugao do Algoritmo do Par bindrio no contexto da itera¢do de quocientes e sua aplicacao

na conversdo de nimeros inteiros da forma decimal para a bindria (2 h/a);
Atividade de fixacdo de aprendizagem e avaliacdo: Confeccdo dos cartdes do jogo (2 h/a);

Levantamento de questdes complementares (2 h/a).

Para a etapa de conclusio de trabalhos, convém levantar questdes que instiguem o estudante a

refletir sobre as consequéncias na alteracdo de algumas caracteristicas do jogo, tais como o uso de

um intervalo maior de inteiros, o que tornaria o efeito do truque ainda mais surpreendente, embora

aumente a quantidade de cartas, e dai, a complexidade dos cdlculos mentais envolvidos, o porqué

da utilizacdo da base bindria ao invés de outra qualquer, bem como a possibilidade de repetir o

truque em tais condicdes, dentre outros questionamentos do género cuja resposta, em geral, pode

exigir uma maior compreensao do sistema de representacdo nimerico, e dai, suscitar o desejo de

pesquisa complementar no estudante.

Além das etapas prescritas acima, a depender da maturidade da turma, tempo disponivel para

tanto e objetivos especificos do curso, constituem interessantes desdobramentos da proposta a abor-

dagem dos seguintes temas suplementares:
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(a) Sistema binario em R e aplicacdo do Algoritmo do par bindrio na conversao entre as bases 10

e 2 nesse universo;
(b) Operacgdes fundamentais no sistema bindrio: Tdbuas de operacdo em Z;;

(c) Conversdo entre linguagem de maquina e linguagem humana: Neste tema, pode ser parti-
cularmente interessante mencionar a Tabela de Cédigos ASCII ! que consiste numa tdbua de

conversdo de caracteres e comandos codificados entre as bases decimal e bindria, e

"€ usada pela maior parte da industria de computadores para a troca de informagdes
[entre homem e médquina]. Cada caractere € representado por um cédigo de 8 bits?"
(Cruz: [8)).

Avaliacao

Sugerimos que seja feita de duas formas distintas e complementares: a primeira, continua e sub-
jetiva, no decorrer do processo, englobando aspectos como participagdo e trabalho em grupo, e

objetiva e focal, ao final do processo, contemplando o contetdo de inicio proposto.

1sigla da lingua inglesa para American Standard Code for Information Interchange, que em portugués significa
"Cédigo Padrao Americano para o Intercimbio de Informagdo"

2pit: Binary digit: Termo utilizado na computacdo para representar os algarismos do sistema bindrio: 0, que
representa o circuito aberto, e 1, que representa o circuito fechado.



CONSIDERAGOES FINAIS

No presente trabalho apresentamos o algoritmo do par bindrio, teorema de nossa autoria que possi-
bilita o cdlculo da forma decimal do quociente numa divisao euclidiana por 2 de dividendos inteiros
a partir da defini¢do da funcdo par bindrio, que se presta a associacao direta de cada algarismo do

dividendo ao seu respectivo de mesma ordem no quociente.

Demonstramos a validade de tal algoritmo no universo Z partindo de sua forma mais elementar,
para o divisor 2, e, a partir dai, recorrendo a anélise real, indu¢do finita e a notagdo matricial, pro-
cedemos a generaliza¢do do algoritmo do par bindrio a dividendos em R, num primeiro momento,
e a divisores do tipo 2", n € N*, em seguida. Para tanto, definimos a fun¢o par bindrio composto
e estabelecemos a conexao com a dlgebra matricial, com o que tornou-se possivel a determinacao
de cada algarismo do quociente a/2" a partir da iterada aplicag¢@o da fun¢do par binario em cada
algarismo do dividendo, tomados a partir da maior para a menor ordem. Nessa fase foi possivel
detectar diversas regularidades interessantes relativas a terminag¢ao decimal dos quocientes itera-
dos a partir de dividendos decimais de expansao finita, o que contribuiu significativamente para a

aceleracao do processo.

Como consequéncia direta dos resultados tratados no decorrer do texto, foi possivel detectar
diversas possibilidades de aplicacdes, das quais destacamos a conversdo de nimeros reais entre
as bases decimal e bindria, o calculo de poténcias de 5 com expoente natural e o produto por tais
poténcias, e obtivemos, como coroldrio do teorema do par bindrio em Z, o algoritmo tradicional

da multiplicagdo por 2.

Finalmente, como produto final de nosso trabalho, propusemos uma sequéncia diditica baseada
no conhecido jogo "matemadgica dos cartdes numerados", na qual € introduzido o sistema bindrio
de numeracdo e a teoria desenvolvida nos capitulos precedentes € aplicada como facilitadora do

processo de ensino de tal contetdo.
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Por ocasido da conclusdo deste trabalho, percebemos que o estudo do tema proposto ndo se
encontra definitivamente encerrado. Conjecturas tais como a possibilidade de generalizacdo da
funcdo par bindrio a outros divisores, do teorema principal a outras bases de numeragdo, e da
existéncia de uma regra geral para o cdlculo da terminagdo decimal de quocientes de dizimas
finitas com qualquer nimero de algarismos fraciondrios, dentre outras, surgiram naturalmente no

nosso estudo e mostraram-se como pistas para um futuro prosseguimento para tal pesquisa.
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