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RESUMO

Neste trabalho foi investigado através do padrdo de difracdo de Fraunhofer, como
encontrar a carga topoldgica de feixes com simetria eliptica que possuem momento
angular orbital. Para realizar tal procedimento foram utilizados os feixes Mathieu,
feixes Ince-Gaussianos e os feixes Hermite-Gaussianos com vortices utilizando
variados valores de carga topoldgica | e diferentes graus de elipsidade, incidindo o
feixe em uma abertura triangular isésceles. Os resultados numéricos e experimentais
concordaram mostrando que para um caso de simetria mais complexa, cuja fase nas
bordas do triangulo ainda possuem um crescimento quase-linear, a técnica do
padréo de difracdo por uma fenda triangular possibilita determinar o médulo e o sinal
da carga topoldgica de forma simples.

Palavras-chave: Carga Topoldgica. Difracdo. Feixes Ince-Gaussianos. Feixes
Mathieu. Feixes Hermite-Gaussianos com vortices. Momento Angular Orbital.



ABSTRACT

In this work it was investigated through the Fraunhofer diffraction pattern how to find
the topological charge of beams possessing orbital angular momentum with elliptical
symmetry. In order to perform such a procedure, the Mathieu beams, Ince-Gaussian
beams and the Hermite-Gaussian vortex beams were used along whith various
topological charge values | and different degrees of ellipsity, with the beam
impinging on an isosceles triangular aperture. The numerical and experimental
results agreed for a more complex symmetry case, in which the phase at the edges
of the triangle instill has a quasi-linear growth, showing that the technique of the
diffraction pattern by a triangular aperture make it possible to find the module and the
signal of the topological charge in a simple way.

Key-words: Topological Charge. Diffraction. Ince-Gaussian Beams. Mathieu
Beams. Hermite-Gaussian vortex beams. Orbital Angular Momentum.
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1 INTRODUCAO GERAL

A teoria eletromagnética de Maxwell possibilitou a ciéncia uma enorme
abrangéncia em seus estudos, contribuindo com uma nova visao para o estudo da
luz. Dessas contribuicbes podemos destacar a descricdo de propriedades, em
particular, o fato de a luz transportar energia, momento linear e momento angular,
proporcionando aos pesquisadores ferramentas para explicagbes dos fendmenos da
natureza.

Dentre essas caracteristicas da luz serd dada uma maior énfase no estudo
sobre o0 momento angular, em particular o momento angular orbital. O momento
angular da luz pode ser dividido em duas partes, 0 momento angular de spin ou
intrinseco, associado aos estados de polarizacdo do campo elétrico podendo ser
circular no sentido horario ou anti-horario. E 0 momento angular orbital, associado a
distribuicdo transversal do campo eletromagnético.

Em 1909, Poynting? observou que era transferido um momento angular de +#
por féton incidindo uma luz circularmente polarizada em uma placa de quarto de
onda. Em 1992, Allen et. al.® demonstraram que feixes de luz com a fase azimutal

exp(—ilp), onde ¢ é a coordenada azimutal e | é um nimero inteiro denominado de

carga topologica, possuem momento angular orbital dado por Iz por féton e
diferentemente do spin ele ndo necessita de polarizacdo circular para existir. Isso
despertou o interesse em varias areas de pesquisa como, por exemplo, informacéo
quantica’ e biofisica®.

Uma caracteristica de suma importancia nos estudos de feixes com tal fase
azimutal é a singularidade de fase no centro do feixe, sendo indeterminada a fase no
centro de feixe e sua intensidade no centro nula, onde tais singularidades, em
dptica, sdo conhecidas como vértices 6pticos®.

Outra caracteristica de alta relevancia é o fato de a fase azimutal proporcionar
uma frente de onda helicoidal, disso decorre o fato de que existe um momento
angular orbital na direcdo de propagacao do feixe proporcionado pelo vetor de
Poynting. O feixe pioneiro com tais caracteristicas é denominado Laguerre-Gauss,
que é solucdo da equacdo paraxial de Helmholtz em coordenadas circulares
cilindricas, podendo ser decomposto em termos dos feixes Hermite-Gauss’.

Uma familia de feixes conhecidos como feixes Bessel®, pelo fato da funcéo

gue descreve simetria radial do feixe ser a funcdo de Bessel, despertou a atencéo
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da comunidade cientifica por ele ser um feixe ndo-difratante, ou seja, seu perfil
transversal ndo muda durante a propagacdo, pois até entdo os feixes modulados
pela funcdo gaussiana n&o possuiam tal propriedade. Feixes Bessel de alta ordem?,

que sao feixes Bessel possuindo a fase azimutal exp(-ilg), que foram bastante

expressivos para pesquisas vinculadas com pincas 6pticas®® por ndo apresentarem
um fator limitante, no caso a difracédo, para a manipulacéo de particulas.

Existem outras classes de feixes possuindo momento angular orbital, que séo
os feixes que possuem simetria eliptica. Feixes Bessel e Laguerre-Gauss sdo formas
mais particulares de tais feixes, pois quando tomamos a excentricidade de feixes
elipticos tendendo a zero eles retornam a simetria circular cilindrica.

O feixe Mathieu'* 2 foi o pioneiro dos feixes de simetria eliptica estudado. Ele
contém os vetores de onda formando um cone lhe caracterizando como um feixe
nado-difratante. Logo em seguida foram descobertos que os feixes Mathieu possuiam
altas ordens que continham singularidades de fase Ihe caracterizando como vortices

6pticos™® e que com o aumento do parametro g, atrelado a elipsidade do feixe, o

momento angular orbital diferia de 12* por féton.

Em 2004, Brandes et. al, percebeu que havia uma familia de feixes que surgia
como mais uma familia de feixes moduladas de forma gaussiana, denominados
feixes Ince-Gaussianos'. Além disso, ele também notou que fazendo uma
combinacdo linear entre os modos pares e impares do feixe, sem necessitar da fase

azimutal exp(-ilg), ele consegue criar um feixe com frente de onda helicoidal,

analogo aos feixes Mathieu de altas ordens®®.

Pouco mais de uma década depois, em 2015, foi descoberta outra classe de
feixes de simetria eliptica contendo momento angular orbital, chamados de Hermite-
Gaussianos com vortices'’, surgindo como uma superposicdo das amplitudes
complexas na n-ésima ordem de feixes Hermite-Gauss, cujo argumento € controlado
pelo parametro real a.

O primeiro estudo de difracdo usando feixes possuindo momento angular
orbital foi realizado por Sztul e Alfano® onde se notou que a carga topoldgica tinha
relacdo com o padrdo de difracdo através de uma fenda dupla. Assim, surgiram

varios estudos sobre difracdo com feixes possuindo momento angular orbital® 2% 2%

22
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No capitulo 2 iniciaremos pelas equacbes de Maxwell, passando pela
equacdo de Helmholtz, chegando a uma breve anélise nos feixes Laguerre-Gauss,
Hermite-Gauss e Bessel. Depois aprofundando os estudos abordando as principais
caracteristicas dos feixes de simetria eliptica, no caso os feixes Mathieu, Ince-
Gaussianos e Hermite-Gaussianos com vortices.

No capitulo 3, ser4 abordada a teoria da difracdo, tendo foco na difracdo de
Fraunhofer e suas principais caracteristicas. Logo ap0s serdo estudados trabalhos
envolvendo a difracdo com feixes de simetria circular cilindrica possuindo momento
angular orbital, pelas fendas simples, aberturas quadrada e triangular. Finalizaremos
com um estudo comparativo entre as fendas triangular e quadradas.

No capitulo 4, faz-se um estudo teorico e experimental sobre o padrdo de
difracéo de feixes com simetria eliptica possuindo momento angular orbital. Fazendo
o feixe incidir em uma fenda triangular isGsceles e vendo como o valor da carga
topoldgica e a elipsidade do feixe se relacionam com o padrao de difragdo obtido na
zona de Fraunhofer.

No capitulo 5, faz-se uma discussdo dos principais resultados obtidos na

realizacdo dessa dissertacao.
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2 FEIXES POSSUINDO MOMENTO ANGULAR ORBITAL

2.1 Equacao de Helmholtz

Partindo das equacdes de Maxwell' na sua forma diferencial em uma regido

onde h&a auséncia de cargas (p=0) e correntes ( j=0), tem-se:

V-E =0, (Lei de Gauss) (2.1)
V-B=0, (Lei de Gauss para o magnetismo) (2.2)
-~ = 0B , .
VxE = 3 (Lei de Faraday) (2.3)
= = E , . .
VxB = e, e (Lei de Ampére-Maxwell) (2.4)

onde E é o vetor campo elétrico, B é o vetor indugdo magnética, u, é a
permeabilidade magnética no vacuo e ¢, € a permeabilidade elétrica no vacuo.

Manipulando as equacbes de Maxwell utilizando a identidade
Vx(VxE)=V(V-E)-V?E, sabendo que V-E =0 pela equacédo (2.1) e substituindo
a equacao (2.3) na identidade, tem-se:

—2 —2
- oE 1 OE

VE=me = a (26)

1 . . . ~ . ~
onde ¢c=———, é a velocidade da luz no vacuo. A equacao encontrada é a equacao

N Ho€o

de onda da luz que faz a descricdo do campo elétrico no vacuo, dependendo da
forma como foi realizada a juncdo das equacbes de Maxwell pode-se encontrar a

mesma equacao em termos da indu¢cdo magnética.

Adotamos o campo elétrico escrito na forma E(r,t) = xu(r)exp(—i«t), onde

exp(—iat) € a fase espacial dependente do tempo, x € o vetor de polarizacédo e u(F)

€ a amplitude complexa da onda; inserindo o campo na equacao de onda encontra-

se:

vau(r) +k2u(r) =0, (2.7)
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onde o resultado acima é a equacédo de Helmholtz, em que k € o niumero de onda

2 , . , A
dado por k = @ :Tﬁ, A é o comprimento de onda e @ é a frequéncia angular.
c

A equacédo de Helmholtz descreve os fendbmenos de propagacao de ondas
acusticas, eletromagnéticas e elasticas, em meios continuos. A equacdo de
Helmholtz pode ser separada em 11 sistemas de coordenadas®!, mas, somente as
coordenadas cilindricas, elipticas, parabdlicas e cartesianas tém translacdo de
simetria permitindo que as equacbes sejam separadas em partes longitudinais e

transversais.

2.1.1 Equacéao paraxial de Helmholtz

Admitindo que o feixe se propague ao longo da direcdo z, escrevemos a

amplitude da onda da seguinte forma®:

u(r) = u, (r) exp(ikz) , (2.8)
onde uO(F) especifica o perfil transversal feixe e muda ao longo do eixo z devido a
difracdo, exp(ikz) é a dependéncia espacial rdpida, como o préprio nome sugere
muda mais rapidamente que se comparada a uO(F), aplicando a equacéo (2.8) na

equacdao (2.7) temos o seguinte resultado:

2 - 2 v 2 - -
0 uogr) N 0 uogr) N 0 uoz(r) + ik Auy(r) _ 0
OX oy oz oz

: (2.9)

tomando a concepgéo de que u, varia lentamente em relagdo a z, compreende-se
que em uma mudanga de Az=A41, tem-se Au, < U,, dessa forma tanto a primeira

derivada como a segunda variam mais rapidamente do que a amplitude u,,

2

. ou o°u , ~
significando que 8_0<< ku, e 5 2 < k?u, encontrando a chamada aproximag&o
z z

paraxial. Ignorando o terceiro termo devido a aproximacao paraxial e sabendo que o

2 2
laplaciano transverso de u, é dado por V’u, 9 l120 +a u2°, obtem-se a seguinte
oxt oy
equagao:
v 2y, +2ik M _g. (2.10)

0z
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onde a equacéo (2.10) é a equacéo paraxial de Helmholtz. A equacdo de Helmholtz,
no regime paraxial ou nao, possui solucbes em distintas coordenadas, neste
trabalho sera dado énfase nas coordenadas elipticas, como por exemplo, os feixes
de Mathieu, porém antes serd feito um breve estudo sobre as solu¢cbes em
coordendas cilindricas, feixes Laguerre-Gauss e Bessel, pois tais feixes foram os

pioneiros em destaque nos estudos de feixes de luz com momento angular orbital.

2.2 Feixes possuindo fase azimutal exp(—ilg)

Os feixes Laguerre-Gauss e Bessel apresentam um elemento em comum em

suas equacdes, que é a presenca de uma fase azimutal dada por exp(-ilp)3, onde

tais feixes transportam momento angular orbital de valor |z por foton,
independentemente dos estados de polarizacdo; onde | é um numero inteiro
chamado de carga topoldgica, que é todo o valor da mudanca sofrida pela fase, ao

longo de uma volta em torno do centro do voértice, dividido por 2z, e ¢ € o angulo

azimutal do feixe. Devido a presenca dessa fase azimutal em sua estrutura, quando
| #0, tais feixes apresentam caracteristicas em comum, como o fato da onda
durante a propagacdo ter uma estrutura helicoidal®®, assim como possui
singularidade de fase e com isso a intensidade no centro do feixe sera nula. De
acordo com o aumento do médulo do valor dessa carga topoldgica, o tamanho do
feixe também aumenta; e em relacdo ao sinal da carga topologica o feixe pode se
propagar helicoidalmente no sentido anti-horario para | <0 ou no sentido horario
quando | >0. E importante observar que quando invertemos o sinal da exponencial
o sentido do giro também se inverte. A figura (2.1) ilustra as caracteristicas citadas
acima, utilizando como exemplo um feixe Laguerre-Gauss. Note que o vetor de
Poynting simbolizado pela linha verde, no espaco livre, também segue a dire¢do do

fluxo do momento.
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Figura 2.1 - Caracteristicas de feixes possuindo fase azimutal exp(—ilg), utilizando

como exemplo o feixe Laguerre-Gauss.

Fonte: Padgett, 2004, p.36.

2.2.1 Feixes Laguerre-Gauss

A solucédo da equacao paraxial de Helmholtz em coordenadas cilindricas é

chamada de Feixe Laguerre-Gauss, onde sua amplitude complexa é dada por?:

r2 | . kr?
U, (r,e z)oc (=1)° [ ()] [ ()] P( 2R(2 )]exp(”@)

x| [ 2r® jexp{—l(2p+l+l)arcta [iﬂ
W (2) z

onde as fungdes:

. (2.11)
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R(2) = z{lj{ijz},
z
w(z) =w, [1+[ij ] ,
ZI‘

sao respectivamente o raio de curvatura da frente de onda no plano z e o raio do

2
feixe, z = ﬂo é chamado comprimento de Rayleigh, w, € a cintura minima do

r

. , A . z) .
feixe, L'p € o polindmio generalizado de Laguerre, o termo arctan (—J € a fase de
z

r

Gouy e o numero de anéis na distribuicdo radial € dado pela relacdo p+1.

Figura 2.2 - Perfis de intensidade de feixes Laguerre-Gauss a) p=0e l=2,b) p=0e

I=4,c) p=3el=2,d) p=3el=4.

©

Fonte: Autor, 2017.
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Os Feixes Laguerre-Gauss podem ser decompostos em termos dos feixes
Hermite-Gauss’, que sdo solucdes da equacdo paraxial de Helmholtz em
coordenadas cartesianas e ndo possuem momento angular orbital diferentemente

dos feixes Laguerre-Gauss. Sua amplitude complexa é escrita da seguinte forma:

H,..(X y,z)ocexp{— );v;r(zy) }Hm(ﬁﬁjm(\ﬁ Wz )jexp(lkz)

kK(x“+y“)z i 7
XEXF{ m} EXD{—I (m+n+1)arctan [Z_rﬂ

Onde H,_(5) é o polindmio de Hermite de ordem m. A ordem do feixe de

, (2.12)

Hermite-Gauss é dado por N, onde N =m+n. Os indices (p,l) séo correlacionados
com os indices (m,n) da seguinte forma: p=min(m,n) e |=|m-n|. A figura (2.3)

mostra algumas ordens dos feixes Hermite-Gauss:

Figura 2.3 - Perfis de intensidade de Feixes Hermite-Gauss: a) H,,, b) H,,, c) H,, ed)

H

00

o0
000 OOO

ViQloe0

Fonte: Autor, 2017.
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2.2.2 Feixes Bessel

Em 1987, Durnin® proporcionou uma nova visdo para os estudos dos feixes,
pois surgiram os feixes ndo difratantes. Neste tipo de feixe, diferentemente de um
feixe Laguerre-Gauss, ndo ha variacdo do padréo transversal do feixe ao longo do
eixo z propagacado. Dessa forma:

I(r,p,z>0)=1(r,p,2=0), (2.13)
assim, Durnin encontra uma solucdo para tal equacdo onde o fator difrativo &
limitado. A solucdo para um feixe de ordem zero onde a intensidade é méaxima no
centro é dado pela seguinte expressao:

E(r,p,z) =EyJ,(ar)exp(ifz), (2.14)
onde E, é uma constante, J, é a funcdo de Bessel de ordem zero, exp(ifz) é o

termo conhecido como propagador, « e [ sdo os vetores de onda transversais e

longitudinais respectivamente, que obedecem a relagdo k*=a®+%,0onde r, ¢, e z

sdo coordenadas de simetria cilindrica. Essa familia de feixes é chamada de feixes

Bessel. A figura (2.4) a seguir mostra um feixe Bessel de ordem zero, ou seja, | =0.

Figura 2.4 - Perfil de intensidade de um Feixe Bessel de ordem zero.

Fonte: Autor, 2017.

Feixes Bessel em teoria precisam de energia infinita, porém, como isso néo é
possivel experimentalmente, é feita uma aproximacdo onde o feixe é truncado, ou
seja, ele existe em uma regido determinada do espaco transversal logo, ele mantém

0 padrao de intensidade no perfil transversal por uma distancia longitudinal limitada.
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Feixes Bessel também podem ter ordens diferentes de zero, também
conhecidos como feixes Bessel de alta ordem®, eles possuem a fase azimutal
exp(ilp), apresentando momento angular orbital dado por |7, sendo caracterizados
como vortices Opticos e possuindo frente de onda helicoidal. A sua amplitude
complexa é dada pela seguinte expressao:

E(r, o, z) =E,J, (ar)exp(ifz) exp(ilp) , (2.15)

As figuras a seguir mostram alguns feixes Bessel de alta ordem diferentes

valores de |:

Figura 2.5 - Perfis de intensidade de feixes Bessel de altaordem: a) I=1eb) | =2.

Fonte: Autor, 2017.

2.3 Feixes com simetria eliptica

2.3.1 Feixes Mathieu

Os feixes Mathieu representam a solucdo da equacdo de Helmholtz em
coordenadas elipticas, e surgiram como uma forma alternativa de campos 6pticos
que ndo variam durante a propagacdo’, ou seja, em condicdes ideais, eles se
propagam indefinidamente sem mudanca no seu perfil de intensidade transversal.
Tais feixes sdo descritos em termos das fun¢cdées de Mathieu. Para que estes feixes
sejam invariantes na propagac¢ao, ou seja, nao difrativos, seus vetores de onda tém

gue ser contidos na superficie de um cone e obedecer as condi¢des impostas pela
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esfera de McCutchen, exibida na figura (2.6). Uma funcdo que obedece a tais
condicdes, em termos do espectro angular, € dada por:

u(x,y,z) = exp(ikzz)T A(p) xexplik, (xcosp+ ysinp)]de, (2.16)

onde ¢ é a variavel angular, k,=k,cosg, é o vetor de onda longitudinal,
k. =k ,sing, € o vetor de onda transversal e A(p) € uma fungéo arbitraria complexa.

Note que o termo integral relata a superposicdo de ondas planas inscritas em um

cone contido na esfera de McCutchen, onde o cone € descrito na relacao

k

Hozarctan(k—j. No caso dos feixes Bessel de ordem zero, sua equagdo €

z

encontrada resolvendo a integral acima e tomando A(¢) como uma constante sendo

o seu perfil transversal modulado pela funcdo de Bessel de ordem zero dada por

Jo(ker).

Figura 2.6 - Esfera de McCutchen e os vetores de onda formando um cone dentro da

mesma.

Fonte: Gutiérrez-Veja, 2000, p.1494.

Ja para ter uma melhor compreensdo de qual funcdo modela o padrdo
transversal dos feixes Mathieu, primeiramente resolve-se a equagédo de Helmholtz

em coordenadas elipticas. Fazendo as substituicbes das variaveis
x = f cosh(¢)cos(n), y= fsinh(¢)sin(n) e z=z, onde ¢ é a coordenada radial no

intervalo 0<¢{ <o e n é a coordenada azimutal no intervalo 0<n <2z, f € o foco
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da elipse. Inserindo a mudanca de coordenadas na equacéo de Helmholtz encontra-
se a seguinte expressao:

ocu¢.n2) 2 o°u(¢,n.2) , O°u(g,n,2)
oz’ f?(cosh 2¢ —cos 277) oc? on’

]+ k’u(¢,n,2)=0, (2.17)

admitindo a dependéncia longitudinal do feixe ser da forma exp(ik,z), utilizando a

técnica de separagdo das variaveis tomando a amplitude complexa da forma
1 e
R(£)©(77) exp(ik,z)

2
ViRl

u(<,n,z) = R($)O(n7) exp(ik,z) , posteriormente multiplicando por

sabendo que os vetores de onda obedecem a relagdo k®=k’+k?, encontra-se a

seguinte equacéao:

OR(C) 1 O 1 ) fAK? i .
(agz R(g)+ o ®(77)j+ 5 (cosh24 —cos2r) =0, (2.18)

separando os termos radiais e angulares em lados opostos da equacéo e adotando

uma constante de separacédo t , tem-se:

azalz(f)—(t—chosh 20)R($) =0, (2.19)
826(2’7 ) 1 (t—2qcos 27)@(1) =0, (2.20)

essas equacdes sdo respectivamente as equacoes radiais e angulares de Mathieu, o

2¢2
arametro g =— contém informacdes sobre o vetor de onda transversal k e o
4 t

foco da elipse f, ou seja, quanto maior o valor de g mais eliptico sera o feixe .
As solucdes da equacdo (2.18) sdo desenvolvidas por forma analoga as

2
| 5

utilizadas nas fungbes de Hankel” escritas em termos de combinagdes lineares.

Desta forma, as solugdes dos feixes Mathieu na ordem zero séo dadas por:
u®(¢,n,z;0) =[R, (£:9)+iF, (£:a)lce, (7:9)exp(ik,2) , (2.21)
u®(<,n,z;0) =[R, (£:9)—iF, (£:a)lce, (7:0)exp(ik,2) , (2.22)

onde R, (¢;q) e F _(¢;q) sdo fungBes de Mathieu radiais pares de primeiro e

segundo tipo respectivamente, e cg, (n;q) é a funcdo angular par de Mathieu. Essas

equacdes representam a trajetoria das ondas planas, em que seus vetores de onda

constituem um formato de um cone, a equacao (2.21) representa a abertura conica
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divergindo e a equacéo (2.22) o cone convergindo para um ponto. Em um espaco

infinito as ondas se sobrepdem, surgindo:
u(¢.m.z;0) =R, (&;a)ce, (7:9)exp(ik,z) (2.23)
onde essa é a amplitude complexa do Feixe Mathieu de ordem zero. Seu perfil de

intensidade transversal, em z =0, € mostrado na figura (2.7).

Figura 2.7 - Perfil de intensidade de um feixe Mathieu, q=5 e 1 =0.

1

09
0.8
40.7

40.6

Fonte: Autor, 2017.

Fixando um valor do arbitrario para k,, tendo q—0 os focos da elipse
colapsam em um uUnico ponto, o feixe adquire um perfil circular tornando-se um feixe
Bessel de ordem zero. Quando q-—>oo, torna-se uma grande coluna com a

intensidade quase proporcional em todos os maximos. E | para os feixes Mathieu é
o valor do modulo da carga topologica.

Analisando feixes Mathieu através da solucdo via equacdo de Helmholtz
observando a equacéo (2.23) e comparando termo a termo com a equacéo (2.16),
observa-se que o termo integral tem uma relagcdo de proporcionalidade com os
termos R, (£;0)ce (77:q). De fato, aplicando A(p)=ce,(¢;q) na equagdo (2.16),
fazendo a transformacéo em coordenadas polares com x=rcosé@, y=rsend e z=12,

utilizando a relagé@o de Euler obtém-se:
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Tceo (¢:q)cos| krcos(p—0)|de
u(r,6,z) =exp(ik,2){ ° . (2.24)
+_|' ce, (¢;0)isen[ k,rcos(p—0)]dg

De acordo com a tabela de integrais®®, a segunda integral tem valor nulo e o

resultado final do campo tem a seguinte relagéo de proporcionalidade:
u(¢.m,z;0) < R, (£;0)ce; (17:0)exp(ik,z) . (2.25)
Com isso, infere-se que ce,(p;q) modula o cone formado pelos vetores de

onda para a equacao de Mathieu de ordem zero.

Figura 2.8 - Transformada de Fourier de um feixe Mathieu de ordem zero e q=5.

Fonte: Autor, 2017.

Para os feixes Mathieu de alta ordem, ou seja, | >0, o espectro angular do
campo sera escrito como uma combinacao linear das solugbes angulares na forma

A(p) =eg (p;q) =ce (¢;q) +ise (¢;q) . Substituindo esta expressdo na equacao (2.16)

tem-se o seguinte resultado:
27
u(x,y,z)= exp(ikzz)J. [ce (@;q) +ise (p; Q)] x exp[ik, (Xcosp + ysing)]de . (2.26)
0

Novamente aplicando coordenadas polares e a relacao de Euler tem-se:
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u(r,0,z) = exp(ikzz)zf{[ceI (¢;q) +ise, (¢; q)]x{cos[k,r cos(p — 8)] +isen[k.r cos(p— )]} }d e ..

2z (ce (@; q) cos[k r cos(ep — )]+ ice (p; q)sen[k.r cos(op — O
u(r10’ Z) :exp(lkZZ)J. |(¢ q) [ t ((0 )]+ .|(¢ q) . [ t (¢ )] d -

o | +1s€ (@;q) cos[k r cos(e— )] +ise (¢; q)isen[k,r cos(¢—0)]
Utilizando a tabela de integrais®®, o segundo e o terceiro termo se anulam

resultando na amplitude complexa do feixe Mathieu de alta ordem, dada por:
u(¢,m.z;0) =[A (@R, (£;a)ce (m:0)+iB (1)S, (& a)se, (7 A)lexp(ik,2) , (2.27)

onde S, (¢;q) € a funcdo radial impar de primeira especie, se,(7;q)€é a funcao

angular impar de Mathieu, A(q) em que (1=0,12...) e B(q) em que (I=12...)séo

os coeficientes pares e impares respectivamente. No caso particular em que 1>2 e

qgg—l, os coeficientes A(q) e B,(q) se tornam constantes podendo ser postos
em evidéncia na equacgao. Na figura (2.9) tém-se alguns feixes de Mathieu de alta
ordem e seus padrdes de intensidade e fase.

Note que similarmente aos feixes Bessel, esta familia de feixes possui
infinitos anéis, porém agora com uma estrutura eliptica e que quanto maior o valor
do parametro q, mais eliptico serd o feixe, e percebe-se a separacdo do voértice
concentrado no centro se distribuir em cargas topoldgicas unitarias ao logo do eixo
maior. Quanto maior o valor de |, maior o vortice 6ptico. E importante observar que
na estrutura de fase do feixe para | =1 a fase é formada por um simples anel de
forma eliptica, mas quando |>2 se formam voértices distintos no decorrer de uma
linha cada uma contendo um valor unitério de carga topoldgica.

Um aspecto relevante para essa familia de feixe € que o momento angular
orbital por féton do feixe ndo mantém um valor de I# para q>0'. O caso q=0
corresponde a uma subclasse especifica dos feixes de Mathieu, que séo os feixes

Bessel. Porém, quando g >0 para determinar o valor do momento angular orbital do
feixe, insere-se um fator de momento angular orbital por foton local dado por 4l,,
gue é dada pela razdo entre a energia de um foton e a densidade de energia

lu(x, y)|2 , dado pela seguinte expressio:

L Tty jue ) dudy. (2.28)

’ J.J.|u(x, y)|2 dxdy
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descrevendo as integrais em termos dos coeficientes de Fourier A , encontra-se:

le‘/&'
sL=—1L.n (2.29)

A 2 :
ZI‘AI

2

Figura 2.9 - Perfis de intensidade e fase respectivamente de feixes Mathieu de alta

ordem: a) intensidade e d) fase onde | =1 e q=3, b) intensidade e e) fase

onde | =3 e gq=3, c) intensidade e f) fase onde | =5 e q=8.

\

Fonte: Autor, 2017.

2.3.2 Feixes Ince-Gaussianos

Feixes Ince-Gaussianos séo soluc¢des da equacgao paraxial de Helmholtz dada
na equacado (2.10) em coordenadas elipticas™, surgindo juntamente com os modos
Laguerre-Gauss e Hermite-Gauss como um terceiro membro do conjunto de
solugbes da equacao paraxial de Helmholtz. O modo como ele vai ser modulado

dentro da equacao paraxial de Helmholz toma a seguinte forma:

U (1) =E()N () expliZ (2)]¥ (1), (2.30)
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onde o ultimo termo da equacdo € um feixe gaussiano de baixa ordem dada por

Y, (r)= { (z)} xp{— Wgzz)}exp{zigz;}exp[iy/(z)], cujo w(z):arctan[z—zrj é a fase de

Gouy. Fazendo a transformacdo de coordenadas da seguinte maneira,

X:\/§W<Z)cosh(4)cos<n), y=@w(z)cosh(é)cos(n), z=z, onde (c[0x) e

2

n €[0,27) séo as variaveis elipticas radiais e angulares respectivamente e 7 = é

2
WO

o fator relacionado a elipsidade do feixe com f sendo um dos focos da elipse.
Fazendo a substituicdo das coordenadas e inserindo a equacao (2.30) na equacgao

(2.10) encontram-se as seguintes expressoes:

0°E

—7si nh2§——(a prcosh2)E =0, (2.31)
- ¢
2
0 I\zl +7sin 277@+(a— prcos2¢)N =0, (2.32)
n on
2
_[z +2; j&z 0, (2.33)
Z, oz

onde a e p sdo constantes de separacdo. O excesso de fase é dado por
Z(z):—parctan[—}. As variaveis elipticas angulares e radiais relacionadas da
ZI’

forma i —n tornam as equagbes (2.31) e (2.32) iguais. A solucdo da equacgéo
(2.31) sado os polinbmios de Ince que sao pares C'p(n,f) onde 0<I<p e os
polinémios impares S/ (7,7) onde 1<I<p. A solucdo da equacdo (2.32) é
dependente para cada valor de a'p(r), onde O<l<p e | é inteiro, a equacao é
expressa por uma série finita de Fourier dada por N(7)=1A(a})cos(2]j). Logo, a

combinacgao das solugdes destas equacoes resultam em:

2 e —i(p+1)arctan(ziﬂ, (2.34)

e =\ Hw i -r . kr
IGp’I(r)—W oC (i ,T)C'p(ﬂ,r)eXp[WszJr :

Z) 2R(z)

N IW | - . ikr?
p,l(r):W\(NZ) (i ,T)Sp(TLZ')EXp|:ﬁ+IkZ+ Irz (p+1)arctan(zrﬂ ,(2.35)
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gue sao as equacdes dos feixes Ince-Gaussianos, onde o indice e representa o
modo par e 0 0 modo impar H e J sdo constantes de normalizagdo. O perfil

transversal dos feixes, em z =0, com os valores de elipsidade r=1 e w, =0,85, séo

mostrados nas figuras abaixo.

Figura 2.10 - Perfis de intensidade dos modos pares dos feixes Ince-Gaussianos: a)
I=3e p=3,b)l=4e p=6,c)I=6¢e p=20.

Fonte: Autor, 2017.

Figura 2.11 - Perfis de intensidade dos modos impares dos feixes Ince-Gaussianos: a)
I=3e p=3b)l=4e p=6,c)l=6e p=20.

Fonte: Autor, 2017.

Algumas caracteristicas fisicas em particular de tais feixes devem ser
ressaltadas. O feixe, independentemente dos indices, tem a largura do feixe

proporcional a w(z) e a propor¢cao que z aumenta o perfil transversal muda atrelado

a um fator ——. A fase de Gouy tem uma relagéo dada por v (z)=(p+1)y(2),

w(z)
onde a velocidade de fase aumenta com o acréscimo da ordem do feixe. O nUmero

de linhas hiperbdlicas coincide com o valor de |, onde para encontrar o0 numero de
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linhas com formato elipsoidal tem-se a relagcéo (pT—I) Um fato importante de se
evidenciar é que quando os feixes Ince-Gaussianos tem 7 —0 adquirem simetria
cilindrica tomando caracteristicas de um feixe Laguerre-Gauss. Para 7-—>o 0S
feixes tomam as caracteristicas dos feixes Hemite-Gauss.

Os feixes Ince-Gaussianos podem também ter frente de onda helicoidal onde
sua relacdo é descrita como uma combinagdo linear entre os modos pares e

impares dada por*®:

IG* =IG:, £ilG?

o TGy | (2.36)
onde o sinal descreve o sentido de rotacdo. Analogamente aos feixes Mathieu
exibem multiplos vortices internos em sua estrutura de fase em diferentes pontos de
uma linha. E | aqui continua sendo o valor do médulo da carga topolégica, como nos
feixes Mathieu. Abaixo se tem algumas figuras de intensidade e fase das ordens dos

feixes Ince-Gaussianos para o sinal positivo entre os modos pares e impares que

compdem o feixe. Nota-se que o numero de anéis é dado pela relacéo (pT_IjH.

Figura 2.12 - Perfis de intensidade e fase respectivamente dos feixes Ince-
Gaussianos: a)ed) =3 e p=3,b)ee)l=4e p=6,c)ef) |=6e p=20.

)

O

Fonte: Autor, 2017.
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2.3.3 Feixes Hermite-Gaussianos com vortices

Os feixes Hermite-Gaussianos com vértices sdo uma superposicao de varios
feixes Hermite-Gauss, apresentando uma caracteristica distinta do Hermite-Gauss
que é a presenca de momento angular orbital'”. Os feixes Hermite-Gaussianos com
vortices tem sua amplitude complexa proporcional a enésima ordem do polinémio de
Hermite, sendo uma funcdo do parametro a, que aparecerd mais adiante. Neste
trabalho dentre as possiveis formas que esse feixe pode tomar, o foco de estudo
serdo os feixes elipticos Hermite-Gaussianos com vortices.

Partindo da forma generalizada dos feixes de Hermite em uma dimenséo tem-

se na aproximagcao paraxial utilizando a transformada de Fresnel?”:

. 1 R M 2 .15 2 0
Ul(x,z):(ﬂ)zi'(l—'z_fJ ’ H%j _14+1% exp{—( X j L }H,[ X j (2.37)
z z c z | w(z) 2R(2) c(2)

_1/2

z iz V2 (w, Y iz
onde c(z)=c(—}[1——j K—Oj —-1+—| em que c é o fator de escala. No caso
z, 4 c z

o —

de duas dimensdes utiliza-se a seguinte multiplicacdo U, (X,y,z)=U,(x,2)U(y,2),
para que o feixe possua momento angular orbital o feixe terd que possuir uma
combinacdo em que os coeficientes assumam valores complexos?’

Dessa forma, para z=0, fazendo w,=p escreve-se combinagéo linear da

seguinte forma:

2 2 [ p
_o)=i'exo| X Y |(11a2)2 S MG X y
U, (x,y,z=0) =i exp( < qZJ(l+a ) pz_; Y H, - H_, it (2.38)
onde g € a cintura do feixe ao longo do eixo y, d € o fator de escala e a € um

parametro real. Utilizando a relacéo

| p
> 1(t) H, (f)H,, (g)=(1+t)? H{tf 9 j a amplitude complexa do feixe se

< pl(l-p)! 1+t

reduz a:
U (xy.z=0)=i'exp| -5 - L ﬁ;H ladx+cy (2.39)
5 p° g° )\ 1+a’ 'cdxil—a2 ’ .

para encontrar-se o feixe em sua forma eliptica, para que se tenha controle da

cintura do feixe tanto na direcdo x como na direcdo Yy, faz-se as substituicoes
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p= cV2 = W, e q= d/2 = w, , assim encontra-se a equagao do feixe eliptico Hermite-
Gaussiano com vortice dado por:

2 2 _a2 )" law X +w
U (xy,z=0)=i'exp XY X(l_a} H, \/5ny : (2.40)

2 W2 1+ a2 Wny 1— a2

X y
quando |a| <1, os vortices com carga topoldgica unitaria que aparecem no centro do

feixe estardo na direcao vertical. O termo | é o valor do médulo da carga topoldgica
que para a>0 as cargas topologicas serdo negativas e para a<0 as mesmas serao

positivas, similarmente os sinais de | em relacdo a a acompanham o mesmo

raciocinio para |a|>1, mas 0S mesmos vortices aparecerdo na direcao horizontal.
Quando mais proximo o valor de |a| =1 o feixe vai tomando proporc¢des circulares e

assim quando for exatamente |a|z1 o feixe sera aproximadamente um modo

Laguerre-Gauss. Para a=0 o feixe Hermite-Gaussiano com vortice coincidird com o

feixe Hermite-Gauss.
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Figura 2.13 - Perfis de intensidade e fase respectivamente | =4 dos feixes elipticos
Hermite-Gaussianos com voértices: a)ed) a=0,1;b)ee) a=0,25;c)ef) a=0,5;9)e

j)a=0,75;h)ek) a=1l;i)el) a=1,25.

Fonte: Autor, 2017.

Para se encontrar o momento angular orbital de um feixe de luz qualquer?®’,

utiliza-se a seguinte relacao:
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ff o+ OU ouU
JZ:—lﬁu (xg—y& xdy , (2.41)

gue define o momento angular orbital na direcdo do eixo éptico. Substituindo a
equacao (2.40) na equacao (2.41), obtém-se:

J, =72 Ma(@+a*) ™" (W +W.) (2.42)
onde essa expressao define o0 momento angular orbital do feixe Hermite-Gaussiano
com vortices. Para que o mesmo independa da poténcia do laser, fazemos a

normalizagdo J,/1, onde | é dado por:

=] j E"Edxdy = 72" lw,w, (2.43)
logo a razéo torna-se:
- W2+ W
i{ 'azj W (2.44)
I l+a W W,
Se w=w, =w,, obtém-se:
J, -2la
- 2.45
| 1+a° (2.45)

Note que o sinal do momento angular orbital do feixe Hermite-Gaussiano com

vortices depende do produto la.
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3 DIFRACAO DE FEIXES DE LUZ POSSUINDO MOMENTO ANGULAR ORBITAL

3.1 Aspectos gerais da teoria da difracao

A descricdo do fendmeno da difracdo?® surgiu assim que a 6tica geométrica
foi insuficiente para explicar efeitos ondulatérios que apareciam quando a luz, ao
passar por um objeto opaco, na projecdo da sombra deste objeto em um anteparo,
apareciam nas bordas da sombra, franjas claras e escuras. Esse fenbmeno é
principalmente evidenciado quando a luz passa por pequenas aberturas,
aproximadamente do tamanho do comprimento de onda da luz.

Um principio expressivo utilizado para descrever tal fendbmeno foi o principio
de Huygens, que diz que cada ponto de uma frente de onda gera ondas esféricas
secundarias, dessa forma sabe-se a nova posicdo da frente de onda em instantes

posteriores.

Figura 3.1 - Principio de Huygens, diferentes pontos de uma frente de onda gerando

ondas esféricas secundarias e por sua vez uma nova frente de onda.

frente de onda
secundaria

frente de onda \

fonte ¥
secundaria 7
g m— diregéo de
/ propagacgao

|
l

\ . nova
* frente de onda

Posteriormente Fresnel complementou o principio de Huygens relatando que

Fonte: Zilio, 2009 p.162.

cada ponto de uma frente de onda néo obstruida serd uma nova fonte de ondas
esféricas secundarias, de mesmo comprimento de onda da anterior, onde sua

amplitude e fase serd determinada em cada ponto pela interferéncia de ondas
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naquele mesmo ponto, chamado de principio de Huygens-Fresnel. Para
entendermos melhor tal principio. Tomando como ponto de partida o caso que utiliza
coordenadas retangulares®, assume-se o feixe difratando em uma abertura exibida

no plano (&,7), sendo iluminada no sentido positivo do eixo z. O proposito é
encontrar o valor do campo em um plano (x,y) que é paralelo ao plano (£,7) e o

eixo z € normal aos dois planos, conforme a figura (3.2):

Figura 3.2 - Geometria da difracéo

n
AY
B\ sx
z
>
Fonte: Goodman, 2005, p.65.
Esse principio pode ser denotado pela seguinte equacao:
1 exp(ikr)
U(B)=—||U(A)———=cos@dA, 3.1
(B)=5; U (A7, (3)

6 € o angulo entre a normal paralela ao eixo z e o vetor r que une o ponto A ao

z
ponto B. Escrevendo 0 cosseno como cosd =— tem-se:
r

Uy == [[un 22 dean, (3.2)

onde a distancia de A até B pode ser escrita como r = J22+(x—§)2+(y—n)2 .

A equacao (3.2) expressa uma forma geral de obter o padréo de difragéo, que
podem ser divididos em dois tipos de difracdo: Fresnel e Fraunhofer®®. Analisando
de uma maneira qualitativa a diferenca entre tais padrdes, utilizando a figura (3.3), a
difracdo para o caso de Fraunhofer € um caso em que tanto a fonte S est4 bem
distante da abertura como também a o ponto de analise do padrdo P estd a uma

distancia tendendo ao infinito, logo o raio da curvatura da frente de onda é tao
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grande que a curva € tomada como um plano. No caso de Fresnel, S e P estédo a

uma distancia menor da fenda.

Figura 3.3 - Padrfes de difracédo: (a) Fraunhofer e (b) Fresnel.

(a) Fraunhofer d (b) Fresnel

Fonte: Zilio, 2009, p.169.

3.2 Difracao de Fresnel

Para obter a aproximacdo de Fresnel, faz-se o0 seguinte procedimento.

Sabendo que r=J22+(x—§)2+(y—n)2, coloca-se z2 em evidéncia e fazendo

posteriormente uma expansao binomial até a primeira ordem, tem-se a seguinte

e {Hl(ﬂf +1(Mﬂ_ (3.3)
2\ 2 2\ z

Tal expansao binomial € possivel levando em consideracdo que a distancia z

equacao:

€ grande o suficiente para que esta aproximacao seja precisa.

Logo, encontra-se a seguinte expressao para o campo em um plano (x,Y):
V=2 ] Jumen| 3 (x-¢f +(y-n) azan. @)
Az 2 <

Nota-se que foram incorporados limites finitos da abertura na definicdo de U(&,7). A

equacao (3.4) é uma convolucéo, que € escrita como:

U y) = [ JUEmh(x-¢&y-ndédn, (35)

—00 —00

onde

)= exp{%(xu yZ)] (3.6)
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0 termo exp['z—k(x2+ yz)} é colocado para fora da integral, pois ndo depende das
z

variaveis de integracdo, resultando em:

ikz

ik 2+2@°O Kz_Hz ﬂx+7
U y)=——ex ”J’j{U(fnneﬂ“ ”}eﬁl(ﬁyndﬁdn- (3.7)

Além do fator multiplicativo fora da integral, observa-se que essa expressao €
a transformada de Fourier de um campo complexo modulado por uma exponencial
quadratica. Tanto a equacao (3.4) como a equacao (3.7) sdo denominadas integrais

da difracdo de Fresnel.

3.3 Difracédo de Fraunhofer

Tomando o plano(x,y) com uma distancia z muito grande em relacdo a

abertura, encontra-se uma zona onde a frente de onda € constante, que € a zona da

aproximagdo de Fraunhofer. Como o padrdo de difracdo esta muito distante da

- I k(&2+7?) x
abertura faz-se a seguinte aproximacéao: 1>>2—. Dessa forma, a equacéo
z
(3.7) torna-se:
" Kooy T T “2 g rym)
Uy)=——e* [ [U(&n)|e dédn, (3.8)
14z o

onde essa equacdo representa a transformada de Fourier da distribuicdo de um
campo luminoso incidindo em uma abertura. Tal transformada pode ser calculada

transformando as coordenadas (x,y) nas frequéncias (f,,f ) com as seguintes

substituicbes fX:i e f =2 . Observamos gque o padrdo de difracdo de

Az YAz
Fraunhofer € um caso limite da difracdo de Fresnel, logo a equacgéo (3.7) é valida
para os dois tipos de difracéo.
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3.4 Transformada de Fourier

A utilizacdo da ferramenta matematica transformada de Fourier consiste em

converter o espaco das coordenadas (x,y) para o espago das frequéncias (fx, fy) e

sua forma bidimensional é expressa da seguinte maneira:

+00 +00

F{o(x,y)}= I J. g(x, y)exp[—iZ;z(fXx+ fyy)]dxdy. (3.9)

—00 —00

Neste caso, temos a transformada direta de Fourier. Sua inversa, ou seja, a
conversdo do espaco das frequéncias para o espaco das coordenadas, para uma
funcao G(f,, f,) é representada como:

400 +00

F{G(f,.f,) He(fx, f,)exp[i2z(f,x+ f,y) Jdxdy . (3.10)

—00 —00

O espaco das frequéncias é também conhecido como plano de Fourier.
Posteriormente neste trabalho, serdo utilizadas lentes que proporcionardo uma

visualizagao experimental da Transformada de Fourier.

3.4.1 Transformada de Fourier realizada por uma lente

A transformada de Fourier é uma das propriedades Uteis que se pode extrair
de uma lente convergente, também classificada como lente fina. Afirmar que uma
lente é fina, quer dizer que um raio de luz incide e sai da lente aproximadamente no
mesmo ponto, ou seja, existe uma translacdo insignificante no interior da lente.
Deste modo, a lente fina atrasa a frente de onda incidente por uma quantidade
proporcional & espessura da lente®

Considerando a espessura da lente no ponto (x,y) sendo A(X,y), € uma
espessura inicial A,. O atraso de fase sofrido pela onda, no ponto (x,y), é escrito

como.

#(x, y) =knA(x, y) +Kk[A, —A(x, ¥)], (3.11)
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Figura 3.4 - A funcao da espessura: (a) visdo frontal, (b) visao lateral.

. -
L/

xy

(a) (b)
Fonte: Goodman, 2005, p.98.

onde n é o indice de refracdo do material da lente, knA(x,y) é atraso de fase
introduzido pelas lentes, e k[AO—A(x, y)] € 0 atraso de fase na regido restante do

espaco livre entre os dois planos. De forma equivalente a lente pode ser também

representada na forma:
t,(x, y) =exp[ikA, |exp[iknA(x, y)|exp[-ikA(x, y)]. (3.12)
A funcdo t(x,y) consegue ser um parametro que relaciona um campo
complexo U, =(x,y) em um plano imediatamente atrds da lente com um campo
complexo U, =(x,y) imediatamente depois da lente, tendo a seguinte equagao:
U, (%, y) =40 )U; (X, Y) - (3.13)

Para visualizar melhor e resolver o célculo da espessura da lente, divide-se

essa espessura em 3 partes:
A(X Y) = A (X Y) +A,(% Y) +A5(X%, Y) (3.14)
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Figura 3.5 - (a) Geometriade A, (b) geometriade A, e (c) geometriade A,.

X, —
9 N,
: Soz
lf"""' H1 -#H-I z ‘x2 'Yz

pay———

Ao1
(a) (b)

—
|
—]

(x.y)
o 1"
/ |
. |
|
Al T J
Aoz — —

(c)
Fonte: Goodman, 2005, p.99.

logo, a soma de todas as partes das lentes de acordo com a figura (3.5) pode ser

escrita da seguinte forma:

A(X, y)=A01—(R1—\/R12—X2—y2)+A02+A03—(—R2— RZ—XZ—yZ), (3-15)

fazendo a substituicdo A, =A, +A,, +A, €ncontra-se a seguinte equacao:

A(X,y)=A,~R,| 1- /1—M] Rz(l— /1—X2+y2}. 3.16
(x,y) Rl( R? + R? (3.16)

Admitindo as por¢des de frente de onda serem bem préximas ao eixo da lente,

considera-se o0s raios paraxiais, desse modo faz-se a seguinte aproximacao

X2+ y?2 1 X2+y2

a7 R? obtendo a seguinte expressao:

1—

A(X,y) = A, —Mﬂi—i}, (3.17)



41

n, R e R, podem ser combinados em um simples numero chamado de

comprimento focal definido por %:(n—l)[i—ij, gue juntamente com a equacao

R R
(3.17) e também negligenciando o fator de fase constante exp[ikAo], substituindo na

equacao (3.12) encontra-se:
.k
t (X, y):exp{—lz—f(x2+y2)}. (3.18)

Desse modo a equagéo acima expressa quais os efeitos causados por uma
lente convergente em uma onda incidente e a transformada de Fourier pode ser
realizada mais facilmente com um sistema dentro de um contexto coerente.

Consideramos agora um sistema em que uma onda plana monocromatica

incide perpendicularmente em uma transparéncia com transmitancia t,(x,y) que
estd imediatamente em frente a uma lente convergente de distancia focal f, veja a

figura (3.6).

Figura 3.6 - Tela imediatamente em frente a lente e o conjunto realizando uma

transformada de Fourier.

Entrada
_____ = -
— - -
_ 7
- - -
_____ 1 -
- f
Fonte: Goodman, 2005, p.103
O campo incidente & dado por:
U, (%, y) = At (x, ), (3.19)

onde A é a amplitude da onda incidente. Pelo fato da lente ter uma extenséo finita,
ela pode ser associada a uma funcéo pupil, dada por:

0, fora

) (3.20)
1,dentro

P(x,y) ={

A distribuicdo de amplitude da equacéo (3.13) antes da lente torna-se:
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U;(x, ) =U, (x, y)P(X, y)epr—‘f(xuw)] (3.21)

Para encontrar U,(x,y) atras da lente, deve-se utilizar a difragéo de Fresnel, logo

substituindo a equacéao (3.21) na equacéao da difracdo de Fresnel e sabendo que os

termos de fase quadraticos se anulam, encontra-se:

exp[zik (u2+v2)} o "
I IUl(x, Y)P(X,y) exp[—i—f(xwryv)}dxdy, (3.22)

—00 —00

U(xy)=

i1f

note que o campo U é proporcional a transformada de Fourier bidimensional de

uma parte do campo incidente, subentendido pela abertura da lente?*. Como a

extensdo fisica da abertura é muito menor do que a abertura da lente, P(x,y) pode
ser retirado da equacéo, dessa forma:

exp {2”; (uz+ vz)} o iog

_[ IUl(x, y)exp{ﬂ—f(xu+yv)}dxdy. (3.23)

—00 —00

Ui y)= i1f

Observa-se que a distribuicdo de amplitude complexa do campo no plano
focal da lente é o padrao de difracdo de Fraunhofer. Logo, a transformada de Fourier
de uma lente com uma transparéncia imediatamente préxima a lente produz um
padrao em que a amplitude complexa se comporta como se estivesse em um campo
distante.

Um elemento de bastante interesse fisico é a intensidade, que é dada por

I =|U|2, onde tal elemento permite obter informacdo sobre o espectro de energia.

Fazendo U,(x,y) = At (x,Y), tem-se:

2 2

I(u,v):%

oy . (3.24)

J. Ita(x, y)exp {%(xu + yu)}dxdy

—00 —00

Além deste caso citado, a transparéncia pode ser colocada a uma distancia
arbitraria antes da lente ou depois da lente entre a lente e plano focal.
3.5 Padréo de difracdo de feixes possuindo momento angular orbital

3.5.1 Padréo de difracdo de Fraunhofer de um feixe Laguerre-Gauss por uma fenda
simples
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Considere um feixe Laguerre-Gauss com um anel, ou seja, p=0 incidindo em

uma fenda simples infinitesimal de comprimento 2a localizada em z=0, onde a
distancia entre o centro do feixe e o ponto do anel onde a intensidade maxima é R e
d é o deslocamento do centro fenda em relacéo ao centro do feixe®. A figura (3.7)
mostra todos os elementos descritos nesse paragrafo e o perfil de intensidade do

feixe Laguerre-Gauss na fenda infinitesimal para diferentes valores de |.

Figura 3.7 - (a) Esquema mostrando um feixe Laguerre-Gauss de alta ordem em
relacdo a uma fenda de comprimento 2a, d é o deslocamento do centro da fenda em
relagdo ao centro do feixe e R € a distancia entre o centro do feixe e a intensidade
maxima do anel. (b) Perfil de intensidade do feixe Laguerre-Gauss na fenda para
valores de cargatopoldgica =0, =2 e | =5.

&

(a) Fenda = |

(b) 1=0 ol

— - —

I=2 I=5
22 2B B 23 12 |

Fonte: Ferreira, 2011.

Para encontrar o padrdo de difracdo na zona de Fraunhofer utilizamos a

equacao (3.8), fazemos as substituigoes f, :% e f, :%, o campo U(&,7n) sera o
z

z
produto do campo do feixe Laguerre-Gauss por uma abertura t(&,7) que sera uma
fenda simples.

A primeira analise nos padrbes de difracéo foi realizada adotando d =0, ou

seja, no centro do feixe e variando os valores de carga topoldgica.
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Figura 3.8 - Nesta figura temos: simula¢cbes numéricas na parte superior, 0s
respectivos resultados experimentais na parte central e os diagramas de fase ao

longo da fenda na parte inferior, para os valores de carga topolégica 1=0,1,2,4 e 5,

onde d =0.

Fonte: Ferreira, 2011.

Nota-se que para o valor | =0, o perfil de intensidade transversal comporta-se
como um padréo de difracdo normal caracteristico de um feixe Gaussiano em uma
fenda simples. Porém, quando o feixe Laguerre-Gauss toma valores de alta ordem o
anel atinge duas partes simétricas da fenda simples e o padrdo de difracdo se
comporta de forma similar ao padrédo de um feixe Gaussiano em uma fenda dupla,
onde o numero de franjas aumenta de acordo com o aumento da carga topoldgica,
pois ha aumento da distancia entre 0s maximos.

Observa-se que para as ordens pares =0 possuem um maximo central e a
ordens impares possuem um minimo central. Outro fato relevante € que a diferenca
de fase entre dois pontos ao longo de uma linha na direcdo da fenda, quando o
momento angular orbital &€ par € multiplo inteiro de 27z . Quando o0 momento angular
orbital for impar eles seréo multiplos de r.

Analisando agora o deslocamento para um caso em que d =0 em que se

utilizou um valor d =0,2R, notou-se que os padrdes foram deslocados da posicao 0.
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Figura 3.9 - Nesta figura vemos: simulacbes numéricas na parte superior, 0s
respectivos resultados experimentais na parte central e os diagramas de fase ao

longo da fenda na parte inferior para os valores de carga topolégica 1=0,1,2,4 e 5,

onde d =0,2R.

Fonte: Ferreira, 2011.

A mudanca de fase no decorrer da fenda pode ser analisada de acordo com a
figura (3.10), onde no caso d =0 a fase permanece constante em regides proximas
ao zero enquanto que para o caso em que d =0 a fase ndo tem um comportamento

constante.

Figura 3.10 - Andlise da fase proxima a regido central da fenda: (a) I =1 (b) | =5 para
os valores d=0e d=0,2R.

01 (a) //_ T (b)
—d=0_2R ==} 2R /

10 d=0

Fonte: Ferreira, 2011.
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O comportamento da fase em d=0,2R tem o processo de evolucdo

crescimento de aproximadamente linear para n&o linear quando o valor de |

aumenta.

3.5.2 Padréo de difracdo de Fraunhofer de um feixe Laguerre-Gauss por uma
abertura quadrada

Utilizando novamente um feixe Laguerre-Gauss com p=0, e mudando a
abertura agora para uma abertura quadrada®, encontra-se o padrédo de difracéo de

Fraunhofer utilizando-se a equacéao (3.8), e substituindo f, = % e f, = l, encontra-

z Az
se para diferentes valores de carga topoldgica os seguintes resultados mostrados na
figura (3.11).

Figura 3.11 - Intensidade de um feixe Laguerre-Gauss difratado em uma abertura

guadréatica na zona de Fraunhofer com a carga topolégica | variando de 1 até 12 em

=2

=3 =4

uma simulacdo numérica

‘! =7 =8
=10

=11

=9
Fonte: Mesquita, 2011.

Observando os padrdes de intensidade nota-se que para valores de carga

topolégica impar, a rede gerada pelo padrédo de difracdo ndo é tdo uniforme quanto
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para valores pares, pois em valores pares ha um salto de fase bem definido

enquanto que nos impares a transi¢cao entre uma fase e outra é suavizada.

Figura 3.12 - Fase do padrao de difragdo para os valores (a) | =5 e (b) 1 =6.

Fonte: Mesquita, 2011.

Fazendo a contagem dos maximos quando a carga topolégica € par,
identifica-se que o valor da carga topoldgica é dado por |=2N-2, onde N é o
namero de maximos. Na figura (3.13) tem uma representacdo experimental dos
padrdes de difragéo.

Percebe-se que para valores negativos de |, o padrdo tem o mesmo formato
do seu valor positivo, pois o padrdo € invariante sobre uma rotacao de . Para | =0
percebe-se um padréo de difracdo usual de uma abertura quadrada.

O padréo de difracdo se forma com as contribuicbes de todos os lados,
tratados individualmente como fendas simples ou aos pares como fendas duplas,
segundo um resultado conhecido da Optica quéantica conhecido como regra de
Born*.

Um aspecto importante de salientar para a formacéo dessa rede Optica é que
a juncao dos padrdes de difracdo proporcionados por fendas paralelas na direcéao
horizontal e na direcédo vertical, quando o valor de | € par, faz com que 0s picos de

intensidade se sobreponham, definindo melhor a rede quadrética formada.
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Figura 3.13 - Padrdes de intensidade experimentais de um feixe Laguerre-Gauss com
carga topolégica | difratado até a zona de Fraunhofer por uma abertura quadratica

para valores de | iguais a0,1,2,3,4,5,6,7,8,11,12,-1,-2,-7 e -8.

=12
Fonte: Mesquita, 2011.

3.5.3 Padréo de difracdo de Fraunhofer de feixes de simetria cilindrica com
momento angular orbital utilizando uma abertura triangular

Hickmann et. al.?!, utilizando um feixe Laguerre-Gauss com p=0 e

circunscrevendo uma fenda triangular equilatera, encontrou o padréo de difragcdo em
um campo distante atraves da transformada de Fourier da equacgéo (3.8) em termos
das frequéncias espaciais, nota-se uma rede com um numero de maximos laterais
N onde o valor da carga topoldgica é dado por | =N —1.

Note na figura (3.14) que a rede sofre uma rotacdo de 90° em relacdo a
abertura, e que a rede sofre um aumento de tamanho com o aumento da carga
topoldgica, que consecutivamente aumenta o nUmero de maximos.

Pela teoria da difracdo percebe-se o padrao de difracdo é uma resultante da
interferéncia entre os padrbes gerados por cada lado da abertura. A partir de agora
sera utilizado um argumento qualitativo para se verificar o efeito da fase azimutal em

cada borda.



49

Figura 3.14 - Perfil de intensidade de um feixe Laguerre-Gauss difratado por uma

abertura triangular equilatera para os valores de carga | =1,2,3.

=1 =2 =3
Teoria

Experimento

Coincidindo o centro geométrico do triangulo equilatero com o centro de

Fonte: Hickmann, 2010.

propagacédo do feixe tem-se que a fase se distribui igualmente em todos os lados.

Assim a fase para o lado da base do triangulo pode ser escrita da seguinte maneira:

@(s) =arcsin 5 (3.25)

\/(%2)2 =

onde s é uma coordenada com a origem no centro da fenda e a € o tamanho de

cada lado do triangulo. Fazendo a expansdo de Taylor e selecionando o primeiro
termo tem-se ¢(s) = 2J3s/a.

Tomando a fenda com uma largura infinitesimal de forma que podemos trata-
la como um delta de Dirac e, por simplicidade, ignorando a variacdo da amplitude do

campo, o campo para a fenda horizontal tem-se o seguinte valor:

u ~5(yo)exp{i2ﬁlx°}

(3.26)
a

onde x, e Yy, sao coordenadas cartesianas no plano de abertura. Utilizando a

equacao (3.23) no espaco das frequéncias tem-se:
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o0

2 2 243l
Uk, k)~ I j&(yo)e a (e (ko kyyo>)dxody0:5( X—T\/_j. (3.27)

Para resolver a integral acima utilizamos o teorema do deslocamento®.
Compreende-se que o padréao obtido por um lado da abertura tem um deslocamento
na direcdo k, que é proporcional ao valor de |, observa-se também que esse
deslocamento € proporcional ao inverso tamanho do lado do triangulo. O raciocinio é

analogo para os outros dois lados do triangulo. Na figura abaixo se tem uma visao
de como o valor da carga aumenta o tamanho da rede através deste efeito.

Figura 3.15 - Deslocamento no plano de Fourier realizado pelo efeito da fase no

padrdo de difragdo para valores de 1=0,1,2 e 3.

=0 . =1

Fonte: Hickmann, 2010.

Lembrando que o padrdo de difracdo também é resultado da interferéncia
entre os padrdes gerados por cada lado do triangulo, vamos supor agora que cada
lado seja uma fenda com largura finita. A figura (3.16) a seguir mostra os padroes

para cada lado do tridngulo e a resultante das contribuigbes dos varios padrdes.
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Figura 3.16 - Padrbes de difracdo da fenda horizontal (a), da fenda lateral direita (b) e
da fenda lateral esquerda (c). E (d) a contribuicdo da soma dos campos difratados

comovalorde I =1.

(2)

I1=
NES

Fonte: Hickmann, 2010.

Outro aspecto de suma relevancia para esse trabalho é que a mudanca do
sinal da carga topologica proporciona uma rotacdo de 180° em relacdo ao padréo

triangular gerado por uma carga positiva.

Figura 3.17 - Efeito da mudanca da carga topolégica no padrdo de difracdo: (a) | =—7
el=7.

» .
.’ .
* -
. .
B -
. .
.. »
o »

Fonte: Hickmann, 2010.
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3.5.4 Breve estudo comparativo entre o padrao de difracdo da abertura triangular e
retangular com feixes de simetria cilindrica possuindo momento angular orbital

Utilizando algumas caracteristicas relevantes proporcionados no padréo de
difracdo, pode-se fazer um estudo comparativo?®> entre as mesmas identificando
qualidades e limitagbes dos padrdes gerados por uma abertura quadratica e uma
abertura triangular. O padrédo de difracdo gerado por uma abertura triangular
proporciona a obtencdo do médulo e do sinal da carga topoldgica, porém a rede tem
nitidez até aproximadamente um valor de carga topolégica 1=10, j& a rede
quadratica gerada no padrdo de difracdo por uma abertura quadratica proporciona
uma melhor visualizacédo para valores de carga topoldgica até | =20. A figura (3.18)
mostra uma rede quadratica e triangular em termos de valores positivos e negativos
de carga topologica, deixando claro a limitacdo de cada padrao de difracao.

O padrdo com maximos mais bem definidos para valores mais altos de carga
topoldgica, quando se usa a abertura quadratica, se deve ao fato de que a simetria
guadratica tem mais pontos de interseccdo de maximos do que a simetria triangular,

gerados pelas contribuicbes dos padrbes de difracdo dos lados que se interferem.

Figura 3.18 - Padrdes de difragdo de feixes com momento angular orbital por: linha
superior uma abertura triangular e linha inferior abertura quadrética para os valores

de cargatopolégica 1 =18,-19 e 20.
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Fonte: Silva, 2014.

Figura 3.19 - Contribuicdes dos lados dos poligonos para |=20: (a) abertura

quadratica e (b) abertura triangular.

(a)

G o o

<

o 59 0

6 0 O O—v—o—u-—n O g 8
L)

Fonte: Silva, 2014.
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Nota-se que os deslocamentos que sao gerados com o aumento do valor da
carga topoldgica dos padrbes de difracdo das bordas sdo muito mais benéficos para
a interseccdo de maximos em uma rede quadratica. A figura (3.20) ilustra os
resultados experimentais de alguns padrdes de difracdo de Fraunhofer para cargas

topolégicas com valores de 18 até 20.

Figura 3.20 - Resultado experimental para a abertura quadratica (primeira linha) e

triangular (segunda linha) para os valores de carga topolégica | =18,19 e 20.

Fonte: Silva, 2014.
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4 RELACAO ENTRE A CARGA TOPOLOGICA E A FORMACAO DO PADRAO DE
DIFRACAO DE FEIXES ELIPTICOS POSSUINDO MOMENTO ANGULAR
ORBITAL

4.1 Anadlise da simulacdo numérica dos padrdes de difracdo de feixes elipticos por
uma abertura triangular

Na literatura existem estudos sobre o padréo de difracdo de feixes possuindo
momento angular orbital com simetria cilindrica circular por uma abertura triangular
equilatera e uma abertura quadrada. No entanto, simetria circular € um caso
particular da simetria eliptica, em que o padrdo de difracdo de tal simetria eliptica
ainda ndo havia sido explorado. Deste modo, neste trabalho realizamos uma analise
dos padrdes de difracdo de trés feixes com simetria eliptica: feixes Mathieu, feixes
Ince-Gaussianos e os feixes Hermite-Gaussianos com vortices.

Como tais feixes possuem uma inerente simetria eliptica, para obter um
padrao de difracdo dos feixes através de uma abertura triangular com uma formacao
nitida de maximos, ela tera que moldar-se ao perfil transversal do feixe. Dessa

forma, serd utilizada uma abertura triangular isésceles.

Figura 4.1 - Perfil de intensidade de um feixe Mathieu de carga topolégica =3 e q=1

incidindo em uma abertura triangular isésceles.

Fonte: Autor, 2017.
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Ainda ndo existe solugcdo analitica para o padrdo de difracdo de um feixe de
simetria eliptica por aberturas triangulares isésceles, dessa forma, utilizaremos uma
solucdo numérica para encontrar tal padrao de difracéo.

Primeiramente serdo encontrados padrdoes de difracdo dos feixes Mathieu,

onde utilizando a equacéo (3.8) no espaco das frequéncias, tomando Kk, :B e
z

k, :Q, onde k :27” € o numero de onda e fazendo as substituicbes de &=x, e
z

n=y,, tem-se:

400 +00

Uk, ky) = [ [U (%Yo, 20 =0T (%, Yo)exp| - (kX +k, Y, ) |dedy, . (4.1)

Desconsideramos o termo fase da equacao (3.8), pois estamos interessados

somente no perfil de intensidade. O termo U (xo, Yor Zo = 0) € a funcao que representa
o feixe incidente, que para um feixe Mathieu de alta ordem, ou seja | >0, é dada por:
u(¢,7.2=0;0)=[A (AR, (¢;a)ce (7:0)+iB (WS, (i a)se, (ma)],  (4.2)

T(X,,Y,) € a funcdo de transmitancia que representa a abertura triangular isésceles
e o termo exp[—i(kxx0 +K, Y, )J € o nucleo da transformada de Fourier.

Fazendo a equacéao (4.1) nota-se que para um feixe Mathieu de ordem zero,
as caudas de intensidade dos raios luminosos resultantes da difracdo sugerem como
0S maximos irdo se interferir quando a integral for realizada para altas ordens.

Figura 4.2 - Padréo de difracdo de um feixe Mathieu 1 =0 e q=3.
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Fonte: Autor, 2017.
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Abaixo veremos alguns padroes de difracdo de Fraunhofer para feixes
Mathieu para diferentes valores de carga topoldgica e parametro . Observamos a
formacdo de padrdes similares aos observados para Laguerre-Gauss e abertura

triangular equilatera.

Figura 4.3 - Padrdes de difracdo numéricos de feixes Mathieu para as ordens: (a) | =3
eq=2,(b)l=4eqg=3,(c)I=5eq=5,d)I=6eqg=7,5.

Fonte: Autor, 2017.

A partir desses resultados numéricos existem certos aspectos desse padréo
gque devem ser comentados. Com o aumento da carga topoldgica o padrdo de
difracdo também aumenta de tamanho dispersando mais a intensidade por toda a
rede. O padrdo de difracdo desses feixes ndo tem todos os maximos exatamente
iguais. Para entender melhor este ponto, relembramos a ideia de que o padrao final

pode ser tratado como a interferéncia das contribuicbes de cada lado do triangulo
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tomando-os como fendas infinitesimais. No caso de um feixe eliptico e de uma
abertura triangular is6sceles, a intersec¢cdo dos maximos de intensidade na zona de
Fraunhofer, ndo acontece de forma homogénea, diferentemente do feixe de simetria

circular com a fenda triangular equilatera®.

Figura 4.4 - Padrdes de difragdo de um feixe Mathieu | =3 e q=1 por fendas simples

dispostas na forma triangular isésceles: (a) fenda da base, (b) fenda lateral direita e

(c) fenda lateral esquerda.

(a

Fonte: Autor, 2017.

Nota-se que os padrbes de difracdo por fendas infinitesimais obedecem
claramente ao teorema do deslocamento. Em que o padréo de difragédo para o feixe
Mathieu tem uma rotacdo de 90° no sentido horario em relacdo a abertura mostrada
na figura (4.1).

Tomando o sinal que une as funcdes pares e impares da equacdo (4.2)
negativo para os feixes Mathieu, acarreta uma distribuicdo de fase no plano de

Fourier no sentido inverso, girando em 180° o padrao de difragéo.
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Figura 4.5 - Resultados numéricos para os padrdes de difracdo de feixes Mathieu para
as ordens: (a) |=3 e q=2, (b) =4 e q=3, com o sinal negativo entre as fungdes

pares e impares da equacéao (4.2).
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Fonte: Autor, 2017.

O valor da carga topoldgica € obtido subtraindo-se uma unidade do numero
de méximos existentes na borda do padrdo de difracdo, obedecendo a relacao
I=N-1, onde N é o numero de maximos existente na borda da rede triangular.
Este método tem uma limitacdo tanto em valores de carga, onde a rede ndo é bem

definida para valores de | >10, tanto quando a relacdo entre a carga topologica e o

2
parametro de elipsidade q quando o valor de ( >IZ—%I +3, no qual o padréo de

difracdo deixa de ter um crescimento quase-linear em suas bordas.
Utilizando a fenda triangular is6sceles para os feixes Ince-Gaussianos, 0s

quais em z =0, se tem sua equacgao escrita como:

- : | —r?
IG,, (r)=HC; (i¢.7)C; (n,r)exp{v}HJS'p (i¢,7)s) (n,f)exp{v} , (4.3)

0 0
um aspecto desse feixe que é distinto aos demais que possuem momento angular
orbital € uma mudanca do sinal da carga topologica que ndo obedece nenhuma

relacdo bem definida. Com a mudanga dos indices | e p responsaveis pelo

acréscimo no numeros de anéis, a combinacdo dos modos pares e impares mudam,
fazendo com que haja uma rotacdo de 180° no padrao de difracdo aleatoriamente.
Logo, a técnica do padréo de difracdo por uma fenda triangular identifica o valor da

carga topologica mesmo com essa variacao aleatoria da mesma.
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Na figura (4.6) sdo mostrados alguns padrdes de difracdo tedricos com 0s
valores de elipsidade 7 =1 e w, ~0,85.

Figura 4.6 - PadrGes de difracdo de feixes Ince-Gaussianos para as ordens: (a) | =3 e

p=3,(b) I=3e p=5,(c) l=4e p=6,(d) I=5¢e p=9.

Fonte: Autor, 2017.

Utilizando a mesma abordagem introduzida nos feixes Mathieu, sabe-se que
quando hd uma mudanca no sinal que une os modos pares e impares da equacao
(4.3) h4 uma mudanca na fase, dessa forma havera também uma rotacdo de 180°
em relacdo a posicao do padrao de difracéo.

Uma importante informacéo para justificar a formacéo do padrao de difracao
nos feixes Ince-Gaussianos € que com o0 aumento do valor da carga topoldgica ha
aumento do deslocamento da difragdo através de cada borda em relacdo ao
centro®®. Uma caracteristica importante é que a fase também tem uma variacdo
quase-linear nas bordas do triangulo®, que caracteriza a boa formacéo do padrdo de

difracdo mesmo com o aumento da carga topolégica. Esse argumento também
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justifica a méa formacgéo quando o valor de | >10, pois n&o ha uma variacao linear da
fase nas bordas.

Figura 4.7 - Figura da fase de um feixe Ince-Gaussiano | =3 e p=3 na abertura (a), e

sua linearidade na borda triangular (b) inferior, (c) lateral esquerda e (d) lateral direita.

Fonte: Autor, 2017.
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Figura 4.8 - Figura da fase de um feixe Ince-Gaussiano com sinal negativo na parte

imaginaria de sua equagdo |=3 e p=3 na abertura triangular (a), e sua linearidade

na borda (b) inferior, (c) lateral esquerda e (d) lateral direita.
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Fonte: Autor, 2017.

Utilizando outra familia de feixes que possui simetria eliptica e momento

angular orbital, denominados Hermite-Gaussianos com vortices, calculamos

novamente o padrdo de difracdo na zona de Fraunhofer, porém com uma

modificagdo no parametro a. Utilizamos |a|<1, ou seja, o semieixo maior do feixe

sera na posicao horizontal. E interessante ressaltar que para |a| >1 o semieixo maior

do feixe sera na posicéo vertical.
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Figura 4.9 - Posicao da abertura em relacdo ao feixe Hermite-Gaussiano com vortices

no caso [a|<1, parao valorde =3 e a=0,85.

Fonte: Autor, 2017.

A figura (4.10) mostra diferentes padroes de difracdo para os vortices
Hermite-Gaussianos para |=3 e diferentes valores de a. Nota-se que o padrao
horizontal tem sentido inverso ao padrdo obtido nos feixes Mathieu. Isso ocorre
devido o sinal da carga topoldgica para o valor de a >0 no feixe Hermite-Gaussiano
com vortices corresponder a cargas topoldgicas com valores negativos. Um detalhe
importante observado € que houve boa formacéo dos padrdes de difracdo quando o

valor de a varia de 0,75<a<1,25, pelo fato de que nesse intervalo ha uma variagédo

quase-linear da fase nas bordas do triangulo.
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Figura 4.10 - Resultados numéricos para o padrao de difracdo dos feixes vértices

Hermite-Gaussianos para | =3: (@) a=0,75, (b) a=0,85, (c) a=115e(d) a=1,25.

Fonte: Autor, 2017.

4.2 Resultados experimentais

Nesta secdo do trabalho serdo mostrados os resultados experimentais das
simulagbes numéricas mostradas na secdo anterior deste trabalho. A seguir sera

exibido o setup experimental utilizado para obter tais resultados.



65

Figura 4.11 - Setup experimental: L ,L,,L,,L,: Lentes; BS:Beam Spliter (Divisor de
feixes); IRS :iris; FD:Fenda; MEL :Modulador Espacial de Luz; CCD:Camera.

L1

Fonte: Autor, 2017.

Inicialmente um laser Argbnio com comprimento de onda de 514nm e
poténcia de 10mW, incide em um conjunto de lentes, onde a primeira tem distancia
focal L1=30mm e a segunda tem distancia focal L2=500mm. Essas lentes s&o
responsaveis pelo aumento da seccao transversal do laser. Entre tais lentes existe
um divisor de feixes (BS) onde 50% da luz é refletida que é bloqueada e os outros
50% passa pelo divisor preenchendo devidamente a area de atuacao do modulador
espacial de luz (MEL), Hamamatsu modelo X10468-01 [25]. Na holografia®® de
intensidade convencional é realizada uma gravacao da interferéncia entre uma onda
plana e um feixe desejado tendo como resultado um holograma. Incidindo uma onda
plana no holograma obtém-se o feixe desejado. Diferentemente, o MEL faz um
processo onde a geracdo do holograma € computadorizada, realizando uma
modulagdo espacial da fase do feixe. Aléem disso, o MEL pode controlar amplitude e
fase, ou também os estados de polarizagdo da luz®3. A luz atinge o MEL em uma
camada de vidro passando por uma camada de eletrodos transparentes. A partir dai
chega a uma fina camada de cristal liquido que sdo controlados pela tenséo precisa
de cada pixel eletrodo que formam uma camada, chamada e matriz ativa, junto a um
espelho apo6s o cristal liquido. O campo elétrico da camada de cristal liquido é
controlado pelos potenciais elétricos contidos em cada pixel eletrodo. Incialmente os
cristais estdo paralelos a camada de pixels eletrodos, porém quando os eletrodos

sdo submetidos a uma diferenca de potencial os cristais se inclinam conforme a
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variagdo do campo elétrico fazendo assim com que a fase da luz seja alterada.
Como a alteracdo é realizada em pontos especificos, a diferenca nos indices de
refracéo no cristal liquido ocorre em diferentes angulos de inclinagdo, gerando assim
uma diferenca no percurso optico da luz provocando uma diferenca de fase na luz
refletida. Na figura (4.12) sera exibida esquematicamente uma ilustracdo do MEL .

A técnica utilizada para a construcao de holograma utilizada neste trabalho é
descrita por Victor Arrizon**, ele expressa a amplitude e fase do campo complexo da
seguite forma:

s(x, y) = A(x, y) explig(x, y)]., (4.4)
onde A(x,y) é a amplitude variando de [0,1] e #(X,y) é a fase variando de [-x,x].

A transmitancia de fase do holograma gerado por computador, é expressa em
funcdo da amplitude e da fase do campo codificado é dado por:

h(x, y) =expl(w (A(x, y), ¢(x, y))], (4.5)
onde w(A(X,y),4(x,y)) € a modulacdo de fase do holograma gerado por

computador. Arrizén®** propde trés tipos de hologramas, mas por melhor adaptacéo
ao trabalho foi utilizado o holograma do tipo 3. Onde foi considerada a seguinte

modulacao de fase:

y(a,¢)= f(a)sin(g) . (4.6)

Figura 4.12: llustracéo do MEL.
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Fonte: Hamamatsu, 2014.

Incidindo o feixe na superficie do MEL, agora codificada, seleciona-se a
primeira ordem de difragcdo® utilizando uma iris (IRS) no foco da lente L2, ou seja

no plano de Fourier; logo apds existe uma lente L3=300mm confocal a IRS, dessa
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forma o feixe selecionado da primeira ordem de difracdo do feixe é colimado por L3.
Posteriormente existe uma fenda triangular isésceles (FD) de aproximadamente
1,25mm de base e lados 1,75mm, a fenda foi acoplada em um transladador, pois
com a mudanca de hologramas, o ajuste para que os maximos de intensidade
fossem capturados com maior homogeneidade possivel, era feito ajustando a
posicdo da fenda em relacdo ao feixe. Um detalhe importante de ser salientado é
que ao gerar os hologramas de feixes com diferentes cargas topolégicas, o tamanho
do feixe era modificado para que ele permanecesse aproximadamente igual, sempre
se ajustando assim ao tamanho da fenda. Sendo o padrdo de difracdo do feixe
incidente capturado na lente L4=200mm, que estd a uma posi¢cdo de 200mm de
FD. L4 far4 a transformada de Fourier do feixe difratado, ou seja, obtera o padrao
de difracdo em um campo distante no ponto focal da lente. Tal padréo é capturado
por uma camera CCD de 16 bits.

Os padrbdes de intensidade dos feixes sdo obtidos quando ap6s sair da IRS a
lente L3 colima e em seguida imagem é capturada pela CCD. Algumas imagens dos
feixes sdo mostradas abaixo.

Figura 4.13 - Perfis de Intensidade para feixes: (a) Mathieu | =4 e q=3; (b) Ince-
Gaussiano |=3 e p=5; Hermite-Gaussiano com voértices =3 (c) a=0,75 e (d)

a=115.

Fonte: Autor, 2017.
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Os padrdes de difracao para os feixes Mathieu obtidos experimentalmente
sdo exibidos na figura (4.14). Observa-se que os padrdes de difragdo obtidos
experimentalmente concordam com os padrbes tedricos discutidos na secao
anterior, tanto com relacdo a mudanca da cargas topoldgica como em relacdo a

mudanca do parametro de elipsidade q. Isso se deve também a uma concordancia
entre os valores de | e g, onde os valores de | obedecem a |<10. Pois, para
I >10, a visualizagdo da contagem dos maximos para encontrar o valor da carga

topolégica dado por | =N —1 fica comprometida, como também os valores de q néo

- 1> 3 . s , L
excederam o limite ¢ >Z_ZI +3 com relagédo a | previsto no modelo teorico.

Figura 4.14 - Padrdes de difracdo experimentais de feixes Mathieu para as ordens: (a)
I=3eq=2,b)l=4eqg=3,(c)I=5eqg=2,(d) I=5eq=4.

Fonte: Autor, 2017.

Nos feixes Ince-Gaussianos também houve concordancia dos resultados

obtidos pelas simulagfes numéricas com os resultados experimentais. Mesmo com o
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fato de ndo ter um padrdo bem definido para a mudanca de fase nessa familia de
feixes. A técnica do padréo de difracdo por uma fenda triangular isésceles permite a
identificacdo da mudanca de fase do feixe com a variacdo dos valores do modulo da

carga topologica e o indice p.

Figura 4.15 - PadrBes de difracdo experimentais de feixes Ince-Gaussinos para as
ordens: (@) =3 e p=3,(b) =3 e p=5,(c)l=4e p=6,(d) I=5e p=9.

Fonte: Autor, 2017.

Os feixes Hermite-Gaussianos com vortices, assim como o0s feixes
antecessores concordaram com o modelo teorico, ou seja, o intervalo do valor de

0,75<a<1,25, pois fora desse intervalo ndo ha uma interferéncia entre os maximos

significante para formar um padr&o de difragdo bem definido.
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Figura 4.16 - Padrao de difracdo experimental dos vortices Hermite-Gaussianos para
I=3: (@ a=0.75, (b) a=0.85, (c) a=1.15 e (d) a=1.25.

Fonte: Autor, 2017.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, no capitulo 2, foi dado um enfoque maior nos feixes de
simetria eliptica que sdo elementos chaves para a realizacdo dessa dissertacao.
Partindo pela ordem cronolégica, os feixes Mathieu foram os primeiros, visto que os
Feixes Bessel um caso particular dos Feixes Mathieu, foi abordado tanto suas
semelhancas, como o fato de ser ndo difratante e possuir carga topoldgica, como
suas peculiaridades, por exemplo, ter as singularidades deslocadas ao longo do eixo
maior do feixe quando g >0 e possuir momento angular orbital diferente de I7.

Por conseguinte, vieram os feixes Ince-Gaussianos, que carrega varias
caracteristicas com feixes que sdo modulados por uma Gaussiana. Nesses feixes
foram exibidos como as combinacdes de elementos pares e impares formam um

feixe de frente helicoidal, sem a necessidade de da fase azimutal exp(—ilg) e como a
carga topologica e o parametro p influenciam na formacéo de tal feixe.

Por ultimo, foi abordado sobre os feixes Hermite-Gaussianos com vortices,
esses feixes diferentemente dos anteriores, ndo decorre diretamente da solucao da
equacdo de Helmholtz, mas sim de uma superposicao de varios feixes Hermite-
Gauss de amplitude complexa, tendo um parametro principal a responsavel por sua
formacdao transversal.

No capitulo 3 foram citados alguns trabalhos relevantes envolvendo difracédo
de feixes possuindo momento angular orbital. O primeiro foi um feixe Laguerre-
Gauss incidindo em uma fenda simples, percebeu-se a carga topolégica e o
deslocamento da fenda em relacdo ao centro geométrico do feixe sdo fatores que
influenciam na formacéo do padréo na zona de Fraunhofer. Também foi mencionada
a utilizacdo de uma abertura quadratica que devidamente ajusta ao perfil transversal
do feixe, proporcionou uma formacdo de uma malha quadratica, que facilitava a
obtencéo de valores de carga topoldgica pares. O trabalho mais influente para esta
dissertacdo, foi a utilizagdo de uma abertura triangular, pois além de detectar os
valores de carga topoldgica, fazendo a contagem do numero de maximos e
subtraindo uma unidade, também identifica o sinal da carga. Por fim, foi visto um
comparativo entre as técnicas triangular e retangular, percebendo que para valores
de carga topologica 10<1<20 a abertura triangular identificava o sinal e a abertura

retangular tinha melhor formacéo de maximos.
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No capitulo 4, utilizou-se uma abertura triangular isésceles para determinar o
valor da carga topologica de feixes elipticos. Iniciou-se tal procedimento utilizando
um feixe de ordem zero, observando a qual direcdo as caudas luminosas seguiriam
para se ter uma nocédo de como seria 0 deslocamento perpendicular da mesma com
0 aumento da carga topoldgica. Uma caracteristica, ja conhecida antes, dos trés
feixes foi que a formagéo da rede faz um angulo de 90° em relagdo a posicdo da
fenda devido a interseccdo dos maximos deslocados quando ha aumento no valor
da carga topoldgica, porém essa formacdo da rede ndo € tdo uniforme quanto nos
feixes de simetria circular devido as contribuicbes da difracdo néo ser igual geradas
pelos trés lados do triangulo. Percebe-se que para os feixes de simetria eliptica
existe um limite ndo sé do valor da carga topoldgica para a formacédo do padréo,
mas também limites associados ao aumento da elipsidade nos feixes. Outro
elemento caracteristico de feixes de simetria eliptica é que no caso dos feixes
Mathieu e Ince-Gaussianos ha uma mudanca no sinal da carga topoldgica quando é
alterado o sinal do namero complexo, fazendo com que o padrédo de difracdo
rotacione 180°, que no caso dos feixes Ince-Gaussianos eles ndo variam somente
com a mudanca de sinal do nimero complexo, mas também com as mudancas dos

indices | e p. No caso dos feixes Hermite-Gaussianos com vortices essa variacao

também esta presente quando ha mudanca no sinal do parametro a. E por fim, foi
obtida uma boa concordancia entre os modelos experimentais e tedricos mostrando
que a o padréo de difracdo de um feixe eliptico por uma abertura triangular isésceles
determina o sinal e 0 médulo da carga topologica para feixes de simetria eliptica de

forma objetiva e simples.



73

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1

10

11

JACKSON, J. D. Classical Electrodynamics. 1999.

POYNTING, J. The wave motion of a revolving shaft, and a suggestion as to
the angular momentum in a beam of circularly polarised light. Proceedings of
the Royal Society of London. Series A, Containing Papers of a
Mathematical and Physical Character, v. 82, n. 557, p. 560-567, 19009.
ISSN 0950-1207.

ALLEN, L. et al. Orbital angular momentum of light and the transformation of
Laguerre-Gaussian laser modes. Physical Review A, v. 45, n. 11, p. 8185,
1992.

MOLINA-TERRIZA, G.; TORRES, J. P.; TORNER, L. Twisted photons. Nature
Physics, v. 3, n. 5, p. 305-310, 2007. ISSN 1745-2473.

HE, H. et al. Direct observation of transfer of angular momentum to absorptive
particles from a laser beam with a phase singularity. Physical Review
Letters, v. 75, n. 5, p. 826, 1995.

SOSKIN, M. et al. Topological charge and angular momentum of light beams
carrying optical vortices. Physical Review A, v. 56, n. 5, p. 4064, 1997.

ABRAMOCHKIN, E.; VOLOSTNIKOV, V. Beam transformations and
nontransformed beams. Optics Communications, v. 83, n. 1-2, p. 123-135,
1991. ISSN 0030-4018.

DURNIN, J. Exact solutions for nondiffracting beams. I. The scalar theory.
JOSA A, v. 4,n. 4, p. 651-654, 1987. ISSN 1520-8532.

VOLKE-SEPULVEDA, K. et al. Orbital angular momentum of a high-order
Bessel light beam. Journal of Optics B: Quantum and Semiclassical
Optics, v. 4, n. 2, p. S82, 2002. ISSN 1464-4266.

ARLT, J. et al. Optical micromanipulation using a Bessel light beam. Optics
Communications, v. 197, n. 4, p. 239-245, 2001. ISSN 0030-4018.

GUTIERREZ-VEGA, J. C.; ITURBE-CASTILLO, M.; CHAVEZ-CERDA, S.
Alternative formulation for invariant optical fields: Mathieu beams. Optics
letters, v. 25, n. 20, p. 1493-1495, 2000. ISSN 1539-4794.



12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

74

GUTIERREZ-VEGA, J. et al. Experimental demonstration of optical Mathieu
beams. Optics Communications, v. 195, n. 1, p. 35-40, 2001. ISSN 0030-
4018.

CHAVEZ-CERDA, S.; GUTIERREZ-VEGA, J.; NEW, G. Elliptic vortices of
electromagnetic wave fields. Optics Letters, v. 26, n. 22, p. 1803-1805,
2001. ISSN 1539-4794.

CHAVEZ-CERDA, S. et al. Holographic generation and orbital angular
momentum of high-order Mathieu beams. Journal of Optics B: Quantum
and Semiclassical Optics, v. 4, n. 2, p. S52, 2002. ISSN 1464-4266.

BANDRES, M. A.; GUTIERREZ-VEGA, J. C. Ince—-Gaussian beams. Optics
letters, v. 29, n. 2, p. 144-146, 2004. ISSN 1539-4794.

. Ince—-Gaussian modes of the paraxial wave equation and stable

resonators. JOSA A, v. 21, n. 5, p. 873-880, 2004. ISSN 1520-8532.

KOTLYAR, V.; KOVALEV, A.; PORFIREV, A. Vortex Hermite—Gaussian laser
beams. Optics letters, v. 40, n. 5, p. 701-704, 2015. ISSN 1539-4794.

SZTUL, H.; ALFANO, R. Double-slit interference with Laguerre-Gaussian
beams. Optics letters, v. 31, n. 7, p. 999-1001, 2006. ISSN 1539-4794.

FERREIRA, Q. S. et al. Fraunhofer diffraction of light with orbital angular
momentum by a slit. Optics letters, v. 36, n. 16, p. 3106-3108, 2011. ISSN
1539-4794.

MESQUITA, P. H. et al. Engineering a square truncated lattice with light's
orbital angular momentum. Optics express, v. 19, n. 21, p. 20616-20621,
2011. ISSN 1094-4087.

HICKMANN, J. et al. Unveiling a truncated optical lattice associated with a
triangular aperture using light’s orbital angular momentum. Physical review
letters, v. 105, n. 5, p. 053904, 2010.

SILVA, J. G. et al. Unveiling square and triangular optical lattices: a
comparative study. Optics letters, v. 39, n. 4, p. 949-952, 2014. ISSN 1539-
4794.

SALEH, B. E.; TEICH, M. C. Fundamentals of photonics. 2007. Wiley Series
in Pure and Applied Optics, Wiley, v. 10, p. 0471213748,



24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

75

PADGETT, M.; COURTIAL, J.; ALLEN, L. Light's orbital angular momentum.
Physics Today, v. 57, n. 5, p. 35-40, 2004. ISSN 0031-9228.

STRATTON, J. A. Electromagnetic theory. John Wiley & Sons, 2007. ISBN
0470131535.

GRADSHTEYN, I. S. & RYZHIK, IM 1980 Table of Integrals, Series, and
Products. Academic, v. 161, n. 173, p. 1972-1979,

KOTLYAR, V.; KOVALEV, A. Hermite—Gaussian modal laser beams with
orbital angular momentum. JOSA A, v. 31, n. 2, p. 274-282, 2014. ISSN
1520-8532.

HECHT, E. Optics, 4th. International edition, Addison-Wesley, San
Francisco, v. 3, 2002.

GOODMAN, J. W. Introduction to Fourier optics. Roberts and Company
Publishers, 2005. ISBN 0974707724.

FOWLES, G. R. Introduction to modern optics. Courier Corporation, 1975.
ISBN 0486659577.

SINHA, U. et al. Ruling out multi-order interference in quantum mechanics.
Science, v. 329, n. 5990, p. 418-421, 2010. ISSN 0036-8075.

SILVA., W. C. S. Geracéao e Caracterizacao de Feixes possuindo Momento
Angular Orbital. 2011.

ERIKSEN, R. L.; MOGENSEN, P. C.; GLUCKSTAD, J. Elliptical polarisation
encoding in two dimensions using phase-only spatial light modulators. Optics
communications, v. 187, n. 4, p. 325-336, 2001. ISSN 0030-4018.

ARRIZON, V. et al. Pixelated phase computer holograms for the accurate
encoding of scalar complex fields. JOSA A, v. 24, n. 11, p. 3500-3507, 2007.
ISSN 1520-8532.



