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RESUMO

Esta dissertacao tratara sobre Divisao Euclidiana, alguns itens relacionados a Con-
gruéncia e Dominio de Integridade. Cada capitulo contém a atividade aplicada em sala
com alunos do Ensino Médio bem como um resumo basico dos objetos matematicos que
um curso de graduagao cobre e algumas sugestoes de outros pontos relacionados que o
professor podera se aprofundar. Além disso, o anexo contém a atividade do capitulo 1 que
foi trabalhada em sala, por ter sido mais longa enquanto os exemplos usados dos capitulos
2 ¢ 3 foram menos extensos e, por isso, estdo no proprio capitulo. E claro que uma for-
malizacao completa nao cabe nesse momento e o professor poderé escolher aqueles dentre
os quais pretende se aprofundar. No capitulo 1, trataremos sobre a Divisao Euclidiana.
Também iremos discutir e dar uma resposta do porqué, quando estamos fazendo a divisao
colocamos o zero no quociente e no exercicio ER4 da primeira lista de exercicios, isso
fica claro quando discutimos sobre unicidade. Ja no capitulo 2, os exercicios contidos na
atividade mostrarao que é um pequeno esfor¢o para abordar Congruéncias. Finalmente
no capitulo 3, discutimos sobre Dominios de Integridade. Chamamos atenc¢ao para outros
pontos tais como a comutatividade, uma vez que as matrizes foi um dos exemplos usados
e a comutatividade em geral nao vale neste anel. Nosso objetivo é mostrar que mesmo
no Ensino Médio podemos discutir sobre tais objetos que normalmente temos contato
no curso de graduacdo em Mateméatica. E claro que procuramos exemplos simples que
permitissem isso.

Palavras-chave: Divisao Euclidiana. Congruéncia. Dominio de Integridade.



ABSTRACT

This dissertation is about Euclidean Division, some items related to Congruence and
Domain of Integrity. Each chapter contains the applied activity done at the classroom
with high school students, as well as a basic summary of the mathematical objects that
a graduation course may cover and some suggestions of other related points that the
teacher may deepen. Besides that, there is an attachment that contains the activity of
Chapter 1 which was crafted in the classroom, because it was a bit longer, while the
examples used in Chapters 2 and 3 were less extensive and, because of that, are inside
the chapter itself. Of course, a complete formalization is not suitable for this moment
and the teacher can choose those of which s/he intends to go deeper. In Chapter 1, we
will talk about the Euclidean Division and we will also discuss and give an answer as to
why, when we are doing the division, we put the zero in the quotient and in the exercise
called ER4, that is on the first list of exercises, this becomes clear when we will discuss
the concept of uniquiness. Then in chapter 2, the exercises inside the activity will show a
small effort to address Congruencies. Finally in chapter 3, we discuss Integrity domains.
We draw attention to other points such as comutativity, since the matrix used is one of
the examples and, in general, there is no commutativity in this ring of matrix. Our goal
is to show that even in High School we can discuss such objects which usually we just
have contact in undergraduate degree in mathematics. Of course we worked with simple
examples that allow that to happen.

Key words: Euclidean Division. Congruence. Domain of Integrity.
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1. INTRODUCAO

Nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio(PCNEM) é previsto que a
Matemaética além de seu carater formativo instrumental, deve ser vista como ciéncia, com
suas proprias especificidades.

Contudo, a Matemaética no Ensino Médio nao possui apenas o carater formativo
ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas caracteris-
ticas estruturais especificas(PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS
DO ENSINO MEDIO,1997,p. 40).

Dentro desta perspectiva, descrevemos situagoes simples que permitirao ao aluno de
Ensino Médio compreender sobre: o significado da existéncia e unicidade do quociente e
resto na Divisao Euclidiana, a ideia na definigao de Congruéncia e finalmente Dominio de
Integridade.

O ponto de partida foram duvidas e perguntas que os alunos costumam fazer para
nos professores de matematica e que muitas vezes nao discutimos nem damos énfase por
julgar que estao relacionados com contetidos cujo escopo esta fora da algada para um
aluno de Ensino Médio. Com base nas perguntas e duvidas, foram produzidas listas de
exercicios sobre cada um dos temas citados anteriormente. Em seguida foram trabalhadas
em algumas turmas do Ensino Médio no Instituto Federal de Alagoas, Campus Marechal
Deodoro (IFAL/MD) no ano letivo de 2014. Apods trabalhar as listas de exercicios, foi
feito um resumo sintetizando as informacoes obtidas na aplicagao das atividades. Esses
resumos estao nesta dissertacao logo apos as listas de exercicios.

No capitulo 1 trataremos da Divisao Euclidiana. Para isso, desenvolveremos a teoria
bésica necessaria para demonstrar esse resultado.

Serao feitas duas demonstracoes desse resultado e como consequéncia de uma de-
las iremos dar uma interpretacao do porqué colocamos zero no quociente ao dividirmos
a por b, com a < b.

A atividade aplicada para discutir sobre o tema desse capitulo estd no anexo. No
ER4(Exemplo Resolvido 4) dessa atividade, discutimos de forma bastante clara e simples
sobre as varias possibilidades de escrever 23 na forma 6g + r, onde ¢ e r sao inteiros,

mas ao acrescentarmos a condicao 0 < r < 6 s6 hd uma forma de escrever o 23. Isso



permite compreender a unicidade de ¢ e r na Divisao Euclidiana de 23 por 6. Além disso,
o quociente e resto na Divisao Euclidiana de 2 por 6 sao 0 e 2 respectivamente. Esse
exemplo permite compreender um fato que costumamos fazer desde as séries iniciais, que
é colocar zero no quociente.

J& o capitulo 2 contempla a parte sobre a ideia usada para definir Congruéncia. Nesse
capitulo, além da demonstracao das propriedades basicas sobre Congruéncia, apresento a
atividade aplicada em sala que usa a teoria da congruéncia de forma implicita (questoes
3, 4 e 5). Essa atividade contém 5 questoes que usam as fungoes horarias dos moveis
que executam movimentos com velociadade constante, das quais as 2 primeiras usam a
funcao horaria de moéveis que executam um movimento uniforme e as 3 tdltimas usam
a funcao horaria que determina a posicao angular dos moéveis com velocidade angular
constante. A discussao dessas questoes permite perceber que nao ha tanta diferenca entre
elas, porém, na resolugao das trés tltimas usam-se miltiplos covenientes de 180 e 360
graus. As questoes 3 e 4 evidenciam o uso do conceito de Congruéncia de forma implicita
e nos mostra que o esfor¢co é minimo para formalizacao desse conceito no Ensino Médio.

Finalmente, no capitulo 3 discutiremos sobre conceito de Dominio de Integridade. Nele
apresentaremos a definicao de Dominio de Integridade, bem como as propriedades basicas
que decorrem da definicao. Além disso, registramos a atividade aplicada em sala para
discutir esse tema.

Tanto a atividade do capitulo 1 quanto a do capitulo 2 foram aplicadas com alunos do
primeiro ano do Ensino Médio porque, no IFAL/Marechal Deodoro oferecemos aulas de
reforgo ( na forma de monitorias e estudos dirigidos) e cursos de nivelamento aos alunos
da primeira série. J& a atividade do capitulo 2 foi aplicada com alunos do segundo ano
porque os questionamentos realizados por alunos desta série, nos levaram a produzir uma
discussao sobre Dominio de Integridade.

Também, nos capitulos 1 e 3, dispomos um material que discute sobre outros pontos
que tém relacao com o tema abordado, levando o professor a explorar e agucar a curi-
osidade dos seus alunos, assim como sua propria curiosidade. Em particular, procurei
construir exemplos simples que permitissem discutir de forma significativa e sucinta sobre
cada um.

Dessa forma, espero que essa dissertagao possa contribuir mostrando que mesmo no
Ensino Médio é possivel discutir temas que normalmente sao abordados em cursos de
graduagao, mas que interferem de forma decisiva sobre a matematica que é tratada no

Ensino Médio.



2. DIVISAO EUCLIDIANA

2.1. Introducao

Dados dois niimeros inteiros a e b, com b # 0, podemos pensar na divisao do niimero
a pelo nimero b. A Divisao Euclidiana nos garante a existéncia e unicidade de dois ni-
meros inteiros ¢ e r tais que a = bqg+r,com 0 < r < |b|. Sob esse olhar, desenvolveremos,
neste capitulo, a teoria basica necessaria para formalizar a Divisao Euclidiana.

Daremos duas demonstragoes desse fato. Salientamos que uma das demonstracoes
seré feita para o conjunto dos ntimeros naturais e em seguida estenderemos para o con-
junto dos ntimeros inteiros. Como consequéncia dessa demonstragao teremos uma justi-
ficativa bastante interessante do porqué colocamos zero no quociente, quando dividimos
aporb, coma <b.

A seguir trataremos de alguns fatos basicos necessario ao bom desenvolvimento da

teoria aqui mencionada.

2.2. Alguns resultados preliminares

Definicao 2.2.1. Um subconjunto X do conjunto dos nimeros inteiros serd dito limitado

inferiormente, se existir um inteiro y tal que y < x para todo x € X.

Exemplo 2.2.1. O conjunto dos nimeros naturais, denotado por N = {0,1,2,3...} €

limitado inferiormente?

Claramente temos que N c Z, porque todo nimero natutal também é inteiro. Além
disso, —1 € Z e, —1 < x, Vx € N. Portanto, N é limitado inferiormente.
Observe também que 0 e Ne 0 < z, Vo € N. Logo, poderiamos ter concluido que N é

limitado inferiormente usando um elemento do préprio conjunto.

Definicao 2.2.2. Um subconjunto X do conjunto dos nimeros inteiros serd dito limitado

superiormente, se existir um inteiro y tal que x < y para todo v € X.
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Exemplo 2.2.2. Dado um inteiro ”a”, o conjunto formado por todos os divisores inteiros

de "a"¢ limitado superiormente, pois se x divide a, entao x < |al.

De fato, se a = 0 é trivial pois = 0. Assim, nossa discussao a seguir, sera feita para
o caso em que a # 0. Nesse caso, necessariamente temos |a| = 1. Se z | a, entdo existe um
inteiro y tal que xy = a. Como a # 0, temos que tanto x quanto y sao também diferentes
de zero. Em particular, y # 0, donde |y| > 1. Logo, |a| = |z| |y| = |z| = =, provando a
afirmacao.

Doravante, dado um numero inteiro a denotaremos por D, ao conjunto constituido
por todos os ntimeros inteiros que sao divisores do numero inteiro a, ou seja, D, = {z €
Z;x | a}.

Exemplo 2.2.3. O conjunto dos nimeros naturais, denotado por N, € um exemplo de

subconjunto dos nimeros inteiros que nao € limitado superiormente.

De fato, suponhamos exista y € Z tal que x < y, Vr € N. Nesse caso, y € N e
consequentemente y + 1 também é um ntimero natural. Assim, y + 1 < y e isso constitui

um absurdo. Portanto, o conjunto N nao ¢ limitado superiormente.

Definicao 2.2.3. Um subconjunto X do conjunto dos nimeros inteiros serd dito limitado

quando for limitado superiormente e limitado inferiormente.

Exemplo 2.2.4. Todo subconjunto finito do conjunto dos nimeros inteiros € limitado, e

portanto, se ele for ilimitado entao € infinito.

Definicao 2.2.4. Um subconjunto X do conjunto dos nimeros inteiros tem um menor
elemento (ou elemento minimo), se existir b € X tal que para todo x € X se tenha x = b.

Denotaremos o menor elemento de um subconjunto X, quando existir, por minX.

Exemplo 2.2.5. Todo subconjunto nao vazio do conjunto dos niumeros naturais, pos-
sui elemento minimo. No entanto, nem todo subconjunto dos niumeros inteiros possui

elemento minimo.

E facil observar que o proprio Z nao tem elemento minimo. A primeira parte do
que afirmamos é conhecida com Principio da Boa Ordenacao e sera explorado com mais

detalhes posteriormente.

Defini¢ao 2.2.5. Um subconjunto X de nimeros inteiros tem wm maior elemento(ou
elemento mdzimo), se existir b € X tal que para todo x € X se tenha x < b. Denotaremos

o mdzimo de um subconjunto X, quando existir, por mdx.X.
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Exemplo 2.2.6. Se A e B < Z sao subconjuntos limitados entao A n B também é

limitado.

De fato, se A e B sao limitados existem a e b inteiros tais que —a <z < a, Vre A e
—b <y < b,Yy € B. Seja M=maéx {|al, |b|}. Dessa forma, quaisquer que sejam x € A n B
tem-se que —a < ¥ < a, e —b < x < b, donde concluimos que —M < x < M, ou seja,
A n B é limitado.

Exemplo 2.2.7. Dado um inteiro a, consideremos o conjunto D, = {x € Z;x | a}.

Afirmamos que ele tem um elemento mdximo e um elemento minimo.

Isso decorre do seguinte resultado: Se x divide "a"entao |z| < |a|, donde —a < z < a.
Além disso, a, —a € D,, e, portanto, —a e a s&o repectivamente o elemento maximo e o

elemento minimo do conjunto D,.

Exemplo 2.2.8. Sejam a e b mimeros inteiros nao nulos. Mostremos a existéncia de

mdzximo divisor comum dos nimeros a e b.

Para isso, consideremos D, = {r € Z;x | a} e D, = {y € Z;y | b}. Denotaremos,
ainda, por D, n D, o conjunto formado pelos divisores comuns de a e b. Afirmamos que
D, n Dy # ¢. De fato, 1 € D, n Dy, o que implica a afirmacao. Além disso, D, n Dy é
limitado por ser a interseccao de conjuntos limitados e, portanto, finito. Assim, D, N Dj
possui um elemento maximo e um elemento minimo por ser um subconjunto finito de

numeros inteiros.

Proposicao 2.1. Se um subconjunto X de mimeros inteiros tem um menor elemento

entao ele € unico e o mesmo vale para o maior elemento.

Demonstragao:

Sejam x e y menores elementos de um subconjunto X. Sendo x um menor elemento
do subconjunto X, temos, por definicao que = < y. De forma analoga, usando o fato de y
ser um menor elemento do subconjunto X concluimos que y < z. Dessa forma, usando a
antissimetria obtemos que x = y e com isso concluimos a unicidade do elemento minimo.
|

Um resultado basico sobre os niimeros inteiros ¢ o Principio da Boa Ordenagao (PBO),

que usaremos como um axioma e provaremos uma versao equivalente dele.

Axioma 2.1. Principio da Boa Ordenacao. Todo subconjunto X nao vazio de nii-

meros inteiros limitado superiormente possui elemento mdxrimo.

Proposicao 2.2. Todo subconjunto X nao vazio de nimeros inteiros limitado inferior-

mente possui elemento minimo.
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Demonstragao:

Seja X um subconjunto nao vazio de nimeros inteiros limitado inferiormente pelo
namero inteiro a, ou seja, z = a, Yo € X. Consideremos o conjunto ¥ = —X = {y =
—z;x € X} Como a < z, para todo z € X, temos que —z < —a para todo x € X. Portanto,
segue que y < —a, Vy € Y, ou seja, Y é limitado superiormente pelo niimero inteiro —a.

Donde conclui-se, pelo axioma anterior, que o subconjunto Y possui um elemento
maximo, yp = —p, com xg € X. Dessa forma, y < yp, donde —yg < —y. Assim —y, <
x, Vo € X, e desse modo, temos que —yy = xp é o elemento minimo de X. [ |

Vejamos uma aplicagao bastante interessante da proposicao anterior.
Exemplo 2.2.9. Nao existe numero natural x tal que 0 < x < 1.

De fato, suponhamos por absurdo que existe um nimero natural = tal que 0 < z < 1.
Assim, o conjunto A={x € Z;0 < x < 1} é ndo vazio. Como o conjunto A ¢é limitado
inferiormente pelo nimero 0, segue pela proposicao anterior, que existe m = minA. Nesse
caso, m € A, donde 0 < m < 1 e por conseguinte temos que 0.m < m.m < 1.m. Assim,

2

0 <m? <m < 1 e, portanto, m? € A. Isso constitui um absurdo pois m = minA. Dessa

forma, nao pode existir x natural tal que 0 < x < 1.

Proposicao 2.3. Segundo Principio da Inducao. Seja X < N, 0 € X, com a sequinte
propriedade: dado um natural n, se X contém todos os naturais m tais que m < n, entao

n € X. Nestas condicoes, X = N.

Demonstragao:

Seja Y = N — X. Afirmamos que o subconjunto Y = ¢&. De fato, se Y nao for vazio,
pela proposicao 1.2, existe um elemento minimo, digamos y. Note que yo € Y e como
0 € X, tem-se yg = 1. Por outro lado, Vz € N tal que = < yo tem-se x € X. Mas, pela
hipoétese sobre X, concluimos que yy € X, uma contradicao. Portanto, ¥ = ¢J, donde
segue que X = N. [ ]

Observe que a condicao x < yg é satisfeita pelo menos para o namero zero, de sorte

que nao estamos tratando de um caso de vacuidade.

2.3. Divisao Euclidiana em 7

De posse dos resultados obtidos na secao anterior, no teorema 1.3.1 seré feita a pri-
meira demostracao da Divisao Euclidiana. Inicialmente mostraremos alguns resultados

que culminarao com a demonstracao do teorema citado.
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Lema 2.1. Sejam a e b dois numeros inteiros, com b > 0. Entao existe um numero inteiro
d tal que db < a.

Demonstragao:

Suponhamos por absurdo que a < db para todo nimero inteiro d. Consideremos o
conjunto A = {db;d € Z} . Assim, o conjunto A é nao vazio e limitado inferiormente por
a. Dessa forma, pela proposicao 1.2, o subconjunto A possui menor elemento, ou seja,
existe dy € Z com dyb = min A. Assim, dob > a. Por outro lado, temos que (dy — 1)b ¢ A
. De fato, se (dy — 1)b € A, entao dob < (dy — 1)b. Consequentemente, como b > 0, temos
que dy < (dy — 1), um absurdo, pois dy > (dy — 1).

Portanto,(dy — 1)b ¢ A, e assim temos que (dy — 1)b < a. Mas isso é um absurdo,

porque estamos supondo que a < db para todo ntimero inteiro d. [ ]

Lema 2.2. Sejam a e b dois nimeros inteiros, com b > 0. Entao existem 1inicos nimeros

inteiros q e r tais que a =bqg+1r e 0 <r <b.

Demonstragao:

Dados os inteiros a e b, com b > 0, consideremos o conjunto B = {db < a;d € Z}.
Temos, pelo lema anterior, que B # (J. Por outro lado, B é limitado superiormente
pelo ntmero inteiro a. Dessa forma, pelo axioma 1.1, existe elemento maximo Myb. Por
outro lado, (My + 1)b > a. De fato, se (My + 1)b < a terfamos que (My + 1)b € B. Dai
(Mo + 1)b < Mgb. Logo, My + 1 < My, uma contradigao, pois My + 1 > M. Portanto,
temos que Myb < a < (My + 1)b, ou de forma equivalente, existe M, inteiro tal que
0<a— Myb<b.

Sejam q = My e r = a — Myb. Isso da conta da existéncia. Observe que a unicidade

decorre da unicidade do elemento méximo de B. [ |

Corolario 2.3.1. Sejam a e b dois nimeros inteiros, com b < 0. Ezxistem 1inicos nimeros

inteiros q e r tais que a =bg+1r e 0 <r < —b.

Demonstragao:

A prova é imediata, pois b < 0 equivale dizer que —b > 0. Pelo lema anterior, existem
tnicos inteiro () e R tais que a = —bQ) + Re 0 < R < —b.

Denotando ¢ = —Q e r = R, temos que existem tinicos inteiros q e r tais que a = bg+1r
e0<r<-—b [ |

Teorema 2.3.1. Divisao Fuclidiana em Z
Sejam a e b dois nimeros inteiros, com b # 0. Existem unicos numeros inteiros q e r

tais que a = bg +1 e 0 <7 < [b].
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Demonstragao:
Analisando os casos conforme b > 0 ou b < 0, a demonstragao é uma consequéncia
imediata dos resultados anteriores, conforme a seguir. Se b > 0, basta usar o Lema 1.2, e

se b < 0, basta usar o corolario. [ ]

2.4. Outra demonstracao da Divisao Euclidiana em Z

Agora iremos apresentar uma segunda demonstracao da Divisao Euclidiana em Z.
Essa demonstracao sera feita no teorema 1.4.1 Antes, serd demonstrado um lema que sera

usado para estendermos a todos os inteiros.

Lema 2.3. Divisao Fuclidiana em N
Sejam a e b dois niumeros naturais, com b > 0. Entao, existem unicos numeros naturais

q er tais que a = bg + 1, com 0 < r <b.

Demonstracgao:

Se a < b, basta escolher ¢ = 0 e r = a. Assim, vamos nos deter ao caso em que a > b,
cuja prova da existéncia de ¢ e r faremos por inducao sobre o nimero natural a, em sua
segunda forma.

Assim sendo, considerando a = b, temos que 0 < a — b < a. Portanto, pela hipotese
de inducao, existem ntmeros naturais ) e R tais que a —b = Qb+ Re 0 < R < b.
Lodo, existem ntimeros naturais ¢ = QQ + 1 e r = R tais que a = bqg + r, com 0 < r < b,
mostrando, dessa forma, a existéncia.

Provaremos agora a unicidade. Suponhamos que existam pares de nimeros naturais
(Q,R) e (q,r) tais que a = bg+r,com 0 < r <bea=5bQ + R, com 0 < R < b.
Suponhamos por absurdo R # r e sem perda de generalidades seja R > 7.

Logo, 0 < R—1r = (Q — q)b e usando o fato que R —r < b obtemos 0 < R —r =
(Q —q)b < b. Como b > 0, segue que 0 < @ — ¢ < 1. Uma contradigao, pois Q) — ¢ é
um nimero inteiro e vimos que nao existe nimero inteiro entre 0 e 1. Dessa forma, temos

necessariamente que R = r, e como consequéncia, () = q. [
2 Observacgao 2.1.

No inicio da demonstracao do lema anterior, verificamos que no caso de a<b a divisao
euclidiana é trivialmente satisfeita tomando ¢ = 0 e r = a. Observe que neste caso, temos
claramente um boa justificativa para nossos alunos no que diz respeito em colocar zero
no quociente quando o dividendo for menor que o divisor.

Esse fato me chamou & atencao, pois ao longo de minha vida profissional varios alunos

me questionaram sobre a questao do zero no quociente. De fato, nao tinha percebido que
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a explicacao se dava pelo fato da unicidade da divisao euclidiana. Sempre que me deparo
com tal pergunta faco questao de frisar o porqué e vejo que meus alunos ficam satisfeitos
com meus argumentos.

A titulo de aproximar o aluno com essa realidade mostraremos com dois exemplos que
é possivel fazer um paralelo entre os conceitos de divisao nas séries iniciais com a divisao
euclidiana apresentada neste trabalho.

Achar o quociente e o resto quando:
(a) Dividimos 631 por 6.
(b) Dividimos 32 por 6.

Vamos a solucao de cada um deles.

(a) Comegamos dividindo 6 por 6, cujo quociente é 1 e o resto é 0. Esse nimero 1 é o

631 | 6
0 1

Em seguida, baixamos o 3 ao lado do resto anterior formando 03. Conforme vimos,

primeiro algarismo do quociente.

pelo lema anterior, o niimero 03 quando dividido por 6 tem quociente 0 (segundo

algarismo do quociente) e resto o proprio 03.

631 | 6
03 |10
03

Agora, baixamos o 1 ao lado do resto, formando 031, que dividido por 6 tem quo-

ciente 5 e resto 1. Esse niimero 5 é o terceiro algarismo do quociente.

631 6
03 | 105
031
001

Como nao ha mais algarismo a ser baixado, entao o processso se encerra obtendo

quociente 105 e resto 1.

Portanto, o quociente da divisao de 631 por 6 é 105 e o resto 1.
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(b) Faremos de modo anédlogo ao que fizemos no item (a).

Comecamos dividindo 3 por 6. Conforme vimos no lema anterior, o quociente é 0 é

o resto é 3.

3216
310

Em seguida, baixamos o 2 ao lado do resto 3, formando o 32. Ao dividir 32 por 6

obtemos quociente 5 e resto 2.

32| 6
32| 05
2

Portanto, o quociente da divisao de 32 por 6 é 05 e o resto é 2.

Note que no item (b) o nimero 05 pode ser escrito simplesmente como sendo 5, uma
vez que esse zero a sua esquerda pode ser omitido. Nesse caso, o primeiro passo da divisao
poderia ser suprimido. E isso que aprendemos a fazer nas séries iniciais: "Como o 3 é
menor do que 6 entdo passamos ao proximo numero, formando o 32."J4 no item (a) o
quociente é 105 e esse 0 nao pode ser omitido, uma vez que os nimeros 15 e 105 nao
representam o mesmo valor.

Nos dois casos, o zero no quociente apareceu porque estamos fazendo a divisao euci-
diana, e para atender as condi¢oes sobre existéncia e unicidade em relagao ao quociente
e resto, temos necessariamente que o quociente é 0 e o resto o proprio dividendo. As-
sim, conseguimos uma explicacao via divisao euclidiana, do porqué colocamos zero no

quociente quando fazendo a divisao em que o dividendo é menor do que o divisor.

Teorema 2.4.1. Divisao Fuclidiana em 7 Sejam a e b dois nimeros inteiros, com

b # 0. Existem unicos nimeros inteiros q e r tais que a = bg+r e 0 <r < |b|.

Demonstragao:
Se a e b sao naturais é verdade pelo lema anterior. Sejam a e b inteiros tal que b # 0.
Mas b # 0 equivale dizer que o modulo de b é nao nulo e portanto positivo. Vamos fazer

em dois casos, conforme a > 0 ou a < 0, analisando alguns subcasos.

(i) Seja a > 0, pelo lema anterior temos a = Q|b| + R. Se b>0 tome ¢ = Q e r = R; Se
b<0tomeq=—-Qer=R.
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(ii) Se a < 0 entdo —a > 0, e desse modo, existem nimeros nturais @) e R tais que
—a=Qb|]+ Re0< R < |bl. Se R=0entao a = —Q|b| + 0, donde escolha ¢ = —Q
er =0 quando b > 0, e de forma analoga, ¢ = Q e r = 0 quando b < 0. Seja agora
0 <R <b|. Logo, 0 < R—|b| < |b| e a = —Q|b| — R. Neste caso, tome r = |b| — R
eq=—-0Q—1.

|
Doravante, caso nao seja feita nenhuma mencgao, quando nos referirmos a divisao

estamos querendo dizer que se trata da Divisao Euclidiana.

2.5. Todo ntiimero racional tem representacao decimal
finita ou periodica

Dado um ntumero racional, uma aplicacao bastante interessante da divisao é mostrar
que sua representacao decimal é finita ou é periddica. Na justificativa de tal fato sera usado
também um principio que tem véarias aplicagoes. Esse principio é chamado de Principio

das Gavetas ou Principio das Casas dos Pombos, que iremos enunciar e justifica-lo.

Proposicao 2.4. Se distribuirmos n+ 1 pombos em n casas, entao pelo menos uma casa

terd mais de uwm pombo pois temos n + 1 pombos.

Demonstragao:
De fato, suponhamos que em cada casa tenha no maximo um pombo. Neste caso,
terfamos no maximo n pombos, provando, dessa forma, que pelo menos uma casa tera

mais de um pombo. [ |

Feito isso, iremos mostrar como aplicacao da divisao o que nos propusemos, ou seja,
mostrar que todo nimero racional possui representacao decimal finita ou periddica.

. , . a . . .
Seja um numero racional r = 7 com a e b nimeros inteiros e b # 0. Observe que se
. . a —a
b < 0, tomemos a fracao equivalente r = 7= Neste caso, —b > 0 e, portanto, sem
. : , ) a
perda de generalidade podemos considerar apenas um nimero racional r = 7 com b > 0.
Conforme vimos, pela divisao, existem tinicos inteiros ¢ e r tais que a = bq + r, com

0 < r < b. Vamos analisar dois casos conforme r = 0 ou r # 0.

(i) Se r = 0, a divisdo é exata e o niimero racional é inteiro e, portanto, sua represen-

tagao decimal é finita.
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(ii) Se r # 0, colocamos zero ao lado resto (e uma virgula ao lado do quociente somente
na primeira vez) e prosseguimos com a divisdo, obtendo um novo resto. O proce-
dimento consiste em colocar zero ao lado de cada resto obtido e dividir, obtendo o

proximo algarimo do quociente e um novo resto.

Sejam r;, i € {1,2,...}, esses restos obtidos, e pela divisdo, cada um deles sao tais
que 0 < 7r; <b. Se algum dos r; = 0 entao o processo se encerra e o quociente tera

representacao finita.

Consideremos o caso em que todos os r; # 0 e assim temos que 0 < r; < b. Nesse
caso os 1; podem assumir no maximo b — 1 valores: 1,2,...,b — 1. Sejam ry, 7o,
...,Tp 08 b primeiros restos. Olhando ry, 73, ...,r, com pombos e 1,2,....,b — 1 como
casas, temos que pelo menos dois dentre os restos r; assumem o mesmo valor entre
os possiveis 1,2, ...,b — 1. Assim, essa repeticao dos restos provocara a repeticao do

quociente gerando uma representagao periddica.

Portanto, todo nimero racional tem representacao decimal finita ou periddica.
Esse exercicio aparece resolvido em [11] apenas para os racionais positivos mas o autor
nao explicitou todos os detalhes. Para se aprofundar sobre outros aspectos em relagao as

condigbes de um um ntimero racional ter representacao finita ou periodica veja em [8] e
[12].

2 Observagao 2.2.

Vamos justificar o fato de ir colocando zeros ao lado do resto para continuar dividindo.

Vejamos isso com um exemplo. Obter a representagao decimal de - com 3 casas decimais.
L . . 36 36000

Como queremos 3 casas decimais, entao escrevemos convenientemente - = ~000. e
dividimos 36000 por 7 obtendo no quociente 5142. Agora, deslocaremos 3 casas decimais
para a esquerda obtendo 5,142. O que fizemos foi dividir 36000 por 7 e em seguida por
1000, que neste tltimo caso corresponde a contar 3 casas decimais da direita para a
esquerda e colocar uma virgula.

Se ja soubéssemos quantas casas decimais seriam usadas, bastava obter a fracao equi-
valente & primeira com uma quantidade de zeros igual & quantidade de casas decimais e em
seguida, fazer a divisao do numerador pelo denominador (sem os zeros). Posteriormente
deslocamos a virgula tantas casas decimais para a esquerda quantos forem os zeros. Caso
queira obter o quociente em que apareca pelo menos o periodo, entao deveremos obter
a fracao com 8 zeros, uma vez que os possiveis valores do restos sao de 0 a 6. No caso
geral, dado um ntmero racional r = g, com b > 0, para obter sua representacao decimal

em que apareca pelo menos o periodo explicito, basta escrever a fracao equivalente com
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b+ 1 zeros, porque garante que pelo menos dois restos assumam o mesmo valor dentre os
b possiveis em {0, 1,...,b — 1}, ocasionando repetigdo dos restos.

A colocagao de zeros ao lado do resto para continuar dividindo é um procedimento
auxiliar que permite omitir a fase de preparacao para obter uma fracao equivalente a

primeira com uma quantidade de zeros conveniente.



3. CONGRUENCIA

3.1. Introducao

Uma vez admitido o conhecimento da divisao euclidiana, naturalmente abordamos o
conceito de congruéncia. Esse conceito é robusto na solucao de alguns problemas numé-
ricos interessantes. Como veremos na atividade aplicada em sala, o esforco que aluno
e professor devera desprender ¢ minimo no sentido dessa abordagem contextualizada do
conceito de congruéncia.

A quem interessar uma abordagem mais profunda sobre o assunto, recomendo uma
leitura de [9] e [13]. Este tltimo autor descreve o assunto de forma logica e capacita o leitor
neste conceito desenvolvendo certas habilidades algébricas que permitem um dominio
pleno deste conceito.

A seguir daremos o conceito de congruéncia e usaremos alguns exemplos com o intuito

de explicitar de forma concreta esse conceito.

3.2. Definicao e propriedades basicas

Definicao 3.2.1. Seja m um inteiro nao nulo. Dois inteiros a e b sao ditos congruentes
maodulo m quando a e b deizam mesmo resto na divisao por m. Neste caso, escrevemos
a = bmodm. Quando a e b nao deizarem o mesmo resto na divisao por m entao eles sao

ditos nao congruentes e representamos por a % bmodm.

Proposigao 3.1. Sejam a, b e m numeros inteiros, com m # 0. Temos que: a = bmodm

se e somente se a = bmod(—m).

Demonstragao:
De fato, suponhamos que a e b sejam congruentes moédulo m. Pela divisao, existem

inteiros ¢, ) e R tais que

a=qgm+reb=Qm+r, com0<r<|m|.
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Note porém, que as expressoes anteriores poderiam ser escritas da seguinte forma,
a=(—q)(-m)+reb=(-Q)(—m)+r, com0<r<|—mj.

Isso mostra que a e b deixam também o resto r quando divididos por —m e portanto,
concluimos que a e b sao congruentes moédulo —m.
Reciprocamente, suponhamos que a e b sejam congruentes moédulo —m. Pela divisao,

existem inteiros ¢, () e r tais que
a=qg(—m)+reb=Q(-m)+r, com0<r<|—m|.
De forna anéloga ao que fizemos anteriormente, temos que
a=—gm+reb=—-Qm+r, com0<r<|m|

Portanto, mostramos que a e b sao congruentes modulo m. [ |
Proposicao 3.2. Para quaisquer nimeros inteiros a e b temos que a = bmod 1.

Demonstragao:
De fato, temos que a = 1.a + 0 e b = 1.b + 0. Isso mostra que os ntimeros inteiros a e

b deixam resto 0 quando dividido por um. Portanto, a e b sao congruentes moédulo 1. H

Conforme vimos, a = bmodm se e somente se a = bmod(—m) e para quaisquer
numeros inteiros a e b temos que a = bmod 1. Assim, caso nao seja feita nenhuma mencgao

usaremos m > 1.

Exemplo 3.2.1. Temos que 7= 3mod2 pois 7 =2.3+1e3 =2.1+1. De forma andloga,
7% —3mod4 pois7T=24+3e—3=—-14+1.

Agora, iremos demonstar dois lemas que serao usados quando for feita a demonstragao

do teorema bésico que retine algumas propriedades da congruéncia.

Lema 3.1. Sejam a, b, ¢ e m nimeros inteiros, com m # 0. Sem | a e m | b entao:
(i) O inteiro m divide ab.
(it) m | (ax + by), quaisquer que sejam os inteiros x e y. Em particular, m | (a + b).

(itt) m| (btc)<=m | c
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Demonstragao:
Sejam a,b e m numeros inteiros, com m # 0. Se m | a e m | b, entdo existem inteiros

k el tais que a = mk e b = ml. Assim, temos que:

(i) O inteiro ab se escreve da forma (mk)(ml), donde ab = mx, com x = mkl € Z.

Portanto, m | ab.

(ii) O inteiro ax + by se escreve da forma (mk)x + (ml)y, donde ax + by = m(kz + ly)
e, portanto, ax + by = mn com n = kx + yl € Z. Logo, m | (ax + by).

(iii) Suponhamos que m | (b+ ¢). Nesse caso, existe um ntimero inteiro z tal que b+ ¢ =
mz, e usando a hipotese que b=ml, obtemos ¢ = mz — ml. Logo, ¢ = m(z — 1) e
portanto, ¢ = ms, com s = (z — [) € Z. Isso mostra que m | c. Reciprocamente, se
m | ¢, entdo ¢ = ms, para algum ndmero inteiro s. Usando a hipdtese que b = ml
obtemos, b+ ¢ = ml+ms = m(l + s) = mv, para algum ntmero inteiro v. Portanto,

m | (b+ c).

O caso b — ¢ ¢ anédlogo e deixamos como exercicio para o leitor.
LB

Lema 3.2. Sejam a, b e m nimeros inteiros. Temos que a = bmodm se, e somente se,

m | (a —b).

Demonstragao:

Sabemos que se a = bmodm, existem ¢, () e r inteiros tais que
a=mqg+reb=m@Q +r.

Dessa forma, a — b = m(q — Q). Donde, concluimos que m | (a — b).
Reciprocamente, suponhamos que m | (a — b). Pela divisao, existem nimeros inteiros

q, Q, r e R tais que
a=mqg+r,com0<r<meb=mQ+ R, con0<R<m.

Dessa forma, a — b = m(q — Q) + (r — R). Como por hipotese m | (a — b) e observando
que m | m(q — @), segue que m | (r — R) e juntamente com o fato de 0 < R —r < m,
obtém-se R = r. Portanto, a = bmodm. [ ]

Agora sera feita a demonstragao do teorema que retne as propriedades basicas da

congueéncia.
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Teorema 3.2.1. Sejam a, b, ¢, d, m,e n nimeros inteiros, com n > 1.

Temos que:

(i) a =amodm Ya € Z.

(i) Se a = bmodm, entio b= amodm.

(11i) Se a = bmodm e b= cmodm, entio a = cmodm.

(iv) Se a=bmodm e c =dmodm, entio a + c = b+ dmodm e ac = bd modm.

(v) Se a =bmodm, entdo a” = b" modm.

Demonstragao:

(i)

Claramente, m | (a — a) para todo inteiro "a". Entdo, pelo lema anterior, temos a

afirmacgao.

Da mesma forma, pelo lema anterior temos que m | (a —b). Portanto, m | —(a — b).

Dai m | (b — a). Usando novamente o lema concluimos que b = amodm.

Temos por hipotese que a = bmodm e b = cmodm. Entao, pelo lema anterior
temos que m | (a —b) e m | (b — ¢). Portanto, m | [(a — b) + (b — ¢)], ou seja,

m | (a — ¢). Dai a = cmodm.

Temos por hipotese que m | (a — b) e m | (¢ — d). Logo, m | [(a — b) + (¢ — d)], ou
seja, m | [(a + ¢) — (b + d)]. Donde implica que a + ¢ = b+ dmodm.

Como ac—bd = ac—ad + ad — bd = a(c—d) + d(a — b), segue pelo item (ii) do lema

2.1 que m | (ac — bd), ou seja, ac = bd mod m.

Faremos por indugao sobre n.

Note que o caso n = 1 ja é verdadeiro por hipotese. Para compreendermos o passo
indutivo, iremos fazer o caso n = 2. Pelo item anterior, se a = bmodm entao
a.a = b.bmodm, donde a? = b modm.

ntl = pntlmod m. De fato, se

Suponhamos que a" = b™ mod m e provemos que que a
a" = b" modm e usando a hipotese que a = bmod m segue que a".a = b".bmod m.

n+1 = bn+1

Portanto, a modm como queriamos demonstrar.

Assim esté provado, por inducao sobre n, que a" = 0" modm vale para todo n

natural, com n > 1.
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" Observacgao 3.1.

A trés primeiras propriedades mostram que a congruéncia é uma relagao que é reflexiva,
simétrica e transitiva. Quando uma relacao satisfaz a essas trés propriedades entao ela é
chamada de relacao de equivalencia. Portanto, a relagao de congruéncia é uma relagao de
equivaléncia.

Ja a quarta propriedade diz que a congruéncia é compativel com a soma e o produto.
Para maiores detalhes sobre congruéncia e relacdo de equivaléncia sugerimos [9] e [4].

Veremos a seguir alguns exemplos de aplicagao dessas propriedades. Antes sera de-

monstrada uma proposicao que também seré usada nos exercicios exemplos.
Proposicao 3.3. Dados os nimeros inteiros a e m, temos que:
(1) Se r € o resto da divisio de a por m, entio a = rmodm.

(11) Reciprocamente, se a =rmodm e 0 < r < m, entao r € o resto da divisao de a por

m.

Demonstragao:

De fato, sejam a e m numeros inteiros. Se r é o resto da divisao de a por m, entao
a = mgq + r para algum numero inteiro ¢q. Logo, a — r = gm e, portanto, m | (a — r).
Conforme ja vimos, m | (a —r) é equivalente a dizer que a = r mod m, provando, dessa
forma, a primeira parte da proposicao.

Provaremos, agora, a segunda parte da proposicao. Consideremos o inteiro r tal que
a=rmodme(0 <r < m. Ora, a = rmodm equivale a dizer que m | (a — ). Logo,
a —r = gm para algum ntmero inteiro ¢ e assim, temos que a = gm + r. Sejam @) e R,
respectivamente, o quociente e o resto da divisao de a por m. Pela unicidade do quociente
e o do resto da divisao de a por m, temos que R = r e () = q. Isso prova a afirmacao que

sea=rmodm e () <r <m,entao r é o resto da divisao de a por m. |
Exemplo 3.2.2. Achar o resto da divisao de 7*° por 51.

Note que 72 = —2mod51. Pela ultima propriedade do teorema anterior, podemos
elevar membro a membro a qualquer expoente natural. Convenientemente elevaremos
a quinta poténcia e obtemos que 7% = —32mod 51. Mas 32 = 19mod 51. Pela terceira
propriedade do mesmo teorema segue que 7% = 19mod 51.

Logo, conforme a proposicao anterior temos que 710 deixa resto 19 quando dividido

por 51.

Exemplo 3.2.3. Mostrar que 19%" deiza resto 1 quando € dividido por 17, para todo

natural n.
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Observe que 19 = 2mod 17. De forma analoga ao que fizemos no exemplo anterior
elevamos membro a membro & uma poténcia conveniente, que nesse caso é a quarta
poténcia, obtendo 19* = 16mod17. Como 16 = —1mod17 entdao 19* = —1mod 17.
Elevando membro a membro ao quadrado obtemos 19% = 1mod 17 e portanto, 195" =
1mod17.

Pela proposicao anterior, temos que 198" deixa resto 1 quando ¢ dividido por 17.

3.3. Atividade aplicada

A lista de exercicios a seguir foi trabalhada com 40 alunos do primeiro ano do Ensino
Médio, no ano letivo de 2014, com o objetivo de mostrar que é possivel compreender a
definicao de congruéncia no Ensino Médio. As questoes 1 e 2 tém como objetivo princi-
pal de preparar os alunos para conpreender melhor as trés tultimas questoes, cuja ideia

implicita é tratar a definicao de congruéncia.

INSTITUTO FEDERAL DE ALAGOAS: CAMPUS MARECHAL DEODORO
DISCIPLINA: MATEMATICA. CURSO: MEIO AMBIENTE
PROFESSOR: EDVAN HORACIO DOS SANTOS

DATA:.../.... /...... TURMA:.......
O MOVIMENTO CIRCULAR E AS CONGUENCIAS

01)Dois moveis A e B estdo numa rodovia distantes 360m e partem ao mesmo tempo
e no mesmo sentido de B para A. O moével A percorre 40m em cada segundo e se encontra
no marco 360m. Ja o B 60m por segundo e se encontra na origem das posi¢oes . Assim,as
fungoes horérias deles podem ser representadas por Su(t) = 360 + 40t e Sp(t) = 60t.
Determine:

a)Depois de quanto tempo o movel B alcanga A.

b)Qual a posi¢ao do encontro.

02)Dois moveis A e B estao numa rodovia distantes 180m e partem ao mesmo tempo
e no mesmo sentido de B para A. O moével A percorre 40m em cada segundo e se encontra
no marco 180. Ja o B 60m por segundo e se encontra na origem das posi¢oes. Assim,as
fungoes horérias deles podem ser representadas por S4(t) = 180 + 40t e Sg(t) = 60t.
Determine:

a)Depois de quanto tempo o movel B alcanga A.

b)Qual a posi¢ao do encontro.
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03)Dois moveis A e B estdo num circulo e partem ao mesmo tempo e no mesmo sentido.
O movel A percorre 40° em cada segundo e o B 60° por segundo. Assim,as func¢oes horarias
deles podem ser representadas por 04(t) = 40t e 0(t) = 60t. Note que o movel B esta
mais rapido do que o mével A. Determine:

a)Depois de quanto tempo o movel B alcanga o mével A pela primeira vez.

b)Depois de quanto tempo o mével B alcanga o moével A pela segunda vez.

¢)Depois de quanto tempo o moével B alcanga o movel A pela terceira vez.

d) Determine uma expressao geral que caracteriza o momento em que o moével B
alcanca o movel A.

04)Dois moveis A e B estdo num circulo e partem ao mesmo tempo e em sentidos
contrarios.O mével A percorre 40° em cada segundo e o B 20°. Assim, as funcoes horarias
deles podem ser representadas por 64(t) = 40t e 0g(t) = 20¢.

a)Depois de quanto tempo eles se cruzam pela primeira vez.

b)Depois de quanto tempo eles se cruzam pela segunda vez.

c¢)Depois de quanto tempo eles se cruzam pela terceira vez.

d)Determine uma expressao geral que carcteriza o momento em que eles se cruzam.

05)Dois moveis A e B estdo num circulo e partem ao mesmo tempo e em sentidos
contrarios. O movel A descreve 4 rpm e B 6 rpm. Assim,as fungoes horarias deles podem
ser representadas por 04(t) = 24t e Op(t) = 36t. Determine:

a)Apos quanto tempo eles estardo alinhados com o centro sem que estejam na mesma
posicao .

b)Apo6s quanto tempo eles estardo alinhados com o centro, numa segunda vez, sem
que estejam na mesma posi¢ao.

¢)Apds quanto tempo eles estarao alinhados com o centro, numa terceira vez, sem que
estejam na mesma posicao .

d)Uma expressao geral que caracteriza apds quanto tempo eles estarao alinhados com

o centro, sem que estejam na mesma posicao .

Apresentamos a resolucao dessa lista de exercicios no final desse capitulo. Ela foi
trabalhada com 40 alunos do primeiro ano do Ensino Médio, no ano letivo de 2014, e o
resultado com o total de alunos que acertaram os respectivos itens de cada questao esta

conforme a tabela a seguir.
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Questao | item a | item b | item ¢ | item d
01 40 40 X X
02 40 40 X X
03 40 40 40 40
04 40 40 40 40
05 40 8 8 8

Ao analisarmos suas respostas, observamos que que 32 alunos responderam errado os
itens b, ¢ e d da ultima questao. Eles nao perceberam que apareciam apenas multiplos
impares de 180 graus. Para os 8 alunos que resolveram corretamente a tltima questao
mostrei que podemos obter a expressao t= 6k+3 onde k é um natural, donde t deixa resto
3 quando dividido por 6.

Os alunos resolveram as questoes trés e quatro mesmo sem saber que estavam resol-
vendo um problema de congruéncia. Na questao 03 aparecem miltiplos de 360 graus e
na questao 40 aparecem miltiplos de 180 graus. As duas primeiras questoes foram colca-
das para que eles percebessem a relacao com as questoes trés e quatro, cuja solugao sao
bastante semelhantes.

Em uma das turmas foram feitas sugestoes a partir da questao trés, cujo objetivo foi
comparar os tipos de respostas e dividas apresentadas. Surpreendentemente, os resultados
nao foram substanciamente diferentes nas duas turmas.

Assim, os alunos resolveram os exercicios mesmo sem saber que alguns deles se tra-
tavam de congruéncia. Em [13]| sdo apresentadas varias outras situagoes em que a con-
gruéncia ¢é usada de forma implica ou explicita.

A seguir, daremos a solucao de cada questao, fazendo comentarios em algumas delas.

Questao 01.

(a) Basta igualar as expressoes das fungoes horarias dos moveis, conforme a seguir.

Op(t) = 04(t) < 60t = 40t + 360 < 20t = 360 < ¢ = 18 s.

(b) De posse do item (a), basta substituir em uma das expressoes das fung¢oes horarias.

0p(18) = 60.18 = 1080m
Questao 02. E analoga a questao 01.

(a) Op(t) = 04(t) < 60t = 40t + 180 < 20t = 180 < t = 9 s.
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(b) 05(9) = 60.9 = 540m.
Questao 03.
(a) A resolugao ¢ exatamente a mesma que foi feita na letra (a) da primeira questao.

(b) Basta ver que o movel B esta com 2 voltas na frente do movel A.

O5(t) = 0.4(t) < 60t = 40t + 2.360 <> 20t = 720 <> ¢ = 36 s.

(c) E analogo ao item anterior.

Op(t) = 04(t) < 60t = 40t + 3.360 < 20t = 1080 < ¢ = 54 s.

(d) Esse item constitui uma generalizagao dos itens anteriores.
Op(t) = 04(t) < 60t = 40t + k.360 < 20t = 360k < t = 18k, k € N.
Note que o ultimo item pode ser escrito da forma 6g(t) — 04(t) = k.360, o que equivale a
Op(t) = 04(t)mod 360. Portanto, a ideia de congruéncia aparece de forma bastante natural

durante a resolucao desse problema, mostrando que é um esfor¢co minimo a formalizacao

de tal conceito.

Questao 04.

(a) Basta notar que soma dos Angulos descritos pelos dois méveis corresponde a 360°.
Op(t) + 04(t) = 360 < 60t = 360 < ¢t = 6 s.

(b) Basta notar que soma dos angulos descritos pelos dois moéveis corresponde a duas
voltas, ou seja, 2.360°.
Op(t) +04(t) = 2.360 < 60t = 720 < t = 12 s.

(c) Basta notar que soma dos angulos descritos pelos dois moéveis corresponde a trés
voltas, ou seja, 3.360°.

O5(t) + 04(t) = 3.360 < 60t = 1080 < ¢ = 18 s.

(d) Constitui uma generalizacao dos itens anteriores.

O5(t) + 04(t) = k.360 < 60t = 360k < t = 6k, k € N,

Note que o tltimo item pode ser escrito da forma 0p(t)+604(t) = k.360, o que equivale a
Op(t) +604(t) = 0mod 360. Da mesma forma que a questao anterior, a ideia de congruéncia

aparece de forma bastante natural durante sua resolucao.
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Questao 05.

(a)

(b)

Basta notar que soma dos angulos descritos pelos dois méveis corresponde a 180°.
Op(t) +04(t) = 180 < 60t = 180 < t = 3 s.

De maneira analoga, temos que soma dos angulos descritos pelos dois méveis cor-
responde a 3.180°.

Op(t) + 04(t) = 3.180 < 60t = 540 < t =9 s.

E semelhante ao item anterior, cuja soma dos angulos descritos pelos dois moveis
corresponde a 5.180°.

O5(t) + 04(t) = 5.180 < 60t = 900 < t = 15 s.

Constitui uma generalizagao dos itens anteriores, pois soma dos angulos descritos
pelos dois moéveis corresponde a um miltiplo impar de 180°.
Op(t) + 04(t) = k.180 < 60t = 180k < t = 3k, k € N, tal que k é impar. Aqui,

também poderfamos modelar com a congréncia.

As figuras a mostram as fotos da anotacao de um aluno e sua respectiva turma quando

essa lista de exercicios foi aplicada.
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Primeira figura da atividade sobre congruéncia

Figura 3.1: Fonte: Autor, 2014.
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Segunda figura da atividade sobre congruéncia

Figura 3.2: Fonte: Autor, 2014.



4. DOMINIO DE INTEGRIDADE

4.1. Motivacao para tratar sobre Dominio de Integri-
dade

Nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio(PCNEM) é previsto que a
Matematica além de seu cardter formativo ou instrumental, deve ser vista como ciéncia

com suas proprias especificidades.

Contudo, a Matemética no Ensino Médio ndo pos-
sui apenas o cariter formativo ou instrumental, mas
também deve ser vista como ciéncia, com suas ca-
racteristicas estruturais especificas(PARAMETROS
CURRICULARES NACIONAIS DO ENSINO ME-
DIO,1997,p. 40).

Dentro desta perspectiva serao descritas duas situagoes que ensejaram a possibilidade
de discussao sobre um objeto matematico conhecido como Dominio de Integridade.

Fui surpreendido por alguns alunos do segundo ano do Ensino Médio, quando me
questionaram sobre qual fundamentacao tedrica podemos nos desbrugar para garantir a

eles a aplicacao da "Lei do Corte", ou seja, poder cortar P, na equagao

PVi BV

10 2

que aparece de forma natural no estudo de Gases na disciplina de Quimica. Quando
tentei responder ao questionamento desses alunos, senti a necessidade de recorrer ao fato
do conjunto dos nimeros reais, R, ser um dominio de integridade. Inicialmente chamei
atencao dos mesmos para o fato de P, # 0 ser de fundamental importancia para que
possamos concluir, a partir da equagao dada, que V; = 5Vj. Também enfatizei para o fato
de que em caso de ocorrer P, = 0, a equacao ¢ atendida para quaisquer valores de V; e V.
Salientei que nas aulas seguintes traria subsidios necessarios que permitissem identificar

um dominio de integridade e que daria exemplos de objetos matematicos conhecidos por
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eles, onde a Lei do Cancelamento nao vale. Nesse sentido, disse para eles o seguinte: Se
ar = ay, com a # 0, ndo podemos concluir, em geral, que z = y. Novamente, em outro
momento, fui surpreendido com a mesma pergunta, por alunos de uma outra turma, sobre
o cancelamento do niimero /3 ao usar a lei Snell-Descartes em uma aplicacido envolvendo
a Refragdo da Luz. Ao aplicarem essa lei em um exercicio obtiveram a equagao
\/g.sen(r) = \/—g.l.

2
Durante a resolugio desse exercicio, que se encontrava em [7], eles observaram que /3 era
cortado explicitamente e escrevia

sen(r) = 1,

2
cuja solugao é r como sendo 30 graus. Novamente, me deparei com o mesmo tipo de ques-
tionamento sobre a Lei do Cancelamento feito anteriormente por outros alunos. Minha
resposta, foi dizer que como /3 # 0, juntamente com o fato de R ser um domimio de
integridade permite que faga o cancelamento. Informei a esses alunos que nas proximas
aulas forneceria elementos tedricos que permitissem a eles tirar conclusoes sobre quando

vale a Lei do Cancelamento.

4.2. Definicao, propriedades basicas e exemplos

Nesta secao iremos formalizar o conceito de Dominio de Integridade e em seguida
demonstrar as propriedades bésicas de um Dominio de Integridade.
Em seguida serao dados alguns exemplos de conjuntos para ilustrar o fato do conjunto

ser ou nao Dominio de Integriadde.

Definicao 4.2.1. Sejam A um conjunto, ® e ® duas operacoes em A chamadas de adi¢ao
e multiplicacao respectivamente.
A terna (A,®,®) serd chamada de ANEL quando as propriedades abaizo forem ve-

rificadas quaisquer que sejam a,b,c € A.
1. (a®b)@c=a® (bDc) (a adigio € associativa).

2. Eziste a € A tal que a ® o = a @ a = a (existéncia de elemento neutro para a

adi¢ao).

3. Para todo x € A existe um y € A tal que x @y = y D x = « (existéncia de elemento

simétrico para a adi¢do).
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4. a®b=b®a (a adigio é comutativa).
5. (a®b)©ec=a® (bOc) (a multiplicagdo é associativa).

6. a®(bdc)

(a®b)® (a®c) (distributividade a direita).
7. (a®b)Oc=(a®c)® (bOc) (distributividade & esquerda,).

8. Se, além disso, um anel (A,®,®) satisfaz a sequinte propriedade: Eziste um ele-
mento € A, com  # «, tal quea®f = Oa = a, Yae A, dizemos que (A,®,0)
€ um Anel com elemento unidade 3.

9. Sea®b=bOaVYa,be A, dizemos que (A,®,®) é um Anel Comutativo.

10. Quando um anel (A, ®,®) satisfaz a sequinte propriedade: Se a®b = 0, com a,b € A,

implica a = 0 oub = 0, dizemos que (A,®,®) é um Anel Sem Divisores de zero.

Um anel (A, ®,®) comutativo e sem divisores de zero € denominado Dominio de

Integridade.

11. Se um anel (A, ®,®) com elemento unidade [ satisfaz a sequinte propriedade: Para

todo a # « existe b # « tal que a © b = 8 dizemos que (A,®,®) € um Corpo.

Proposicao 4.1. Num anel (A,®,®) temos a unicidade dos sequintes elementos:
(1) Elemento neutro da adigao.

(11) Elemento simétrico.

(i1i) Elemento unidade

Demonstragao:

Provemos cada um dos itens conforme a seguir.

(i) Sejam a e o/ elementos neutros da adigao. Assim, temos que a®a = a®a = a, V a €
Aea®d =o' @a=a, Vae A Em particular, temos que a = a®a’ = o/ Pa = /.
(ii) Sejam y e y’ elementos simétricos de um elemento x € A. Assim, temos que
T@Yy=yPr=aexz®y =y Pr=a.
Por outro lado, note que
y=y@a=y®@z®yY)=(y®r)0y =ad®y =y

Logo, y = ¢/'.
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(iii) Sejam [ e [’ elementos neutros da multiplicagdo. Nestas condigdes, temos que
a®Of=F0a=a, YVaeAea®p = Oa=a, Vae A Em particular, temos
que f =508 =5 0p=7.

|

Doravante, fazendo um paralelo com o conjunto dos ntimeros reais, usaremos os sim-

bolos 0, —x e 1 para representar o elemento neutro da adicao, elemento simétrico de um
elemento x qualquer e elemeto unidade, respectivamente.

Enunciaremos a seguir algumas propriedades basicas que decorrem do fato de (A4, ®,®)

ser um Dominio de Integridade.
Proposigao 4.2. Num dominio de integridade (D,®,®) temos que:
(1) Se x@®a=x@®b, entio a = b.
(it) a®0 =0, Ya,be D.
(1i1) O elemento neutro da adigao nao é invertivel.
() (-1)®a=—a,Yae D

(v) (Lei do Cancelamento ou Lei do Corte) Ya,z,y € D, coma #0, sea@x =aQ@y

entao T = .

Demonstragao:

Observe que

a = 0®a
= (-2)®2)®a
= (-2)®(z®a)
= (—2)®(r@b)
= (-z)@z)®0
= 0®b
= b

provando, dessa forma, o item (i).

Para demonstrar (ii), basta observar o seguinte:

00 (@O0 = a®0
= a®(0®0)
= (@a®0)®(a®0).
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Donde, pelo item anterior, concluimos que a ® 0 = 0.

Agora, demonstraremos o item (iii). Suponhamos por absurdo, que o elemento neutro
da adicao seja invertivel, ou seja, existe b € D tal que 0® b = 1. Conforme o item
(ii), temos que 0 = 1, e portanto um absurdo. Logo o elemento neutro da adi¢ao nao é
invertivel.

Para demonstrar (iv) note que

a®((-1)©a) = (10a)®((-1)Oa)
(1d(-1)Ga
00a
= 0.

Portanto, pela unicidade do elemento simétrico temos que (—1) ® a = —a.
Finalmente, vamos demonstrar o item (v). Note que a®x = a®y equivale ao resultado
a®@zr®(—a®y) =0. Assim, temos que a ® (z + (—y)) =0
Por hipdétese, temos que a # 0 e portanto, @ (—y) = 0, donde x = y.
|

Exemplo 4.2.1. Dentre os conjuntos numéricos N, Z, Q, eR apenas N nao é um domi-
nio de integridade porque nenhum elemento tem simétrico aditivo. No entanto, vale a lei

do corte em N. Note que omitimos as operagoes por se tratar das operagoes usuais.

Exemplo 4.2.2. Seja C = R? = {(z,y);7 € Rey € R}. Usando as operagdes usuais de
soma e produto do conjunto dos nimeros reais, R, iremos definir em C duas operagoes, e
em sequida mostraremos que o conjunto C, munido dessas duas operacoes € um Dominio
de Integridade.

Dados (a,b)e(c,d) € C, definiremos a adi¢ao, denotada por @, entre os elementos
(a,b) e(c,d) ao par ordenado (a+c,b+d), isto é,(a,b)®(c,d) := (a+c¢,b+d); Definiremos
a multiplicagdo, denotada por ®, entre os elementos (a,b) e(c,d) de R?, ao par ordenado
(a.c = b.d,a.d + b.c), ou seja, (a,b) ® (¢,d) := (a.c — b.d,a.d + b.c).

E facil ver que essa operacao @ goza das seguintes propriedades: associativa, existe
elemento neutro, existe elemento simétrico, comutativa.

De fato, mostraremos cada uma delas nos itens a seguir:
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(i) Dados z = (a,b) e, w = (¢, d) segue que

(i)

(iv)

2@w = (a,0)@(c,
= (a+c¢b+d
= (c+a,d+b

d)
)
)
(c,d) ® (a,b)
= wdz

Assim, @ é comutativa. Note que substituimos a + ¢ por ¢+ a, uma vez que a adi¢ao

¢ comutativa no conjunto dos nimeros reais. O mesmo comentario se aplica em

b+ d.

De fato, sejam z; = (a,b); 20 = (¢,d) e z3 = (e, f). Basta ver que
(1@ 2) @z = ((a,0) ®(c,d)) @ (e, f)

a+c,b+d)® (e f)

(a+c)+e (b+d)+f))

(
(
=
(a+ (c+e),b+ (d+f))
(a,
(a,

= b)® (c+e,d+ f)
= (a,b)@ ((c,d) @ (e, f))
= 21D (2@ z3)

E isso prova que @ é associativa. Note que substituimos (a+c¢)+e por a+(c+e), uma
vez que a adi¢ao é associativa no conjunto dos niimeros reais. O mesmo comentério
se aplica em (b+ d) + f.

Dado w = (a,b), tome o = (0,0). Note que a € C.

Basta ver que

aPw = wh«
(a,b) ® (0,0)
= (a+0,b+0)
= (a’b)
= w.

Assim, cQw =wda = (a,b) ®(0,0) = (a+ 0,0 +0) = (a,b) =

Portanto, como vimos acima, a operacao @ possui elemento neutro.

Dados z = (a,b), tome w = (—a, —b) € C. Desse modo, temos que,
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wPhz = 260w

= (a,b) ® (—a,—b)
(a+(=a),b+ (=b))

= (0,0)

= .
Logo, Vz € C,dw € C tal que z + w = «.

Do mesmo modo, afirmamos que a operagao ® goza das seguintes propriedades: co-
mutativa, associativa, distributiva & direita e & esquerda, e sem divisores de zero.
De forma analoga ao que fizemos anteriormente, vamos provar cada uma das proprie-

dades conforme os itens a seguir:
(i) Dados z = (a,b) e w = (¢, d) temos que

20w = (a,)O(c,d)
(a.c—b.d,a.d + b.c)

= (ca—db,cb+d.a)

(¢,d) © (a,b)
= w®z

Isso mostra que ® é comutativa.

(ii) De fato, sejam z; = (a,b); 2z = (¢,d) e z3 = (e, f), basta observar que:

(210 29) O 23 =

—~

0,50 (¢, d)) © (e, f)

c—bd,a.d+bc)® (e, f)

a.c—bd).e — (a.b+be).f, (a.c—b.d.)f + (a.d + b.c).e)
ce—bde—adf—dcfacf—>bd.f+ade+b.c.e)
ce—ad.f—bde—dc.fade+acf+bce—bd.f)
(ce—d.f)y=b(de+cf)al(de+cf)+b(ce—d.f))
a,b) ® (c.e —d.f,e.f +d.e)

a,0) © ((¢,d) © (e, f)

= 210 (202)

S

Q@ 2 2

|
e e e e s N N TR

Portanto, a operacao ® é associativa. Observe que substituimos

a.c.e —a.d.f —b.d.e —d.c.f pela expressdo a.(c.e —d.f) —b.(d.e + c.f),
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uma vez que em R vale essa propriedade.
(iii) Sejam z; = (a,b); 22 = (¢,d)ez3 = (e, f), provemos a distributividade a esquerda e
a distributividade a direita respectivamente.

Temos que:
(a)

(21022)Dz = (a,b)O((c,d) D (e, f))

(a,b) © (c+e,d+ f)

= (a.(c+e)=b(d+ f),a.(d+ f)+b.(c+e))
((a.c = b.d) + (a.e = b.f), (a.d + b.c) + (a.f + b.e))
(a.c —b.d,a.d+b.c)® (a.e —b.f,a.f + b.e)
(21

O23) D (22O 23).

Logo,a operagao ® ¢ distributiva a esquerda.

(b) Usando o fato que ® é comutativa e o item (a) temos que,

210 (22@2) = (2@2)0Oxn
= (%202)®(:30xn)
= (210 22) @ (21O z3).

Portano, a operacao ® ¢é distributiva a direita.

(iv) Finalmente, resta provar que C nao possui divisores de zero.
Consideremos z = (a,b) e w = (¢, d) tais que z @ w = (0,0). Basta observar as
equivaléncias a seguir.
z2Qw = (0,0) < (a,b) ® (¢, d) = (0,0) < (a.c — b.d,a.d + b.c) = (0,0)
< ac—bd=0ead+b.c=0.

Agora, facamos a analise sobre o ntiimero real "a'"conforme ele seja igual a zero ou

diferente de zero, respectivamente.

(i) Se a = 0, entao b.d = 0 e b.c = 0. Para continuar a discussao, iremos separar

em dois subcasos, conforme b seja igual a zero ou b diferente de zero.
(1) Caso b = 0, concluimos que z=(0,0).
(2) Caso b # 0, usaremos o fato que R ¢ um Dominio de Integridade para

concluirmos que ¢ = 0 e d = 0, donde w=(0,0). Assim, se a = 0, entéo
z=(0,0) ou w=(0,0).
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(ii) Se a # 0, isolamos ¢ na equagao a.c — b.d = 0, obtendo ¢ = — e em seguida
a

substituiremos na equacao a.d + b.c = 0, conforme a seguir.

ad+bec = 0
b.d
ad+b— = 0
a

24 63).d
(a* + b%) _ 0
a

Dessa tltima igualdade obtemos que (a? + b*).d = 0. Por outro lado, usando o

fato que a®+b* # 0, juntamente com o fato de R ser um Dominio de Integridade,

obtemos d=0. Observe, no entanto, que d=0 implica ¢ = — = 0 e, portanto
a
w=(0,0).

Desse modo, mostramos que se z—(a,b) e w=(c,d)sao tais que z ®w = (0,0), entdo
z=(0,0) ou w=(0,0).Isso completa a prova das propriedades da operac¢ao ©.
Com base nos argumentos anteriores, temos, por defini¢ao que (C,®,®) é um Dominio

de Integridade.

Exemplo 4.2.3. Seja K um corpo, entao o conjunto das matrizes de ordem n com coefi-

cientes em K nao € um dominio de integridade.

De fato, consideremos as matrizes

(11 )o-(27)

Observe que

mesmo A e B sendo matrizes nao nulas.
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4.3. Atividade aplicada em sala

Lista de exercicios usados para discutir sobre a comutatividade e a lei do corte

INSTITUTO FEDERAL DE ALAGOAS: CAMPUS MARECHAL DEODORO
DISCIPLINA: MATEMATICA. CURSO: MEIO AMBIENTE
PROFESSOR: EDVAN HORACIO DOS SANTOS

LEI DO CORTE E COMUTATIVIDADE

Durante o estudo de Gases, em Quimica, apareceu a equacao % = % . Em seguida
o professor cortou P, e concluiu que necessariamente V; = 5V4.

Alguns de vocés me perguntaram se podia fazer isso e o porqué. A resposta é sim,
desde que P, # 0. Se P, = 0 nao podemos concluir que necessariamente V; = 5V uma
vez que obtemos zero nos dois membros, independentemente dos valores de V; e V4.

Tal fato ocorre porque os ntimeros reais ¢ um dominio de integridade. Na verdade é
mais do que isso. Ele é um corpo mas vamos discutir um pouco sobre o que é um dominio
de integridade .

Um dominio de integridade é um conjunto tais que as operagoes de adi¢ao e multipli-

cagao satisfazem as seguintes propriedades:

1. A adigao é: comutativa, associativa tem elemento neutro (representado por 0), tem

elemento simétrico.
2. A multiplicacao é: comutativa, associativa tem elemento neutro.

3. Vale a distributividade: A(B+C)= AB+AC.
4. Vale a lei do corte: Se A # 0 e AB=AC entao necessariamente B = C.

Um conjunto é chamado de Anel Comutativo com Elemento Unidade quando
sao validas as 3 primeiras.

Houve outro exemplo envolvendo a lei do corte.

Em uma questdo envolvendo a Lei de Snell-Descartes apareceu /3.sen(r) = ‘/75.1.

Como /3 # 0 e todos os "objetos"envolvidos sao numeros reais entao vale a lei do
corte. Assim obtemos sen(r) = i e portanto r = 30°.

Para matrizes algumas regras sao quebradas. A comutatividade e a lei do corte sao

algumas delas.
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LEI DO CORTE

01)Considerando as matrizes a seguir,

A:<12 >’B:<—2 —2>ecz<—6 —8)’
2 4 1 1 3 4

determine os produtos nos itens (a) e (b). Além disso, usando os resultados de (a) e (b),

conclua o que esta afirmado em (c).
(a) AB=
(b) AC=

(c¢) Note que A # 0 e apesar de AB=AC nao é verdade que B=C. Portanto, nao vale a

lei do corte.

" Observacgao 4.1.

Entao toda vez que alguém perguntar o seguinte: Se A # 0 e AB=AC vale necessari-
amente B=C? A resposta é: Depende de que conjunto estamos usando. Em termos mais
precisos, depende do anel. No conjunto das fungoes reais também nao vale a lei do corte,

conforme veremos na questao 03. .

COMUTATIVIDADE

NENCE

determine os produtos nos itens (a) e (b), (c). Além disso, usando os resultados de (a) e

02)Sejam as matrizes

(b), conclua o que esta afirmado em (c).
(a) AB=
(b) BA=

(¢) Note que AB # BA e portanto nao vale a comutatividade para matrizes.
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03)Considere as fungoes f, g e h definidas conforme a seguir;

f(x):{o, se x #3

1, se =3

(z) 0, se z#5
xT) =
g 1, se =5

0 8
h(z) = , Se T #
1, se z=38

Mostre que f(z)g(x) = f(z)h(z) = 0 mas nao é verdade que g(z) = h(z), uma vez
que elas tém imagens diferentes em x = 5 e x = 3.

Portanto, conclua que nao vale a lei do corte para o conjunto das fungoes reais.

Viérios alunos ficaram surpresos com o fato de nas matrizes nao serem validas algumas
propriedades usuais tais como a comutatividade. No caso dos ntimeros reais, devido ao
conhecimento adquirido na vivéncias das séries anteriores, usamos esse fato de forma
bastante natural. Usamos a comutatividade para justificar por exemplo que 40% de 30
equivale a 30% de 40. De fato,temos que

40

4 T
0% de 30 530

40.30
100

30.40
100

= 30%de40

porque 30.40=40.30. Argumentando da mesma forma temos que, a% de b equivale a b%
de a, uma vez que vale a comutatividade de ntimeros reais, isto é a.b = b.a Va, b € R.

Ja a lei do corte foi uma novidade para todos. Eles perceberam que dependendo dos
objetos envolvidos podemos garantir a validade de tal propriedade ou fazer restrigoes
para que valha. Além disso, se surpreenderam ao verificar que para fungoes e matrizes
nao valem em geral. Alguns deles inclusive perguntaram se no caso das matrizes ha algum
caso que poderia cortar. Tal fato evidencia a possibilidade de num futuro estender essa
discussao para corpos uma vez que num corpo, se ab = ac e a # 0 entao b = ¢. No caso
das matrizes temos o seguinte: A é invertivel e AB=AC entao necessariamente que B=C.

A seguir, temos a foto da anotacao de um dos alunos quando a atividade foi aplicada.
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Figura da atividade sobre dominio de integridade.

Figura 4.1: Fonte: Autor, 2014.

Note que o aluno escreveu errada uma equacdo pois em lugar de v/2.sen(r) = %.1,

era na verdade v/3.sen(r) = ?.1, mas todo o restante dos calculos estao corretos.
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4.4. Complemento sobre os exemplos usados em sala

O exercicio 3 da lista aplicada em sala é muito interessante pois nos dar uma maneira
de construir infinitos exemplos onde a "lei do corte"nao é valida. Além disso, dele con-
cluiremos que existem infinitos divisores de zero. Para cada niimero real "a"considere a

funcao

1, se z=a

fa($)={0’ se T #a

Observe que esta familia de fungoes, além de serem divisores de zero também sao
solucoes da equacao 22 = x no conjunto das funcoes reais. De fato, a primeira afirmacao
é simples de ser verificada, bastando para isso proceder conforme o exemplo 03 da lista,

usando f, ef, com a # b. Vamos a segunda afirmagao. Basta ver que:

00=0, se z#a

1.1=1, se z=a

fa(@). fa(z) = {

ou seja, fo(2).fu(x) = fa().

Note que a equacao x? = z possui infinitas solucdes no conjunto das funcoes reais
como vimos anteriormente. Isso decorre pelo fato do conjunto das funcoes reais nao ser
um Dominio de Integridade. Observe que esse fato merece ser destacado, pois como sa-
bemos toda equacao polinomial de grau n sobre C possui exatamente n solugoes em C.
Como o conjunto das fungoes reais nao ¢ um Dominio de Integridade, vimos anterior-
mente que essa afirmacao do nimero finito de solugoes de uma equacao polinomial nao é
verdadeiro. Para o conjunto das matrizes de ordem 2 também mostraremos a seguir que

existem infinitas solucoes da equacao x? = z.

()

com a, b, ¢ e d nimeros reais. Queremos saber para quais valores reais de a, b, c e d se

De fato, seja

verifica a equacao X2 = X, onde X é a matriz

X:<ZZ )
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Nesse caso, basta resolver a igualdade

a b a b [ oa b
c d c d c d ’
a’>+ bc ab+ bd fa b
ac +cd be + d? c d

Logo, obtemos as seguintes equacoes:

donde

(i) a®>+bc=a
(i) ab+bd=b
(iii) ac+cd =c

(iv) be+d? = d

Observe na segunda equagcao que o numero b aparece nos dois membros e s6 poderemos

cortar ele se b # 0. Portanto, vamos analisar dois casos: b =0 e b # 0.

e Se b =0, obtemos que a?> = a e d*> = d, donde a = 0 ou @ = 1 e da mesma forma,
d =0oud = 1. Com esses valores de a e d teremos 4 possiveis opgoes: a = 0 e
d=0;a=0ed=1,a=1ed=0;a=1ed=1. Tanto no primeiro quanto no
quarto caso o valor de ¢ é zero. No segundo e terceiro caso o nimero ¢ pode assumir

qualquer valor real. Portanto, se b = 0 teremos as seguintes matrizes:

0 0 00 10
) e Y
0 0 c 0 01
que sao solucoes da equacao matricial X? = X.

e Se b # 0 obtemos que a + d = 1 pois vale cortar b na segunda equacao.

Além disso, usando a primeira equagao, obtemos os seguintes valores para o nimero

real a: o = 1Evi=dbe V;_‘lbc, com bc < }L. Assim, obtemos os seguintes valores para os

nameros reais a e d :

(1) a = 1+\/§74bc ed= 17\/;741;0 ou
(11) d _ 1+\/;—4bc ea= 1—\/5—4120’
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com be <

=

Portanto, se b # 0, também exibimos infinitas matrizes de ordem 2 tal que X? = X.

Reunindo esses resultados obtidos obtemos infinitas matrizes da forma

b
( “ i ) que sao solucoes da equacio X2 = X..
c

Desse modo, justificamos a afirmacao de que no conjunto das matrizes de ordem 2 ha

2

infinitas solugoes para a equacao x° = x. Agora, iremos discutir um pouco mais sobre

os exemplos usados na lista de exercicios aplicada em sala. A seguir, descreveremos uma
forma de construir matrizes quadradas de ordem 2 em que nao vale a lei do corte.
Para construir exemplos de matrizes quadradas de ordem 2 que nao vale a lei do corte,

basta obter matrizes de ordem 2 cujo determinante é diferente de zero e além disso

AX =0
Sob essa otica, dadas as matrizes
1 2
A= e X = vy ,
2 4 z t

determinemos reais x, y, z e t tais que
1 2 x (00
2 4 z 00 /)
Essa equacao matricial nos fornece v = —2z e, y = —2t. Portanto, temos infinitas
—2z =2t
z t ’

que sao solucoes da equagao matricial AX=0. Logo, existem matrizes de ordem 2, X # Y

+ <

matrizes da forma

tais que AX=AY=0 e como consequéncia nao vale a lei do corte.

4.5. Algumas situacoes que usam o fato de R ser um

Dominio de Integridade

Mostraremos a seguir duas situacoes que usam o fato de R ser um Dominio de Inte-

gridade. Sao dois exemplos que aparecem nas turmas a partir do nono ano do Ensino
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Fundamental.

1. Quando trabalho com radicais nos deparamos com a seguinte propriedade
a>=0eb>=0,entdaovVab = /avb.

Proponho como atividade verificar essa afirmacao atribuindo valores para a e b. Em

seguida investigamos, se existe uma propriedade anéloga para a soma, ou seja, sendo
a>0eb=>=0,entdiova+b=+/a+ Vb.

Procedendo como anteriormente, eles verificam que em geral nao vale. Poucos livros
citam esse fato mas em [2| o autor chama atengdo que em geral nao vale va + b =
va + /b bem como va —b = \/a —V/b.

Em seguida proponho que pesquisem para quais condigoes sobre a e b se verifiquem
Va+b =+ a++vbea—b=a—+b comaz=0,b=0 e nosegundo caso
acrescento a hipdtese de a = b. O interessante é que eles conseguem exibir exemplos
que vale v/a + b = /a++/b substituindo a = 0 ou b = 0 mas néo conseguem mostrar
que s6 vale para esses casos. Uma solucao completa requer que se resolva um tipo
de equagao que eles estudam com o nome de equagoes irracionais mas pouquissimos
deles se lembram como se resolve. Apds vencer essa barreira da equagao irracional
aparece outra, que é ab = 0 e poucos completam os calculos. Aqui vamos fazer os

detalhes desses para a soma e deixar para que o leitor faga o caso da diferenca.
Mostremos que va + b = Va+ Vb se, e somente se, a = 0 ou b = 0.

De fato, temos que:
Vat+vb=vatbesa+b+2Vab=a+bsab=0<a=00ub=0.

No caso de v/a — b = y/a — /b temos o seguinte : Sendo a = b = 0 entdo v/a — b =
/@ — /b apenas quando b = 0 ou a = b. A prova é semelhante.

2. A resolugao de equagoes do segundo grau pode ser feita por uma fatoragao do
primeiro membro e no segundo membro deixamos apenas o zero. Particularmente,

nas equagoes incompletas isso fica muito claro.

Por exemplo, a equacao do segundo grau incompleta z? = 25, transformamos em
2 — 25 = 0 e por conseguinte (z — 5)(z +5) = 0. Como R é um Dominio de

Integridade entao x —5 = Oouxz + 5 = 0. Assim x = 5 ou x = —5.

E claro que em alguns casos precisamos usar que R é um corpo mas nossa énfase

aqui é o fato dele ser um Dominio de Integridade



5. CONCLUSAO

Esta dissertacao teve como objetivo principal mostrar que é possivel discutir no ensino
médio sobre alguns temas que normalmente sao tratados nos cursos de graduagao em
matematica, mas que refletem sobremaneira na compreensao do modo como a matematica
que é trabalhada no ensino médio.

Cada capitulo tratou de um tema. No primeiro, os alunos compreenderam o que
significa existéncia e unicidade da divisao euclidiana. Quando discutimos em sala, sobre a
condicao em relagao ao resto, concluimos que ela é importante para determinar a unicidade
do quociente e o do resto. Vimos também, como corolario, o porqué colocamos zero no
quociente quando o modulo do dividendo é menor do que médulo do divisor. Esse fato de
colocar zero no quociente causou muita davida entre os alunos, mas usando as condi¢oes
euclidianas a explicacao se tornou relativamente simples. Ja no capitulo 2, os alunos
resolveram problemas cuja esséncia € a definicao de congruéncia. Isso mostra que o estudo
das congruéncias podem ser feito no ensino médio. Finalmente, no capitulo 3 tratamos
sobre dominio de integridade. A atividade proposta permitiu aos alunos compreenderem
que, dependendo dos objetos envolvidos, algumas propriedades podem nao serem véalidas.
Compreenderam que nas matrizes e nas funcoes reais nao vale a lei do corte. E claro que
uma formalizacao completa desses temas nao cabem nesse momento, mas vimos que é
possivel discutir com clareza sobre cada um dos temas abordados. Os exemplos usados
para discutir os temas de cada capitulo sao proprios da educagao basica. Nessa dissertacao,
demos um enfoque chamando atencao para varios aspectos que em geral nao sao discutidos
no ensino médio.

Em cada capitulo, foram produzidas e aplicadas em sala atividades relativas ao tema
em questao. Durante a aplicacao das atividades foi constatado que os alunos tiveram grau
de compreensao satisfatorio, mostrando dominio quanto ao que se pretendia em cada uma.
Ao mesmo tempo eles puderam comparar a experiéncia vivenciada nas séries anteriores
com o modo que nés abordamos os temas. Assim, foram construidos novos significados
para aqueles que eles ja dispunham e também puderam perceber que a Matemética tem

suas proprias especificidades. Essa experiéncia contribuiu para ampliar o conhecimento
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dos alunos bem como dirimir dividas em relagao a varios contetudos.

Essa forma de abordagem esta em consonancia com os proprios Parametros Curricula-
res Nacionais do Ensino Médio, uma vez que nele é contemplada a possibilidade do estudo
da Matematica levando em conta suas caracteristicas estruturais especificas. Assim, es-
pero que essa dissertagao contribua para nortear o trabalho do professor em sala de aula
na construgao do conhecimento matemaético trabalhado no ensino médio.

Portanto, é possivel discutir, mesmo no ensino médio, sobre varios aspectos que em
geral sdo tratados em cursos de graduacdo em Mateméatica. E claro que procuramos
exemplos do quotidiano dos alunos que permitissem isso de forma significativa. Contudo,
cabe ao professor, juntamente com sua turma, decidir o melhor momento e a abordagem

que atenda ao objetivo proposto.



6. PERSPECTIVAS FUTURAS

Em breve pretendo ingressar num doutorado para aprimorar cada vez mais minha
pratica docente e vislumbrar novos horizontes, uma vez que, todo profissional deve esta
sempre em busca de novidades para poder oferecer novos olhares e novas possibilidades,
com o objetivo de melhorar sua pratica.

Portanto, fazer um doutorado é um projeto que em breve pretendo concretizar.
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7. ANEXO A

Lista de exercicios usada para trabalhar a Divisao Euclidiana com os alunos.

INSTITUTO FEDERAL DE ALAGOAS: CAMPUS MARECHAL DEODORO
DISCIPLINA: MATEMATICA. CURSO: MEIO AMBIENTE
PROFESSOR: EDVAN HORACIO DOS SANTOS

CURSO DE NIVELAMENTO
DIVISAO EUCLIDIANA: A EXISTENCIA E UNICIDADE DO QUOCIENTE E DO
RESTO NA DIVISAO

O Teorema da Divisao Euclidiana garante o seguinte. Dados dois niimeros inteiros a
e b com b # 0 existem tnicos pares de inteiros q e r tais que a=bg+re 0 < r < |b|.

Ha uma versao deste teorema para os naturais. Dados dois naturais a e b com b # 0,
existem tnicos naturais q e r tais que a = bg+re 0 <r < b.

Lembramos que representamos os naturais por N = {0,1,2,3,...}. Ja os inteiros é
representado por Z = {..., —3,—-2,—1,0,1,2,3, ...}, isto é, os inteiros envolvem os ntimeros
positivos, negativos e o zero. Ja os naturais apenas os positivos e o zero.

E muito comum trabalharmos apenas com os néimeros naturais mas em alguns casos
a discussao fica mais proveitosa quando ampliamos para os inteiros. Vamos compreender
o significado da existéncia e unicidade do quociente e do resto na Divisao Euclidiana.
Sera discutido o seguinte problema em relacao a divisao: Sob que condi¢oes temos tnica
solucao? Poderao existir outras solugoes?

Vamos aos exemplos resolvidos (ER).

ER1)Achar o quociente e o resto da divisao de a por b nos seguintes casos.
(a) a=17 e b=2

(b) a=19 e b=5
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ER2)Se 5 passaros pousarem em cada arvore entdo sobrardo 2 passaros. Ja se 3 pés-
saros pousarem em cada arvore entao sobrarao 10 passaros. Determine quantos passaros
e quantas arvores sao.

1? solucao : Testando valores, representando as arvores como caixas para colocar os
passaros.

Situacao A: | | ]| LJ

Situacao B: | | || L] ]

2% solucao : Exibindo um sistema de equagoes.

ER3)Se 3 péassaros pousarem em cada arvore entdo sobrarao 2 péassaros. Mas se 5
péssaros tentarem pousar em cada arvore entao 2 arvores ficarao vazias e as demais com
5 péssaros cada uma . Determine quantos péssaros e quantas arvores sao .

1* solugao :Testando valores, representando as arvores como caixas para colocar os

passaros.

Situacao A:| | || L) L) L] L]
Situacao B: || || L] LI L] L]

2% solugao: Exibindo um sistema de equagoes.
ER4)Vamos discutir o significado da Divisao Euclidiana de 23 por 6 e o Zero no
Quociente quando for analisar o quociente da divisao de 2 por 6.
Para compreendermos o que esta sendo pedido, iremos resolver em 2 partes:
1. Significado da Divisao Euclidiana de 23 por 6
Quanto é o quociente e o resto da divisao de 23 por 67

Se no quociente escrevermos 2 entao o resto sera 11.

Neste caso, dizemos que o quociente é pouco pois 11 nao ¢ menor do que 6. Na

verdade, preferimos dizer que este resto 11 a condicao de ser menor do que 6.
Sabemos que o quociente é 3 e o resto é 5, pois 23 = 6.3+5e 0 <5 < 6.

Se no quociente for colocado 2 o resto é 11 e apesar de 23 = 6.2 +11 nao é verdade
que 0 < 11 < 6.

Se o quociente for 1 o resto é 17 e apesar de 23 = 6.1+17 nao é verdade que
0<17 <6.

Se o quociente for 0 o resto é 23 e apesar de 23 = 6.0+23 nao é verdade que
0<23<6.

Note que os "restos"sao positivos mas varios deles nao sao menores do que 6 .

Se no quociente for colocado 4 o resto é -1 e apesar de 23 = 6.4 +(-1) nao é verdade

que 0 < -1 <6.
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Ja se o quociente for 5 o resto é -7 e apesar de 23 = 6.5 +(-7) nao é verdade que
0<-7<6.

Nestes dois tltimos casos os "restos sao negativos". Vocé acha isso impossivel? Pois

serd mostrada uma situagao bem simples.

Nos aqui no Brasil enfrentamos fila pra tudo. Num posto de satde tinham 23 pessoas

e 6 bancos de cimento com nenhum conforto.

Se for acomodando 4 pessoas no primeiro banco, 4 no segundo, etc entao o ultimo
banco ficara com apenas 3, pois faltara uma pessoa para completar as quatro pessoas.
Isso é o caso "Se o quociente for 4 o resto é -1 e apesar de 23 = 6.4 +(-1) néo é

verdade que 0 < —1 < 6".

Analogamente de 5 em 5 "Se o quociente for 5 o resto é -7 e apesar de 23 = 6.5
+(-7) nao vale que 0 < —7 < 6". Neste caso um banco ficara vazio e outro ficara

com apenas 3 pessoas .

O modo que somos habituados fazer, conforme a divisao, consiste em colocar 3

pessoas em cada banco e sobrarao 3 pessoas.

Fazer a Divisao Euclidiana de 23 por 6 ou dividir 23 por 6 significa determinar

nameros inteiros q e r tais que:

(i) 23=6q+r

(i) 0 <7 <6.

O que fizemos na discussao anterior foi compreender que s6 existe um par de inteiros
q e r que satisfazem a essas duas condigoes. Essa conclusao sobre existéncia e
unicidade é garantido por um resutado conhecido como Divisao Euclidiana. Essa é
a divisao usual que aprendemos desde as séries iniciais. Se nao forem colocadas as
condigoes entao nao poderemos saber qual quociente e qual resto esta sendo pedido.
Portanto, podemos ver como um problema em que s6 queremos que exista uma

solucao, no entanto, para que isso ocorra deveremos acrescentar condigoes.

. Vamos agora ao Zero no Quociente. Conforme vimos anteriormente, hé somente um
par de niimeros inteiros q e r tai que 2=6q-+1, com 0 < r < 6. Nesse caso especifico
significa que o quociente e o resto sao respectivamente, q=0 e r=2.
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Com isso explicamos o zero no quociente quando dividimos 2 por 6. O quociente é
zero e o resto é 2. Do contrario nao atenderemos as condicoes Euclidianas. Vocé ja

tinha pensado nisso?
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Com base no que vimos, compreendemos o que significa existéncia e unicidade no
tocante a Divisao Euclidiana e como consequéncia dela compreendemos porque colocamos
zero no quociente quando estamos dividindo um ntmero natural a pelo numero natural

b#0,coma < b.
" Observacao 7.1.

No exercicio EP4) fazemos uma interpretagao, via Divisao Euclidiana, do porqué nao
dividir por zero.

ER5)Na divisao euclidiana, quando b =2 o resto r é tal que 0 < r < 2. Assim, os
possiveis valores de r sao: r = 0 our = 1. Quando r = 0 o ntimero a se escreve da forma
a= 2q+0 = 2q ; Quando r = 1 entao ele se escreve da forma a = 2q+1. Logo, todo nimero
inteiro ¢ da forma 2q ou 2q+1. No primeiro caso ele é dito NUMERO PAR e no segundo

¢ dito nimero IMPAR. Com base nesses argumentos, faca o que se pede:
(i) O ntmero 0 (zero) ¢ par ou impar?
(ii) E o 45 ¢é par ou impar? E o - 677
(iii) Na divis@o euclidiana, quando b = 3, quais os possiveis valores para o resto?

(iv) Na divisao euclidiana, quando b = 4, quais os possiveis valores do resto?

Vejamos os exemplos propostos (EP).

EP1)Determine o quociente e o resto da divisao de a por b nos casos:
(a) a=18 e b=4
(a) a= 2 e b=5H
(a) a=13 e b= -2

(a) a=8 e b=2014.

EP2)Em um posto de saide alguns moradores esperam na fila. Como ¢ muito cansativo
esperar em pé, entao eles tentam se acomodarem em alguns bancos. Se 5 pessoas se
sentarem em cada banco entao 5 pessoas ainda ficarao em pé mas se sentarem 6 em cada
banco ocorre o seguinte. Um dos bancos ficam com 4 pessoas e os demais com 6. Quantos
bancos e quantas pessoas estao na fila?

EP3)Se for dividir 6 por 20, qual o quociente e qual o resto? E de modo geral, ao

dividir a por b, com a < b entao o quociente é zero e o resto obtido é o proprio a.
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EP4)As pessoas dizem que nao existe divisao por zero, mas podemos dar uma inter-
pretacao interessante usando a "Divisao Euclidiana". Quando b=0, analise cada um dos

seguintes itens a seguir:

(a) Se a # 0 o que ocorre?
(b) Se a=0 o que ocorre?

(c) Se a=0 e mudamos a condi¢ao 0 < r < b para 0 < r < b o que ocorre?

EP5)Na divisdo euclidiana, quando b=6, quais os possiveis valores do resto?

EP6)Na divisao euclidiana, quando b=7, quais os possiveis valores do resto?

EP7)Quando o ano nao ¢é bissexto ele tem 365 dias. Uma semana tem 7 dias. Se um
ano que nao é bissexto e comecar numa terca feira o ano seguinte comegara em que dia
da semana?

Essa lista de exercicios sobre divisao euclidiana foi aplicada com 20 alunos. Eles
relataram que nenhum professor jamais discutiu sobre as condig¢oes da divisao euclidiana.
Quinze relataram que seus professores diziam estar errada a divisao quando o resto era
maior do que o divisior e os demais disseram que, segundo seus professores, a divisao
estava incompleta. Além disso, a divisao com resto negativo jamais foi citada.

Os alunos acharam bastante interessante em ver que podemos ter mais de uma forma
de dividir e que "a divisao'se refere a um problema cujas hipotese conduz a solugao tnica.

Revelei a eles que, um resultado analogo a esse sobre divisao eu vi pela primeira vez
em [5] quando estava no terceiro ano do Ensino Médio e que na minha graduagao, quando
fazia a disciplina de Algebra Abstrata, rapidamente fiz a conexao e também foi desvelado
0 Zero no quociente.

Em [4] isso ¢ demonstrado no contexto dos naturais e no contexto dos polinémios. Ja
em [5] é feito no contexto dos polindémios mas ambos analisam casos imediatos, um dos
quais é o zero no quociente.

As figuras a seguir mostram as anotagoes feita por dois alunos quando esse material

foi aplicado.
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Primeira figura da atividade sobre divisao

Figura 7.1: Fonte: Autor, 2014.
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Segunda figura da atividade sobre divisao

Figura 7.2: Fonte: Autor, 2014.





