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RESUMO

No presente trabalho focamos principalmente uma melhor compreenséo das EquagOes Diofantinas
Lineares (EDL), por meio da resolucdo de problemas. Para isto, especificamos 0s conceitos basicos
que se fazem necessarios para seu desenvolvimento, assim como, seus principais resultados,
baseando-se em livros, textos e pesquisas ja realizadas, que tratam do referido assunto. Ao mesmo
tempo, que descreveremos uma sequéncia de atividades relacionadas, direcionadas para serem
trabalhadas com alunos da Educacdo Bésica. Tendo em vista que a Teoria Elementar dos NUmeros
vem sendo tratada por varios pesquisadores, como meio favoravel para o desenvolvimento de
habilidades na resolucéo de problemas e do raciocinio dos alunos na compreensdo da Matematica
estudada no Ensino Fundamental e Ensino Médio, objetivamos fornecer um material didatico para
professores ou futuros professores de matematica da Educacdo Basica, como fonte de consulta e de
apoio sobre as EDL; além de fornecer uma sequéncia de atividades que poderéa ser aplicada em suas
aulas no Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Equagdes Diofantinas Lineares; Resolu¢cdo de Problemas; Sequéncia de
Atividades; Ensino Fundamental.



ABSTRACT

In this paper we focus mainly a better understanding of Linear Diophantine Equations (LDE),
through problem solving. For this, we specify the basic concepts that are necessary for its
development, as well as its main results, based on books, texts and previous studies, dealing with
the said issue. At the same time, we will describe a sequence of related activities, directed to be
worked with students of Basic Education. Given that the Elementary Theory of Numbers has been
treated by many researchers as a means conducive to the development of skills in problem solving
and reasoning of students in understanding the mathematics studied in elementary school and high
school, we aim to provide educational material for teachers or future teachers of mathematics of
Basic Education, as a source of consultation and support on the LDE, and provides a sequence of
activities that can be implemented in their classes in elementary school.

Keywords: Linear Diophantine Equations; Problem solving; Sequence of activities; Elementary
School.
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As equagdes diofantinas lineares nao sao um assunto abordado na Educagdo Bésica. Porém,
desde o Ensino Fundamental estudamos equagdes lineares com duas varidveis e sistemas de equacoes
com duas varidveis, em que buscamos, geralmente, solu¢des racionais ou reais, ou seja, nao restringi-
mos estas solugdes ao conjunto dos nimeros naturais. Por exemplo, o professor solicita do aluno, com
base no livro didético, para encontrar trés solugdes para a equagdo 3x +y = 10, neste o aluno atribui
trés valores reais ou racionais para uma variavel e encontrard trés valores correspondentes para outra
varidvel. Notemos que nesta situacdo, a obtengdo da solu¢do de uma equacdo com duas varidveis

torna-se um exercicio repetitivo.

Agora, o exercicio ficaria mais atraente se solicitasse aos alunos, todas as solu¢des naturais da
equacdo 3x+y = 10. Ou melhor, em propor que eles solucionem uma situacao-problema semelhante
a esta: Marleide desejava comprar uma bicicleta que custava R$180,00 para isso, foi incentivada
por seus pais, a guardar moedas de 50 centavos e de 1 real em um "porquinho"”. Quais as possi-
veis quantidades de moedas de cada tipo, que ela deverd poupar, para conseguir seu objetivo? Note
que este problema pode ser modelado por uma equacgao linear com duas varidveis. Ambos os casos
citados requerem a busca de solu¢des no conjunto dos nimeros naturais, onde acreditamos que esta
busca seja muito mais interessante e desafiadora para o aluno do que a referida anteriormente. Da
mesma forma poderiamos citar outros exemplos atraentes, envolvendo situagdes-problema que re-
caem em sistemas de equacdes lineares, onde requerem solugdes inteiras ndo negativas. Ao fazer isto,

jé estamos trabalhando com equacdes diofantinas lineares (EDL).

Queremos aqui, chamar a aten¢do dos professores ou futuros professores de matemética da
Educacdo Basica que este assunto pode ser trabalhado desde o Ensino Fundamental de forma intro-
dutdria, aprofundado um pouco mais no Ensino Médio, sendo feito um estudo com maior rigor no
Ensino Superior. Estamos de acordo com Sérgio de Assis [15]], quando se refere ao tema das EDL
ressalta:

(...) esse tema pode ser trabalhado no Ensino Fundamental de uma forma introdutéria, através do método
de tentativas, com melhor exploragido no ensino médio com a utilizagdo das progressdes aritméticas e
sistemas lineares. Enfim, ser trabalhado de uma maneira mais rigorosa e formal na educagdo superior.

(Oliveira, 2010, p. 11).

O estudo das equacdes diofantinas geralmente € feito na graduacdo em matematica em disci-
plinas referentes a Teoria dos Nimeros, sendo importante a compreensao deste e de outros assuntos
desta area, por se fazer presente de forma implicita ou explicita no curriculo de matemética dos Ensi-
nos Fundamental e Médio. E de acordo com Resende [18], em sua tese, na qual procura compreender
a Teoria dos Nimeros enquanto saber a ensinar, sugerindo um nucleo de tépicos essenciais de Teoria

Elementar dos Numeros, constituidos pelos seguintes temas:
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Numeros Inteiros: evolugio histdrica e epistemoldgica do conceito de nimeros naturais e inteiros; repre-
sentacdes dos nimeros naturais; operacoes, algoritmos e propriedades; defini¢cao por recorréncia (poténcias
em N, seqiiéncias, progressdes aritméticas e geométricas), principio da boa ordem e principio da inducdo
finita. Divisibilidade: algoritmo da divisdo, maximo divisor comum, minimo multiplo comum, algoritmo
de Euclides, nimeros primos, critérios de divisibilidade, o Teorema Fundamental da Aritmética. Intro-
ducdo a congruéncia médulo m: defini¢do, propriedades, algumas aplicaces.Equacdes diofantinas
lineares (Resende, 2007, p. 228, grifo da autora).

Nesse sentido, Silvio Barbosa [14]], ao analisar a dissertagdo de Rama (2005) conclui que
sdo evidentes os conceitos chave de Teoria Elementar dos Numeros que estdo presentes nos livros
didaticos do Ensino Fundamental, como a divisibilidade. "Isso quer dizer que os conhecimentos
necessdrios ao das equagdes diofantinas lineares estdo disponiveis aos alunos nos livros didaticos do
Ensino Basico"(Oliveira, 2006, p.23).

Além disso, situacdo-problema como a que foi citada e outras do nosso cotidiano que envolve
a Teoria Elementar dos Numeros, podem ser modeladas e resolvidas por meio das EDL, com aplica-
¢oes interessantes e praticas para uso em sala de aula desde o Ensino Fundamental. E segundo Brasil
[2], um dos principios que a resolug@o de problemas, como eixo organizador do processo de ensino e

aprendizagem de Matemdtica, € o seguinte:

A situacdo-problema € o ponto de partida da atividade matemadtica e ndo a defini¢cdo. No processo de ensino
e aprendizagem, conceitos, ideias e método mateméticos devem ser abordados mediante a exploracdo de
problemas, ou seja, de situagdes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia para

resolvé-las. (Brasil, 2001, p. 40).

Apesar de tudo, de acordo com Costa [4], que realizou sua pesquisa com 6 professores de
matematica de escolas publicas e privadas da Educacdo Basica, na qual investigou se € como pro-
fessores de matemadtica do Ensino Médio trabalham com seus alunos situagdes-problema que recaem
em equacdes diofantinas lineares. Ele concluiu que, embora os professores afirmassem trabalhar com
seus alunos problemas modelédveis via equagdes diofantinas lineares, nenhum deles deu indicios de
trabalhar com seus alunos utilizando conhecimento dessas equacoes. Além disso, nenhum deles aci-
onou recursos da Teoria Elementar dos Nimeros na resolu¢do dos problemas propostos que recaiam

em equagoes diofantinas lineares com duas incégnitas.

O presente trabalho foi organizado em duas partes. Na primeira, foi feito um estudo em torno
dos conceitos que envolvem equagdes diofantinas lineares (EDL); e na segunda, foi descrito uma
sequéncia de atividades didaticas envolvendo equacdes diofantinas lineares, para serem usadas no

Ensino Fundamental.

Para o desenvolvimento destas duas partes, foi realizada uma pesquisa bibliogréfica e docu-
mental, com base em livros, teses, dissertacdes, artigos, entre outros, referente ao tema. Contudo,

queremos investigar as possiveis respostas para a seguinte pergunta:

Qual a importancia da abordagem das equacoes diofantinas lineares no Ensino Funda-

mental?

Nesse sentido, almejamos neste trabalho:
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» Fornecer apoio tedrico para o professor ou futuro professor de matematica da Educacao
Basica sobre o assunto de equacoes diofantinas;

* Descrever uma sequéncia de atividades sobre equacoes diofantinas lineares, para uso no

Ensino Fundamental.

A dissertacdo foi dividida em trés capitulos:

No capitulo I abordaremos alguns tépicos preliminares, que ajudardo na compreensao € no
entendimento das EDL, facilitando o desenvolvimento da parte tedrica que as envolvem. Com esse

intuito, toda parte tedrica serd desenvolvida seguida de vérios exemplos e aplicagdes.

No capitulo II desenvolveremos o conteido das equacdes diofantinas lineares e, em duas
subsec¢oes falaremos das equacdes diofantinas ndo lineares. Com esta finalidade, a teoria serd desen-

volvida seguida de situagdes-problema que incidem em equacdes diofantinas.

No capitulo III descreveremos uma sequéncia de atividades didéticas baseadas em situagdes-
problema envolvendo principalmente as EDL, que podem ser trabalhadas no Ensino Fundamental.

Além disso, apresentaremos um apéndice contendo as resolu¢des dos problemas propostos na

sequéncia de atividades didéticas.
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NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo, descreveremos alguns conceitos relativos ao conjunto dos nimeros inteiros,
importantes para a compreensdo de varios contetidos estudados em Teoria dos Numeros. Além disso,
por fornecer uma ferramenta importante na resolu¢do de problemas e também por estar presente no
curriculo da matematica da escola bésica, que faz parte do cotidiano do professor ou do futuro pro-
fessor de matematica da Educagdo Bésica. Desse modo, dividimos este, em quatro se¢des que desen-
volve, de forma introdutdria, os conceitos sobre os nimeros inteiros, o algoritmo da divisdo, no¢des
de divisibilidade e do maximo divisor comum, visando contribuir para uma melhor compreensao do

ensino das equagdes diofantinas.

1.1 Numeros inteiros

No decorrer deste texto, trabalharemos com o conjunto dos nimeros inteiros, denotado por
Z=A..,—3,-2,—1,0,1,2,3, ...} e seus subconjuntos, particularmente com o dos niimeros naturais,

representado por N = {0, 1,2,3,...}.

Inicialmente, lembraremos alguns exemplos de subconjuntos importantes no conjunto N dos

nimeros naturais, vejamos, com n € N:

N =1{1,2,3,...,n,...} dos inteiros positivos;
P=1{0,2,4,6,...,2n,...} dos nimeros naturais pares nao negativos;

I={1,3,5,...,2n+1,...} dos nimeros impares positivos.

Em N e em Z estao definidas duas operagdes, a saber, a adi¢do (+) e a multiplicagdo (-), sobre

as quais assumiremos como conhecidas as respectivas propriedades elementares.

Da mesma forma, admitiremos a relagdo de ordem em Z, isto €, dados quaisquer a e b inteiros,
dizemos que a é menor do que ou igual a b, que indicamos por a < b, se existe um inteiro ndo-negativo
c tal que b = a+ c. Utilizamos a notagdo b > a(<=b—a>0<=b>aoub=a),quese 1€ b é

maior do que ou igual a a.

As consideragdes feitas acima tendem dar uma ideia dos conceitos que envolvem os nime-
ros inteiros, o leitor interessado em conhecer ou aprofundar seus conhecimentos acerca do referido

assunto, pode consultar, por exemplo, as referéncias [7] e [[12]. Vejamos a seguir, dois exemplos.

Exemplo 1.1. Sendo m e n dois inteiros quaisquer, entdo, prove que m+n e m —n tém a mesma

paridade.
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Prova. Temos trés situagdes possiveis para m e n: 1) ambos pares; 2) ambos impares e 3) um

€ par e outro impar. Dai segue-se para:
1. Ambos pares, entdo, m = 2c e n = 2d, sendo c,d € Z. Logo:

m+n=2c+2d =2(c+d)=2z,comz=c+d, assim m+n & par.

m—n=2c—2d=2(c—d)=2x,comx=c—d, implica que m —n é par.

2. Ambos impares, entdo, m =2c+ 1 en=2d + 1, sendo ¢,d € Z. Logo:
m+n=2c+14+2d+1=2(c+d+1)=2z,ondez=c+d+1,logo m+n é par.
m—n=2c+1-2d—1=2(c—d)=2x,onde x =c—d, portanto m — n é par.

3. Um € par e outro impar, digamos, sem perda de generalidade, que m seja par e n seja impar.
Dai, m = 2c e n = 2d + 1, para algum c,d inteiros, tem-se que:
m+n=2c+2d+1=2(c+d)+1=2z+1, onde z = c+d, entdo, segue-se que m + n é impar.

m—n=2c—2d—1=2(c—d)—1=2x,comx=c—d,logo m—n éimpar.
Dessa forma, nas trés tnicas situagdes possiveis, m +n e m —n possuem a mesma paridade.

Exemplo 1.2. Dado um niimero inteiro n qualquer. Prove que ndo existe nenhum niimero inteiro m
tal que n <m <n+1.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que exista um inteiro m tal que n < m < n+ 1. Assim, por
um lado, existe um inteiro positivo g tal que m = n+ ¢ (*); por outro lado, existe um inteiro positivo
wtalque n+ 1 =m—+w ().

Substituindo, (x) em (xx) teremos:
n+l=n+g+ws=1l=qg+w

o que é uma contradi¢do, ja que g,w > 1 (inteiros positivos).

Portanto, ndo existe nenhum nimero inteiro m tal que n <m < n+1.

Agora, falaremos de outros resultados importantes, envolvendo os niimeros inteiros nao nega-
tivos, que sdo os seguintes principios: Principio de Inducdo (primeira e segunda forma) e o Principio
de Boa Ordem. Estes possibilitam a prova de inimeros resultados envolvendo os nimeros naturais.

Vejamos:

I. (Principio da Boa Ordem) Todo conjunto ndo vazio de inteiros ndo negativos contém um menor

elemento.

II. (Principio de Indugdo-primeira forma) Seja A um subconjunto dos niimeros naturais. Se A possui
as seguintes propriedades
i)jleA
ii)k+1¢€ A sempre que k € A,

entdo, A contém todos os niimeros naturais.
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III. (Principio de Inducdo-segunda forma) Seja a € N e para cada n > a é dada uma afirmagdo

P(n) tal que
i) P(a) é verdade
ii) qualquer k > a, P(k) = P(k+ 1) é verdade

entdo, P(n) é verdade para todo n > a.

A demonstragdo destes trés principios podem ser encontrada em [20] e, além disso, para uma
discussdo detalhada dos mesmos, veja o segundo capitulo de [8]. Aqui, faremos apenas um breve

comentdrio a respeito dos mesmos.

Uma prova baseada no Principio da Boa Ordem consiste em proceder em redug¢do a um ab-
surdo, onde nega a veracidade do conjunto das afirmacdes que se quer provar, e supde que este con-
junto € ndo vazio, a partir dai, o objetivo € obter uma contradi¢do; aplicaremos este método para
provar dois resultados importantes, apresentados nas préximas se¢oes deste capitulo, que sdo o teo-
rema que trata do Algoritmo de Euclides e o teorema de Bachet-Beézout. Uma prova fundamentada no
Principio da Indu¢do Matematica consiste em provar independentemente a veracidade das duas con-
dicdes apresentas no referido principio, seja usando o Principio de Indugdo primeira, ou o da segunda
forma; a unica diferenga entre as duas formas estd na condi¢do (i), que chamamos de hipdtese de
indugdo, pois, na primeira forma, supomos que P(k) seja verdadeira e, na segunda forma, supomos

que
Pk),P(k—1),P(k—2),...,P(a+1),P(a)

sejam todas verdadeiras. Note também, que o principio III segue do principio II, basta considerar o

subconjunto dos naturais A = {n € N; P(n+a — 1) verdadeira}. Vejamos um exemplo.
Exemplo 1.3. Seja a sequéncia ay,a;,as,..., definida por

a = 2

arp = Say_1,Vnaturaisk > 2.
Prove por indugdo matemdtica que a,, = 2- 5", para todos os naturaisn > 1.

Prova. Utilizaremos a primeira forma do Principio de Indugcdo.
i) Paran = 1, temos:
ap=a;=2-5""1=2.1=2,

que a afirmacao é verdadeira.
ii) Suponhamos que a afirmag@o seja verdadeira para n = k (k > 1), e provaremos que ela também é

verdadeira para k+ 1. Assim, temos:
* Hipétese de Indugdo (H.I): ax = 2- 5%,V naturais k > 1.

» Tese: ayy1 = 2.5+D=1 — 2.5k \/ naturais k > 1.
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De fato, pela defini¢do da sequéncia segue-se que:

ary1 = Say, Y naturais k>?2
= 5.(2-5Y HI
— .gk—1+1
= 2.5,

o que mostra a veracidade da afirmacdo para k+ 1.
Portanto, pelo Principio de Indugio, tem-se que a, = 2-5"~! para todos os naturais n > 1.

1.2 Algoritmo de Euclides

Nesta secdo, além de expor uma demonstracio para o Algoritmo de Euclides, faremos uma
aplicacao deste resultado, na qual provaremos o Lema dos Restos, assim como utilizaremos estes
resultados na resolugdo de alguns problemas. O leitor interessado neste e em outros resultados rela-

cionados pode consultar [13].

Teorema 1.1. (Algoritmo de Euclides) Dados dois inteiros a e b, com b # 0, entdo existem tinicos
inteiros q e r que satisfazem,
a=qgb+r, 0<r<|b|.

Os inteiros q e r, sdo chamados de quociente e resto, respectivamente, na divisdo de a por b.

Demonstracao. (Existéncia) Suponhamos por simplicidade, que a seja positivo. Se a < b,
basta tomar g =0 e r = a; se a = b, entdo tomamos g = 1 e r = 0. Dessa forma, admitiremos também

que a > b > (. Assim, seja o conjunto formado por nimeros inteiros:
S={a—xb>0;xcZ}
podemos notar que S # 0, pois, tomando x = —a, teremos:
a—(—a)b=a+ab>a+a>0

logo, pelo Principio da Boa Ordem, S possui um menor elemento, digamos que este seja r.
Como r € S, temos que 0 < r e existe g tal que r = a — gb. Assim, basta comprovar que r < b.

Para isto, suponhamos por absurdo, que r > b; neste caso, teriamos:
a—(g+1)b=(a—gb)—b=r—b>0

dessa forma, a— (g+1)b € Se a— (¢+ 1)b < r o que contradiz o fato que r é o menor elemento de

S. Deste modo, fica comprovado que r < b.

(Unicidade) Suponhamos que existem outros inteiros r| € g tais que:
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a=qib+r, 0<r <b

o que resulta em,
bg+r=qib+ri<=r—ri=(q1—q) b(x)

dai, r —r; é multiplo de . Porém, tem-se que 0 < r < b e 0 < ry < b, o que implica
0 <r—ry <0, segue dessa forma, que o tnico valor multiplo de b é r —r; =0, ou seja, r = ry.

Portanto, teremos em (%) que 0 = (¢ —¢q) - b, como b # 0, tem-se g —q = 0
—q=q U

Uma aplicacdo do importante resultado acima € o seguinte lema.

Lema 1.2. (Lema dos Restos) A soma e o produto de quaisquer dois niimeros naturais deixa o mesmo

resto que a soma e o produto dos seus restos, na divisdo por um inteiro positivo a.

Demonstracao. Sejam x e y € Z. Fazendo a divisdo de ambos os niimeros por a, teremos:

x=aq+rey=aq;+ry,com0<rr <a.Entdo,

1) x+y=aq+r+aq+ri=alqg+q1)+r+ri=aQ+ (r+ry),onde Q =q+gq.
Agora, dividindo r + ry por a, tem-se que:

2) r+ri=as+r,comscZel<pr <a.

Substituindo (2) em (1), vem:
x+y=aQ+as+r=a(Q+s)+r

mostrando assim, que x+y e r 4 r; quando divididos por a, deixam o mesmo resto.

Analogamente, mostra-se que x-y e r- r; possuem o mesmo resto quando divididos pora. [J

Tendo em vista, obter uma melhor compreensao do exposto na secdo até agora, veremos a

seguir, trés exemplos.

Exemplo 1.4. (ENC-2000) Mostre que, se um niimero natural a néo é divisivel por 3, entdo a* deixa

resto 1 na divisdo por 3.

Prova. Se 3 ndo divide a, entdo, de acordo com Algoritmo da Divisdo, temos duas possibili-

dades: a =3g+1oua=3g+2,comg < N. Logo:
s a’>=(3g+1)>2=9g>+6g+1=3k+1, onde k = 3g> +2g;
o a’?=(3g+2)>=9¢>+12g+4 =3k +1,onde b =3g> +4g+ 1.
Portanto, em ambos os casos, o resto da divisdo de a? por3¢é 1.

Exemplo 1.5. Prove que um dos inteiros a,a+2,a+ 4 é divisivel por 3.
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Prova. De fato, devido ao Algoritmo de Euclides, tem-se que a = 3¢, ou a = 3g+ 1, ou
a=3q+2,comgq € 7Z. Assim,
* se a = 3qg = a € divisivel por 3.
*sea=3¢+1=a+2=3¢g+3=3(qg+1) = a+2 édivisivel por 3.
*sea=3¢q+2=a+4=3g+6=3(q+2) = a+4édivisivel por 3.
Portanto, ou a, ou a + 2, ou a +4 é divisivel por 3.
Exemplo 1.6. Qual é o resto da divisdo 2012 -2013 - 2014 + 82012 por 7?

Resoluc¢ao. Como 2012 deixaresto 3, 2013 deixaresto 4 e 2014 deixaresto 5, quando dividido
por 7, entdo, pelo lema 1.2, 2012 -2013 -2014 deixa o mesmo resto que 3-4-5 = 60 por 7 que é
4; por outro lado, como 8 deixa resto 1, quando dividido por 7, entdio, 821 deixa o mesmo que
(I-1-1-...-1)=1por7queél.
N

(2012_@10}’&?) /

Portanto, novamente pelo Lema 1.2, temos que 2012 -2013 - 2014 + 82012 deixa o mesmo resto

que4+1=5por7queés.

1.3 Nocao de divisibilidade

Na presente secao apresentaremos o conceito de divisibilidade, e a partir deste, provaremos
algumas de suas propriedades bdsicas. Além disso, mostraremos o teorema da representacao de um
nimero inteiro qualquer positivo em uma determinada base maior que 1 e o critério de divisibilidade

por 9.

Definicao 1.1. Dados dois niimeros inteiros a e b, com a # 0, dizemos que b é divisivel ou multiplo
de a, quando existir m € 7 tal que b = am. Denotaremos por a | b para indicar que a divide b; caso

contrdrio, usaremos at b para indicar que a ndo divide b.
Por exemplo, temos que 5 | —35, pois —35=5.(—7). J4 2113, pois Aim € Z, tal que 13 =2-m.
Proposicao 1.3. Sejam a,b,c,x e y niimeros inteiros, entdo:

(a) para todo a # 0, tem-se a | a;
(b)sea|beb|c, entioalc;

(c) a | b se,e somente se, ax | bx, sendo x # 0;

(d)sea|bealc, entdoa|bx+tcy;
(e)sea|beb#0, entdo |a| < |b|.
Prova.

(a) Bastaobservarquea=a-1. U

(b) Se a| b e b |c, entdo, existem inteiros r e s tais que: b = as e ¢ = br. Logo, segue que

c=ars,oquenosdd,quealc. O
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(c) Inicialmente se a | b, entdo, existe x € Z tal que b = ax, dai xb = (ax) - x, ou seja, ax | bx.
Reciprocamente se ax | bx, entdo, existe ¢ € Z tal que xb = (ax) - g, entdo b = aq e, portanto, a | b,
poisx #0. [

(d)Sea|bea]c, entdo existem x e y € Z tais que b = ax e ¢ = ay. Entdo
bx=(ax)-x e cy=(ay)-y

Consequentemente, tem-se que:

bx+cy = (ax)-x+(ay)-y=a- (x> +y?),logo, a | bx+cy; e

bx —cy = (ax) -x — (ay) -y = a- (x> —=y?), logo, a | bx — cy. Portanto, segue que
albxtcy. O

(e) Se a | b, entdo, existe m € Z tal que b = am. Tendo em vista que b # 0, necessariamente

m # 0, pelo que |m| > 1. Assim, |b| = |am| = |a| - |m| > |a|. O

De posse do teorema seguinte, podemos escrever um nimero inteiro arbitrario em uma base
b > 1, e sua demonstracao € mais uma aplicacdo do Algoritmo da Divisdo. Por exemplo, o sistema
de numeragao atual e que habitualmente usamos na representacio de inteiros, € o de base 10, ou seja,
¢ o sistema posicional decimal, em que utilizamos os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e O para escrever
todos os outros nimeros. No entanto, poderiamos representar os inteiros em outra base, digamos, na

base 2, em que utilizamos para escrever os demais ndmeros, os algarismos 1 e 0.

Teorema 1.4. Seja b > 1 um niimero inteiro positivo fixado. Entdo, qualquer inteiro positivo n pode

ser escrito, de maneira vinica, na forma:
n= akbk —|—ak,1bk*1 +tab! + agp

na qual os coeficientes a;, parai=0,1,2,... k, sdo elementos do conjunto de algarismos0,1,...,b—1,

e ap # 0.

Demonstracao. Ora, para obter uma representagdo de n, na base b, vamos construir uma
sequéncia finita de divisdes euclidianas de n por b, cujos restos formardao a sequéncia de digitos
ap,di, . .-, dg—1,0k-

Primeiro, vamos dividir n por b, obtendo:
n=>bgyo+ay, 0<ayp<b
se go > 0, entdo dividimos gq por b, obtendo:
qgo=bqi+a;, 0<a;<b

se g1 > 0, entdo continuamos o processo, obtendo:
g1 =bgr+ay, 0<ar<b

g2 =bg3+a3, 0<a3;<b(q2>0)



1.3 NOCAO DE DIVISIBILIDADE 22

Gik—1 =bqr+ar, 0<ay <b(gr—; >0)

até obter o primeiro quociente g; = 0.
Este processo € finito, pois a sequéncia n > go > q1 > g2 > ... € estritamente decrescente de

inteiros ndo negativos, terminando, portanto em algum g; = 0. Agora, substituindo sucessivamente

40,91, --,qk—1,» Na equacio n = bqq + ap, teremos:
n = bqgy+ag
= b(bq1+a1)+ao
= q1b2+a1b+ao
= (bq2+a2)b2+a1b—|—a0

= L]zb3 +a2b2 +a1b+ag

= (bgx+a)b* +ar_1b* '+ +qib* +arb +ag
= akbk+ak_1bk_1+---+a1b]+ao.

Portanto, n = a;b* +ay_1b* 1+ +a;b' + ay.
A unicidade dos nimeros «a; decorre da unicidade dos restos na divisdo euclidiana. [

Vejamos um exemplo a seguir, para ilustrar o resultado acima. O leitor interessado em obter

maiores detalhes sobre base de um sistema de numerag¢do, consultar, por exemplo, [21].
Exemplo 1.7. O niimero 2043 estd na base 5. Escreva-o na base 8.
Resolucao. Como 2043 estd na base 5. Dai, teremos:
(2043)s =2-5%+0-5244-5' +3 =25040+420+3 = 273 na base 10.
Agora, basta escrever 273 na base 8. Por divisdo euclidiana, tem-se:

273 = 8-34+1 (1.1)
34 = 8442 (1.2)

Substituindo (1.2) em (1.1), obtemos:
273=8-(8-4+2)+1=4-8"42-8' 3= (423)3

Logo, (2043)s = (423)g = 273, ou seja, o ndmero na base 8 se representa por 423.

A préxima proposicao mostra um critério de divisibilidade, que € uma aplicacdo dos conceitos

estudados nesta secao.

Proposicao 1.5. (Critério de divisibilidade por 9) Um niimero natural n é divisivel por 9 se, e somente

se, a soma de seus algarismos for divisivel por 9.
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Demonstracao. Seja aiay_ ...ajag a representagdo de n na base 10, isto €:
n=ap 10+ a1 105+ 4+ 4,10" 4 qp,

em que a; €0,1,2,...,8,9 para todo k natural.
Se n ¢é divisivel por 9, entdo: 9 | ap10F + a1 101 + ... 4+ ;101 + a.
Tendo em vista que:

n=a 10" +ap_ 105 - 44110 +ag — (ax + a1 + - +ay +ao) + (ax + a1 +- - +ag)

n=ap(10° = 1)+ a1 (1051 = 1)+ 4a; (10" = 1) + (ax +ax_y + -+ a1 +ap)

e como para todo natural i, tem-se que 10’ — 1 = 9b; , onde b; é um inteiro positivo. Segue-se que 9
divide a; (10 — 1) + a5 (105~ — 1) 4 4+a; (10" — 1), logo, existe um natural d, tal que a; (10 —
D) 4+ap_ (1051 —1) +---4a; (10" — 1) = 9d. Assim,

n=9d+ (ap+ a1+ +ay+ap).
Como 9 divide n, por hipétese, e 9 divide 9d, segue que:
9|n—9d.

Portanto, 9 | ay +ax_1 + - +ai +ap.

Reciprocamente, se 9 divide a; +ay_1 +--- +a; + ag, €e como 9 divide 9d, vem que:
919d+ (ax +ax—1+---+ai+ap) =n.

Portanto, segue-se que 9 | n. U

1.4 Maximo divisor comum

Nesta secdo, apresentaremos dois caminhos para a obten¢do do maximo divisor comum (mdc)
de dois ndmeros inteiros, um pelo conjunto dos divisores, e o outro, usando o Algoritmo de Eucli-
des. Além disso, exibiremos o Lema de Euclides e o teorema de Beézout, assim como, veremos duas
aplicagdes envolvendo o conceito do mdc.

Durante todo o desenvolvimento desta secdo, vamos considerar a e b, inteiros nao simultane-

amente nio nulos.

Definicao 1.2. (Divisores comuns) Um divisor comum de a e b inteiros, é um niimero inteiro que

divide a e b, ao mesmo tempo.

O conjunto formado por todos os divisores comuns de a e b serd indicado por D(a,b). Tendo
em vista que 1 divide a e b, para quaisquer inteiros a e b, tem-se que o conjunto D(a, b) é ndo vazio,
jaque 1 € D(a,b).
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Notemos também, se a ou b # 0, que o conjunto D(a,b) é limitado superiormente, isto €, tem
um elemento maximo. De fato, se a # 0 e d for um divisor comum de a e de b, entdo |d| < |a|.
Exemplo 1.8. Qual é o maior divisor comum dos inteiros 12 e 18?

Resolucao. Os divisores de 12 s@o os elementos do conjunto
D(12) = {+£1,£2,4+3,4+4,+6,+12}

e os divisores de 18 s@o os do conjunto
D(18) = {+£1,£2,4+3,46,49,+18},

logo, D(12,18) = {£1,4+2,£3,4+6}.
Portanto, o maior elemento do conjunto D(12,18) é 6, este é o maximo divisor comum de 12
e 18.

Apesar desta forma de introduzir o mdximo divisor comum ser interessante sob o ponto de
vista didético, este método de obter o mdc € bastante trabalhoso para nlimeros maiores. Isto motiva
a proxima definicdo que € equivalente a que foi ilustrada acima em termos do conjunto dos divisores

comuns.

Definicao 1.3. (Mdximo divisor comum) Dados a e b inteiros, dizemos que o mdximo divisor comum,

abreviadamente mdc, entre a e b é o niimero inteiro positivo d, que satisfaz as condicoes:
L. d|aed]|b;
II. Seclaec|b,entioc <d.

Neste caso, indicaremos o mdc de a e b por d = mdc(a,b), ou simplesmente por d = (a,b). Se

(a,b) = 1, entdo, os niimeros a e b sdo chamados de primos entre si.

Com o exposto até agora, podemos notar que o mdc de a e b independe da ordem em que a e
b sdo tomados, ou seja, (a,b) = (b,a). E também, a facilidade de calcular o mdc de a e b, em alguns

casos particulares, como, por exemplo:

(a) Se a = 0, tem-se que (0,b) = b; se a =1, temos que (1,b) = 1; se a = b, tem-se
(b,b)=b. O
(b) Se a| b se, e somente se, (a,b) = a.

De fato, se a | b e como a | a, temos que a é divisor comum de ae b (I); se ¢ | a e ¢ | b, entdo

¢ < a (I). Isto mostra que (a,b) = a.

Reciprocamente, se (a,b) = a, seque-se da defini¢do do mdc, que a |b. O

(¢) mdc(a,b) = mdc(|al,|b|). Sejan € Z e n =mdc(a,b), entdo, n |aen | b, ouseja, n|lalen||b|.

Assim, D(a,b) = D(|al, |b|), o que nos d4, o resultado desejado.  [J
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Lema 1.6. (Lema de Euclides) Sejam a e b inteiros e r o resto da divisdo euclidiana de a por b.
Entdo, mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracdo. Seja mdc(a,b) =d e a = gb—+r, onde ¢ é um inteiro. Dai, d |a e d | b, ou
seja, d | a—gb = r. Logo, d é divisor comumde b e r (I). Se ¢ | b e c | r, entdo,

clgb+r=a.

Mas, se ¢ |a e ¢ | b, entdo, ¢ < d, ja que d = mdc(a,b) (I). Portanto, d = mdc(b,r).
Reciprocamente, se d = mdc(b,r) e a = gb+r, entdo, d | b e d | r, e dai,

d| gb+r=a. Logo, d é divisor comum de ae b (I). Se ¢ | a e ¢ | b, entdo,
cla—gb=r.
Mas, se c | bec|r,entdo, c <d, ja que d = mdc(b,r) (II).
Portanto, d = mdc(a,b). O

Aplicando o Lema 1.6 sucessivamente, obtemos um método pratico e eficiente para determinar
o mdc(a,b), que é chamado de Algoritmo de Euclides para o célculo do mdc.

Teorema 1.7. (Algoritmo de Euclides para o mdc) Dados dois inteiros a e b, com a > b, aplicando

sucessivamente a divisdo euclidiana, obtem-se a sequéncia de igualdades,
a=bgi+r;, 0<r<b
b=rigg+r, 0<rn<n

r=nrng+r, 0<r<n

rp=r3qa+rs, 0<ry4<r3

T—2 =Tk—1qk + 1k, 0 <re—q
Tk—1 = IkGi1 + 11, 0 <y <y

Até algum ry dividir ry_y. Entdo, mdc(a,b) = ry.

Demonstracao. De fato, observando as desigualdades anteriores, descritas no processo de

divisdes acima, tem-se uma sequéncia decrescente de niimeros nao negativos,
r>rn>rn>- > > >0

No entanto, existe apenas uma quantidade finita de ndmeros positivos menores que ry. Logo,
para algum resto ry, temos que rx; = 0, ou seja, ry dividir r;_;. Assim, devido ao lema anterior,

teremos sucessivamente:

(a,b) = (b,ry) = (r1,r2) =+ = (ri, r'e+1) = (1, 0) = ry. Portanto, mdc(a,b) =ry. O
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Com o intuito de ilustrar a praticidade deste método, exibiremos dois exemplos.

28n+-2
12n+1

Resoluciao. Basta provar que o numerador € o denominador sdo primos entre si, ou seja,
mostrar que mdc(28n+2,12n+ 1) = 1. De fato, pelo Lema 1.6,

, sendo n natural, é irredutivel.

Exemplo 1.9. Prove que a fracdo

mdc(28n+2,12n+1) = (28n+2—-2(12n+1),12n+1)
= (4n,12n+1)
= (4n,12n+1—3.4n)
= (4n,1)
= 1,
para qualquer n natural, tem-se, portanto que a fracao 7 2Z 1 ¢ irredutivel.

Exemplo 1.10. Calcular o mdximo divisor comum dos niimeros 315 e 1428.

Resolucao. Aplicando o Algoritmo de Euclides, teremos:
1428 =315-4+4 168

315=168-1-+147
168 =147-1421
147 =21-7

Logo, pelo Teorema 1.7, tem-se que mdc(315,1428) = 21. Na prética, costuma-se reunir os

calculos acima em uma tabela:

quocientes | 4 1 1 7
1428 3151 168 | 147 | 21
168 147 | 21 0 | restos

Tabela 1.1 Calculo do mdc entre os numeros 1428 e 315

Além de calcular o mdc, o Algoritmo de Euclides nos fornece um método pratico para escrever

o mdc como combinagdo linear dos nimeros envolvidos. Vejamos que:

21 = 168—147-1=168—(315—168-1)-1=168-2—315-1
= (1428—-315-4)-2—315-1=1428-2-315-9

Portanto, mdc(315,1428) =21 = 1428-2—315-9.

Teorema 1.8. (Bachet-Bézout) Se d = mdc(a,b), entdo existem inteiros x e y tais que
d = ax+ by.
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Demonstracdo. Seja M = {axo + byo; x0,y0 € Z}. Note que este conjunto contém, nimeros
negativos, positivos e o zero. Escolhendo convenientes x e y inteiros tais que
d = ax+ by seja o menor elemento positivo pertencente a M, mostremos que d = mdc(a,b).

De fato, suponhamos por absurdo, que d 1 a, ento, pelo algoritmo da divisdo, obtemos inteiros

g ertaisque a=dqg+r,com0 < r <d. Dai, vem que:
r=a—dq=a— (ax+by)g=a—agx—bgy = (1—gx)a+ (—qy)b,

logo, r € M, o que é uma contradicdo, ja que 0 < r < d e d é menor elemento positivo de M. Portanto,
d | a; e analogamente, tem-se também que d | b.

Se ¢ | a e c| b, entdo, existem inteiros [} e I, tais que a = cl; e b = clp. Logo,
d = ax+ by = clix+chy = c(l1x+ ly), dai segue-se que ¢ | d, entdo, ¢ < d.

Dessa forma, seque-se que d = mdc(a,b) = ax+by. O

Os préximos resultados sdo aplicagdes, que envolvem o conceito do mdc. Os quais decorrem

do teorema anterior.

Corolario 1.9. Os inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem inteiros x e y tais que
ax—+by = 1.

Demonstracdo. Se mdc(a,b) = 1, entdo, pelo Teorema 1.7, existem inteiros x e y satisfazendo
ax+by=d=1.

Reciprocamente, se ax+by=1,ed étalqued |aed | b,entdo d | ax+ by =1,logo,d | 1, ¢
dai d < 1, o que nos fornece, portanto, 1 = mdc(a,b). O

Proposicao 1.10. Sejam a, b e p niimeros inteiros, sendo p primo. Se p | ab, entdo, p | a ou p | b.

Demosntracdo. Suponhamos que p 1 a, entdo, mdc(p,a) = 1. Dai, pela Proposi¢do 1.9,
existem x e y inteiros tais que px+ay = 1, e entdo pbx+aby = b. Tendo em vistaque p |abe p | p,
entdo, p | pbx+ aby = b, logo, p | b. Analogamente, se p { b, tem-se que p | a.

Portanto, temos que p |aou p |b. O

Observacao 1.1 A nocdo de mdximo divisor comum estudado nesta secdo pode ser gene-
ralizada para n ndmeros inteiros. Este resultado, assim como sua prova que € feita por inducao

matematica, pode ser encontrado em [10] nas paginas 61-62.
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EQUACOES DIOFANTINAS

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos referentes as Equacdes Diofantinas, funda-
mentais para resolugcdo de varios problemas do nosso cotidiano e, por facilitar a compreensdo e a
aplicagdo da proposta que serd apresentada no préximo capitulo. Desse modo, dividimos este em trés
secoes: breve introducdo, equagdes diofantinas lineares (EDL) e equacdes diofantinas ndo lineares; de
modo que todo estudo feito, serd exemplificado por meio de situacdes-problema, fazendo sempre que
possivel, um elo entre teoria e pratica, favorecendo assim, um melhor aproveitamento dos conceitos

apresentados.

2.1 Breve introducao

Historicamente, pouco se sabe sobre a vida e obra do matematico grego Diofanto de Alexan-
dria. Acredita-se que viveu no século III d. C, tendo seu nome ligado a cidade de Alexandria, que
foi o maior centro de atividade matematica no Egito. E segundo Boyer [1], Diofanto em sua obra
Aritmética, composta de treze volumes, dos quais tém-se conhecimento de seis destes, desenvolveu
um método de resolver problemas determinados e indeterminados, sem fazer disticdes claras entre
estes, em que utilizava uma linguagem diferente de seus precursores, ou seja, ndo utilizava interpre-
tacdo geométrica na resolucao de tais problemas, e sim, apenas um procedimento semelhante ao que
chamamos hoje de "método algébrico". Vejamos a seguir, um exemplo, em linguagem atual, mas

utilizando procedimento semelhante ao que Diofanto utilizava na resolu¢do do mesmo.

Exemplo 2.1. (Diofanto, em Aritmética) Encontrar dois niimeros tais que sua soma é 20 e a soma
dos quadrados é 208. (Ver [1], p. 124)

Resolucdo: Os nimeros nio podem ser iguais, ji que 10? + 10> = 200 # 208. Entdo, sejam

os nimeros x = 10+4a e y = 10 — a. Dai, temos:
(104 a)? + (10 — a)? = 208 <= 1004 20a + a° + 100 — 20a + a* = 208 <= 2a*> = 8 <= a* = 4.

Entio a = £2, como somente a solucdo positiva era admitida, segue que a = 2.

Portanto, os nimeros procurados sdo 12 e 8.

O problema abaixo se refere ao unico dado pessoal sobre Diofanto, o qual encontra-se na

forma de um enigma gravado em seu timulo:
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Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida, e somando sua duodécima parte a isso, cobriu
- lhe as faces de penugem. Ele lhe acendeu a 1ampada nupcial apés uma sétima parte, e cinco anos apos
seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz crianga; depois de viver a metade da vida de seu pai, o
Destino frio o levou. Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos nimeros, ele

terminou sua vida. (Boyer, 2003, p. 121).

A equacido que representa o problema deste enigma € dada por g + 1x_2 + %C +5+ )—26 +4 =x,
onde x representa a respectiva idade. Resolvendo esta equagdo pode-se concluir, admitindo a exatidao

de tal enigma, que ele viveu 84 anos.

Os problemas estudados, com énfase nos problemas indetermidados (geralmente com infinitas
solucdes), por Diofanto em Aritmética consistia na busca de solucdes inteiras ou racionais positivas,
onde era apresentada apenas uma solugdo para tais problemas. Atualmente, tais problemas podem ser
modelados via equagdes ou sistemas de equacdes algébricas. Em referéncia ao estudo de Diofanto,
Sampaio [19], define Equac¢des diofantinas como: "Equagdes polinomiais, em varias incégnitas, com
coeficientes inteiros (ou racionais), das quais se buscam solugdes restritas ao conjunto dos nimeros

inteiros, sdo habitualmente denominadas de equagdes diofantinas"(Sampaio, 2009, p.83).

J4, a definicao dada por Domingues [6]], para Equa¢des Diofantinas é:

Todas as equacdes polinomiais (nfo importa o niimero de incégnitas) com coeficientes inteiros, sempre
que seu estudo seja feito tomando como universo das varidveis o conjunto dos inteiros. Isso nio obstante
Diofanto s6 ter trabalhado com alguns poucos casos particulares dessas equagdes e seu universo numérico

ter sido o dos nimeros racionais estritamente positivos. (Domingues, 2003, p. 50).

De acordo com Fernandes ...[et al.] [8], a equacdo diofantina mais conhecida é dada por
xX'"+y*=7", onde n € Z com n > 2, na qual procuramos solucdes inteiras que a satifaca. Para o
caso em que n = 2, a equacdo possui infinitas solugdes e € estudada desde a antiguidade, em que
se buscava todos os inteiros positivos que satisfazem a identidade x> +y> = z2, que é equivalente a
encontrar todas as ternas inteiras, correspondentes a todos os tridngulos retangulos cujos lados sdo

inteiros positivos, denominadas de ternas pitagoricas.

Serd possivel sempre encontrar solugdes inteiras para a equacdo diofantina x"* +y" = 7", para
n > 2? Um grande estudioso de Diofanto foi o advogado Pierre de Fermat (1601-1665), que tinha
como passatempo estudar matemética, obtendo resultados interessantes na drea de conhecimento que
¢ denominada atualmente por Teoria dos Numeros. A equacio acima é conhecida como equagdo de

Fermat, a mais famosa da matematica, segundo Fernandes ...[et al.] [8].

Fermat deixou anotado a margem do seu exemplar da Aritmética, de Diofanto, que a equago x" +y" =z
ndo possui solugdes ndo triviais para n > 3 e que a demonstragio desse resultado, ficou conhecido como
o Ultimo Teorema de Fermat e que ele afirmava conhecer, e seria dada em outra oportunidade, j4 que ndo

havia espaco suficiente na margem daquele livro.(Fernandes ...[et al.], 2005, p. 109).

Durante muito tempo, muitos matematicos tentaram demonstrar o teorema em vao, € muita
matematica foi desenvolvida para que, em 1995, o matemético inglés Andrew Wiles desse a prova

definitiva do teorema, encerrando assim, um belo capitulo da Histéria da Matematica.
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Por fim, chamaremos de equacées diofantinas lineares em n varidveis toda equacio que pode
ser expressa na forma ayx; +axxy + --- +apx, = b, onde ay,ay,...,a, ¢ b sdo nimeros inteiros ou
racionais, que se busca encontrar inteiros xp,x,...,x, que a satisfaca. E de sistema de equacoes
diofantinas lineares, o conjunto de p equacdes diofantinas lineares, onde p € N e p > 2, onde também

buscamos solugdes inteiras satisfazendo simultaneamente as p equacgdes.

Vale ressaltar que, no presente texto estudaremos as equagdes diofantinas lineares com duas
e trés varidveis, assim como, os sistemas de equacdes diofantinas lineares composto por duas ou trés

equacgoes.

2.2 Equacoes diofantinas lineares

Nesta se¢@o, demonstraremos dois teoremas importantes no estudo das equagdes diofantinas
lineares (EDL), os quais fornecem duas informagdes bdsicas. Uma nos diz quando uma equacio
diofantina linear tem solucdo inteira e a outra, como escrever a solucdo geral desta equacao, quando
a mesma possui uma solucdo inteira. Tudo isso, serd feito de forma detalhada, bem como serdo

apresentados varios exemplos.

Definicao 2.1. Uma equacdo diofantina linear em duas varidveis x e y é uma equacdo expressa na
forma ax + by = ¢, onde a,b e c sdo inteiros (ou racionais), com a e b ndo simultaneamente nulos
e cujas solugoes sdo nimeros inteiros. Uma solucdo da equagdo ax + by = ¢ é um par ordenado de

inteiros (xo,yo) tal que axo+ by = c.

No estudo das equagdes diofantinas lineares, devemos:

1. Saber se a equacao possui ou nao possui solucdes inteiras.

2. Se possuir solugdes inteiras, como escrever todas elas.

Nesse sentido, o teorema a seguir dd a condi¢do suficiente e necessdria para a existéncia de

solucdes inteiras de uma dada equagao diofantina linear.

Teorema 2.1. A equacdo diofantina linear ax + by = ¢ possui solucdo se, e somente se, 0 mdximo

divisor comum de a e b divide c.

Demontracdo. Seja (xp,yog) uma solucdo inteira de ax + by = ¢, entdo axg + byg = ¢, seja
d =mdc(a,b), entdo d | ae d | b, e dai, tem-se que d | axg e d | byy, consequentemente, segue-se que
d | axo + byy, e portanto, d | c.

Reciprocamente, se d | ¢, entdo existe um k tal que ¢ = kd, onde d = mdc(a,b). Além disso,
de acordo com teorema de Bezout, existem inteiros xg, y tais que axg+ byo = d. Logo, multiplicando
esta ultima equacdo por k, teremos akxg + bkyg = dk, e dai, segue-se que:

akxgy + bkyo = ¢, o que nos fornece, portanto, que (kxg,kyp) é uma solugdo inteira da equagdo. [J

Vejamos, como exemplo, que a equacdo diofantina 3x — 6y = 2 nado possui solucdo, pois,

mdc(3,6) =3 e 312. Jd aequagdo Sx+ 7y = 9 possui solugao, pois mdc(5,7) =1e1|09.
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Corolario 2.2. Se mdc(a,b) = 1 entdo a equagdo diofantina linear ax + by = ¢ tem solugdo.

Demonstracdo. Se mdc(a,b) = 1, entdo pelo coroldrio 1.9 existem x; e y; inteiros tais que
axy + by; = 1, dai segue que acx; + bcy; = c¢. Logo, (cxp,cy;) é uma solucdo inteira da equagio
ax+by=c. U

Agora, com o préximo teorema, temos como escrever a solu¢do geral de uma dada equacado
diofantina linear, quando esta possui uma solu¢do inteira particular.

Teorema 2.3. Seja (xo,y0) uma solugdo particular da equagdo diofantina linear ax+ by = ¢, em que

ab # 0. Entdo qualquer solucdo inteira dessa equagcdo é dada por:

x:xo—l—gt
y=y0— gt
comt € Z ed =mdc(a,b).

Demonstracao. Inicialmente, se (xo,yo) for uma solug¢do da equacdo ax+ by = ¢, entio,

axy+ byg = c. Ora, se x = xo + gt ey=yo— gt,comt € Z, entdo:

b a ab ab
ax+by = a(xo+ Et) +b(yo — 2t> = axg+ Et—l—byo— gt = axg+byy =c,

0 que mostra, portanto, que (x,y) é uma solugdo da equacdo diofantina ax+ by = c.

Da mesma forma, se (x,y) € uma soluc@o da equagdo ax+ by = ¢, segue-se que:

ax+by=c
{ Y <= ax+ by = axy + byy <= a(x—x0) = b(yo —y)(*).

axo+byy)=c

Mas, como d € divisor comum de a e b, entdo, a = dm e b = dn, para convenientes inteiros m e n,
primos entre si. Logo, substituindo em (), teremos:
dm(x—xg) =dn(yg—y) <= m(x—xp) = n(yo—y).

Dai, ja que mdc(m,n) = 1, seque que m | (yo —y). Assim, yo —y = mt, para algum ¢ € Z. Tendo em

vista que m = 3, seque-se que:

_at<:> = +af
Y=y =Sty =Y+t

Consequentemente, tem-se:

m(x—xo) =n(yo —y) = nmt = m(x — xo) = nmt <= x = xo+nt.

Portanto, se (xo,y0) € (x,y) forem solu¢do de ax + by = ¢, entdo existe ¢ € Z, de modo que

(x0+ 52,0 — 4t) também é. [

Note que, no teorema anterior, se d = mdc(a,b) = 1, entdo, qualquer solugdo inteira ¢ dada

X =x9+ bt
y=Yyo—at

por
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comt? € Z.

E vale apena notar que uma equagdo diofantina linear ax + by = ¢ tem infinitas solucoes,
quando tem uma, significa geometricamente, que a reta que representa a equacdo ax + by = ¢, no
plano cartesiano, possui uma infinidade de pontos de coordenadas inteiras, uma vez que o sistema

representa a equacdo paramétrica de uma reta.

Exemplo 2.2. O par ordenado (1,3) é solucdo da equagdo 2x+y = 5. Logo, pelo Teorema 2.3 e

como mdc(2,1) = 1, para qualquer inteiro t, tem-se que

x=1+4¢
y=3-2¢

também é solucdo da equacado.

Neste exemplo, para obter pares de inteiros ndo negativos que sao solugdes da equacio, basta

fazer:
HDx>0=14+t>0=1t> —1;
(i) y>0=3-2t>0=1<3<2.
Logo, de (i) e de (ii) obtemos, t = —1, 0 ou 1. Dai, teremos:
ct=—1l=x=0ey=35;
ct=0=x=1ley=3;
ct=1=x=2ey=1

Portanto, os unicos pares ordenados em que x e y sdo ambos ndao negativos, sao
(0,5),(1,3) e (2,1). Podemos representar a equacdo diofantina deste exemplo, no plano de coordena-
das cartesianas. Veja o gréfico (construido no GeoGebra E[) onde os pontos destacados representam

as solucdes inteiras ndo negativas da referida equacao.

\

'GeoGebra é um Software gratuito de matemética dindmica que retine conceitos de geometria e dlgebra.
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Com o que foi exposto, podemos agora resolver algumas situacoes-problema que recaem em
equagdes diofantinas lineares em duas varidaveis. Resolver uma equagao diofantina significa encontrar
todos os pares de inteiros que satisfazem a mesma. Para isto, iremos utilizar duas estratégias de
resolucdo: uma por tentativa, e a outra seguindo o procedimento do Teorema 2.3. De acordo com
Fernandes ...[et al.] [8],

"Certamente muitas equagdes diofantinas podem ser resolvidas por tentativa. Era essa, provavelmente, a
maneira mais utilizada na Idade Média. Em muitos problemas as possibilidades sao limitadas, de modo

que ndo sdo necessdrias muitas tentativas". (Fernandes ...[et al.],2005, p. 103).

Vejamos dois exemplos, em que utilizaremos em suas respectivas solucoes, a estratégia por

tentativa.

Exemplo 2.3. Decomponha o niimero 100 em duas parcelas positivas tais que uma é miiltipla de 7 e

a outra é miiltipla de 11.(ver [6l], p. 52)

Resoluciao. Denotaremos por 7x a parcela que € multipla de 7 e por 11y a que € multipla de
11. Dai, solucionar o problema, equivale a resolver a equacao diofantina 7x+ 11y = 100, que possui
solucdo, ja que mdc(7,11) = 1 divide 100. Daf:

100—11y

Ix+11y=100 <= x = 7

Como estamos interessados em encontrar parcelas positivas, entdo devemos ter inteiros x >0 ey > 0.

Consequentemente, segue-se que 100 — 11y > 0, ou seja, y < % < 10, o que nos dd 0 <y < 10.

Tomando sucessivamente y € {1,2,...,9}, encontraremos o valor de x correspondente. Assim, temos:

.yzlszwzg;
.yzzﬁxzwzg;
.yzgix:wogilm:%ﬂ
.y:4:>x:M:§:8;
.yZS:x:M:%;
'y:6:>x:M:%§
°y:7:>x:100_7711'7:§;
.yzg:xzwzg;
.yzgszwz%.

Dessa forma, o dnico par de inteiros que satisfaz a equagdo 7x+ 11y = 100 é (8,4). Portanto,
as parcelas sd3o 7-8 =56 ¢e 11-4 = 44.

Exemplo 2.4. Uma agéncia de correios possui apenas selo de 14 centavos e de 21 centavos. Deter-

mine as possiveis combinagoes desses selos para postar uma carta que tem o valor postal de R$1,40.
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Resolucao. Seja x o niimero de selos de 14 centavos e y o nimero de selos de 21 centavos,
entdo devemos ter 14x+ 21y = 140 (R$1,40=140 centavos). Note que o mdc(14,21) =7 divide 140,
logo a equacdo possui solucdo. Dai:
20 —3y

14x+21y =140 <= 2x+3y =20 <= x = o

Ora, de acordo com a natureza do problema devemos ter x > 0 e y > 0, consequentemente,
20
20—3y20:>y§?<7.

Dai segue-se que,
0<y<7=ye{0,1,...,6}.

Assim, teremos:

cy=0=x=230=-2D 10
Cyml— o2

. y:2:>x:20_2i:12—4:7;
Cym3—rm Bl

. y:4:>x:%:%:4;
Py=S=x= R =g
°y:6:>x:%:%:1.

Logo, temos 4 combinacdes possiveis, que sdo: 10 selos de 14 centavos e zero selo de 21
centavos; 7 selos de 14 centavos e 2 selos de 21 centavos; 4 selos de 14 centavos e 4 selos de 21

centavos; 1 selos de 14 centavos e 6 selos de 21 centavos.

A seguir apresentaremos dois exemplos no quais usaremos o roteiro do Teorema 2.3.

Exemplo 2.5. Determine todos os naturais que divididos por 16 deixam resto 6 e, que divididos por

12, deixam resto 10.

Resolucao. Seja w o numero natural tal que w = 16x+6 e w = 12y + 10. Comparando as

equacdes, vem que:
16x+6=12y+10 <= 16x— 12y =4 <= 4x -3y = 1.

Logo, como mdc(4,3) | 1, a equac@o possui solu¢do. Agora, vamos encontrar uma solucdo particular.
Para isto, consideremos o algoritmo euclidiano,4 =3-1+ 1, ouseja, | =4-1+ 31, portanto, (1,1)

€ uma solucdo. Dessa forma, de acordo o Teorema 2.3, a solug¢do geral é dada por:

x=1-3¢
y=1-4¢
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sendo t € Z.

Porém, como estamos interessados somente nos niimeros naturais, o sistema acima pode ser,

x=1+3r
y=1+4r

para a obten¢do do ultimo sistema de equagdes foi feito » = —¢. Com isso, note que, ao substituir os

com r € N, escrito como:

valores obtidos para x e y, em 4x — 3y = 1, obtemos:
4(143r)—=3(1+4r)=4+12r—3—-12r=1.

Deste modo, todos os ndmeros que atendem o problema s3o da forma
w=16x+6 = 16(1 +3r) 4+ 6 = 22 4 48r. Portanto, w = 22 4+ 48r, com r € N.

Exemplo 2.6. Um cachecol custa, na cidade de Coité do Noia, 19 reais, mas o caso é que o com-
prador, que comprou apenas um cachecol, sé tem notas de 2 reais, e o caixa so tem notas de 5 reais.
Nessas condicoes, serd possivel pagar a importdncia da compra, e de que modo? (Suponha que a

quantidade mdxima de notas de cada tipo seja 40).

Resolucao. Seja x a quantidade de notas de 2 reais e y a quantidade de notas de 5 reais. Assim,
podemos traduzir o problema pela equagdo diofantina 2x — 5y = 19. Esta tem solucio inteira, jd que

mdc(2,5) | 19. Dai, pelo Algoritmo de Euclides, tem-se:
5=2241<=1=5-2-2,
entdo, 1 =3-2—5-1, o que nos fornece, multiplicando por 19,
2-57—-5-19=19.
Logo, o par (57,19) é uma solugdo da equagdo 2x — Sy = 19. Dessa a solugdo geral, com ¢ € Z, tem
x=157—-5¢
{ y=19-2t

com as restri¢des do problema, estamos buscando solu¢des inteiras positivas, para isto, deve-se ter

a forma:

57T—5t>0e 19—-2¢t >0, ou seja, t < 10, e como ¢t > 4 (ja que x , y < 40). Entdo, segue-se que
4 <t < 10. Dai, testando os casos:

e t=4=—x=57-5-4=37ey=19-2-4=11;

t=5=x=57-5-5=32ey=19-2-5=09;

t=6=—=x=27ey=7,

t=T=—x=22ey=75;

t=8—x=17ey=23;
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*t=9=—=x=12ey=1.

Portanto, de acordo com as condi¢des do problema, € possivel pagar a compra de 6 modos, que sdo
eles: 37 notas de 2 reais e 11 notas de 5 reais; 32 notas de 2 reais € 9 notas de 5 reais; 27 notas de 2
reais e 7 notas de 5 reais; 22 notas de 2 reais € 5 notas de 5 reais; 17 notas de 2 reais e 3 notas de 5

reais; 12 notas de 2 reais e 1 notas de 5 reais.

Como vimos nos exemplos anteriores, de acordo com as restricdes impostas as solu¢des de
uma equacao diofantina linear, estas podem ser indeterminadas, determinadas ou nao existirem solu-
¢cOes. Vale ressaltar também que apesar de termos resolvido os exemplos utilizando dois "métodos",
poderiamos combinar estes ou utilizar outros procedimentos em suas resolucdes, pois dependendo da
situacdo-problema estudada, ndo temos um roteiro a seguir como se fosse uma receita de bolo. No
entanto, com a compreensao dos dois teoremas desta secdo, e das resolu¢des dos exemplos utilizando
tentativa ou o roteiro do Teorema 2.3, o leitor terd uma boa base para resolver problemas que recaem

em equagoes diofantinas lineares em duas variaveis.

2.2.1 Equacoes diofantinas lineares com trés variaveis

Passamos agora a estudar, por meio de exemplos, equagdes diofantinas lineares com trés
incognitas. Usaremos em suas resolucdes estratégias que, de alguma forma, assemelham-se com as

estratégias usadas na resolucdo das equacdes diofantinas anteriores.
Exemplo 2.7. Combinando moedas de 1, 10, e 25 centavos, como podemos totalizar 59 centavos?

Resolucao. Denotando por x o nimero de moedas de 1 centavo, por y as moedas de 10 e por

z as moedas de 25 centavos, teremos a seguinte equacao diofantina:
Ix+ 10y +25z = 59.
Fazendo 10y + 25z = 5w, seque-se que:
Ix+5w=49 = x=59-5w=—=we {0,1,2,..., 11},

ja que se deve ter x > 0.
Por outro lado, 10y + 25z = 5w equivale a 2y + 5z = w (*). Vamos resolver a equagio ().

Para tal, aplicando o algoritmo da divisdo para 5 e 2, tem-se:
5=2241=1=5-22=w=5w—2w-2=2-(2w)+5-w=w.
Logo, (—2w,w) é uma solugdo da equacdo (*). Assim, a solucdo geral desta é dada por:

y=—2w+ 5t
z=w—2t

comt € Z.
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Dessa forma, a solugdo geral da equacdo diofantina 1x+ 10y + 25z = 59, € dada por:

x=59—5w
y=—2w+ 5t
z=w—2t

comw € {0,1,2,...,11} e com ¢ € Z. Onde devemos ter —2w +5¢ > 0 e w— 2t > 0, daf segue-se que
%W <t < % Dessa forma, atribuindo os valores correspondentes de w encontraremos 0s respectivos

valores inteiros de ¢, x, y € z, assim teremos:

w|O|1]2[3[4][5]6[78]9]10[10]11
t] 0 [*| 1 |*| 22|33 |4 |4[4]5]5
X |59 | * |49 [*[39 (34|29 24 [19|14] 9 |9 | 4
vy O |[*[1|*|2]0]3|1]|4 053
z[0|*[0|*[0|1]O0|1]0]1]2]0]1

Tabela 2.1 Possiveis solucdes inteiras da equacdo lx + 10y +25z = 59. Em que, o simbolo * indica que a
solugdo € ndo inteira.

Portanto, temos 11 possibilidades de combinar moedas de 1, de 10 e de 15 centavos para
totalizar 59 centavos, descritas na tabela acima.

Observacao 2.1 Escolhemos 5w = 10y + 25z, pois facilita a forma da equagao, por ser divisi-
vel por 5.

Podemos notar no exemplo anterior, que poderiamos resolvé-lo atribuindo possiveis valores
para as quantidades de moedas de 1, de 10 e de 25 centavos que totalizasse 59 centavos, isto &,
poderiamos utilizar a estratégia de tentativa e erro em sua resolu¢do. Ao analisar a equacdo diofan-
tina, 1x+ 10y 425z = 59, estd possui solugdes inteiras, porque o mdc(1,10,25) =1 e 1 divide 59,

consequentemente, ela tem infinitas solugdes inteiras, dada pela solucdo geral:

x=59—5w
y=—2w+5t
z=w—2t

comt,w € Z.
Caso contrério, se o mdc dos coeficientes das varidveis ndo dividir o termo independente da

equacdo diofantina dada, a mesma ndo possuiria solugdes inteiras.

Proposicao 2.4. A equacdo diofantina linear ax+ by + cz = k, onde a, b, c e k sdo inteiros ndo nulos,

possui solucdo inteira se, e somente se, d = mdc(a,b,c) divide k.

Demonstracdo. Inicialmente, se (xg,y0,z0) é uma solugdo inteira da equagao, entdo, tem-se
que axo + by + czo = k. Sejad = mdc(a,b,c), entdo, d | a,d | be d | ¢, dai tem-se que d | axo,d | by
e d | czo, logo, d|axo + byo + czo = k.
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Reciprocamente, se d = mdc(a,b,c) divide k, entdo existe m € Z tal que k = dm. Seja d| =
mdc(a,b) e dy = mdc(d,,c), entdo, existem rs,¢ e u inteiros tais que: ar+bs =d; e dit + cu = ds.

Dai vem que:
(ar +bs)t + cu = dy = art + bst + cu = dy = a(rtm) + b(stm) + c(um) = dom.

Como d = mdc(a,b,c) = mdc((a,b),c) = mdc(dy,c) = dp, segue-se que
a(rtm) + b(stm) + c¢(um) = dm = k. Portanto, (rtm,stm,um) € uma solugdo particular da equacao

diofantina linear ax+by+cz=k. [

Ja a solugdo geral de uma equagdo diofantina linear com trés varidveis, o leito interessado
pode encontrar em [[15]. Porém, ndo iremos descrever aqui, por acreditarmos que ao saber a solugao
geral das EDL com duas varidveis tornar-se facil encontrar tal solucdo e também por possuirem vérias

estratégias de resolucdo. Assim, faremos seu estudo por meio de um exemplo.
Exemplo 2.8. Encontre a solugdo geral da EDL 3x + 10y + 25z = 59.

Resolucdo. Primeiro a equagio possui solugdo, pois mdc(3,10,25) =1 e 1 | 59. Agora,
vamos calcular uma solucdo particular da equagdo. Para isto, utilizaremos o Algoritmo de Euclides.

Tomando 3x+ 10y = w, e w = mdc(3,10) = 1, entdo:
10=33+1=1=1-10-3-3=3-(=3)+10-1=1=>3-(—3w)+10- lw = w.

Logo (—3w,w) é uma solug@o particular de 3x+ 10y = w e a sua solugdo geral é:

x=—-3w+10¢
(%)
y=w-—73t

comt € Z. Agora vamos resolver a equagdo w+ 25z = 59. Note que (9,2) é uma solugdo particular,

entdo, sua solucao geral, com t € Z, sera:

w=9-+25¢
7=2—t

Substituindo o valor de w em (x), encontraremos a solugdo geral da equacdo diofantina 3x +
10y +25z =6,

x = —3(9+25t)+10¢ x=—27—65¢
y=9425¢t—-3t = y=9422¢
7=2—t z7=2—t

comt € Z.

2.2.2 Sistema de equacoes diofantinas lineares

Vejamos duas situacdes-problema que sao representadas por meio de sistemas de equagdes

diofantinas lineares, que recaem em EDL com duas varidveis.
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Exemplo 2.9. Se um galo vale 5 moedas, uma galinha vale 3 e trés frangos valem 1, quantos de cada

um se pode comprar com 100 moedas, de modo que sejam 100 aves ao todo e pelo menos 4 galos?
(ver [9], p. 153)

Resolucdo. Seja x o ndmeros de galos comprados (x > 4), y o nimeros de galinhas e z o
nimero de galos. Dai, de acordo com enunciado, o problema pode ser representado pelo sistema de
equagdes:

5x+3y+3z=100
{ x+y+z=100

em que a primeira equag¢do do sistema representa o nimero de moedas e a segunda equacao representa

o nimero de animais. Que pode ser simplificado como segue:

—x—y—z=-100

15x 49y +z =300 15x+9y+2z =300
=
x+y+z=100

Dai, somando membro a membro das equagdes do dltimo sistema, obtemos:
14x+ 8y =200 = 7x+4y = 100.

Agora basta resolver a EDL 7x+ 4y = 100. Assim, pelo Algoritmo da Divisdo temos:
7=4-143e4=3-1+1.

Entao:
1:4—3-1:4—(7—4-1)-1:4-2—7-1<:>—7~1+4~2:1

Multiplicando por 100, tem-se 7 - (—100) +4-200 = 100, logo, (—100,200) é uma solugdo da 7x+
4y = 100. Assim, sua solucdo geral é dada por:

Y

x=—100+4¢
y=200—-"7t

com ¢t € Z. Onde devemos ter:
—100+4t >4 =4t > 104 =1 > 191 = 26,2007t > 0 = < 20 = 28,57,
Logo, 1 € {26,27,28}, o que nos da:

e Parar = 26:

= 100+4-26=4
x + —7=100—4— 18 =78,
y=200—7-26=18

a solucdo (4,18,78);

e Parar =27

— _10044-27=38
* + s 7=100—8—11 =8I,
y=200—7-27=11

a solugdo (8,11,81);
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e Parar =28
x=-—100+4-28=12

= 7=100—12—4 =84,
y=200—7-28 =4

a solugdo (12,4,84).

Portanto, se pode comprar 4 galos, 18 galinhas e 78 frangos; ou 8 galos, 11 galinhas e 81

frangos; ou 12 galos, 4 galinhas e 84 frangos.

Poderiamos ter usado a estratégia de tentativa, a partir da equagdo 7x+4y = 100,0u equivalen-
timente, y = 10(%”, ondex>4e100—7x>0,isto €, x < @ =~ 14,29. Logo, x € {4,5,6,...,13,14},
0 que nos daria, atribuindo valores para x, a mesma solu¢io encontrada acima, como ilustra a tabela

abaixo:

x| 4 [5(6[7|8 |9]1011|12|13]| 14
y | 18 = [* =11 [*]* [ * [ 4] =*]*
z | 78 [ [ [+ [ &1 | * | * | * | 84 | * | *

Tabela 2.2 Representa as possiveis solucdes inteiras do exemplo 2.9. Em que, o simbolo * indica que a solucéo
¢ nio inteira.

Exemplo 2.10. Uma pessoa foi ao banco para descontar um cheque no valor de x reais e y centavos.
O caixa do banco errou na leitura do valor do cheque e pagou y reais e x centavos. A pessoa guardou
o dinheiro no bolso sem verificar a quantia. No caminho de casa, ela gastou sessenta e oito centavos
e quando chegou em casa verificou que tinha exatamente o dobro do valor do cheque. Sabendo-se
que essa pessoa ndo levou dinheiro nenhum consigo quando foi ao banco, pergunta-se qual era o

valor do cheque.
Resoluc¢ao. De acordo o problema, temos duas situagdes:
1. O valor do cheque em centavos é dado por: R$x,y = 100x+y

2. O valor errado pago pelo caixa em centavos foi: R$y,x = 100y + x. Dai, ao gastar 68 centavos

ela verificou que ficou com o dobro do valor do cheque.

Assim, tem-se que:
100y +x — 68 = 2(100x + y) <= —199x 4 98y = 68 <= 199x — 98y = —68.
Aplicando, o Algoritmo de Euclides, teremos:

199 = 2.98+3
98 = 32.342
3=1241=1=3-1-2=3—1-(98-32-3)=3-33—1-98 = (199 —2-98)33 —1-98,

0 que nos da:
199-33-98-67=1=—199-(—2244) — 98 - (—4556) = —68.
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Logo, (—2244,—4556) é uma solugdo particular da EDL 199x — 98y = —68, e sua solugéo

geral € dada por:
x = —2244 — 98t
y=—4556—199 '

com t € Z. Mas, como devemos ter:

—2244 98t >0 =1 < =22 > 22 9e —4556 — 199t <0 =>1 < =130 = 229,

Entdo, r € {—23,—-24,—-25,-26,... }, assim, teremos quando t = —23:

x=—2244-98.(-23) =10
y=—4556—199.(—23) =21

De acordo com as condi¢des do problema, esta € a tnica possibilidade, pois quando ¢ =
—24,-25,-26,..., teremos y > 100 o que ndo é possivel, j que y representa os centavos (y < 100).

Portanto, o valor do cheque era R$10,21.

2.3 Equacoes diofantinas nao lineares

As equagdes diofantinas ndo lineares também estdo presentes no curriculo da matemadtica
quando estudamos as solugdes inteiras, por exemplo, do Teorema de Pitdgoras, onde relaciona os
lados de um triangulo retangulo. Assim, nessa se¢ao faremos apenas uma introducio, onde falaremos

inicialmente da diferenca de dois quadrados e, posteriormente, das ternas pitagoricas.

2.3.1 Diferenca de dois quadrados

Agora estamos interessados em encontrar as solugdes inteiras das equacdes diofantinas ndo
lineares do tipo x> — y> = n. Por exemplo, a equagio x> — y> = 16 possui solucdes inteiras? E a
equagio x> — y*> = 14? Em caso afirmativo, quais sio elas?

Para x> — y* = 16, seque-se, fatorando o primeiro membro, que:

(x+y)(x—y)=16.

Como a fatoragdo de 16 é:

16=16-1
16=2-8 .
16=14-4

O que nos da as seguintes possibilidades de sistemas de equagdes:

=16
Xy —2x =17,
x—y=1

nesse caso, nao possui solugdo inteira.
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—3
{X+y = 10— x=5,y=3.
x—y=2

—4
{x+y :}2_}(:8:}_}(:47)}:0'
x—y=4

Portanto, as tinicas solucdes inteiras da equagdo x> —y> = 16 sio (5,3) e (4,0).

J4 a equacdo x* — y> = 14, nio possui solugdes inteiras, pois:

xz—yZ: 4= (x+y)(x—y) =14,

14=14-1
14=7-2

e a fatoracdo de 14 é

Dai vem:

=14
*+y = 2x = 15,
x—y=1

nesse caso, nao possui solucdo inteira.

x—y=2

—7
{x” —2x =09,

também nao possui solucao inteira.

2

O préximo teorema nos diz que quando a equacio x> — y> = n possui solucio inteira.

Teorema 2.5. Um niimero inteiro n pode ser escrito como diferenca de dois quadrados perfeitos,

n=x*— y2, se, e somente se, se n é impar ou miiltiplo de 4.

Demonstracao. Fazendo u = x+ye v =x—y, tem-se que:

n:xz—y2 =@x+y)(x—y) =u-v(x)

X+y=u
x—y:v’

possui solugdo inteira se, € somente se, o sistema:
2x=u-+v
)
2y=u—v

Portanto, u e v devem ter a mesma paridade, pois, caso contrario, se u for par e v for impar,

Por outro lado, o sistema:

também possuir.

dai vem que u+v e u — v seriam impares, o nos daria um absurdo. Assim, temos duas possibilidades:
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1. u e v sdo pares.
2. u e v sao impares.

Ora, se u e v sdo pares, entdo existem inteiros a e b € Z tais que u = 2a e v = 2b, consequen-
temente, substituindo em (x), teremos n = u - v = 2a - 2b = 4ab, n multiplo de 4.
Se u e v sdo impares, entdo, n serd impar, ja que n = u - v (produto de dois impares € impar).

Portanto, seque-se que n € impar ou multiplo de 4. [

2.3.2 Ternas pitagoricas

Estamos interessados neste momento, em estudar todas as ternas (x,y, z) de inteiros positivos
que satisfazem a relagio x> + y*> = 72, a qual representa uma equagio diofantina ndo linear. A terna
pitagérica (x,y,z) é dita primitiva se mdc(x,y,z) = 1. Assim, a terna (3,4,5) é pitagdrica, pois
32 442 = 52 ¢, é primitiva, ja que mdc(3,4,5) = 1.

Lema 2.6. Seja (x,y,z) uma terna pitagdrica, entdo, x e y ndo podem ser ambos impares.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo que, x e y sejam ambos impares, ou seja, x =2a+ 1
ey=2b+1,ondea, b € Z. Dai, como

2 = 24

= (2a+1)>+(2b+1)?

= 4a’+4a+1+4b* +4b+1
= dd*+at+b*+b)+2

= 4k+2,

onde k = (a2 +a+b*+ b). Logo, 2é par, entdo, z € par.
Mas se z € par, entdo z =2ne 22 =4n%, comn € Z. Isto daria o seguinte absurdo, 4n? =4k +2,

ou seja, 2n> = 2k + 1 (par=impar). [
Lema 2.7. Se (x,y,z) € uma terna pitagdrica primitiva, entdo, mdc(x,y) = mdc(x,z) = mdc(y,z) = 1.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo que mdc(x,z) = d > 1. Daf existe a e b inteiros

tais que x = ad e z = bd. Entio, como x* 4 y* = 72, seque-se que:
(ad)* +y* = (bd)* = d*d* +y* = b*d* = d* | y*.

Dai segue-se que d | y, logo, d = mdc(x,y,z) o que implicad < 1, ja que (x,y,z) é uma terna pitagérica

primitiva, chegando assim em um absurdo. [

Teorema 2.8. Seja (x,y,z) uma terna pitagdrica primitiva em que y é par. Entdo, existem m e n

inteiros positivos, primos entre si, de paridade distintas e m > n, tais que:

x:mz—nz; y=2mn e z=m?+n®
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Demonstracao. De acordo com o lema 2.6, temos que x é impar, ja que y € par. Dai, seque-se

2

que z é fmpar, pois zZ = x> + y* (impar + par = fmpar). Como,

y? =72 —x> = (z+x)(z—x) e, z e x sdo fmpares, entdo (z+x) e (z— x) sdo pares.

Logo, existem u e v inteiros positivos, tais que z+x =2u e z—y = 2v, com u > v.Assim,

u== ev= % além disso, mdc(u,v) = 1, pois, pelo lema 2.7, quando mdc(z,x) = 1 e d divide u

ev,entdo d dividirAu+v=zeu—v=x, e portantod = 1.
Por outro lado, y2 = uv, isto é, o produto uv é um quadrado, mas como u € v ndo possuem
fator em comum (mdc(u,v) = 1), entdo, u e v sdo quadrados. Logo, existem inteiros positivos m e n,

2

primos entre si, tais que: u =m-ev = n?. Dessa forma, teremos:

u:%:mz:u:z—kx:Zmzev:%:n2:>v:z—x:2n2,

o que nos dd y> = uv = 2m?*.2n* = 4m*n?, e portanto, y = 2mn. E resolvendo o sistema:

7+x=2m?

9
7—x = 2n?

obtemos x = m?> —n? e z = m?> +n?, logo, m e n tém paridade distintas, ja que z é fmpar.

Portanto, podemos concluir que todas as triplas pitagdricas primitivas sdo dadas palas férmu-

las:

x=m?—n?, y=2mn e z=m?+n* O

O resultado acima, além de gerar uma féormula para calcular as ternas pitagéricas primitivas,
mostra que sdo infinitas, basta fazer m e n variar. O assunto relacionado aos dois topicos desta se¢cdo
pode ser encontrado, por exemplo, em [22]] e para o aprofundamento sobre equagdes diofantinas
ndo lineares, sugerimos ao leitor interessado, consultar [7] ou [11] das referéncias. Vejamos dois

exemplos, onde um deles é referente a diferenca de dois quadrados e o outro a ternas pitagdricas.

Exemplo 2.11. (OBM) Quantos sdo os pares (x,y) de inteiros positivos tais que x> — y* = 220107
A) 1000 B) 1001 C) 1002 D) 1003 E) 1004

Resolucdo. Note que x> — y? = 22910 ge_ e somente se, (x+y)(x —y) = 2219 Logo, existem
inteiros positivos a e b, taisque x+y=2%ex—y = 2b coma+b=2010ea>b. Assim, é facil ver

que os pares de inteiros (a,b) que geram sistemas da forma:

x+y=2¢
x—y:2b ’

sdo (2009,1),(2008,2),(2007,3),...,(1007,1003), (1006,1004), em um total de 1004 pares. Note
que, ao somar membro a membro das equacdes do sistema acima, obtemos 2x = 29 + 26 entdo x =

2¢=1 4 2b=1 que é um inteiro positivo. E ao subtrair membro a membro, teremos:

2y:2a_2b:>y:2a—1_2h—l,
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comoa>b>0,entioa=b+k,onde k=a—b > 0. Dai:
y:2b+k+1 _2b+1 — 2b+1(2k_ 1) > 0

uma vez que k > 0 implica 2 > 20 =1.
Logo, como para cada par de inteiros (a,b) temos um tdnico correspondente par (x,y), entdo

podemos concluir que existem 1004 pares de inteiros positivos (x,y).

Exemplo 2.12. Determinar todas as ternas pitagdricas (x,y,z) tais que x,y e 7 estdo em progressdo

aritmética.

Resolug¢ao. Sejam x =a—r,y=ae z=a-+r, onde a e r sdo inteiros positivos. Dai, como
72 = x> 42, entdo, (a+r)?> = a® + (a—r)?, ou seja, a> — 4ra = 0. Resolvendo teremos a = 0 (ndo

serve) ou a = 4r. Isto nos d4, x = 3r,y = 4r e z = 5r. Portanto, todas as ternas sdo da forma (3r,4r,5r).
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EXPLORANDO O ENSINO DE EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES NO ENSINO
FUNDAMENTAL

Neste capitulo, serd descrito uma sequéncia de atividades didéticas que ird explorar, com
base nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), no estudo feito em torno do conceito de equa-
¢oes diofantinas e nas experi€ncias da prética de sala de aula como professor da Educacdo Bésica,
o ensino das equagdes diofantinas lineares e algumas questdes acerca deste assunto que podem ser

desenvolvidas na Educacdo Basica.

3.1 Sequéncia de atividades para uso no Ensino Fundamental

A sequéncia de atividades didéticas que serd descrita ao longo deste capitulo é destinada a
alunos dos anos finais do Ensino Fundamental (8° e 9° anos), tendo em vista que estudantes deste
ciclo ja possuem certo conhecimento sobre os nimeros racionais, em especial, sobre operacdes e
propriedades que envolvem os nimeros naturais e inteiros, divisibilidade, e também ja estudaram
de forma introdutéria a resolu¢do de uma equagdo de 1° grau, de um sistema de equagdes de 1°
grau, de inequagdes de 1° grau, entre outros. Dessa forma, subentende-se que alunos desse nivel de
escolaridade ja possuem uma boa base para compreender a exploragdo de situacdes-problema que

recaem em equacoes diofantinas lineares.

Nesse sentido, vale observar que as equagdes diofantinas lineares (EDL) sdo estudadas de
forma implicita no Ensino Fundamental ao estudar as equagdes lineares com duas varidveis, o qual
¢ feito geralmente apds o estudo de equagdes de 1° grau e antes de estudar os sistemas de equagdes
lineares, quando em uma determinada situa¢do requer que restringimos as respectivas solucdes ao
conjunto dos nimeros inteiros. Vale ressaltar que numerosas situagdes-problema do dia a dia reque-
rem solugdes inteiras e que podem ser modeladas via equagdes lineares com duas varidveis, ou seja,
por EDL.

Dessa forma, para a aplica¢do dessa sequéncia de atividades didéticas, onde serdao descritas
quatro atividades, envolvendo situagdes-problema que incidem principalmente em equacdes diofan-
tinas lineares e alguns topicos relacionados, sugerimos ao professor que destine um periodo previsto
de cinco aulas seguidas. Tendo em vista que a motivagdo para a realiza¢do de uma determinada ativi-
dade, para a maioria dos alunos, esta relacionada com uma avalia¢do, recomendamos ao professor que
a avaliacdo dos alunos seja feita principalmente por sua participa¢do no desenvolvimento das ativida-
des e para o cumprimento das referidas atividades, o professor podera solicitar aos alunos que formem

duplas, ou trios, ou até mesmo pequenos grupos de quatro alunos (fica a critério do professor). Com
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isso, pretende-se obter um maior envolvimento dos alunos na resolu¢do dos problemas propostos nas

atividades.

Por fim, para cada uma das quatro atividades propostas, sera feito a apresentagao, a descri¢ao
geral e as recomendacdes metodoldgicas. E também constard no apéndice a resolugdo das questdes

apresentadas nesta sequéncia de atividades. Vejamos a descri¢do das atividades.

3.1.1 Descricao da primeira atividade

A primeira atividade da sequéncia (atividade 1) possibilita ao professor do quarto ciclo fazer
uma revisao de alguns conteidos ja estudados pelos estudantes no ciclo anterior, de maneira ndo
repetitiva, onde ele poderd também aprofundar os conteidos estudados nesta atividade, de acordo
com a realidade e necessidade da turma, na qual a atividade € aplicada. Além disso, consta uma
primeira situag@o problema que recai em uma equacao diofantina linear com duas varidveis. Vejamos

as etapas para aplicacdo da atividade 1.
Etapa 1: Apresentacao da atividade

Nesse momento, o professor entrega uma copia da atividade a cada dupla ou trio formado.
Recomenda-se, antes que os alunos iniciem a resolucdo da atividade, que o professor faga uma leitura
detalhada e compartilhada com os alunos de todas as questdes, objetivando esclarecer eventuais du-
vidas com relacdo aos enunciados das mesmas. Para entdo, pedir aos alunos resolverem as questoes
de tal atividade com atencdo, em que, ao final deste primeiro momento de aplicacdo da atividade 1,

serdo recolhidas com respectivas respostas.
Atividade 1

1. Responda os seguintes problemas:

a) Quais sdo os possiveis restos na divisdo de um ndmero natural n por 77

n 7

Resto | Quociente

b) Qual o menor valor possivel para a e o menor valor possivel para b, na seguinte divisao?

a|b
17 | 6

¢) Considerando os valores encontrados para a e b no item anterior, o que ocorre com a divisao,
se dobramos o dividendo a? E se dobrarmos o dividendo «a € o divisor »? E se aumentarmos em

uma unidade o dividendo a?
d) (OBMEP) Qual € o resto da divisdode 1-2-3-4-...-2011+21 por 8?
a)2 b) 3 )5 d)6 e)7
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e) (OBM) Para homenagear a Copa do Mundo e as Olimpiadas no Brasil, Esmeralda, a prefeita
da cidade Gugulandia, decidiu que seria feriado no dia x do més de nimero y, onde x € o ultimo

62014 42016

algarismo do niimero 201 ey € oresto de 201 na divisao por 11. Assim, esse feriado

vai ser no dia:
A) 8 de mar¢co B) 6 de janeiro C) 4 de janeiro D) 6 de abril E) 6 de mar¢o
Obs.: O més de janeiro corresponde a0 més de numero 1, e assim por diante.

2. Uma indastria de tecidos fabrica retalhos de mesmo comprimento. Apds realizarem os cortes
necessdrios, verificou-se que duas pecgas restantes tinham as seguintes medidas: 546 centime-
tros e 312 centimetros. O gerente de produgdo ao ser informado das medidas pediu para que

o funciondrio José, cortasse o pano em partes iguais e de maior comprimento possivel (sem

desperdicios).
a) Como ele podera resolver essa situagao?

b) Fazendo o que lhe foi solicitado, quantos pedacos ao todo foram obtidos com o corte das

referidas pecas?

c) E possivel relsolver este problema utilizando o Algoritmo da Divisdo? Justifique sua resposta.

Quociente | * | * *
546 312 | * *
* * | * | Resto

d) Complete com nimeros inteiros as identidades abaixo, de modo que, as tornem verdadeiras:

i []-4+[]-7=1
ii. []-3124[-546="178

3. Roberta e Marleide foram para casa de sua colega Adriana, fazer um trabalho escolar de Ma-
tematica. Para o lanche das meninas, a mae de Adriana foi a uma sorveteria perto de sua casa,

comprar dois tipos de sorvetes, um que custa R$1,00 real e o outro que custa R$2,00 reais. Com
R$7,00 reais,

a) quais as possibilidades de compra que ela tem?
b) qual € a equacao que representa esta situagao?

c) represente as solucdes encontradas no item a, no plano cartesiano.

Etapa 2. Descricao geral

Esta atividade é composta de trés questdes, em que a primeira questio trata do algoritmo da
divisdo e divisibilidade de nimeros inteiros positivos; onde os trés primeiros itens trabalham com os
elementos de uma divisd@o de dois ndmeros naturais e, os dois ultimos itens que compde a questao,
foram retirados de provas das Olimpiadas Brasileiras de Matemadtica das Escolas Pablicas (OBMEP)

e das Olimpiadas Brasileiras de Matematica (OBM), onde requer implicitamente a utilizacdo do lema
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dos restos em suas respectivas resolugdes. A segunda trata de uma situagdo-problema que pode ser
resolvida utilizando o conceito do mdc, podendo ser calculado por meio do conjunto dos divisores
ou fatores primos ou até mesmo utilizando o algoritmo da divisdo. Na terceira e dltima questdo
desta atividade, tem-se uma situacao problema que recai em uma EDL, que efetivamente inicia, com
um problema aparentemente simples, a discussdo da necessidade de estudar solug¢des inteiras para
uma equacdo linear com duas varidveis que € estuda nos livros didédticos destinados para o Ensino

Fundamental, assim como sua representagdo gréfica.
Objetivos:
* Revisar e aprofundar o entendimento sobre o Algoritmo da Divisdo;
* Resolver situacdes-problema que envolvem divisibilidade;
* Aplicar o Algoritmo da Divisdo para obten¢do do mdc de dois nimeros naturais;
* Aplicar o conceito do mdc para resolver situagdo-problema;
* Representar uma situagio-problema por meio de uma equacgio;
* Obter solugdes inteiras de uma equacio linear com duas variaveis;

* Representar no plano cartesiano, solugdes inteiras de uma equacao linear com duas varidveis.
Pré-requisitos:

* Operacdes com nimeros naturais e inteiros; nocao de divisibilidade; mdximo divisor comum

(mdc); solucdo de uma equacdo linear com duas varidveis; plano cartesiano.
Tempo previsto:

* Duas aulas com dois tempos (de 50 minutos ou de 1 hora) cada.

Etapa 3: Recomendacoes metodolégicas

Sugere-se ao professor, nesse primeiro momento (na primeira aula), deixar os alunos a vontade
na resolucdo das questdes, ou seja, ndo fazendo nenhuma interferéncia. Recolhendo as atividades com
respectivas solugdes para cada item, ao final da primeira aula. Dessa forma, de posse destas solucoes,
o professor poderd analisar quais as dificuldades apresentadas pelos alunos e em quais assuntos. As-
sim o docente vai dispor de um diagndstico qualitativo para subsidiar suas intervencdes para proxima
aula. Logo, é vidvel que o professor responda todas as questdes com os alunos, e assim, no segundo
momento (na segunda aula), faca uma discussao direcionada visando atender sanar ou diminuir as di-
ficuldades apresentadas. Desse modo, poderd iniciar a segunda aula, fazendo as seguintes perguntas:
Quais itens da atividade vocés tiveram maior dificuldade em sua resolucao? Teve algum item que ndo
conseguiram responder? Com isso, o professor sabera quais itens os alunos acreditam terem acertado
e quais acreditam terem errado em suas solucdes. O professor deve solicitar que os alunos respondam

no quadro negro (ou na lousa) aquelas questdes que acreditam terem acertado, favorecendo com isto,
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uma interagdo e participacdo dos alunos na resolucdo da atividade, onde o professor poderd fazer
interferéncias nas resolugdes apresentadas, com intuito de contribuir por meio das corre¢des quando
necessdrio, ou seja, auxiliando na construc¢io e na evoluciao dos conceitos estudados nesta atividade.
E também respondendo, com base no diagnéstico realizado, principalmente aqueles itens que os mes-
mos nio conseguiram responder ou ndo acertaram suas respostas. Dessa forma, acredita-se tornar a
aula mais interessante tanto para o professor quanto para os alunos, tornando-lhes agentes na constru-
¢do do seu préprio conhecimento matematico, em que eles deixam de serem sujeitos passivos, para
serem sujeitos ativos na sua aprendizagem em matemdtica. Tudo isso, com o intuito de atender os

objetivos almejados, preestabelecidos em cada conceito estudado.

Sendo assim, recomenda-se ao professor atenc¢do nas possiveis dificuldades previstas e possi-

veis contribui¢des para os alunos na resolucao da atividade.
Para a questao 1, tem-se:

a) Neste ciclo espera-se que o aluno responda corretamente este item, tendo em vista que eles
jé estudaram o Algoritmo da Divisdo em séries anteriores. Mas, podera ter respostas incompletas, por
exemplo, com apenas um resto possivel. Assim, faz-se necessario que o professor em sua resolugao,
faca algumas indaga¢des como: se fosse, n dividido por 6, quais os possiveis restos? E por 57 E por
4?. Fazendo, com isso, os alunos concluirem que um nimero natural n qualquer pode admitir uma
das formas, quando dividido por 3, por exemplo, 3¢,3g+ 1 ou 3¢ + 2, com ¢ natural; tornando claro

que o resto é sempre menor que o divisor.

b) Objetiva-se que os alunos escrevam a relacdo a = b -6+ 17, e concluam a resposta, pois
de acordo com a discussdo do item anterior, possibilita a conclusdo de que b > 17 (resto menor que
divisor), € o menor valor entre os infinitos valores que b pode assumir serd 18, como consequéncia,a
serd 125.

c¢) Neste item, o professor podera fazer varias indagacdes semelhantes, de modo que favoreca
a compreensdo e o entendimento do conceito de divisdo, e do algoritmo da divisdo, possibilitando
aos alunos fazer o calculo mental dos resultados referentes as mudancas feitas nos elementos de uma

determinada divisao.

d) Esta questdo foi retirada de uma prova para alunos de 8° e 9° anos (nivel 2), 1* fase de 2011,
da Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Ptblicas (OBMEP), onde estd implicito o lema
dos restos. Na resolugdo desta questdao, o professor, nesse momento, poderd fazer outros exemplos
envolvendo a divisdo de uma soma ou produto por um ndmero natural, levando os alunos a criar suas

préprias conclusdes, no que se refere ao lema dos restos.

e) Esta questao também foi retirada de uma prova para alunos de 8° e 9° anos (nivel 2), 1* fase
de 2012, da Olimpiada Brasileira de Matemética (OBM). Mais uma vez, estamos utilizando o lema
dos restos, neste caso, em relacdo ao produto. As olimpiadas de Matematica OBM e OBMEP ja fazem
parte da realidade dos alunos, entido sugerimos aos professores interessados em questdes diferenciadas
para aplicar em sala ou fazer seu planejamento de suas aulas, consultar os respectivos sites http:

//www.obm.org.briehttp://www.obmep.org.brl. Nestes o professor encontrard um vasto
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material diddtico e vdrios links relacionados de excelente qualidade. Vale apena consultar.
Para a questao 2, temos:

a) Uma situacdo-problema que € solucionada utilizando maximo divisor comum. Os alunos
poderdo ter dificuldades em sua solugdo por se tratar de um problema, pois estdo acostumados a
calcular o mdc de dois ou trés nimeros dados, aplicando um determinado algoritmo ensinado, e de
ndo aplicar este conceito na resolucdo de problemas. Existem algumas maneiras de calcular o mdc,
digamos, por exemplo, seja pelo conjunto dos divisores que, nesse caso, ndo € vidvel por se tratar de
dois ndmeros "grandes", sendo mais vidvel pela decomposicao dos fatores primos dos dois nimeros.
No entanto, vale apena fazer uma discussao com toda turma de forma que deixe claro as estratégias de
resolucdo e que faca com que os alunos exponham quais as maneiras e estratégias utilizadas por eles na
resolucdo da questdo. Outras situagdes semelhantes e, até mesmo, situacdes que envolvem o minimo
multiplo comum (mmc) e respectiva relacdo com o mdc, podem ajudar os alunos a compreensao e o
aprofundamento do méximo divisor comum, no sentido de utiliza-lo como estratégia de resolugdo de

determinados problemas.

b) Se o aluno concluir corretamente o item a, fica facil a conclusdo deste item. No entanto,
se concluir erradamente, consequentemente chegard a uma conclusao errada do item b; tornando um
momento importante para que eles aprendam com o "erro", pois podem ocorrer respostas onde os
pedacos de tecidos tem 2 cm de comprimento ou 6 cm. De fato € possivel dividir as pecas sem quem
haja sobra de tecidos, com estas medidas. Mas, nenhuma destas é a maior possivel, onde as resposta

apresentariam um nimero maior de pedagos e assim, ndo atenderia o que foi pedido a José.

c¢) Neste item, o aluno € convidado a calcular o mdc usando o Algoritmo da Divisdo, ou seja,
fazendo divisdes sucessivas. Apesar de que alguns livros ainda apresentam o Algoritmo da Divisdo
como ferramenta para calcular o mdc apenas de forma ilustrativa. Esta é uma ferramenta importante
e poderd ser trabalhada pelo professor deste ciclo, pois ¢ uma forma diferente de abordar o mdc,
possibilitando ao aluno resolver algumas questdes que antes ndo seria possivel, além de revisar. Por
exemplo, ao propor situagdes semelhantes ao do exemplo 1.9 do capitulo I, o Algoritmo da Divisao é

fundamental para sua resolucao.

d) Neste, o aluno € solicitado a encontrar, por meio de calculo mental, dois nimeros inteiros
que satisfaca as igualdades. Na primeira, ¢ uma combinag¢do linear de dois nimeros (niimeros encon-
trados no item anterior) de modo que seja igual a 1; na segunda (decorre da primeira) basta multiplicar
ambos os membros pelo mdc (=78) e, assim encontrard uma combinacdo linear do maximo divisor
comum em func¢do dos nimeros envolvidos. Isto pode ser feito sempre, de modo que, ndo se faz
necessdrio, neste ciclo, o professor escrever o mdc de forma sistemética, como ja apresentada em
alguns exemplos nos capitulos anteriores, como combinacao linear dos dois nimeros envolvidos. No
entanto, como foi apresentado, acreditamos ser uma maneira vidvel para este nivel de escolaridade,

onde o professor poderd explorar outras situagdes, caso julgue necessario.
Por fim, para a questao 3, tem-se:

a) Para o primeiro momento no trabalho com equagdes diofantinas, uma questdo aparente-
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mente facil, com um ndmero reduzido de solucdes, onde os alunos poderdo responder por meio de
tentativa e erro ou utilizando outro método que envolva as operacdes basicas, por exemplo. Mas, mui-
tas das solucdes apresentadas pelos alunos poderdo estar incompletas, com apenas uma solugdo ou
até mesmo com duas solucdes. Isso poderd ocorrer pelo fato do aluno trabalhar essencialmente com
exercicios e problemas que apresentem uma unica solu¢cdo. Entdo, na corre¢cdo compartilhada com
os alunos, € interessante que o professor ndo responda a questdo e sim liste no quadro uma solucdo
possivel do problema e diga que existem outras solugdes, levando os alunos a pensar e concluir as

demais possibilidades de solucdes.

b) O aluno € solicitado a equacionar o problema. Neste momento, os alunos podem apresentar
dificuldades, até mesmo, maiores que solucionar o problema, pois os alunos tém dificuldades em
traduzir uma situagdo-problema para a linguagem da matematica. Isto pode ocorrer pelo fato de ndo
saber ou por terem dificuldades no uso das letras como generalizacdo de modelos aritméticos, ou
seja, ainda nao desenvolveram uma das dimensdes da élgebrzﬂ Sugerimos ao professor, antes de
"equacionar"o problema, incentivar os alunos a escreverem de forma simplificada o problema, por
meio de palavras e simbolos ou somente por palavras, o que se pede no problema, fazendo a lista
destas no quadro negro. Depois disso, pedir aos alunos que simplifique suas respectivas expressoes,
até concluirem a equacdo desejada. Por fim, fazer a comprovacido com as respostas obtidas no item
anterior na referida equacao, com isso, os alunos verificardo se sua equagdo estd correta, ou seja, se
representa a situagdo problema; caso seja negativa, o trio ou a dupla é convidado a consertar seu erro.
Assim, esperamos tornar um momento de discussdo entre os alunos, onde eles aprendam com seus
erros, com a interacao entre os colegas, e principalmente desenvolva atitudes para superar as eventuais

deficiéncias no equacionamento de certos problemas.

c¢) De posse dos pontos (solugdes do problema) € ficil representar no plano cartesiano estes
pontos. E uma forma de visualizar graficamente o problema, e de perceber a correspondéncia entre as
quantidades de sorvetes envolvidas. Ressalta-se que esta representacdo nao € da equagdo 2x+y =7
e sim dos pontos inteiros positivos da mesma. Recomenda-se nio tragar a reta unindo os respectivos

pontos, pois esta € a imagem geométrica da equagao.

3.1.2 Descricao da segunda atividade

Prosseguindo a sequéncia das atividades, falaremos da segunda atividade. Vejamos as etapas para sua

aplicacao.
Etapa 1. Apresentaciao da atividade

No primeiro momento, apds entregar uma copia da atividade a cada dupla ou trio formado.
Sugerimos que o professor faca uma leitura detalhada e compartilhada com os alunos, de todas as
questdes, objetivando esclarecer eventuais dividas com relacdo aos enunciados das mesmas. E ao

final da aula, recolher as atividades respondidas pelos alunos.

2Em anexo consta um "resumo"bastante simplicado das dimesdes ou finalidades da dlgebra.
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Atividade 2

Em um determinado dia, o senhor Isaac foi ao caixa eletronico com o objetivo de sacar R$320,00

reais. No momento do saque o caixa eletrOnico oferecia as seguintes op¢oes de pagamento com:
i. Cédulas de R$100,00 e de R$10,00;
ii. Cédulas de R$50,00 reais e de R$20,00.

a) Se o Sr. Isaac escolher a op¢do i, qual € maior e a menor quantidade de notas que ele ird

receber?
b) Escreva todas as maneiras possiveis da op¢ao i.
c¢) Escreva a equacao que representa o referido saque, se o Sr. Isaac escolher a op¢ao i.

d) Se o Sr. Isaac escolher a op¢do ii, qual € maior e a menor quantidade de notas que ele ird

receber?
e) Escreva todas as maneiras possiveis da op¢ao ii.
f) Escreva a equagdo que representa o referido saque, se o Sr. Isaac escolher a op¢do ii.

Representem no plano cartesiano, as respectivas solu¢des inteiras nao negativas, das equacoes

obtidas na letra c e f da questdo anterior.

. Com apenas notas de R$50,00 e de R$20,00, o Sr. Isaac efetuou um pagamento de R$270,00. E

possivel que ele faca o pagamento usando um total de 10 notas? E usando um total de 9 notas?

Etapa 2. Descricao geral

Esta atividade € composta por trés questdes, em que a primeira questao trata de uma situacao-

problema que recai em uma EDL, que requer dos alunos, mais uma vez, solucionar um problema

aparente simples, tendo a necessidade de estudar solugdes inteiras, para uma equagao linear com duas

varidveis, o importante € proporcionar aos alunos, fazerem um elo entre os conceitos estudados na

ultima questdo da aula anterior, com este problema aparentemente simples e, com isso, possibilitando

a retomada da discussao do final da aula anterior. J4 a segunda questdo requer dos alunos representa-

cdo gréfica das solugdes inteiras ndo negativas de duas equagdes lineares obtidas na questdo anterior

e, por fim, a ultima trata da solucdo inteira para um sistema de equagdes lineares com duas varidveis,

que representa uma situagcao-problema.

Objetivos:
Resolver situagdes-problema que envolve divisibilidade;
Resolver, por tentativa e erro, uma determinada situacdo-problema;
Representar uma situagdo-problema por meio de uma equagao;
Obter solugdes inteiras de uma equacao linear com duas varidveis;

Representar no plano cartesiano, solucdes inteiras de uma equacao linear com duas variaveis.
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* Representar uma situacdo-problema por meio de um sistema de equacdes;
* Obter a solugdo de um sistema de equagdes;

* Determinar a solugdo inteira de um sistema de equagdes.
Pré-requisitos:

* Operacdes com nimeros inteiros; no¢ao de divisibilidade; solucao de uma equagao linear com
duas varidveis; plano cartesiano; solu¢dao de um sistema de equacdes lineares com duas varid-

veis.
Tempo previsto:

* Uma aula com dois tempos (de 50 minutos ou de 1 hora).

Etapa 3. Recomendacoes metodologicas

Como os alunos j tiveram um primeiro contato com uma situagdo-problema semelhante as
duas primeiras questdes, na primeira atividade, espera-se que eles nio tenham dificuldades em suas
respectivas solugdes. Sendo assim, orienta-se ao professor, que destine apenas 40 minutos para re-
solucdo das duas primeiras questdes € 40 minutos para resolucdo da terceira, totalizando um tempo
80 minutos para execucdo desta atividade, para o primeiro momento da aula, em que, responderdo
sem ajuda do professor e entregardo as suas solucdes ao final deste tempo. No decorrer da aula, o
professor poderd responder as questdes junto com os alunos, seguindo a mesma ideia de resolucdo
compartilhada da primeira atividade, em que os alunos sdo convidados a apresentarem suas solugdes
no quadro negro (ou na lousa), especialmente nesse momento, aqueles alunos que nao foram ao qua-
dro na corre¢do da resolucao da atividade 1, objetivando observar além de dificuldades apresentadas, o
desempenho tanto, escrito e como na argumentacao oral, de um maior nimero de alunos na resolucao

dos problemas.

Dessa forma, recomenda-se ao professor, para questao 1, nos itens a e d, mesmo sendo apa-
rentemente faceis, alertar os alunos para nao confundirem a relagdo que para obter a maior quantidade
de notas, deve-se ter um maior nimero de cédulas de menor valor. E para obter a menor quanti-
dade de notas, deve-se ter um maior numero de cédulas de maior valor. Assim, faz-se necessario a
comprovacao das respostas, fazendo as contas de multiplicac@o e adi¢cdo, ou a calculadora, ou outra
maneira importante que € utilizando cédulas de dinheiro de brinquedo, para isso, o professor pode
levar uma quantidade de cédulas com valores variados (de acordo a necessidade do problema), mas o
bom mesmo € solicitar na aula anterior dos alunos as referidas "cédulas", objetivando minimizar tal

confusdo.

J4 para os itens c e f, mais duas situagdes que requerem a tradugdo de situagdes para a lingua-
gem matemadtica, entdo, o professor terd a oportunidade de comprovar quais dificuldades ou erros os
alunos apresentam em suas solu¢des, tendo em vista que na terceira questao da atividade 1, j4 foi feito

uma discussdo a respeito, mas pode surgir novas ddvidas ou novos erros. Agora, para os itens b e e, 0s
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alunos podem resolver por meio de tentativa e erro, no entanto, podem surgir solugdes incompletas. O
professor podera alertar os alunos, que todas as solugdes do problema, podem ser obtidas utilizando
as equacdes obtidas nos itens ¢ e f, que sdo respectivamente, 100x + 10y = 320 e 50x + 20y = 320,
em que na primeira equagao, x representa a quantidade de cédulas de R$100,00 e y representa a quan-
tidade de cédulas de R$10,00; ja na segunda, x representa a quantidade de cédulas de R$50,00 ¢ y
representa a quantidade de cédulas de R$20,00. Isolando, por exemplo, y na primeira equacio e,
com isso obter y = 32 — 10x para concluir que x = 0, 1, 2 ou 3, entdo, substituindo os valores corres-
pondentes de x encontrard os de y, consequentemente, obter todas as solucdes da situacao-problema.
Fazendo isso, o professor possibilita um meio mais rdpido de obtengdo das solucgdes, ja que os alunos,
provavelmente, resolvam através do cdlculo mental. Além do mais, estard trabalhando outra dimen-
sdo da dlgebra, que € a manipulacdo de equacdes equivalentes e de inequacdes, pois devemos ter x e

Yy maiores ou iguais a zero.

Para a segunda questao, temos a representacao grafica no plano cartesiano das solugdes intei-
ras nao negativas das equagdes 100x 4 10y = 320 e 50x 4 20y = 320, onde poderd fazer tal represen-
tacdo em papel quadriculado ou milimetrado. Aqui o professor pode trabalhar a representacao grafica
do conjunto discreto das solugdes inteiras das respectivas equagdes, assim como a representacao do
conjunto continuo das solucdes reais das equagdes. Assim, o aluno terd a oportunidade de perceber
a diferenca entre as representacdes graficas do conjunto continuo (reta) e do conjunto discreto (pon-
tos) das solucdes de uma equacdo diofantina linear com duas varidveis. Pois, apenas a representacao
grifica de uma equagdo do tipo ax+ by = ¢ que € uma reta, € feita geralmente no 8° ano e, para o 9°
ano, é trabalhado a representacdo grafica de uma fun¢do do 1° grau y = ax + b que é uma reta. Mas,

infelizmente, ndo se fala sobre solugdes inteiras e tdo pouco sobre sua representacdo grafica.

Para a terceira questdo, tem-se uma situacdo-problema que recai em sistema de equagdes
lineares, onde o aluno pode comprovar que o sistema de equagdes possui ou ndo solugdes inteiras. Por
outro lado, o professor poderd explorar as solugdes interas nao negativas da equacao S0x+ 20y = 270,
onde x representa a quantidade de cédulas de R$50,00 e y representa a quantidade de cédulas de
R$20,00, assim teria os valores possiveis para x € para y, consequentemente, teria a quantidade de
notas usadas no referido pagamento. E interessante, utilizar novamente as "cédulas"de dinheiro para
comprovar as solugdes, em que o professor na resolucdo com os alunos apresente ou oriente as duas

maneiras de solugdo.

3.1.3 Descricao da terceira atividade
Continuando a sequéncia das atividades, descreveremos a terceira atividade, assim como, as
etapas para sua aplicacgdo.
Etapa 1. Apresentacao da atividade

No primeiro momento, segue-se as mesmas consideragdes das atividades anteriores, em que

foi sugerido ao professor que fizesse uma leitura detalhada e compartilhada de todas as questdes com
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os alunos para tirar eventuais dividas com relacdo aos enunciados das mesmas. Neste, o professor
podera formar novas duplas ou trios de alunos, proporcionando uma intera¢do maior entre os alunos.
Nessa escolha, o professor poderd distribuir para cada trio ou dupla um aluno que apresentou me-
lhor desenvolvimento na resolucdo das atividades anteriores e, assim, favorecerd a todos os alunos
que apresentarem problemas na resolu¢dao em determinadas questdes apresentadas, incentivando-os a
continuar tentando resolver as proximas situagdes-problema e, também, a uma melhor compreensao

das informacdes de cada questdo e respectivas estratégias de resolucdo.
Atividade 3

1. O professor Marcos propde 16 problemas a seus alunos das séries finais do Ensino Fundamental,
informando que lhes dard 5 pontos por cada problema resolvido e lhes tirard 3 pontos por cada

problema nao resolvido (ou com solugdes incorretas).

a) No final, é possivel que um de seus alunos tivesse nota zero? Em caso afirmativo, quantos

problemas este aluno resolveu?
b) No final, € possivel que um de seus alunos tivesse obtido 54 pontos? Justifique sua resposta.
c¢) Escreva os sistemas de equagdes lineares que representam os itens a e b.
d) Quais as possiveis pontuagdes que os alunos podem obter?
2. Seja p=5x—3y, em que x+y = 16 com x,y e p inteiros ndo negativos. Nessas condicoes,
escreva:
a) p em fun¢do de y;
b) os possiveis valores para y;

¢) organize em uma tabela com os respectivos valores de y,x e p.

Etapa 2. Descricao geral

Esta atividade é composta de duas questdes, em que a primeira questdo trata de uma situagao-
problema que recai em um sistema de equacdes lineares, que requer dos alunos, mais uma vez, a
tradugdo para a linguagem matemadtica e a solucdo inteira de um sistema de equacdes lineares de um
problema aparentemente simples, semelhante ao da atividade anterior, fazendo mais uma vez um elo
entre os conceitos estudados na ultima atividade, possibilitando ao professor a retomada da discussao
do final da aula anterior. Ja a segunda questdo, requer dos alunos a manipulacdo algébrica de uma

equacdo linear, assim como, a busca das respectivas solucdes inteiras.

Objetivos:

Resolver situagdes-problema multiplos e divisores;

Resolver, por tentativa e erro, uma determinada situacdo-problema;

* Representar uma situagao-problema por meio de um sistema de equacdes lineares;

Obter a soluc@o de um sistema de equagdes lineares;



3.1 SEQUENCIA DE ATIVIDADES PARA USO NO ENSINO FUNDAMENTAL 57

* Determinar a solu¢do inteira de um sistema de equagdes lineares.
Pré-requisitos:

* Operacdes com numeros inteiros; no¢ao de divisibilidade; resolver um sistema de equagdes;

solu¢do de um sistema de equacdes lineares com duas varidveis.
Tempo previsto:

* Uma aula com dois tempos (de 50 minutos ou de 1 hora).

Etapa 3. Recomendacoes metodologicas

Continuando a sequéncia de atividades, nesta, o professor podera responder as questdes junto
com os alunos, da mesma forma que nas atividades anteriores, por meio da resolu¢do de uma situagado-

problema, fard a correspondéncia com a ultima aula.

Assim, alerta-se ao professor, para questao 1, mesmo sendo semelhante a ultima questao tra-
balhada, que os alunos podem ndo obter a solu¢do dos itens a e b, ou responderem errado. No entanto,
podem aparecer respostas corretas usando a resolugdo do sistema de equagdes lineares que representa
o problema, nesse caso, os alunos atingiram os objetivos esperados; ou usando tentativa e erro, ou
seja, apenas usando as operagdes bdsicas, tais respostas sao validas, mas, estes ainda possuem dificul-
dades de traduzir uma situacao problema para a linguagem matemaética; ou aparecer alguma resposta
errada, onde o aluno traduziu a situagdo por meio de um sistema, € ndo conseguiu resolvé-lo corre-
tamente ou ndo conseguiu resolver de nenhuma maneira, nem usando o sistema de equacdes, nem
usando tentativa e erro. Logo, faz-se necessario o direcionamento de outras situagdes semelhantes,
para cada grupo de alunos com tais dificuldades, para serem resolvidas em casa. Estes alunos terdo o
compromisso de apresentar suas solu¢des na proxima aula, com isso, o professor poderd identificar a
dificuldade de cada aluno referido, para tentar eliminar ou diminuir estas. Ja o item c, € justamente
para aqueles alunos que responderam usando tentativa e erro, ou nao responderam os itens anteriores,
tentar escrever a situacdo para a linguagem matemadtica; embora alguns alunos j4 tenham respondido
este item na resposta dos anteriores, este item, sugere ao professor a validade das respostas dos itens
anteriores por meio de outra estratégia, diferente da habitual que é por meio do sistema de equagdes,
valorizando com isso, o conhecimento dos alunos sobre as operacdes numéricas basicas. Para o item
d, acredita-se que as respostas apresentadas para este, serdo por meio de tentativa e erro, e de forma
incompleta. Assim, vale a pena que o professor faca intervengdes no sentido que os alunos obtenham
os demais resultados, fazendo com que os alunos observem e utilizem todas as conducdes do pro-
blema, para que possam, observando a regularidade das possiveis pontuagdes, escrever um sistema de

equagoes lineares que represente tal situacao.

Agora, a segunda questao, requer dos alunos a manipulacdo de equacdes, assim como, escre-
verem uma varidvel em fungdo de outra e, observando as condi¢des do problema, obter os respectivos
valores das varidveis envolvidas. Esta questdo representa a traducdo para a linguagem algébrica da
questdo anterior, sendo assim, recomenda-se que a resolucdo da mesma seja feita passo a passo de

forma a ndo deixar dividas para os alunos. Para a letra a, ao isolar x em x4y = 16 e substituir este
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valor na equagdo p = 5x — 3y, o aluno encontrard p = 80 — 8y, que € a resposta solicitada; aqui o
professor podera solicitar aos alunos que escrevam p em funcdo de x, neste caso, deve-se isolar y
em x+y = 16 e substituir este valor na equagdo p = 5x — 3y, onde obterd p = 8x —48. Tudo isso,
para um melhor esclarecimento deste item, tendo em vista que alguns poderdo apresentar respostas
incorretas e, também, favorecerd uma estratégia de resolucdo da questao anterior, quando o professor
for relacionar a resolucdo da primeira questdo com a segunda, que é importante que seja feito. Assim,
na letra b, pode ser respondido o que se pede, observando que x,y € p sdo inteiros ndo negativos, ou
seja, devemos ter 80 — 8y > 0 onde y > 0, o que nos da 0 <y < 10. A mesma discussao pode ser feita
em torno dos possiveis valores para x, escrevendo p em fungdo de x, onde obterd 6 < x < 16. Para
o item c, atribuindo os valores encontrados no item anterior para y, encontrard respectivamente os
valores correspondentes para as varidveis x € p, organizando estes em tabela; o professor poderé pedir
aos alunos para atribuirem os respectivos valores de x encontrados anteriormente, para encontrar os
correspondentes valores de y e p, confrontando os valores encontrados nos dois casos, eles perceberdo
ao concluir que os resultados sdo os mesmos. Fazendo isso, espera-se que os alunos tenham condi-
¢oOes suficientes para analisar solugdes inteiras e manipular as equagdes lineares, decidindo qual serd
o melhor caminho a seguir na obtencdo das respectivas respostas, além de favorecer um momento
ideal para relacionar as solugdes apresentadas na questdo 1 com a questdo 2 e, com isso, fazer uma
discussdo com relagdo as equagdes que o problema representa e as condi¢Oes das varidveis envolvi-
das, facilitando a obtencao e verificacao de todas solugdes para o item d da questdo 1 e a passagem
da lingua natural (portugués) para a linguagem da 4lgebra, favorecendo aos alunos outras formas de

resolver o problema.

3.1.4 Descricao da quarta atividade

Descreveremos agora, a quarta e ultima atividade, bem como, as etapas para sua aplicacio

em sala de aula.
Etapa 1. Apresentacao da atividade

Nesta dltima atividade, recomenda-se ao professor com o objetivo de tirar eventuais ddvidas
com relagdo aos enunciados das questdes, seguir o mesmo procedimento inicial da atividade anterior
e para realizacdo da mesma, forme pequenos grupos com quatro alunos, pois isso possibilitard um
envolvimento maior dos alunos na busca das solu¢des dos problemas. Esta serd composta por duas
questdes, em que a primeira trata de uma situagdo problema que incide em uma equacgdo linear e
a segunda foi retirada de um livro para 7* série (hoje 8° ano) da cole¢@o de livros destinados para
o Ensino Fundamental, do autor Oscar Guelli, que recai em um sistema de equacdes lineares. Em

ambas, requerem dos alunos as respectivas solucdes inteiras.

Atividade 4

1. Marleide desejava comprar uma bicicleta que custava R$ 180,00, para isso, foi incentivada

por seus pais a guardar moedas de 50 centavos e de 1 real em um "porquinho". Diga quais
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as possiveis quantidades de moedas de cada tipo, que ela deverd poupar, para conseguir seu
objetivo?

2. Se um galo vale 5 moedas, uma galinha vale 3 e trés frangos valem 1, quantos de cada um se
pode comprar com 100 moedas, de modo que sejam 100 aves ao todo e pelo menos 4 galos?
(ver [9], p. 153)

Etapa 2. Descricao geral

Esta atividade finaliza a sequencia das atividades, com dois problemas interessantes, mas uma
vez, fazendo o equacionamento das duas situagdes-problema, tem-se que a primeira incide em uma

equacdo linear com duas varidveis e a segunda em um sistema de equacoes lineares.

Objetivos:

* Resolver situagdes-problema envolvendo miltiplos e divisores;

* Resolver, por tentativa e erro, uma determinada situagcdo-problema;

* Resolver situagdes-problema envolvendo equagao linear com duas varidveis;

* Determinar a solu¢do inteira de uma equagao linear com duas varidveis;

* Representar uma situacao-problema por meio de um sistema de equacoes lineares;

* Obter a solugdo de um sistema de equagdes lineares;

* Determinar a solu¢do inteira de um sistema de equagdes lineares.
Pré-requisitos:

* Operacdes com nimeros inteiros; multiplos e divisores de um nimero inteiro; resolver uma
equacao de 1° grau; resolver um sistema de equagdes de 1° grau; solucdo de uma equagdo e de

um sistema de equacdes de 1° grau.

Tempo previsto:

* Uma aula com dois tempos (de 50 minutos ou de 1 hora).

Etapa 3. Recomendacoes metodolégicas

Para esta ultima atividade, sugeri-se ao professor que responda a mesma, com base nos avan-
cos e dificuldades apresentadas pelos alunos na resolucdo dos problemas no desenvolvimento das
atividades anteriores, e que valorize mais uma vez, as vdrias estratégias de resolu¢do dos menciona-
dos problemas e a participagdo dos alunos em suas respectivas solucdes. Nesse momento, € oportuno
observar as taticas usadas na solucao de cada problema, ja que os mesmos, ndo solicita dos alunos um

roteiro a seguir em suas resolugdes e, também, por ja terem contato com situacdes semelhantes a esta,
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no decorrer das sequéncias de atividades, espera-se que aparecam solugdes corretas, porém, podem

aparecer solucdes incompletas ou solucdes erradas.

Nesse sentido, aconselha-se ao professor, na primeira questao, fazer uma sintese das resolu-
¢oes apresentas pelos alunos para esta questdo. Fazendo isso, o professor terd uma anélise qualitativa
das estratégias usadas por eles, na busca das respectivas solu¢des da situagdo-problema, fornecendo-
lhe dessa forma, uma ferramenta importante para uma melhor orientacdo na solu¢do compartilhada.
Pois, como ja foi dito, podem ocorrer vdrias estratégias de respostas, digamos, usando calculo mental
através de tentativa e erro, ou utilizando como base as operacdes bdsicas (multiplos e divisores), ou
usando tentativa e erro através da equacdo que representa a situacdo, entre outras. Acreditamos que
algumas destas respostas podem estar incompletas, pois esta situacado-problema contém 181 manei-
ras de obter 180 reais juntando moedas de 50 centavos e moedas de 1 real, tendo em vista que as
situacOes-problema trabalhadas anteriormente tinham uma quantidade pequena de solucdes, a obten-
¢ao das solucdes é mais facil. Mas também, podem ocorrer até mesmo solugdes erradas, por apre-
sentar erro na traducdo do problema para a linguagem algébrica. Dessa forma, € interessante que o
professor na resolucao compartilhada com toda a turma da referida questao, como base na sintese das
solucdes apresentadas, explore todas as estratégias apresentadas pelos alunos, objetivando esclarecer

para os alunos qual a melhor estratégia a ser utilizada na solugdo desta situagao-problema.

Ja a segunda questao, os alunos podem apresentar uma dificuldade maior em sua resolugao,
em relacdo das demais questdes exploradas na sequéncia de atividades descritas neste capitulo, pois
esta recai em sistema de equacdes com duas equagdes lineares e trés varidveis (ver exemplo 2.9 do
capitulo II), sendo raramente abordado no Ensino Fundamental. Para esta, recomenda-se ao professor
fornecer aos alunos algumas sugestdes, no sentido que eles consigam fazer a tradu¢do do problema
para linguagem matematica e que organize suas tentativas em uma tabela, tudo isso, em um primeiro
momento na sala de aula. Como ja foi mencionado, estd questao pode ser colocada como um desafio
para eles, e para a conclusdo da mesma ou até mesmo sua resolu¢do completa, o professor podera
deixar que os alunos, leve para responder em casa. Desse modo, objetiva-se que 0s mesmos procurem
fazer um debate com os colegas de classe ou com colegas de outras turmas, ou pesquisar na internet
ou tentar com seus familiares a obtencdo da solucdo do problema, ou seja, permitir que os alunos
facam suas pesquisas para obten¢do de estratégias para solugdo do referido problema. Sendo assim, a

discussao desta questdo poderé ficar para a préxima aula.

Com isto, o tempo previsto para o desenvolvimento da proposta das quatro atividades serd de

seis aulas de dois tempos (de 50 minutos ou de 1 hora).

Além do que ja foi descrito em cada atividade, o material necessario para o desenvolvimento

da sequéncia de atividade é:

» Xerox das atividades para os alunos; papel oficio; lapis; borracha; régua; papel milimetrado ou

quadriculado e notas de dinheiro de brinquedo.

Vale ressaltar que nas atividades propostas podem ser feito adaptacdes de acordo com a re-

alidade da turma que a mesma sera aplicada, no sentido de favorecer uma melhor compreensao dos
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problemas, as quais ficam a critério do professor, pois lembramos que apresentamos acima recomen-
dacdes para algumas de suas aulas. E também, sugeri-se ao professor que estimular os alunos que nao
conseguiram resolver todas as questdes de uma determinada atividade proposta em sala, a tentar em
casa, assim como, passar mais algumas questdes para incentivar aqueles que concluiram a referida

atividade.

Outro fato importante que se faz necessdrio alertar o professor é que no desenvolvimento da
sequéncia de atividades descritas na acima, podem ocorrer vérias dificuldades e erros apresentados
pelos alunos em suas resolucdes, além dos mencionados. Sendo assim, um momento propicio para fa-
zer corregOes e retomada de discussdes em torno de tais dificuldades e erros. Por exemplo, a mudanga
do significado do sinal de adi¢do (+), pois em Aritmética, os alunos podem simplificar a expressao
15+ 6, ja em Algebra, a expressdo x + 6 ndo pode simplificada. E também, os alunos tém dificulda-
des de compreender a variagio do significado do sinal de igualdade (=) em Aritmética e em Algebra,
assim como a compreensao do significado de varidvel, a qual ora representa um valor conhecido, ora
representa um valor desconhecido (incégnita), ora representa simbolos no papel (expressdes algébri-
cas) de acordo com o contexto que estd sendo explorado, entre outras. O leitor interessado em uma
discussio mais detalhada nesta questio e outras questdes relacionadas com o ensino da dlgebra pode

consultar, por exemplo, [5] ou [17].

Ja com relacdo as situagdes-problema apresentadas na proposta das atividades anteriores, vale
advertir, que embora uma mesma situacdo possa representar um problema para uns, ja para outros
possa representar um simples exercicio, de acordo com os conhecimentos de que dispde. Na referida
proposta, como estamos propondo para ser trabalhada com todos os alunos da sala de aula acredita-
mos que para a maioria deles as situacdes-problema propostas representam realmente um problema
matematico e ndo um simples exercicio, por estas favorecer a aprendizagem de conceitos matema-
ticos, assim como o desenvolvimento de atitudes e de procedimentos para a busca de solug¢ao dos

mesmos e a comprovagado destas solugdes.

Por fim, na sequéncia de atividades descritas anteriormente pode ser feito também, algumas
adequacdes na proposta das atividades apresentadas para serem aplicadas para alunos do Ensino Mé-
dio. Nesse caso, tém excelentes pesquisas que referem ao mesmo assunto, sendo boas fontes de
consulta para o professor ou futuro professor da Educagao Bésica. Nesse sentido, um dos bons traba-
lhos de Wagner Marcerlo Pommer [16] €, por exemplo, o artigo com o titulo: Equacoes diofantinas
lineares: um tema articulador de estratégias no Ensino Bdsico. Um outro bom trabalho € a disser-
tacdo de Bianca Herreira Capilheira [3]] com o titulo: Equacdes diofantinas Lineares: uma proposta
para o Ensino Médio, além de tudo, este traz uma se¢@o sobre as producdes nacionais referentes as
equagoes diofantinas lineares. Estes sdo apenas dois exemplos de bons trabalhos que trata das EDL

para o Ensino Médio.
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Em sintese, neste texto buscamos, por um lado, propor um suporte tedrico ao professor ou fu-
turo professor de matemaética da Educagdo Bésica, principalmente, sobre o tema das equacdes diofan-
tinas lineares, o qual foi desenvolvido de forma clara e objetiva, seguido de vérias situagdes-problema

para uma melhor compreensao e ilustracdo dos resultados acerca de toda teoria desenvolvida.

Assim, a dissertagdo pode contribuir para a formac¢do continuada do professor ou na formacgao
do futuro professor de matematica, de modo que, este seja capaz de decidir qual o melhor momento de
abordar situacdes, preferencialmente, que possam ser modeldveis via equacdes diofantinas lineares,
assim como alguns tdpicos acerca deste assunto. E também, quais estratégias que podem ser adotadas

na resolugdo destas situagdes.

Dessa forma, acreditamos fornecer ao docente ou futuro docente de matematica dos Ensinos
Fundamental e Médio, condi¢des adequadas para desenvolver habilidades e técnicas de resolver pro-
blemas que podem ser modelados via equacdes diofantinas lineares, com isso, explorar situacdes que
possuem uma solu¢do, mais de uma solucido (quantidade finita ou infinitas solu¢des) ou nenhuma
solucdo, que ndo € comum neste nivel de escolaridade. De modo que as equagdes diofantinas linea-
res estdo presentes no curriculo de forma implicita, desde o Ensino Fundamental quando estudamos
equagoes e sistemas de equagdes lineares com duas varidveis. Além do mais, alunos deste nivel de
ensino possuem conhecimento sobre nimeros inteiros e suas propriedades, como por exemplo no¢des
de divisibilidade, do algoritmo da divisdo e do maximo divisor comum. Favorecendo assim, uma base

para explorar de forma introdutéria as EDL desde o Ensino Fundamental.

Buscamos também, por outro lado, descrevermos uma sequéncia de atividades didéticas refe-
rentes as equacdes diofantinas lineares para uso nas séries finais do Ensino Fundamental, nas quais
descrevemos vdrias situagdes-problema do cotidiano que requerem solugdes inteiras, e que podem
serem expressas por equacdes e sistemas de equagdes lineares, ou seja, que incidem principalmente

nas EDL, onde acreditamos serem acessiveis a alunos do 8° e 9° anos.

Como a referida proposta das atividades foi embasada na resolucio de problemas, sugerimos
ao professor que ao longo da descri¢do de cada atividade fosse trabalhado com pequenos grupos de
alunos, visando um ambiente de discussao e troca de ideias e, também que fosse feito uma resolucao
compartilhada com os alunos de todas as questdes apresentadas, favorecendo com isso, um momento
oportuno para levantamento e esclarecimento de dividas no desenvolvimento das atividades propos-
tas. Pois, acreditamos que essa seja a base para a utilizacdo da importante ferramenta metodolégica

que € a resolugdo de problemas.

Além disso, com o intuito de obter um maior envolvimento dos alunos no desenvolver das
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atividades, recomendamos ao professor que a avaliacdo dos mesmos seja condicionada na participacao
deles na resolu¢do dos problemas propostos. Nesse sentido, as situacdes foram apresentadas de forma
gradativa, de modo que, os alunos utilizem conhecimentos adquiridos em séries anteriores, e também,
a cada nova atividade proposta levar o aluno a fazer relacdo com a atividade anterior por meio de uma

situagdo-problema.

Com relacdo aos problemas apresentados na proposta, propomos um total de dez
situacdes-problema, das quais duas visam revisar alguns conceitos acerca das EDL, como o algo-
ritmo da divisdo, o maximo divisor comum e nog¢des de divisibilidade de forma ndo repetitiva, pois,
estes e outros conceitos relativos aos nimeros inteiros sdo raramente retomados depois de serem
estudados nos 6° e 7° anos do Ensino Fundamental. As demais situagdes desta proposta tratam de
problemas que podem ser modeldveis por uma equacao diofantina linear ou por sistemas de equacdes
diofantinas lineares, os quais se apresentam em ordem crescente de dificuldade, contribuindo assim,

para uma aprendizagem gradativa dos conceitos envolvidos nas referidas situacdes-problema.

Assim, iniciamos com um problema que incide em uma EDL, tendo poucas possibilidades
de solucdes, para favorecer a busca das respectivas solucdes por meio do cdlculo mental usando
tentativa e erro, pois acreditamos que esta seja a primeira estratégia adotada pelos alunos frente a este
tipo de situacdo. No decorrer das atividades, o nimero de solu¢des dos problemas foi aumentando
gradativamente, de modo que os alunos adotassem outro tipo de estratégia que € usar a tentativa e erro
observando os multiplos e divisores, organizando estas tentativas em uma tabela. Nesta, o professor
pode orientar os alunos a perceberem quando o problema possui ou nio solucdo inteira. Propomos
também situagdes em que as duas estratégias citadas nao eram o melhor caminho a seguir, fazendo
com que os alunos busquessem outro tipo de estratégia para solucionar o problema que é modelar via

equagdo diofantina linear.

Logo, com o que foi exposto e da forma que foi proposta a sequéncia de atividades, pode-
mos enumerar as possives respostas para a pergunta inicial: qual a importdncia da abordagem das

equacoes diofantinas lineares no Ensino Fundamental?

1. Retomada de conceitos ja estudos pelos alunos referentes aos nlimeros naturais e inteiros, o que

raramente € feito;

2. Trabalha situacdes-problema do cotidiano dos alunos, favorecendo que o professor utilize a

ferramenta metodoldgica resolug¢do de problemas;

3. Trabalha com problemas com solucdes tnicas, com mais de uma solu¢do e com aqueles que
nao possuem solugdo, o que coloca o aluno frente a tomada da decisao de qual melhor estratégia

adotada na busca das respectivas solugdes;

4. Possibilita que o professor incentive os alunos a usarem uma linguagem matematica nao apenas

explicativa, mas também formal;

5. Favorece aos alunos uma ferramenta importante para resolver certos tipos de problemas do dia

a dia;
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6. Estimula um trabalho coletivo e cooperativo na busca das solucdes de tais problemas.

Portanto, confiamos que a presente proposta, possibilita que os discentes do Ensino Funda-
mental desenvolvam capacidades e autonomia de organizar a melhor estratégia para solucionar o
problema e percebam que a utiliza¢do da escrita algébrica facilita a organizacdo, o aperfeicoamento
na busca das solucdes inteiras do referido problema e na formaliza¢@o das respectivas respostas de tais
problemas. E permite que os docentes da Educagdo Bésica tenham condi¢des suficientes de abordar
em suas aulas situagdes que incidem em equagdes diofantinas lineares e alguns tépicos relacionados,
e de orientar os alunos na construc¢io de conhecimentos novos e de novas competéncias frente a estas
situacdes, promovendo com isso aulas mais dindmicas, onde os educandos sdo agentes ativos na cons-
trucdo do conhecimento, tornando o processo de ensinar e aprender a matemdtica mais significativo e

desafiador.
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Resolucdo das questdes apresentadas na proposta das atividades. Onde apresentaremos uma
solucdo para cada questdo. No entanto, vale ressaltar que, poderd existir outra (as) maneira (as) de

resolucao para cada item.
Resolucao das questoes da atividade 1
Para a questao 1, teremos:

(a) Os possiveis restos sao 0, 1,2,3,4, 5, ou 6.

(b) Aplicando o Algoritmo da Divisdo (dividendo = divisor x quociente + resto), segue-se que a =
b-6+ 17, tendo em vista que b > 17, o menor valor natural de b € 18, consequentemente, o

menor valorde aseraa =18-6+17 = 125.

(¢) Ao dobrar o dividendo, teremos: quociente igual 13 e resto 16; ao dobrarmos o dividendo e o
divisor, tem-se 0 mesmo quociente e dobro do resto, que € 34; ao aumentar uma unidade o

dividendo terd uma divisdo exata, onde o quociente serd 7.

(d) Note que a parcela 1-2-3-4-...-2011 € divisivel por 8 e a segunda parcela 21 deixa resto 35,
quando dividida por 8. Entdo, o resto da divisdiode 1-2-3-4-...-2011+21 por 8 € 5, ja que ao
repartir a soma em grupo de 8, teremos um quantidade exata de grupos para a primeira parcela

e a segunda da dois grupos e sobra 5 unidades, que € o resto da soma por 8.

(e) Observe que ao multiplicar 6 por 6 temos 36, multiplicando por 6 tem-se 216, e assim, o algarismo

das unidades € sempre 6, quando temos um produto 6-6-6- ..., dai

2016°°1* = (20162016 - ... - 2016),

- J

2014 vezes

terd como algarismo das unidades 6, o que nos da x = 6 (dia 6); veja que o resto da divisao de
2014 por 11 € 1, entdo, o resto da divisao de
20142016 = (2014 -2014-...-2014) por 11 seré igual ao resto de (1-1-...-1) = 1 por 11 que é
. -~ . D —
2016 vezes 2016vezes
1, 0 que nos da y = 1 ( primeiro més).

Portanto, o feriado vai ser no dia 6 de janeiro.
Para a questao 2, tem-se:

(a) Decompondo os nimeros 546 e 312 em fatores primos, teremos
546 =2-3-7-13e312=23-3-13. Logo, o mdc(546,312) =2-3-13 =78. Com isso, José
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poderd cortar as pegas, sem disperdicios, em pedagos com 78 centimetros, pois 78 € o maior

comprimento possivel que divide 546 =7-78 e 312 =15-78.

(b) Com a peca de 546 centimetros obtém 7 pedacos e, 4 pedagos com a peca de 312 centimetros.

Portanto, obterd ao todo 11 pedagos de 78 centimetros de comprimento.

(¢) Fazendo divisdes sucessivas, tem-se que:
546 =1-312+234;

312=1-234478;
234 =3-78+0.

Dai segue-se entdo:

Quociente | 1 1 3
546 312 | 234 | 78
234 78 0 | Resto

Portanto, o mdc(546,312) = 78.

(d) Por tentativa e erro, temos 2 e 1 sdo os niimeros naturais que tornam as duas igualdades verda-
deira. Veja que:
iL2]-4+[-1]-7=1
ii.[2]- 312+ [—1]-546 =78

Para a questao 3,tem-se:

(a) Por tentativa e erro, temos as seguintes possibilidades de compra:

» 3 sovertes de R$ 2,00 e 1 soverte de R$ 1,00;

» 2 sovertes de R$ 2,00 e 3 sovertes de R$ 1,00;

» 1 soverte de R$ 2,00 e 5 sovertes de R$ 1,00;

¢ Nenhum soverte de R$ 2,00 e 7 sovertes de R$ 1,00.

(b) Denotando por x a quantidade de sorvetes de R$2,00 e por y a quantidade de sorvetes de R$1,00,

logo, a equacdo que representa a situacao problema é 2x+y =7.

(¢) Grifico construido no GeoGebra, onde denotamos as possibilidades de solug¢des inteiras positivas

pelos pontos A, B, C e D ilustrados no grafico abaixo.
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numera de sorvetes de RS1,00

77777777777777777

(a) Grafico 2

Resolucio das questoes da atividade 2

Para a primeira questao, temos:

(a) Para que receba a maior quantidade de notas, tem que haver o maior nimero possivel de cédulas
de R$10,00, ou seja, 32 cédulas de R$10,00, nesse caso, temos um total de 32 cédulas. Ja para
que receba a menor quantidade de notas, tem que haver o maior nimero possivel de cédulas
de R$100,00, ou seja, 3 cédulas de R$100,00 e os outros 20 reais sao completados com duas

cédulas de 10 reais, nesse caso, temos um total de 5 cédulas.

(b) Por tentativa, observando os multiplos de 100 e de 10, teremos: de 10, tem-se:

3 notas de 100 reais e 2 notas de 10 reais;

2 notas de 100 reais e 12 de 10 reais;

1 nota de 100 reais e 22 notas de 10 reais;

Nenhuma nota de 100 reais e 32 notas de 10 reais.

(¢) Denotando por x o nimero de cédulas de R$100,00 e por y o nimero de cédulas de R$10,00,

tem-se a seguinte equagdo 100x + 10y = 320 que modela o problema.

(d) Para que receba a maior quantidade de notas, tem que haver o maior nimero de cédulas de 20
reais possivel, ou seja, 16 cédulas de 20 reais. Nesse caso, temos um total de 16 notas. J4 para
que receba a menor quantidade de notas, tem que haver o maior niimero possivel de cédulas de
50 reais, ou seja, seis notas de R$50,00 e os outros 20 reais sdo completados com uma nota de

20 reais. Nesse caso, temos um total de 7 notas.

(e) Temos as seguintes maneiras:

6 notas de 50 reais e 1 nota de 20 reais;

4 notas de 50 reais e 6 notas de 20 reais;

2 notas de 50 reais e 11 notas de 20 reais;

Nenhuma de 50 reais e 16 notas de 20 reais.
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(f) Equacionando a opcdo ii, vamos obter a seguinte equacdo 50x + 20y = 320, em que x representa

a quantidade de notas de R$50,00 e y a quantidade de notas de R$20,00.

Para a segunda questao, temos a representacdo grafica (contruida no GeoGebra).

(b) Griéfico 3

20

-5,

(c) Grafico 4

Para a terceira questao, temos:

Com 10 notas, o sistema de equagdes lineares que representa a situagdo-problema é:

50x 420y =270
x+y=10

Y

que ao resolvé-lo, ndo obtemos solucdo inteira. Ou seja, ndo € possivel efetuar um pagamento de

R$270,00 com 10 notas.

Ja com 9 notas, o sistema de equagdes lineares que representa a situacao-problema é:

50x 420y =270
x+y=9

que resolvendo nos dd x=3 e y=6. Ou seja, € possivel efetuar o referido pagamento 3 notas de 50 reias

e 6 notas de 20 reais.

Resolucio das questoes da atividade 3
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Para a primeira questao, tem-se:

(a) Sim. Para isto, o aluno pode resolver corretamente um nimero menor ou igual a 6 problemas.

(b) Nao, pois a partir dos dados podemos montar o seguinte sistema de equagdes lineares:

’

Sx—3y=>54
x+y=16

em que x representa o nimero de problemas corretos e por y o nimero de problemas nao re-
solvidos ou com solucdes incorretos.E ao resolvé-lo ndo obtemos valores inteiros, ou seja, o

sistema ndo possui solucdes inteiras.

(¢) Denotando por x o nimero de problemas corretos e por y o nimero de problemas nao resolvidos

ou com solugdes incorretos,teremos 0s respectivos sistemas:

5x—3y=0 S5x—=3y=>54
e .
x+y=16 x+y=16

(d) Note que o total de pontos (p) obtidos pode ser expresso por p = 5x — 3y, onde x+y = 16. Dai,
isolando o valor de y e substituindo em p = 5x — 3y teremos:

p=5x—-3(16—x) <= p=8x—48 <= p=8(x—0).

Entdo, atribuindo valores parax € {6,7,8,...,15,16} obtemos as seguintes pontua¢des possiveis
0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72 ou 80.

Ja para segunda questao, teremos:

(a) De x+y =16 vem que x = 16 —y. Dali, substituindo o valor de x em p = 5x - 3y, vamos obter:

p=5(16—y)—3y<= p=—-8y+80 <= p=238(10—y).
(b) Como p ndo € negativo, entdo, devemos ter p = —8y 480 > 0. Logo, para isto segue-se que
0<y<10,ouseja,ye{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9¢10}.

(c) De acordo com os dados obtidos os itens anteriores, ao atribuir um valor para y tem-se um valor

correspondente para x e para p, como ilustra a tabela abaixo:

o(1,2|3}4,5|6/|7|8|9]10
x| 16 15|14 1312|1110 9 | 8 |7] 6
p|80|72|64|56|48 4032|2416 (8| 0

Resolucio das questoes da atividade 4

Para a primeira questao, tem-se:
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Solucdo 1. Tendo em vista que 180 é multiplo de 1 e de 0,5, assim, supondo que os 180 reais
sejam de moedas de um real e para cada moeda de um real retirada deve ser colocadas duas de 50
centavos. Dessa forma, podemos montar uma tabela com as possiveis quantidades de moedas de cada

tipo, vejamos:

Moedas de 1 real 180 | 179 | 178 | 177 | ... 3 2 1 0
Moedas de 50 centavos | O 2 4 6 | ..|354 |35 | 358 | 360

Solugio 2. Seja x a quantidade de moedas de R$ 1,00 e y a quantidade de moedas de R$ 0,50,

dai a equacao que representa a situacao-problema é:
Ix—0,5y =180 <= 10x — 5y = 1800 <= 2x —y = 360 <= y = 2x — 360.

Como x > 0 e y > 0, devemos ter 2x — 360 > 0,0 que nos fornece 0 < x < 180. Assim, para cada
valor de x atribuido tem-se um valor de y correspondente, como ilustra a tabela acima na solucgdo 1.
Portanto, temos 181 maneiras de obter um total de R$ 180,00, juntando moedas de 1 real e de 50

centavos.

Observacao. Nao se faz necessario descrever todas as maneiras possiveis, pois sao 181 pos-
siblidades. Porém, a situacdo requer que os alunos percebam a importancia de organizar as tentativas
observando preferencialmente a pontencialidade da escrita algébrica para resolver situagdes-problema

desse tipo.
Ja para segunda questao, tem-se:

Solugdo. Veremos apenas uma solugdo. Seja x o nimeros de galos comprados (x > 4), y o
nimeros de galinhas e z o nimero de galos. Dai, de acordo com enunciado, o problema pode ser

representado pelo sistema de equagdes:

5x+3y+3z=100
x+y+2z=100

em que a primeira equagdo do sistema representa o nimero de moedas e a segunda equagdo representa

o nimero de animais. Que pode ser simplificado como segue:

—x—y—z=-100

15x+9y+2z =300 15x+9y+2z =300
<~
x+y+z=100

Dai, somando membro a membro das equagdes do dltimo sistema, obtemos:
14x+ 8y =200 = 7x+ 4y = 100.

Agora basta resolver a EDL 7x+ 4y = 100. Assim, pelo Algoritmo da Divisdo temos:

7T=4-143e4=3-14+1.
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Entao:
1:4—3~1:4—(7—4'1)~1:4'2—7'1<:>—7~1—|—4~2:1

Multiplicando por 100, tem-se 7 - (—100) +4 - 200 = 100, logo, (—100,200) é uma solugio da 7x+
4y = 100. Assim, sua solucdo geral € dada por:

Y

x=—100+4
y =200 — 7t

comt € Z. Onde devemos ter:
—100+4t >4 =4t > 104 =>1 > 19 =26,e200— 7t > 0 =1 < 2 ~28,57.
Logo, 1 € {26,27,28}, o que nos dé:

e Parar = 26:

— _100+4-26=4
x + 7= 100—4—18 =78,
y=200—7-26=18

a solugdo (4,18,78);

e Parar =27

x=—100+4-27=8
— z=100—8—11 =81,
y=200—7-27=11

a solugdo (8,11,81);

e Parar =28

— _100+4-28 =12
{x + — 7= 100—12—4 =84,

y=200—7-28 =4
a solugdo (12,4,84).

Portanto, se pode comprar 4 galos, 18 galinhas e 78 frangos; ou 8 galos, 11 galinhas e 81

frangos; ou 12 galos, 4 galinhas e 84 frangos.
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Algumas consideragdes importantes sobre as dimensdes ou concepgdes da Algebra na Educa-
céo Bdsica podem ser encontradas em [2] ou com mais detalhes em [5]]. Vejamos um pequeno resumo

apresentado por estas referéncias, ilustrado abaixo:

* Este quadro pode ser encontrado na pagina 116 da referéncia [2]].

O quadro a seguir sintetiza de forma bastanie ssmphficada as diferentes interpretaghes
da dlgebra escolar e as diferentes fungdes das letras

Algebra no cnsino fundamental

7z [ [ | [oem | [=

Estrutural I

oces | Lamascomo | [ Letescomo -
S0 generahzacoes Latr. ras como
lotras do modelo .y E‘“‘; wnowmw simbolo
IMtmatico elagbes abstrato
- fungbes
Conteddos Propredades Calculo
i - das O - R 2 algébrico
& proce generakmgies m\\'inz:: de mo Cbianglo da
dmentos) e padrées @ “ expressoes
antmétcos equivalentes

(d) Quadro 1

* Este resumo pode ser encontrado na pagina 20 da referéncia [3]).

AS allerentes concepgoes da dlgebra relacionam-se com os diferen-
tes mmdas_va?avels. Segue-se um resumo extremamente simplificado ‘
Asitmética generalizada :
oy ST g
Ditubuads Argumentos, parimetros
e (relacionar, grificos)
Est fﬂ“mm _

(e) Quadro 2
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