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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar uma proposta didatica para o ensino da
interpolagao polinomial no Ensino Médio. A nossa proposta consiste em um conjunto
de problemas de dificuldades crescentes por meio dos quais pretendemos criar
condigbes para a compreensao das principais motivagbes geométricas para o
entendimento do conceito de polinbmio interpolador e algumas de suas aplicagdes
em situagbes contextualizadas. Além disso, exploramos alguns aspectos da
utilizagao do software Geogebra relacionadas a esse polinémio.

Palavras-chave: Interpolacdo. Sequéncia didatica. Funcdes Polinomiais. Ensino
Médio.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a proposal for the didactic teaching of polynomial
interpolation in high school. Our proposal consists of a set of problems of increasing
difficulties by means of which we want to create conditions for the understanding of
the main motivations for understanding the geometric concept of interpolator
polynomial and some of its applications in contextualized situations. In addition, we
explore some aspects of the use of the software Geogebra related to this polynomial.

Keywords: Interpolation.Didactic Sequence.Polynomial Functions.High School.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo contribuir para o processo de
ensino/aprendizagem em sala de aula numa tentativa de minimizar as dificuldades
encontradas por professores e alunos quando se deparam com o conteudo
Interpolacdo. Assim, pretendemos mostrar que a interpolagao,pode ser estudada de
forma a permitir a conex&o entre os diversos conceitos matematicos e a realidade do
aluno, buscando a sua relevancia cultural, sobretudono que diz respeito as suas
aplicagdes dentro e fora da matematica. Acreditamos dessa maneira que estaremos
contribuindo para a superagédo deuma das maiores dificuldades encontrada quando
se pensa na aprendizagem dos alunos, que € a da nao ligacdo de determinados

conceitos e conteldos ao contexto existencial deles.

Este trabalho encontra-se estruturado em cinco capitulos. O primeiro capitulo
consiste nesta introdugdo. Os trés seguintes (capitulos 2, 3 e 4) sdo destinados a
apresentar aspectos matematicos relacionados ao conceito de polindmio
interpolador. Os conteudos abordados vao muito além daqueles que precisaremos
em nossa sequéncia didatica. Os colocamos aqui a titulo de uma compreensao mais
ampla do tema e de suas implicagbes na matematica do ensino superior. Mas o
professor interessado na sequéncia didatica pode dispensa-los e ir diretamente para

o capitulo 5, voltando a eles apenas quando julgar necessario.

Apos esta introducgdo, iniciamos, no capitulo 2, apresentando os conceitos
mais simples acerca das fungdes polinomiais. Buscamosmostrar e relembrar alguns
conteudos que serdao necessarios para compreensio da interpolacdo, fazendo uma

revisdo sobre fungao afim, quadratica e sistemas lineares.

No terceiro capitulo, dissertaremos sobre as fungdes polinomiais reais,
olhando-as sob um ponto de vista mais algébrico e encarando-as como polinémios
de coeficientes reais.Saoapresentadas as definicdes e propriedades basicas, além
dos graficos, raizes de polinbmios e como obter um polinbmio conhecendo seus

valores.

Noquarto capitulo, realizamos uma breve introdugcédo acerca das teorizagdes

que permeiam a interpolagdo e em seguida, sdo apresentados os métodos de
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Lagrange, Newton e resolucéo de sistema linear, conteudos esses utilizados para se

obter o polinbémio interpolador.

No quinto capitulo, apresentamos o principal objetivo deste trabalho. Que é
uma sequéncia de atividadesdidaticas que objetiva explorar o ensino da interpolagao
polinomial e algumas questdes acerca deste assunto que podem ser desenvolvidas
no Ensino Médio. A sequéncia didatica foi planejada e dividida em quatro etapas:
Anadlise diagnostica, retomada de conceitos, desenvolvimento do conceito novo e
avaliacao final (acumulativa). E para ser aplicada e desenvolvida em 13 aulas de 50

minutos cada, com alunos do terceiro ano do Ensino Médio.
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2 NOGCOES PRELIMINARES

Neste capitulo, falaremos um pouco sobre alguns conteudos que serao
importantes para o desenvolvimento e a compreensao do conceito delnterpolagéo.
Assim, dividimos este capitulo em duas se¢des que falam de forma introdutdria,
sobre fungbes e sistemas linearesvisando, assim, contribuir para uma melhor

compreensao do ensino da Interpolagdo Polinomial.

21 Fungodes

O desenvolvimento do conceito de fungdo que temos hoje em dia foi sendo
construido ao longo do tempo por varios matematicos. O matematico
alemaoGottfried Wilhelm Leibniz(1646 — 1716), por exemplo, introduziu as palavras
funcao, constante e variavel na linguagem matematicada a notagao f(x) para indicar
a lei de uma funcgéao foi introduzida pelo matematico suico Leonhard Euler(1707 —
1783). O matematico alemao Johann Peter Gustav LejeuneDirichlet(1805 — 1859)
apresentou uma definicdo de fungdo mais proxima da utilizada hoje em dia
(PITOMBEIRA; ROQUE, 2012).

Uma fungcdo é um caso especial de uma relagcido. Vale lembrar que Relagao é
um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento do par pertence a um dos
conjuntos relacionados. Nas relacbes n&o existem restricdes quanto a lei de
correspondéncia entre os elementos dos conjuntos, ja para as fungbes é costume

introduzir restrigdes.

Definigdo 1. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Uma correspondéncia f entre
A e B que associa a cada elemento x €A um unico elemento yeB é
chamadafungdo. Quando a correspondéncia f de A em B é uma funcéo

representamos em simbolos:
f:A-B

x =y =fx)
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Neste caso, o simbolo y = f(x) nos diz que y € uma fungdo que depende de x. A

letra x € chamada variavel independente e a letra y que é a variavel dependente

Definigdo 2. Quando f: A —» B € uma fungdo, o conjunto de partida A é chamado de
dominio (campo de existéncia) da fungao f. E o conjunto de chegada B é chamado
de contradominio da funcéo f. O subconjunto do contradominio de f, formado pelos

elementos y que estado associados aos valores de x, € chamado conjuntoimagem da

funcdo y = f(x).

Existem varios tipos de fungdes, no entanto, nos deteremos a estudar apenas

dois tipos particulares de funcédo: as fungdes Afins e Quadraticas.

2.1.1Fungao Afim

Nesta secdo, apresentaremos a definicdo de funcédo afim seguida de alguns
exemplos do nosso cotidiano como, por exemplo, onde a fungao afimesta presente,
assim como, onde essesconceitos matematicos, mesmo que de forma intuitiva, séo
utilizados. E Demonstraremosque o grafico de uma funcao afim € uma reta. Como a
proposta do trabalho é voltada para alunos do Ensino Médio, estamos supondo que
ele ja tenha visto no 9° ano do Ensino Fundamental nog¢des basicas de plano

cartesiano e tenha determinado conhecimento sobre o Teorema dePitagoras.

Definicdo 3.Uma fungdo f:R — R chama-se afim quando existem constantes

a,b € Rtais que f(x) = ax + b para todo x € R.
Casos particulares:

» Quando a=1e b=0, a fungdo afim f(x) =x é chamada de fungéo
identidade.

» Quando b = 0, a fungao afim f(x) = ax € chamada de fungéo linear.

» Quando a=1¢€e b#0, a fungédo afim f(x)=x+b é chamada de

translagéo.
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» Quando a =0, a fungdo afimf(x) =0x+ b =b, € chamada de fungédo

constante.
De forma aplicada teremos:

Exemplo 1. Anténio pegou um taxi para ir de sua casa atéa casa de seu amigo
Bruno que fica a 15km de distancia. O valor cobrado pelo taxista engloba o pre¢o da
bandeirada (valor fixo) de R$ 4,00 mais R$1,60 por quildbmetro rodado. Determine o

valor que Anténio devera pagar.

Resolugdo: Note que Antbénio pagou 15 -R$1,60 = R$24,00 pela distancia

percorrida e mais R$ 4,00 pela bandeirada; isto € Antonio pagou R$ 28,00 ao taxista.

Podemos notar que, para cada distancia x percorrida pelo taxi, ha certo prego
P(x) para a corrida. Sendo assim, o prego a pagar por uma corrida de taxi € dado
por uma funcédo afim f:x - ax + b, onde x € a distancia percorrida (usualmente
medida em quildbmetros), o valor inicial b € a chamada bandeirada e o coeficiente a é

o preco de cada quildmetro rodado.

Exemplo 2. Uma grande empresa recebeu 5750 curriculos de profissionais
interessados em participar do processo de selegao para preenchimento de vagas de
estagios. O departamento de Recursos Humanos (RH) da empresa € capaz de, por
meio de uma primeira triagem, descartar 300 curriculos por semana, até que sobrem

50 nomes de candidatos que participarao do processo de selecgao.
a) Como se expressa a quantidade de curriculos (C) existentes apds x
semanas do inicio da triagem feita pelo RH?
b) Apds quantas semanas serdo conhecidos os nomes dos 50 candidatos?
Resolucgao:

a) Observe na tabela abaixo a relagao existente entre o numero de semanas e o

numero de curriculos existentes apds essas semanas.
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Tabela 1-Numero de semanas e numero de curriculos existentes apos essas semanas.

Numero de semanas Numero de curriculos restantes
5750

5750 — 300 =5750—-300"-1

5750 — 600 =5750—-300"-2

5750 — 900 = 5750 — 3003

5750 — 1200 = 5750 — 300 - 4

B W N RO

Fonte: Autor(2014).

Com isso concluimos que apds x semanas ja haviam sido descartados
(300 -x) curriculos. Portanto, ap6és x semanas ainda existem 5750 — 300x

curriculos. Logo, € = 5750 — 300x.

b) Queremos saber qual o valor de x para que C = 50. Como ja sabemos que
C = 5750 — 300x, entdo substituindo C por 50 na equagdo, encontramosx =

19. Portanto, apos 19 semanas os 50 candidatos serdo conhecidos.

Poderiamos obter o resultado do item b fazendo sucessivas subtragdes. No
entanto, perderiamos muito tempo. Utilizando a fungéo afim, onde encontramos sua

lei de formacéao no item a, a resolugao ficou quase trivial.

Exemplo 3.Carlos trabalha como disc-joquei(DJ) e cobra uma taxa fixa de
R$100,00mais R$20,00por hora, para animar uma festa. Daniel, na mesma fungéo,
cobra uma taxa fixa deR$55,00, mais R$35,00por hora. Suponha que a qualidade do

trabalho é igual.

a) Determine a formula Matematica que fornece o valor ganho em fungao das
horas trabalhas x, para Carlos e Daniel.
b) Determine o tempo maximo de duragado de uma festa, para que a contratagao

de Daniel ndo fique mais cara que a de Carlos.

Resolucgao:

a) Usaremos a expressao C(x) para representar o valor ganho por Carlos em
funcdo das x horas trabalhadas e D(x) para representar o valor ganho por
Daniel. Assim temos, C(x) = 20x + 100 e D(x) = 35x + 55.



15

b) Queremos que D(x) < C(x). Sendo assim, temos:

35x +55<20x+100 > x <3

isto é, o tempo maximo é de 3 horas. Passando desse tempo, o valor a ser pago a
Daniel sera mais caro que o valor a pagar a Carlos. B

E possivel saber que certa funcdo f: R — R é afim sem que os coeficientes a
e b sejam fornecidos explicitamente. Neste caso, obtém-se b como o valor que a
funcdo dada assume quando x = 0. O numero b = f(0) as vezes é chamado de
valor inicial da funcao f. Quanto ao coeficiente a, ele pode ser determinado a partir
do conhecimento dos valores f(x,) e f(x,) que a fungdo f assume em dois pontos

distintos (porém arbitrarios) x; e x,. Ou seja, conhecidos
f(x1) = ax; +bef(xy) =ax, +b
Obtemos:
f(x2) = f(x1) = ax, + b — (axy + b) = alx; — xq)
Logo,

_f(xz)—f(x1)
q="= 7

X2 —Xq

Definicao 4.Dados x,x + h€R, com h#0, o numero a=[f(x+h)— f(x)]/h

chama-se a taxa de crescimento da fungao f no intervalo de extremos x, x + h.

A taxa de crescimento de uma funcédo afim f(x) = ax + b, determina se a

mesma é crescente ou decrescente. Com efeito,

» Sea >0, entdo a fungéo é crescente. De fato: se x; < x,, entdo ax; < ax,
logo ax; + b < ax, + b, ou seja, f(x;) < f(xy);
» Sea <0, entdo a fungédo € decrescente. Pois, se x; < x,, entdo ax; > ax,

logo ax, + b > ax, + b, ou seja, f(x;) > f(x3).

Numa determinada situagao, saberemos se 0 modelo matematico € o de uma
fungdo afim quando o acréscimo f(x + h) — f(x) depender apenas de h, mas nao

de x.Em outras palavras, essa afirmagdo quer dizer que se uma sequéncia de
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valores atribuidos a x estdo igualmente espagados entdo o0 mesmo ocorre com 0s
valores respectivos de f(x). Os exemplos propostos abaixo tém o propédsito de fixar
o conceito de: “acréscimos sofridos por f(x) sdo proporcionais aos acréscimos

dados a x”.

Exemplo 4.A tabela abaixo relaciona o deslocamento d (em metros) de um movel

num instante t (em segundos).

Tabela 2 - Deslocamento d (em meros) de um moével num instante t (em segundos).

t (segundos) 0 1 2 3 4 5 6
d (metros) 10 15 20 25 30 35 40

Fonte: Autor(2014).

Notamos que, para cada acréscimo de 1 em t, ocorre acréscimo de 5 em d; para
cada acréscimo de 2 em t, ocorre acréscimo de 10 em d; enfim, para cada

acréscimo h em t, ocorre acréscimo 5h em d.

Exemplo 5. A tabela abaixo mostra alguns valores de x e os valores

correspondentes de y.

Tabela 3 - Valores parax e y.

x 0 1 2 3 4 5 7
y 1 -2 =5 -8 -11 -14 =20

Fonte: Autor(2014).

Observe que, para cada acréscimo de 1 em x, ocorre acréscimo de —3 em y; para
cada acréscimo de 2 em x, ocorre acréscimo de —6 em y; para cada acréscimo de 3
em x, ocorre acréscimo de —9 em y; enfim, para cada acréscimo h em x, ocorre

acréscimo —3h em y.
Proposicao 2.1.10 grafico de uma fungao afim € uma linha reta.
Demonstracgao:

Faremos a demonstracdo em duas partes: primeiro vamos mostrar como
calcular a distancia entre dois pontos e em seguida mostraremos que trés pontos

quaisquer do grafico de uma funcao afim séo colineares.
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Primeira parte:Dados os pontos P(x4,y;) € Q(x3,y,), obtemos de forma imediata a
distdncia entre eles pelo Teorema de Pitagoras. Para nossa demonstragéo
introduzimos um ponto auxiliar R(x,,y;) - Ver figura abaixo para facilitar a

compreensao.

Figura 1-Distancia entre dois pontos.

v

Fonte: Autor(2014).

Como P e R tém a mesma ordenada, o segmento PR € horizontal (paralelo ao
eixo 0X). Analogamente, QR € vertical (paralelo ao eixo 0Y). Portanto o segmento
PQ é a hipotenusa do tridngulo retdngulo PQR, cujos catetos medem |x, — x| €

|y, — y1| respectivamente. O Teorema de Pitagoras nos da entao:

[d(P,Q)]* = (x2 — x1)* + (2 — y1)%

Ou seja,

d(P,Q) = /(2 —x1)% + (y2 — y1)?.

Segunda parte: Dada a fungdo afim f:R — R, f(x) = ax + b, seu grafico € o

conjunto dos pontos (x,ax + b) € R?, onde x € R. Sejam os pontos
Pl = (xl, ax1 + b)'PZ = (xz, axz + b)eP3 = (xg, Clx3 + b)

trés pontos quaisquer desse grafico. Sem perda de generalidade, podemos admitir

que x; < x, < x3.Vamos agora calcular a distancia entre esses pontos.

d(Py, Py) = \/(xz —x1)? + [(ax; + b) — (ax; + b)]?

d(Py, Py) =/ (x2 — x1)? + (ax, — ax;)?
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d(Py, Py) =/ (x2 — x1)? + a?(xz — x1)?

d(Py, Py) =/ (x; — x,)? - (1 + a?)

d(Py, P;) = (x; — x1)\m
Analogamente, d(P,, P;) = (x3 — x,) V1 + a%e d(P;,P;) = (x3 — x;)V1 + a2,
Dai segue imediatamente que
d(Py, Py) + d(Py, P3) = (x3 — %1 + X3 — x)V1 + a2 = (x3 — x)V1 + a? = d(Py, Py).

Portanto, trés pontos quaisquer do grafico de uma func¢do afim sdo colineares.
Como o grafico possui pontos com qualquer abscissa, segue-se que o grafico € uma

reta ndo-vertical. i

Uma consequéncia imediata da Proposicao 2.1.1 € que a partir de dois pontos
quaisquer  P(x1,y1) € Q(x,,¥,), com x; < x,, existe uma unica fungdo afim cujo

grafico € a reta que passa por esses pontos.
De fato, considere o sistema de equacgdes a seguir nas variaveis a eb:

{axl +b=y;
ax, +b =y,

Resolvendo este sistema obtemos que a unica solugdo do mesmo é dada por

Y2—W X2Y1 — X1Y2
ag=—"—eh=—"7———"-
X2 —Xq X2 — X1
Portanto, definindo f(x) = ax + b segue que esta é a Unica fungdo afim cujo

grafico contém os pontos dados.
Proposicao 2.1.2. Toda reta n&o verticalr é o grafico de uma fungéo afim.

Demonstragao: Sejam P(x;,y,) € Q(x3,¥,), com x; # x, pontos pertencentes a uma
reta ndo verticalr. Ja vimos que dados dois pontos, existe uma unica fungao afim
cujo grafico contém esses dois pontos. Como o grafico desta fungao afim € uma reta

que contém os pontos dados, ela sé pode ser a reta r dada.

Do ponto de vista geométrico,0 nimero b é a ordenada do ponto onde a reta,
que é o grafico da fungdof: x — ax + b,intersecta o eixo OY. O numero a chama-se

a inclinagdo ou coeficiente angular dessa reta (em relagéo ao eixo horizontal 0X'). No
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entanto, ndo é apropriado chamar o numero a de coeficiente angular da fungéo f. O
nome mais adequado é taxa de variacdo. Por dois motivos, o primeiro € que na
maioria dos casos n&o temos nenhum &angulo no problema estudado. E o segundo
motivo é que embora considerando o grafico de f, o angulo que ele faz com o eixo
horizontal depende das unidades escolhidas para medir as grandezas x e f(x).
Basicamente temos: taxa de variagdo de uma fungao e coeficiente angular de uma

reta.

De acordo com a letra estrita da definicdo, a fim de conhecer uma funcéo

f:X - Y, deve-se ter uma regra que permita determinar o valor f(x) para todo x € X.

No caso particular de uma funcgéo afim f: R — R, como o grafico € uma linha
reta e como uma reta fica completamente determinada quando se conhecem dois de
seus pontos, basta conhecer os valores f(x;) e f(x;), que a fungdo assume em dois
nameros x; # x, escolhidos arbitrariamente, para que f fique inteiramente

determinada.

Na pratica, sabendo que f: R — R € uma fung¢do afim e que f(x;) =y, €
f(x,) = y, com x; # x,, estamos interessados em determinar os coeficientes a e b

de modo que se tenha f(x) = ax + b para todo x € X.
Isto se resume a resolver o sistema abaixo nas incégnitas a e b.

{ax1+b =y
ax, +b =y,.

Exemplo 6. A funcdo f é definida por f(x) = ax + b. Sabe-se que f(—1) =3 e

f(1) = 5. Determine a lei dessa funcao e construa o seu grafico.
Resolucgao:
Sabemos que f(x) =ax+ b, f(—1) =3 e f(1) = 5. Sendo assim temos:

{a-(—1)+b=3
a-1+b=5

Resolvendo o sistema temosa =1 e b = 4. Logo,

fx)=x+4
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Por outro lado, fazendo a representacao desses dois pontos no plano cartesiano e
tragando a reta que passa por eles, temos o seu grafico.

Figura 2 Grafico da funcao f(x) = x + 4.

Y

Fonte: Autor(2014).

A Funcao Afim encontra-se presente em varios ramos da ciéncia como, por
exemplo, na Medicina, na Geologia, nas Engenharias, na Musica, na Economia, na
Matematica Financeira, na Fisica etc., além disso, existem varias aplicagdes no

nosso dia-a-dia. Abaixo listamos algumas situagodes.

Na geometria, por exemplo, o perimetro de um circulo &€ proporcional ao
comprimento do seu raio e o perimetro de um poligono regular &€ proporcional ao

comprimento do seu lado.

Na fisica, diz-se que 0 movimento de um ponto € uniforme em relagdo a um
referencial S, quando nesse mesmo referencial o ponto se move com velocidade
constante. A fung&o horaria do movimento uniforme € uma fungdo afim em t. Dada
por: S=S,+vt, onde S € a posigdo do objeto, S, € a posigao inicial, v € a

velocidade do ponto diferente de zero e t é o tempo.
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2.1.2 Fungao Quadratica

Em geral, os livros didaticos apresentam a fungdo quadratica de maneira
bastante formalizada e sem muitas aplicagcbes. Pouca énfase é dada para a
representacdo de fendmenos que podem ser descritos por esta fungdo. Nesta
secao, apresentaremos além da definicdo de fungao quadratica, sua representagao
na forma candnica, que é muito util na hora de analisar os valores de maximo ou de
minimo que a fungdo assume, mostramos também sua representacdo grafica e

citamos algumas aplicagdes.

Definicdao 5. Uma fungao f: R — R chama-se quadratica quando existem numeros

reaisa, b,c com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.

O estudo das fungbes quadraticas tem sua origem na resolugado da equacgao
do segundo grau. Varios problemas interessantes recaem na consideragdo de

fungdes quadraticas.

Em textos cuneiformes, escritos pelos babilénios ha quase quatro mil anos,
encontramos, por exemplo,a questao de achar dois numeros conhecendo sua soma

s e seu produto p. Bom, se um desses numeros € x, o outro sera s — x, logo
x-(s—x)=p
Efetuando a multiplicagédo, temos:
sx —x? =p,ouseja, x2—sx+p=0.

Encontrar x (e em consequéncia s —x ) significa resolver a equagédo do
segundo grau x? — sx +p = 0, isto é, achar os valores de xpara os quais a fungéo
quadratica se anula. Esses valores sdao chamados os zeros da fungéo quadratica ou

as raizes da equacgao correspondente.

Observe que se x for uma raiz da equagdo x? —sx +p = 0 entdo s — x também

sera, pois:

(s—x)2—s(s—x)+p=s?—2sx+x?—s?+sx+p=x2—sx+p=0
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Portanto, as duas raizes dessa equacado sdo os numeros procurados.No entanto,
devemos ficar atentos porque, dados arbitrariamente os numeros s e p, nem sempre

irdo existir dois numeros cuja soma € s e o produto é p.
Exemplo 7. Nao existem dois numeros reais cuja soma seja 2 e cujo produto seja 5.

Resolugao: De fato, como o produto € um numero positivo isso quer dizer que os
nameros teriam o mesmo sinal. E como sua soma também €& um numero positivo
isso quer dizer que os dois numeros procurados sao positivos e ambos seriam

menores que 2. Logo seu produto seria menor do que 4, portanto diferente de 5.

Exemplo 8. Determine os valores de m, de modo que a fungdo f(x) = (m + 1)x? +

(2m + 3)x + (m — 1) tenha duas raizes reais e distintas.

Resolugao: Sabemos que a fungdo acima tera duas raizes reais e distintas quando
o discriminante da equagdo (m+ 1)x?+ (2m+3)x+ (m—1) for um ndmero
positivo. Sendo assim, basta resolver a equagdo (m+ 1)x?+ (2m+ 3)x +
(m—1) =0 e impor a condigcdo A> 0. Vale lembrar que nesta equacido temos:

a=m+1, b=2m+3ec=m-1.
Desenvolvendo nossa equagao, temos:
A=b?—4ac=02m+3)?-4-(m+1)-(m—-1)=12m+ 13
Assim, A= 12m + 13 > 0 implica 12m > —13,
ou seja, devemos ter
m > —13/12.

Um procedimento util para estudar a fungéo quadratica € o completamento do
quadrado. Em geral, dada a fungéo quadratica f (x) = ax? + bx + c, escrevemos:
b\* b2 b\*> 4ac — b?

) (32 2

b
f _ 2 — F—) —— 4= +—
() =a (x a x) c=a (x 2a 4a c=a\” 2a 4a

Esta maneira de escrever o trindmio f(x) = ax? + bx + ¢ € chamada de forma

candnica e tem algumas consequéncias.
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Em primeiro lugar, ela conduz imediatamente a formula que da as raizes da
equagdo ax?+bx+c=0. Com efeito, sendo a# 0, temos as seguintes

equivaléncias:

24bx+c=0 o ( +b)2+4ac_b2—0 1
ax xX+c= alx+—— V. (D
(:)( +b)2_b2—4ac )

x 2a) 4a? ©
- +b_+\/b2—4ac 3
X 2a 2a ®3)

—b +Vb?% — 4ac
o x = : 4)

A passagem da linha (2) para a linha (3) s6 tem sentido quando o discriminanteA=
b? — 4ac for maior do que ou igual a zero. Caso tenhamos A< 0, a equivaléncia entre
as linhas (1) e (2) significa que a equagao dada nao possui solugao real, pois o

quadrado de (x + b/2a) ndo pode ser negativo.

Da formula (4) resulta imediatamente que, se o discriminante A= b? — 4ac é

positivo, a equacéo ax? + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais e distintas

Com x; < x,, a soma s e produto p valem,respectivamente,—b/2a e c/a, pois:

—b+\/Z+—b—\/Z_ b

=Xt = 2a 2a a

e
_ _(—b+ VA\ [(—b—+A _c
p=X11Xz = 2a 2a T a
Quando A= 0, a equacao dada possui uma unica raiz, chamada raiz dupla,
igual a —b/2a.

Suponhamos a > 0. A forma candnica
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b)2+4ac—b2

f(x)=a(x+ﬂ 1

exibe a soma de duas parcelas. A primeira depende de x e € sempre maior do que
ou igual a zero. A segunda é constante. O menor valor dessa soma € atingindo

quando x + b/2a € igual a zero, ou seja, quando x = —b/2a.

Neste ponto, f(x) também assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0,

menor valor assumindo por f(x) = ax? + bx + ¢ é:

( b)_ ( b)2+b< b)+ _b2 b2+ _—b2+4ac_ A
f 2a - a 2a 2a C_4a 2a €= 4a T 4a

Se a < 0, ovalor f(—b/2a) é o maior dos numeros f(x), para qualquer x € R.

Quando a > 0, f(x) = ax? + bx + ¢ ndo assume valor maximo: é uma fungéo
ilimitada superiormente. Analogamente, quando a <0, f(x) ndao assume valor

minimo: é ilimitada inferiormente.

Exemplo 9. Mostre que se dois numeros positivos tém soma constante, seu produto

€ maximo quando eles sao iguais.

Resolugao: Sejam x e y os numeros em questado, com x + y = b, ondeb € um valor

constante. Logo,
y=b—x

Seja f o produto entre eles. Assim, f(x) = x- (b — x) = —x? + bxque é uma fungéo

quadratica de x com coeficiente a = —1 < 0, logo f(x) é maximo quando

e dai

Exemplo 10. Mostre que se o produto de dois numeros positivos é constante, sua

soma € minima quando eles sao iguais.



25

Resolugdo: Sejam x e y os numeros positivos tais que x-y =c. Os valores

possiveis para a soma s = x + y s&0 aqueles para os quais a equagao
x2—sx+c=0

possui raizes reais, ou seja, o discriminante

A=s?—4c>0
isto significa que
s?>4c
ou seja,
s> 24/c

como queremos que a soma seja a menor possivel, isto acontece quando s =

2v/c, que torna A= 0 e a equacdo x2 — sx + ¢ = 0 admite a raiz dupla

s
X ==

portanto,

€ 0S numeros x e y s&o iguais.

Exemplo 11. Jodo tem uma fabrica de sorvetes. Ele vende, em média, 300 caixas
de picolés por R$20,00. Entretanto, percebeu que, cada vez que diminuia R$1,00 no
preco da caixa, vendia40 caixas a mais. Quanto ele deveria cobrar pela caixa para

gue sua receita fosse maxima?

Resolugao:Observe que se ele diminuir x reais no prego da caixa, ele ira vender

(300 + 40x) caixas a (20 — x) reais cada. Arrecadando,
R(x) = (300 + 40x) - (20 — x) = —40x2 + 500x + 6000.

A receita é maxima para
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b —500
 2a  2(—40)

= 6,25

Portanto, devera ser cobrado R$13,75 em cada caixa para que a receita seja

maxima.

Definicao 6.0 grafico de uma fungdo quadratica f: R — R, dada por f(x) = ax? +
bx + c, com x € R é o subconjunto ¢ c R? formado pelos pontos (x,ax? + bx + ¢),
cuja abscissa € um numero real arbitrario x e cuja ordenada € o valor f(x) que a

funcdo assume no ponto x.

A parabola é uma curva plana muito utilizada no dia-a-dia, embora na maioria
das vezes as pessoas nado percebam que estdo se servindo dessa figura téo
importante.

Definigao 7.Dados um ponto F e uma reta d que ndo o contém, a parabola de focoF
e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente do pontoF e da

retad.

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eixo da
parabola. O ponto da parabola mais proximo da diretriz chama-se vértice dessa
parabola. Ele é o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o foco e a
intersecao do eixo com a diretriz.Portanto, o vértice € o ponto de maximo (a < 0) ou

de minimo (a > 0) da fungdo. E como ja mostramos acima, as coordenadas desse

~ b A
ponto sao (——, ——). Representaremos esse ponto por

2a 4a
b A
V= o) = (-5~ 3a)
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Figura 3 - Grafico da parabola para a > 0.

Fonte: Autor(2014).

Figura 4 - Grafico da parabola para a < 0.

Fonte: Autor(2014).

A parabola tem sua concavidade (abertura) voltada para cima quandoa > 0 e

a concavidade voltada para baixo quando a < 0.

O estudo da parabola é feito com mais detalhes em um curso de Geometria
Analitica.
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Exemplo 12. Uma bala de canhdo € atirada por um tanque de guerra (como mostra
a figura abaixo) e descreve uma trajetoria em forma de parabola de equagéao

y = —3x2 + 60x sendo x e y medidos em metros. Pergunta-se:

a) Qual é a altura maxima atingida pela bala?

b) Qual é o alcance do disparo?

Figura 5 - Trajetoria de bala de canhéo atirada por um tanque de guerra.

V4

O :
/ | 3

Fonte: Autor(2014).

Resolucgao:

a) Como a = -3 < 0, a parabola tem um ponto de maximo. A parabola tem um
ponto de maximo V cujas coordenadas sao:
—60 —3600

x,,=_—6=10ey,,= 17

Portanto a altura maxima atingida € de 300 metros.

b) A bala toca o solo quando y =0, ou seja, quando —3x%+60x =0 .
Resolvendo a equagao temos x = 0 e x = 20. No entanto, observe que x = 0

representa o ponto inicial do disparo, entdo, o alcance do disparo é de 20
metros.

A construgdo do grafico da fungdo f(x) = ax? + bx + ¢ usando apenas
tabelas é bastante imprecisa, pois na maioria das vezes atribuimos apenas valores
inteiros para a variavel x. Para construir o grafico ndo precisamos montar uma

tabela, precisamos apenas seguir o roteiro de observagao seguinte:
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» O valor do coeficiente a define a concavidade da parabola;

» Os zeros definem os pontos em que a parabola intercepta o eixo 0X;
» O vértice V(—%,—ﬁ) indica o ponto de minimo (se a > 0), ou maximo (se

a < 0);

» A reta que passa porV e € paralela ao eixo dos y € o eixo de simetria da
parabola;

> Parax =0, temosf(0) =a.0?+ b.0+ ¢ = ¢; entdo (0,c) € o ponto em que a

parabola corta o eixo OY .

Exemplo 13. Esboce o grafico das fungdes abaixo:

a) f(x) =x*+2x—8
b) g(x) = —x? + 4x

Resolucgao:
a) Vamos seguir o roteiro acima.

Note que na fungdo f(x) =x?+2x—8=0, temosa=1, b =2ec=—8. Sendo
a =1 > 0, a concavidade da parabola é voltada para cima. Fazendo f(x) = 0 temos
x% + 2x — 8 = 0, resolvendo essa equagio encontramos —4 e 2 como suas raizes.

A

4a) = (—1,-10). Como ¢ = —8 entdo (0,—8) é

O vértice é dado por V (—i, —
2a
0 ponto em que a parabola corta o eixo OY. Com essas informacgdes, temos o grafico
de f(x) abaixo.

Figura 6 - Grafico da fungéo f(x) = x* + 2x — 8.

Fonte: Autor(2014).
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b) Utilizando o mesmo roteiro, temos:

Na fungéo g(x) = —x2 + 4x, temosa = —1, b=4ec=0. Sendoa = -1 <0,
a concavidade da parabola é voltada para baixo. Fazendo f(x) = 0 temos —x? +
4x = 0, resolvendo essa equagao encontramos 0 € 4 como suas raizes.

A

O vértice é dado pelo ponto V (—%, '

) = (2,4). Como ¢ = 0 entédo (0,0) é o

ponto em que a parabola corta o eixo OY, ou seja, a parabola passa pela origem.

Com essas informagdes, temos o grafico de g(x) abaixo.

Figura 7 - Grafico da fungdo g(x) = —x? + 4x.

Fonte: Autor(2014).

Existem varias aplicagdes da fungcdo quadratica no nosso dia-a-dia, abaixo

listamos alguns exemplos.

A funcdo quadratica é o modelo que descreve o0 movimento uniformemente
variado. Neste tipo de movimento, que tem como um exemplo importante a queda
dos corpos no vacuo, sujeitos apenas a agao da gravidade, tem-se um ponto que se
desloca sobre um eixo. Sua posi¢cdo no instante t é dada pela abscissa f(t). O que

caracteriza o movimento uniformemente variado é o fato de f ser uma fungéo

quadratica: f(t) = %at2 + bt + c.

Nesta expressdo, a constante a chama-se a aceleragdo, b é a velocidade

inicial (no instante t = 0) e ¢ € a posi¢ao inicial do ponto.
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No caso da queda livre de um corpo, a aceleragdo a € a da gravidade,
normalmente indicada pela letra g. O movimento uniformemente variado pode
ocorrer também no plano. Um exemplo disso € o movimento de um projétil (uma
bala, uma bola, uma pedra, etc.) visando alcangar a maior distancia possivel, tanto
na horizontal como na vertical, langado por uma forga instantdnea e, a partir dai,
sujeito apenas a agao da gravidade, sendo desprezada a resisténcia do ar.Embora o
processo ocorra no espaco tridimensional, a trajetéria do projetil esta contida no
plano determinando pela reta vertical no ponto de partida e pela diregdo da

velocidade inicial.

A fungdo quadratica também estd presente na analise e controle de
processos. Na engenharia um reator € um equipamento utilizado para produzir
reagdes quimicas. Um exemplo muito pratico é a panela de pressao no sentido de
que propicia reagdes quimicas entre os alimentos nela contidos. Neste sentido, para
manter a temperatura de um reator constante, modela-se a situagdo com uma
funcdo quadratica(Equagdo da funcdo de Transferéncia) expressa da seguinte

forma:
10s°+7s+kc+1=0

Onde kc € uma constante do processo, obtida através da construgcao de

graficos experimentais.

A funcdo quadratica também esta presente nas antenas parabdlicas e nos
radares: quando um satélite artificial € colocado em uma érbita geoestacionaria, ele
emite um conjunto de ondas eletromagnéticas que poderdo ser captadas pela
antena parabdlica ou radar, uma vez que o feixe de raios atingira a antena que tem
formato parabdlico e entdo ocorrera a reflexdo desses raios exatamente para um

unico lugar denominado foco da parabola.
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2.2 Sistemas Lineares

Nesta secdo mostraremos um dos métodos mais eficientes para resolugao de
um sistema linear, chamado de escalonamento. Os sistemas lineares aparecem em
aplicagcbes em diversas areas como Administracdo, Economia, Sociologia, Medicina,

Ecologia, Demografia, Genética, Eletrbnica, Engenharia, Fisica,dentre outras.

Definicdao 8.Chama-se equacédo linear nas incognitas x,, x,, x3, ..., x,, toda equagao

que pode ser apresentada sob a forma
a x1 + azx, + azxz + -+ apx, = b,

ondeay, a,, as, ..., a, S0 constantes reais chamadas de coeficientes da equacéo e b
€ uma constante real chamada de termo independente da equagao. Quando o termo

independente ¢é igual a zero, a equacao é dita homogénea.
Definicao 9.Chama-se solu¢do da equacgao linear
a X1+ axx, +azxz + -+ ayx, =b

toda énupla (sequéncia ordenada de n elementos) de numeros (a4, ay, as, ..., a,) tal
que a sentenca a,a; + a,a, + azas + -+ + a,a, = bseja verdadeira. Caso ndo exista

tal énupla, dizemos que a equacao € impossivel.
Exemplo 14.

a) Uma solucdo da equagao linear 5x + 3y = 22 é o par ordenado (2,4), pois a
sentenga 5-2+4+3-4 =22 é verdadeira. Observe que para cada valor
atribuido a x, obtemos um valor para y tal que o par (x,y) € solugdo da
equacgao. Assim, percebemos que a equagao admite infinitas solugdes.

b) A equagdo Ox + 0y = 7 é impossivel, isto €, ndo possui solugao.

Definicdo 10.Um conjunto de equagbes lineares simultdneas, nas mesmas

incdgnitas € chamado de sistema linear.

Definicao 11.Chama-se solugcdode um sistema linear toda solu¢cdo comum a todas
as equacoes do sistema.
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Definicdao 12.Um sistema linear se diz indeterminado, impossivel ou determinado
quando admite mais de uma solugcdo, nenhuma solugdo ou uma unica solucgao,

respectivamente.

Resolver um sistema linear significa obter o conjunto cujos elementos sao

todas as solugdes do sistema.

Existem varios métodos para a resolugao de um sistema linear, entre eles o
mais simples e eficiente € o do escalonamento, a solugéo deste tipo de problema foi
sistematizada pelo alemao Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), tornando-se
conhecido também como eliminagdo gaussiana. Este método é elementar,

consagrado por seu uso secular e, ao mesmo tempo, atual.

Definicao 13.Um sistema linear é dito escalonado quando sao satisfeitas todas as

condicdes abaixo:

» Todas as equagdes apresentam as incognitas numa mesma ordem;

» Em cada equacéo existe pelo menos um coeficiente, de alguma incognita,
nao nulo;

» Existe uma ordem para as equacgdes tal que o numero de coeficientes
nulos que precedem o primeiro n&o nulo de cada equagao aumenta de uma

equacao para outra.
Exemplo 15.

a) Veja abaixo um exemplo de sistema linear escalonado.

Ox+y+4z=2

{2x+4y+6z=4
Ox+0y+3z=3

dx —3y+z=2
b) O sistema { Ox —7y+9z=1 nédo é escalonado, pois o numero de
Ox + 5y + 6z = -3

coeficientes nulos que precedem o primeiro ndo-nulo de cada equacédo nao

aumenta da segunda para a terceira equacgao.
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6x+y+3z=6
c) O Sistema {0x +4y —3z=1 ndo é escalonado, pois a ultima equacdo
Ox+0y+0z=>5

apresenta todos os coeficientes nulos.

Um sistema escalonado pode ser facilmente resolvido de baixo para cima,
obtendo-se primeiro o valor da ultima incognita, substituindo-a por esse valor na

equacao anterior, e assim por diante.

Para resolver um sistema, o modificamos gradativamente, por meio de uma
sequéncia de transformacgdes elementares, a fim de se obter um sistema mais
simples de resolver, onde por transformagao elementar de um sistema entendemos

uma das seguintes transformacoes:

» Permutar duas ou mais equacodes do sistema;

» Permutar uma equagdo dada por um de seus multiplos (isto €, a equagao
obtida multiplicando ambos os membros da equagéao dada por um numero
real nao nulo);

» Permutar uma equagao pela soma membro a membro da prépria equagao

com um multiplo de outra.

Dois sistemas de equacobes lineares sao sistemas equivalentes, se pudermos
obter um sistema do outro a partir de uma sequéncia finita de transformagdes
elementares. Esta relagdo entre sistemas € uma relagao de equivaléncia, pois basta
multiplicar uma das equacgdes do sistema por um; é transitiva, pois basta emendar
uma sequéncia de transformacbes elementares com outra; e € simétrica, pois

podemos desfazer uma transformacéo elementar com outra.

Assim, é imediato verificar que sistemas de equacgdes lineares equivalentes

possuem o mesmo conjunto solugao.

Exemplo 16. Escalonar, classificar e determinar o conjunto solu¢géo de cada um dos
sistemas abaixo:
2x+3y+z=2

a){ x+ty+2z=1
4x+5y+5z=6
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Resolugao: O escalonamento fica facilitado quando o coeficiente de x da primeira
equacao € igual a 1. Como isso ndo acontece nesse sistema, mas o coeficiente de x
na segunda equacgéao é 1, podemos permutar as duas primeiras equacgdes, obtendo

um novo sistema, equivalente ao original, isto é:

2x+3y+z=2

{x+y+22=1
4x+5y+5z=6

Multiplicamos a primeira equagao por —2 e por —4 sucessivamente e a
somamos a segunda e a terceira respectivamente. Estas operagbes conduzem ao

sistema

Ox+y—-3z=0

{x+y+2221
Ox+y—3z=2

Em seguida, multiplicamos a segunda equag¢do por —1 e a somamos a

terceira, obtendo o sistema:

Ox+y—-3z=0

{x+y+2221
Ox+0y+0z=2

Note que ndo conseguimos um sistema escalonado, pois os coeficientes da
ultima equacgao sao todos nulos; no entanto, a tentativa do escalonamento nos
mostrou que o sistema € impossivel, pois observe que a ultima equagdo nao é
satisfeita para nenhum terno (x, y, z). Portanto, o sistema é impossivel e a solugao &
0 conjunto vazio.

x—y+z=4
b) §3x+2y+z=0
5 +5y+z=-4
Resolugao:Multiplicamos a primeira equagao por —3 € a somamos a segunda.
Depois, multiplicamos a primeira por —5 e a somamos a terceira. Estas operagdes
conduzem ao sistema:
x—y+z=4%

Ox + 5y —2z=-12
Ox + 10y — 4z = —24
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Em seguida, multiplicamos a segunda equagado por —2 e a somamos a

terceira, obtendo o sistema:

Ox + 5y —2z=-12

{ x—y+z=4
Ox+0y+0z=0

A ultima equacéo pode ser abandonada, pois ela € satisfeita para quaisquer
valores das incognitas x, ye z. Temos, portanto,

{ x—y+z=4
Ox + 5y — 2z =12

Da ultima equacao obtemos

Substituindo esse valor na primeira equagao, obtemos

8—3z
5 )

X =

Vemos, entdo, que as solugdes do sistema proposto s&o os pontos

(8 —3z 2z—-12 )
5 ) 5 ’Z
Onde z pode ser escolhido livremente. Sendo assim, o sistema €& possivel e
indeterminado.
x+2y+z=9
c) 2x+y—z=3
3x—y—2z=—4
Resolugao:Multiplicamos a primeira equagao por —2 esomamos a segunda. Depois,
multiplicamos a primeira equagao por —3 e a somamos a terceira. Estas operagdes
conduzem ao sistema:
x+2y+z=9

Ox —3y—3z=-15
Ox —7y —5z=-31



37

Em seguida, vamos multiplicar a segunda equagao por —1/3e permutar essa

equacao pela anterior, obtendo o sistema

Ox+y+z=5

{ x+2y+z=9
Ox —7y —5z=-31

Em seguida, multiplicamos a segunda equagao por 7 e a somamos a terceira,

obtendo o sistema:

Ox+y+z=5

{x+2y+z=9
Ox+0y+2z=4

Da terceira equacdo temos imediatamente z = 2, substituindo o valor de z na
segunda equacgao encontramos y = 3 e substituindo os valores encontrados de y e z
na primeira equacao, encontramos o valor de x = 1. Portanto o sistema é possivel e

determinado e seu conjunto solugéo € (1,3, 2).
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3 FUNGOES POLINOMIAIS

De um ponto de vista mais algébrico, fungdes polinomiais reais podem ser
encaradas como polinbmios de coeficientes reais, conforme veremos a partir desse
capitulo. E uma quebra um tanto quanto como estranha que acontece na maioria
dos livros didaticos, pois quando se esta trabalhando na1? série do Ensino Médio se
fala em funcdo afim, depois fungdo quadraticae de repente ndo se fala mais
nada.Dai s6 na terceira série do ensino médiose fala em polinbmio,sé que de um
ponto de vista mais algébrico ou como fung¢des definidas no conjunto dos numeros
complexos. O problema é que o foco do conteudo sofre alteragdes didaticas. Dai se
perde uma oportunidade de fazer uma continuagao natural daquilo que foi feito com

as fungdes afinse quadraticas.

Seria interessante que os curriculos fossem revistos e os livros didaticos

pudessem rever esse “abandono” das fung¢des polinomiais.

O trabalho exploratorio com fungdes polinomiais de graus superiores hoje em
dia com os recursos tecnoldgicos que temos, € extremamente bem vindo. Isso
porque € uma situacdo onde ndés podemos mostrar para os alunos programas para
fazer graficos, contas, especialmente asplanilhas eletrénicas e, consequentemente,

pode contribuir para um melhor processo de aprendizagem.

Em nosso trabalho estamos explorando apenas no conjunto dos numeros
reais, embora a maioria dos livros didaticos adote o conjunto dos numeros
complexos. Talvez esse seja o motivo que fagca com que este conteudo nao seja

visto na primeira série do ensino médio.

3.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Definicdo 14. Diz-se que p: R — R & uma fungdo polinomial quando existem

numeros ay, a4, a,, ..., a, tais que, para todo x € R, tem-se

p(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ ayx® + a;x + ag.
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Se a,, # 0, dizemos que p tem graun.
A soma e o produto de fungdes polinomiais sdo ainda fungdes polinomiais.
Um exemplo interessante de produto é
x—a)x" T +ax 2+ -+ a"2x+a® 1) =x"—a™
Dizemos entédo que x™ — a™ é divisivel por x — a.
Seja p a fungdo polinomial p(x) = a,x™ + ap_1x™ 1 + -+ + ayx? + a;x + ay.

Para qualquer « real, temos: p(a) = a,a™ + a,_a™ 1t + - + aya? + aya + a,.
p

Logo,
p(x) —p(a) = an(x™ —a™) + ap-, (x" "t —a™ ) + -+ a,(x — a).

Observe que cada parcela do segundo membro é divisivel por x — a. Sendo

assim, podemos escrever, para todo x € R:
p(x) —p(a) = (x — a).q(x),
ondeq é uma fungéo polinomial. E Se p tem grau n, g tem grau n — 1.

Proposi¢ao3.1.1Um polindmio p é divisivel por x — a se, e somente se, «a for raiz de

p-
Demonstragao: Ha duas implicagbes a provar:

12) Suponha que p é divisivel por x — a. Sendo assim, p(a) = 0. Ou seja, a € raiz de

D.

2%) Suponha que a € uma raiz de p, isto é, p(a) = 0, entao
p(x) = (x — a).q(x)

para todo x € R. O que mostra que p é divisivel por x — a.

A proposicao (3.1.1)é conhecida comoteorema de D Alembert(Jean Le Rond
d’Alembert, 1717 — 1783, matematico francés).

Proposicao3.1.2.Uma fungado polinomial de grau n se anula em no maximon pontos.
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Demonstragao:De fato, vimos na proposi¢cao 3.1.1.que se a; € raiz de p, entdo

existe um polindbmio g, de grau n — 1 tal que

p(x) = (x — ay).q,(x).

Por outro lado, se conseguirmos encontrar um numero real a, tal que a, seja raiz de

p podemos escrever
p(x) = (x —ay). (x — ay).qy(x),
onde o polinbmio g, tem grau n — 2.

Continuando esse processo onde a4, @5, ..., a; Sao raizes de p, temos que para todo

x € Rvale

p(x) = (x — ). (x — az) ... (x —ay) . qx(x),

ondeq; (x) € um polinbmio de grau n — k. O que mostra o resultado, pois na melhor
das hipdteses, quando terminar esse processo, teremos g, (x) igual a uma

constante.

Definigao 15. Uma funcao polinomial p chama-se identicamente nula quando se tem

p(x) = 0 para todo x € R.

Neste caso, p tem uma infinidade de raizes. Na verdade, todo numero real é
raiz de p. Entdo nenhum numero natural n é grau de p, pois se ele tivesse grau, teria

no maximo n pontos que o anulariam.
Isto significa que na expressao
p(x) = apx™ + -+ a;x + ay,
todos os coeficientes a, ay, a,, ..., a, S0 iguais a zero.
Concluimos entao que a unica fungao polinomial identicamente nula € do tipo
0x™ + 0x™ "t + -+ 0x + 0.

Sendo assim, a fungdo polinomial identicamente nula ndo tem grau, pois

nenhum de seus coeficientes é diferente de zero.
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Dadas as fungdes polinomiais p e q, completando com zeros quando

necessario os coeficientes que faltam, podemos escrevé-las sob as formas
p(x) = apx™ + -+ a;x + apeq(x) = bpyx™ + -+ + byx + by

sem que isto signifique que ambas tém grau n, pois ndo estamos dizendo que

a, # 0 nem que b, # 0.

Suponhamos que p(x) = q(x) para todo x € R, ou seja, p € q sejam fungdes

iguais. Entdo a diferenga
d=p—q
€ a funcgao identicamente nula, pois d(x) = p(x) — q(x) para todo x € R.
Mas, para todo x € R, tem-se:
d(x) = (an — bp)x™ + (@n_1 — bp_1)x™ " ...+ (ag — by)x + (ag — by)
Pelo que vimos sobre fungdes polinomiais identicamente nulas, segue-se que
a,—b,=0,a,.1—by,_1=0,...,a;, —b; =0eay — b, =0,
ou seja,
a, =b,, ay_1 =b,_1,...,a1 = b; € ay = by.

Portanto, as fungdes polinomiais p € ¢ assumem o mesmo valor p(x) = q(x)

para todo x € R se, e somente se, tém os mesmos coeficientes.

Existe uma diferencga sutil entre o conceito de fungao polinomial e o conceito

de polinbmio, que sera apresentada abaixo.
Um polinbmio é uma expressao formal do tipo
p(X) = a, X" + -+ a,X? + a, X + a,,

onde(ay, a4,a,, ...,a,) € uma lista ordenada de numeros reais e X é um simbolo

chamado uma indeterminada, sendo X' uma abreviatura para X . X ... X (i fatores).

Em esséncia, o polinbmio p(X) € o mesmo que a lista ordenada de seus

coeficientes. Ao escrever da maneira acima, estamos deixando explicita a intengao
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de somar e multiplicar polinbmios como se fossem fungdes polinomiais, usando a

regra
XX =X,
Por definicdo, os polinbmios
p(x) =apx™ + -+ a;x + apgeq(x) = bpyx™ + -+ byx + by,
sdo iguais (ou idénticos) quando a,, = b, a,_1 = by_4,...,a; = by € ay = by.

A cada polindbmiop(X) = a,X™ + -+ a,X* + a, X + a,faz-se corresponder a
fungdo polinomial p: R - R, definida por p(X) = a,X™ + -+ a; X + a, ,para todo
x € R.

Esta correspondéncia (polinébmio) — (fun¢do polinomial) é sobrejetiva, pela
propria definicdo destas funcdes. A discussdo que fizemos acima sobre os
coeficientes de fungdes polinomiais iguais significa que a polinbmios distintos
correspondem fungdes polinomiais distintas. Logo, trata-se de uma correspondéncia

biunivoca.

Por esse motivo, ndo ha necessidade de fazer distingao entre o polinémio p e
a funcao polinomial p. Ambos serdo representados pelo mesmo simbolo p e seréao

chamados indiferentemente de polindbmio ou de fungao polinomial.

Além disso, diremos “a funcado p(x)” sempre que nao houver perigo de

confundir com numero real que € o valor por ela assumido num certo ponto x.

Os polinbmios tém relevancia para quase todas as ciéncias. Astrofisicos, por
exemplo, usam os polinbmios para calcular a velocidade e a distancia de outro
objeto no espago de uma estrela. Os polinbmios s&o importantes para determinar a
pressao em aplicagdes da dinamica dos fluidos. Os quimicos usam polinbmios para
determinar a composi¢cdo de determinados compostos e moléculas. Férmulas
estatisticas usam polinbmios para verificar valores futuros de nascimento dos

animais e as taxas de mortalidade, fluxo monetario e crescimento da populagao.
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3.2 Graficos e Raizes de Polindmios

Ja vimos que o grafico de toda funcao afim € uma reta e que o gréafico de
qualquer fungdo quadratica é uma parabola. No entanto, os graficos de fungdes
polinomiais de grau superior ao terceiro ndo séo tao estruturados e tao “bonitinhos”

como acontece com as fungdes afim e quadratica.

Vamos tentar descobrir nesta segao algumas caracteristicas gerais comuns a

todas as fungdes polinomiais. Vejamos algumas delas.
Seja
p(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx? + a;x + ay, coma,, # 0.

Se n é par entdo, para |x| suficientemente grande,p(x) tem o mesmo sinal de
a,. Este sinal é, portanto, o mesmo, ndo importando se x < 0 ou x > 0, desde que
|x| seja suficientemente grande.

Sendo assim, polinbmios de grau par tendem ao mesmo limite a medida que
o valor de x aumenta em valor absoluto. Por isso, as "extremidades" do grafico de
um polinbmio de grau par sao voltadas para um mesmo lado: ambas para cima ou
ambas para baixo, dependendo do sinal dea,,. Em outras palavras, estes polinbmios
se comportam, no infinito, como uma parabola.

Se n é impar, p(x) tem o mesmo sinal de a, para valores positivos muito

grandes de x e tem o sinal oposto de a,, para valores negativos muito grandes de a,,.

Sendo assim, polinbmios de grau impar crescem sem limite a medida que os
valores de x crescem e decrescem sem limite a medida que os valores de x
diminuem, ou vice versa, dependendo do sinal de a,,. Em outras palavras, estes

polindmios se comportam no infinito como uma reta.

Em ambos os casos, ou seja, n par ou n impar, quando |x| cresce
ilimitadamente, |p(x)| também cresce ilimitadamente.

Para fazer a construgéo do grafico facilita muito e € altamente indicado que se
faca uso da tecnologia para explorar o comportamento das fungdes. Existem muitos
programas capazes de fazer graficos e alguns deles sao gratuitos e tém versao em

portugués como € o caso, por exemplo, do Winplot e do GeoGebra.
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A construcao dos graficos de fungdes polinomiais de grau maior ou igual a 3
requer conceitos de calculo, como derivada de uma fung¢ao, que nao esta incluido
neste trabalho. No entanto, € importante que o professor analise com a turma o

grafico de uma fungao utilizando o recurso computacional.

Uma das principais razdes pelas quais estamos interessados em estudar o

grafico de uma fungao € a localizagao (pelo menos aproximada) de suas raizes.

E claro que, por motivo da continuidade, se p(x;) <0 e p(x;) > 0 entdo
p deve possuir uma raiz entre x,e x,. Esse fato ja assegura que todo polinébmio de

grau impar possui pelo menos uma raiz real.

Podemos também fazer uso da tecnologia para encontrar as raizes (pelo

menos aproximada) de uma fungdo. Nesse caso usariamos, por exemplo, o Excel.

O problema de calcular as raizes de uma equagao sempre foi objeto de
estudo da matematica ao longo dos séculos. Ja eram conhecidos, na antiga
Babilonia, procedimentos para o calculo do que hoje denominamos raizes exatas de
uma equacgado geral do segundo grau. No século XVI, matematicos italianos
descobriram férmulas para o calculo de solugdes exatas de equagdes polinomiais do
terceiro e do quarto grau em fungdo dos coeficientes. Essas formulas sdo muito
complicadas para serem de uso computacional e por isso s&o raramente usadas nos
dias de hoje (PITOMBEIRA; ROQUE, 2013).

Existem métodos atualmente para determinar uma raiz do polinbmio p
localizada no intervalo [a, b], quando se sabe que p(a) e p(b) tém sinais opostos
nao se baseiam em foérmulas fechadas, como as que foram obtidas para as
equacgdes de grau menor do que ou igual a 4. Em vez disso, esses métodos se
baseiam em algoritmos aproximativos, os quais instruem, passo a passo, como

proceder para obter uma sequéncia de numeros
X1, X2, ey Xppy oen
tais que os valores

p(x1), p(x2), ..., (X)), ...

estejam cada vez mais proximos de zero.
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Um dos algoritmos muito eficiente para obter uma aproximagédo da raiz de
uma equagao p(x) = 0 é o Método de Newton. Também conhecido como método

das tangentes.

Para construir o algoritmo, Newton basicamente fez o seguinte:ele localizava
por algum processo uma aproximagao da raiz. Dai ele substituia a curva, pela
tangente e via onde essa tangente a curva, cortava o eixo. Assim, ele encontrava
uma nova aproximagao da raiz. Repetindo o processo, s6 que agora, partindo dessa
nova aproximagao ele obtinha em geral aproximagdes cada vez melhores para a raiz

(Ver figura abaixo para facilitar a compreenséo).

Figura 8 - Método de Newton
A

pxn) | _

v

i/

Fonte: Autor, (2014).

Observando o triangulo retangulo formado e usando a tangente do angulo
formado entre o eixo horizontal e a reta tangente, a relagdo que existe entre x,, e

Xn4+1 € @ seguinte:

p(xn) )
— = —=p'(x)
Xn Xn+1
Organizando os termos temos:

oy PG
T G’

ondep’(x) representa a derivada do polinébmio
p(x) = apx™ + ap_ x™ 1+ -+ ayx? + ayx + ay,

a qual é, por definicao,
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p'(x) =na,x" 1+ (n— a1 x"2 + -+ 2a,x + a,.

Segundo este método, se x; € um valor proximo de uma raiz, a sequéncia

X1, X3, ..., Xp, ... d€ NUMeros reais obtidos pela férmula iterativa

_ p(xn)
p' (xn)

Xn+1 = Xn

tem como limite uma raiz de p. Os termos x, desta sequéncia se aproximam

bastante rapidamente do limite.

Exemplo17:Usar o método de Newton para encontrar uma raiz do polinémio

p(x) =0onde p(x) = x> +x — 1.
Resolugio: Sendo p(x) = x°> + x — 1, entdo

p'(x) =5x* + 1.
Dai temos

_ p(xp)
p' (xn)

Xn+1 = Xn

X0 +x, — 1

Xn+1 = Xn —
n " Sxp*+ 1

4x,° + 1

Xpp1 = ———.
LTt 1

Nao é dificil perceber que ha uma raiz entre 0 e 1 pois, p(0) = -1 e p(1) = 1. Para
achar essa raiz, vamos escolher um numero entre 0 e 1. Por exemplo, podemos

escolher x, = 0,5 como ponto de partida. Dai obtemos, sucessivamente

_4-(055+1 1,125

_ = = 0,857
T505%+ 1 1,3125
_4(0857)°+1 2849
2T 570857) + 1 3,697
4-(0,770)° +1 2,082
X5 = - = 0,755

~5-(0,770)*+1 2,757
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Com paciéncia e uma calculadora, poderiamos prosseguir, mas nao ha
necessidade, 0,755 € uma excelente aproximagdo para a raiz procurada, pois
p(0,755) € menor do que 1 milésimo. Uma aproximagdo melhor para a raiz
procurada seria 0,754877666 tdo proxima do valor que obtivemos que nao

compensa o esfor¢go de prosseguir o calculo.

Um caso particular do método de Newton ja era conhecido pelos babilénios,
que calculavam a raiz quadrada de um numero positivo a (ou seja, uma raiz da
equacgdo x? —a =0) tomando um valor inicial x; e, a partir dele, construir as
aproximacoes xi, x,, ..., X, ... de vVa pela férmula iterativa

1 a
s =3 (1)
n

De fato, usando o método de Newton para encontrar uma raiz do polinémio p(x) = 0

ondep(x) = x? —a. Temos:

p'(x) =2x
Dai temos:
v =y PO
n+1 n p,(xn)
X2 —a
Xn+1 = Xpn — W

2%, —x2 ta

xn+1 = zx

n
X =xn2+a=1(x +i>
n+1 zxn 2 n xn "

Uma das primeiras aplicagdes mais importantes do método de Newton foi
usado para resolver a chamada equacdo de Kepler, equacdo muito conhecida em
astronomia, que serve para determinar a posicdo de um planeta em sua Orbita
eliptica. Foi nesta que se aplicou pela primeira vez o método de Newton, como um
lema geométrico. Outro exemplo de aplicagdo foi no estudo do langamento de um

projétil, para calcular o alcance de um disparo. (LIMA,et al, 2006).
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3.3 Determinando um polinémio a partir de seus valores

Um polinbmio de grau n é dado quando se conhecem seus n + 1 coeficientes.
Para determinar n + 1 numeros é necessario (e muitas vezes suficientes) tern + 1

informacoes.

Proposi¢cao 3.3.1 Dados n + 1 numeros reais distintos xy, x4, x5, ..., x, € fixados
arbitrariamente os valores y,, y1, Vs, ..., Yn, €Xiste um, e somente um, polinébmio p, de

grau menor do que ou igual a n, tal que

p(x0) = y0,p(x1) = y1,p(x2) = Y2, ..., (X)) = Y.

Demonstragao: Vamos supor que existem dois polindmios p; (x) e p, (x)
satisfazendo as condi¢gdes acima. Como os dois polinbmios tém grau menor do que
ou igual a n, entédo a diferenga p,(x) — p, (x) ndo pode ter grau maior do que n. S6
que essa diferenga se anula nos pontos x, x4, X3, ..., X, l0go temos um polinémio que
nao tem grau maior do que n se anulando em n + 1 pontos. O que significa que

p1(x) — p, (x) é o polinémio identicamente nulo, sendo assim,

p1(x) = po(x),
ou seja, esses dois polindbmios sdo o mesmo. Mostrando assim a unicidade.

Para mostrar a existéncia, vamos exibir explicitamente um polinémio de grau
menor do que ou igual a n que assume nosn + 1 pontos distintos x,, x4, X3, ..., X, 0S

valores arbitrados yg, 1, V2, o) V-

Essa ideia € do matematico italiano Lagrange(Joseph Louis Lagrange 1736 —
1813) que consiste na seguinte situagao: Escrever um polinbmio como uma soma de
varios outros, de modo que no primeiro, quando x = x, 0 polindmio vale y, € em
todos os outros quando x = x, o polindbmio vale zero. Entdo quando somar todos os
polinbmios parciais, para x = x, teremos p(x,) = y,. Por outro lado, queremos um

polinbmio que para x = x;, p(x;) sejaigual a y;.

Dai Lagrange faz com que o segundo polinémio parcial valha y; e os demais
quando x = x; valham zero. Assim, quando somar todos os polindmios parciais, para

x = x, teremos p(x;) = y;.
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Do mesmo modo, o terceiro polinbmio parcial para x = x, valera y, e para os
demais valera zero. Entdo quando somarmos todos os polindmios parciais, para

x = x, teremos p(x,) =y,. E assim por diante. Escrevendo nossos polindmios,

teremos:
) = (x —x1) (x — x3) . (x — xp) (x — x0) (x — x2) ... (x — xp) N
pRY = Yo (x0 — x1) (X0 — x2) .. (xg — xp) ! (1 — x0) (X1 — x2) «.. (%1 — Xp)
v GG ) o) G =) () (= )
Y2 (2 — x0) (%2 — 1) . (X2 — Xxp) In (X — x0) (X — x1) o (X — Xp—1)’
Resumindo:

n

p(x) = Zyz-ﬂ (;__z';)

k+i

Podemos perceber de imediato que o polinbmio p(x) ai definido cumpre as

condigbes p(xp) = ¥, p(x1) = y1,p(x2) = ¥, ..., P(Xp) = Y.

Esse polindmio tem grau menor do que ou igual a n. Podendo ser qualquer numero
inteiro entre zero e n. Esta € a formula de interpolagdo de Lagrange. Que iremos
revé-la no préximo capitulo com mais detalhes assim como iremos aprender o que é

interpolagao.
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4  INTERPOLAGCAO

Quase sempre usamos tabelas para listar valores obtidos por meio de
observagéo ou de algum outro processo experimental. No entanto, tabelas ndo nos
permitem obter outros valores para o fendmeno observado, além daqueles que
fazem parte da mesma ja contida a priori na tabela. Ao contrario, quando uma
funcdo é expressa por meio de uma expressao matematica € muito facil obter varias
informacbes sobre o fendmeno representado pela funcdo mesmo que estas
informagdes nao aparegam de forma explicita na equagdo. Assim, um problema
muito importante e com o qual nos deparamos muitas vezes € como de obter uma
expressao matematica que represente o fendbmeno que estamos estudando quando
os dados, obtidos experimentalmente, sdo listados em uma tabela. Em outras

palavras: como passar da tabela para uma equacéo matematica?

Na maioria dos casos, esse problema é muito complexo para ser resolvido de
forma exata e, por isso, 0 que procuramos encontrar € uma aproximagao para o
problema. O processo pelo qual associamos a uma tabela uma expressao
matematica que a represente, pelo menos de forma aproximada, € a grosso
modochamado de interpolagdo. Numa interpolagdo, a funcdo obtida deve
representar de forma exata os valores que aparecem na tabela, mas fornecerao
apenas uma estimativa para os valores que ndo aparecem na tabela. O que

esperamos € que esta estimativa seja aceitavel.

Uma vez que entendemos que a partir de uma tabela, em geral, nd&o vamos
conseguir obter uma fungdo que modele o fendmeno de maneira exata, mas
somente uma de forma aproximada, surge outro problema: como escolher o tipo de
funcdo que aproxima o fenbmeno? Em outras palavras: que tipo de interpolacao
devemos fazer? Note que o fato da aproximacgao ser razoavel ou ndo para modelar o
fendmeno estudado dependera da resposta a esta pergunta. Por outro lado, a pista
para esta resposta deve estar contida na tabela. Os pontos listados na tabela podem
mostrar uma tendéncia que devemos respeitar se desejamos que a fungdo de

interpolacao represente de forma razoavel o fendbmeno estudado.
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Outra aplicagado da interpolacdo € aaproximagao de fungbes mais simples.
Suponha que tenhamos uma fungédo, mas que seja muito complicada para avaliar de
forma eficiente. Podemos entdo, escolher alguns dados pontuais da fungéo
complicada e tentar interpolar estes dados para construir uma fungdo mais simples.
No entanto, quando utilizamos a fungdo mais simples para calcular novos dados,
normalmente, ndo se obtém o mesmo resultado da fungao original, mas dependendo
do dominio do problema e do método de interpolagdo utilizado, o ganho de
simplicidade pode compensar o erro.Essa necessidade de usar uma funcdo de
aproximagao surge em varias situagdes como, por exemplo, quando sé sabemos o0s
valores numéricos em alguns pontos do dominioda fungédo e precisamos calcular o
valor da fungdo num ponto intermediario ou quando a fungao tem uma expressao tal
que operagdbes como a diferenciacdo ou integragdo sao dificeis ou mesmo

impossiveis de serem realizadas.

Matematicamente falando, um conceito para interpolacédo é considerar n + 1

pontos distintos: xy, x4, ..., x,, chamados nés da interpolagao, e os valores de f(x)

nesses pontos: f(xg), f(x1), ..., f (x).

O objetivo € encontrar uma fungéo interpolanteg(x), tal que:

g(xo) = f(x0)
g(xy) = f(x1)
90e) = fx)

9(en) = £(xa)

Graficamente teremos algo como:
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Figura 9 - Grafico de polindmio e fungao interpolante.

F f()()

(Xs, f(xs))

(% (X)) a3

(xa flxg)) §

%o X4 Xo xa X4 X5 X

Fonte: RUGGIERO, M. A.G, (1996).

Observe que, apesar das fungdes f(x) e g(x) gerarem curvas diferentes, os

nds s&o iguais.

Segundo RALSTON e RABINOWITZ (2001):A interpolagao repousa no centro
da analise numérica classica. Ha duas razdes principais para isto: a primeira é que
em calculos manuais ha sempre a necessidade de encontrar-se o valor de uma
funcdo em uma tabela. No caso de se precisar de valores da fungdo em pontos nao
tabelados, € necessario interpolar. Entretanto, as tabelas altamente determinadas
com pequenos incrementos do argumento que sao comuns atualmente sao,
comparativamente, de origem recente. Por isto, a analise numérica classica
desenvolveu um grupo de métodos altamente sofisticados para interpolagéo.
Atualmente, com computadores digitais, obtém-se diretamente os valores das
fungcdes sem a necessidade de interpolar valores de uma tabela. Entdo, na maioria
das vezes, a necessidade de interpolar surge de situagdes experimentais, onde se
conhece uma tabela de pontos, obtidos através de observagcdes ou experimentos, e
deseja-se obter uma expressédo analitica de uma dada curva y(x) que melhor se

adapte a este conjunto de pontos.

As funcdes que substituem as fungdes dadas podem ser de tipos variados,
tais como: exponencial, logaritmica, trigonométrica e polinomial. Considerando o
trabalho proposto faremos uso das fungdes polinomiais através do conceito de

interpolacgao.
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4.1 Interpolagao Polinomial

A aproximagao de fung¢des por polinbmios € uma das ideias mais antigas da
andlise numérica, e ainda das mais utilizadas. E facil entender a razdo. Os
polinbmios sdo facilmente computaveis, suas derivadas e integrais sdo, novamente,
polinbmios e seus zeros podem ser determinados com facilidade. Por esses motivos,

os polindmios sao frequentemente utilizados para aproximar fungdes continuas.

Além disso, temos o teorema de Weierstrasscriado pelo matematico alemao
Karl Weierstrass (1815 — 1897 ), que afirma: “Dada qualquer fungédo definida e
continua em um intervalo fechado e limitado, existe um polinbmio que esta tao

proximo da fungédo dada quanto quisermos”.

No entanto, da mesma forma que o teorema de Weierstrassgarante uma
representacdo de uma fungao por um polindbmio tdo préximo quanto queiramos, ele
nada diz sobre o grau desse polinbmio. Em algumas situagbes, o problema de
encontrar esse polindmio que desempenhe esse papel pode ser extraordinariamente

dificil do ponto de vista numérico.

Como os polinbmios de Taylor tém a propriedade de que todas as
informacdes usadas na aproximacao estdo concentradas em um ponto unico x,, néo
€ incomum que tais polinbmios fornegam aproximagdes imprecisas a medida que
nos afastamos de x,. Isso limita a aproximagéao polinomial de Taylor somente as
situagdes nas quais sao necessarias aproximacdes apenas nos pontos proximos a
xo. Portanto, ele ndo é adequado para a maioria das aplicagbes praticas onde,
geralmente, se deseja uma boa aproximagdo em diversos pontos. No entanto, o
polinbmio de Taylor € de grande utilidade na analise numérica ndo para propésitos
de aproximagao, mas sim para dedugado de técnicas numéricas e estimativas de

erro.

Em nosso trabalho, sdo abordados polinbmios que utilizam dados em varios
pontos do intervalo, chamados de polinémios interpoladores. Vamos supor que

temos um conjunto de dados {x;, f (x;)} tal como na tabela abaixo:



Tabela 4 - Conjunto de dados {x;, f(x;)}.

Xi 0,0
f(x) 4,00

0,2 0,4
3,84 3,76

Fonte: Autor(2014).
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Nosso problema é obter o valor de f(x) para um valor de x que néo tenha

sido medido, como por exemplo, x = 0,3.

A interpolacdo polinomial consiste em se obter um polinébmio p(x) que passe

por todos os pontos do conjunto {x; f(x;)}, isto é: dados osn+1 pontos

(x0, £ (x0)), (21, £ (1)), «ev, (30, £ () ,queremos  aproximar f(x) por um polinémio

p(x), tal que, f(x;) =p(x), k=0,1,2,...,n.

Esta condicdo é chamada de condigdo de interpolacédo e o polinbmio que

satisfaz esta condigdo é chamado de polinémio interpolador. Representaremos p(x)

por:

p(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ ayx? + ayx + ag

Portanto, podemos escrever:

p(xo) = apxg + an—lx(r)l_l + et azxg + a;xo + ag = f(xp)
p(x1) = apx] + ap_1 X771 + -+ axxf + a;x; +ag = f(x)

p(xz) = apxy + arl—lx;l_1 + et azx% + aix; + ap = f(xz)

p(xy) = anxrrll + an—lxrrll_l + -+ azxrzl + a;xp, + ag = f(xp)

Esse conjunto de equacgdes corresponde a um sistema linear de n+ 1

equacbes e n + 1 variaveis: a,, a,_q, ..., ay, a4, Ag-

Apxl + ap_xF 1+
A X + Ao x4
ApxXY + ap_ X314 -

A X + ay_ x4 -

+ azxg + a;xo + ag = f(xp)
+ axxf + ax; + ag = f(xy)
+ axxs + ax; +ag = f(xy)

+ a2x121 + a;x, +ap = f(xy)
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A matriz A dos coeficientes é

x oxdt x2 x 1

xb oxpt x2 x; 1
— n _

Xy a1 x2 xp 1

Que é uma matriz de Vandermonde e, portanto, desde que x,, x4, ..., x, Sejam pontos
distintos, temos

det(4) #0
e, entdo, o sistema linear admite solug&o unica.
Demonstramos, assim, o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1: Existe um unico polindbmio p(x), de grau menor do que ou igual a n,
tal que:

p(xi) = f(xx), k=012,..,n

desde que x; # xj, k # j.

4.2 MétodosNuméricos paraObter o Polinbmio Interpolador

Conforme vimos anteriormente, o polindmio p(x) que interpola f(x) em

Xg, X1, -, Xn € UNICO.

No entanto, existem varias formas para obter o polinbmio interpolador. Uma
das formas é a resolucao do sistema linear obtido anteriormente. Estudaremos ainda
as formas de Lagrange e Newton.

Teoricamente, as trés formas conduzem ao mesmo polindmio. A escolha
entre elas depende de condigdbes como estabilidade do sistema linear, tempo

computacional etc.
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4.2.1 Resolugado do Sistema Linear

A interpolacao linear € a maneira mais simples de interpolagdo. Dados dois
pontos distintos de uma fungédo y = f(x), (xq, f(x)) € (x1,f(x1)), € X € (xg,%1)

pretendemos saber, usando a interpolagao polinomial, o valor de y = f(x).

Nesse caso, como temos dois pontos distintos, vamos construir um polinbmio

de grau um, p(x) = a;x + a,. Tal que:

{a1x0 +ap=Yo
aix, +agp = yi.

Para obtermos o valor dos coeficientes a; e a, basta resolver o sistema acima

formado.

A interpretacdo geométrica da interpolagdo linear € que o polinbmio
interpolador p(x) = a,x + a, € a equagao da reta que passa nos pontos (x,, f(xy)) €
(x1, f(x1)). Em geral, quanto menor o intervalo entre os pontos interpolados, melhor

a precisao.

Exemplo18.Determinar o polindbmio interpolador para a fungéo f conhecida pelos

seus pontos (1;0,84) e (2;0,91) e calcular o valor de f(1,4).

Resolugao: Como temos dois pontos distintos, o grau do polinbmio sera de grau

um. Logo, p(x) = a;x + a,. Pelas informagdes dadas, temos:

{ aq + ag = 0,84’
2a1 + ag = 0,91

Resolvendo o sistema temos

a, = 0,07ea, = 0,77.
Obtendo assim,

p(x) = 0,07x + 0,77
Desta forma,

f(1,4) = p(1,4) = 0,868.
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Quando dispomos de trés pontos distintos que fazem parte de uma mesma
funcdo qualquer y = f(x), podemos fazer com que esses trés pontos pertencam a
um polinémio de grau dois, ou seja, uma parabola, nesse caso a interpolagao é dita

quadratica.

Exemplo 19. Encontre uma aproximagdo para f(0,3) usando o polinémio

interpolador dos dados abaixo.

Tabela 5 - Conjunto de dados {x;, f(x;)}.

X 0,0 0,2 0,4
F(x) 4,00 3,84 3,76

Fonte: Autor(2014).

Resolugao: Como temos trés pontos, o grau do polinbmio serd menor do que ou
igual a dois. Logo p(x) = a,x? + a;x +a, . Impondo a condigdo f(x;) = p(xx)
obtemos:

f(xo) = 4,00 =p(0) =a,0%+a,0+ a,
f(xy) = 3,84 =p(0,2) = a,0,2? + ;0,2 + a,
f(x,) =3,76 = p(0,4) = a,0,4%> + a,0,4 + a,,
que equivale ao sistema linear
a,0% + a,0 + a, = 4
a,0,2% + a,0,2 + a, = 3,84
a,0,4*> + a,0,4 + a, = 3,76.
Resolvendo o sistema obtemos a, = 4,a, = —1e a, = 1, obtendo assim
p(x) = x? —x + 4.

Desta forma

£(0,3) = p(0,3) = 3,79.
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Note que nos pontos tabelados, o valor do polinémio encontrado e o valor da
funcdo coincidem. Se os valores fossem distintos vocé tera cometido erros de

calculo.

Exemplo 20.Dada a tabela abaixo, determine o valor de log2,45, usando

interpolacao polinomial.

Tabela 6 - Conjunto de dados {x;,log x;}.

x; 2.3 2,4 2,5 2,6
log x; 0,361728  0,380211 0,397940  0,414973

Fonte: Autor(2014).

Resolugao:Como temos quatro pontos, o grau do polinémio sera menor do que ou
igual a trés. Logo p(x) = azx3 + ayx? + a;x + a,. Impondo a condigéo log x; = p(x),

obtemos:
p(2,3) = a32,3% 4+ a,2,3% + ;2,3 + a, = 0,361728
p(2,4) = a;2,4% + a,2,4* + a;2,4 + a, = 0,380211
p(2,5) = a32,5% + a,2,5% + a;2,5 + ag = 0,397940
p(2,6) = 32,63 + a,2,6% + a,2,6 + a, = 0,414973,
que equivale ao sistema linear
12,167a; + 5,29a, + 2,3a, + a, = 0,361728
13,824a; + 5,76a, + 2,4a; + a, = 0,380211
15,625a; + 6,25a, + 2,5a; + a; = 0,397940

17,576a; + 6,76a, + 2,6a, + a, = 0,414973.

Resolvendo o sistema obtemos a, = —0,404885; a, = 0,528963; a, = —0,107300 e
a; = 0,009667, obtendo assim:

p(x) = 0,009667x3 — 0,107300x2 + 0,528963x — 0,404885.
Temos entdo que

log 2,45 ~ p(2,45) = 0,389170
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Comparando esse valor com o valor exato de log2,45 = 0,38916608 ... podemos
perceber que o nosso valor encontrado € uma boa aproximagao para log 2,45 pois o

erro cometido na aproximacao é de apenas 0,000004.

Embora a resolugdo do sistema linear nestes exemplos tenha sido um
processo simples e exato na obtencdo de p(x), ndo podemos esperar que isto
ocorra para qualquer problema de interpolacdo, uma vez que, como vimos, a matriz
A dos coeficientes do sistema linear € uma matriz de Vandermonde, podendo ser
mal condicionada (quando uma pequena diferengca num coeficiente causa uma

grande mudanga nos resultados, sdo chamados sistemas mal condicionados).

O que caracteriza esses sistemas é que seu determinante € muito pequeno
quando comparado a seus elementos. Sistemas como esses exigem grande
cuidado, requerem que se trabalhe com a maior precisdo possivel, pois qualquer

pequeno erro pode causar enorme variagao nos resultados.

A determinacgao do polindbmio interpolador por meio de solugéo de sistemas é
muito trabalhosa quando se tem muitos pontos, além de poder ocorrer erros de

arredondamento, fazendo com que a solugéo obtida seja irreal.

Dessa forma, precisamos de métodos mais eficientes para resolver o
problema. Vamos, por isso, procurar outros métodos para determinacdo deste

polindmio interpolador.

4.2.2 Método de Lagrange

A férmula de interpolagdo que recebeu o nome de Lagrange provavelmente
era conhecida por Isaac Newton por volta de 1675, mas parece ter sido publicada

pela primeira vez pelo matematico inglés EdwardWaring(1736 — 1798) em 1779.

Lagrange escreveu extensivamente sobre o assunto da interpolagdo e seu
trabalho influenciou significativamente os matematicos posteriores. Ele publicou

esse resultado em 1795.
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Conforme ja vimos na sec¢édo 3.3. o polindbmio interpolador de Lagrange é dado

por

p(x) = ylﬂ(;__ﬁc)

0 k=0
k#i

n n
i=

Tanto a interpolagdo linear como a quadratica sdo casos particulares da
interpolacdo de Lagrange. Genericamente pretendemos determinar o polinbmio

interpolador de grau menor ou igual a n sendo conhecidos n + 1 pontos.

O método de Lagrange é mais eficiente que a resolugcédo do sistema linear e

resolve o mesmo problema. Além de ser menos complexo.

Exemplo 21.Conhecendo-se a tabela abaixo determine o polinbmio interpolador de

Lagrange.

Tabela 7 - Conjunto de dados {x,, f(x;)}.

xk 0,0 0’2 Or4
Flxe) 4,00 3,84 3,76

Fonte: Autor(2014).

Resolugao: Temos
X0 =20,0 f(xo) =4
x1 =02 e f(x;) =384
x, =04  f(x,) =3,76.

Assim, o polinbmio de interpolagédo na forma de Lagrange € dado por:

(x —x)(x — x3) ) (x — x0) (x — x3)
(x0 — x1) (%o — x2) ) (1 — x0)(x1 — x32)

p(x) = f(xo) -

(x — x0) (x — x1)
(2 = x0) (X — x1)

f(xz) -

Substituindo os valores, temos:
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(x=02)(x—-0,4) (x—0)(x—-0,4) (x—0)(x—-10,2)
0=00-0s T3 Wz 0n T (0,4 — 0)(0,4 — 0,2)

p(x) =4

Desenvolvendo a expressao, temos:
p(x) = 50(x% — 0,6x + 0,08) —96(x% — 0,4x) + 47(x? — 0,2x)
Agrupando os termos semelhantes, segue que
p(x) = x? —x + 4.

Observe que o polinbmio encontrado utilizando a forma de Lagrange € o
mesmo obtido pela resolucdo de sistema (Exemplo 19). Isto ja era esperado, pois o

polindmio interpolador € unico. |

Exemplo 22.Conhecendo-se a tabela abaixo determine o polindmio interpolador na

forma de Lagrange.

Tabela 8 - Conjunto de dados {x;, f(x;)}.

Xi —1 0 1 2 3
£ () —7 1 5 11 25

Fonte: Autor(2014).

Resolugdao: Como a fungdo é conhecida em cinco pontos, entdo podemos

representar o polinbmio interpolador da seguinte forma:

) = —7- x(x—=1D(x—-2)(x—-3) +1.(x+1)(x—1)(x—2)(x—3)
P 1(-1-D(1-2)(-1-3) 1-D(2)(-3)
(x+ Dx(x—-2)(x—3) (x+ Dx(x—1D(x—23)
T T ED D W1y

_ (x+Dx(x—1D(x—-2)

25 4-3-2-1

Desenvolvendo a expresséo e agrupando os termos semelhantes segue que

p(x) = x3 —2x% +5x + 1.
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A formula de Lagrange tem a vantagem de ndo precisarmos resolver um
sistema de equacdes lineares para interpolar determinado valor. No entanto,quando
€ necessario fazer varias interpolagdes, este método fica com uma quantidade de
céalculos excessiva. E, além disso, possui o inconveniente de obrigar a recalcular

todos os valoressempre que um novo ponto € adicionado.

Conforme veremos agora, a interpolacdo de Newton resolve este problema.

4.2.3 Método de Newton

Assim, como em muitas areas, Isaac Newton foi um pioneiro no estudo das
equacgdes diferenciais. Ele desenvolveu férmulas de interpolacédo ja em 1675,
usando sua notagdo A em tabelas de diferencas. Ele adotou uma abordagem muito
geral para as formulas de diferengas, de modo que os exemplos que ele produziu
explicitamente, incluindo as formulas de Lagrange, sdo frequentemente conhecidos

por outros nomes.

De acordo com o teorema da unicidade do polinbmio interpolante, toda
interpolagdo de n + 1 pontos por um polinbmio de grau n € unica e pode ser obtida
pelo método de Lagrange. No entanto, existem outras maneiras de construir o
polinbmio p(x) que podem ser mais convenientes. Uma dessas maneiras € a
interpolacao de Newton, que permite a inser¢gao de pontos adicionais de maneira

simples e menos vulneravel a erros de arredondamento.

Este polinbmio interpolador surge de uma construgdo recursiva,

extremamente simples, a partir da definigdo de diferencga dividida.

Definigao 16.Sejaf (x) uma fungéo tabelada em n + 1 pontos distintos: xg, x4, ..., x,.

Definimos o operador diferencga divididade ordem zero em x; por:

flxi] = f(xp).

Definigdo 17.Chama-se diferenga dividida de primeira ordem de f(x), nos pontos

Xk, Xk +1, @ Seguinte quantidade:
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Fliea) = v _ fGaies) = £ G)

Xk+1 — Xk Xk+1 — Xk

flxw X1 =

Definicdo 18.De um modo geral, a diferenga dividida de ordem n (n = 2) da
funcdof (x), sobre os pontos x,, x4, ..., x,,, € dada por:

flx1, %2, o xn] = f[X0, X1, ooes Xn—1]

flxo, X1, ey xn] = o —x :

Assim, usando a definigcdo, temos que:

flx1] = flxo]

X1 — Xo

flxo, 1] =

flx1, x2] = fx0, %41]

X2 — Xp

flxo, x1,%2] =

flx1, %2, x3] = fx0, %1, %]
f[xOJxll x21 x3] = .
X3 — Xo

Note que do lado direito de cada uma das igualdades acima devemos aplicar
sucessivamente a definicdo de diferenga dividida até que os calculos envolvam
apenas o valor da fungao nos pontos, isto &,

Fle)=f()  fa)—f(xo)

_ flx1,x2] = fx0, x1] L xp—xg X1—Xp
flxg, x1,x2] = =
0r 1y A2 xz _ x() x2 _ xO

Perceba que a forma de calculo desses operadores é construtiva, no sentido de que
para obter a diferenga dividida de ordem n, necessitamos das diferencas divididas

deordemn—-1,n-2,...,1,0.

No entanto, podemos calcular as diferencas divididas de uma fun¢cdo de uma

maneira mais pratica construindo uma tabela.



Tabela 9 - Tabela de diferencgas divididas.

64

X Ordem zero Ordem1  Ordem 2 Ordem 3
Xo f(x0)
f %0, x4]
X1 f(x1) fx0, %1, %]
flxq, x5] flxo, %1, %2, x3]
X2 f(x2) flx1, %2, %3]
[0, %3] f [x1, X2, X3, X4 ] f [ %0, X1, -
X3 f(x3)f[x2, %3, x4] ™
flx3 x4] :
X4 f(xa) ¢ fln—3Xn—2, Xn—1, %]

f[xn—ZJ Xn-1, xn]

f[xn—l' xn]

*n f(xn)

Ordemn

Fonte: RUGGIERO, M. G. A, (1996).

As diferencas divididas de ordem k de uma funcéo f(x), satisfazem:

flxo, X1, cvor Xi] = f[xjo,le, ...,xjk],

onde (Jo, j1, -, jx) € qualquer permutacéo dos inteiros (0, 1, ..., k).

Isto quer dizer que a diferenga dividida de f(x), € uma fungdo simétrica de

seus argumentos, isto €, independe da ordem dos pontos x,, x4, ..., X-

Forma de Newton para o polinédmio interpolador

Seja f(x) continua e com tantas derivadas continuas quantas necessarias

num intervalo [a, b].

Sejama = xy < x; < x, < -+ < x, = b,n+ 1pontos.
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Construiremos o polinbmio p,, (x) que interpola f(x) em x,, x4, ..., x,. Iniciaremos a
construgdo obtendo p, (x) que interpola f(x) em x=x,, e continuaremos

construindop;, (x) que interpola f(x) em xy, x4, ..., X, k = 0,1, ..., n.
Seja p, (x) o polinbmio de grau zero que interpola f(x) em x = x,. Entéo,

Po(x) = f(x0) = flxo].

Temos que, para todo x € [a, b], x # x,,

_fld = flvo] _ fO) = f(xo)

x_xo x_xo

f[xOf x]

Desenvolvendo a expressao, temos

f(x) = fxo) + (x — x0). f[x0, x].

Chamando a expressdo (x — xy)f[xo,x] de E, (x) € como ja vimos, f(x;) = po(x)

temos:

Eo(x) = f(x) — po(x).

Note que Ey(x) = f(x) — po(x) é o erro cometido ao se aproximar f(x) por po(x). Na

préoxima secgao estudaremos o erro na interpolagao com detalhes.

Vamos agora construir p;(x), o polinbmio de grau menor do que ou igual a um que

interpola f(x) nos pontos x, e x;.
Temos que

_ flxo, x] — f[x1, %0] %ﬁix(ﬂ — f[x1, %0]

Xo, X1, x| = flxq, x5, x] = =
f[(); 1:] f[l) O)] X — Xq X — X1

Desenvolvendo, temos

_ O = fxo) — (x — x0) f [x1, Xo]

flxo,x1,x] = (x = x0) (x — x1)

Isolando f(x) temos

f(x) = fxo) + (x — x0) f [x1, x0] + (x — x0) (x — x1) f[x0, %1, x].
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Chamando p, (x) = f(xo) + (x — x0) f[x1, %] € E1(x) = (x — x0) (x — x1) f [0, %1, X]-
Temos que p,(x) interpola f(x) em x, € em x4,pois,

f(x1) :f(xo) = Fx)).

X1 — Xo

p1(xo) = f(x0) e py(x1) = f(x0) + (%1 — xp)

Vamos agora construir p,(x), o polinbmio de grau menor do que ou igual a dois que

interpola f(x) nos pontos x,, x; € x5.
Temos que

flx1, %0, x] — fx2, %1, X0]

f[xO'xlfoJx] = f[xZ'xlfxO'x] =

X — xz
f)—f(x0)
fxox]=f[x1.x0] “xoxg S
_ X—x1 f[xz’xl’xO] _ X—%1 f[xz’ X1, xo]

_ f(x) = fxo) — (x — x0) flx1, x0] — (x — x0) (x — x1)f[x2’x1’x0]'

(x — x0) (x — x1) (x — x3)

Isolando f (x), temos
f(x) = fxo) + (x — x0) f[x1, X0] + (x — x0) (x — x1) f[x2, %1, Xo]

+(x — x0) (x — x1) (% — x2) f [0, X1, %2, x].

Entao

p2(x) = f(xo) + (x — x0) f[x1, X0] + (x — x0) (x — x1) f[x2, X1, Xo]

E;(x) = (x — x0) (x — x1) (x — x2) f [x0, X1, X2, x].
Aplicando sucessivamente 0 mesmo raciocinio para
xo, xl, xz, x3; xo, xl, xz, x3, x4; ey xo, xl, xZ, xn,

teremos a forma de Newton para o polinébmio de grau menor do que ou igual a n que

interpola f(x) nos pontos xg, x4, ..., X"

Pn(x) = f(xo) + (x — x0) fx0, x1] + (x — x0) (x — x1) fx0, X1, x2] + -+

+ (x —x0)(x — x1) . (X — xp—1) f %0, X1, e X ]
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E o erro é dado por
En(x) = (x — x0)(x — x1) .. (x — x) f[ X0, X1, oo X, X].
De fato, p,(x) interpola f(x) nos pontos x,, x4, ..., X,, POis sendo
f(x) = pn(x) + En(x),

entdo, para todo no xi, k =0,1,...,n, temos f(xy) = pn(xx) + E,(xx) = pn(xy), pois

o erro é nulo.

Exemplo 23.Usando o método de Newton determine o polindbmio p(x) que interpola

f(x) nos pontos da tabela abaixo.

Tabela 10 - Usando o método de Newton para determinar o polinémio p(x).

Xi 0,0 0,2 0,4
£ () 4,00 3,84 3,76

Fonte: Autor, (2014).

Resolugao: Como temos trés pontos, o polindbmio interpolador € dado por:
p(x) = f(xo) + (x — x0) f[x0, x1] + (x — x0) (x — x1) f[%0, X1, X2]
Uma vez que,
xo = 0,0 f(xo) =4
x1 =02e f(x;) =384
x, =04 f(x,) = 3,76.

Temos:

Cfln) = f(x)  384—4

, = = =-0,8
flx0, 1] X, — X 0.2—0

fe) = f(x) 376-384 4
x,—x;  04-02

f[xli xZ] =

f[xlle] - f[xOJxl] — _0r4 - (_0,8) —
Xy — X 04-0

1.

flxo0, %1, %2] =
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Construindo a tabela de diferencas divididas para facilitar a resolugédo temos:

Tabela 11 - Tabela de diferenc¢a dividida

X Ordem zero  Ordem 1 Ordem 2
4
-0,8
0,2 3,8 1
-0,4
0,4 3,76

Fonte: Autor, (2014).

Sendo assim, temos
p(x) =4+ (x—0)(—-0,8) + (x —0)(x — 0,2)(1).
Agrupando os termos semelhantes temos:
p(x) = x? —x + 4.

Observe que o polinbmio encontrado utilizando o método de Newton € o
mesmo obtido pela resolugcdo de sistema (exemplo 19) e pela forma de Lagrange

(exemplo 21). Isso ja era de se esperar, pois 0 polindmio interpolador € unico.

O interesse pratico em utilizar a forma de Newton € que este método
possibilita a construgdo recursiva do polinbmio interpolador, pois quando se
acrescenta um ponto ao suporte de interpolagdo, ha somente que adicionar uma

parcela ao polindbmio obtido anteriormente.

4.3. Estudo do Erro na Interpolagao

Por definicdo, o polindmio interpolador coincide com a fungdo num dado

conjunto de pontos de suporte. No entanto, estamos interessados em saber se para
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os outros pontos do dominio da funcéo, o polindmio interpolador constitui uma boa

OU uma ma aproximagao para a fungao.

Como ja observamos, ao se aproximar uma funcéo f(x) por um polinémio

interpolador de grau menor do que ou igual a n, comete-se um erro, ou seja,
En(x) = f(x) — pn(x)

para todo x no intervalo [x,, x,,].

O estudo do erro é importante para sabermos quao proximo f(x) esta de p,(x).

O conhecimento da derivada de ordem n + 1 de f(x) pode nos levar a uma
estimativa do erro. Esse erro é chamado de erro de truncamento.A figura abaixo

ilustra este fato no caso da interpolagéao linear.

Figura 10 - Caso de interpolacgao linear.

ylk
(X)) =falXy) =Py X)) fp—————-

F10) = f20%0) =P (X |- ———= A
T

I
I
I
I
I
1

Fonte: RUGGIERO, M. G. A, (1996).

Observe que o0 mesmo polindmio p; (x) interpola f;(x) e f,(x) em x, € x;. No
entanto, o erro ao aproximar o polinémio interpolador da fungao f; (x) € maior que o

erro ao aproximar da fungao f,(x) para todo x € (xg, x,).

Notamos ainda que o erro, neste caso, depende da concavidade das curvas,

ou seja, de f{'(x) e f;' (x).
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No seguinte teorema é apresentada uma formula explicita para o calculo do

erro de interpolagdo quando aproximamos f(x) por p,(x), para qualquer n.

Teorema 4.3.1: Sejam x, < x; <x, < - < x,, (n+ 1) pontos, f(x) com derivadas
continuas até a ordem (n + 1) para todo x € [x, x,,] € p,(x) o polindmio interpolador
de f(x) nos pontos x,, x4, ..., X,. Entdo, em qualquer ponto x pertencente ao intervalo

[x0, X,,], O erro é dado por:

n+1
En(x) = f(x) = pa(x) = (x — x0) (x — x) (x — x3) ... (x — xp) jzn +(f§|),

ondeé, € (xg, x,).
Demonstragao:

O resultado é imediato sex =x;, i =0,1,...,n, € nesse caso 0 erro € obviamente

nulo.
Seja
G(x) = (x = x0)(x —x)(x — x2) ... (x — %),V x € [x0, 5],

para cada x € (xg,x,), x # x;, i = 0,1, ...,n, considere a fungdo auxiliar H(t) definida

por
H(@®) = E,(x)G(t) — E,(DG(x),  t € [xg,xn].
Logo,H (t) satisfaz as seguintes condi¢des:

i)  H(t)possui derivadas até a ordemn + 1, pois, como f(t) possui derivada até a
ordem n + 1, por hipotese, e p,(t) possui derivadas até a ordem n+ 1, entédo
E,(t) = f(t) — p,(t) possui derivadas até a ordem n+ 1. Além disso, G(t) possui

derivadas até a ordem n + 1, pois € polindbmio de grau n + 1. Sendo assim,
H(t) = E,(x)G(t) — En(6)G (x)

possui derivadas até a ordem n + 1.
i) H(t)possui pelo menos n + 2 zeros em [x,, x,,]. De fato,para t = xi temos:

H(xi) = E,(x)G(xi) — E,(xi)G(x) = 0,
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pois, G(xi) e E,(xi) sao iguais a zero.
Para t = x temos
H(x) = En(x)G(x) — En(x)G(x) = 0.

iii) Aplicando o teorema de RolleaH (t) e suas derivadas até a ordem n + 1, temos:
H(t)possui pelo menos n + 2 zeros em [xy, X, 1;
H'(t)possui pelo menos n + 1 zeros em [xg, X, ;

H''(t)possui pelo menos n zeros em [x, x,];

H™1(t)possui pelo menos um zero em [xg, x,,1;
Como H(t) = E,,(x)G(t) — E,,(t)G(x) temos que:
H™ () = E,()G™ () — ER 1 (DG (%),
Onde,
ExTH(0) = frTHO) —pr () = M),
pois, o polinbmio p,, € de grau menor do que ou igual an. Por isso temos
prtt(t) = 0.
Além disso, como o coeficiente do termo de maior grau de G (x)é igual a um, tem-se
G"(t) = (n+ 1!
Assim,
H™ (1) = E,()(n+ D! = (06 (x)

A funcdo H™1(t) possui um zero em [x,,x,] que vamos chamar de¢, .

Substituindo na equagao acima temos que
H™1 (&) = E;()(n+ D! = f** ()6 (x) = 0

Isolando E,,(x) temos:

En(x) = G(x) %T(%,)
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Como G(x) = (x — xg)(x — x1)(x — x3) ... (x — x;,), temos:

En(x) = (x = x0)(x — ) (x — x3) . (x — xp) - (nT(%') §x € (x0, Xp).
Teorema 4.3.2
f[xOlei "-:xn: x] = %; X € (xOan) € gx € (xO'xn)-

Demonstragao: Seja p,,(x) o Unico polinbmio que interpola f(x) em xg, x4, ..., Xp-
Do Teorema 4.3.1, temos que

En() = () = pu®) = (r = x0)(x = 30) . (6 = 2) o

, fx € (xOan)-

E da deducao da formula de Newton para p, (x), temos

E,(x) = f(x) — pp(x) = (x — x0)(x — x1) ... (x — x). f X0, X1, - » X, X]JCOMX € (X0, X7)-

Comparando as duas equacdes acima, vé-se imediatamente que:

)

m+ flxo, x1, o) Xy, X].

Este teorema mostra claramente a relacdo entre a diferenca dividida de

ordem n + 1 e a derivada de ordem n + 1 da fungao f(x).

A importancia da formula exata para o calculo do erro é mais tedrica do que
pratica, visto que o ponto ¢, nunca é conhecido eserdo raras as situagdes em que
conheceremos f™*1(x). Na pratica, para estimar o erro cometido ao aproximar o
valor da fungdo num ponto por seu polindbmio de interpolagao, utilizamos o seguinte

corolario.

Corolario 4.3.1. Seja E,,(x) = f(x) — p,,(x). Se f(x) e suas derivadas até a ordem

n + 1 sao continuas em I = [x,, x,,] entao:

Mn+1

|En (O] = |f (0) = pa()] < 10x = x0) (x = x1) (x = X2) .. (x = X)) it DY
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onde: My, = max, ¢ ;|f"1(x)]

Demonstragio: M, existe, pois, por hipdtese, f™*1(x) & continua em [xy, x,] €

entao,

Mn+1
(n+ 1!

|En ()] < [(x = x0) (x = x1) (x = x2) .. (X = x)| -

Exemplo 24.Sabendo-se que os pontos a seguir sdo da fungdo f(x) = x-e3*,
calcule um limitante superior para o erro de truncamento quando se avalia f(x) para
x = 0,25.

Tabela 12 - Tabela para obter o erro de truncamento.

[ 0 1 2
Xi 0,2 0;3 0;4’
F(x) 1,8221 2,4596 3,3201

Fonte: Autor, (2014).

Resolucgao:

Do corolario 4.3.1 tem-se que

Mn+1
(n+1)!

|En ()| < (x — x0) (x — 21) (x — x2)| -
Como temos trés pontos, segue-se que M = max |f'"(x)|no intervalo [0,2; 0,4]
e porf(x) = x - e3*, segue que

f'(x) =e3*(1+ 3x), f"(x) = e3*(6 + 9x)ef""(x) = 27e3*(1 + x).

No intervalo [0,2; 0,4], f""(x) € maxima para x = 0,4. Logo M = f""'(0,4) = 125,4998.

Sendo assim:

125,4998

Ea(Ol < 1(x = 02)(x — 03)(x — 0,8)| - —=

Em particular, para x = 0,25 temos
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125,4998

|E,(0,25)| ~ 0,0078.

Se a funcédo f(x) é dada na forma de tabela, o valor absoluto do erro
|E,,(x)|s6 pode ser estimado. Isto porque, neste caso, nao é possivel calcular M, ;;
mas, se construirmos a tabela de diferencas divididas até a ordem n + 1, podemos
usar o maior valor (em moddulo) destas diferencas como uma aproximagéo para

Mp.,1/(n+ 1)!, nointervalo [x,, x,].
Neste caso, dizemos que:
|E, ()| = [(x — x¢)(x — x1) ... (x — x,)|(max |diferencas divididas de ordem n + 1]).

Uma das caracteristicas da interpolacdo é que esta pode fornecer uma
aproximacao local, sem a necessidade de usar todos os dados disponiveis. Neste
caso, o ideal é escolher aqueles que estdo mais proximos do valor que desejamos

aproximar.
Exemplo 25.Seja f(x) dada na forma:

Tabela 13 - Tabela para obter uma estimativa para o erro.

x; 0,2 034 04 0,52 0,6 0,72
F(x) 0,16 022 027 029 032 037

Fonte: Autor, (2014).

a) Obter uma aproximacgao para f(0,47) usando um polindbmio de grau 2.

b) Dar uma estimativa para o erro.

Resolugao: Para resolvermos o item a poderiamos usar qualquer um dos métodos
estudados: Resolugao de sistema, método de Lagrange ou método de Newton. No
entanto, como vamos precisar da tabela de diferenca dividida para resolvermos o

item b, portanto usaremos o método de Newton no item a.
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a) Como iremos obter a aproximagado usando um polinbmio de grau 2. Logo,
Devemos escolher trés pontos que estdao préximos de 0,47. Como 0,47 €
(0,4; 0,52), dois desses pontos seréao 0,4 e 0,52. O outro ponto podera ser o

0,34 ou 0,6. Escolheremos x, = 0,4, x; = 0,52 e x, = 0,6.
Sendo assim, construindo parte da tabela de diferenca dividida, temos

Tabela 14 - Tabela de diferenc¢a dividida.

X Ordem Ordem1  Ordem 2 Ordem 3
zero
0,2 0,16
0,4286
0,34 0,22 2,0235
0,8333 — 17,8963
xo = 0,4 0,27 —3.7033
0,1667 18,2492
x, = 0,52 0,29 1,0415
0,375 —2,6031
x; = 0,6 0,32 0,2085
0,4167
0,72 0,37

Fonte: RUGGIERO, M. A. G, (1996).

Portanto temos:

p(x) = f(xo) + (x — xo)f[xo'xl] + (x —xp)(x — xl)f[xO:xl:xz]'
De acordo com a tabela, temos
f(xo) = 0,27, f[x9,%x1] = 0,1667 € f[xy, X1, x5] = 1,0415.

Substituindo esses valores na equagao acima, temos



76
p(x) = 0,27 4+ (x — 0,4) - 0,1667 + (x — 0,4) - (x — 0,52) - 1,0415.
Resolvendo a equagao para x = 0,47, temos
£(0,47) =~ p(0,47) = 0,2780.
b) Usaremos o seguinte resultado:
|E, ()| = [(x — x¢)(x — x1) ... (x — x,,)|(méx |diferencas divididas de ordem n + 1]),

onde em nosso exemplo temos que a maior diferengca de ordem 3 é dada por

18,2492. Sendo assim, temos:
|E(x)| = |(x —0,4)(x — 0,52)(x — 0,6)] - |18,2492]|.
Substituindo x por 0,47 temos:
|E(x)| ~ [(0,47 — 0,4)(0,47 — 0,52)(0,47 — 0,6)| - 18,2492

|E(x)| ~ 8,303 - 1073,

5 SEQUENCIA DIDATICA DE INTERPOLAGAO POLINOMIAL
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Neste momento sera descrita uma sequéncia de atividades didaticas quese
destina ao o ensino da interpolagdo polinomial e algumas questbes acerca deste

assunto que podem ser desenvolvidas no ensino médio.

Essa sequéncia didatica esta organizada de acordo com as recomendacoes
sugeridas no documento que foi organizado por Claudina Rodrigues (UNICAMP),
Sueli Costa (UNICAMP) e Victor Giraldo (UFRJ) no que diz respeito as orientagdes
acerca do trabalho de conclusdo de curso do PROFMAT. Nele recomenda-se ao
mestrando que desenvolva preferencialmente, um projeto com aplicagdo direta na
sala de aula de Matematica na educacgao basica, contribuindo para o enriquecimento
do ensino da disciplina. Esse projeto devera se enquadrar como sugestdo, em uma

das duas modalidades a seguir:

1. Elaboracgao de proposta de atividades educacionais;

2. Aplicagao de atividades em sala de aula e avaliagdo de resultados.

Sendo assim, desenvolvemos a pesquisa baseado na modalidade 1, em que

propomos trabalhar com interpolagéao polinomial no ensino médio.

Objetivos:

Apresentar uma proposta didatica para o ensino da interpolacéo polinomial no
ensino médio. Essa proposta consiste em um conjunto de problemas de dificuldades
crescentes por meio dos quais pretendemos criar condigdes para a compreensao
das principais motivagbes geométricas para o entendimento do conceito de

polinbmio interpolador e algumas de suas aplicagdes em situagdes contextualizadas.

Além disso, exploramos alguns aspectos da utilizagdo do software Geogebra

relacionadas a esse polinbmio.
Publico alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos:
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A proposta parte do pressuposto de que os alunos deste nivel de
escolaridade ja construiram conceitos basicos que envolvem o conteudo de fungéo,
em especial, sobre operacdes e propriedades, relagdo de dependéncia entre duas
grandezas, representacado grafica e algébrica, e também conseguem identificar os
sistemas lineares como modelos matematicos que traduzem situagdes/problemas
para a linguagem matematica; e resolver problemas utilizando sistemas lineares.
Além disso, consegue identificar um polindbmio determinando seu grau, calcular o
valor numérico e efetuar operagdes com polindmios. Sabe representar em um plano

cartesiano um ponto dadas as suas coordenadas.
Materiais e tecnologias:

Os materiais necessarios para execugao e desenvolvimento das aulas sao:
copias das atividades para cada aluno, papel A4 ou oficio para rascunho e resolugao
dos exercicios, lapis, borracha, régua, papel milimetrado, giz e quadro negro. E os
recursos tecnolégicos utilizados sao: Notebook, Datashow, software GeoGebra e

laboratério de informatica.
Recomendagoes metodolégicas:

As atividades deverao ser trabalhadas individualmente, mas em discussdes
em grupos de até 3 estudantes. O professor assumira o papel de mediador nas
atividades, fazendo intervengdes em conversas e questionamentos com o intuito de
identificar dificuldades e criar condicbes para a constru¢ao do conteudo novo

abordado.
Dificuldades previstas:

Como a proposta desta sequéncia didatica € trabalhar com alunos do 3° ano
do ensino médio, é provavel que parte desses alunos ndo se recorde de alguns
conteudos citados nos pré-requisitos. No entanto, os conteudos sao simples e com a

explicagédo do professor espera-se que a dificuldade seja superada.

O Programa Nacional de Tecnologia Educacional (Prolnfo) € um programa
educacional criado pela Portaria n° 522/MEC, de 9 de abril de 1997, para promover o
uso pedagdgico de Tecnologias de Informatica e Comunicagdes (TICs) na rede

publica de ensino fundamental e médio. No entanto, passados 17 anos da criagao
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do Prolnfo, algumas escolas publicas ainda ndo possuem laboratorio de informatica.
Nesse caso, se a escola onde o professor ira aplicar a referida proposta nao dispor
de um laboratério de informatica, propomos que o professor utilize o quadro para

fazer as resolugdes das atividades.
Descricao geral:

A sequéncia didatica foi planejada e dividida em quatro etapas: Analise
diagndstica, Retomada de Conceitos, Desenvolvimento do Conceito Novo e
Avaliacdo Final (Acumulativa). Que deverdo ser aplicadas em 13 aulas de 50
minutos cada. A turma podera ser dividida em pequenas equipes de até trés alunos.
No entanto, cada aluno devera registrar suas anotag¢des e atividades em folhas de

papel A4, oficio ou no proprio caderno.
Da Analise Diagnéstica:

Neste primeiro momento, sugerimos que o professor trabalhe com os alunos
algumas questdes auxiliadas por conversas, questionamentos e exercicios sobre
alguns conhecimentos adquiridos em séries anteriores e que, consequentemente,

serao necessarios para obtencao de um novo conceito.

Assim, indicamos como atividade 1 que o professor faga uma aplicacido de um
questionario e/ou de uma lista de exercicios que busque obter respostas sobre os

seguintes pontos:

1- Verificar se o aluno consegue representar pontos em um sistema de eixos
coordenados;

2- O que os alunos ja sabem sobre fungdes. Em particular, sobre fungdes afins e
quadraticas;

3- O que cada estudante conhece acerca do esbogo dos graficos das fungdes
afins e quadraticas;

4- O que cada estudante conhece acerca de resolucédo de sistemas de duas ou

trés incognitas.

Vale lembrar que o primeiro ponto de partida para que o estudo das fungdes

seja concretizado € a identificagdo da variagao entre duas grandezas. Uma sugestao
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para a realizacdo desse estudo € inicia-lo pela resolucdo de problemas menos
complexos. Conforme a atividade seguinte:

Bloco de atividades1.

Objetivo: Diagnosticar os conhecimentos prévios dos estudantes acerca de
equacao de uma reta, de graficos de fungdes quadraticas e de resolugdo de
sistemas de duas e trés equacgdes. Desse modo, o professor pode decidir por onde
devera comecgar a ensinar e ver qual € o nivel em que seu aluno se encontra no
processo de ensino e de aprendizagem. Essa atividade podera ser desenvolvida em

duas aulas.

O professor entrega a cada estudante as questbes seguintes, para serem
respondidas individualmente. Ao final do tempo destinado para a resolugao,

recolhera o material e procedera a sua avaliagao.
01.Marque os seguintes pontos num sistema de eixos cartesianos:
(1,2),(—3,4),(6,—4)e (—2,—-1).
02.Determine a equagao de uma reta que passa pelos pontos: (1,2) e (—1,4).

03.Esboce o grafico da fungdo y = 2x?+3x—5 num sistema de eixos

cartesianos.
04.Resolva os sistemas de equacdes abaixo:

2x +5y=-1
a) { x—3y=5;

—x+2y—5z=-21

x+y+z=-1
b){
2x — 4y + 3z = 14.
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Da Retomada de Conceitos

A partir dos resultados obtidos no bloco de atividades1, o professor ira perceber
como esta o nivel de conhecimento da turma e podera usar duas aulas para fazer
uma revisdo dos conteudos. As retomadas de conceitos sédo relevantes para uma
aprendizagem significativa, pois os materiais de aprendizagem devem ser bem
organizados, as novas ideias e conceitos devem ser significativos para o aluno, e ao
fixar novos conceitos nas ja existentes estruturas cognitivas do aluno fara com que
0s novos conceitos sejam relembrados, transformando o conhecimento
sistematizado, constituindo ligagbes deste novo conhecimento com os conceitos

relevantes que ele ja possui.

Do Desenvolvimento do Conceito Novo

Sugere-se que o professor inicie sua aula mostrando aos alunos uma tabela e
perguntando aos mesmos como obter algum valor que ndo esta inserido naquela
tabela. Seria interessante que o professor mostrasse o resultado de alguma
pesquisa realizada recentemente e de preferéncia que seja do interesse do aluno
para que 0 mesmo possa ter empenho e curiosidade para pensar numa solugdo. E
importante que o aluno tenha a possibilidade de organizar sua estrutura mental. O
professor podera deixar os alunos pensando por um numero determinado de tempo
(entre cincoe dez minutos), para depois disso perguntar quais os resultados
encontrados e quais os métodos utilizados. Para esse primeiro momento, uma aula

sera suficiente.

Na aula seguinte, sugere-se que o professor explique aos alunos a
interpolagdo garantindo a compreenséao das ideias mais fundamentais e geométricas

da interpolagéao.

Dando continuidade, sugerimos o bloco de atividades2. No entanto, o
professor podera apresentar e propor outras atividades de nivel facil, de nivel médio
ou de nivel mais complexo. Essas adaptagdes deverao ser feita de acordo com a
realidade da turma a fim de que beneficie uma melhor compreenséo dos problemas.

Entretanto, o professor devera ficar atento para ndo comegar com problemas muito
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dificeis para n&o dificultar a compreensao das ideias mais fundamentais acerca da
interpolagao.

Sugere-se que essa atividade seja desenvolvida e resolvida em equipes de
até trés alunos. No entanto, € importante que o professor distribua uma copia a cada
aluno para que cada um possa tentar sua resolugdo e em seguida debater os
resultados encontrados com os colegas da equipe. Além disso, antes que os alunos
comecem a resolucdo da atividade, recomenda-se que o professor faca uma leitura
detalhada de todas as questbes com os alunos para tentar explicar casuais duvidas
em relacdo aos enunciados das mesmas. E logo em seguida, pedir aos alunos para

tentarem resolver as questdes de tal atividade com bastante atencgao.

Essa atividade podera ser desenvolvida em quatro aulas. Sendo as duas
primeiras destinadas para os alunos tentarem resolver as questbes sem a
intervencao do professor. As outras duas aulas serdo dedicadas para socializagao
das resolugdes e nesse momento o professor devera ficar atento para perceber

quais sao os erros que os alunos estdo cometendo e sempre tentar ajuda-los.

Bloco de atividades2:
Objetivo: Compreender a nogao de polindbmios interpoladores linear e quadratico.

Sugestao: O professor divide a turma em duplas e entrega a cada uma delas os
problemas seguintes. Enquanto leem o professor observa e auxilia os estudantes na
compreensao dos enunciados. Decorridos 15 minutos, pede para que os estudantes
apresentem em voz alta as conclusdes que chegaram. Em caso de divergéncia de
respostas, o professor pede pra que algumas duplas venham a lousa e apresentem

como obtiveram os resultados obtidos, na primeira questao.

Apos essa apresentagao das duplas, o professor faz os comentarios que julgar
necessarios. Define o que é polindbmio interpolador de grau 1 e mostra acentua as

suas propriedades principais.

Passa, entdo, em seguida pra questdo 2. Repete o mesmo procedimento descrito e
introduz a nogé&o de polindbmio interpolador de grau 2 destacando suas principais
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propriedades. Da prosseguimento as atividades, seguindo um procedimento analogo
nas questdes 3 e 4.

01.Em um laboratério, um fisico observou que os valores de certa variavel y
dependem dos valores de certa variavel x. Em um experimento, ele construiu

a tabela seguinte:

Tabela 15 - Tabela obtida a partir de um experimento.

x y
1 1
3 5
5 9

Fonte: Autor, (2014).

Aos valores de x iguais a 1,3 e 5 correspondem os valores de y iguaisa 1,5 e
9, respectivamente.

a) Em um papel milimetrado, represente os pontos (x,y) em um sistema de
eixos cartesianos.

b) Note que os pontos marcados no item anterior sdo colineares. Neste caso,
diz-se que y cresce linearmente com x. Encontre as coordenadas (x,y) de
um ponto qualquer situado sobre a reta obtida no item (a).

c) Encontre os valores de y parax =2 e x = 4,5.

02.Em um laboratério de fisica, um estudante verificou que os valores de certa
grandeza y dependem dos valores de certa grandeza x de acordo com a
tabela seguinte:

Tabela 16 - Tabela obtida a partir de um experimento de fisica.

y

uT A W N R
Bw A

Fonte: Autor, (2014).
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a) Marque os pontos (x,y) num papel milimetrado. Esses pontos sao
colineares?

b) Suponha que os pontos (x,y) do item anterior se encontram sobre uma
parabola. Determine y em fungio de x supondo que y = ax? + bx + ¢, com
a, b e c numeros reais constantes.

c) Determine os valores de y correspondentes a x = 3,5 e x = 4,7.

03.Em um laboratério, foi obtida apds alguns experimentos, a tabela seguinte:

Tabela 17 - Tabela obtida a partir de um experimento.

= 00 A

x
1
3
5

Fonte: Autor, (2014).

a) Os pontos (x,y) s&o colineares?

b) E possivel encontrar uma equagdo y = ax+b com a e b numeros reais
constantes, que fornega os pontos da tabela dada?

c) Obtenha um polinémio interpolador para estimar o valor de y, quando x for

igual a 4.

04.A seguinte tabela informa o numero de carros que passam por um

determinado pedagio em um determinado dia:

Tabela 18 - Tabela obtida a partir de uma observagao.

Horario 10:00 10:30  11:00 11:30 12:00 12:30
Numero (em mil)  2.69 1.64 1.09 1.04 1.49 2.44

Fonte: Autor, (2014).
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a) Utilizando um papel milimetrado,faga um grafico de horario vs. Numero de
carros para verificar qual a tendéncia da curva.

b) Estime o numero de carros que passariam pelo pedagio as 11h18min, usando
a resolugdo de sistema para encontrar um polindbmio interpolador P(x) que
estima o numero de carros em fungédo do tempo. Use uma reta como fungao
interpoladora.

c) Agora, faca a mesma estimativa, mas utilizando uma parabola como

polindmio interpolador.

05.0 censo demografico € uma operacao censitaria realizada a cada dez anos
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). A populagéo é
contada em todo o territério do Brasil e os resultados sdo usados pelo
governo no desenvolvimento de politicas publicas e na destinagao dos fundos
governamentais para as unidades federativas. Abaixo temos uma tabela que

mostra a populagdo no municipio de Unido dos Palmares-AL.

Tabela 19 - Populagao no municipio de Unidao dos Palmares-AL.

Ano N° de habitantes
1920 56.394
1940 60.657
1950 58.381
1960 46.844
1970 51.659
1980 52.813
1991 57.425
1996 54.799
2000 58.620
2007 60.619
2010 62.358

Fonte: IBGE - Censo 2010.
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a) Marque os pontos da tabela numa folha de papel milimetrado. Em seguida,

trace uma curva suave unindo os pontos que vocé marcou.

b) Usando interpolagdo polinomial linear e quadratica, faga uma estimativa da
populagdo neste municipio nos anos de 1975, 1986 e em 2005.

Bloco de atividades3:

A fim de que os alunos possam usar a tecnologia no conhecimento sobre
interpolagcdo polinomial, sugerimos que o professor ministre suas duas préximas
aulas no laboratério de informatica. Mostrando aos alunos como interpolar usando o
GeoGebra(software gratis capaz de realizar calculos de algebra e geometria e que

possibilita a construgcéo de graficos).

Nesse caso, usaremos o bloco de atividades2 para ser resolvida novamente.
S6 que dessa vez, usando o GeoGebra. O procedimento é bem simples. Basta que
o Geogebra esteja instalado em todos os computadores do laboratério de
informatica. Se o numero de computador for menor que o numero de alunos, essa
atividade podera ser realizada em dupla ou trio, caso contrario, pode ser feita

individual.

Os primeiros passos da atividade deverao ser orientados pelo professor ao

mesmo tempo em que os alunos vao executando no computador.

i) Abra o programa GeoGebra e no menu de disposi¢des que aparece na
direita da janela, clicar em tabelas e graficos. Se por acaso, ndo conseguir

visualizar o menu, é s6 clicar na barra vertical.
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Figura 11 - Tela inicial do GeoGebra.

Entrada:

Fonte: Autor, (2014).
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Entrar...

D &
=

Disposigbes

Algebra

Geometria

Planilha de Calculos b

Janela CAS

Janela 3D

Probabilidade

Na planilha a esquerda digite os valores das componentes (vamos usar os

valores do exercicio 4).

N

~ Planilha_

JE

| ELEE
AlTTE ] ¢

GeoGebra

b ¢ Janela de Visualizacdo

10 269
10.5 1.64
i 1.09
115 1.04
12 1.49
125 244

Figura 12 — Insercao dos valores.

i

Fonte: Autor, (2014).
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Selecione todos os pontos na sua planilha clicando sobre A1 e arrastando
até B5. Em seguida, clicar na seta da barra de ferramentas onde tem o

nome “Analise univariada”. E clicar em analise bivariada.

Lo

Arquivo

[:]

Figura 13 — Analise univariada.

GeoGebra -

Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

B
{1.2}
E[II'. b z L

~ Pian|

Jv| N

Analise Univariada
Analise os valores numéricos em um bloco de células

A

B

C

D

10
105
1y
115
12
12.5

2.69
164
1.09
1.04
1.49
244

b Janela de Visualizag3o ) ==

©

| | Arguivo

& |

10
17
1z

-
W

14

iy
o

16
17

of e
vl

Fonte: Autor, (2014).

Figura 14 — Clicar em analise bivariada.
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Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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i #| | ¥ Janela de Visualizacao B
Analise Univariada
E;f Andlise Bivariada _
~

Andlise Multivariada

Calculadora de Probabilidades

S T =h

Fonte: Autor, (2014).



iv) Na janela que aparece, clique em analisar.

Figura 15 — Analise.

“rF Fonte dos Dados EEEEN

E;V." Anadlise Bivariada

AT:A8 81:B5
10 2. 69
105 1.64
11 1.09

ke Z: T 1.04
12 1.49
125 244

Cancelar

Fonte: Autor, (2014).

V) Em seguida ird aparecer os pontos representados no plano.

Figura 16 — Analise dos dados.

| 52 Analise de Dados E
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=
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1.5 L=
1 - -
‘lICI 16.5 "lI'I '1";.5 '1‘2 '12‘.5
X AT AB

Modelo de Regressio

| Menhum |

Fonte: Autor, (2014).



vi) Em Modelo de regress&o escolha, Polinomial.

Figura 17 — Modelo de regressao, Polinomial.
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{

Fonte: Autor, (2014).

Em seguida escolha o grau. Nesse momento, espera-se que o aluno

perceba que apesar de dispormos de seis pontos, a marcagao dos pontos

induz que a curva que melhor se aproxima € a de uma parabola.

Figura 18 — Exibicao da curva gerada.
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Fonte: Autor, (2014).
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viii) O resultado grafico € visto logo em seguida. E para calcular o valor para
qualquer ponto da funcgéo, basta inserir o valor de x no campo Avaliar e

pressionar Enter.

Agora que o aluno ja aprendeu a interpolar no GeoGebra, o professor devera
pedir para ele comparar as solu¢gées encontradas fazendo as contas em sala de

aula, com os resultados obtidos no GeoGebra.

Ao fim da atividade o professor devera iniciar um didlogo com os alunos
procurando esclarecer provaveis duvidas e sugerir que na proxima aula os alunos
pesquisem e tragam tabelas com dados estatisticos (podem ser os dados
populacionais de sua cidade, da sua regido ou do seu estado) ou tabelas obtidas a
partir de experimentos para que os alunos possam aperfeicoar a interpolagao

polinomial utilizando o GeoGebra.
Da Avaliagao Final (Acumulativa)

A avaliagdo pode ser distribuida como um meio de obter informagdes sobre
os avangos e as dificuldades de cada aluno, constituindo-se em um procedimento
constante de suporte ao processo ensino/aprendizagem, de orientagdo para o
professor planejar suas agdes, a fim de conseguir ajudar o aluno a progredir, com

éxito, seu processo de escolarizagao.

Sabe-se que a pratica avaliativa pode tanto estimular e gerar avango, quanto
desestimular e impedir o avango e crescimento do sujeito que aprende. A Lei
9.394/96 de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB) recomendaavaliagédo "continua e
cumulativa do desempenho do aluno, com prevaléncia dos aspectos qualitativos
sobre os quantitativos e dos resultados ao longo do periodo sobre os de eventuais

provas finais".

Sendo assim, e tendo em vista o posicionamento de autores como Luckesi
(1996) que defendem um processo de avaliagdo continua, propomos que o
professor utilize procedimentos avaliativos de modo continuo durante as atividades e
acumulativa, incentivando sempre a inclusdo dos alunos no desenvolvimento das

atividades.
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Nesse sentido, sugerimos que o professor utilize todas as atividades
propostas como forma de avaliagdo. Observe a participacdo e as varias habilidades
do aluno garantido seu direito de ser analisado nas suas melhores maneiras de

mostrar como e o que aprendeu.

Possiveis continuagées ou desdobramentos:

Para complementar e dar continuidade a proposta, o professor podera apos
algumas aulas, propor alguns exemplos que apresentem uma dificuldade mais
elevada. Além disso, pode acrescentar uma abordagem historica durante o
desenvolvimento do contexto, buscando tratar os topicos de uma forma diferente da
que é tradicionalmente trabalhada. Procurando, na medida do possivel, situagdes
relacionadas ao cotidiano. Utilizando as tecnologias, sobretudo o GeoGebra, que

tem recursos fundamentais no estudo que pretendemos realizar.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Nosso trabalho busca propor um suporte tedrico para o professor de
Matematica da Educacado Basica, sobre o tema de interpolacédo polinomial para ser
desenvolvido na terceira série do Ensino Médio. De modo que, o professor seja
capaz de decidir qual o melhor momento e quais as estratégias que podem ser
adotadas para uma melhor aprendizagem dos alunos acerca deste conteudo.
Tentou-se mostrar o conteudo de forma clara e objetiva, seguido de alguns
exemplos que além de auxilia-los sirvam para facilitar a inclusdo de toda teoria
desenvolvida.

Dessa forma, acreditamos ter oferecido ao professor de Matematica do
Ensino Médio, mais um suporte didatico para o desenvolvimento de competéncias,
habilidades e técnicas na resolugao de problemas que podem ser modelados via
interpolagao polinomial.

Tendo em vista que os alunos ja possuem certo conhecimento sobre as
fungcbes e sabem resolver sistemas lineares com duas e trés incognitas, essas
informagdes favorecem a uma introdugdo aos procedimentos de interpolagao
polinomial.

Portanto, acreditamos que a presente proposta, pode possibilitar aos alunos
do Ensino Médio desenvolver capacidades e autonomia de organizar a melhor
estratégia para solucionar problemas. E permite que o professor tenha condigéo
suficiente de abordar em suas aulas situagbes que incidem em interpolagéo
polinomial e possa orientar seus alunos na construgdo de novos conhecimentos,
promovendo, assim, aulas mais dindmicas, onde os educandos s&o agentes ativos
na construgdo do conhecimento, tornando o processo de ensino/aprendizagem da

matematica mais significativa e desafiadora.
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