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Resumo

Nosso estudo serd dedicado a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Apresentaremos
provas curtas de casos especiais usando técnicas que produzem constante 6tima, faremos a
prova do geral e vamos listar alguns casos particulares conhecidos.

Palavras-chave: Desigualdades com constante 6tima, Desigualdade de Caffarelli-Kohn-
Nirenberg.



Abstract

Our study will be devoted to the Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality. We will present short
proofs of for some special cases using techniques that produce sharp constant. Will test the
general case and we will list some of known particular cases.

Keywords: Inequalities with sharp constant, Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality.
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Introducao

A desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, ou desigualdade de CKN, apareceu pela
primeira vez no artigo “Partial regularity of Suitable Weak Solutions of the Navier-Stokes
Equations”, onde um caso particular contribuiu para melhorar a estimativa superior da di-
mensao do conjunto dos pontos singulares das solugoes fracas adequadas das equagoes de
Navier-Stokes. No entanto, a maioria das aplica¢oes se encontram na teoria de equagoes
elipticas. Ver [6] e [10] que sao boas aplicages da desigualdade nessa érea.

Estudaremos casos especiais da desigualdade de CKN, para os quais serao apresentadas
provas interessantes e curtas, destacando as técnicas que possibilitam encontrar constante
6tima. Além disso, usaremos dois desses casos para exibir uma classe maior de desigualdades
de CKN. Essa abordagem seguird basicamente dos estudos feitos por Costa (ver [7]) e do
trabalho de Bazan e Neves (ver [3]).

Apesar da importancia dos casos especiais, quando nos restrigimos a eles podemos perder
muitas desigualdades conhecidas que também decorrem da desigualdade de CKN, como a
desigualdade de Sobolev e de Hardy. Assim, finalizaremos o trabalho com a prova do caso
geral da desigualdade que foi publicada no artigo “First order interpolation inequalities with
weights”em 1958 (ver [5]).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados no decor-

rer do trabalho. Comegaremos recordando as principais desigualdades nos espagos de Lebes-

gue e seguiremos com algumas formulas e desigualdades que aparecem com muita frequéncia.
Durante nosso estudo simbolizaremos por C! (RN) o conjunto das funcoes de valor real

infinitamente diferencidveis e com suporte compacto em RY: Além disso, para que nio haja

duvida, sempre que nos referirmos a medida, estaremos falando da medida de Lebesgue.
Vamos definir os espagos de Lebesgue, LP(RYN).

Definigao 1.1 Seja 1 <p 1 e X C RN. Definimos por LP(X) o conjunto das fungoes
f : X — C mensurdveis, tais que

kf kLp(X) == (/ Jf (X)dex> ' 1:
X

Nos espagos LP, vamos destacar as principais e conhecidas desigualdades que serao essen-
ciais para o bom entendimento do que segue.

1 1
Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder) Sejaf 2 LPe g2 L%ondep le—-+-=1.
b q
Entdo fg 2 L' e kf gkyi < ||f kpvkgkypa:
Prova. Ver teorema 6.9 de [1]. =

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski) Se f;g 2 LP, p > 1, entao f +g 2 LP e
kf -I—gkLp S ||kap +kgkLp2

Prova. Ver teorema 6.11 de [1]. =

A desigualdade de Holder citada anteriormente é a principal ferramente para os proximos
capitulos pois aparece corriqueiramente. Agora veremos um lema que sera essencial para a
prova de uma versao generalizada da desigualdade de Holder.



Lema 1.1 Se aq; ag; :::ja, € pr; Po; i3 Pu SGo numeros positivos, onde p;+pe+:::+py = 1;
temos
al'ab’:al < pjag + peag + 1+ puay

Prova. Vamos provar por indugao. No caso n = 2 basta observar que

In(al"al®) = pilna; +p2lnay
< In(pra; 4 p2a);
isto é,
al' +ab’ < pra; + ppag:
Supondo que a desigualdade vale paran — 1 e pondo p; + ps + ::: + pu,_1 = r temos que

Pl P2 Pn—1

(a” ay ma,ty )ral

P1 P2 Pn—1_pn
a1 32 . an 1&

URN TR
r(a; ay ::a, "y ) + paaa

b1ag + P2ag + o+ Pn—1an—1 + Pnan;

ondep+p+:+p, =1 m

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder generalizada) Se p, q, ...,r sao nimeros posi-
tivos e p+q+...+r=1, entao

Jrewa (1) (=)

a menos que uma das funcoes seja nula ou todas propocionais.

Prova. Supondo que todas as fung¢oes sao nao-nulas e usando o lema anterior temos
S S U S
(ffdx)p([ gdx)e:(f hdx)r [fdx) \[egdx/) "\ [hdx

< Jo(sts) (i) o ()

ffdx [ gdx J hdx

+q + o4 re——o
ffdx fdx fhdx
pt+tq+i+r

= 1.

fressoc (1) (1=

Assim,



valendo a igualdade quando

f _ 8 _. L
Jfdx ~ Jeds " Jhdx

Além das desigualdades em LP; a estimativa dada pala desigualdade Sobolev 4étima
também sera de nosso interesse, pois em parte de nossa abordagem vamos tratar de classes
da desigualdade CKN com constantes étimas e necessitamos de tal estimativa para funcgoes

em C! (RM):

Teorema 1.4 (Desigualdade de Sobolev) Se f 2 C! (RY); 1 p nep' = P

entao

1

(fLreor ) <Ko ([ e <x>k‘>); ;

onde K(n,p) é a melhor constante dada por

o= i (555) (i o)

e I'(s) € a Fun¢ao-gamma.

Prova. Ver [14]. =

Durante a prova do caso geral da desigualdade CKN necessitamos diversas vezes calcular
integrais de funcoes em RN, mas isso nem sempre é facil. Daf a grande utilidade do préximo
teorema, pois este possibilita converter integrais N-dimensionais em integrais sobre esferas.
Além deste, o teorema de Stokes também vem como uma férmula muito 1til para o calculo
de integrais durante o texto.

Teorema 1.5 (Coordenadas Polares) Seja u: RN — R continua e integravel. Entdo

/Rl\udx / (/ udS)dr

Prova. Ver teorema 4 do apéndice C.3 em [9]. m

para todo x; 2 RN.

Teorema 1.6 (Teorema de Stokes) Se F é um campo C' definido em uma vizinhanca de

um compacto V C RY, entdo
/diV(F) :/ F -ndA,
\% \%

onde n e dA sao a normal exterior e a superficie formada por V positivamente orientada.
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Prova. Ver teorema 7.3 em [§8]. =

Seguimos com outras desigualdades importantes. A proxima refere-se a nimeros reais
nao negativos, seguida de uma generalizagao da conhecida desigualdade de Young.

Lema 1.2 Sejam a;b 2 [0;1 ) es 0. Entao existem constantes m; e My dependendo
apenas de s, tais que
mg(a® +b) < (a+b)® < My(a’® +b):

Prova. Se a =0 ou b= 0 nao hé o que provar. Vamos assumir a 0. Como 1 < (1 + 5)

e | — 14— | temos que
a a
1+<P> 2(1+P> ;
a a

a>+b = a’° (1+<l—)> )
a

= 2(a+Db):

dai,

Para concluir, devemos notar que se a > b teremos
(a+b°® < 2%°
< 2(a+b)
sendo conseguida a mesma desigualdade se a < b. m

Teorema 1.7 (Young generalizada) Para a > 0e V; W 2 RN, temos

LKVEP KWk
) + aq .

VWSOZ )
p q

1 1
onde p;q>le —+—-=1:
p q
Prova. Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade Young. m

A desigualdade de Young generalizada tera papel importante na descoberta de constante
6tima para classes de desigualdade CKN. J4 as préoximas desigualdades que serao fundamen-
tais quando tivermos desigualdades com integrais em determinados intervalos e nosso interese
seja estender para toda reta.



Teorema 1.8 Se k2 e xy; yi; ¢; d >0 temos

in}’ﬁ < (ZXk)C(ZYk)d
in < (Zxk)c; c>1:

Prova. Ver teorema 11 e teorema 22 em [11]. m

I

ct+d>1



Capitulo 2

Classes Simples da Desigualdade de
CKN

Este capitulo sera destinado a algumas classes da desigualdade de CKN cujas provas sao
curtas ¢ foram demonstradas por meio de técnicas interessantes. Além disso, as demons-
tragoes altenativas feitas aqui possuem abordagem simples e sd@o extremamente importantes
pois produzem constantes étimas para a desigualdade.

Para nosso primeiro resultado precisamos, essencialmente, de um fato algébrico conhecido
e o teorema da Divergéncia.

Teorema 2.1 Paras;m 2 Reu2 C}! (R"nf0g) tem-se a desigualdade

juj? o\ it o\
C /n ijS+IIl+1 dX S <\/Rn JXJ2S dX) <~/R" ij21n dX) 7 (21)

onde a constante C = C(s;m) := w

Prova. Sejau2 C} (R"nf0Og) e s;m 2 R, temos:

J.

2
ru

ijm ijSJrl

dx >0

u

para todo t 2 R. Assim,

. .2 . .2
ru u
/ L dx+t2/ %dxwt/ 1— . Vudx > 0 (2.2)
R JX] m R JXJZS N JXJS+111+1

para todo t 2 R. Seja K € R® — {0g um compacto e A = A(”;R) = B(0;R) — B(0;”) tal
que K CA”;R)eu=0em A(";R). Como r u? = 2ur u, usando uma propriedade da




Divergéncia e o Teorema da Divergéncia podemos escrever

X 1 9 X
AHWVUdX = §/ArquX

1 . 9 X 9 1. X
= §|:/Ad1V(U. l]X‘]*""TH)dX_\/AUdIV(JXJS"'TH

- 5 |:/A (u jxjs+1n+1 ) 7]) ds - /}111 le (ijS+IIl+1

Uma vez que TijxjgCy = jxj?*22x; com a 2 R, temos X" = Ti(jxjm)‘

Consequentemente,

n
X Xj
div( — | = E -
(JXJO‘> — X (ij")

n

N - e

- Z ijQ(x

i=1

S
i=1

ijQ(x
o 1 ajxj?
— X X
B n—uo
e

Se (s +m + 1) = a, de (2.3) obtemos

x?

juj

32

X n—(s+m-+1)
- . dx = —
/n ujxjs+1n+1 Vll 2 /I\{

Assim, fazendo

32

s 29 1
Jus oo W
A — /}; “9q d-Xu B - [H - (S + m + 1)] /n ijs+In+1 dX

15728
w JXJ7 R

e usando (2.2) vemos que
At? =Bt +C >0

para todo t 2 R. Mas isso equivale a B? — 4AC < 0, isto é,

Juj Juj
— 1)]? ———dx | <4
[Il <S +m+ )] (/n ijs+111+1 ) - (/R" jXJ'QS

=) (/

1
2

N ijererl dx:

. .2
C = / Y ax
Ro JX_] m

jr uf?

N ijQm

)+

)



Elevando ambos os membros a 1/2 concluimos o resultado. =

Como consequéncia deste teorema, vamos listar algumas desigualdades particulares.

Corolério 2.2 Se u2 C! (R"); temos as sequintes desigualdades com constantes dtimas:
CoN? [y
(i) (n ) / Max < / ir utdx
2 Jre JX] JRo
_ 2 1 2 ) . -2
(ii) (M) / %d}( S/ J‘r ‘121‘] dx
2 Ro JxJom R JXJ
n-2s D\ [ ([ P N[ ru O\
(111) T md}( ~ ; ‘QSdX md}( 3
R JX] R JX] R JX]
L . .9 i
! ‘
i (5) ] s < ( / jxf(m“)jufdx) ( IR dx)
2 1 2 R JXjAm

Prova. Basta tomar s e m especiais em (2.1):

(i)s =1, m = 0;
(i) s = m + 1;
(i) m =s + 1;
(iv)s=-m—1 m

Agora vamos provar dois lemas e usar um argumento de interpolagao para exibirmos um
outro caso particular de (CKN). Além disso, tais lemas sdo casos de (CKN) e suas provas
também produzem constantes dtimas.

No primeiro lema, a argumentacao vai seguir de uma funcao suave de valor vetorial
conveniéntemente definida, tendo destaque o uso da designaldade de Young (Teorema 1.2)
que fornece uma maneira simples para obter melhor constante. Ja no segundo lema, vamos
usar a desigualdade de Sobolev para uma fun¢ao conveniénte e aplicar o resultado provado
no primeiro lema, além da desigualdade Young que novamente vai possibilitar encontrarmos
a melhor constante.

n—2
2

Lema 2.1 Seja u uma fun¢io em C} (R*), n >3, —oo b e c=b+ 1. Entao



temos

ju(x)j? kr u(x) k?
dx < — & 2.4
/Rn kx e XS Con / k x k2 (2.4)
onde 4
Corr = (n — 2 — 2b)?

€ uma constante dtima.

Prova. Seja W : R"nfOg  R"™ uma func¢ao vetorial suave definida por

1 X
W = :
() (20—11) k x k2

Tal funcao estd bem definida pois ¢ = g implica em b =

, contradizendo a hipdtese.

Dessa forma, como

woo (L) kxk ek ke 1 2ex]
x;  \2c—n k x k%¢ ~ \2c—n kx k2 kx k2ct2

temos que

n 2¢ k x k2 1 —(2¢ —n) -1
d — = — .
Wi (20—11) (kxk2‘f kxk2c+2> <20—n) kx k¢ kx k¢

Se E=E(";R) =B(0;R) — B(0;”) é o anel que contém o suporte de u temos que

L.

/ kilgcdx = - /E ju(x)Pdivv (x) dx
/EW(X) V()i dx — /E div(ju(x)iPW (x)) dx

Em seguida, aplicacando o Teorema da Divergéncia e usando a desigualdade de Young (com
p,g=2 e a > 0), teremos

[ - [ s

_ /u (X)W (x) - Vu(x) dx

= 2/E< i{Xkb ) (1315?) *

= 2[/13 . k2xk1<W2b s / leik%deX

s [ ju(x W(x) k? /kr u(x) k2
- b 9.
o : kxkzb dx + o~  TEx dx (2.5)

=

10



Por outro lado, como ¢ = b+ 1, podemos escrever

kW) ko k x k? 1
kx k2 (2¢c —n)? k x k¥4 k x k=2b
1
~ (2b+2—n)? k x k2b+2
1

(n—2b—2)2 kx k2

Substituindo isso em (2.5) encontramos

uGoF [ R e [ O
dx < dx TTMENE ¢
/Rn it S M2 fp kx ke Y T ke )

o? ju(x)i? 5 kr ju(x)jk?
I dx < a— 2o VR g
(1 (n—2b—2)2>/Rn kx ke = / k x k2 )

» . -2 _ _ 2 » . . 2
/ ju(x)j dx < (n—2b—2) / kr ju(x)jk i
JRn k X kQC a2 (Il - 2b_ 2)2 - Oé4 . n k X k2b

k k(2ak — 4a®
Se definirmos k = (n — 2 —2b)? e f (a) = pETR teremos que f Ya) = —H,
a?k — a a?k — «

consequentemente, fazendo f %«) = 0 encontramos k — 2a? = 0, isto é, « :\/E. Por outro
lado
(—2k% + 12ka?) (ka® — a)? + 2k(2ka — 402) (ka? — o) (2ka — 4a)
(ka? — o)
(—2k* + 12ka?)(ko® — o) + 2k(2ka — 40°)*
(ka? — at)? '

f%) =

donde vemos que

- B2

Portanto, o =+/k=2 é ponto de minimo de f e

== s

¢ a constante 6tima para a desigualdade. m

2
Lema 2.2 Seja uw uma func¢io em C} (RN),n >3, —occ 2b n-2 c=ber = n2 = 2%,
n_
Entao temos ,
Coju(x)if v "k ou(x) K
dx | <Gy —dx 2.6
(/Rkakbr ) = ‘*/RN k x k2P (26)
onde ) )
-2 n—2-—4b
=K (—— ) G =Kmr)? [
Cb ;1) (n—2—2b) G (;1) (n—2—2b)

sendo b" representante de b 0 e b~ representante de b 0.

11



u(x)

Prova. Aplicando a desigualdade Sobolev para a fungao dada por f (x) = e vamos
X
obter 1
) N / u(x) \ | ’
< K(n;
(/RNkaQ*bdX) = <n’r)<m L dx ,
. . 2 )
i\ 2 / u(x)
dx ) < K(n; 2
(/Rykxkrb ) R N ey (2.7)
Uma vez que
u(x) ;(u(x)) k x kP —u(x)bx; k x kP2
Xi (k X kb> - k x k2b
5 ) u)b
T kx kb k x Kbt2
temos que
ux) \1* _ (u(x))? 2(71u(x))u(x)bxi (u(x))*b’x?
x; \kx kb T kx ko k x k2b+2 + kx 202)
consequentemente,
ux) || kruk  , jux) 2bu(x)
' <kx kb) T kxk® +b k20D Jok2(0+2) - u(x) - x
que implica
ux) \ | kr u(x)k’ , ju(x 2bu (x)
/RN ' (kab> b = RN Ckxk2 dX+/Rl\b k2 b+1 - kxk2(r2) " u(x) -xdx
= Il +12+I3 (28)
Aplicando o lema 2.1 a I, obtemos
kr u(x)k?
2
IQ S b Cb+1 R kaQb (29)

Ja em I3, vamos analisar separadamente os casosb 0eb 0. Parab 0, aplicando Young

e o lema 2.1 vemos que

o= [t ) (o) ax

—2b "\ Nju(x)j’kxk’ —2b\ A~2kr u(x)k>
< dx dx
- /R <kxk2b) 2kexcket " (kxk2b) 2

_ o [ ju(x)j [ kru(x)k?
= —bA /RNkaQ(Hl)dx—b)\ Mttt

_ kr u(x)k?
< — 2 2
< —BHAChip + A )/RN T

12
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Assim, (2.7)-(2.10) produz

kr u(x)k?
RN ka2b

( / } {{“ffﬁfb dx) D<K (r)2 (L4 B0y — B(AChyy A7) dx;
R

como Cy,;; depende de n, podemos escrever K (n;1)?(1+BCyp,  —b(ACyy 1 +A72) = f_(A;n; b).
Para b 0 procedemos de maneira andloga e encontramos

)i L\ " kr u(x)k?
(/RN k X< klb dX) — “F(A? n? b) RN kaQb dX?

onde f; (\;n;b) = K(n;1)?(1 + BChyg + bAChyg + A72).
Agora resta minimizar {4 com respeito a A. Fazendo f {(\) = 0 temos

+2K (n; r)QbeH)\ — 2K (n; r)gb)\_?’ =0
—2K (n;1)*bChi A + 2K (n;1)*0A ™ =0

o (CjH)i
£o ((C;)i> — 9K (n;1)*bCy; + 6K (n;r)2b<<cjﬂ>}‘>_4 0
fg)((@il)i) —2K(n;r)2be+1—6K(n;r)2b<( ! )>_4 0

Chi1
podemos concluir que A = (

(@)

que implica em

CO1mo

TS,

I
) é ponto de minimo. Uma vez que
Cpt

T

) = K(n;l")2 (1 —|—bQCb+1 :I:b(p—%ﬁl +\/C_b+1>>
b+1

= K(n;r)2(1+b2CM1 :|:2b\/Cb+1)
= K(n;r)*(1 £by/Cpy1)?
estabelecemos

2
LGN 2 , [ krux) K
< . A — :
(/Rykxkbr dX) < K(n;r)*(1 £by/Cpyq) / T 12 dx

RN

Portanto, substituindo Cy,; = concluimos o desejado. m

o+
(n — 2 — 2b)?

Observe que para os lemas 2.1 e 2.2 foi usado que ¢ = b+ 1 e ¢ = b, respectivamente. O
préximo teorema, apesar de nao garantir constante étima, abrange uma classe bem maior de
desigualdades CKN pois vamos prova-lo com b<c¢ < c+ 1:

13



Teorema 2.3 Seja u uma fungio em C} (RN), n >3, —oo b 22 b<c<b+1le
2n

I=1">3 T 2e—D) Entao, para cada 6 2 [0;1] temos

2

ju)it -\ o (8 kr u(x) k*
( / K ke dX) < GG / BT (2.11)

Onde Cp= e Cyy 1 sao, respectivamente, as constantes para c=be c=b+1, e

2nd 2(1 —
a= "7 , pb= (1—9)
(n—2)r r
Prova. Para obter tal resultado faremos interpolacao dos dois lemas anteriores. Primeiro
(n—2)—(n—2)(c—b)
(n—2)+2(c—b)

devemos notar que para 6 2 (0;1) dado por 6 = podemos escrever

r=2(1-10)+2%0, (2.12)
onde 2* = — é o Sobolev conjugado de 2. Uma vez que r = n—2fr;(c—b) obtemos
2n6 2n
2(1_9>+n—2 - n—2+2c—b ’
m—2)(1—-0)+n0 n
n—2 - (m=2)+2(c-b ’
" 20 _ n
n—2 n—2+2(c—b ’
20 2—-2(c—b)
n—2  n—-2+2c—b
(204+n—-2)(c—b = n—-2)(1-96) |,
(204+n—-2)(c—b) = (20+n—-2)—nb |,
nd
© = b+1_(n—2+29>’
consequentemente,
. . (2(1 —6)+2*0)nd
re = [2(1—9)(b+1)+29b]+[29— Y, ]
= L+1D
como
2ne<(1—9)+ nf )
I, — 2n0 n—2
n—2 n—2+20
2nf(n — 2 + 20)
 2nd n—2
T n-2  n-2+2
=0

14



temos que
rc=2(1-0)(b+ 1)+ 20b. (2.13)

Assim, por (2.12) e (2.13) podemos escrever

ey ju(x)20-0+20
ry kxker T Jpy kxR0 (1) 42700
i 2(1=0) 5 AL
_ ju(x)j ju(x)j i

v kxk2(1-0)(b+1) " lexk2HOb
R B RGN AL
< /RN (kxkz(l—e)(bﬂ)) dx /RN ( kxk2*6b ) dx
e T e 1
o k201 o ek
0

1 .
er’= —: Para concluir

1-6 0

2 . .
vamos elevar ambos os lados a — e usar os lemas anteriores, recordando que no 1ltimo lema
r

sendo que a desigualdade foi obtida aplicando Holder para 1’ =

r = 2*: Portanto,

uEF |\
(/RN k x ker dX)

I

. . 201=6) . ik 20
A Jue)ir” N
RN kaQ(Ml) RN ka2*b
2(1-0)

20-0) kr u(x)k? ' 0 kr u(x)k? ’
Coi (/m kxk?b dX) Co /RN PRETIS

2(1-0)

20-0)  2%0 kr u(x)k? :
= G.i G (RN dX)

IN

IN

Jx
+28

kaQb
=0 2% [ kr u(x)k?
= G0 Gl TS

15



Capitulo 3

Desigualdade de CKN geral

No capitulo anterior vimos classes da desigualdade CKN que possuem constantes explicitas.
Agora veremos a prova do caso geral, onde nao vamos explicitar a constante, entretanto, ficara
claro que ela também depende dos parametros. Por fim, listaremos algumas desigualdades

conhecidas que podem ser vistas como caso particular da CKN.
No que se segue, sejam p; q; r; «, [3, 0; e a nimeros reais fixos satisfazendo

onde

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Teorema 3.1 Se u 2 C} (RY), entdo existe uma constante positiva C tal que a seguinte

desigualdade ocorre

ixiuly, < ClajDujly, [x%uly,

se e somente se as sequintes relacoes valem

1 1 a-1 1
——i-z:a(——&- >+(1—a)<
r oo p n

0<a—0o sea>0

a—c<1 sea 0 e —+ =
p

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Além disso, em qualquer subconjunto compacto no espago dos parametros onde (3.1), (3.2),

(3.5) e 0 < a—o <1 ocorrem, a constante C € limitada

16



Primeiro devemos obsevar que se a = 0 ndo hd o que provar, pois isto implica em v = [,
tornando (3.4) e (3.5) imediatas.

Vamos comegar verificando a necessidade e, posteriormente, algumas afirmagoes usadas
na prova da suficiéencia, em tais afirmagoes destacamos o uso da desigualdade tipo-Hardy
ponderada, ver [4]. A suficiéncia serd dividida em trés casos, o primeiro é o caso em que

n=1eo=a-—1, seguimos com o cason > 1; 0 < a — o < 1 e concluimos provando o caso
1 a-1 1
a—oc>1; -+ =-+4 1: Vale ressaltar que sempre representaremos a constante por
n r n

C, independende de variar linha pds linha.

Prova. Inicialmente note que para as normas em (3.4) serem finitas sdo necessarias as
desigualdades em (3.1).

(I) NECESSIDADE

Se (3.4) vale para u(x) entdo também vale para u(Az), com A > 0. Dessa forma, se
v(x) = u(Az) temos

vel, = [ G ds
R
- / (A uly)) A dy
RN
= A / (yi"ju(y)i)" dy;
RN

isto é,
=\r

[ixj7v(x) jyiTu(y)

Procedendo de maneira analoga vemos que

Lt Lt

DV, = A iitiDuil, e x|, = A7 ivi"u(y)

La

Assim, de (3.4) obtemos

livimu(y)|,. < CN[iyiiDu@)ils, livifu@)]

n

onde k = —aa — 22 +a—pf(1—a) (I1—a)+~v+ 2. Se ocoresse k 6 0; fazendo A ir para
q r

0(k O0)ouAirparal (k 0) teriamos u = 0: Portanto, deve ocorrer k = 0; isto &,

n na n
’y—&—? = a(a—l)—&-?—&-ﬁ(l—a)—&-a(l—a) ,
L a<1+a_1)+(1—a)(1+§>
n r p n q n

17




Para a prova de (3.6) fixe v 2 C} (jxj 1); v & 0; e seja u(x) = v(x — xg); com jxgj = R
grande. Dessa forma, o suporte de u serd em By, (1) e (3.4) equivale a

1—a

1 a
( / B uf dx> < < / jxj“l’jDudex) ( / jxj%uﬁdx> ;
B, (1) By, (1) By (1)

nesse caso, como jx —xoj 1 ejjx|—|xojj jx—xojtemos que (R—1) jxj (R+1). Por

R 3R
outro lado, como R é grande podemos ter R — 1 5 € R+1 - isto é, 5 JXj -5
Assim, independente do sinal de 7, a, e 3 obtemos
+(1-a)B a | (l-a
Rful, < CRO 07 Duf? i~

Sendo u(x) = v(x — x¢);

R, < CRO0-97[Dyf! |ofI™
S L N e R

Note que Dv 6 0; pois caso contrério v seria constante (jxj 1 é conexo) e, como v = 0 fora
de um compacto, teriamos a funcao nula. Portanto, podemos fazer R 1 e concluimos que

Y < aa+ (1 - a)ﬁ )
ac+(1—a)f < aa+(1—a)s
o < a.
Seguimos com a prova de (3.7). Sabemos
1 -1 1
Toa-1 _ 1.9
p n r n
L B
=g + (3.8)

sendo a tltima igualdade obtida de (3.5) quando a 1. Agora considere a fungao

0 se jx|>1
u(x) = ¢ jxj logjxij se e<[|x]<1
eIY log% se jx| <e.
Note que
. e_~_n 1 ny. ., n_1X 1 e eim_n, . —X
D (JXJ T logf> = ((_’V—_)JXJ T 1#) log — +Jxj77 X
JX] r JX) JX) JXJ

n 1 X
<( T E )jxﬁ*r”

18



e que multiplicando np na primeira igualdade de (3.8) encontramos n + ap — p = np + vp.
r

Utilizando as propriedades do logaritmo temos

1
[ e = [ g (( v——)log——l)
RN e<jxj 1 r JX)

1 p
= X log_— +loge| dx
/e<jxj 1 JXJ(7+

1 (y+2) P
e("/*%)
= / jxj " |log — dx
e<jxj 1 JX]

P
JXJ TP gx

Pondo em coordenadas polares,

[<ij 1

log —
JxXj

P
dp = C/ (—log )pn_ldp
= C/—logp B_dp
¢ P c
1
e — p
C(-1) /e plog < >dp

-t ().
T [(_bgg)p“ . (_logc)m]

_ ¢ {(log E)p“ ~ (log @PH} : (3.9)

19



além disso,

. . 1 17
/ jXJ-'y'rjuJ-r dx = / ij'yr—fyr—n logr — dx + ¢ logr - / ijfyr dx
JRN Je<jxj 1 JX] €. jxj<e
f i1 r 1 —yr—n r 1 c T
= xj tlogt —dx 4+ e 7" Mlog" — jxj" dx
e<jxj 1 JX] € jxj<e
' 1 , I
= C / —log" —dp+ Ce 7" " log" —/ Pt dp
e p P e Jy
"1 1 c
= C(-1) / ;logr pdp+ Ce™ 7" log! E(pWH |0)

= C(-1)" (~log" ™" ¢) + Clog' %

r+1 r+1 1 ! r1
= C(-1) log - + Clog -

1 1
= Clog"™ = + Clog" - (3.10)
€ €
e, analogamente,
1 1
/ ixj?%uj? dx = Clog®™ = 4+ Clog? —: (3.11)
RN € €

Assim, (3.9), (3.10) e (3.11) garantem que existe C tal que a fungao u(x) previamente definida
satisfaz (3.4) e, por outro lado, possibilita vermos que

1
/jmwm%uzcmg“—
RN €

/ xjPiDujPdx < Cloght! <
JRN €

< Cloght! 1
€

1
[ it < Clog
RN (@
consequentemente, de (3.4) obtemos
logllerl 1 <C 10ga(%+1)+(1—a)(é+1) 1,
€ €
isto é,

logh + 15+ )+ (E+1) 1 < C

M

20



Dessa forma, deve ocorrer

1 1 1
~+1 < a<—+1)+(1—a)<—+1) :
r p q

1 a 1l—a
- < -+ :
r p q

Mas, de (3.3) e (3.5) sabemos que

+1—a+a(a—1)+(1—a)ﬁ_g_(1—a)ﬁ
q n n n n

1—
a—i—i(a—l—a);
q n

1
r

_|_

Tl gl

a
portanto, —(a« —1—0) <0 ) «a—o <1, donde concluimos a necessidade.
n

Agora vamos provar uma sequencia de afirmagoes que serao extremamente tteis para a
demonstragao da suficiéncia.

(IT) Suficiéncia

1 —1
(A)Selﬁpﬁr,dQReazé—i———i—p entdo para u2 C} (R)
r
ixi*ul . < ClixjiDujl,, (3.12)

nos seguintes casos
o1
i)o+- 0
W6+
(iil)d+—- 0eu(0)=0
r
Além disso, a constante C em (1.19) fica limitada por p, r, e 0 que variam sobre qualquer

subconjunto compacto de f1 < p <r, yr & —l1g:
No caso que (i) ocorrer, vamos usar teorema 2 de [4]. De fato,

s s ll 1 ) p% Xdr—O—l ) ll X—ap0+1 ;10
. .rd.X s i—ap dx _ S li ¢
aup ([ sax) (f wara)” = s (S50) (o (S551))
1




sendo que a segunda igualdade ocorre devido

1 -1
o = f+-+2——
r
1 1
a—— = 0+~ :
p r
0 0 1
—ap +1 = —p ((5+;):

Verificamos que estamos nas condigoes do teorema 2 de [4], logo

(/01 xjr (/Xl jDu(t)jolt)rdx)i <C (/01 ijo‘iju(x)jde>p :

(/01 . (/1 jDU(t)jdtde)i - (/o1 i /X1 Du(t)dt rdx>3

1 .
= ( / jxf?‘ju(x)jfdx) ;
0
IR 5 1 0
( / jxjf”’ju<x>fdx) §C< / jxjaiju<X>jde> :
0 0

Para o caso (ii), procedemos de maneira analoga utilizando o teorema 1 de [4] e verificando

que
. el _ gor+l 5 g—ap’+1 [711
lim ———— T
c 1 or+1 —ap’+1

Como

concluimos

1 ll S %)
sup (/ ixj°" dX) (/ ij_‘;'p(J dx) = sup (
s 0 s 0 s 0
I T [ gmap'tl \ o0
- e —ap'+1
_S5+} S—(5+})
N A ()

22



para obter

1

( /O 1 jxj‘”ju(x)fdx)" < ( ixi” Du( )it | dx)i
< ([ w ( iDu(i )jdt)rdx)’l'
< C < ixj*?iDu(x); dx)é
Ainda dos teoremas 1 e 2 de [4] temos que 11 < CK<L M, o que explica a
(0+3)? 0+ )2

afirmacao da limitagdo da constante C. Por outro lado, fazendo mudanga de varidvel e
usando o que provamos acima temos

1
T

0 .
/Jy.l ju(=y)j* —dy>
1

1

0 T
( / jxj‘”‘ju(x)fdx) = (
1
= </ ity de>
0
1
C( JYJ“”JDqudy)

»

1
P

xj*iDuj” — dX)

0

= C

\Nc\

n
Jxj*jDujdx ) ;

—00

para ambos casos. Portanto, usando o lema 1.2

0 1 1
= ( / iTju(x)j dx + / jxj“’“ju(x)fdx)
—00 0
[/ 0 ,lf 1 L
C ( / jxf’“ju(x)fdx) +< / jxj“ju(x)fdx)
—0 0

[/ 10 5 1 L
C (/ jxjaijujde> + (/ ijaijujde) ]
—00 0

< C|ixj*Dujl,;

|. .5

IN

IA

em ambos casos.

23



(B) Assuma (3.1)-(3.3),(3.5) eseja R, = f p < jx| < 2pg, para todo p > 0. Seu 2 Cj (RY)

(5:7+§—n; (3.13)

entao

ar (1—a)r

/ X ujt < C / Xj*PiDuj / xj9juj +C / 3 juj (3.14)
R R, R, R,

P

com C independente de p. Se pr u = 0 entao o dltimo termo de (3.14) pode ser omitido.
Vamos provar o caso p = 1 e justificar o caso geral reescalando. Comegamos escrevendo
R, = R e considerando o caso que

20 (a0 (3.15)

Quando isso ocorre, utilizamos teorema 2.1, pg-125 de [12], e u* = (med(R))™" [; u obtemos

am (1—a)m

/ju—u*jm <C (/jDujP> ' (/ju—u*jq) b (3.16)
R R R

Uma vez que o — o > 0, de (1.18) temos

1 aa (1—a)s

T n n

[V
®
N
ol
+

o)
SN

—
N~
_l_

—
|
7~ N
Q=
+
Sl Rey
N~

v

= =l

<
sendo a dltima implicagao obtida de (3.15). Assim, usando a desigualdade de Holder e (3.16),

/ju—u*jr < (/1> (/ju—u*jr’?>
R R R

(I—a)r

C </RjDujp>apr (/Rju—u*jq) ) (3.17)

1—a

IN

a
< — teremos
q n

1

— )

qa

a
Por outro lado, se (3.15) nao vale, isto é, — +
p

<

(3.18)

ST
Sl B~
Q2 l=o -
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Como

existe b < a tal que

1 1 1 1 1
1 _ b( _____ ) 1
r p 1n (q q
b 1—-b b
= —4+———— quandor >q
p q n

b = 0 quandor <q;

Dessa forma, procedendo de maneira andloga ao anteriormente exposto encontramos

(1=b)r

/ju—u*f <C </jDujp>p </ju—u*jq) ) (3.19)
R R R

Agora, usando desigualdade de Holder, de Sobolev e observando que (3.18) é equivalente a
1 n-—p

q pn

, q p*temos:

/ ju—wj < ( / 1) " ( / ju—u*jqp‘l)p
R R R
(fm-wr) < ef
JR .
</ju—u*jq>q < C(/jDujp)p: (3.20)
R R
(

Combinando (3.19) e (3.20) chegamos em (3.17) novamente, isto é,

ar (b—a)r (I1—a)r (a—b)r

foreer = () ([w) ™ () ()
R R R R R
ar (b—a)r (I—a)r (a—b)r
< C (/ jDujp> (/ jDujp>
R R
( (I1—a)r
)

() (for)
R R
= C /jDujp>p (/ju—u*jq) '
R R

Reescalonando (3.17) e multiplicando por p?" temos:

/ plju—u’j <C / PP jDuj® / P — 'y
R, R, R,

25




Como p < jx| < 2p podemos escrever

ar (I—a)r

P q
/ X — w'f < C / XPD P / ixj®iu — u*j (3.21)
Rp Rp RP

Se pr u =0 em (3.21) temos (3.14) omitindo o tdltimo termo. Se u* 6 0 notamos que

( / ju—u*ﬁ)q < ( / (juj+ju*j>q)“
R R
S (/ jujq>‘1 + (/ ju*jq>‘1
R R
< C ( / jujq)q; (3.22)
R

donde, usando (3.17)

1
.

(/jujr) < Ju—uJ+JuJ))
R

J
J

(
(

< (fmmwr) ([
< ( / JDuJP)’ ( / J—J) + (med(R) ! [ ju ( / 1)’1'
<o /RjDujp)g( /Rjujq)ﬂc [ 5 (3.23)

Portanto, usando a afirmagao 1 concluimos o caso p = 1. Para o caso geral, primeiro vamos

reescalonar (3.23) para obter
(/ jujr> < C(/ jDujP) (/ jujq> + (med(R,))™ (/ 1) [

R, R, R, R, R,
( / juﬁ) vop [
R, R,

_ c( /Rijujp)

multiplicando por p? temos

|

T

a 1—a

1
/ P ) <C / p7’iDuj? / Pujt | +C / prE T juj
Rp Rp RP RP
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Novamente, lembrando que p < jx| < 2p concluimos

a 1—a

1
T p q
/ | < C / D uf? / st | +C / P
R, R, R, R,

(C) Assuma (3.1)-(3.3),(3.5), 0 = a — 1 e suponha que

a (1+q-— El)_1: (3.24)
p
Entao (3.4) vale com a constante C uniforme, enquanto v + n fica limitada longe de zero.
1 1-—
Tendo em vista v = a(a— 1) + (1 —a)s e (3.5) vemos que — = 2 (1—a , dessa forma,
r o p
qy-1
a 14+q— - ;
( >
a a 1
— + a— — — ,
q p q
1
—: 3.25
A (3.25)

Nesse contexto, vamos provar (3.4) usando integracao por partes radial. Seja Ba(0) uma
bola que contém o suporte de u, temos

/ xj7 gt / / P ju(p0)j p*tdp do,
Sn 1

entretanto,
/A 'yr+n—1[ ( 6)2]%d — 1 yr+n; ( 6)'r|A_ /A Aﬂurn [ ( 9)] D[ ( 9)2]d
0’ I T R T L u(pf)”ldp
A
e — r 'Y7’+11
S /O P ju(pd)i" "> u(pd)Du(p0)]dp
A
T
< — 'y7“+n .. L
- ‘ yr +n /0 p u(pd)j* ~“ju(ph)jjhDu(ph); vijdp

A
< C / 5 u(p8)i D u(o8)jpdp.
0
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Assim,

A
[ s < e[ [ Du(e)is dpds
BA Sn—l 0

yr+1s

= C ixi  u(x)j T Du(x)jdx
Ba

e N Ly
= C/ (3xj*iDu(x)j) (xj" " ju(x)i* ™) (JXJ7 et (5B (x)§
Ba

L

= C /B (D u(x)i) (i x)i) " (iifuGor ) dx;

onde

€ = 7r+1—a+6—§

= = [afa— 1)+ (1= a)]
_ y(r—i):

1 1
Por (3.24) temos — 1+ q— 4'e daf vemos que — —1 . Dessa forma, usando Holder e
a a

lembrando do suporte de u obtemos

e er . B i1y el gl
/JXJ7 juit < Clixg*iDujl, [ixifuly {ixiui T (3.26)
com k escolhido de modo que
1 1
—+-(a -1 +-=1;
p q( k
isto €,
11 1 1 .
k p g ¢ ’
a a 1 a
- = ————+—+a
k P d4 ¢
a 1 n
— — R a
k r ’
1
kir——-) = r;
-1
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e (multiplicando a dltima igualdade por ) ek = yr. Portanto de (3.26) vemos que

/ i jujt

-1
—1

1_a_-
. .8 |+-1 ’
C|ixj*iDujl; |xj’ul; ( / i jujt )

(/}m”mf)r < Clixi*iDujl, |ixi’u

IN

1

L,
.. ey .| .o 1—a
ixitu|,, < Clixj%Duj|], lixi’al "

n

(D) Set;QZ1;7+E,e+t7ﬂ+E 0e0<b<1entao
r q

b

. em . e .. 1-b
liximu|,, < |ixiul] |ixi%ul, (3.27)
parau?2 Ci (RV) e

1 b 1-b
=Ty = 3.28
e (3.28)
v="be+ (1 -Db)p (3.29)

(1-br . : .
Uma vez que 1 = T + ———, a desigualdade acima segue da desigualdade de Holder:
q
(/kﬁ%ﬁ = /ﬁmmmﬁxﬁW*wﬁﬂkm)

br (I1—=b)r

< (/(jijrejujbr)br) (/(ij(l_b)rﬁjuj(l_b)r)U—bn)

(1=b)r
La

lixjcul) Jixiu

Por conveniéncia de notagao vamos escrever
‘ijo‘Du|Lp = A; |ijBu|Lq =B (3.30)

Daqui por diante ((x) representara uma funcao em C} (RY) fixa, com as seguintes pro-
priedades:

1
0<(¢<1l; (=1sejxj 3 (=0sejxj 1 (3.31)
(IIT) Suficiéncia quandon =1leo=a —1

29



Quando possivel, vamos usar o (ITA) para o caso a = 1 e (IID) para interpolar entre a = 0
e a = 1. Observe que (ITA) nao se aplica quando — +a — 1 = 0, isto é, quando 6 + — = 0 em
r

p
(3.12). Note ainda que 0 = a— 1 em (3.3) e (3.5) produz

_A LIt aa- D)+ (1-a)f (3.32)
A técnica usada aqui se resume a esgotar as possibilidades para — + o — 1 e conseguir
p

(3.4) para cada uma delas.

1 1
(A)ocasoy+-=-+a—-1,0<a<1
r p
Por (IID) temos

.. . ea— a . . 1—-a
lixitu| < XMl kil (3.33)
1 —1
comoa=a—1+- 42 e—+a—1 0, usando (ITA) encontramos
p p P
‘jxja_lu o < C‘ijO‘Du|Lp (3.34)

Combinando (3.33) e (3.34) concluimos (3.4).

O restante da secao sera dedicado ao caso v+ — 6 — + a — 1. Em tal evento, podemos
r p

1
renormalizar u, isto é, definir u(x) = §u(Rx); de forma que A = B = 1. Vejamos como

exibir R e S que garantem tal renormalizacao.
1 = |ixj*Dux)|},
— [ smipacods
= /jxjo‘p %Du(Rx)
_ / ’E Y|y
S

Rp—ap—l

R
T / vi*PiDu(y)j*dy

Rp—ap—l

Sp

p

dx

ap
Du(y)i’R™dy
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I = |JXJﬁﬁ(X) iq
1 q
_ / i SR dx
N1y P, o —
= /@ R ju(y)i'R™"dy
— R—Bq—ls—qB;
S=R"7 Ar
resolvendo temos
B = RP¢*1Sa
B = RAHRITVTAL
’ BA_‘TP _ Rw
BA—D - RW

P
=P\ (B—a+1)pa+(p—a)
, R = (BAQ)

p—ap—1

S - <(BA)M) T AR

1 1
R e S fazem sentido pois v+ — & — + a — 1 equivale a
r p

()= (+)
= —a(ﬁ+(—11>+a<a—l+%)> & 0
q
P
q)

) qB—(a—=1)+1—-= 6 0

) (B—a+1)pq+(p—

Assumindo tal normalizacao, nosso objetivo é mostrar que | j

6 0

L <C

(B) O caso E +a—1 0 e limitada longe de zero

A prova desse caso segue usando os mesmos argumentos da parte A. No entanto, note
que se ! +a—1— 0 a constante C de (3.34) tende para 1 (ver a constante C na prova
de (HAI))).

Os préximos casos, (C)-(E), sdo para a prova de %) +a—1~ 0eo caso (F) para
1

—+a—1 0 e limitada longe de zero.
p
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N | =

Escolhemos um ntumero real v, dependendo dos parametros, tal que 0 v e
1 1 .
20<y+—; 2v< B+ - < (2v) (3.35)
r q
;1 1
(C)ocaso —v" < —4+a—-1<ve—- 1-v
P P
Primeiro note que a e (14 q— %)_1 sao limitadas longe de 1, isto é,
1 1 1
T+ - = a<—+a—1) +(1—a (—+ﬁ>
: - (-a)(z+8) )
1
2v < 1—a)—
v < av+(1—a) 5y )
a < 14 2av? — 4v? )
< 1-2v° (3.36)
e
1 1
14+q (1 — Il)) I+qv
1
: 3.37
14v ( )

Seja pu = (1+2v?)~! e defina ag = i, daf vemos que ag = a(l + 2v?) < (1 —2v?)(1 +2v?) =
o
1 —4v!; ouseja, a  ag < 1 —4v. Por (IID),

o < Jiicul) [l (3.38)

q )

lixj7u

onde ¢ e t sao determinados por

1 o ag 1—30
r ot q '
i+1—a _ 1—ag ,
p q t q
(S T
P q t q
1 1—
- H+_“
t p q

ala—1)4+(1—a)f = aec+(1—ag)s |,
_ ¢ b
(Oé 1) 6 - 1 1 )



Além disso, vemos que

1 1 1
Tte = /L(I—)—Fa—l)—k(l—u)(ﬂ—k(—l)

>~ + (1= p)2v

V3 2v

= — — 2
2w 1 -2v2 7
- 3v?
142y
= 3w?
e 1 1 L T
é limitada lonlge de zero. Uma vez que v 5 N 1 T (3.37) implica que
- 1
(1 +q- g) Toow = p. Assim, por (I11C)
|ixjul,, < CA*B'* (3.39)

e substituindo (3.39) em (3.38) obtemos

‘jxj7u|Lr < CAroBI-pargl-ao — CABL—2 —

1 1
(D)Ocaso —v*<-4+a—-1<v; 1-v<=<1; a>v

p p
1
Seja 0 = v+ % — 1. Pelas hipoteses acima vemos que o« < v+ 1 — — < 2v e como
p
1
2v<~y+-—1+1=0+1 temos
r
a<2v<o+1; (3.40)
1 1 1
por outro lado,dea | —-4+a—1) <ave—-a|—-+f] < —2avtemosquea|—-+a—1)—
p q p
1
a <— + ﬁ) < —av < —v?, daf
q
1 1
T+= < S+ 8-V
q
1 1
) Y+ -—1-8 < ——1—-+v°
q
1
) -8 < ——1-v% (3.41)
q
Afirmamos que
1
( / jxj"“”juj") < CAB'™* +C / ixj%juj - (3.42)
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De fato, se Ry = f2¢  jx| < 2¥~!g, para todo k inteiro, entdo (IIB) implica que
ar (I—a)r

D q r
/ iy < C< / jxj“ijujP) ( / jxjﬁ"jujq) +C< / jxj%uj)
Ry Ry Ry Ry

(1—a)r
> / W< 0y
k2 YRk k2

( / jxj“PjDujp) ( / jxj%ujq) +( / jxfjuj) :
Rk Rk Rk

ar 1—a)r
De (3.32) sabemos que — + Q = 1 er > 1, consequentemente, podemos usar as

(Z/R iXj JUJ> :

. s .jar . .8. .|(1—a)r ....r
< C {‘JXJ Dl [ + </JXJ6JUJ> }
1
) ( / jxﬂ"juf) < CA'B'™+C / xi°juj:

Resta mostrar que [ jxj’ju| < C. Para isso consideremos ¢ definda anteriormente, escrevamos
/ 'y = / xIGuj + / X’ (1 = ¢)juj (3.43)

e estimemos os dois termos separadamente. Considere [M,N] o intervalo que contém o suporte
de u. Uma vez que 0 é limitada longe de -1, usaremos integracao por partes no primeiro termo
da soma. Fazendo jxj = p, observemos que se x = p

[ocomids = [ 5 cloniolian

p q
desigualdades (1.1) e (1.2) para conseguirmos

> [ i <c (Z / jxj“ijujp> (Z / i m)
k2 YRk k2 YRk

Portanto,

—a)r

S P’ (p)iulp)i ’ !
0+1
1 M

= 511 (ORI DG )b

/ D)l

641

1

— 51 [ (0o i Du) o

M M
< C / D ()in(p)idp + C / 21 (0)iDu(p)idp
N N

= C / X" ¢Duj + C / "M iDCiuj

< C / B Duj + C / i u;
jxj 1 Loxj 1

2
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sendo obtida a mesma desigualdade quando usamos x = —p.
Se q 1; usando a desigualdade de Holder

[w = [
Lo 1 3 xj 1
1
q*
< (/ ij(6+1—B)q*> ‘ijBU‘Lq
1 ..
5 Jxj 1
= CB;

onde g* -4 Se q=1;
q—1

/ "l < Clixgul
3 X1

Além disso, uma vez que 0 + 1 > « por (3.40), podemos proceder de maneira andloga e
verificar que

/ jxj""'jDuj = / ") D]
xjo1 xjo1
< CA

quandop=1e

/ xj"HiDul < / x4 Duj
xj 1 jxj 1

1
) * pT . .
(/ 1JXJ(5+1—Q)I) ) ’JXJQDU|LP
v )X]

= CA

quando p 1, onde p* = Ll Portanto,

IN

/jxj&cjul <C (3.44)

Para estimar a segunda parcela de (3.43), vamos usar apenas argumentos similares aos
da primeira:

/ X1 =-Qy = / (1= Qjuj + / xi'juj
Loxj o1

! ixj 1

< / i juj
xj

2

= [
i 3

1
2

1
B / ij(5—5)q*
xj %

2

IN
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sendoq leq" = Ll Como (3.41) garante que § — 8 < 0, segue que a tultima integral

converge. Assim

/ﬁxftl—éﬁu|§<l (3.45)

Se q = 1; novamente usando que § < 3, temos

[ = g
g i3

2

C / xiPjuj
JXj

< CB;

IN

consequentemente, (3.45) também vale para esse caso. Portanto, f jxj’ju] < C; onde C
é uniforme quando v é fixo. Isso conclui a prova, pois a partir de (3.42) verificamos que

|jxj7u L <G

1
(E)Ocaso —v¥<-+4+a—-1<v, 0<a w:
p
Argumentaremos de maneira semelhante a parte (C). Seja € e t satisfazendo

T

=B =R — a1+ (1 - B (3.46)
b q
1
Consideremos p = 5id0 = o, e, de maneira andloga ao item (C), observamos que (3.46)
L
equivale a
1 aq 1-— aq
——— — —1 1—
. e ag(a—1)+ (1 —ag)s
e
L o I
YT 2 “ 2
> S(v—v)
2 5@v-v
> S(2v—v)
—(2v—v
-2
1
o2

Como ay  2v, por (IID) temos

1—2],0
La

liximuf, < Jixjcul ) |ixi"u
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que implica em

liximul,, < ixicul?ixiful (3.47)

11
Além disso, uma vez que €+ t > 3V 0 e (3.46) ocorre, pelos casos (C) e (D) (considerando

lixjcu|,, < ATB: (3.48)
Combinando (3.47) e (3.48) concluimos

|ixj"ul,, < CA*B'™
) 1 o
Agora nos resta verificar o caso em que — +a —1 0 e limitada longe de zero.
p
1 3
(F)Ocaso —+a—1 —v
p

1
Seja u(x) = u(x) —u(0)((x), com ¢ definida em (3.31). Observando que « = a — 1+ — +

P
-1 1
p—; —+a—1 0;4(0) =0 e lembrando de (3.32), podemos repetir os argumentos das

p
partes (A) e (B) para obter

—a

a2 1
C|JXJ Du Lp Lq

T . a |. . .. 1—a
= Cljxj*Du + jxj*u(0) D¢ (x)|, [ixi"u + jxj’u(0)¢ (x)|,

jxj’a

‘jxj”ﬁhr

< C |[ixj*Dul, +ju(0); (ﬁ J'Xj“”jDij>

1
' [‘JXJ'BU’L(] + ju(0);] (/ jXJBqJCJ’q)
ixj 1

0 1
Como / ixiPh¢e < / ixj = / ixj?t + / jxj?" = C; (3.49) reduz a
xj 1 0

ixj 1 -1

(3.49)

ixjmdl, < C(14 Cju(0)))*(1 + Cju(0)j)'
< C(1+ju(0)j):

Para completer a prova precisamos mostrar que ju(0)| < C.
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1
d
Primeiro note que — / &(u() = — lim (UC)‘E =1(0)¢(0) = u(0) e, consequentemente,
0

1
()] < /O J(DW)C + uD(j

1 1
< / jDuj +C/ juj
0 ;

1 1
= C/ jDuj +C/ ) 7ixi% 0]
0 3
1

< C/jDuj—i—C
0

(altima desigualdade obtida repetindo argumentos usados no caso (D)). Se p

desigualdade de Holder

1 1 NG
/jDul < |ixj*Du|,, (/ x‘“”) ;
0 0

onde p0 = Ll’ entretanto, como
1
——l4+a < =V
b
1 3
= - +a < —V
p
) 1—pa > pW3

podemos calcular a ultima integral e concluir que

1
/ jDu| < C:
0

1

1; pela

(3.50)

1
Se q = 1, da nossa hipdtese inicial temos @ < —v* 0 e / jDuj = / ixj %xj%Du| < C:
0 0

Portanto,
ju(0)| < C:

(IV) Suficiéncia quandon > 1, a >0 > a —1
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Note que nesse caso

1 -1 1— 1—
1 _ v a_ ale-l) a (1—a)s
r n p n q n
1 a l—a ala—1—-0
) - = -4 ( )
r p q n
1 a l—a
- < S 3.52
)< o (3:52)

A idéia aqui é provar o caso em que a funcio é radial através do caso n = 1 ja provado e
depois o caso nao-radial usando caso radial.

(A) Funcao radial
Consideremos u(x) = f (jxj), onde f é suave em [0;1 ) e desaparece para jxj grande. Para
k2 | seja Ry =2 < |x| <25 g. Por (IIB) temos
(1—a)r

/ i jujt SC( / jxj“PjDujp) ( / jxjﬁqjujq) +C( / jxj‘sjuj) ; (3.53)
Ry Rk Ry R

1 a l—a 1 1
onde 6 = v+ L, Seja s definido por — = — + ; vemos que — < — < 1. Pela
r s p q r S
desigualdade de Holder segue que
T
/ jxﬁﬂ—sﬂ—“juj)
Rk

T
( / ij5jUJ> = (
Rk
(sfvl)r L
< ( / (jxj‘f—“)s“—l) ( / jxi“ﬁuf)
Rk Rk
C

(s—1)r

/ jxj—“) ( / jxj”“sjuj‘“)

Ry Ry

( / jxj“sjujsy; (3.54)
Ry

com p = y+ 2 2 Dessa forma, somando (3.53) para todo k 2 e usando as desigualdades
r
(1.1), (1.2) temos:

( / i jut ) < CA*B!™ +C < / xS ) : (3.55)
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Por outro lado, observe que

( / ixjejug ) = (
C

<
' s :s % ~ n 1
= C P dp ) s A=y = (3.56)
0
enquanto
. 1
([ axivur ) = [ [ pmitipstavay
RN 0 Sn—l
! &+ . P ~ n—1
> C pPiDfPdp | a=a+ (3.57)
0 p
e
"5‘1"01(171 15 ‘171 5 n—1
it ) > C xXPGES) s B=8+ : (3.58)
RN 0 q
Uma vez que
1 1 5 -1
a<—+d—1> +(1—a) (—+ﬁ> = E—I—a(a—l)—l—M
P q p p
1-— 1-— 1-—
Tl P Gl DL Sl
q q
= a(g—ka—l) +(1—a) (—+5>
r
L.
= _+/'I/7
s
da secao III (n = 1), concluimos
Y . & a |. .3 |l—a
|Jx3“f |LS < C‘JXJ Df |Lp|JXJﬁf ‘Lq : (3.59)

De (3.55) e (3.56) obtemos

1 L

: L
</jxj”ﬂ“jujr) < CA*B'™+C </ pHsif (p)jsdp) (3.60)
0
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e substituindo (3.57) e (3.58) em (3.59) concluimos

1 :
< / pﬂsjup)fdp) < CA'B' ™
0
Portanto,

< CA*B'™®

Lr

i

(B) Fungao nao-radial

Para todau2 C} (RN), seja U: (0;1 ) RN sua fungido média esférica

1
V)= 3B o /

e 1 a funcao radial associada em RN

De (3.61) temos

que implica em
DU(p) ! / Dux + pw) - wd
p) = ——-— u(x + pw) - wdw;
Al B1(0)] J 8,0

usando Schwartz vemos que

) 1 ) .
iDU(p)] < A B, (0)] /Bl(O)JDu(X+pw>JdW

1 / . 1
= —— iDu(y)j—dy
AL B0 g0 2 Wi
1 / y
= AT R0l iDuj;
Al Bi(0)]p"=t J 5,0
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por outro lado,

IA

Ol < ArE (10>]pn_1 / Rt (3.64)

Dessa forma, usando (3.63)
ixiDafy, = /NﬁfﬁDUGmﬁp
JR
1
- [ [ srpuGsrasas
0 B, (0)
1

_ / PPIDU(p)iPA[ Bi(0)]p"dp

b AL Bi(0))p ! . P
/0 g (A[ B1(0)]pr—1)p (/BD(O)JD J) dp
[ el By (/ jDujp> (AL B (0))0"™)"7 " dp
' B,(0)
= ap Du | d
[ ([ )

- / jxiiD
RN
= AP (3.65)

IN

IN

1 -1
(a ultima desigualdade foi obtida pela desigualdade de Holder, sendo — + P=- _ 1) e,
p p
analogamente, usando (3.64)

ixj%al,, < B: (3.66)

Além disso, vemos que

1 L 1
Al Bi(0)]pn /Bpm)(u_u) A By(0))p

(I—a)r

/ T — i < C ( / jxj“iju—Dﬁjp) ( / jxjﬁqju—ﬁﬁ> L (3.68)
Ry Ry Ry

para cada k 2 . Somando (3.68) para todo k 2, usando a desigualdade em (1.1) e (1.2)
obtemos

Seja Ry = f2¢  jx| < 25lgcom k2 ; por (IIB) e (3.67) temos

~\|1—a

ixj"(u—a)|, < |xiD@—a)|;, [ixi’(w -8,
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donde

DT (3.69)

)" (Jixi%ul, + ixj%a

|ij7u‘Lf - |J.va1~l v = C (|jxj°‘Du L T |ijaD1~l n

Portanto, usando (3.65), (3.66) e (IV-A)

ixjTuf, < C2PA*2'TUBM 4 |ixi7d|
S CAaBl—a + CAaBl—a
S CAaBl—a
1 a-1

1 A
(V) Suficiéncia para o caso — + G-+Leo<a—1
p r n

n

Note que nesse caso a 1 necessariamente. Podemos assumir A=B=1, uma vez que tal

normalizagao é conseguida por escalonamento analogo ao feito em (III) quando — + o — 1 &
p

1
— + . Como (3.4) foi provado para 0 = a e para 0 = o — 1, sabemos que
T

ixj’u| . <C  [ixjul, <C; (3.70)

desde que 6, s, €, et sejam relacionados por

S—bat+(1-bp L->ilzb D (3.71)
s p q n
1 d 1-d
e=dla—D+(1-d)p3, -=-+—o 3.72
R e (372)

0 1 €
——+ -0 ——+ - 0: 3.73
n + s " n + t ( )

Sobre certas condigoes para b e d veremos que (3.70) implica em uma cota para | iy,
Nosso trabalho aqui é descobrir tais condigoes que serao suficientes para concluir a prova do
teorema.

Considerando ¢ definida em (3.31) e escrevemos

[ixj"u

— / X Cuj + / X (1 = Qju':
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—T r o s-—r .
=le-+ = 1), estimamos
S S

: 1
( / jxjwcjuf) = ( / jxj“jujerxjw_e)r)
d Llf . t—=r 1
< (o) ([ @)
Jixj 1

Usando a desigualdade de Holder (% + ¢

1_1

t, i€ . La=ert vt
< ‘JX_] U‘Ll </ Jx] )
ixj 1
[§]
g %
(/jxj%”(l o C)Ju.]r) _ (/jxj5r+(’y—5)r<1 _ C)Ju_]r)
s—r 1
< il ([ 0=
xig
ot
S |.]X.]6u Ls (/ JXJ(’Y_é)r(S:l)> ;
i 1
xi 3
desde que
1 1 1
- - e - -
t T S T
Como

. Lzt L . L=t
ij t—r et JXJ t—r dS dp
i1 0 B ,(0)

B 1 ety |
(Wt__e Brt +n 0
teremos convergéncia se
Gort
t—r
que equivale a
1 e 1
-—+- -+ 2
t n r n
Assim, as integrais em (3.74) e (3.75) convergem se
1 ¢ 1 ~ 1 ¢
-—+=- —-+= -+
t n r n S n
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Além disso, de (3.5), (3.71) e (3.72) temos

que equivale a
benen)en(d) o oes(t) e

S (G B i I (G N i

p n q n

1 1 —1
Por outro lado, como +loa (— +2 ) +(1—a) ( + ﬁ) 0; (3.73) ocorre se jd —aj
r n ) n

e jb— aj sao suficientemente pequenos. Além disso,

Q=
=

1 1 _a,l-a a@-1) o b 1-b b
T s P q n n p q n
1 1 1\ a
= (a—b)(l—)—a—ﬁ>+ﬁ(04—0) (3.78)
11 1 1\ a
;_z_(a_@(f)—;l)m(a—a—l) (3.79)



e, uma vez que a 0e o < a— 1, obtemos

0 Xa-0-1) %(a—a):

n

Assim, se jb— aj e ja — dj sdo suficientemente pequenas, de (3.78) e (3.79) vemos que (3.76)

também ocorre, isto é, — 1 e 1 —. Portanto, para essas escolhas de be d, usando (3.70),
(3.74) e (3.75) encontr;mos '
‘jxj”u v = C:

Isso conclui a prova do teorema. [
Observacgao 3.2

° Sea:%, a=-—-m, =-—s, yzw er =p=q=2 temos o teorema 2.1.

eSea=1, a=—-bvy=—-cep=r1 =2 temos o lema 2.1.

eSea=1 a=v7=—bep=2 temos o lema 2.2.

eSea=1 a=—-b vy=—cep=2 temos o teorema 2.2

Além dos casos particulares vistos no inicio do trabalho, para os quais demos provas
alternativas que produziram constantes étimas, algumas desigualdades conhecidas também
podem ser vistas como consequéncia deste teorema.

Corolario 3.3 Se u2 C! (R"); as seguintes desigualdades valem:

(i) (fjujr)% <C (ijujp)IL’ : onder = P (Desigualdade Sobolev)
n—p
(ii) (fjxj_rjujr)% <C (ijuj]f)'1T (Desigualdade de Hardy)
.. e e d-a 1 I 1 I—a . .
(iii)  jujpr < Cjujt,jr ujj."; onde —=a |- —— ) +—— (Gagliardo— Nirenberg)
r p n q
(iv)  jujur < Cjujfj;:“jr uj s (Desigualdade de Nash)

Prova. Basta tomar constantes apropriadas em (3.4):
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