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RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar a importancia de desenvolvermos o estudo da Andlise
Combinatoria partindo da ideia central de cada topico e desenvolvermos um estudo baseado
na aplicacao de modo mais geral dos principios multiplicativo e aditivo. Para isso, partimos
do principio de que basicamente ha dois tipos de formacoes de agrupamentos: os agrupa-
mentos ordenados “Método de formacao de sequéncias” e os agrupamentos nao ordenados
“Método de formacao de subconjuntos”.Através desse principio, desenvolvemos os concei-
tos que hoje em dia sao tratados como: arranjos, permutacoes e combinagoes. Analisamos
e resolvemos problemas de Andlise Combinatéria através desses dois métodos (aditivo e
multiplicativo), fazendo uma associagao aos métodos aplicados nos livros didéticos, mos-
trando a importancia que a compreensao desses dois métodos tem no desenvolvimento de
um melhor entendimento do que se esta estudando. Além disso, desenvolvemos uma técnica
para o calculo do nimero de subconjuntos que podemos formar a partir dos elementos
de um conjunto fornecido, os baseando sempre na definicao de subconjunto. Entregamos
questionarios a alunos do ensino médio e outro a professores de Matematica também do
ensino médio e encontramos falhas nas compreensoes dos tépicos abordados por alunos e
professores, e também dificuldades dos professores em fazer seus alunos compreenderem as
diferencas entre Arranjos, Combinagoes e Permutagoes. Mas os mesmos nao tém procurado
formular ”caminhos” para tentar fazer com que seus alunos compreendam os conceitos abor-
dados no assunto, aparentemente a ideia talvez seja de que fica mais facil ensinar Anélise
Combinatoria através de questoes de facil compreensao. Assim professores e alunos ficam sa-
tisfeitos. O aluno acredita que esta apto a resolver problemas de combinatéria e o professor
acredita que conseguiu fazer seus alunos compreenderem os assuntos ensinados. Consta-
tamos que tanto alunos como futuros professores tem grande dificuldade em compreender
as ideias apresentadas em cada problema e as defini¢coes apresentadas nos livros didaticos,
principalmente se essas ideias forem um pouco mais complexas, mas que entendem com
maior facilidade os conceitos de sequéncias e subconjuntos. A partir dai, surgiu a seguinte
indagacao: Sera que conhecer as formulas de Arranjos, Permutagoes e Combinagoes faz com
que o aluno esteja apto a resolver problemas de Anélise Combinatéria. E pudemos verificar
que a resposta a pergunta anterior é, nao. Pois como dizemos anteriormente a maior difi-
culdade nao é s6 cédlculo, mas principalmente a compreensao do enunciado.

Palavras - chave: Anélise Combinatoria. Professores. Alunos. Livros Didéticos. Sequéncias.
Subconjuntos.



ABSTRACT

The objective of this study is to show the importance of developing the study of Com-
binatorial Analysis starting from the central idea of each topic and develop a study based
on more general application of multiplicative and additive principles . For this, we assume
that basically there are two types of cluster formations : the ordered clusters ”sequences
training method” and those which have not ordered ”subsets of training method”. Through
this principle we developed the concepts that today are treated as arrangements, permuta-
tions and combinations. We analyze and solve problems of Combinatorial Analysis through
these two methods (additive and multiplicative), making an association methods applied in
textbooks, showing the importance that understanding these two methods has to develop a
better understanding of what is being studied. Furthermore, we have developed a technique
for calculating the number of subsets that can form from the elements of a given set, always
based on the subset definition. We deliver questionnaires to high school students and other
mathematics teachers of high school and also found flaws in the understanding of the topics
covered by students and teachers, and also difficulties of teachers to make their students
understand the differences between arrangements, combinations and permutations. But we
have not sought formmular ”paths”to try to make their students understand the concepts
covered in the matter, apparently the idea that maybe it is easier to teach Combinatorial
Analysis through easily understood issues. So teachers and students are satisfied. The
student believes he is able to solve combinatorial problems and the teacher believes that
managed to make their students understand the subjects taught. We found that both stu-
dents and future teachers have great difficulty in understanding the ideas presented in each
issue and the definitions in textbooks , especially if these ideas are a bit more complex , but
more easily understand the concepts of sequences and subsets . Since then , the following
question arose: Would knowing the arrangements formulas, permutations and combinations
makes the student is able to solve Combinatorial Analysis problems. And we could see that
the answer to the previous question is no. Because as previously we say the biggest difficulty
is not only calculating but mostly the understanding of the statement.

Keywords: Combinatorial Analysis. Teachers. Students. Textbook. Sequences. Subsets.
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1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é dar uma contribui¢ao ao ensino de Anélise Combi-
natoéria, que é um dos contetidos de matematica do ensino médio que mais gera dificuldades
de comunicacao entre professores e alunos, pois trabalha um campo do intelecto humano
mais importante, o raciocinio. Nao é de hoje que professores tém dificuldades em ensinar
analise combinatoéria e os alunos tem dificuldades em compreendé-la, ao ponto de apds o
professor ter ensinado principio multiplicativo, permutagoes simples e com elementos repe-
tidos, arranjos e combinacoes, ao listar esses assuntos para uma eventual avaliagao, muitos
alunos ainda perguntem: “Professor! Também é para estudar Analise Combinatéria”?. Ai
se vé que quase nada foi compreendido.

O ensino de Anélise Combinatodria nos dias atuais acontece através de técnicas para
se resolver problemas de contagem, o que nao é totalmente falho, mas o primeiro contato do
aluno com o conteuido nao deveria ser através de formulas e processos puramente mecanicos.
Os livros didaticos apresentam o conteido de maneira tal que nao encontramos métodos
para que os alunos desenvolvam seu préprio raciocinio e que percebam a necessidade de
um estudo mais aprofundado, limitando-os a raciocinios repetitivos e quando os mesmos se
deparam com situagoes novas, nao conseguem chegar a uma conclusao.

Pensar, criar hipéteses, buscar caminhos para se chegar a solugao do que foi anteri-
ormente projetado pelo pensamento nao é uma atividade muito facil e buscando praticidade
nos perdemos em nossos préprios pensamentos ou muitas vezes nao conseguimos alcancar a
esséncia daquilo que estamos procurando compreender.

Perguntas, inicialmente nos parecem ser mais importantes do que respostas. Elas
nos geram pensamentos, raciocinios, que nos sao de fundamental importancia para o cres-
cimento como pessoa, pois o que somos é fruto do que pensamos. E a partir desses questi-
onamentos que este trabalho se inicia. A preocupag¢ao em nao deixar que um contetido que
oferece a oportunidade de desenvolvermos cada vez mais as nossas mentes, que nos torna tao
diferentes dos outros animais, ser tratado apenas com aplicagoes de regras, ou com modelos
prontos para resolver problemas, como se o raciocinio dependesse de uma féormula, de uma
dica. Ora, nao ¢ a férmula resultado proveniente de um pensamento?

Com isso nao nos interessa menosprezar ou procurar “abolir” o uso de destas re-
gras prontas, mas sim coloca-las em determinados momentos em segundo plano. Deixemos
que as féormulas nos parecam e aparecam de modo natural, como resultados de padroes
estabelecidos pelo proprio pensamento.

Nao faga férmulas demais ou casos particulares demais. Isso obscurece as ideias
gerais e torna as coisas mais complicadas. Um processo seguro de tornar as coisas
complicadas é comecar assim: esse é um problema de arranjos ou de combinacées?
(LIMA, 2006, p. 137).

A ideia deste trabalho surgiu da necessidade de darmos respostas plausiveis as
perguntas dos alunos no estudo de Analise Combinatoria. Professor! Por que estamos estu-
dando este contetido? Professor! Esse problema é de Arranjo ou de Combinacao? Professor!
Se na prova eu conseguir responder as questoes apenas com o meu raciocinio, o senhor ird
aceitar? E de procurarmos maneiras de ajudar na compreensao do conteido, pois sao fre-
quentes os questionamentos. Professor! Quando o senhor resolve um problema em sala de
aula eu compreendo, mas quando vou responder outras questoes eu nao sei o que fazer, e
muitas vezes nao sei nem como comegar. Professor! Quando vou responder um problema
nao sei se é de Arranjo, Combinacao, Permutacao ou se é apenas o Principio Multiplicativo.
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O senhor pode me ajudar?

Este ultimo questionamento é muito dificil de se responder. E se o problema nao
envolver nenhum destes métodos, que resposta o aluno recebera do seu professor?

Neste trabalho, como dito anteriormente, deixaremos um pouco de lado as formulas
e os padroes pré-definidos para resolvermos problemas de contagem, usaremos a esséncia
do contetido, dando um novo direcionamento ao estudo da Analise Combinatoria e mos-
traremos que as formulas sao importantes, mas nao sao o unico caminho para se resolver
problemas de contagem, sendo muitas vezes o caminho mais longo.

O que se pretende observar na utilizacao destes métodos é a necessidade de perce-
bermos, discutirmos e procurarmos implantar uma educacao de qualidade, onde o educando
se reconheca como um “ser pensante”, que consiga abstrair de modo conciso e que possa
colocar em préatica o fruto do seu pensamento.

A metodologia utilizada

Para a realizacao deste trabalho, fizemos uso dos seguintes instrumentos de pes-
quisa:

e Andlise de alguns livros didaticos mais usados nas ultimas décadas, com vistas a
identificar quais contetiidos e técnicas da Anélise Combinatoria sao abordados, como
sao trabalhados, e em que série / ano se encontram e se sdo mencionadas as ideias de
sequéncias e subconjuntos afim de esclarecer ao aluno um possivel tipo de abordagem
em que o mesmo nao fique refém do uso de férmulas e raciocinios prontos.

e Analise de provas da OBM de Nivel 1, 6° e 7°s anos, Nivel 2, 8 e 9°s anos e Nivel 3,
ensino médio, com vistas a identificar como sao cobrados os conteudos e técnicas da
Anélise Combinatoria dos alunos que terminam o Ensino Médio ou o Ensino Funda-
mental. Assim como na analise dos livros didaticos o intuito de encontrar exercicios
de Analise Combinatoria em todos os niveis do ensino fundamental e médio, e mos-
trando como os mesmos poderiam ser resolvidos através dos conceitos de sequéncias
e subconjuntos.

e Aplicagao de trés questiondarios a um grupo de alunos do ensino médio, de niveis va-
riados e um a professores de matematica do ensino fundamental e médio, o primeiro
com perguntas simples de raciocinio basico que sao utilizados em praticamente to-
dos os livros do ensino médio e o outro com questoes mais elaboradas, que requerem
interpretacoes e estratégias que nao dependem apenas de aplicagoes de férmulas. O
questionario aplicado aos professores do ensino basico tem a finalidade de perceber-
mos quais as visoes do professores em relacao a como seus alunos estudam analise
combinatoria e até onde compreendem o assunto.

e Analise das competéncias e habilidades sugeridas ao ensino de Analise Combinatdria
mediante questoes que foram utilizadas nas provas do ENEM desde 1998 até os dias
atuais, pois as competéncias e habilidades servem de parametro para se identificar o
rumo que se esta dando, nao sé ao ensino de Anélise Combinatéria, mas ao ensino de
toda a matematica na educacao basica.
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A organizacao do trabalho

Capitulo 1: Neste capitulo procuramos evidenciar a importancia de um ensino de qualidade,
procurando sempre relaciona-la a uma educacao transformadora e libertadora. Tornar o ho-
mem um sujeito ativo em relagao a sociedade na qual o mesmo esta inserido, deve ser um
dos objetivos da educagao de qualidade. Na secao 1.2 fizemos uma analise de como a Ma-
tematica esta inserida no conceito “educacao de qualidade”, pois a mesma tem uma enorme
contribuicao no desenvolvimento do raciocinio e na formulacao de estratégias, tornando o
homem um ser cada vez mais preparado para utilizar os processos cognitivos afim de usé-los
no desenvolvimento de conceitos que serao tteis na relagao do homem com o meio em que
vive.

Capitulo 2: Neste capitulo fizemos uma anélise das propostas dos Parametros Curriculares
Nacionais sobre os aspectos que norteiam o ensino da Analise Combinatéria no ensino basico
seguido de pesquisas relacionadas aos principais livros didaticos utilizados, pois acreditamos
que os mesmos ainda sao o principal recurso didatico no ensino de Matemaética em nosso pais
e isso gera ainda mais preocupagcoes em relacao ao ensino de Andlise Combinatoria. Ainda
neste capitulo apresentamos dados em relagao a quantidade de exercicios de cada topico
da Analise Combinatoria, mostrando quais topicos s@o mais abordados pelos autores, como
esses topicos sao abordados, quais os aspectos qualitativos dos topicos abordados, se men-
cionam a construcao de sequéncias e se abordam o estudo da formacao de subconjuntos.
Capitulo 3: Neste capitulo inserimos o método de formagao de sequéncias, que é um dos prin-
cipais métodos que podem ser utilizados para resolver problemas de Analise Combinatoria.
Iniciamos o capitulo com o Principio Aditivo para conjuntos disjuntos e nao disjuntos, em
seguida apresentamos as sequéncias formadas por elementos distintos, sequéncias que pos-
suem alguns elementos repetidos e sequéncias com elementos dispostos em circulo. Ainda
neste capitulo, mostramos que o método de formacao de sequéncias pode ser utilizado em
substituicao aos seguintes conceitos: Arranjos Simples e com repeticao, Permutagoes Sim-
ples e com Repeticao e Permutagoes Circulares.

Capitulo 4: Neste capitulo apresentamos o Método de Formacgao de Subconjuntos em subs-
tituicao ao cdlculo das Combinagoes. Mostramos que as Combinacoes de “k” elementos
distintos que podemos formar a partir de um grupo de “n” elementos distintos representam
o nimero de particoes de “k” elementos distintos que podemos formar a partir dos “n” ele-
mentos distintos do conjunto dado. Além disso, mostramos também como calcular o nimero
de particoes “subconjuntos” através da formacao de sequéncias e em seguida apresentamos
um segundo método para calcular o nimero de subconjuntos através de um processo dedu-
tivo (l6gico), mas que possui um embasamento tedrico matematico e que ganha credibilidade
quando comparado com a teria ja existente sobre o cdlculo de Combinagoes.

Capitulo 5: Neste capitulo, apresentamos resolucoes de questoes do ENEM e das Olimpiadas
de Matematica, pois consideramos que esses tipos de avaliagoes acabam evidenciando os ob-
jetivos que devem ser alcancados por professores e alunos da educacao bésica, neste caso, no
ensino de Analise Combinatoéria. Mostramos como podemos aplicar os métodos de formacgao
de sequéncias e subconjuntos nessas questoes, analisando quais os topicos mais abordados
e no caso das Olimpiadas de Matematica, para quais séries as questoes foram aplicadas e
pudemos observar que a Anélise Combinatéria vem sendo cobrada desde o 6° ano (antiga
5% série), por isso citamos em alguns momentos um trabalho de base no estudo de Combi-
natoria, para que a mesma nao fique restrita a determinada série do periodo escolar.
Capitulo 6: Apresentamos neste capitulo, os resultados quantitativos e qualitativos dos ques-
tiondrios aplicados a alunos do ensino médio, sendo um questionario de sondagem onde alu-
nos que ja tiveram contato com a Analise Combinatéria através dos métodos mais cléssicos:
Arranjos, Permutagoes e Combinagoes, foram submetidos a resolucao de questoes utilizadas
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na maioria dos livros didaticos, com o intuito de analisar o grau de compreensao do assunto
segundo aqueles métodos. Em seguida apresentamos um questionarios mostrando a dificul-
dade que a maioria dos alunos tem em compreender a diferenca entre o Principio Aditivo
e o Multiplicativo, e outros dois questiondrios comparativos. Em um desses questionarios
os alunos deveriam resolver problemas de Combinatéria com os conhecimentos adquiridos
anteriormente pelos métodos classicos, no outro eles responderiam questoes que cobravam
os mesmos conceitos do anterior e com praticamente o mesmo nivel de dificuldade, mas com
treinamento em formacao de sequéncias e subconjuntos e notou-se um avanco consideravel
principalmente na compreensao dos tépicos abordados. Apresentamos também uma anélise
qualitativa dos resultados obtidos na tentativa de compreender e solucionar as principais
dificuldades encontradas no assunto.

Capitulo 7: Neste capitulo apresentamos um questionario aplicado a professores do ensino
bésico. Este questionario nao teve o intuito de analisar o nivel dos professores no assunto,
mas o de analisar como os professores trabalham o assunto com seus alunos, como eles veem
a aprendizado dos alunos, se ensinam a resolver problemas fazendo aplicagoes de formulas
e quais tépicos consideram mais importante. Apds andlise dos resultados obtidos com a
pesquisa, fazemos uma analise qualitativa dos mesmos procurando perceber as principais
dificuldades encontradas por professores e alunos no intuito de encontrarmos solugoes para
minimizarmos essas dificuldades.
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1.1 Educacao de qualidade

A educacao em geral — e a educagao escolar em particular — pode ser compreen-
dida como uma forma de reproduzir o modo de ser e a concepcao de mundo de pessoas,
grupos e classes sociais, através da troca de experiéncias e de conhecimentos mediados pela
autoridade pedagdgica do educador. Essa reproducao desemboca numa série de praticas
do cotidiano, tais como: preparacao de jovens para o futuro, transmissao de cultura socia-
lizacao de processos produtivos de bens materiais e espirituais.

O homem busca através de todo o tempo de sua vida um progresso social base-
ado na aquisicao de bens materiais que supostamente o torna visivel a sociedade, ou seja,
o Homem passa a ser valorizado pelo que possui e nao pelo que pensa “ser intelectual”.
Esse modo de pensar e agir faz com que o mesmo se torne cada vez mais manipulavel pela
propria sociedade. Essa busca imensa pela “quantidade” ao invés de “qualidade” é que esta
transformando o Homem dos dias atuais em “massa de manobra”, sem direito a raciocinar,
a refletir sobre o que é melhor para a sua vida.

Uma educacao de qualidade teria o objetivo de colocar o Homem frente as suas
ideias e concepgoes que o torne um sujeito ativo nessa sociedade, ou seja, uma educagao que
vise despertar o raciocinio do aluno para mais tarde torna-lo um cidadao critico, um cidadao
com anseios e um poder intelectual para realiza-lo. Para alcancar essa “educagao de quali-
dade” o objetivo de todos que a constituem deve ser mudado de um processo quantitativo
para um processo qualitativo.

O processo quantitativo que é encontrado na maioria das escolas dos dias atu-
als premia a aquisi¢ao sistemédtica dos contetiidos sem se preocupar tanto com
a qualidade dessa obtencao, ou seja, sem se preocupar com o fator de que o
aluno pode aprender o conteido através de bases mais sélidas, que seria obter
as informagoes através de um processo mais participativo do aluno “aprender
fazendo”. (RODRIGUES,1999)

Atualmente, comenta-se muito sobre a questao politica e a questao social que estao
diretamente ligada ao processo de ensino-aprendizagem, pois a politica é que rege as agoes
e relacionamentos entre os cidadaos que fazem parte de um bairro, uma cidade, um estado,
um pais e até mesmo do mundo. Por isso nao deve ser desvinculado a educagao da questao
politica; assim uma educacao de qualidade é aquela que prepara o cidadao para ser um
agente participativo em sua comunidade, além de que nao pode-se deixar de lado o fato
de que o estudo prepara o cidadao para desempenhar uma funcao na sociedade. Apesar
das dificuldades ébvias de tratamento desse tema, parece cabivel concluir que o centro da
questao qualitativa é o fenomeno participativo. E a melhor obra de arte do homem em sua
historia, por que a histéria que vale a pena é a participativa, ou seja, com o teor menor
possivel de desigualdade, de exploragao, de pressao.

A arte qualitativa do homem é a sociedade desejavel que ele é capaz de criar. E
isto passa necessariamente pela participagao(RODRIGUES,1999)

O que estd em jogo na educagao de qualidade é a capacidade da comunidade se
autogerir, a capacidade de inventar seu proprio espaco. Através do fenomeno de participacao
a aprendizagem passa a ser mais verdadeira pois o aluno esta em contato direto com o objeto
do estudo.
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Parece que grande parte das pessoas se acostuma facilmente com as sombras,
a falsidade, as meias verdades, o engodo, a mentira. E quem quer que seja que
adquira o amor a verdade, ao bem, ao justo, ao belo, corre o risco de ser eliminado,
se tentar mostrar aos outros que eles estao vivendo o falso e o artificial, como se
fossem a verdade e o real (RODRIGUES, 1999).

1.2 O ensino de Matematica e a educagao de boa qualidade

O que parece ser evidente na Educagao, é que a escola além de responsavel pela
transmissao dos contetdos envolvidos em cada disciplina, que sao extremamente necessarias
para o convivio social, deve-lhe ser atribuida a condicao de maior contribuinte para a
formacao intelectual, cultural e moral do cidadao. E para haver tal formacao, o cidadao
tem que estar preparado para enfrentar os desafios impostos pela sociedade através de um
raciocinio rapido, e de uma organizacgao das ideias para depois serem colocadas em pratica.

“Todo ato educativo deve objetivar, em primeiro lugar, formar o cidadao, dando-
lhe a capacidade de se tornar governante, isto é, de ser uma pessoa capaz de
pensar, estudar, dirigir e controlar quem dirige” (RODRIGUES,1999).

Nao ha como dissociar habilidade de raciocinio, a formacao de um ser pensante, da
Educagao Matematica. A constatacao da importancia do ensino de Matematica apoia-se no
fato de que a Matematica desempenha um papel decisivo, pois permite resolver problemas
do cotidiano, tem muitas aplicacoes no mundo do trabalho e funciona como instrumento es-
sencial para a construcao de conhecimentos em outras areas curriculares. Do mesmo modo,
interfere fortemente na formacao de capacidades intelectuais, na estruturacao do pensa-
mento e na agilidade do raciocinio dedutivo.

A atividade Matematica escolar nao é “olhar para as coisas prontas e definitivas”,
mas a construcao e a apropriacao de um conhecimento pelo aluno, que se servira dele para
compreender e transformar a sua realidade. A aprendizagem em Matematica esta relaci-
onada a compreensao do significado de um objeto ou acontecimento e suas relacoes com
outros objetos e acontecimentos.

A Matematica, surgida na Antiguidade por necessidades da vida cotidiana, converteu-
se em um imenso sistema de variadas e extensas disciplinas. Como as demais ciéncias, reflete
as leis sociais e serve de poderoso instrumento para o conhecimento do mundo. Mesmo com
um conhecimento superficial da Matematica, é possivel reconhecer certos tragos que a carac-
terizam: abstracao, precisao, légica e extenso campo de aplicagoes. A Matematica move-se
quase que exclusivamente pelo campo abstracional fazendo analogia a exemplos bem con-
cretos, na descoberta de teoremas e métodos, que por sua vez sao demonstrados por um
rigoroso raciocinio 1égico. Porém, a vitalidade do ensino da Matematica baseia-se no fato de
que a mesma estd fundamentada no mundo real e encontram muitas aplicagoes em outras
ciéncias.

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam uma inteligéncia
essencialmente pratica, que permite reconhecer problemas, buscar e selecionar informacoes,
tomar decisoes e, portanto, desenvolver uma ampla capacidade para lidar com a atividade
matematica. Quando essa capacidade é potencializada pela escola, a aprendizagem apre-
senta melhor resultado. No entanto, apesar dessa evidéncia, tem-se buscado, sem sucesso,
uma aprendizagem em Matematica pelo caminho da reproducao de procedimentos e da
acumulagao de informagoes; por exemplo, a exploracao de materiais didaticos pode nao
contribuir para uma aprendizagem mais eficaz, por ser realizada de uma forma muitas vezes
artificial.

E fundamental ndo subestimar a capacidade dos alunos, reconhecendo que tém a
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capacidade de resolver problemas, mesmo que os mais complexos, lancando mao de seus co-
nhecimentos sobre o assunto e buscando estabelecer relagoes entre o ja conhecido e o novo.
O significado da atividade matematica para o aluno também resulta das conexoes que ele
estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela e seu cotidiano e das conexoes que
ele percebe entre os diferentes temas matematicos. Ao relacionar ideias matematicas entre
si, podem reconhecer principios gerais, como proporcionalidade, igualdade, composicao e
inclusao e perceber que processos como o estabelecimento de analogias, inducao e dedugao
estao presentes no trabalho com nimeros e operagoes como em espacgo, forma e medidas.

O estabelecimento de relagoes é tao importante quanto exploracao dos contetdos
matematicos, pois, abordados de forma isolada, os conteidos podem acabar representando
muito pouco para a formacao do aluno, particularmente para a formagao da cidadania. O
conhecimento da histéria dos conhecimentos matematicos precisam fazer parte da formagao
dos professores para que tenham elementos que lhes permitam mostrar aos alunos a Ma-
tematica como ciéncia que nao trata de verdades eternas, infaliveis e imutaveis, mas como
ciéncia dinamica, sempre aberta a incorporacao dos novos conhecimentos. Além disso, co-
nhecer os obstaculos envolvidos no processo de construcao de conhecimentos é de grande
utilidade para que o professor compreenda melhor alguns aspectos da aprendizagem dos
alunos.

O conhecimento matematico formalizado precisa, necessariamente, ser transfor-
mado para se tornar passivel de ser ensinado/aprendido, ou seja; a obra e o
pensamento do matematico tedrico nao sao passiveis de comunicagao direta aos
alunos. Essa consideragao implica rever a ideia que persiste na escola, de ver nos
objetos de ensino como cépias fieis dos objetos da ciéncia. (RODRIGUES,1999).

Tradicionalmente, a pratica mais frequente no ensino de Matematica é aquela
em que o professor apresenta o contetido oralmente, partindo de definigoes, exemplos, de-
monstracao de propriedades, seguidos de exercicios de aprendizagem, fixacao e aplicacao, e
pressupoes que o aluno aprende pela reproducao. Essa préatica de ensino mostra-se ineficaz,
pois a reprodugao correta pode ser apenas uma simples indicagao de que o aluno aprende
a reproduzir, mas nao aprende. Em uma educacao de qualidade o professor nao é mais
aquele que expoe todo o conteuido aos alunos, mas também oferece informagoes suficien-
tes para que os alunos obtenham o conhecimento. Além de promover confronto com as
ideias dos alunos, mostrando que através desse processo chega-se a obtencao do verdadeiro
conhecimento, onde nao ha somente a reproducao sucessivas dos contetidos, onde ha uma
interiorizacao dos conteidos estudados para uma melhor aplicagao nos diversos ramos de
atividades profissionais e atracoes do cotidiano.

Como pode-se perceber, o ensino da Matematica em uma educagao de qualidade
possui um papel de transformador, formador de mentes mais preparadas para uma inclusao
cada vez mais adequada na convivéncia social, onde ha um grande nimero de divergéncias
e uma necessidade cada vez maior de um pensamento de melhoria na sociedade. Essa trans-
formacao deve ser elaborada por todos que fazem parte do processo de ensino-aprendizagem,
alunos, professores, diretores e dirigentes.

“O ensino de Matemadtica costuma provocar duas sensagoes contraditdrias, tanto
por parte de quem ensina, como por parte de quem aprende: de um lado, a
constatacao de que se trata de uma area de conhecimento importante; de outro,
a insatisfagao diante dos resultados negativos obtidos com muita frequéncia em
relagdo & sua aprendizagem” (BRASIL,1997, P. 15).
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2. ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Como mencionamos anteriormente, os livros didaticos ainda sao os recursos didaticos
mais acessiveis a alunos da educagao basica, além de serem de grande importancia pois ser-
vem de acompanhamento do desenvolvimento dos alunos em relacao ao conteido em estudo.
Por isso achamos que a analise dos mesmos é importante para dar suporte didatico ao estudo
da Analise Combinatéria. Nao queremos dizer que esse apoio nao aconteca atualmente, mas
precisamos analisar quais ideias ajudam os alunos na compreensao do conteido e quais as
principais falhas que fazem com que os alunos nao consigam desenvolver uma confianca
plena no momento em que vao resolver os problemas propostos para os mesmos. Pude
observar durante os anos em que leciono Matematica, no ensino médio, muitos os relatos de
alunos que nao compreenderam bem os conceitos da Analise Combinatoria. Uma vez uma
aluna me relatou a dificuldade encontrada pela mesma no momento em que foi resolver as
questoes propostas nos livros didaticos.

Professor! Estou extremamente preocupada com Andlise Combinatdéria, pois é um
assunto aparentemente facil. Quando meu professor estava explicando o assunto, eu achei
muito facil, mas esta semana fui revisar o conteiido em casa e ao tentar resolver as questoes
do livro que usamos praticamente nao resolvi uma, quer dizer resolvi as que sao muito ficeis
mas qualquer questao que tinha um raciocinio mais complexo eu nao consegui resolver.

Outro fato que pude observar durante todos esses anos de ensino é que de acordo
com o relato dessa aluna, os alunos, de modo geral, acham fécil o assunto no momento
da aula, mas nao conseguem reproduzir essa facilidade no momento em que sao avaliados.
Possivelmente pelo fato de que na hora da prova eles precisam desenvolver suas proprias
técnicas de contagem e percebem que apenas ter memorizado as férmulas e aparentemente
sabem diferenciar os Arranjos das Combinagoes e Permutagoes, isso nao é suficiente para
resolver os problemas de Combinatoria, principalmente aquelas que possuem um grau de
dificuldade maior e que cobram técnicas diferentes das utilizadas nos livros didaticos, ou das
que foram resolvidas em sala de aula. Por isso acreditamos ser tao importante a analise dos
principais livros didaticos de autores conhecidos por professores e alunos do ensino basico,
evidenciando possiveis acertos e erros (falhas) no ensino de Andlise Combinatéria.

2.1 A Andlise Combinatéria e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s)

Segundo os PCN’s o papel da Matematica no Ensino Fundamental comporta um
amplo campo de relacoes, regularidades e coeréncias que despertam a curiosidade e insti-
gam a capacidade de generalizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estruturacao do
pensamento e o desenvolvimento do raciocinio légico. Faz parte da vida de todas as pessoas
nas experiéncias mais simples como contar, comparar e operar sobre quantidades. Em 1980,
o National Council of Teachers of Mathematics — NCTM, apresentou recomendacoes para
o ensino de Matemética no documento “Agenda para Acao”. Nele destacava a resolugao de
problemas como foco do Ensino de Matematica nos anos 80. Também a compreensao da re-
levancia dos aspectos sociais, antropoldgicos, linguisticos, na aprendizagem da Matematica,
imprimiu novos rumos as discussoes curriculares. Essas ideias influenciaram as reformas que
ocorreram mundialmente, a partir de entdo. As propostas elaboradas no periodo 1980,/1995,
em diferentes paises, apresentam pontos de convergéncia, entre os quais queremos destacar
a Analise Combinatéria:
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“importancia de se trabalhar com um amplo espectro de contetidos, incluindo-se,
ja no ensino fundamental, elementos de estatistica, probabilidade e combinatéria,
para atender a demanda social que indica a necessidade de abordar esses assun-
tos;” (BRASIL, 1997, P. 22)

No Ensino Médio, a Contagem ou Anélise Combinatéria é vista ao mesmo tempo
como instrumental para a Estatistica e para a Probabilidade, e como forma de de-
senvolver uma nova maneira de pensar, denominada Raciocinio Combinatério. O
Raciocinio Combinatorio se refere a capacidade de organizar informagoes através
da construgao de um modelo simplificado e explicativo para contar os casos
possiveis para uma determinada situagao, com o objetivo de uma posterior to-
mada de decisdo. Contelddos- Principio Multiplicativo e Problemas de Contagem
Habilidades- Decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros e in-
formagoes com o objetivo de simplificar calculos em situagoes reais envolvendo
grande quantidade de dados ou eventos; identificar regularidades para estabelecer
regras e propriedades em processos nos quais se fazem necessarios os processos
de contagem; identificar dados e relagoes envolvidas numa situacao-problema que
envolva o raciocinio combinatério, utilizando os processos de contagem. (BRA-
SIL, 2006, p. 127).

Como podemos perceber, segundo documento oficial dos PCN’S, um dos fatores
que deve ser levado em consideracao é a decisao sobre analisar qual a forma mais adequada de
organizacao das informagoes e qual devera ser o caminho tomado para se obter uma solugao
do problema proposto, entao podemos inferir do texto citado acima que a ideia de que o
aluno possa decidir sobre o método que usara para resolver problemas de contagem é mais
importante do que seguir padroes pré-estabelecidos de contagem. Outro fato importante é
que o texto nao descarta a possibilidade de se formar padroes de calculos mas indica que o
mesmo devera identificar padroes de regularidades para estabelecer regras e propriedades.
De modo geral podemos dizer que o ensino de analise combinatoéria deve ser desenvolvido
através de um processo mais longo do que o que temos atualmente, pois como o aluno podera
perceber essas relagoes “padroes” de contagem tendo um acesso mais restrito. Atualmente
os alunos tem acesso a um estudo mais aprofundado apenas no 2° ano do ensino médio e
mesmo tendo contato com a Analise Combinatoria para desenvolver conceitos aprendidos
anteriormente os mesmos nao tiveram maturidade suficiente para perceber esses padroes ou
percebem mas muitas vezes nao conseguem relaciona-las com outras situagoes problemas,
parecendo ser tudo isso apenas obra do acaso. Devido a este assunto estar relacionado
ao desenvolvimento do proprio raciocinio humano, acreditamos que nao ha necessidade
de que o aluno conheca defini¢oes e formulas para desenvolver um estudo sobre métodos
de contagens, pois esses padroes podem ser desenvolvidos naturalmente, com o proprio
desenvolver do raciocinio do aluno entao ha necessidade de deixar que o mesmo se desenvolva
antes de definirmos esses padroes. Durante os ultimos anos tem-se intensificado o niimero de
discussoes e analises sobre como adequar os contetidos que fazem parte da grade curricular
e os PCN’S, mas observamos que ha um grande nimero de citagoes que nao se adequam
as ideias discutidas pelos PCN’S; com isso fizemos andlises de livros didaticos de autores
de renome no cendario nacional e comparamos com as ideias propostas, com a necessidade
de observarmos se realmente as necessidades indicadas no documento estao sendo aplicadas
em sala de aula.
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2.2 Analise de livros didaticos.

2.2.1 DANTE, Luis Roberto. Matematica: Contexto e Aplicagées(v. tnico).
Editora Atica. Sao Paulo, 2004.

O livro analisado, do inicio do Século XXI, refere-se a segunda série do 2° Grau,
série em que sao trabalhados os conceitos referentes a Andlise Combinatéria. Neste livro, o
autor inicia o conteido com um problema de formacao de placas de automdveis, mas nao
o resolve, apenas indica que é para resolver problemas desse tipo que o conteudo “Anélise
Combinatoria” devera ser estudado. Em seguida apresenta o Principio da Multiplicacao ou
principio fundamental de contagem utilizando a arvore das possibilidades e um diagrama
de caminhos mostrando o nimero de possibilidades de se sair de uma cidade a outra e
segue com exemplos resolvidos com “arvore das possibilidades” e principio fundamental
de contagem, logo apds propoe seis exercicios, introduz o conceito de Permutacoes e do
Fatorial seguidos de exercicios propostos. A seguir utiliza o conceito de Permutacoes para
se introduzir o conceito de Arranjos, mostra um caminho para se chegar a formula através da
“arvore das possibilidades”, mas nao menciona diretamente que esse método é para formar
sequéncias ou grupos formados pela concatenacao dos elementos de uma sequéncia “Sistema
de Numeragao”. Observando a figura 01, podemos ver como o autor introduz o conceito de
Arranjos usando Permutagoes simples de ”n” elementos:

Figura 1: Introdugao do capitulo de arranjos simples

Arranjos simples
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Fonte: DANTE, 2004, p.366.

A seguir (figura 02), o autor utiliza a arvore das possibilidades para mostrar que a
ordem dos elementos utilizados nos agrupamentos ¢ importante para distingui-los e cita que
neste caso os agrupamentos formados sao Arranjos. Pensamos que o momento nao é ideal
para utilizar o conceito ” Arranjos”e caso o autor acredite ser tao importante a mencao de
tal conceito, o mesmo poderia aguardar um pouco mais, até que o aluno consiga comreender
o conceito através do principio multiplicativo e da arvore das possibilidades.Aplicar uma
série de questoes onde o aluno fosse, aos poucos, compreendendo a ideia dos arranjos simples
seria algo bem interessante e desse modo, ficaria a cargo do aluno decidir se é realmente
necessario aplicar formulas ou conceitos pré-definidos pra resolver questoes de formacgoes
de sequéncias. O que fica claro, ao analisarmos este livro, é que o autor cita a formacgao
de sequéncias de modo bem sutil, as vezes nem da para perceber, e utiliza a ideia para
aplicar férmulas e resolver exercicios de raciocinios mais basicos, nao levando em conta um
desenvolvimento natural do raciocinio humano através de aplicagoes de niveis diferentes de
situagoes-problemas. O "aplicar”, neste caso torna-se mais importante do que o pensar e
isso ocorre toda vez que nao dispomos de tempo para analisar o conteido. Essa falta de
tempo acaba transformando o ensino-aprendizagem, num procedimento mais ”seco”, afim
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de obtermos apenas resultados sem os importarmos com o caminho utilizado para se chegar
a esse resultado e seria através das tentativas, erros e acertos que o objeto de estudo se
concretizaria.

Figura 2: Arvore das possibilidades
o s loirew &, b 0@ o Guols & quonk

A achpraacion. o

i possibalcocies 3 +

Mg primaing posodo emos d possiblidod
4 sl chisgaiona] T st pos
i

alidiackes (poss temos 3 ekemank e

Fonte: DANTE, 2004, p.366.

No estudo das combinacoes o autor comecga fazendo associacao a construcao de
subconjuntos, mas logo a seguir mostra a férmula para o calculo de combinagoes e define
0 que sao combinacoes complementares e o exercicios comecam do mesmo modo, bem tra-
dicionais, apenas sugerindo o céalculo de combinacoes simples e a referéncia aos nimeros
binomiais. Apresenta logo apds, as Permutagoes com elementos repetidos. E finaliza com
um exercicio envolvendo vérios tipos de agrupamentos. Notamos, na andlise desse livro a
falta das permutagoes circulares, das combinagoes com repeticao e uma tendéncia muito
grande de gerar muito rapidamente uma férmula para resolver problemas. Apesar da in-
troducao do conteudo ser feita de modo a tornar o assunto bem compreensivel, logo apds
ha um processo de nao aproveitamento dos conceitos abordados para se gerar as definigoes.
Com isso, o aluno nao ¢ levado a construir conceitos e deduzir métodos e féormulas, pois os
mesmos sao apresentados praticamente de modo simultaneo a defini¢ao.

Figura 3: Introdugao as combinagoes
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Fonte: DANTE, 2004, p.366.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada topico da
Analise Combinatéria, quais sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes. Nesta tabela podemos verificar que o autor dé énfase ao estudo das combinacoes,
por isso acreditamos que o tépico poderia ter sido trabalhado de um modo mais intuitivo,
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dando um tempo maior até que o aluno assimile a ideia de formar subconjuntos, pois essa
foi a abordagem feita na introducao do contetdo.

Tabela 1: Analise quantitativa do livro de Dante

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 11 13,5
Arranjos 17 21,0
Permutacgoes Simples 6 7,5
Permutagoes com repeticao 5) 6,0
Permutagoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 41 50,5
Combinagoes com repeticao 1 1,5
Total de questoes 81 100,0

Fonte: DANTE, 2004

2.2.2 FERNANDEZ, Vicente Paz e YOUSSEF, Antonio Nicolau. Matematica
para o 2° grau — curso completo. Editora Scipione. Sao Paulo, 1994.

Neste livro, o autor inicia o conteido através do principio fundamental de con-
tagem utilizando a arvore das possibilidades associando-os, e ja nos exercicios faz uma
introducao ao conceito de anagramas seguido de uma série de exercicios, o que geralmente
s6 é feito na maioria dos livros didaticos quando se chega em permutagoes. A seguir in-
troduz o conceito de Arranjos como grupos ordenados e através do principio multiplicativo
chega as férmulas de Arranjos com repeticao e ao Arranjos Simples define somente como
AP =n.(n—1).(n—2).(n —3)...(n — p+ 1), pois o fatorial ainda nao foi definido. Resolve
trés exemplos, o primeiro sendo bem tradicional e o terceiro como preparagao a definicao de
Permutacoes, utiliza esse conceito para gerar o fatorial e retoma aos Arranjos simples para
concluir a féormula A, , =. Em seguida aplica uma série de exercicios e introduz o conceito
de combinagoes citando que as mesmos diferenciam-se apenas pela ordem dos elementos
ou pela natureza dos elementos. Através de arvores das possibilidades, mostra a diferenca
entre Arranjos e Combinagoes chegando a obter uma féormula de combinagoes simples, ver
figura a seguir:

Em seguida, para finalizar, uma série de exercicios e quando menos se espera, entre
eles, um resolvido, fazendo uma introdugao as Permutagoes com repeti¢ao. De acordo com
a proposta deste trabalho encontramos também nesse exercicio a seguinte questao:

“E23. Quantos subconjuntos de quatro elementos possui um conjunto com oito elemen-
tos?” (Fernandez, p.244)

Provavelmente a ideia é que o aluno consiga associar a formacao de subconjun-
tos as combinacoes simples, o que se deseja incluir no ensino de Anélise Combinatéria como
indicado na secao 3.9 deste trabalho.

Na figura abaixo, temos um exercicio idéntico ao mostrado anteriormente (segao
3.7.1, problema n° 03), seguido de uma solucao através de formagoes de sequéncias com al-
guns elementos repetidos e outra solucao de acordo com a expectativa dos autores do livro.
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Figura 4: Diferenca entre Arranjos e Combinacées
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Fonte: FERNANDEZ, 1994, p.242.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada tépico da Analise

Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.

Tabela 2: Analise quantitativa do livro de Fernandez

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 6 16,7
Arranjos 7 194
Permutacgoes Simples 8 222
Permutagoes com repeticao 5) 13,9
Permutagoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 10 278
Combinagoes com repeticao 0 0,0

Total de questoes 36 100,0

Fonte: FERNANDEZ,1994

2.2.3 IEZZI, Gelson, DOLCE, Osvaldo, DEGENSZAJN, David e PERIGO, Ro-
berto. Matematica(v. tinico). Editora Atual. Sao Paulo 2002.

Neste livro temos a introdugao ao estudo da Andlise Combinatéria feita também
através de Principio Multiplicativo, mas desta vez os exercicios possuem um grau de dificul-
dade maior, propondo desafios mais interessantes principalmente nos exercicios propostos.
Encontramos exercicios relacionados a assuntos do Ensino Fundamental como o célculo do
nimero de divisores de um nimero natural através do principio multiplicativo, mas no ge-
ral o livro apresenta as mesmas caracteristicas de todos os outros, defini¢oes seguidas de
demonstracoes de férmulas e aplicagoes de exercicios. Um diferencial deste livro é que ele
apresenta no final do conteido dois desafios, onde encontramos um exercicio em que se cobra
que o aluno relembre o critério da divisibilidade por 3 e no outro ele tera que desenvolver
uma técnica para resolver um problema de combinacoes com repeticao, pois esse conceito
nao foi abordado anteriormente. O problema é saber se depois de tantas aplicagoes diretas
de exercicios simples e poucas construgoes por parte dos alunos, os mesmos serao capazes
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de desenvolver um problema mais complexo. Mas, se ele utilizar os conceitos abordados no
problema 05 da subsegao 3.4.1 ou no problema 08 da secao 3.6, o mesmo poderia resolvé-lo
de forma mais pratica.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada tépico da Analise
Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.

Tabela 3: Analise quantitativa do livro de Iezzi

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 30 32,5
Arranjos 7 7,5
Permutacgoes Simples 24 27,0
Permutagoes com repeticao 4 4.5
Permutacoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 26 27,5
Combinagoes com repeticao 1 1,0
Total de questoes 92 100,0

Fonte: 1EZZ1,2002

2.2.4 BEZERRA, Manoel Jairo. Matematica para o ensino médio. Editora Sci-
pione. Sao Paulo, 2001.

Neste livro nao ha nada diferente em relacao aos outros, o capitulo chama-se Con-
tagem, mas os assuntos abordados sao os mesmos: principio fundamental de contagem,
permutacoes simples, permutacoes com repeticao e arranjos simples e combinacoes. O li-
vro ainda traz um material de apoio aos professores com exercicios propostos para uma
avaliacao, o que parece-nos de boa intensao. Mas acreditamos que uma avaliacao é um
processo e por isso os exercicios devem ficar a critério do préprio professor, de acordo com
o desenvolvimento de sua turma e diante dos objetivos que desejam alcancar. A ideia de
chamarmos estes exercicios de tradicionais é que eles sao encontrados em praticamente to-
dos os livros didaticos, inclusive a resolucao sugerida de cada questao pelo autor do livro
baseia-se em aplicacoes diretas das féormulas de arranjos, combinagoes, permutacoes e do
principio fundamental de contagem. Notamos também uma preocupacao em nao aprofun-
dar os conceitos, de modo que o assunto seja abordado de modo bem superficial. O mesmo
ocorre nos exercicios propostos aos alunos, apesar de o autor ser muito bem conceituado
entre os professores de matematica e de ser bastante citado em biblografias de concursos e
vestibulares, acreditamos que este livro nao ajuda os alunos a desenvolver suas potencialida-
des na resolucao de problemas que envolvam mais variaveis, exercicios que possam conduzir
os alunos a uma compreensao mais completa do assunto.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada topico da Analise
Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.
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Tabela 4: Analise quantitativa do livro de Bezerra

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 9 26,4
Arranjos 3 9,0
Permutacgoes Simples 5 14,7
Permutagoes com repeticao 4 11,7
Permutacoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 13 38,2
Combinagoes com repeticao 0 0,0
Total de questoes 34 100,0

Fonte: BEZERRA,2001

2.2.5 SILVEIRA, Enio e MARQUES, Cldudio. Matemética: Compreensio e
pratica. Editora Moderna. Sao Paulo, 2013.

A proposta de uma Matematica baseada no desenvolvimento do raciocinio do aluno

e menos em aplicagoes de férmulas nos deixa bastante empolgados ao lermos a apresentagao
do mesmo.
“Na educagao, as informacoes sao o meio, e a formacao, o fim. Nosso objetivo ao escrever
Matemdtica: compreensao e prdtica foi contribuir com o desenvolvimento das suas potenci-
alidades, e nao, simplesmente, inundar sua mente com formulas matemdticas. Desse modo,
acreditamos que chegaremos juntos ao saber cientifico, que nao se esgota em si mesmo, mas
nos impulsiona para novas descobertas”. (SILVEIRA, p. 03).

E mais empolgados ainda quando encontramos no sumario, o capitulo 8: Possi-
bilidades e Estatistica, pois nos mostra uma nova perspectiva do ensino de Anélise Com-
binatdria no ensino fundamental. O que nos frustra bastante é o fato de o estudo das
possibilidades ficar restrito a apenas duas paginas. Na primeira, os autores mostram duas
situacoes onde precisamos dar mais de uma resposta a uma determinada pergunta e logo
apos aplicam um exercicio com apenas 7 questoes até por que os problemas de contagem
sao apresentados para posteriores aplicacoes na Estatistica. Por outro lado, o fato de que
os alunos do 6° ano ainda nao tiveram acesso ao estudo de arranjos, combinagoes e per-
mutagoes ¢ um avango muito grande, pois o mesmo tera que usar estratégias do préprio
raciocinio para resolver os problemas, de acordo com a ideia deste trabalho. No 7° ano, ha
um capitulo “Probabilidade e Estatistica” onde aparecem algumas questoes onde aplicamos
o principio de contagem, mas sempre relacionando ao calculo das probabilidades e aplicacoes
na Estatistica.

Em seguida o autor mostra a solucao do problema, utilizando a arvore das possibilidades,
mostrando as duplas de bolas possiveis.
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Figura 5: Exemplo introdutério sobre arvore das possibilidades

= Brena temn duas caixas, cada uma com quatro bolas coloridas. Ela resolveu levar uma bola
de cada calxa para o coligio. Faga uma drvore de possibilidades mostrando o% pares de bo-
las que podem ser formados por Brena

Fonte: SILVEIRA, 2013. p.210.

Figura 6: Solugao do problema das bolas coloridas contidas em caixas distintas
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Fonte: SILVEIRA, 2013. p.210.

2.2.6 BARROSO, Juliane Matsubara. Matematica: Conexoes com a Matematica
(v. tnico). Editora Moderna. Sao Paulo, 2012.

Neste livro, a autora desenvolve o assunto Analise Combinatoéria na mesma sequéncia
de muitos outros livros de Matematica do ensino médio, porém mesmo usando férmulas para
resolver problemas de Arranjos, Combinagoes e Permutagoes, em alguns momentos os ter-
mos sequéncias e subconjuntos sao usados para desenvolvé-los.

Nos exercicios resolvidos a autora cita que os problemas de Arranjos podem ser
resolvidos apenas usando o Principio Multiplicativo, fazendo com que o aluno escolha a
maneira que acha mais adequada para resolver os problemas posteriores. Apesar das ideias
usadas para explicar os contetidos estarem de acordo com o que desejamos desenvolver neste
trabalho, sentimos falta de problemas envolvendo o principio de adi¢ao, as permutacgoes cir-
culares e as combinagoes com repeticao e de exercicios que direcionem os alunos a aplicar
os conceitos de sequéncias e subconjuntos para resolve-los. Ao invés disso, a autora deixa
o aluno livre para escolher a método e como sabemos a maioria dos alunos preferem o que
for menos trabalhoso, nao se importando tanto com a qualidade de seu estudo e sim, com
a quantidade de exercicios que fez e se a resposta estd certa, ou nao. Pois, sabemos que
muitas vezs na resolucao de problemas o que os interessa saber é se o aluno compreendeu a
pergunta, se ele conseguiu criar um modelo (ilustragao) de como seus agrupamentos devem
ficar, se iniciou corretamente a resolucao do exercicio,... e nao achar que uma mera aplicagao
de féormulas substituira o raciocinio e a interpretacao do exercicio.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada tépico da Analise
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Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.

Tabela 5: Analise quantitativa do livro de Barroso.

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 19 30,0
Arranjos 13 20,5
Permutacgoes Simples 11 17,5
Permutagoes com repeticao 5) 8,0
Permutacgoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 15 24,0
Combinagoes com repeticao 0 0,0
Total de questoes 63 100,0

Fonte: BARROSO,2012.

2.2.7 BARROSO, Juliane Matsubara. Matematica: construcao e significado
(vol.2). Editora Moderna. Sao Paulo, 2008.

Neste livro a autora, a mesma do livro analisado no item 2.2.6, desenvolve o as-
sunto Analise Combinatéria na mesma sequéncia de muitos outros livros de Matematica
do Ensino Médio, porém mesmo usando férmulas para se resolver problemas de Arranjos,
Combinagoes e Permutacgoes, em alguns momentos os termos sequéncias e subconjuntos sao
usados para desenvolver Arranjos, Permutagoes e Combinagbes. Nos exercicios resolvidos a
autora cita que os problemas de Arranjos podem ser resolvidos apenas usando o Principio
Multiplicativo, fazendo com que o aluno escolha a maneira que acha mais adequado para
resolver os problemas posteriores. As ideias usadas para explicar os conteudos estao de
acordo com o que desejamos desenvolver neste trabalho.

Além disso encontramos problemas envolvendo o Principio de Adicao, as Per-
mutagoes Circulares, mas nao encontramos mencgao, nem mesmo questoes, que envolvam o
Principio Aditivo de Contagem em as Combinagoes com repeticao.

O interessante é que mesmo sendo um livro mais antigo que o analizado no item
anterior a autora, que é a mesma, apresentou mais conceitos do que no livro mais moderno.
Nao porque preferiu levar o aluno a desenvolver seus proprios métodos na resolucao de
questoes que envolvam esses topicos, pois como pode-se ver na avaliacao do item 2.2.6, esses
topicos nem foram abordados.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada tépico da Analise
Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.
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Tabela 6: Andlise quantitativa do livro de Barroso.

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 32 34,0
Arranjos 13 14,0
Permutacgoes Simples 16 17,0
Permutagoes com repeticao 5) 5,9
Permutacoes Circulares 3 3,0
Combinagoes 25 26,5
Combinagoes com repeticao 0 0,0
Total de questoes 94 100,0

Fonte: BARROSO,2008.

2.2.8 BEDAQUE, Paulo Sérgio...[et al]. Matematikés: ensino médio(vol. tnico).
Editora Saraiva. Sao Paulo, 2010.

A introducao da Anélise Combinatdéria, neste livro, é feita através de “Contagem”
como nos outros livros analisados, mas com uma visao inovadora onde sao usados proble-
mas envolvendo: multiplicagao, diagonais de um poligono, progressoes aritméticas, funcoes
e trigonometria, mostrando que o tema é muito mais abrangente do que imagina-se.

Outra observacao interessante é que os autores usam tabelas para resolver proble-
mas de Principio Multiplicativo, onde em cada linha, eles colocam o niimero de possibilida-
des de cada etapa e na ultima o total de possibilidades.

Além dessas observacoes, ha abordagens sobre o Principio do desprezo da ordem
e uma abordagem especial sobre subconjuntos, de acordo com a proposta deste trabalho e
em boa parte do livro os autores nao usam férmulas e no final do capitulo eles mostram as
formulas de arranjos, combinagoes, permutacoes simples e com repeticao.

Acreditmos que mais interessante do que mostrar as férmulas seria levar o aluno a
deducao da férmula, pois de acordo com os métodos aplicados pelos autores isso seria feito
de modo bem natural e haveria um ganho substancial na aprendizagem dos mesmos.
Observamos a falta de exercicios do Principio Aditivo, o mesmo sendo citado de modo sub-
jetivo em um exercicio resolvido e de problemas de Permutacoes Circulares e Combinacoes
com Repeticao.

Obs: Para inserir as quantidades de questoes que foram utilizadas nos livros, usa-
mos o principio de que a questao era do tépico e foi abordada com sendo daquele tépico.
Por exemplo: O topico “Arranjos” foi abordado no livro, mas os exercicios que poderiam
ser resolvidos com “Arranjos” foram abordados no “Principio Multiplicativo”.
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Tabela 7: Andlise quantitativa do livro de Bedaque.

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 50 63,0
Arranjos 0 0,0
Permutagoes Simples 0 0,0
Permutagoes com repeticao 0 0,0
Permutacgoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 0 0,0
Combinagoes com repeticao 0 0,0
Principio do desprezo da ordem 10 12,5
Subconjuntos 19 24,5
Total de questoes 79 100,0

Fonte: BEDAQUE,2010.

2.2.9 SMOLE, Katia Stocco e DINIZ, Maria Ignez. Matematica: ensino médio.
Editora Saraiva (vol. 02). Sao Paulo, 2010.

Neste livro ha uma introdugao ao Principio de Contagem onde as autoras desen-
volvem o capitulo introduzindo-o através da arvore das possibilidades e uma série de 10
questoes onde os alunos deverao em sua maioria, escrever as solugoes dos mesmos, ou seja,
para que os alunos percebam os diferentes tipos de agrupamentos que podem ser formados
naAnalise Combinatoria.

Os outros topicos sao abordados com aplicacao imediata de férmulas, inclusive no
inicio de alguns exercicios as autoras mencionam que determinado exercicio é aplicado com
o intuito de uma melhor memorizacao de férmulas, ideia contraria ao que estamos propondo,
pois sao exercicios de memorizagao de formulas e queremos que quando os alunos chegarem
nas aplicacoes das formulas, ja tenham compreendido os tépicos e talvez até mesmo possam
desenvolver as féormulas sozinhos, se assim acharem necessario.

Observamos a falta de exercicios do Principio Aditivo, o mesmo sendo citado de
modo subjetivo em um exercicio resolvido e de problemas de Permutagoes Circulares e Com-
binagoes com Repeticao, nos parece que as autoras acreditam que a resolucao de aplicacoes
diretas dos tépicos mais basicos é suficiente para um aluno da educacgao basica, quando se
trata do estudo da Analise Combinatéria.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada tépico da Analise
Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.
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Tabela 8: Andlise quantitativa do livro de Smole.

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 0 0,0
Principio Multiplicativo 30 39,0
Arranjos 20 26,0
Permutacgoes Simples 2 2,5
Permutagoes com repeticao 5) 6,5
Permutacoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 20 26,0
Combinagoes com repeticao 0 0,0
Total de questoes 7 100,0

Fonte: SMOLE,2010.

2.2.10 MACHADO, Anténio dos Santos. Matematica: ensino médio(vol. tnico).
Editora Atual. Sao Paulo, 2012.

Neste livro o autor desenvolve o assunto Analise Combinatoria na mesma sequéncia
da maioria dos livros de Matematica do Ensino Médio, porém mesmo usando férmulas para
se resolver problemas de Arranjos, Combinagoes e Permutacoes o mesmo no inicio de Per-
mutacoes Simples, Arranjos e Combinagoes insere uma quantidade de questoes onde o aluno
tera que formar os agrupamentos, no intuito que ele consiga perceber a diferenca entre os
tipos de agrupamentos, ou seja, se os agrupamentos sao formacoes de sequéncias ou sub-
conjuntos. Além disso o autor inicia o estudo de Anélise Combinatéria com o Principio de
Contagem e logo apds apresenta o Principio Aditivo seguido de uma série de exercicios, ou
seja, o Principio Aditivo nao é usado de modo subjetivo, nesse livro.

Na tabela abaixo podemos ver como varia a abordagem de cada tépico da Analise
Combinatoria, quais topicos sao tratados como relevantes e quais sao tratados como irrele-
vantes.

Tabela 9: Analise quantitativa do livro de Machado.

Tépico abordado N° de questoes | Percentual (%)
Principio Aditivo 7 11,6
Principio Multiplicativo 15 25,0
Arranjos 12 22,0
Permutacoes Simples 10 16,6
Permutagoes com repeticao 2 3,9
Permutagoes Circulares 0 0,0
Combinagoes 14 23,3
Combinagoes com repeticao 0 0,0
Total de questoes 60 100,0

Fonte: MACHADO,2012.
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2.3 Analise quantitativa por tépicos abordados nos livros didaticos.

Para fazermos uma analise geral em graficos dos topicos de Anélise Combinatéria
abordados nos livros didaticos, consideremos: Dante (D), Fernandez (F), lezzi (I), Bezerra
(B), Barroso 2012 (BA1), Barroso 2008 (BA2), Bedaque (BE), Smole (S) e Machado (M).
E para a tabela a seguir: Principio Aditivo (PA), Principio Multiplicativo (PM), Arranjos
(AR), Permutagoes Simples (PS), Permutagoes com Repeticao (PR), Permutagoes, Circu-
lares (PC), Combinagoes Simples (CS) e Combinagdes com Repeticao (CR).

Tabela 10: Anélise geral dos livros didaticos abordados, por topico.

LIVRO PA [PM|[AR | PS | PR [PC]| CS [ CR
DANTE 0,0 | 135 [210| 7.5 | 6,0 | 0,0 | 50,5 1,5
FERNANDEZ | 0,0 | 16,7 | 19,4 | 22,2 | 13,9 | 0,0 | 27,8 | 0,0
TEZZI 0,0 [325] 75 | 27,0 | 45 | 0,0 | 27,5 1,0

BEZERRA 0,0 264 9,0 | 14,7 | 11,7 0,0 | 38,2 | 0,0
BARROSO(1) | 0,0 | 30,0 | 20,5 | 17,5 | 8,0 | 0,0 | 24,0 | 0,0
BARROSO(2) | 0,0 | 34,0 | 14,0 [ 17,0 | 5,5 | 3,0 | 26,5 | 0,0
BEDAQUE 0,0 | 630] 0,0 | 6,0 | 6,5 | 0,0 | 24,5 0,0
SMOLE 0,0 39,0260 25 | 65 | 0,0 | 26,0 0,0
MACHADO | 11,6 | 25,0 | 20,0 | 16,6 | 3,5 | 0,0 | 23,3 | 0,0

Fonte: Andlise comparativa dos livros didaticos, por tépicos.

Obs: Em BEDAQUE, o percentual de Principio do Desprezo da Ordem, foi dis-
tribuido entre: Permutacoes Simples e Permutacoes com Repeticao, os exercicios de sub-
conjuntos para as Combinagoes Simples.
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2.3.1 Analise grafica do percentual de exercicios dos cinco topicos mais aborda-
dos nos livros didaticos.

Figura 7: Andlise comparativa dos cinco tépicos de Andlise Combinatéria mais abordados
nos livros didaticos pesquisados
70

30

0

10

o
o FE E BA1) B2

E

M KL

m

D

EFN mAR mO: mFR m{0

Fonte: Pesquisa dos livros didéticos.

Obs: Na analise quantitativa incluimos o Principio Aditivo, e apenas MA-
CHADO utiliza exercicios especificos do mesmo, cerca de 11,6

2.4 Analise qualitativa dos resultados obtidos nas analises dos livros didaticos.

Podemos observar através das analises feitas dos livros didaticos, que a maioria
dos autores iniciam o conteido através do Principio Multiplicativo e usam o recurso das
arvores das possibilidades para mostrar ao aluno como ele pode construir alguns tipos de
agrupamentos. Através dos gréaficos e tabelas apresentados anteriormente fica evidente a
grande preocupacao que os autores tém em relacao a aprendizagem dos alunos quanto ao
Principio Multiplicativo, isso realmente é muito importante, mas o que nao deve-se passar
desapercebido é o fato de que o Principio Aditivo quase nao é explorado nos livros. Muitas
vezes o Principio Aditivo é usado de modo bastante subjetivo, o que como veremos poste-
riormente isso trard prejuizos a compreensao de muitas questoes de Analise Combinatoria.
Um destaque para o livro de (MACHADO), onde o autor explica o uso do Principio Aditivo
e ainda insere alguns exercicios para fixacao pelos alunos. O que notamos em relagao ao
uso deste principio é que todos os autores acabam deixando o Principio Aditivo sem pouca
exploracao nos exercicios de Arranjos, Permutagoes e Combinagoes e quando o é, pouco
se menciona nos exercicios resolvido, que é um dos momentos em que o autor tem para
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“conversar” com o aluno. O mesmo acaba ficando a merce de sua intuicao para finalizar a
resolucao dos exercicios. Um dos pontos principais de nosso trabalho é esclarecer o uso do
Principio Aditivo nesses tipos de exercicios.

Os Arranjos sao abordados em menor escala, isso possivelmente deve-se a ideia de
que as questoes podem ser resolvidas pelo Principio Multiplicativo. O que pudemos obser-
var também é que o assunto “Arranjos” é abordado por alguns autores como método para
calcular quantidade de “Sequéncias” de um certo niimero de elementos que podemos formar
a partir de uma outra quantidade de elementos disponiveis que é, evidentemente, maior ou
igual a quantidade de elementos que essas sequéncias irao possuir. Alguns autores ainda se
detém a resolucao de exercicios somente para que os alunos fixem a férmula de Arranjos em
suas mentes, como se fosse necessario decorar a férmula para resolver os exercicios. Ora, 0s
mesmos ja haviam mostrado anteriormente como calcular Arranjos sem o uso de férmulas.

Quanto as Permutacoes pudemos observar como os autores abordam o assunto ge-
ralmente apds o Principio Multiplicativo com o intuito de introduzir o conceito de “Fatorial”
sendo o mesmo usado posteriormente para deduzir-se as férmulas para calcular Arranjos e
Combinagoes, mas pouco menciona-se nos livros sobre as Permutagoes Circulares. Como
vimos nos dados apresentados apenas DANTE com 1 questdao, IEZZI com 1 questao e
BARROSO (2) com 3 questoes sendo que a autora em seu livro posterior BARROSO (1)
nao apresenta este conceito. Um destaque especial para o livro de (BEDAQUE), onde o
mesmo nao se preocupa com que o aluno resolva os problemas de Arranjos, Permutacoes
Simples e Permutagoes com Repeticao logo no inicio dos contetidos. Ele insere um certo
nimero de questoes onde os alunos tém que construi-los, sendo que essa mesma ideia ele
usa para as Combinacoes. Para esta ultima podemos observar nos dados apresentados an-
teriormente que é o tépico mais explorado na maioria dos livros didaticos, por isso achamos
muito importante que o aluno compreenda o calculo de Combinacoes através da definicao
de subconjuntos, para que o mesmo resolva os exercicios compreendendo o que esta fazendo.
Lembramos que o estudo das Combinagoes se amplia no estudo do Binémio de Newton e
das Probabilidades, talvez esse seja um dos motivos pelo qual os autores exploram tanto
as questoes envolvendo Combinacoes. De modo geral, podemos observar nos graficos apre-
sentados, que o tépico que possui uma abordagem mais uniforme é Combinacoes, isso quer
dizer que os autores tem praticamente o mesmo pensamento sobre a importancia do tema,
mas 0 mesmo nao acontece entre os outros temas.

A analise dos livros didaticos apresentada neste trabalho tem como objetivo prin-
cipal: dar uma contribuigdo ao ensino de Analise Combinatéria. Pois os livros didéaticos
representam um recurso disponivel para a maior parte do alunos do ensino bésico, sendo
muitas vezes o Unico recurso por isso se faz necessario entender as ideias dos autores, os
tipos de exercicios utilizados, os topicos que sao mais abordados e os caminhos sugeridos
para a resolucao dos exercicios.

Sabe-se que um dos principais materiais diddticos nas escolas brasileiras é o
livro didatico, tanto para os alunos enquanto material de estudo, quanto para os
professores enquanto material de estudo e de trabalho. Apds um periodo mais
restrito as escolas particulares, os alunos e os professores das escolas ptblicas
também puderam ter acesso a esse material didatico gracas ao Programa Nacional
do Livro Didatico (PNLD), do Ministério da Educagao. Nao ha como negar que o
livro didatico atinge um grande contingente de alunos da escola basica brasileira.
(ALVES, p. 02)
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2.5 Pesquisa relacionada a processos que podem ser utilizados na resolugao de
problemas de analise combinatéria e as principais dificuldades encontradas pelos
alunos, nessas resolugoes.

Como dissemos anteriormente, a Analise Combinatéria é um assunto que gera
grandes dificuldades de compreensao entre alunos e professores também pois os problemas
podem variar muito mesmo quando abordados em um mesmo tépico. Portanto apenas co-
nhecer as técnicas de resolucao de problemas parece nao ser suficiente pois muitas vezes os
alunos reconhecem a técnica que deve ser utilizada em determinado problema, mas mesmo
assim nao conseguem resolver os problemas. Identificar os problemas que geram essas difi-
culdades sera importante para um bom estudo de Anélise Combinatéria. Pudemos perceber
ao longo de quase 20 anos de ensino de Matematica que os alunos possuem dificuldades em
compreender processos que devem ser utilizados na resolucao de problemas. Podemos citar
alguns deles:

e Diferenciar entre elementos distinguiveis ou indistinguiveis;
e Identificar os elementos disponiveis;

e Identificar se os elementos podem ser repetidos ou nao;

e Identificar se a ordem dos elementos é importante ou nao;

e Identificar se o niimero de elementos disponiveis é maior, menor ou igual ao niimero
de elementos necessarios para compor os agrupamentos;

e Identificar se o problema serd resolvido usando uma ou mais de uma técnica;

e Identificar quando devem ser usados o Principio Aditivo ou o Multiplicativo.

Este ltimo é uma das principais duvidas entre os alunos, principalmente no
momento de finalizar a resolucao, muitos nao sabem se é para somar ou para multiplicar.
Com base nessas dificuldades e na preocupacao em diminui-las é que apresentaremos um
suporte para que exista uma maior compreensao do contetido. Para isso, recorremos ao
apoio “suporte” de duas outras pesquisas: a de ALVES, “O ensino de Analise Combinatéria
na educagao bésica e a formagao de professores” e a de PINHEIRO, “O ensino de Analise
Combinatoria a partir de situagoes-problema”. ALVES cita as dificuldades encontradas pe-
los alunos desde a interpretacgao dos problemas até o uso das técnicas para sua resolucao.
Cita também alguns pesquisadores do tema e suas contribuicoes para o ensino de Analise
Combinatoria.

Tais dificuldades nao passaram despercebidas ao longo do tempo pelos pesquisa-
dores em Educacao Matemética. Algumas pesquisas j4 feitas, como BATANERO,
NAVARRO-PELAYO e GODINO (1996) e HADAR e HADASS (1981) abordam
algumas das dificuldades mencionadas, bem como investigam o quanto cada uma
pode influenciar no desenvolvimento do raciocinio combinatdrio, além de catego-
rizarem os erros mais comuns cometidos pelos alunos na resolugao de problemas
combinatérios. Outras, como DUBOIS (1984), buscaram categorizar os tipos de
problemas combinatdrios, classificando-os seguindo certos critérios. (ALVES, p.
01)
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Ainda segundo ALVES, “a teoria do Modelo Combinatoério Implicito, desenvol-
vida por DUBOIS (1984), tem como objetivo classificar os problemas combinatérios. Tal
teoria fornece as seguintes classificagoes, baseadas na situacao principal presente no contexto
dos problemas:

e Alocagao / Correspondéncia: problemas cuja ideia principal do contexto é a de dis-
tribuir elementos de um conjunto em outro conjunto (com a mesma cardinalidade do
primeiro ou nao);

e Selecao: problemas cuja ideia principal do contexto é a de selecionar uma amostra de
um conjunto dado;

e Particao: problemas cuja ideia principal do contexto ¢ a de dividir um conjunto em
subconjuntos.

Seguem-se trés exemplos de problemas traduzidos de BATANERO, NAVARRO-
PELAYO e GODINO, 1996, p. 17-18, classificados em Alocagao, Selecao e Partigao:

(1) Alocagao: A garagem do prédio de Angel tem cinco vagas. Como o prédio é novo, até
agora so ha trés carros: de Angel, Beatriz e Carmen, que podem colocar cada dia seu carro
no lugar que preferirem, desde que nao esteja ocupado. Este é o esquema da garagem: 1 2
3 4 5 Por exemplo, Angel pode parar seu carro na vaga do apartamento 1, Beatriz na do
apartamento 2 e Carmen na do apartamento 4. De quantas formas possiveis eles podem
estacionar seus carros na garagem?

(2) Selegao: Uma professora tem que escolher trés estudantes para limpar o quadro. Para
isso dispoe de cinco voluntarios: Elisa, Fernando, Gérman, Jorge e Maria. De quantas for-
mas ela pode escolher trés destes alunos? Exemplo: Elisa, Fernando e Maria.

(3) Partigao: Um grupo de quatro amigos, Andrés, Benito, Clara e Daniel, tém que realizar
dois trabalhos diferentes: um de Matematica e outro de Linguagem. Para realiza-lo, deci-
dem dividir-se em dois grupos de dois integrantes cada um. De quantas formas eles podem
se dividir para realizar os trabalhos? Exemplo: Andrés e Benito podem fazer o trabalho de
Matemaética e Clara e Daniel o trabalho de Linguagem.

De um modo geral, o objetivo em um problema de alocagao é o seguinte: desejo
colocar m objetos em n casas. Outras palavras-chave que podem substituir a palavra colocar
sao: alocar, corresponder, introduzir, guardar. Dentro desta categoria, podemos fazer as
seguintes distingoes (DUBOIS, 1984 p.40, a tradugao é nossa):

Alocagoes ordenadas de m objetos distintos em n casas distintas;

Alocagoes nao ordenadas de m objetos distintos em n casas distintas;

Alocagoes de m objetos indistinguiveis em n casas distintas;

Alocacoes ordenadas de m objetos distintos em n casas indistinguiveis;

Alocagoes nao ordenadas de m objetos distintos em n casas indistinguiveis;

Alocagoes de m objetos indistinguiveis em n casas indistinguiveis.
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Quanto a cardinalidade, os problemas de alocacao ainda podem ser classifica-
dos como:
(I) Injetivos, quando m < n (um objeto em cada casa e podem sobrar casas vazias);
(S) Sobrejetivos, quando m > n (hé objetos em todas as casas, podendo haver mais de um
objeto em alguma casa);
(B) Bijetivos, quando m=n (hd um objeto em cada casa, sem sobra de objetos e nem de
casas). (ALVES, p. 25)

De acordo com PINHEIRO, faz-se necessario o estudo sobre uma sequéncia didatica
para uma melhor compreensao do estudo de Analise Combinatéria. “Entendo que seja ne-
cessario avancar nas discussoes acerca das sequéncias didaticas para o ensino de Anélise
Combinatoria. Pois, segundo os Parametros Curriculares Nacionais: As habilidades de des-
crever e analisar um grande nimero de dados, realizar inferéncias e fazer predicoes com
base numa amostra de populacao, aplicada as ideias de probabilidade e combinatéria a
fenomenos naturais e do cotidiano sao aplicacoes da Matemadtica em questoes do mundo
real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas
e raciocinios estatistico e probabilistico sao, sem duvida, instrumentos tanto das Ciéncias
da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera importante uma cuida-
dosa abordagem dos contetidos de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino Médio,
ampliando a interface entre o aprendizado da Matematica e das demais ciéncias e areas
(BRASIL, 1999, p. 257).

E exatamente essa cuidadosa abordagem dos contetudos, citada no documento
oficial, que traz a questao da necessidade de mais desenvolvimento de pesqui-
sas no campo do ensino-aprendizagem de Anédlise Combinatéria, bem como Es-
tatistica e Probabilidade. Nesse sentido, levantei a seguinte questao de pesquisa:
Uma sequéncia de ensino, enfatizando a resolug¢ao de problemas como ponto de
partida, proporciona condicoes favoraveis para que sejam institucionalizados con-
ceitos basicos de Andlise Combinatéria? e como questdo derivada da primeira,
E possivel a partir do ensino oferecido, que os alunos tenham desenvolvido ha-
bilidades bésicas para resolverem os problemas de Andlise Combinatéria?” (PI-
NHEIRO, p. 16).
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3 METODO DE FORMACAO DE SEQUENCIAS

No estudo da Analise Combinatéria podemos perceber a necessidade de apren-
dermos a calcular o nimero de possibilidades distintas, ou seja, de maneiras diferentes de
formarmos a partir de um grupo de elementos distintos: senhas de bancos, ntimeros de
telefones, placas de automéveis, nimero do R.G ou C.P.F de um cidadao, contas de bancos
e seus codigos de acesso entre outras situagoes. Podemos perceber que sao intumeras as
situagoes onde o emprego da Anélise Combinatoria se faz importante e entre as situagoes
citadas podemos perceber que todas se referem a formagao de sequéncias ou a concatenagao
dos termos de uma sequéncia. Essa situacoes fazem parte do nosso cotidiano entre ou-
tras que também fazem parte, mas que nao sentimos tanta necessidade de fazermos uma
analise mais intensa, como: formar filas de pessoas, dispor pessoas sentadas em cadeiras
lado a lado, posar um grupo de pessoas para uma fotografia, entre outras. Mesmo essas
situacoes mais hipotéticas sao usadas para desenvolvermos o raciocinio combinatorio, pois
geralmente, o principio utilizado para formar filas com pessoas pode ser o mesmo utilizado
para saber quantas senhas poderao ser formadas para os clientes de um banco. A partir
do instante em que o aluno compreende que o que diferencia os tipos de problemas muitas
vezes nao é o assunto, mas que funcao cada elemento poderd desempenhar no grupo ao
qual ele fara parte. Desse modo, o processo de resolucao passard a ser mais simples, sendo
muitas vezes feito de modo intuitivo. Nas proximas secoes deste capitulo iremos substituir
os termos Arranjos e Permutacoes pela ideia de sequéncia, com a tentativa de mostrar que
a palavra “sequéncia” da um sentido mais claro ao estudo dos Arranjos e das Permutacoes.
Anteriormente ao estudo da formacao de sequéncias faremos um estudo sobre a aplicacao
de Principio Aditivo de Contagem, até mesmo por que iremos precisar mais adiante para
resolvermos alguns problemas que envolvam mais de uma operacao combinatoéria.

3.1 Principio aditivo para conjuntos disjuntos

O principio aditivo é uma das técnicas para se resolver problemas de contagem
mais importantes e também uma das mais interessantes. Apesar disso, esse método vem
sendo pouco utilizado nos livros didaticos como vimos no capitulo anterior, e muitas vezes o
aluno fica restrito ao uso da deducao para resolver exercicios. Perceber e diferenca entre um
método de contagem onde se necessita o uso da adicao ao invés da multiplicacao é um dos
fatos que mais geram duvidas entre os alunos. Isto sera abordado em nossas pesquisas nos
capitulos posteriores. O que mostraremos a seguir sao ideias de como se resolver problemas
com o uso do principio aditivo. Para isso usamos notacoes de conjuntos. Lembremos a de-
finigdo da unido de dois conjuntos: AU B = {z/x € Aoux € B}, ou seja, o que caracteriza
a uniao de dois conjuntos é o conectivo “ou”, basta agora lembrarmos que os conjuntos A
e B podem ser disjuntos ou nao.

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, ou seja, AN B = @ e seja n(AUB) o
nimero de elementos de A uniao B, entao:

n(AUB)=n(A)+n(B)

Generalizando para n conjuntos disjuntos:
Sejam, Ay, A, Az, ..., A, , conjuntos disjuntos, ou seja, A;NA;NA3N...NA, = © ,0 nimero
de elementos da uniao desses conjuntos é dado por:
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Ex 01: Considere um baralho comum de 52 cartas formado por 4 naipes com 13 cartas cada:
ouros, copas, paus e espadas. Os naipes: ouros e copas sao vermelhos e os naipes: paus e
espadas sao pretos. Se uma pessoa deseja retirar uma carta, ao acaso, desse baralho. De
quantos modos distintos podera faze-lo, se deseja retirar uma carta de copas ou uma carta
de naipe preto?

Resolugao: Seja n(A) o nimero de maneiras distintas de se retirar ao acaso, uma carta de
copas entio n (A) = 13 e seja n (B), o nimero de maneiras distintas de se retirar ao acaso,
uma carta de naipe preto entao n (B) = 26. Como as cartas de copas tem a cor vermelha,
n(ANB)=0.

Logo, pelo Principio Aditivo para conjuntos disjuntos, o numero de maneiras de se retirar
ao acaso, uma carta de copas ou de naipe preto serd dado por: n(AU B) =n(A)+n(B) =
13 + 26 = 39.

Ex 02: Um recepcionista de um hotel ao guardar as chaves dos apartamentos de um bloco
contendo 6 apartamentos numa mesma gaveta, nao viu que elas nao estavam etiquetadas e
agora nao consegue diferencid-las somente olhando. Assim ele optou em testar as chaves nas
portas dos apartamentos até conseguir determinar a chave de cada um. Qual é o nimero
minimo de tentativas que ele terd que realizar para ter certeza de que encontrou a chave de
cada apartamento?

Resolugao: O recepcionista pode comecar a testar todas as chaves no primeiro apartamento.
E 6bvio que ele poderd fazer no madximo 5 tentativas, pois se as 5 primeiras chaves nao
abrirem o apartamento entao a sexta abrird. Para abrir o sequndo apartamento ele possui
5 chaves possiveis e fard no mdzimo 4 tenativas para abri-lo, pois se as quatro primeiras
nao abrirem o carro, a quinta abrird. Analogamente, para o terceiro serdo 3 tentativas,
para o quarto serd apenas 2 tentativas, para o quinto apenas 1 e para o ultimo aparta-
mento o numero de tentativas serd zero, pois so sobrou 1 chave e um apartamento. Logo:
n<A1UA2UA3UA4UA5UA6) = (A1> + TL(AQ) + Tl(Ag) + n(A4) + TL(A5> + TL(A@) =
S+44+3+2+1+0=15.

Portanto, pelo Principio da Adicao, o recepcionista fard no minimo 15 tentativas para des-
cobrir as chaves de cada apartamento.

Ex 03:Em uma reuniao de professores compareceram 10 pessoas. Todas se conhecem. Se as
10 pessoas se cumprimentarem, quantos serao os apertos de maos?

Resolucao:Suponha que os 10 professores chegaram para a reunido, mas ainda nao se cum-
primentaram. De repente um deles decide cumprimentar todos os outros, é obvio que ele
fard 9 cumprimentos. Entao um sequndo professor resolve cumprimentar todos oS ou-
tros, logo ele fara apenas 8 cumprimentos, pois nao ird cumprimentar a si mesmo nem
ao primeiro que jd o cumprimentou. Sequndo esse padrao, podemos afirmar que o terceiro
ird cumprimentar 7 pessoas, o quarto 6, o quinto 5, o sexto 4, o sétimo 3, o oitavo 2,
o nono 1 e o décimo nenhum, pois ja foi cumprimentado por todos os outros professo-
res. Assim, pelo Principio Aditivo, podemos afirmar que o numero total de cumprimentos
emn (Al U A2 U A3 U A4 Uu..u A10> =n (Al) + n(A2> +n (A3) +n <A4) +...+n (Al()) =
9+8+74+64+5+4+3+24+1+0=45.

Ex 04: Generalize o problema anterior para um ntimero “m” pessoas.

Resolugao: Sequindo a mesma linha de raciocinios do exemplo anterior podemos afirmar que
a primeira das “m” pessoas ird cumprimentar “m-17 pessoas, a sequnda “m-27, a terceira
“m-37 e assim por diante até a m-ésima pessoa que nao ird cumprimentar ninguém, pois
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jd foi cumprimentada por todas as outras. Assim, pelo Principio Aditivo, podemos afirmar
que o numero total de cumprimentos én (A; U As UA3UALU...UA,) =n(A1)+n(A2)+
n(As)+n(As)+...+n(4,) =m—-1)+(m—2)+(m—3)+ (m —4)+...+0. Utilizando
a formula da soma dos termos da P.A., obtemos:

S — (aq +2an) n
S5 - (m — 12+ 0).m
5 — (m —21) n

2 _
S — m . m

3.2 Principio aditivo para conjuntos nao disjuntos

Para demonstrarmos a propriedade da uniao de dois conjuntos nao disjuntos, re-
visemos a definicao da diferenca de dois conjuntos.

Figura 8: Diferenca de dois conjuntos

Fonte: O préprio autor, 2016

A—B={x/x € Aex ¢ B}

B—A={x/x € Bex ¢ A}

Assim:
n(A—B)=n(A)—n(ANB)
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n(B—A)=n(B)—n(ANB)

A partir dai e obsevando a figura ”9”podemos afirmar que:

n(AUB) =n(A—B)+n(ANB)+n(B— A)

n(AUB)=n(A)—n(ANB)+n(ANB)+n(B)—n(ANDB)

n(AUB)=n(A)+n(B)—n(ANB)

Para demonstrarmos a propriedade da uniao de trés conjuntos nao disjuntos, uti-
lizaremos o resultado encontrado anteriormente e a seguinte propriedade dos conjuntos:

(AUB)NC=(AnC)u(BNQC)

Escrevamos:

n(AUBUC)=n[(AUB)UC(]

e aplicando a propriedade da uniao de dois conjuntos, teremos:

n[(AUB)UC] =n(AUB)+n(C)—n[(AUB)NC]

Assim:

n(AUBUC) =n(A)+n(B)—n(ANB)+n(C)—n|[(ANC)U (BN C)]

(&

n(AUBUC)=n(A)4n(B)-n(ANB)4+n(C)—n(ANC)+n(BNC)—n((ANBNC)]

Portanto:

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

Ex 01:Em uma urna ha 100 bolas enumeradas de 1 a 100. De quantos modos distintos
podemos retirar uma bola que tenha numeracao que seja miltiplo de 2 ou multiplo de 37

Resolugao: Usando o Principio Aditivo para dois conjuntos nao-disjuntos, encontremos pri-
meiro o numero de bolas cujo numero é multiplo de 2, como o tultimo numero da sequéncia



42

¢ par “100” entao n (A) = 100/2 = 50, encontremos agora o nimero de bolas cujo nimero
seja multiplo de 3. Como o dltimo numero maltiplo de 3 € 99 entdo n(B) = 99/3 = 33.
Basta encontrarmos a quantidade de bolas cujo numero seja maultiplo de 2 e de 3 simul-
taneamente. Para 1sso calculemos o menor miltiplo comum de 2 e de 3 simultaneamente
“MMC=6"¢ como o maior multiplo de 6 no conjunto € 96, entao n (AN B) = 96/6 = 16.
Logo, pelo Principio Aditivo para conjuntos nao disjuntos, o nimero de maneiras de se re-
tirar ao acaso, uma bola multiplo de 2 ou de 3 serd dado por: n(AUB) =n(A)+n(B)—
n(ANB)=50+33—16 =67.

Ex 02 : Em uma urna ha 60 bolas enumeradas de 1 a 60. Qual é o nimero de maneiras
distintas de retirarmos uma bola que seja multiplo de 2, de 3, de 4 ou de 57

Resolugao: Usando o principio aditivo para quatro conjuntos nao disjuntos, encontremos
primeiro o numero de bolas cujo niumero é multiplo de 2,3,4 e 5 , como o ultimo numero
da sequéncia € “60” entao n(A) = 60/2 = 30,n(B) = 60/3 = 20,n(C) = 60/4 = 15 ¢
n (D) = 60/5 = 12. Encontremos agora o nimero de bolas cujo nimero seja miltiplo de dois
desses nimeros n (AN B) =60/6 = 10, n(ANC) =60/4 =15, n(AND) = 60/10 = 6,
n(BNC)=60/12=5 n(BND)=60/15=4en(CND)=60/20=3. Vamos encon-
trar agora as bolas que possuem niumero multiplo de trés desses niumeros simultaneamente,
n(ANBNC)=60/12=5 n(ANBND)=60/30=2en(BNCND)=60/60=1c¢
n(ANCND) =60/20 = 3. Basta encontrarmos a quantidade de bolas cujo nimero seja
multiplo dos quatro simultaneamente, n (AN BNC N D) =60/60=1. Assim, a partir das
propriedades apresentadas anteriormente podemos deduzir que:
n(AUBUCUD)=n(A)+n(B)+n(C)+n(D)—n(ANB)—n(ANC)—n(AND)—
n(BNC)—n(BND)—n(CND)+n(ANBNC)+n(ANBND)+n(ANCND)+
n(BNCND)-n(ANBNCND)=30+20+15+12—10—15—6—5—4—3+5+2+143—1 =
44.

Ex 03 : Em um baralho comum de 52 cartas, quantas sao de copas ou sao representadas
por uma figura, ou seja, rei, rainha ou valete?
Resolucao:Seja A o conjunto das cartas de copas, desse modo:

A = {rei, rainha,valete, A, 2,3,4,5,6,7,8,9,10}

e
Seja B o conjunto das figuras, desse modo B serd composto por: rei de copas, rei de espadas,
rei de ouros, rei de paus, rainha de copas, rainha de espadas, rainha de ouros, rainha de
paus, valete de copas, valete de espadas, valete de ouros e valete de paus

Podemos observar que:

AN B = {reidecopas, rainhadecopas, valetedecopas}

Portanto, utilizando o principio aditivo, podemos afirmar que:

n(AuB)=n(A)+n(B)—n(ANB)=13+12 -3 =22.
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3.3 Método de formacao de sequéncias que possuem os elementos distintos.

A ideia central desse capitulo é utilizar a nocao intuitiva de sequéncias para re-
solvermos problemas de contagem, sendo para isso necessario uma revisao da definicao de
sequéncias e a deducao de um método para construirmos sequéncias formadas a partir de
elementos de um conjunto finito. Sabemos que uma sucessao ou sequéncia é um conjunto
de elementos ordenados, distintos ou nao.

Por ser um conjunto ordenado, podemos definir o primeiro termo, o segundo, o
terceiro, ..., 0 n-ésimo termo por ap, as,as, ...,a,. Seja S = (ay,as,as,ay,...,a,), n € N
uma sequéncia onde a; é o primeiro termo, ay € o segundo termo, ..., a, € o ultimo termo,
segue-se que:

i) S = (a1) , ¢ uma sequéncia de um tnico termo
ii) Se ay # by ou ay # by ou...ou a, # b, entao (ay,as,as, ..., a,) # (bi,be,bs, ..., by)

A partir de “ii” podemos afirmar que para obtermos uma sequéncia diferente de
S basta trocarmos algum elemento de posicao ou trocarmos algum elemento por outro ine-
xistente em S.

Para fazermos aplicagoes do Método de Formacao de Sequéncias na Andlise Com-
binatoria, consideremos as sequéncias que podem ser formadas a partir de um conjunto
finito de elementos. Por exemplo: Seja o conjunto A = {1, 2,3}, a partir dos elementos de
A podemos formar as seguintes sequéncias de trés elementos distintos:

(1,2,3);(1,3,2);(2,1,3);(2,3,1);(3,1,2);(3,2,1)

Suponhamos agora que o conjunto B seja igual a: B = {1,2,3,4}, para obtermos todas as
sequéncias de trés elementos distintos de B consideremos as 6 primeiras sequéncias formadas
anteriormente:

(1,2,3);(1,3,2);(2,1,3);(2,3,1);(3,1,2);(3,2,1)

Substituindo o elemento 1 pelo elemento 4, obteremos as seguintes sequéncias:

(4,2,3);(4,3,2);(2,4,3);(2,3,4);(3,4,2);(3,2,4)

Substituindo nas 6 primeiras sequéncias, o elemento 2 pelo 4, obtemos:
(1,4,3);(1,3,4);(4,1,3);(4,3,1);(3,1,4); (3,4, 1)
E finalmente substituindo o elemento 3 pelo 4 nas mesmas 6 sequéncias iniciais, obtendo:

(1,2,4);(1,4,2);(2,1,4);(2,4,1);(4,1,2) ; (4,2, 1)

Obtemos portanto um total de 24 sequéncias.

Agora, suponhamos que a partir do conjunto B dado anteriormente desejassemos cons-
truir todas as sequéncias de quatro elementos distintos, assim a partir da sequéncia (1,2,3)
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terfamos que arrumar uma posi¢ao para o elemento 4. E ébvio que ele poderia ocupar a 12,
2% 3% ou 4* posicao gerando as sequéncias:

(4,1,2,3);(1,4,2,3):(1,2,4,3);(1,2,3,4)

Entao podemos afirmar que para cada uma das seis sequéncias

(1,2,3);(1,3,2);(2,1,3);(2,3,1);(3,1,2),(3,2,1)

teremos quatros novas sequéencias geradas pelo acréscimo do elemento 4 em todas as posicoes
possiveis, perfazendo um total de 6 x 4 = 24 sequéncias.

Desse modo, para formarmos sequéncias do tipo (ay, as, ag, as), dispondo dos elementos 1,2,3
e 4, temos 4 possibilidades de ocuparmos a posicao do elemento a;, para cada uma dessas
possibilidades apenas 3 elementos poderao ocupar a posicao as, para cada uma dessas pos-
sibilidades apenas 2 elementos poderao ocupar a posicao az e finalmente teremos apenas 1
elemento que podera ocupar a posi¢ao as. Assim o nimero total de possibilidades é dado por:

4x3x2x1=24

A partir deste processo surge um dos conceitos mais importantes na resolugao de problemas
de Combinatoéria, o Principio Multiplicativo. Esse principio, como veremos a seguir servird
de base para os célculos de Arranjos, Combinagoes e Permutagoes, e que como ja foi menci-
onado anteriormente, chamaremos de formacao de sequéncias e formacao de subconjuntos.

3.4 Aplicacoes do método de formacao de sequéncias que possuem os elementos
distintos

A seguir apresentaremos alguns exemplos de como e em quais casos podemos apli-
car o método de formacao de sequéncias em associagao ao principio multiplicativo de con-
tagem.

Ex 01:Uma bandeira é formada por 10 listras que devem ser pintadas apenas nas cores
verde, azul e amarelo. De quantos modos distintos essa bandeira podera ser pintada, de
modo que cada listra sé podera ter uma cor e listras adjacentes devem ser pintadas de cores
diferentes?

Resolugao:Uma possivel solugao seria dada pela sequéncia (verde, azul, amarelo, azul, verde,
azul, amarelo, verde, azul, verde) onde duas cores vizinhas nao sao iguais. Encontremos,
agora, todas as outras sequéncias possiveis. Se py € o numero de maneiras distintas de se
pintar a primeira listra da bandeira, ou seja, escolher o 1° elemento da sequéncia, entao
p1 =3, se pa € 0 numero de maneiras de se pintar a sequnda listra entdo py = 2, pois listras
adjacentes devem ter cores distintas. Se ps € o numero de maneiras de pintarmos a terceira
listra, € so lembrarmos que essa $6 nao pode ter a mesma cor da sequnda. Assim ps =2 e
analogamente py = ps = ... = p10 = 2. Portanto, pelo método de formacao de sequéncias, o
numero de maneiras de se pintar a bandeira serd:

IX2X2X2X2X2X2Xx2%Xx2x2=3xD512=1536
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Ex 02: De quantos modos 3 pessoas podem sentar-se em uma fila de 5 cadeiras?
Resolugao:Imaginemos o nimero de pessoas como o numero de elementos de uma sequéncia,
assim a sequéncia possuird apenas 3 elementos. Se p; € o numero de maneiras distintas
de escolhermos uma cadeira para a primeira pessoa da Sequéncia, assim py = 5, a Sequir a
sequnda pessoa escolherd uma cadeira para se sentar. Como sé sobraram /j cadeiras, entdo
p2 = 4 e obviamente ps = 3. Portanto, pelo Principio de formagao de sequéncias, o nimero
de possibilidades serd :

5 x4 x3 =060

Ex 03: Carol nasceu em 18/09/1997 e Matheus em 30/03/2001 eles desejam abrir uma
conta conjunta num banco que permite senha de no minimo 4 e no maximo 6 digitos distin-
tos. Se eles desejam formar uma senha usando apenas os digitos das datas de nascimento,
podendo misturar digitos das duas datas, entao quantas sao as possiveis senhas que eles
poderao fazer, para abrir uma conta neste banco?

Resolucao: Os digitos disponiveis sao: 0, 1, 2, 8, 7, 8 e 9 jd que nao podem ser repetidos.
Para formar senhas de 4 digitos distintos eles terao: 7 maneiras de escolher o primeiro, 6
maneiras de escolher o sequndo, 5 para escolher o terceiro e 4 para escolher o quarto digito.

Ao todo serdo:
7TX6xbx4=840

Para formar senhas de 5 digitos distintos, eles terao:
7x6x5Hx4x3=2520
e para formar senhas de 6 digitos distintos, eles terao:
7Tx6xbx4x3x2=>5040.

Como eles poderdo formar senhas de quatro, cinco ou seis digitos distintos, entao pelo
principio aditivo, eles terao:

840 + 2520 + 5040 = 8400

3.5 Método de formacgao de sequéncias para resolver problemas de arranjos sim-
ples e permutacoes simples.

Permutar significa trocar de posicao, trocar de lugar. Nos livros didaticos os
problemas que envolvem permutacoes sao muito explorados, principalmente no calculo de
anagramas de uma palavra, pois anagramas sao palavras com sentido ou nao, que podem
ser construidas com as letras de uma outra palavra, apenas trocando as letras dessa palavra
de posicao, ou seja, permutando-se as letras. Por exemplo, os anagramas da palavra AMOR
sa0:AMOR, AMRO, AOMR, AORM, AROM, ARMO, MAOR, MARO, MRAO, MROA,
MOAR, MORA, OAMR, OARM, OMAR, OMRA, ORAM, ORMA, RAMO, RAOM, RMAO,
RMOA, ROAM, ROMA.

Como podemos perceber para construirmos sequéncias através de “Permutacoes”,
temos que utilizar sempre todos os elementos disponiveis. O mesmo nao é necessario ocorrer
nos Arranjos, pois neste caso as sequéncias nao precisam ser formadas usando-se todos os
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elementos disponiveis. Por exemplo: Dispondo dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, podemos formar
os seguintes nimeros de dois algarismos distintos:

12,13, 14,15, 21,23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54

Como podemos ver, cada numero formado possui apenas dois algarismos dos cinco
disponiveis. Neste caso os agrupamentos nao sao formados apenas pelas trocas de posicoes
entre os cinco elementos disponiveis, entao nao temos um caso de “Permutacoes”, mas de
“Arranjos”. Trocar esses dois conceitos por um tunico (sequéncias) nos parece mais con-
fortavel, pois torna-se mais facil de compreensao e com a mesma eficiéncia. Um outro caso
interessante na formacao de sequéncias é o de termos que colocar um certo numero de ele-
mentos em uma quantidade de locagoes que é maior que a quantidade de elementos.

Exemplo: De quantos modos distintos duas pessoas podem se sentar em uma sala de aula
que possui 50 cadeiras, inicialmente vazias? Neste caso podemos considerar que existem
50 possibilidades para uma dessa pessoas escolher uma cadeira para se sentar e feita essa
escolha, existirao 49 possibilidades para a segunda pessoa escolher sua cadeira. Desse modo,
o numero total de possibilidades sera:

20 x 49 = 2450

Como podemos perceber, neste exemplo temos um caso de formacao de sequéncias. Pois, se
representarmos as pessoas por A e B e as cadeiras por C, Cy, Cs, ..., C50 e se escolhermos a
pessoa A para se sentar na cadeira (13 a pessoa B na cadeira (48, essa escolha é diferente
da possibilidade da pessoa A sentar-se na cadeira C48 e de a pessoa B sentar-se na cadeira
C13. Essa ideia é a mesma que formarmos sequéncia de duas cadeiras distintas, escolhidas
de um conjunto de 50 cadeiras distintas.

O método para formar sequéncias com “n” elementos distintos a partir de um grupo de “n”
elementos distintos é o mesmo que pode ser usado para construir sequéncias com 1 ou 2 ou
3 ou 4 ou ...ou n elementos distintos dispondo-se de um grupos de “n” elementos distintos,
como veremos a seguir. Porém consideremos em primeiro lugar, as defini¢oes abaixo, ex-
traidas de alguns livros didaticos.

Permutacoes simples - Se temos n elementos distintos, entao Permutacoes Simples sao todos
os agrupamentos ordenados de n elementos que podemos formar. (DANTE, 2004, p.361) .

Arranjos simples - Se temos n elementos distintos, entao Arranjos Simples sao todos os
agrupamentos ordenados de 1, 2, 3, ..., de p elementos que podemos formar p < n.
(DANTE,2004,p.363) .

Através das definicoes apresentadas anteriormente é facil verificar que Arranjos
Simples e Permutacoes Simples sao métodos utilizados para se calcular a quantidade de
sequeéncias de p elementos distintos a partir de n elementos distintos disponiveis e como
essa diferenca é minima os alunos muitas vezes nao compreendem a diferenca entre eles,
mas o que queremos nesta secao é esclarecer que nao é tao fundamental a ideia de separar-
mos os dois conceitos, pois através da formacao de sequéncias podemos desenvolver o estudo
de modo mais geral. Quando o professor, em sala de aula, diz a seus alunos que todas as
questoes de Permutagoes podem ser resolvidas com Arranjos, mas o contrario nao acontece,
isso gera sérios problemas no entendimento do assunto. Muitas vezes acaba desconstruindo
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um processo que até entao poderia estar sendo bem sucedido. No processo de formagao de
sequéncias, o aluno nao precisa passar por esse processo complexo de compreensao, basta ele
identificar que os agrupamentos que serao formados no problema sao ordenados (sequéncias)
e que a partir dos “n” elementos distintos disponiveis ele poderd construir sequéncias com
1 ou2ou 3, ... oun elementos distintos de acordo com a necessidade do exercicio. Vejamos

os exemplos a seguir:

Ex 01: Quantos numeros de trés algarismos distintos podemos escrever com os algaris-
mos 1,2,3,4,5,6,7,8 e 97

Resolugao:Para encontrarmos a quantidade total de numeros de trés algarismos distintos
basta encontrarmos a quantidade de sequéncias de trés algarismos distintos que podemos
formar, pois se considerarmos como exemplo a sequéncia (2,7,8) através da concatenagao
de seus elementos obtemos o numero 278. Assim para escolhermos o primeiro elemento da
sequéncia temos 9 possibilidades, para o sequndo 8 e para o terceiro 7, perfazendo um total
de 9 x 8 X 7= 504 sequéncias, consequentemente 504 numeros de trés algarismos distintos.

Ex 02: Quantos numeros de trés algarismos distintos podemos escrever com os algaris-
mos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 97

Resolucao:Primeiro calculemos o nimero de sequéncias que podemos formar com os 10 ele-
mentos, assim teremos: 10 x 9 x 8 = 720. Agora lembremos que entre as 720 sequéncias
obtidas algumas sao como por exemplo (0,9,8) cuja concatenagio de seus elementos for-
mard o numero 98 “de dois algarismos distintos” o que nao nos serve, entao calculando
todas as sequéncias do tipo (0,—,—), temos que para escolher o sequndo algarismo temos 9
possibilidades e para o terceiro apenas 8, perfazendo 9 X 8 = T2 sequéncias. Assim o niumero
total de numeros de trés algarismos distintos é dado por: 7T20-72 = 648.

Outra resolucao para o exemplo 02:

Para calcular o nimero de sequéncias do tipo (1, —, —), basta calcularmos o nimero de ma-
neiras de escolhermos os dois prorimos elementos. Assim:

N° de possibilidades de escolha para o 2° elemento = 9 possibilidades;

N° de possibilidades de escolha para o 3° elemento = 8 possibilidades.

Logo, o nimero de maneiras de escolhermos os dois elementos é: 9 x 8 = 72.

O mesmo ocorre para os outros digitos, exceto o “zero” que nao pode figurar na 1* posi¢ao.
Desse modo teremos: 9 X 72 = 648 possibilidades.

Ex03:Quantos anagramas “palavras tendo sentido ou nao, formadas a partir das letras de
outra palavra”, distintos podemos formar com as letras da palavra BRASIL?

Resolugao:Por concatenagao temos (B, R, A, S, I, L) = BRASIL, (B, R, A,S,L,I) = BRASLI,
(R,A,S,B,I,L) = RASBIL, e assim por diante. Entdo o niumero de sequéncias que pode-
mos formar com todos os elementos da palavra BRASIL é:

O6xHx4x3x2x1=720

Ex 04: Listando em ordem alfabética todos os anagramas da palavra LUCAS, a propria
palavra LUCAS, aparecera em qual posi¢ao?

Resolucao: Como os anagramas devem ser colocados em ordem alfabética, entao comecemos
pelos que iniciam pela letra A:

(A, — —, —, —)=4x3x2x1=24
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Agora, os que comecam pela letra C, sequnda na ordem alfabética:

(C,— — —, —)=4x3x2x1=24

Como a proxima letra na ordem alfabética é L, que € a primeira da palavra que estamos
procurando, entao precisamos fazer a escolha da sequnda letra:

(LA, — —, —)=3x2x1=6

Agora os anagramas devem comecar por LC, assim teremos:

(L,C,—,—, —)=3x2x1=6

Como a prorima sequnda letra na ordem alfabética € U, entao precisaremos fazer a escolha
da terceira letra. Assim teremos:

(LU A, — —)=2x1=2

Agora os anagramas devem comecar por LUC, assim teremos apenas 1 op¢ao para a quarta
letra que € o A e a ultima que so pode ser o S:

(L,U,C,A,S) =1

Logo, aplicando o Principio Aditivo de Contagem, teremos: 24 +24+6+6+ 2+ 1 = 63°
POSLCA0.

3.6 Principio multiplicativo de contagem e o fatorial

Dispondo de n elementos distintos, para obtermos o numero de sequéncias do
tipo (aq, as,as,...,a,) de n elementos distintos, consideramos que existem n possibilidades
para escolhermos ay, n — 1 possibilidades para as, n — 2 para as, ... e 1 para a,. Logo,
teremos n X (n — 1) X (n —2) x (n —3) X ... x 3 x 2 x 1 sequéncias. Essa expressao pode
ser abreviada por n!. Desse modo: n! =nx(n—1)x(n—2)x(n —3)x...x3x2x1. Assim:

o 1!=1

e 21=2x1=2

e 3 =3x2x1=6

e 4l =4x3x2x1=24 e assim por diante.

Utilizaremos a notacgao do fatorial para generalizarmos algumas situagoes, deduzindo
formulas. Mas, lembrando que em nosso trabalho o uso de férmulas é facultativo, o im-
portante é que o aluno consiga compreender a ideia do problema a ser resolvido. Apds um
amplo trabalho com a formacao de sequéncias o mesmo podera ser levado a deduzir formulas
e generalizagoes. Para isso verifiquemos as seguintes propriedades do fatorial:
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e 6l =6x5x4x3x2x1=6x(5x4x3%x2x1)=06xD5!

06! =6x5x4x3x2x1=6x5x(4x3x2x1)=06xbHx4!

0 6l =6x5x4x3x2x1=06x5x4x(3x2x1)=6x5x4x3!
Ou seja,

enl=nx(n-1)

enl=nx(n-1)x(n-2)!

o ..
enl=nxn—-1)xn—-2)x(n—-3)x..x(n—p+1)x(n—p)!

Logo, se tivermos n elementos distintos disponiveis e se a partir deles queremos obter
todas as sequéncias de p elementos distintos, teremos n possibilidades para escolhermos o
termo a; da sequéncia, n — 1 possibilidades para escolhermos as, n—2 para escolhermos ag
, e assim por diante , ou seja , para formar sequéncias do tipo (a1, as,as, as, ..., a,), onde
a; # ay # as # ... # a, tomados a partir de n elementos distintos, consideremos que:

M0

e a1 — "n’possibilidades
® ay — "n — 1" possibilidades
e a3 +— "n — 2"possibilidades

e a4 +— "n — 3’ possibilidades

e a,— [n—(p—1)]" = (n—p-+ 1) possibilidades

Ou seja, o numero total de sequéncias de p elementos distintos que podemos formar a
partir de n elementos distintos é dado por:

nxn—1)xn—-2)x(n—-3)x...x(n—p+1)

que podemos escrever como:

nxn—1)xn—-2)x(n—-3)x...x(n—p+1)x(n—p)!
(n —p)!

e ainda, podemos escrever:
n!

(n—p)!

Logo, o nimero total de sequéncias de p elementos distintos que podemos formar a partir
. . y | . . 7

de n elementos distintos e:n%'p)| , com p < n . Como vimos anteriormente, o nimero

de sequéncias de n elementos distintos possiveis de serem formadas dispondo dos mesmos
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n elementos distintos é n!. Entdo, considerando n = p, e usando a férmula encontrada
anteriormente em (4), temos que:

n!
nl =
(n —n)!
Logo,
| n!
0l.n! =n!

|

o="

n!
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3.6.1 Método de formacgoes de sequéncias que possuem alguns elementos repe-
tidos.

Como vimos anteriormente, Permutagoes sao sequéncias que podemos formar a
partir de um conjunto de elementos disponiveis onde todos os elementos sao utilizados na
formagao de cada sequéncia. Na secao 3.5, calculamos o nimero de sequéncias de elementos
distintos que podemos formar a partir de um grupo de elementos distintos. Mas, o que
fazer se alguns elementos desse grupo forem repetidos. Por exemplo, trocando-se de posicao
todas as letras da palavra AMAR obteriamos:

AMAR, AMRA, AAMR, AARM, ARAM, ARMA, MAAR, MARA, MRAA, MRAA, MAAR,
MARA, AAMR, AARM, AMAR, AMRA, ARAM, ARMA, RAMA, RAAM, RMAA, RMAA,
RAAM, RAMA, ou seja, 24 possibilidades.

Como podemos ver, todas as palavras distintas aparecem duas vezes. Assim, eli-
minado uma de cada, teremos:

AMAR, AMRA, AAMR, AARM, ARAM, ARMA, MAAR, MARA, MRAA, RAMA, RAAM,
RMAA. Logo, o nimero de anagramas distintos da palavra AMAR é 12.

A seguir temos uma definicao do que sdao Permutacdes com elementos repetidos,
extraido de um livro didatico, seguido de aplicagoes do Método de Formacoes de Sequéncias.
Permutacoes com elementos repetidos - O nimero de permutacgoes de “n” elementos onde
existem « elementos iguais a nq, 5 elementos iguais a ns , v elementos iguais a ns, e assim
por diante é dado por: P%, 3,7,...= W.(Morgado, p. 50)

Exemplo: Dispondo-se dos algarismos 1,2 e 3 o niimeros de sequéncias que podemos formar
com quatro algarismos onde o algarismo 2 aparece duas vezes é:

(1,2,2,3),(1,2,3,2), (1,3,2,2), (3,1,2,2), (3,2,1,2), (3,2,2,1), (2,1,2,3), (2,1, 3,2), (2,2, 1, 3),
(2,2,3,1), (2,3,2,1), (2,3,1,2) ou seja, 12 sequéncias.

Pela definicao de permutacoes com elementos repetidos teriamos:

o Al 4 x3x2x1

Y 2 % 1 %

3.6.1.1 Aplicagoes do método de formacgao de sequéncias com elementos repeti-
dos.

Como vimos anteriormente o nimero de sequéncias distintas de 4 elementos dis-
tintos é dada por: 4 x 3 X 2 x 1 = 24, mas na verdade temos dois elementos iguais a 2, entao
imaginemos que na sequéncia S; = (1, 2,2, 3) trocdssemos de posi¢ao um algarismo 2 com o
outro algarismo 2, é 6bvio que obterfamos a sequéncia Sy = (1,2,2,3), com S; = Sy. Assim,
das 24 sequéncias obtidas apenas metade sao distintas. Logo, pelo Método de formacao de
sequéncias teremos: 24 < 2 = 12 possibilidades.

Suponha, agora, que queiramos formar uma fila de 10 pessoas onde 5 estao com camisa
vermelhas, 3 estejam com camisas azuis e 2 com camisas brancas. Uma das possibilidades
de se formar a fila, considerando apenas as cores das camisas de cada pessoa é:

VVVVVAAABB

Assim para calcularmos o niimero de sequéncias que podemos formar com esses 10 ele-
mentos, vamos utilizar o método de formacao de sequéncias que possuem elementos repeti-
dos:
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N° de sequéncias de 10 elementos distintos: 10 x 9 X 8 X TX 6 x5 x4 x 3 x2x1

N° de sequéncias que poderiam ser feitas com as cinco letras V: 5 x 4 x 3 x 2 x 1

N° de sequéncias que poderiam ser feitas com as trés letras A: 3 x 2 x 1

N° de sequéncias que poderiam ser feitas com as duas letras B: 2 x 1

Total de sequéncias:

10><9><8><7><6><5><4><3><2><1_10><9><8><7><6
FXx4Xx3x2x1x3x2x1x2x1 3x2x1x2x1

= 2520
Vejamos os exemplos a seguir:

Ex 01: Anagrama é uma palavra, tendo sentido ou nao, que podemos formar apenas tro-
cando a ordem das letras de uma outra palavra. De acordo com essa defini¢ao, quantos sao
os anagramas da palavra CASA?

Resolucao:Se as quatro letras da palavra fossem distintas, teriamos: 4 x 3 X 2 x 1 = 24
anagramas.

Mas, como na palavra casa, se trocarmos as duas letras A de posi¢cao o anagrama obtido serd
igual ao anterior, entdo para trocarmos as letras A de posicao entre si, teremos: 2 x 1 = 2,
que resultam em wm mesmo anagrama.

Logo o nimero total de anagramas que podemos formar com as letras da palavra CASA, é:

4 2
ax3x2xl g 1o
2x1

Exemplo 02: Maria precisa acessar sua conta corrente num banco que adota senhas de
seis digitos repetidos ou nao, para todos os seus clientes. Como Maria gosta do ntimero 7 e
do niimero 9, ela lembra-se que utilizou apenas essas dois digitos para compor a sua senha e
que esses digitos aparecem em igualdade de vezes. Se o caixa eletronico desse banco admite
que uma pessoa possa fazer tantas tentativas quantas quiser afim de acessar a sua senha
e se Maria fez todas as tentativas possiveis acertando apenas na iltima, quantas vezes ela
tentou acessar a sua conta?

Resposta: Uma possivel senha para a conta de Maria é 797979, assim basta ela escrever
todas as sequéncias de seis digitos onde trés deles sao iguais a 7 e 0s outros trés sao iguais
a 9. Se todos os digitos fossem distintos teriamos: 6 X 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720 senhas.
O numeros de sequéncias usando apenas os trés algarismos 7, €: 3 x 2 x 1 = 6 o mesmo
ocorre para o algarismo 9: 3 x 2 x 1 = 6. Desse modo, utilizando o Método de formacao de
sequéncias com elementos repetidos, teremos:

720 720
== =20
6x6 36

Logo, Maria terd que fazer 20 tentativas, acertando somente na ultima.

Exemplo 03: Quantas sao as solucoes da equagao linear : x+y-+z=>5, formadas por ntimeros
inteiros nao negativos?

Resolucao:Primeiro lembremos que as solugcoes de uma equacao linear sao coordenadas de
um ponto, entao para distingui-las, além de observarmos os elementos que a compoem
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também devemos observar as possiveis ordens desses elementos na solucao. Por exemplo,
sao solugoes distintas desta equagado:

(5,0,0),(0,5,0)e(0,0,5)

Podemos afirmar que o nimero de solugdes do tipo (5,0,0) € igual ao nimero de sequéncia
possiveis de se formar com 3 elementos onde 2 deles sao iguais.

3><2><1_
2%x1

Outro tipo de solug¢io € (4,1,0), o nimero de solugoes deste tipo € igual ao nimero de
sequéncias de trés elementos distintos:

IX2x1=6

Além disto teremos (3,2,0) que geram 6 solugdes, (3,1,1) que geram 3 solugées e (2,2,1)
que geram 3solugoes. Logo, pelo Principio Aditivo, teremos: 3+ 646+ 343 = 21 solugoes
distintas.

Obs: Podemos observar que o nimero de solucoes da equacao ¢ dado por:

3! 3! 3l
- | | —_ -
o +3+ 3+ o + o
3!+ 2.3 4+ 21.3! 4+ 3! 4 3!
2!
7 x 3!
2!
Multiplicando-se o numerador e denominador por ”5!”, obtemos:

7 X6 x5!
21 x 5!

7!
que pode ser interpretado como:
(n+k—1)!
k!l (n—1)!

onde a equacao pode ser representada por: xq + xo + ... +x, = k.

Ex 04: De quantos modos podemos comprar 3 sorvetes, de sabores distintos ou nao, em
uma sorveteria que os oferece em dez sabores distintos?

Resolucao: A sorveteria possui 10 sabores distintos, mas queremos 3 sorvetes que podem ser
de sabores distintos ou nao. Assim representando por xi,xo,...,x10 cada sabor de sorvete
teremos a equacao:

1’1+$2+$3+$4+$5+I6+$7+$8+$9+$10:3
Entao, a partir de (5) podemos afirmar que o nimero de solugées distintas da equagao é:

(10+3 —1)! 120 12 x 11 x10x 9! 1320

_ - = = 220
3.(10—1)!  31x9 3x2x1x09 6
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Ex 05: Pedrinho possui 10 bolas idénticas e deseja guarda-las em trés caixas de brinquedos:
uma azul, outra vermelha e a terceira, branca. De quantos modos distintos ele podera
guardar as 10 bolas nessas caixas, se em cada caixa deve haver pelo menos duas bolas?
Resolugao: Seja x o nimero de bolas a mais que serao quardadas na caiza azul, y o nimero
de bolas a mais que serao quardadas na caixa vermelha e z as da caiza branca. Agora, basta
encontrarmos o numero de solucoes nao negativas da equagao:

(r+2)+y+2)+(2+2)=10<=x+y+z2=4
Logo aplicando (5) teremos:

(n+k—-1)! @B+4-1)! 6 _6><5><4!_@_15
k. (n—1)! A3 —1)! 412l 4l2x1 2
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3.7 Método de formacgao de sequéncias circulares

Para entendermos bem como funcionam as sequéncias em circulos, imaginemos
a seguinte situacao: Uma pessoa deseja pintar um prato dividido igualmente por um de
seus diametros. Se ela deseja pintar uma das regides de vermelho e a outra de amarelo, de
quantas maneiras distintos podera fazé-lo?
Aparentemente, teriamos duas maneiras de pintar esse prato, como se pode observar na
figura abaixo:

Figura 9: Maneiras de pintar um prato com duas cores distintas

Fonte: Permutacoes circulares.

Mas, podemos perceber que rotacionando um dos circulos, este coincidira com o outro. Por-
tanto temos apenas 1 maneira para pintar o prato.

E se dividirmos o mesmo prato em trés setores iguais e desejarmos pintar cada regiao nas
cores: vermelho, amarelo e preto, de quantas possibilidades tera para pinta-lo?
Aparentemente teriamos 6 possibilidades. Ver figura abaixo:

Figura 10: Maneiras de pintar um prato com trés cores distintas

(1) (2) (3)

(4) (5) (6)

Fonte: Permutagoes circulares.
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Mas, se observarmos com atenc¢ao, por rotacao: os discos 1, 4 e 5 coincidem e o mesmo
acontece com os discos: 2, 3 e 6. Portanto temos apenas 2 maneiras de pintarmos esse
prato.

Para obtermos sequéncia distintas, em circulo, devemos fixar um elemento e obtermos to-
dos as sequéncias possiveis apenas trocando os outros elementos de posicao. Isso evitara
a coincidéncia por rotacao. Desse modo se considerarmos um prato dividido em n regioes
iguais, entao para pintarmos esse pretos dispondo de n cores distintas, sendo cada regiao
pintada de uma cor diferente, entao teriamos:

mM—1)xn—-2)x(n—3)x..x3x2x1=(n—-1)!

Ex 01: Uma familia é composta por seis pessoas: o pai, a mae e quatro filhos. Num
restaurante, essa familia vai ocupar uma mesa redonda. Em quantas disposicoes diferentes
essas pessoas podem se sentar em torno da mesa de modo que o pai e a mae fiquem juntos?
Resolucao:Se em todas as sequéncias o pai e a mae devem ficar juntos “lado a lado” entao
devemos considerar apenas 5 elementos, mas como as pessoas serao dispostas em circulo,
fizrando um elemento, teremos:

4x3x2x1=24

Mas, como temos 2 maneiras de agrupar “pai e mae” entao o numero total de possibilidades
serd:
24 x 2 =48

Ex 02:Em um jantar deve-se acomodar cinco pessoas ( A, B, C, D e E) em mesa circu-
lar. Sabendo-se que A e B nunca se sentam lado a lado, quantas s@o as maneiras de se
dispor as pessoas na mesa?

Resolucao: Primeiro calculemos o nimero de maneiras de dispormos A, B, C, D e E em
circulo. Como vimos anteriormente, teremos:

4x3x2x1=24

Como em algumas dessas disposicoes A e B aparecem lado a lado, o numero de maneiras
disso acontecer € obtida dispondo quatro elementos em circulo:3 X 2 X 1 = 6 possibilidades
.Como temos 2 maneiras de trocarmos A e B de posi¢do, entre si, entao:6 x 2 = 12.Como
nao queremos A e B lado a lado, entao teremos: 24 — 12 = 12 maneiras.

Ex 03: Trés rapazes e trés mocas serao dispostos em circulo. De quantas maneiras eles
podem se organizar de modo que cada moca fique entre dois rapazes?

Resolugao: Primeiro suponhamos que apenas os trés rapazes formem um circulo, entao teremos:2x
1 = 2maneiras. Agora para cada uma dessas duas possibilidades teremos trés lugares que
serao ocupados pelas trés mocas, entao para organizd-las teremos:3 X 2 x 1 = 6 Logo,
teremos:6 X 2 = 12possibilidades.
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4. METODO DE FORMACAO DE SUBCONJUNTOS.

Conjunto é qualquer grupo nao ordenado de elementos. A partir desta definicao é
que vamos iniciar o estudo sobre um dos tépicos mais importantes da Anélise Combinatéria,
que é a contagem de subconjuntos que podemos formar a partir de um conjunto dado. Nos
estudos mais classicos, esse tépico é chamado de Combinagoes Simples, mas como men-
cionado anteriormente queremos dar uma nova roupagem a esse topico, pois acreditamos
que ha uma melhor compreensao por parte dos alunos quando tratamos de formar sub-
conjuntos, ou seja, formar partigdes de um conjunto. Particdo de um conjunto é qualquer
subconjunto que podemos formar usando-se elementos de um conjunto dado. Assim, por
exemplo:{1},{1,2} e {1, 2,3, 4}sdo partigoes do conjunto{1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9}.Cada parti¢ao
de um conjunto A é chamada de subconjunto do conjunto A. Desse modo para o estudo das
particoes de um conjunto A qualquer devemos considerar as seguintes propriedades:

e OCA
e ACA

Um conjunto A é subconjunto de um conjunto B, se todos os elementos do
conjunto A pertencem também ao conjunto B. Se um conjunto contém todos os possiveis
subconjuntos formados a partir dos elementos de um conjunto A dado, entao esse sera
chamado de conjunto das partes de A.

Exemplo 1: Seja A = {a, b}, o conjunto das partes de A serd dado por:

P (A) = {®7 {CL} ) {b} ) {av b}}

Exemplo 2: Seja B = {a,b, c}, entao:

P(B) ={o,{a} ,{b},{c},{a,b} ,{a,c},{b;c} {a,b,c}}

Podemos observar que o conjunto vazio ¢ subconjunto de qualquer conjunto e que
todo conjunto é subconjunto de si mesmo de acordo com as propriedades mencionadas an-
teriormente. Lembremos também que dois conjuntos sao iguais quando possuem os mesmos
elementos, independente da ordem na qual esses elementos possam aparecer, ou seja, dois
conjuntos serao considerados distintos se, e somente se, existe algum elemento de um con-
junto que nao pertence ao outro conjunto. A partir desta definicao podemos dizer que:

Um conjunto de dois elementos distintos pode ser escrito de duas maneiras dis-
tintas, {a,b} = {b,a}, ou seja, 2 x 1 = 2 formas de representar o mesmo conjunto. Logo
temos apenas um conjunto.

Um conjuntos de trés elementos distintos pode ser escrito de seis maneiras distin-
tas, {a,b,c} = {a,c,b} = {b,a,c} = {b,c,a} = {c,a,b} = {c,b,a}, ouseja, 3 x2x1=56
formas de representar o mesmo conjunto. Logo temos apena um conjunto.

Um conjunto com “p” elementos distintos pode ser escrito de: px(p — 1)x(p — 2) X

.. X3 x2x1=p! formas diferentes. Esta definicao é de fundamental importancia para
estudarmos o comportamento desse tipo de agrupamento, pois perceber a diferenca entre
formar sequéncias e subconjuntos deve ser um dos primeiros passos na resolucao de um
problema de combinatoria.
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4.1 Método de formagao de subconjuntos e o estudo das combinacoes.

Quando usamos, em sala de aula, as palavras “Arranjos” e “Combinacoes” acre-
ditamos que os alunos estao compreendendo o que queremos dizer, mas muitas vezes isso
nao é real. Essas palavras parecem nao esclarecer o sentido de cada conceito, porém quando
usamos as palavras “sequéncias” e “subconjuntos” elas acabam falando por si, pois esses
conceitos ja foram definidos em outros estudos e possuem aplicagoes em varios assuntos.
Antes de apresentarmos nosso método, consideraremos a definicado de Combinagoes utili-
zada em um livro didatico do ensino médio:

Combinagoes Simples — Denominamos combinagoes simples de n elementos distintos toma-
dos k a k os conjuntos formados de k elementos distintos escolhidos entre os n elementos
dados. (MACHADO, p. 342)

Apresentaremos a seguir, dois métodos para calcularmos o nimero de subcon-
juntos de p elementos distintos que podemos formar a partir de um grupo de n elementos
distintos. Para isso, devemos lembrar que cada sequéncia de p elementos distintos pode
ser escrita de p! modos distintos e que para cada uma dessas p! sequéncias, apenas 1
subconjunto pode ser formado. Assim o nimero de subconjuntos de p elementos distintos
que podemos formar a partir de um grupo de n elementos distintos disponiveis é igual ao
nimero de sequéncias de p elementos distintos que podem ser formadas usando-se esses
mesmos elementos: n x (n — 1) x (n —2) X ... X (n — p+ 1) ideia apresentada na sec¢ao 3.6,
dividido por p!. Logo o nimero de conjuntos que podemos formar nessa situacao é:

nx(n—1)xn—-2)x..x(n—p+1)
p!

(06)

Ex 01: Uma escola tem 9 professores de matematica. Quatro deles deverao representar a
escola em um congresso. Quantos grupos de 4 professores de matematica sao possiveis?
Resolugao: Primeiro calculemos o numero de maneiras de formarmos sequéncias de 4 pro-
fessores, a partir dos 9 disponiveis, entao teriamos: 9 x 8 x 7 x 6 = 3024 sequéncias. Mas,
nao queremos formar sequéncias, pois comissoes sao agrupamentos nao ordenados (subcon-
Juntos).

Desse modo, aplicando (6), obteremos:

IXxO—-1)x(9-2)x(9—-4+1) 9x8xT7x6

= =126
41 4x3x2x1

Ex 02: Em uma reuniao de professores compareceram 10 pessoas. Todas se conhecem.
Se as 10 pessoas se cumprimentarem, quantos serao os apertos de maos?
Resolucao: Como um aperto de maos € um agrupamento ndao ordenado de duas pessoas,
entao para resolvermos este problema basta calcularmos a quantidade de subconjuntos de
dois elementos distintos que podemos formar a partir dos 10 elementos disponiveis. Assim
o numero de subconjuntos de dois elementos que podemos formar a partir dos 10 elementos
disponiveis é:

10x(10—-1) 10x9 90

= =— =45
2! 2x1 2

Ex 03: Em uma escola ha 5 professores de Matematica e 4 de Portugués. Quantas comissoes
de 4 professores podem ser formadas com igual niimero de professores de Matematica e Por-
tugues?
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Resolugao: Como comissoes sao agrupamentos nao ordenados (subconjuntos) entdo para
selecionarmos de professores de Matemdtica, teremos:

5x(5—-1) 5x4 20

= =—=10
2! 2x1 2
E para escolhermos os dois de Portugués, teremos:
4x(4-1 4 x 3
XUl 4x3 0 g

2 2x1

Como as comissoes devem ter 2 professores de Matemdtica e 2 de Portugués, o conectivo
“e” indicada o produto das possibilidades. Assim teremos: 10 x 6 = 60 comissades.

Ex 04: Dispondo de “n” pessoas quantos comissoes de “p” pessoas podem ser formadas?
Resolugao:Calculemos primeiro o numero de sequéncias de “p” pessoas que podemos formar

[l

a partir de “n” pessoas.
nxn—1)xn—-2)x...x(n—p+1)

Multiplicando o numerador e o denominador por (n —p) X (n—p—1) x ... x 3 x 2 x 1,
obtemos:

nxmn—1)xn-2)x...x(n—p+1)x(n—p)x(n—p—1)x...x3x2x1
m—p)xn—p—1)x...x3x2x1

Que € 0o mesmo que:
n!

(n—p)!
Como comissdes sao agrupamentos nao ordenados “subconjuntos”, sabemos que o niumero
de conjuntos igquais de “p” elementos distintos é dado por:

px(p—1)x(p—2)x...x3x2x1=p

Logo o niumero de comissoes de “p” pessoas escolhidas a partir de “n” pessoas, ¢ dado por:

(nﬁ—!p)g ! 1 n!

= X =
p! (n—p)!  p plx(n—p)!

4.2 Segundo método de formacgao de subconjuntos.

Seja X um conjunto dado por X = {xy,z2,23,...,2,}, 0 nimero de subconjuntos
vazios que podem ser formados a partir dos elementos do conjunto X é igual a 1, pois @
esta contido em qualquer conjunto e é unico.

O numero de subconjuntos unitarios que podemos formar a partir dos elementos de X é
“n”, pois, chamando de X; o conjunto formado pelos subconjuntos unitarios de X, entao:

Xl = {$17x2ax37 s 7$n}

Para formarmos subconjuntos com dois elementos basta considerarmos que temos n sub-
conjuntos de 1 elemento e que para escolhermos o segundo elementos temos as outras “n



60

— 17 possibilidades. Suponha ainda que para incluirmos um segundo elemento no conjunto
{z1}, esse poderia aparecer em duas situagoes distintas, conforme esquema abaixo:

{%1, _} ) {_7$1}

Como ¢ indiferente a posicao desse segundo elemento no conjunto, entao podemos afirmar

que sua inclusao sera expressa pelo fator: ”T’l
Desse modo o niimero de subconjuntos distintos de dois elementos distintos que podemos

formar a partir de um conjunto com n elementos distintos serda dado pelo produto:

nx (n—1)
2

Suponha agora que a partir de cada um dos subconjuntos de dois elementos distintos que
pudemos formar queiramos incluir um terceiro elemento entre os “n — 2” elementos distintos
disponiveis. Ver esquema abaixo:

{1'1,1'2, _} 3 {xla _al‘2} ) {_al‘th}

Como ¢ indiferente a posicao em que vai figurar esse terceiro elemento podemos afirmar que
sua inclusao sera dada pelo fator: "T_Q

Desse modo o nimero de subconjuntos distintos de trés elementos distintos que podemos
formar a partir de um conjunto com n elementos distintos sera dado pelo produto:

nx(n—-1 n-—2
X
2 3

De modo geral o nimero de subconjuntos com “p” elementos distintos \ (X))

(1))

n” elementos do conjunto X é:

7 a partir dos

n><(n—1)><n—2><n—3>< ><n—(]o—l)
5 3 : X T
nxn—1)xn—-2)x(n—-3)x...x(n—p+1)

p!
nxn—1)xn—-2)x(n—-3)x...x(n—p+1)x(n—p)!
plx (n—p)!

n!
p!X(n—p)!m

Ex01: Quantas comissoes de trés pessoas podemos formar a partir de um grupo contendo
6 pessoas “José, Joao, Maria, Ana Carolina, Mateus e Chris”? E quantas comissoes de 4
pessoas podem ser formadas?

Resolugao: Em primeiro lugar calculemos o nimero de maneiras de formarmos comissoes
de duas pessoas a partir das seis citadas:

6x(6-1) 6x5 30
2 22
Entao para cada uma das 15 comissoes de duas pessoa temos 4 maneiras de escolhermos

uma terceira pessoa e como vimos anteriormente apenas % dessas comissoes de trés pessoas
sao distintas, entdo teremos:

15

5 4
6x2x == -9
573
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Para formarmos comissoes de 4 pessoas basta considerarmos as 20 comissoes de 3 pessoas,
entao temos 3 maneiras de escolhermos o quarto elemento e sabemos que de todos os subcon-
juntos de 4 elementos distintos apenas % sao distintos, usemos o mesmo principio aplicado

antertormente:
5 4 3 360
EX =X =-X—-—=—=
2 3 4 24

Ou, aplicando a formula encontrada em (7),

B n! B 6! 6! _6><5><4!_30_15
Coplx(n—p)!  Alx(4-2) 4l'x2 4lx2x1 2

n(Xp)

Ex02: Marcam-se 10 pontos distintos sobre uma circunferéncia. Quantos triangulos dis-
tintos com vértices nesses pontos, podemos formar?

Resolucao: Em primeiro lugar lembremos que nesse problema temos um caso de formacoes
de subconjuntos pois: AABC = AACB = ABAC = ABCA = ACAB = ACBA. Entao
para formarmos triangulos precisamos apenas calcular o numero de subconjuntos de 3 ele-
mentos distintos. Desse modo teremos:

360

n(Xg) =10 x X ? =120

| ©
w| oo

Ex03: Quantos paralelogramos sao determinados por um conjunto de 7 retas paralelas
distintas, interceptando um outro conjunto de quatro retas paralelas distintas?
Resolugao: Paralelogramo € todo quadrildtero que possui lados opostos paralelos. O nimero
de maneiras de escolhermos duas retas distintas de um conjunto de 7 retas distintas é dado
por:

Tx(7T—1) T7Tx6 42

2 T2 2

e o numero de maneiras de escolhermos duas retas distintas a partir de um conjunto de 4
retas distintas é:

21

4x(4-1) 4x3 12
2 22
Logo, aplicando o Principio Multiplicativo teremos: 21 x 6 = 126 paralelogramos distintos.

6

Ex 04: Qual é o nimero de diagonais de um poligono de 6 lados “hexagono”. E de um
poligono de “n” lados?

Resolugao: Sejam A, B, C, D, E e F vértices consecutivos de um hexdgono. Para encontrar-
mos o numero, de suas diagonais calculemos o numero de subconjuntos de dois elementos
distintos que podemos formar com esses elementos. Assim:

6x5 30
2 2

mas desses 15 subconjuntos 6 representam os lados do hexdgono, que sao AB, BC, CD, DE,
EF e FA, entao o numero de diagonais é: 156 = 9.

n(Xs) = 15

Consideremos, agora, um poligono de “n” lados cujos vértices consecutivos sao: Vi, Vs, Vs, ..., V,,.
Para formarmos subconjuntos de dois elementos distintos a partir dos n elementos dis-

poniveis temos:

B (n—=1) nx(n-1)
n(Xy) =n x 5 = 5
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Assim se “d” é o numero de diagonais do poligono, entao:

d:nx(n—l)_n:nx(n—l)—2n:nx[(n—l)—2] :nx(n—3)
2 2 2 2

4.3 Utilizando o jogo da mega sena.

A utilizacao do exemplo do jogo da loteria “mega sena” pode ser interessante na
compreensao de que alguns agrupamentos sao obtidos a partir da formacao de sequéncias
e outros sao formados a partir da formacao de conjuntos. Pois é um jogo de loteria, muito
conhecido pela populacao onde devemos escolher seis nimeros que sao chamados de “de-
zenas” de serao sorteados de um conjunto de sessenta “dezenas”. Outro fator importante
nesse jogo ¢ que uma pessoa sera considerada ganhadora se acertar as seis dezenas sorteadas,
sem importar a ordem do sorteio de cada dezena. Por isso cada jogo simples da Mega Sena
¢ um subconjunto de seis elementos distintos que pode ser formado a partir de sessenta
nimeros distintos disponiveis. Além dessas observacoes, também vale apena considerar que
é um assunto que desperta em sala de aula, o interesse dos alunos. Isso faz esse jogo ser
uma boa ferramenta no ensino de Anélise Combinatoria.

Observemos os exemplos a seguir:

Ex 01: O jogo da Mega Sena consiste no sorteio de 6 ntimeros chamados de dezenas de um
conjunto de 60 dezenas disponiveis variando de 01 a 60. Para ser ganhadora da Mega Sena
uma pessoa deve acertar os seis nimeros sorteados, nao importando a ordem em que eles
sao sorteados, entao temos um caso de formacao de subconjuntos de 6 elementos distintos
obtidos a partir de um conjunto de 60 elementos distintos disponiveis. Desse modo o ntimero
de jogos distintos que podemos formar é dado por :

59 B8 57 56 55

:>7'L<X6):6OX?X§XZX€XE

:>n(X6):3Ox§x%x19xl4x11

— n(Xs) = 50.063.860

ou usando o Principio Multiplicativo, se os jogos fossem formagoes de sequéncias teriamos:
60 x 59 X 58 X 57 x 56 X bH
Mas, como o numero de subconjuntos iguais de 6 elementos é:

6xHx4x3x2x1

Portanto, o niimero de subconjuntos de 6 elementos distintos obtidos a partir do 60 dis-
poniveis é dado por:

60 x 59 x 58 x 5T X 56 X 55

X xAx3xa 1 — 10x59x29x19x1dx 11 =50.063.860

Ex 02: O jogo da Mega Sena sorteia 6 dentre os nimeros de 1 até 60. Quantas vezes
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maior é a chance de ganhar de um jogador que aposta 10 nimeros, em relacao a um outro
jogador que aposta 8 nimeros?
Resolucao: Se uma pessoa aposta 10 nimeros no mesmo cartao e como so precisa acertar
6, basta calcularmos o niumero de subconjuntos de 6 elementos distintos escolhidos a partir
dos 10 disponiveis. Assim teremos:

9 8 7

1 Il x—
()><2><3><4

_ 50402210

6 5
X — X =
5 6 24

A pessoa que apostou 8 numeros, terd:

7T 6 5 4 3 56
88X =X =-X-=-X=X=-=—=28
2 3 4 5 6 2

Assim a pessoa que apostou 10 niumeros terd em relacao a quem escolheu 8 niumeros:
22—15 = 7,5 vezes mais chances.

Ex 03: Maria sonha em um dia ganhar sozinha uma quantia miliondria, na Mega Sena.
Para isso toda semana ela faz uma aposta simples, ou seja, 6 dezenas distintas escolhidas
de um conjunto de 60 dezenas distintas. Quantas possibilidades existem para Maria acertar
a quadra, ou seja, quatro dezenas distintas das seis dezenas escolhidas?

Resposta: Para Maria acertar a quadra ela deverao ser sorteados 4 dos seis numeros esco-
lhidos e 2 dos numeros nao escolhidos. Assim para sortearmos 4 dos 6 escolhidos, teremos:

5 4 3 30

— X = X — 1
6><2><3><4 5 5

E para sortearmos 2 entre os 54 niumeros nao escolhidos, teremos:

54><§:27><53:1431

Logo, como queremos 4 dos seis escolhidos e 2 dos nao escolhidos, o conectivo “e” indica

que o total de possibilidades serd dado pelo Principio Multiplicativo:

15 x 1431 = 21465

4.4 A diferenca entre o conectivo ”e”e o conectivo ”ou”.

Como citamos anteriormente, uma das principais dificuldades dos alunos é com-
preender a diferenca entre arranjos e combinacoes. Essa dificuldade é tao comum que nao
percebemos uma outra dificuldade, que é mais simples, porém de grande importancia na
resolucao de problemas de combinatoria. E muito comum nas aulas de Analise Combi-
natoria, os alunos perguntarem sobre a finalizacao da resolucao dos problemas. Muitas
vezes 0s problemas envolvem uma quantidade maior de varidveis e faz-se necessario dife-
renciar a utilizacdo do principio aditivo (regra do ou) e do principio multiplicativo (regra
do e). A maioria dos alunos nao sabe quando é para somar ou para multiplicar e essa
simples dificuldade gera erros enormes. O que propomos a partir de agora é a resolugao
de alguns problemas onde faz-se necessario a aplicacao desses principios, pois 0s mesmos
podem ser utilizados em qualquer tépico de Analise Combinatéria. Para isso escolhemos
alguns exercicios bem interessantes e que foram propostos em alguns livros didaticos de
autores muito utilizados na maioria das escolas brasileiras.
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DANTE, Luiz Roberto. Matematica (vol. tnico). 1* Ed. Sao Paulo. Edi-
tora Atica, 2008.

Ex1:Um guardador de carros cuidava de 5 carros e guardou as chaves desses carros em
uma gaveta, misturando-as. Agora, ele precisa descobrir qual é a chave de cada um, antes
que os donos desses carros cheguem. Qual o nimero minimo de tentativas que ele precisara
fazer para ter certeza da descoberta das chaves de cada carro?

Resolucao: O guardador pode comecar a testar todas as chaves no primeiro carro. E ébvio
que ele poderd fazer no mdximo / tentativas, pois se as 4 primeiras chaves ndao abrirem
o carro entao € logico que a quinta chave abrird. Para abrir o sequndo carro ele possui
4 chaves possiveis e terd no mdximo 3 chances para abri-lo, pois se as trés primeiras nao
abrirem o carro, a quarta abrird. Analogamente, para o terceiro serao 2 tentativas, para o
quarto serd apenas 1 tentativa e para o ultimo carro o numero de tentativas serd zero, pois
s6 sobrou 1 chave e um carro. Logo, pelo principio aditivo teremos: 4+3+2+ 140 = 10.
Portanto, o guardador de carros fard no mdximo 10 tentativas para descobrir as chaves de
cada carro.

Smole, Katia Stocco e Diniz, Maria Ignez. Matematica: Ensino Médio, vol
2. Editora Saraiva 6* edigao. Sao Paulo 2010.

Ex2:Usando os algarismos 0,4,5,7 ¢ 9, quantos nimeros pares de 3 algarismos distintos
podemos formar?

Calculemos primeiro o numero de sequéncias que terminam pelo digito “07:

(—,—,0), temos 4 possibilidades para o primeiro digito e 3 para o sequndo. Logo teremos:
4 x 3 = 12 possibilidades.

Para as sequéncias que terminam em 4, teremos:

(—,—,4), 3 possibilidades para o primeiro “ja que nao pode ser zero” e 3 possibilidades para
o sequndo. Logo teremos: 3 X 3 =9 possibilidades.

Como o0s numeros que queremos podem terminar em “07 ou , entdo o conectivo “ou”
indica que para finalizar a resolucao devemos aplicar o principio aditivo. Portanto teremos:
12 49 = 21 numeros pares de trés algarismos distintos.

Wy

MACHADO, Anténio dos Santos. Matemaética: ensino médio (vol. Unico).
Atual. Sao Paulo, 2012.

Ex3:Empregando os algarismos 1,3,4,5,7 e 8, quantos niimeros naturais de 3 algarismos
distintos podemos formar, divisiveis por 2 ou por 57

Resolugao: Um numero é diwvisivel por 2 quando € par, neste caso quando terminar em 4 ou
§ e é divisivel por 5 quando terminar em 0 ou 5, como nao temos o zero, entao queremos
numeros de trés algarismos distintos que terminam em 4 ou 5 ou 8. A interseccdo dos
numeros divisiveis por 2 e 5 sao os divisiveis por 10, ou seja, os que terminam em zero.
Mas, como nao temos o algarismo “0” entao os conjuntos sao disjuntos. Assim:

(—,—,4), pelo método de formagdo de sequéncias: 5 x 4 = 20,
(—,—,b), pelo método de formagao de sequéncias: 5 x 4 = 20,
(—,—,8), pelo método de formagao de sequéncias: 5 x 4 = 20.

Logo, aplicando o principio aditivo para conjuntos disjuntos, teremos: 20 + 20 + 20 = 60.
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MORGADO, Augusto C. O. et al. Analise Combinatéria e Probabilidade. 72
Ed. Rio de Janeiro. SBM, 2005.

Ex4:De quantos modos podemos colocar 8 Torres iguais em um tabuleiro 8 x 8, de modo
que nao haja duas Torres na mesma linha ou na mesma coluna? E se as Torres fossem
diferentes?

Resolugao: Se py é o numero de maneiras distintas de escolhermos uma “casa” de uma
das linhas ou colunas do tabuleiro, entao p1 = 8, ou seja 8 maneiras de escolhermos o 1°
elemento de uma sequéncia de 8 termos onde cada termo é uma casa de uma coluna. Su-
ponhamos que fora escolhida uma casa da primeira coluna, entdo para a sequnda pe¢a nao
poderemos usar essa coluna e nem a mesma linha da casa onde se encontra a Torre. Assim
escolhemos uma outra coluna e colocamos a sequnda Torre, entdo ps = 7. Analogamente
para as proximas colunas e linhas, p3 = 6, py =5, p5s =4 ,ps =3, pr =2 e pg = 1.
Portanto, pelo Principio de formacgao de sequéncias e considerando que as Torres sejam
1guais, o numero de possibilidades serad:

SXTXxb6xbHhx4x3x2x1=40320

No segundo caso as Torres sao distintas, entao para cada uma das 40320 possibilidades
encontradas anteriormente teremos:

8XTXxb6xbx4x3x2x1=40320

, maneiras distintas de trocarmos as Torres, entre si, de posicao. Portanto, pelo Principio
de formacao de sequéncias e considerando que as Torres sejam distintas, o numero de
possibilidades serd:

40320 x 40320 = 1.625.702.400

MORGADO, Augusto C. O. et al. Analise Combinatéria e Probabilidade. 72
Ed. Rio de Janeiro. SBM, 2005.

Ex5:Um vagao do metro tem 10 bancos individuais, sendo 5 de frente e 5 em sentido
contrario. De 10 passageiros, 4 preferem se sentar de frente, 3 preferem se sentar em
sentido contrario e os demais nao tem preferéncia. De quantos modos eles podem se sentar,
respeitadas as preferéncias?

Resolucao: Primeiro calculemos o numero de maneiras de colocarmos as pessoas que dese-
jam se sentar de frente. Como temos 5 bancos e 4 pessoas que desejam se sentar assim,
entao para a primeira pessoa se sentar, ela terda 5 possibilidades, para a sequnda 4, para a
terceira 3 e para a quarta 2, formando pelo Principio de formacdo de sequéncias:

Hx4x3x2=120

Agora calculemos o niumero de maneiras das 3 pessoas se sentarem em sentido contrdrio,
pelo principio de formacgao de sequéncias teremos:

o x4 x3 =060

So falta colocarmos as 3 pessoas que sobraram mos bancos vazios. Como elas nao tem
preferéncias entao teremos:
3x2x1=6
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Considere agora as sequéncias do tipo (sentar de frente, sentar em sentido contrdrio, nao
tem preferéncias), entdo o nimero de sequéncias desse tipo €:

120 x 60 x 6 = 43.200

BEDAQUE, Paulo Sérgio...[et al]. Matematikés: ensino médio (vol. tnico).
Editora Saraiva. Sao Paulo, 2010.

Ex6:De quantos modos 5 rapazes e 5 mogas podem se sentar em 5 bancos de dois luga-
res cada, de modo que em cada banco fiquem um rapaz e uma mocga?
Resolucao: Uma das possibilidades de organizar essas pessoas nos bancos é:

R My, RoMsy, RsMs, RyMy, RsMs
Como em cada dupla dessas s6 poderd haver um rapaz, entao para posiciond-los teremos:
Dx4x3Ix2x1=120
Agora para posicionar as mulheres ha um banco vazio ao lado de cada rapaz. Assim teremos:
dx4x3Ix2x1=120

Por fim, para cada dupla de um rapaz e uma moca teremos 2 possibilidades para coloca-los
em ordem entre si. Assim serdo:

2X2X2%x2x%x2=32

Logo, ao todo teremos:
120 x 120 x 32 = 460.800

MORGADO, Augusto C. O. et al. Analise Combinatéria e Probabilidade. 72
Ed. Rio de Janeiro. SBM, 2005.

Ex7:Quantas sao as permutacoes dos numeros 1,2,3,4,...,10 nas quais o 5 esta situado a
direita do 2 e a esquerda do 37
Resolucao: Para que o cinco esteja a direita do 2 e a esquerda do 3, uma das possibilidades
serd:

(—,—2,—,5,—,—,—,—,3)
Agora calculemos o nimero de maneiras de distribuirmos o 5, o 3 e o 2 nos 10 lugares
POSSIVELS:

10 x 9 x 8 =720

Mas, somente 1/6 dessas possibilidades nos servem, pois a cada 6 sequéncias possiveis ape-
nas 1 nos servird:

(2,3,5),(2,5,3),(3,5,2),(3,2,5),(5,2,3),(5,3,2)

Logo teremos: 720/6 = 120 possibilidades
Agora devemos alocar os 7 elementos restantes nas 7 casa disponiveis. Assim teremos:

TXx6xb5x4x3x2x1=5040
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Basta lembrarmos que temos um caso de interseccao pois para ordenar os 10 digitos temos
que ordenar os elementos 2, 3 e 5 e apds isso ordenar os outros sete nas casas restantes.
Logo teremos:

120 x 5040 = 604800

MORGADO, Augusto C. O. et al. Analise Combinatéria e Probabilidade. 72
Ed. Rio de Janeiro. SBM, 2005.

Ex8:Uma fila de cadeiras no cinema tem 20 poltronas. De quantos modos 6 casais podem
se sentar nessas poltronas de modo que nenhum marido se sente separado de sua mulher?
Resolugao: Em primeiro lugar calculemos o niumero de sequéncias com elementos repetidos
que podemos formar com 6 lugares duplos e § simples:

DDDDDDSSSSSSSS
Sequéncias de 14 letras:
14x13x12X 11 Xx10Xx9IX8XTX6XxdHx4x3x2x1

Sequéncias de letras “D”:
6xdox4x3Ix2x1

, mas somente 1 € valida.
Sequéncias de letras “S”:

X TXb6xHhx4x3x2x1

, mas somente 1 € vadlida.

Total de sequéncias:

14 x13x12x 11 Xx10Xx9Xx8Xx7TxXx6xXxbHhx4x3x2x1

OXHX4X3IX2XIXBEXTXOXxHXx4x3x2x%x1 = 3003

Para alocar cada homem ao lado de sua mulher teremos:
2X2Xx2Xx2x2x2=064

Agora para distribuir os 6 casais entre si, teremos:
6xXx5x4x3x2x1=720

Como queremos alocar 6 casais em 20 poltronas e cada casal deve estar sempre juntos e
nao existe uma ordem definida para cada casal, utilizaremos o principio multiplicativo para
finalizar a resolug¢ao do problema: Total de possibilidades:

3003 x 64 x 720 = 138.378.240
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CESPE/CEBRASPE-CONCURSO PIjBLICO-TRE/MA 2009.

Ex9:Uma cerimonia serd realizada em um auditério e as dez cadeiras da primeira fila serao
ocupadas por dez autoridades convidadas que confirmaram suas presencas. Por ordem de
chegada, o primeiro convidado poderd ocupar qualquer uma das dez cadeiras e cada um dos
outros, ao sentar-se, devera ocupar uma cadeira ao lado de algum convidado ja sentado.
Nessa situacao, o niimero de modos possiveis de esses convidados ocuparem os dez lugares
na primeira fila ¢é igual a:

o (A) 512

e (B) 1.024
e (C) 2.400
e (D) 4.800
e (E) 5.120

Resolucao: Suponhamos que o convidado X seja o primeiro a chegar e que tenha escolhido
o primeiro lugar a esquerda:

Assim existe apenas uma maneira de alocarmos os outros nove candidatos.
Se o candidato X escolher o sequndo lugar a esquerda:

Entao para ocuparmos o lugar a sua esquerda, teremos 9 possibilidades. Os outros oito
convidados terao apenas um maneira de sentar-se a direita do convidado X.
Se o candidato X escolher o terceiro lugar a esquerda:

Entao para ocuparmos os dois primeiros lugares a sua esquerda, teremos:

8
9x = =36
2
Os outros sete convidados terao apenas um maneira de sentar-se a direita do convidado X.

Se o candidato X escolher o quarto lugar a esquerda:

Entao para ocuparmos os trés primeiros lugares a sua esquerda, teremos:

8 7
O9x —x —=84
2 3
Os outros seis convidados terao apenas um maneira de sentar-se a direita do convidado X.

Se o candidato X escolher o quinto lugar a esquerda:
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Entao para ocuparmos os quatro primeiros lugares a sua esquerda, teremos:

8 7 6
— X =X —-=12
9><2><3><4 6

Os outros cinco convidados terao apenas um maneira de sentar-se a direita do convidado
X.
A partir dai, os cdlculos serao os mesmos, pois ao escolher o sexto lugar a esquerda so-
brarao quatro lugares a direita e se escolhermos esses lugares para calcularmos o niumero
de agrupamentos iremos obter 126, que é o numero de maneiras de ocuparmos oS quatro
lugares a esquerda e assim por diante.
Logo teremos:

1+49+36+84+1264+1264+84+36+9+1=512
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5. ANALISE DE QUESTOES DE PROVAS DO ENEM E DA
OBM.

Para verificar como a Anélise Combinatoria vem sendo cobrada dos alunos egressos
da educacao basica, optamos por analisar dois tipos de provas: ENEM e OBM. Tanto os
testes de larga escala quanto as provas do ENEM sao aplicados a um grande ntmero de
alunos, com o objetivo de avaliar os conhecimentos adquiridos na educacao basica. Tais
avaliacoes nao sao feitas com o objetivo de avaliar determinados grupos de alunos ou es-
colas, mas sim avaliar qualquer aluno egresso da escola basica que realize as provas, seja
para diagnostico de problemas do ensino ou para uma selecao. Assim, tais testes se revelam
uteis para avaliar, com objetividade e imparcialidade, os alunos, as escolas, e as redes de
ensino. De certo modo essas avaliacoes medem de forma mais geral o grau de conhecimento
dos alunos da escola basica brasileira frente aos contetdos contemplados nessas séries, neste
caso, a Analise Combinatoria. Com o objetivo de verificar como a anélise combinatéria vem
sendo cobrada em tais sistemas de avaliagao, optamos por analisar as provas:

e do ENEM(Exame Nacional do Ensino Médio), de 1998 a 2014;

e da Olimpiada Brasileira de Matematica(OBM), de 2012, 2013 e 2014, este exame foi
escolhido devido ao fato de avaliar tanto os alunos do ensino médio quanto os alunos
do ensino fundamental, separados em nivel 1 (6° e 7° anos), nivel 2 (8° e¢ 9° anos) e
nivel 3 (médio).

5.1 Anédlise de questoes da OBM (Olimpiada brasileira de matematica)

Em relacao as questoes de Analise Combinatéria aplicadas em provas da Olimpiada
Brasileira de Matemética (OBM) um fato importante é que o assunto é abordado em provas
a partir do 6° ano (5* série) e que geralmente os livros diddticos apresentam o contetiido
no 2° ano do ensino médio. Essa observacao ¢ muito relevante diante do nosso estudo pois
um aluno de nivel fundamental geralmente ainda nao teve contato com Arranjos, Com-
binacoes e Permutagoes, isso nos mostra que esses topicos sao irrelevantes no estudo de
Analise Combinatéria, se abordados do modo classico com uso de férmulas e regras pré-
definidas. Geralmente os alunos do nivel 1 (6° s e 7° s anos) e do nivel 2 (8° s e 9° anos)
sao submetidos a questoes que abordam um principio de contagem que nao necessariamente
o Principio Multiplicativo, os principios aditivo e multiplicativo e nao diretamente, os Ar-
ranjos e as Combinagoes. Os alunos do nivel 3 (ensino médio) sao submetidos a questoes
mais variadas, com maiores graus de complexidade como veremos a seguir. As questoes que
abordaremos a seguir, sao mostradas mediante resolugao através dos métodos de formagao
de sequéencias e subconjuntos que tanto alunos do nivel médio como do fundamental podem
utilizar para resolver problemas de Combinatéria.

5.1.1 ENEM /2015 Questao-155 Caderno 5-Amarelo Pagina-24

Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar dois filmes por vez. Quando
os devolve ele sempre pega outros dois filmes e assim sucessivamente.Ele soube que a vide-
olocadora recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acao, 5 de comédia e 3 de drama
e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16 lancamentos. Inicialmente
alugara, em cada vez, um filme de acao e um de comédia. Quando se esgotarem as possibili-
dades de comédia, o cliente alugara um de acao e um de drama, até que todos os lancamentos
sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido. De quantas formas distintas a estratégia
desse cliente podera ser posta em pratica?
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Rsolucao: Como na primeira locacdo, ele ird alugar um filme de acdo e outro de comédia,
entao ele terd: 8 X b possibilidades, na sequnda loca¢ao, como ele ird alugar outro de agao
e outro de comédia, entdo o mesmo terd: 7 X 4 possibilidades e assim por diante, até se
acabarem os filmes de comédia. Logo, teremos:

(8% 5) x (7Tx4)x(6x3)x(5hx2)x(4x1)

Agora, ele ird comecar a locar os de drama, mas ele so tem disponiveis, 3 de acdo e 3 de
drama. Desse modo ele poderd locar um de cada, até acabarem-se as opcoes simultanea-

mente. Logo, teremos:
(B3x3)x(2x2)x(1x1)

Portanto, ao todo teremos:
(8Xx5) X (Tx4)x (6x3)x(5hx2)x(4x1)x(3x3)x(2x2)x(1lx1)=8'x5!x3!
Alternativa (B)

5.1.2 ENEM /2014 Questao-158 Caderno 5-Amarelo Pagina-25 Um banco solici-
tou aos seus clientes a criacdo de uma senha pessoal de seis digitos, formada somente por
algarismos de 0 a 9, para acesso a conta corrente pela internet. Entretanto, um especia-
lista em sistemas de seguranca eletronica recomendou a direcao do banco recadastrar seus
usudrios, solicitando, para cada um deles, a criacao de uma nova senha com seis digitos,
permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo
sistema, cada letra maitscula era considerada distinta de sua versao minuscula. Além disso,
era proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma forma de avaliar uma alteracao no
sistema de senhas é a verificacao do coeficiente de melhora, que é a razao do novo nimero
de possibilidades de senhas em relacao ao antigo. O coeficiente de melhora da alteragao
recomendada é

620
106

A

62!
10!

(A)
(B)
(C) 62!4!
(D)
(E)

10!56!

D) 62! — 10!

E) 626 — 10°

Resolugao: As senhas anteriores sao formadas por seis algarismos escolhidos a partir de um
connjunto de 10 disponiveis. Assim o total de senhas é:

10 x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 10°
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As novas senhas sao formadas por seis simbolos, entre 62 disponiveis (26 letras maiisculas,
26 letras minisculas e 10 digitos).Assim o total de senhas é:

62 X 62 X 62 X 62 X 62 x 62 = 62°

Desse modo, o coeficiente de alteragao recomendada é: % Alternativa (A)

5.1.2 ENEM /2014 Questao-161 Caderno 5-Amarelo Pagina-26

Um artesao de joias tem a sua disposicao pedras brasileiras de trés cores: vermelhas, azuis e
verdes. Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga metalica, a partir de um molde
no formato de um losango nao quadrado com pedras nos seus vértices, de modo que dois
vértices consecutivos tenham sempre pedras de cores diferentes. A figura ilustra uma joia,
produzida por esse artesao, cujos vértices A, B, C e D correspondem as posi¢oes ocupadas
pelas pedras.

Figura 11: Jéia com quatro pedras

Fonte: ENEM /2014 Questao-161 Caderno 5-Amarelo Pagina-26.

Com base nas informacoes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o artesao
podera obter?

e (A)6

e (B) 12
e (C) 18
o (D) 24
o (E) 36

Resolugao:Suponha que no vértice A, coloquemos a pedra vermelha, entao nem B nem D
serao vermelhos e C poderd ser vermelho. Assim, teremos 3 possibilidades para o vétice A,
2para o B, 1 para D e 1 para C, se A e B possuem cores diferentes. Desse modo teremos:

IXx2x1x1=6
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As 6 possibilidades encontradas servem para dispormos as pedras de A até C ou de C até
A, até porque se invertermos a figura, obteremos o mesmo losango. Mas, precisamos agora
dispor as pedras de D até B ou de B até D, mesmo caso anterior. Se colocarmos a pedra
vermelha no vértice D, nem A nem C poderao ser vermelhas e B poderd ser vermelha. Como
1sso ocorre também para as outras cores, entdo teremos 3 possibilidades para D, 2 para A,
1 para C e 1 para B. Desse modo teremos:

Ix2x1x1=6

Portanto o total de possibilidades serd: 6 +6 = 12 Alternativa (B)
5.1.3 ENEM /2012 Questao-136 Caderno 5-Amarelo Pagina-19

O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro ano a participarem de uma
brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9 comodos;
um dos personagens esconde um dos objetos em um dos comodos da casa. O objetivo da
brincadeira é adivinhar qual objeto foi escondido por qual personagem e em qual comodo
da casa o objeto foi escondido. Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno
é sorteado e da a sua resposta. As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e
um mesmo aluno nao pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver
correta, ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada. O diretor sabe que algum
aluno acertara a resposta porque ha:

e (A) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

B) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

(A)
(B)
(C) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(D) 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(E)

E) 290 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

Resolucao:A ideia desta questdo € numa primeira etapa, descobrir o objeto escondido entre
os & disponiveis. Numa sequnnda etapa, descobrir quem o escondeu entre os 6 personagens
disponiveis e numa terceira e ultima etapa, em qual comodo ele foi escondido, entre os 9
disponiveis. Logo, pelo método de formacgao de sequéncias, obtemos:

DX 6x9=270

Como nos dispomos de 280 alunos, entao é logico que algum deles ird acertar. Pois cada
um dard uma resposta diferente e hd 10 alunos a mais que o numero de respostas.

Alternativa (A)
5.1.4 ENEM /2012 Questao-173 Caderno 5-Amarelo Pagina-29

O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de simbolos que permite que pessoas
daltonicas identifiquem cores. O sistema consiste na utilizacao de simbolos que identificam
as cores primdrias (azul, amarelo e vermelho). Além disso, a justaposi¢ao de dois desses
simbolos permite identificar cores secundarias (como o verde, que é o amarelo combinado
com o azul). O preto e o branco sao identificados por pequenos quadrados: o que simboliza o
preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco é vazio. Os simbolos que representam preto
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e branco também podem ser associados aos simbolos que identificam cores, significando se
estas sao claras ou escuras. Folha de Sao Paulo. Disponivel em: www1.folha.uol.com.br.
Acesso em: 18 fev. 2012. (adaptado) De acordo com o texto, quantas cores podem ser
representadas pelo sistema proposto?

o (A) 14
e (B) 18
e (C) 20
e (D) 21
o (E)23

Resolugao: O Numero de cores primdrias € 3, para formarmos cores secunddrias a partir
dessas trés cores primarias € igual ao numero de subconjuntos de dois elementos distintos
que podemos formar a partir dos trés:
3 X 2 =3
2

Além disso temos o preto e o branco, formando um total de: 3 + 3 + 2 = 8 cores. Para
as cores primdrias e secunddrias ainda temos mais duas possibilidades “claro ou escuro”,
formando um total de: (3 + 3) x 2 = 12 cores. Logo, o total de cores que podemos formar
neste sistema € :8 + 12 = 20.

5.2 Analise de questoes da Olimpiada Brasileira de Matematica.
5.2.1 OBM /2012 Nivel-1 Questao-01
Laurinha tinha em sua carteira somente notas de 10 reais e moedas de 10 centavos. Ela

pagou uma conta de 23 reais com a menor quantidade possivel de moedas. Quantas moedas
ela usou?

o (A)3
e (B)6
e (C) 10
e (D) 23
o (E) 30

Comentario: Esta questao foi utilizada no nivel 1, para alunos do 6° e 7° anos, e envolve
apenas um principio de contagem e o uso de légica a fim de que o aluno, além de encontrar
solucoes para o problema, ainda saiba minimizar o numero de moedas utilizadas. Para isso,
ele poderia utilizar duas notas de 10,00 e faltariam 3,00 para ser composto com moedas de
0,10. Assim seriam: 2 notas de 10,00 mais 30 moedas de 0,10.

Logo, o niumero minimo de moedas € 30.

Alternativa (E)
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5.2.2 OBM /2012 Nivel-1 Questao-15

Para Mariazinha, existem somente quatro niimeros que ela considera atraentes: 1, 3, 13 e 31.
Qualquer outro niimero sera quase atraente somente se puder ser expresso como soma de pelo
menos um de cada um dos quatro nimeros atraentes. Por exemplo, 1+3+3+3+13+31 = 54
¢é quase atraente. No minimo, quantos nimeros atraentes devem ser somados para mostrar-
mos que 2012 é um nimero quase atraente?

o (A) 68
e (B) 70
o (C) 72
e (D) 100
e (E) 2012

Comentario: FEsta questao foi apresentada aos trés nmiveis de provas. Do mesmo modo
apresentado na questao 01, o aluno poderia pensar em minimizar as solucoes possiveis,
dessa maneira o mesmo poderia pensar em usar o 31 a maior quantidade de vezes. Como
2012 = 64 x 31 = 28, basta agora escrevermos o 28 como: 2 x 13+ 2 e 0 2 como: 1+ 1.
Assim como: 2012 =64 x 31 +2 x 13+ 2 x 1, entao 0 niumero 2012 poderd ser escrito com,
no minimo, 64 + 2 4+ 2 = 68 numeros atraentes.

Alternativa (A)
5.2.3 OBM /2012 Nivel-1 Questao-15

Quantos numeros existem entre 23456 e 65432 tais que o produto de seus algarismos é
um numero impar que nao ¢ um multiplo de 77

o (A) 128
e (B) 256
o (C) 512
e (D) 1024
e (E) 2048

Comentario: Esta € uma questao que envolve necessariamente a andlise combinatoria e
ainda mais interessante € que também foi proposta para alunos de 8° e 9°s anos, que nao
possuem andalise combinatoria em seu conteudo programdtico nas respectivas séries. Para
resolver o problema basta o aluno pensar que para que o produto dos algarismos seja impar
¢ mecessdrio que todos os algarismos sejam impares. Assim 0s numeros que podemos formar
tem que comecar com 3 ou 5. Qutro detalhe desta questdo é que s6 podemos usar 1,3,5
ou 9 ja que o produto nao pode ser multiplo de 7 e além disso, os algarismos podem ser
repetidos. Logo, para a quantidade de nimeros que comecam com 3, que € igual ao numero
de sequéncias do tipo (3,-,-,-,-) temos: 4 X 4 x 4 x 4 = 256 maneiras e para o nimero de
sequéncias do tipo (5,-,-,-,-) temos: 4 x 4 x 4 x 4 = 256 Logo, o total de nimeros com essas
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caracteristicas €é:

256 + 256 = 512

Alternativa (C)
5.2.4 OBM /2013 Nivel-3 Questao 9

Dizemos que duas retas ou segmentos de retas sao reversas quando nao existe um plano
que contém ambas as retas ou segmentos de retas. De quantas maneiras podemos escolher
trés arestas de um cubo de modo que quaisquer duas dessas arestas sao reversas?

A)6

B

oo

Q
—_

2

D

)
=

E) 36

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)

Comentdario: Esta questao foi utilizada no nivel 3, para alunos do ensino médio. Na figura
abaixo mostramos 1 solucao:

Entdo, o niumero de possibilidades de escolhermos uma reta vertical € 4, para cada reta
vertical temos apenas duas possiveis reversas a ela e finalmente para escolhermos mais uma
reta reversa a duas jd escolhidas temos apenas 1 possibilidade. Logo, teremos: 4 x2x1 =38
possibilidades.

Alternativa (B)

5.2.5 OBM /2013 Nivel-3 Questao-15

De quantos modos podemos distribuir 10 bolas brancas e 8 bolas vermelhas em cinco caixas
iguais, de modo que em cada caixa haja pelo menos uma bola e que em cada caixa haja um
nimero diferente de bolas brancas?

Comentario: Esta questao foi utilizada no nivel 3, para alunos do ensino médio. FEsta €
uma questao que pode ser resolvida mais “facilmente”, se usarmos a formula (5) se¢io 3.7,
para descobrirmos o numero de solugoes da equacao:

i+ Totaxs+...+x, =k
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Em primeiro lugar lembremos que temos 10 bolas brancas e cinco caixas iguais, assim para
distribuirmos as bolas brancas que sao em quantidades distintas, teremos apenas a possibi-
lidade: 4, 3, 2, 1 e 0. Sejam as caizas a, b, ¢, d, e, assim uma das caizas estd vazia. Desse
modo para colocarmos as 8 bolas vermelhas nas caixas lembremos que obrigatoriamente uma
tem que ser colocada na caiza vazia (obrigagcdo imposta pelo exercicio). Logo, supondo que
“a” seja a vazia, teremos:

(a+1)+b+c+d+e=8%a+b+c+d+e=7
Usando (5), teremos:

(n+k—1)! (54+7-1) 111 11.10.9.8.7!

— — — — 330
kl(n—1)! 75— 1) 74l 714321

Alternativa (A)

5.3 Analise qualitativa das questoes do ENEM e da Olimpiada Brasileira de
Matematica

Como pudemos ver nas questoes abordadas na secao 5.2, as questoes do ENEM
abordadas nos ultimos anos tem o caracter de desenvolver no aluno egresso do Ensino Médio
das escolas brasileiras,o raciocinio. Pudemos perceber uma maior aplicagao do ”‘Principio
Multiplicativo”, ao invés de fazer o candidato ficar preso ao uso de formulas, limitando o seu
pensamento. Mas, o que preocupa ¢é o fato do ensino de Analise Combinatéria ficar limitado
a exercicios que envolvam poucas variaveis, a raciocinios que nao levam o mesmo a deducgoes
mais complexas. Talvez, o fato de a prova de Matemaética do Enem possuir 45 questoes, as
mesmas sejam elaboradas para simples aplicacoes do raciocino matematico. Devido a esta
ultima situagao, seria mais interessante que a prova tivesse questoes para um desenvolvi-
mento um pouco mas profundo do intelecto humano. Por otro lado, temos as questoes da
OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica) com aplicagao de técnicas mais elaboradas nas
resolucoes de problemas de contagem. Pudemos observar a aplicagao da Anélise Combi-
natéria desde o sexto ano (quinta série), onde a mesma é aplicada a questdes que envolvam
principios bésicos de contagem e a aplicagoes de légica para resolver os mesmos. Quando
observamos as questoes do nivel 3, percebemos a necessidade de aplicagoes de técnicas mas
aprofundadas. Temos ai, um caminho mais distante da realidade das provas do Enem. A
preocupacao também se estende aos livros didaticos que estao procurando se adaptar cada
vez mais ao ENEM, que nao aprofundam os conceitos abordados, fazendo com que a maioria
dos alunos fiquem limitados a aplicacao de légica, nao conseguindo superar problemas mais
complexos de contagem e fazendo com que o mesmo nao tenha um desempenho muito bom
quando o mesmo se depara com uma prova do tipo (OBM).
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6. ANALISE DOS QUESTIONARIOS APLICADOS A ALUNOS.

O primeiro questionario aplicado a um grupo de 30 alunos do ensino médio, teve
a intencao de fazer uma sondagem, pois queriamos saber o que alunos do ensino médio que
tiveram contanto com a Analise Combinatoéria, entenderam do conteudo. Foram apresenta-
das aos mesmos, questoes que possuiam a mesma ideia ja encontrada na maioria dos livros
didaticos, entre elas questoes de niveis um pouco mais complexos para verificar se 0 mesmo
tem condigoes de interpretar e buscar solugoes nao convencionais. A maioria das questoes
sao de simples resolucao, pois além de abordarem topicos que os alunos ja conhecem elas
em sua maioria, exigem apenas um raciocinio combinatério. Queriamos observar quais os
métodos que os alunos utilizariam para resolver as questoes, se compreenderam bem a di-
ferenga entre Arranjos, Permutagoes e Combinagoes e se os conhecimentos adquiridos pelos
mesmos eram suficientes para resolver questoes mais complexas. O questionario foi com-
posto das seguintes questoes:

01-Um restaurante oferece mo cardapio 2 saladas distintas, 4 tipos de pratos de carne e
3 bebidas diferentes. Uma pessoa deseja uma salada, um prato de carne e uma bebida. De
quantas maneiras a pessoa poderd fazer seu pedido?

02-Quantas sequéncias de elementos distintos podemos formar com as sequintes condi¢oes:
o 1° elemento da sequéncia tem que ser escolhido a partir dos elementos do conjunto
S = {51,532}, o 2° elemento tem que ser escolhido a partir dos elementos do conjunto

C ={C1,C,,C3,C4} e 0 3 elemento tem que ser escolhido a partir dos elementos do con-
junto B = {bl, bg,bg} ?

03-Dispondo dos algarismos 1, 3, 5 e 7, quantos numeros de 3 algarismos distintos po-
demos formar?

04-Dispondo dos elementos do conjunto A = {a,b, c,d}, quantas sequéncias de 3 elementos
diferentes podemos formar usando apenas elementos do conjunto A?

05-Dispondo de /J pessoas entre elas: Aline, Beatriz, Carlos e Dorival, quantas comissoes
de duas pessoas podemos formar?

06-Seja o conjunto A = {6,7,8,9}, quantos subconjuntos do conjunto A possuem apenas 2
elementos?

07-0 jogo da Mega Sena consiste no sorteio de seis dezenas de um conjunto de sessenta
possiveis (01, 02, 03, ..., 59, 60). A aposta minima € feita escolhendo-se seis dessas deze-
nas. José pensou em oito dezenas diferentes, e resolveu fazer o maior numero de apostas
minimas, combinando as oito dezenas escolhidas de todas as maneiras possiveis. Quantas
apostas fez José?

08-De quantos modos diferentes pode-se comprar 3 sorvetes em uma sorveteria que os ofe-
rece em 10 sabores distintos?

09-Joao possui 6 caizas, nas cores: azul, verde, vermelho, amarelo, laranja e roxo e 4 bolas
wquais. De quantos modos distintos Joao pode guardar suas 4 bolas nessas caizas colocando
no mdzimo 1 bola em cada caiza?
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6.1. Analise qualitativa e quantitativa dos resultados obtidos.
6.1.1 Analise da 1* e 22 questao.

01-Um restaurante oferece no cardapio 2 saladas distintas, 4 tipos de pratos de carne e
3 bebidas diferentes. Uma pessoa deseja uma salada, um prato de carne e uma bebida. De
quantas maneiras a pessoa podera fazer seu pedido?

02-Quantas sequéncias de elementos distintos podemos formar com as seguintes condigoes:
o 1° elemento da sequéncia tem que ser escolhido a partir dos elementos do conjunto
S = {51,52}, 0 2° elemento tem que ser escolhido a partir dos elementos do conjunto

C ={C,Cy,C3,Cy} e 0 3° elemento tem que ser escolhido a partir dos elementos do con-
junto B = {by, by, b3} 7

Andglise: Dos 30 alunos que tentaram resolver essas questoes, todos tiveram éxito. Des-
ses alunos, 28 utilizaram o principio multiplicativo de contagem e apenas 2 utilizaram uma
drvore das possibilidades. Apesar de todos terem éxito nos resultados, a questio apresentada
¢ de simples raciocinio e 0s alunos ja tiveram contato com uma série de questoes idénticas,
18s0 facilitou muito a resolucao da questdo. O que foi mais interessante nesses resultados foi
o fato de que apenas 2 alunos utilizaram um principio de contagem diferente, a drvore das
possibilidades, e justamente o processo que € utilizado na maioria dos livros diddticos para
mostrar a ideia inicial do principio multiplicativo. O que fica claro é que o aluno prefere
um caminho mais curto para resolver as questoes mesmo que isso implique em um prejuizo
no momento de resolver questoes mais elaboradas. Outro fato interessante € que um desses
dois alunos que utilizou a drvore das possibilidades para resolver a 1% questao, utilizou o
principio multiplicativo para resolver a 2* questao, como se as perquntas fossem totalmente
distintas, mas elas sao idénticas, deixando claro que a maioria dos alunos nao refletem no
que estao fazendo ao resolver as questoes.

6.1.2 Analise da 32 e 4* questao

03-Dispondo dos algarismos 1, 3, 5 e 7, quantos nimeros de 3 algarismos distintos po-
demos formar?

04-Dispondo dos elementos do conjunto A=a,b,c,d, quantas sequéncias de 3 elementos di-
ferentes podemos formar usando apenas elementos do conjunto A?

Andlise: Nestas questoes, dos 30 alunos, 24 acertaram as duas. Nenhum aluno acertou
apenas uma, isso se deve ao fato de que as duas perguntas sao praticamente iguais, apenas
duas das 24 usou “Arranjos” para resolver as duas questoes, entre as que erram as duas
questoes, uma usou “Combinacoes” outra usou 4! = 4.3.2.1 = 24, apesar do resultado ser
0 mesmo mas o cdlculo mostra que o aluno ndo entendeu o que representa “n!”. O fato
mais interessante € que apenas um aluno resolveu a questao usando contagem e acertou a
questao, isso mos mostra novamente que a maioria dos alunos preferem um cdlculo mais
rapido, mesmo que nao se cheque a conclusao correta a questdo. A sequir mostramos o
método aplicado pelo aluno citado para resolver a questao:

135,153, 351, 315, 531, 513, 357, 375, 537, 573,735, 753
137,173,317,371,731,713/157,175,571,517,751, 715
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Total = 24
6.1.3 Anailise da 5 e 6® questao

05-Dispondo de 4 pessoas entre elas: Aline, Beatriz, Carlos e Dorival, quantas comissoes de
duas pessoas podemos formar?

06-Seja o conjunto A = {6,7,8,9}, quantos subconjuntos do conjunto A possuem ape-
nas 2 elementos?

Andlise: Nestas questoes, todos os alunos acertaram a 5% questao e apenas dois erraram
a 6° questao, apesar de as perguntas serem praticamente iguais, bastaria que os alunos per-
cebessem que comissoes e subconjuntos tem as mesmas caracteristicas. O aluno que errou a
6” questao utilizou “Arranjos” para calcular numero de subconjuntos, formando uma ideia
errada do tema. Todos os alunos que acertaram as questoes utilizaram “Combinacgoes”,
aplicando a formula.

6.1.4 Anilise da 7® questao

07-O jogo da Mega Sena consiste no sorteio de seis dezenas de um conjunto de sessenta
possiveis (01, 02, 03, ..., 59, 60). A aposta minima é feita escolhendo-se seis dessas dezenas.
José pensou em oito dezenas diferentes, e resolveu fazer o maior niimero de apostas minimas,
combinando as oito dezenas escolhidas de todas as maneiras possiveis. Quantas apostas fez
José?

Andlise: Todos os alunos acertaram esta questao, também usando a formula de combinagoes.
Apesar do resultado de questoes corretas, esse resultado € preocupante pois ninguém utilizou
outro método para se chegar no resultado, ficaram limitados ao uso de formulas e aplicacoes
diretas. Isso poderd ser prejudicial na resolucdo de questoes mais elaboradas.

6.1.5 Analise da 8 questao

08-De quantos modos diferentes pode-se comprar 3 sorvetes, distintos ou nao, em uma
sorveteria que os oferece em 10 sabores distintos?

Andalise: Como jd era de se esperar, de acordo com a andlise das questoes anteriores,
mesmo com um grupo selecionado de alunos, nenhum deles chegou a conclusao correta
deste exercicio. Dos 30 alunos, 24 resolveram a questao como se fosse de “Combinacoes
simples”, ou seja, C10° = 3!(110013)! = 130.'2?'1%77!! = 120. Ora, se a pergunta fosse, de quantas
maneiras podemos comprar trés sorvetes de sabores distintos esses alunos estariam certos,
0s outros trés resolveram da sequinte forma: 10 x 10 x 10 = 1000, esses estariam certos se a
pessoa fosse comprar um sorvete, depois voltaria para comprar outro e finalmente mais uma
vez para comprar um terceiro, isso nos mostra novamente que os alunos estao prontos para
resolver problemas mais tradicionais onde os mesmos jd viram alguns exemplos semelhan-
tes e eles so repetem os métodos. Como nesta questio a perqunta €: de quantas maneiras
podemos comprar trés sorvetes, a interpretacdo € que eles poderiam ser de sabores diferen-
tes ou mao, poderiamos utilizar os cdlculos apresentados na se¢ao 3.6.1.1, cuja resposta é
220. Isso nos faz pensar no que queremos ao ensinar Andlise Combinatoria, pois problemas

de contagem nao devem ficar restritos a algumas perquntas de raciocinios mais simples, o
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que queremos, € que os alunos sintam a necessidade de resolver diferentes situacoes e que
procurem comprovar se realmente chegaram a uma resposta correta, que procurem caminhos
diferentes para se resolver problemas de contagem, ou seja, que nao fiquem limitados. Pois
ha diferentes tipos de raciocinios nos problemas de contagem.

6.1.6 Analise da 9* questao

09-Joao possui 6 caixas, nas cores: azul, verde, vermelho, amarelo, laranja e roxo e 4 bolas
iguais. De quantos modos distintos Joao pode guardar suas 4 bolas nessas caixas colocando
no maximo 1 bola em cada caixa?

Andlise: Nesta questao voltamos a ter todas as repostas corretas, comprovando a andlise
feita no exercicio anterior.

6.1.7 Analise qualitativa dos resultados

Podemos observar, pelos resultados acima que os alunos pesquisados compreen-
deram bem a 1* questao onde se trabalha a uniao de trés conjuntos disjuntos porém nas
questoes 02 e 04 boa parte desses alunos erraram as questoes pois nao perceberam que os
conjuntos nao sao disjuntos pois na 2% questao o evento A: “escolher uma dama’” e o evento
B: “escolher uma carta de espadas” possuem intersecgao, que é a “dama de espadas”, na
questao 03 a maioria calculou o nimero de possibilidades de possibilidades de se retirar a
primeira a segunda e a terceira bola, em relacao a quantidade mas esqueceram de analisar
as cores. Na questao 05 temos uma quantidade muito pequena de acertos provavelmente
pelo tipo de enunciado que se refere a uma forma de contagem que se desprende do uso de
férmulas, assim o aluno pesquisado teria que montar sua propria estratégia de contagem e
como podemos perceber ao longo deste trabalho esse é um dos fatores que geram mais difi-
culdades nas resolucoes de exercicios de andlise combinatéria, por isso a necessidade de se
rever o ensino e o estudo da andlise combinatéria, como dito anteriormente nos parece que a
maioria dos exercicios dos livros didaticos nao impoem situagoes que explorem o raciocinio
do aluno e usam de artificios pré-programados, onde alguém, geralmente o professor, que
conhece o artificio mostra ao aluno e o mesmo tera que a partir dai apenas reproduzir os
mesmos artificios. Na questao 06 os resultados certos aumentam pois o mesmo ¢ um tipo de
exercicios de aplicacao pratica e nas questoes 08 e 09 os resultados aparecem numa decres-
cente e al temos uma contradicao entre as questoes 01 e 08, pois cobram o mesmo conceito
de uniao de conjuntos disjuntos, onde todos acertaram a 1* questao e apenas 5 acertaram a
8* questao, mostrando a dificuldade que o aluno tem em identificar quando se deve aplicar
a adicao ou a multiplicacao para finalizar o exercicio. Boa parte dos alunos resolveram
corretamente o exercicio 09 usando o principio multiplicativo e nenhum conseguiu resolver
corretamente a questao 10 como ja era esperado, apesar de ser um exercicios de nivel aparen-
temente facil, muitos nao perceberam que os sorvetes sao distintos e tentaram distribui-los
somente em funcao da quantidade que cada filho receberia, sem pensar no sabor do sorvete.
Com isso podemos perceber uma queda muito acentuada quando comparamos os resultados
do questionario I com os resultados do questionario II, por isso devemos ter uma visao mais
qualitativa do ensino, o ensino de analise combinatoria deve ser feito de como que o aluno
se depare com situagoes onde ele mesmo tenha que montar suas estratégias de contagem.
Podemos verificar também dos resultados acima, uma certa dificuldade nas interpretacoes
do enunciados e uma deficiéncia nos resultados encontrados devido muitas vezes a pressa de
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se encontrar os resultados, na tentativa de transformar a andlise combinatéria num assunto
mais técnico do que logico e isso podera trazer consequéncias desastrosas na compreensao
do assunto.

6.2 Método classico x método de formacao de sequéncias e subconjuntos.

O primeiro questionario aplicado a 30 alunos selecionados do 3° ano do ensino
médio e teve a intencao de verificar se o aluno tem a nocao de que algumas perguntas
sao praticamente iguais, pois o mesmo teria que relacionar arranjos e permutacoes com
sequéncias e combinagoes com conjuntos. Também estava proposto no exercicio que os alu-
nos fossem submetidos a resolucao de exercicios que mais aparecem na maioria dos livros
didaticos seguidos de questoes de niveis um pouco mais complexos para verificar se 0 mesmo
tem condigoes de interpretar e buscar solugoes nao convencionais. Esses 30 alunos ja estu-
daram Andlise Combinatodria no 2° ano do ensino médio, sabe-se que os mesmos ainda nao
tiveram contato com a proposta de estudo através dos principios de contagem, da conta-
gem de sequéncias e subconjuntos. Assim todos os resultados encontrados sao baseados em
aplicacoes de férmulas de Arranjos, Combinacoes e Permutagoes, e no desenvolvimento do
raciocinio de cada aluno, algo que nao depende somente de técnicas para resolver problemas,
mas de uma légica pessoal. O 2° questionario foi composto de perguntas que implicam nos
mesmos raciocinios das perguntas do 1° questionario, mas a diferenca é que neste momento
os alunos ja tiveram contato com os métodos propostos neste trabalho e os dados que serao
apresentados fazem um comparativo por tépicos abordados. Por isso apresentaremos por
analise duas questoes a primeira sera sinalizada por Q1 que representard o questionario
1, onde o aluno ainda nao teve contato com nossa proposta de estudo e a segunda sera
sinalizada por Q2 onde o aluno ja teve contato com a nova proposta. Iremos avaliar sua
preferéncia, suas compreensoes e indices de acertos.

6.2.1 Questionario comparativo por tépico.

Apresentaremos a partir de agora dados comparativos de questionarios aplicados
a alunos do 3° ano do ensino médio. Para tal, em cada questao o indice Q1 indica que a
questao foi apresentada ao aluno antes de o mesmo ter contato com os métodos descritos
neste trabalho, ou seja, o aluno ja estudou no 2° ano do ensino médio o assunto “Anélise
Combinatodria”, mas apenas usando féormulas de Arranjos, Combinagoes e Permutagoes. O
indice Q2 indica que o aluno resolveu a questao apods ter contato com a nova proposta de
estudo de Analise Combinatoria, ou seja, através da formagao de sequéncias e subconjuntos
e dos principios de contagem. Pois queriamos avaliar como a aprendizagem se desenvolveu
neste intervalo de tempo, quais ideias os alunos mantiveram e quais eles trocaram pelas
novas informagoes e apresentaremos também dados relativos a erros e acertos. Procuramos
abordar em cada topico, questoes que abordem o mesmo tépico e com o maximo de proxi-
midade entre os niveis, pois a ideia como dito anteriormente, é verificar o desempenho dos



83

alunos em questoes semelhantes apds uma nova abordagem do contetido.

6.2.1.1 Questao 01.

Q1:Dispondo de 4 pessoas entre elas: Joao, José, Maria, Ana e Joana, quantas comissoes

de duas pessoas podemos formar?

Tabela 11: Questao 01 Q-01

Questao 01 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 25 83,3
N° de erros 5 16,7
Total de alunos 30 100,0

Anélise quantitativa dos resultados da questao 01 Q-01

Q2-Seja o conjunto A = {6,7,8,9,a,b,c,d}, quantos subconjuntos do conjunto A possuem

apenas 2 elementos?

Tabela 12: Questao 01 Q-02

Questao 01 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 28 93,3

N° de erros 2 6,7
Total de alunos 30 100,0

Anilise quantitativa dos resultados da questdo 01 Q-02

6.2.1.2 Questao 02

Q1-De quantos modos diferentes pode-se comprar 3 sorvetes de sabores iguais ou nao, em

uma sorveteria que os oferece em 6 sabores distintos?

Tabela 13: Questao 02 Q-01

Questao 02 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 4 13,3
N° de erros 26 86,7
Total de alunos 30 100,0

Anélise quantitativa dos resultados da questao 02 Q-01

Q2-De quantos modos distintos podemos comprar trés chocolates distintos ou nao, em uma
doceria que oferece os seguintes tipos: branco, ao leite, com améndoas, com amendoim, com

caramelo e amargo?
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Tabela 14: Questao 02 Q-02

Questao 01 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 16 53,3
N° de erros 14 46,7
Total de alunos 30 100,0

Anilise quantitativa dos resultados da questdo 02 Q-02

6.2.1.3 Questao 03

Q1-Quantos nimeros de 3 algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,2,3,4,5
e 6, incluindo sempre o algarismo 57

Obs: Todos os alunos pesquisados acertaram a resolucao desta questao na 1* pesquisa, entao
procuramos avaliar o método empregado nas resolugoes.

Tabela 15: Questao 03 Q-01

Questao 03 N° de alunos | Percentual (%)
Arranjos 8 26,7
Formacao de sequéncias 22 73,3
Total de alunos 30 100,0

Analise quantitativa dos resultados da questao 03 Q-01

6.2.1.4 Questao 04

Q1:Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos come¢am ou terminam em 57

Tabela 16: Questao 04 Q-01

Questao 04 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 6 20,0
N° de erros 24 80,0
Total de alunos 30 100,0

Andlise quantitativa dos resultados da questao 04 Q-01
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Q2:Quantos nimeros de 4 algarismos distintos come¢am ou terminam com o algarismo 17

Tabela 17: Questao 04 Q-02

Questao 03 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 20 66,7
N° de erros 10 33,3
Total de alunos 30 100,0

Anélise quantitativa dos resultados da questao 04 Q-02

6.2.1.5 Questao 05

Q1:Sao dados 10 pontos em um plano, entre os quais nao ha 3 colineares. Quantos triangulos
podem ser formados com vértices em 3 desses pontos?

Tabela 18: Questao 05 Q-01

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 18 60,0
N° de erros 12 40,0
Total de alunos 30 100,0

Andlise quantitativa dos resultados da questao 05 Q-01

Q2:Sobre uma circunferéncia marcam-se 12 pontos distintos. Quantos pentagonos convexos
podemos formar com vértices nesses pontos? Verifique que o nimero de pentagonos é igual
ao numero de heptagonos?

Tabela 19: Questao 05 Q-02

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 28 93,3

N° de erros 02 6,7
Total de alunos 30 100,0

Andlise quantitativa dos resultados da questao 05 Q-02

6.2.1.6 Questao 06

Q1 De quanta maneiras diferentes um pai, uma mae e um filho podem sentar-se em um
banco de 6 lugares. De modo que o pai esteja sempre a direita de mao e a mae a direita do
filho?



Tabela 20: Questao 06 Q-01

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 5 16,7
N° de erros 25 83,3
Total de alunos 30 100,0

Andlise quantitativa dos resultados da questao 06 Q-01
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Q2: Quantos ntmeros de 5 algarismos distintos podemos formar usando os algarismos 1, 2,

3,4 e b5 de modo que o 1 apareca sempre a esquerda do 3 e este a esquerda do 57

Tabela 21: Questao 06 Q-02

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 13 43,3
N° de erros 17 56,7
Total de alunos 30 100,0

6.2.1.7 Questao 07

Q1: Num grupo de 20 pessoas hd 6 mulheres.

Anilise quantitativa dos resultados da questdo 06 Q-02

ser formadas, de modo que nelas haja pelo menos 1 mulher?

Tabela 22: Questao 07 Q-01

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 3 10,0
N° de erros 27 90,00
Total de alunos 30 100,0

Analise quantitativa dos resultados da questao 07 Q-01

Quantas comissoes de 4 pessoas podem

Q2: Em uma escola ha 7 professores dos quais apenas 3 ensinam Matematica. Quantas
comissoes de 5 professores podemos formar de modo que em cada comissao haja no maximo
2 professores de Matematica?
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Tabela 23: Questao 07 Q-02

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 22 73,3
N° de erros 8 26,7
Total de alunos 30 100,0

Anilise quantitativa dos resultados da questdo 07 Q-02

6.2.1.8 Questao 08

Q1: Quantas numeros de 5 algarismos distintos podemos formar usando os algarismos 1,
2, 3, 4 e 5, de modo que o 1 nao seja dezena de milhar, nem o 2 seja unidade de milhar,
nem o 3 centena, nem o 4 dezena, nem o 5 seja unidade? haja no maximo 2 professores de
Matematica?

Tabela 24: Questao 08 Q-01

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 1 3,3

N° de erros 29 96,7
Total de alunos 30 100,0

Analise quantitativa dos resultados da questao 08 Q-01

Q2:Dispondo de 6 pessoas: Ana, Beatriz, Carlos, Daniel, Elias e Fernanda, quantas sequéncias
distintas, dispondo apenas dessas 6 pessoas, podemos formar desde que Ana nao seja a pri-
meira, Beatriz nao seja a segunda, Carlos nao seja o terceiro, Daniel nao seja o quarto, Elias
nao seja o quinto nem Fernanda seja a sexta?

Tabela 25: Questao 08 Q-02

Questao 05 N° de alunos | Percentual (%)
N° de acertos 20 66,7
N° de erros 10 33,3
Total de alunos 30 100,0

Anilise quantitativa dos resultados da questdo 08 Q-02
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6.3 Comparagao dos acertos e erros obtidos no questionario 1 e no questionario
2 simultaneamente por um grafico de colunas.

Figura 12: Comparagao dos acertos e erros obtidos no questionario 1 e no questionério 2
simultaneamente por um grafico de colunas

PERCENTUALDE ACERTOS
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Fonte: Pesquisa de campo.

No grafico de colunas acima, as ”colunas azuis”representam os resultados ob-
tidos pelos alunos na resolucao de questoes de andlise combinatéria. Neste momento os
alunos pesquisados ja haviam estudado o conteido, pois 0os mesmos sao alunos de terceiro
ano do ensino médio e utilizam na maioria das vezes as férmulas para calcular arranjos,
permutacoes e combinacoes. As ”colunas vermelhas” representam os resultados obtidos com
os mesmos alunos apés terem sido treinados de acordo com nossa proposta de ensino. Po-
demos verificar um crescimento substancial na compreensao de todos os topicos abordados
nas questoes. Os alunos agora, perguntam menos sobre a diferenca entre arranjos e com-
binagoes e estao mais aptos a resolver questoes de uma maior complexidade. Essa melhor
compreensao nos tépicos, nao garante que o aluno ira ter facilidade em resolver questoes
do conteiido, mas a intensao nao é esta. O que queremos na verdade é uma melhora na
interpretacao e que o mesmo tenha uma quantidade maior de ferramentas préprias para
criar seus esquemas e caminhos no momento da resolucao e o que podemos observar nos
resultados e que na maioria das vezes essa melhora na qualidade, gera uma elhora ainda
maior na resolugao correta dos exercicios.

6.4 Questionario destinado a professores do ensino basico.

Este questiondrio foi dedicado a 20 professores de Matematica do nivel funda-
mental e do nivel médio e tem o intuito de identificar alguns dos principais problemas no
ensino e aprendizagem de Analise Combinatoria. Os professores pesquisados tem atuacao
em escolas publicas e particulares de ensino, pois este trabalho como dito anteriormente
tem a funcao de contribuir com o ensino de Andlise Combinatéria nos diferentes niveis de
ensino e nao nos diferentes estabelecimento de ensino. Por isso a visao do professor di-
ante das habilidades ou das dificuldades de seus alunos é de fundamental importancia para
identificarmos problemas e procurarmos solugoes. Entre conversas informais com colegas
"professores”de trabalho, sempre observamos uma preocupacao em tentar fazer o aluno
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commpreender o conteudo, mas muitas vezes sem éxito. E a afirmacao mais frequente é
que nimguém consegue aprender de verdade a ”"tal da Analise Combinatéria”, term muitas
vezes usados pelos colegas. Até mesmo entre os proprios professores temos percebido uma
falta de compreensao de alguns tipos de problemas, principalmente aqueles que possuem
uma diversidade de varidveis e inferéncias, tao necessarias para a resolucao dos problemas
propostos. A seguir, apresentamos as perguntas do questionario seguidas de uma andlise
quantitativa (graficos) das respostas e uma anélise qualitativa dos resultados.

01-Quais dos tépicos apresentados abaixo seus alunos tém mais dificuldades de entender?

A)Principio Multiplicativo

B)Arranjos

(A)
(B)

e (C)Permutagoes simples
(D)Permutagbes com repeticao
(E)

E)Combinacoes simples

Tabela 26: Pergunta 01

Pergunta 01 N° de professores | Percentual (%)
Principio Multiplicativo 0 0,0
Arranjos 6 30,0
Permutacoes simples 0 0,0
Permutagoes com repeticao 2 10,0
Combinagoes simples 12 60,0
Total de professores 20 100,0

Anélise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 01.

Podemos observar nos dados coletados na primeira pergunta destinadas a pro-
fessores da educacao basica que a maioria dos professores sentem dificuldades em fazer os
alunos compreenderem a ideia das Combinacoes. Acreditamos que seja pela dficuldade que
os alunos sentem em entender a formacgao de agrupamentos onde os elemetos nao precisam
ser ordenados. Por isso também acreditamos que o fato de o professor apenas mencionar
que utilizamos Combinacoes para calcular o nimero de agrupamentos onde a ordem dos
elementos nao é importante,nao tem sido suficiente para a compreensao dos alunos. Uma
forma interessante de mostrar isso, seri associar as Combinagoes aos subconjuntos, mos-
trando, ajudando o mesmo a intuir e deduzir a ideia do contetdo.

02-Com que frequéncia os alunos compreendem a diferenca entre Arranjos, Permutacoes
e Combinagoes?

e (A)Sempre
e (B)Quase sempre

° (C)As vezes



e (D)Quase nunca

e (E)Nunca

Tabela 27: Pergunta 02
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Pergunta 02 N° de professores | Percentual (%)
Sempre 0 0,0
Quase sempre 1 5,0

As vezes 10 50,0
Quase numca 6 30,0
Nunca 3 15,0
Total de professores 20 100,0

Anilise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 02.

Em relacao a esta pergunta podemos perceber uma relacao direta entre as di-
ficuldades de compreensao dos tépicosde Andlise Combinatéria. A maioria dos professores
responderam que as vezes os alunos compreendem os tépicos ou quase nunca compreendem.
Isso nos leva a pensar se realmente é necessario que o aluno comece tentando compreender
os topicos ou se seria mais interessante levar o aluno a compreender intuitivamente esses
conceitos e associando sempre a formagao de sequéncias e subconjuntos.

03-Com que frequéncia vocé mostra para os alunos as férmulas de Arranjos, Permutacoes e
Combinagoes para depois resolver os problemas?

e (A)Sempre

e (B)Quase sempre
e (C)As vezes

e (D)Quase nunca
e (E)Nunca

Tabela 28: Pergunta 03

Pergunta 03 N° de professores | Percentual (%)
Sempre 15 75,0
Quase sempre 2 10,0

As vezes 3 15,0
Quase numca 0 0,0
Nunca 0 0,0
Total de professores 20 100,0

Andlise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 03.
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Podemos observar que a maioria dos professores explica o conteido apresen-
tando primeiramente as férmulas de Arranjos, Permutagoes e Combinagoes e isso pode ser
um dos motivos pelos quais os alunos frequentemente nao compreendem o conteido, se-
gundo respostas dos professores.

04-Com que frequéncia vocé mostra a seus alunos como se obtém as formulas de Arran-
jos, Combinacoes e Permutacoes?

e (A)Sempre

e (B)Quase sempre
e (C)As vezes

e (D)Quase nunca
e (E)Nunca

Tabela 29: Pergunta 04

Pergunta 04 N° de professores | Percentual (%)
Sempre 1 5,0
Quase sempre 0 0,0

As vezes 1 5,0
Quase numca 4 20,0
Nunca 14 70,0
Total de professores 20 100,0

Anilise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 04.

05-Quais dos itens abaixo, para vocé, fazem com que o ensino de Analise Combinatdéria se
torne tao dificil?

e (A)o fato de que a andlise combinatéria nao aparece na maioria dos livros diddticos
do 6° ao 9° ano, isso faz com que o aluno nao tenha um contato mais permanente com
0 assunto, como acontece com outros assuntos da matematica

e (B)existem poucos recursos didéticos para o ensino de Andalise Combinatéria, como:
jogos, softwares, ...

e (C)os alunos sentem muita dificuldade em “ler” matematica e a Anélise Combinatéria
depende muito de interpretagao

e (D)néao é dificil fazer os alunos compreenderem os problemas de combinatéria.

Podemos perceber nessas respostas que os professores consideram que uma
continuidade nas séries desde o fundamental até o médio seria muito importante para uma
melhor compreensao do conteudo. Além disso precisariamos de mais materiais didaticos
para o ensino de combinatéria. Ainda boa parte dos professores acreditam que os alunos
sentem dificuldades na leitura e interpretacao, algo tao necessario para a compreensao do
contetudo.



Tabela 30: Pergunta 05

Pergunta 05

N° de professores

Percentual (%)

Item A 10 50,0
Item B 5 25,0
Item C 5 25,0
Item D 0 0,0

Total de professores 20 100,0

Andlise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 05.
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06-O que vocé pensa sobre o ensino de Arranjos, Combinagoes e Permutagoes?
e (A)para os alunos ¢ facil diferenciar essas técnicas de resolucao de problemas
e (B)para os alunos ¢ dificil diferenciar essas técnicas de resolucao de problemas

e (C)os alunos acham facil diferenciar essas técnicas, mas no momento em que vao
resolver as questoes o mesmo nao acontece.

Tabela 31: Pergunta 06

Pergunta 06 N° de professores | Percentual (%)
Item A 4 20,0
Item B 10 50,0
Item C 6 30,0
Total de professores 20 100,0

Anilise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 06.

07-O que voce pensa sobre o ensino de sequéncia e subconjuntos?
e (A)os alunos entendem a diferenga entre sequéncias e subconjuntos
e (B)os alunos nao compreendem a diferenga entre sequéncias e subconjuntos
e (C)nao hé necessidade de se compreender a diferenga entre sequéncias e subconjuntos

e (D)ha necessidade de se mostrar a diferenga entre sequéncias e subconjuntos, mas a
maioria dos livros didaticos nao fazem isso.

A maioria dos professores pesquisados pensam que o ensino de combinatdria
através de sequéncias e subconjuntos, pois essa abordagem j4 é feita os livros didaticos, mas
0s mesmos nao investem mais intensamente nesses conceitos e se o fizessem seria de grande
proveito para umma melhor aprendizagem do conteiido. E de acordo com o que propomos
neste trabalho, vimos que isto é totalmente possivel e de fato é muito proveitoso para uma
melhor compreensao da Analise Combinatéria. E depois que o aluno estiver ambientado
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Tabela 32: Pergunta 07

Pergunta 07 N° de professores | Percentual (%)
Item A 3 15,0
[tem B 2 10,0
Item C 0 0,0

Item D 15 75,0
Total de professores 20 100,0

Andlise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 07.

com o assunto, podemos aplicar férmulas e conceitos, se necessario.

08-Observe a seguinte questao: “No tabuleiro abaixo escrevemos um ntmero inteiro po-
sitivo em cada casa vazia de modo que o produto desses ntimeros seja igual ao nimero ja
escrito na sexta casa. Sendo os nimeros todos diferentes, de quantas maneiras isto pode ser
feito?”

Figura 13: Tabela
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Fonte: Questao 08.
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Na sua opiniao, se esta questao for proposta a alunos do 8° ano e 9° ano, ela serd considerada:
e (A)de nivel facil
e (B)de nivel médio

e (C)de nivel dificil
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Tabela 33: Pergunta 08

Pergunta 08 N° de professores | Percentual (%)
Item A 0 0,0

Item B 16 80,0
Item C 4 20,0
Total de professores 20 100,0

Analise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 08.

09-Observe a seguinte questao: “O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de
simbolos que permite que pessoas daltonicas identifiquem cores. O sistema consiste na
utilizagao de simbolos que identificam as cores priméarias (azul, amarelo e vermelho). Além
disso, a justaposigao de dois desses simbolos permite identificar cores secundérias (como o
verde, que é o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco sao identificados por
pequenos quadrados: o que simboliza o preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco
¢é vazio. Os simbolos que representam preto e branco também podem ser associados aos
simbolos que identificam cores, significando se estas sao claras ou escuras.” Folha de Sao
Paulo. Disponivel em: www]1.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012. (adaptado) De
acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema proposto?
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Na sua opiniao, alunos do ensino médio achariam que esta questao é de:
e (A)de nivel facil
e (B)de nivel médio

e (C)de nivel dificil

Tabela 34: Pergunta 09

Pergunta 09 N° de professores | Percentual (%)
Item A 0 0,0

Item B 10 50,0
Item C 10 50,0
Total de professores 20 100,0

Anédlise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 09.
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10-Possuo trés jarros idénticos e desejo ornamenté-los com 18 rosas, sendo 10 vermelhas e
8 amarelas. Desejo que um dos jarros tenha 7 rosas e os outros dois, no minimo 5 rosas.
Cada um devera ter, pelo menos, duas rosas vermelhas e uma amarela. Quantos arranjos
florais poderei fazer usando as 18 rosas?

e A) 10

Em relagao a essa questao, na sua opiniao, para um aluno do ensino médio ela é considerada:
e (A)de nivel facil
e (B)de nivel médio

e (C)de nivel dificil

Tabela 35: Pergunta 10

Pergunta 10 N° de professores | Percentual (%)
Item A 0 0,0

Item B 0 0,0

Item C 20 100,0
Total de professores 20 100,0

Andlise quantitativa das respostas dos professores a pergunta 10.

Podemos observar pelas respostas dos professores as ultimas trés perguntas, que
os mesmos consideram de médias a dificeis as questoes propostas. Talvez pela quantidade
de variaveis implicadas em cada questao, pois como vimos, os alunos tem acesso, nas aulas,
a questoes mais basicas, perguntas de respostas curtas e quando se deparam com questoes
que cobram raciocinios além dos que sao propostos nos livros didaticos ou que até existem
nos livros mas nao sao abordadas pelos professores em sala de aula,geralmente o aluno
nao consegue raciocinar o exercicio plenamente e fica sujeito a talvez conseguir resolver
uma parte do que foi pedido. Po isso defendemos um estudo mais abrangente da Anélise
Combinatoria de modo que o aluno compreenda o enunciado proposto e formle hipoteses
e aplique corretamente os calculos sem ficar limitado a aplicacoes de meras formulas que
em certo momento sao muito importantes, mas nao deveriam ser usadas de inicio como
ferramenta de célculo mas como resultados de generalizacoes, se necessario.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Na introdugao deste trabalho nos propusemos a refletir sobre o que é uma educagao
de qualidade e como a Analise Combinatéria se enquadra neste contexto. Para isso ana-
lisamos alguns dos principais livros didaticos que sao utilizados no Brasil, no intuito de
avaliarmos o que os autores consideram importante e que o aluno da educacao basica
precisa entender do assunto. Pudemos observar nas analises das questoes utilizadas nos
livros didaticos que pouco menciona-se sobre Permutagoes Circulares, Combinagoes com
Repeticao, Principio Aditivo e que a maioria dos autores mostram, no inicio de cada tépico,
uma formula para resolver os problemas que serao apresentadas em cada se¢ao, com excegao
do livro de (BEDAQUE) que deixa para abordar as férmulas sé no final do conteido, quando
os alunos ja foram induzidos a resolver os problemas sem o uso de formulas. Também fize-
mos uma analise dos métodos utilizados para resolver problemas de Analise Combinatéria,
pois consideramos desde o inicio que o método utilizado pode contribuir enormemente para
a compreensao do conteudo. Além disso nos propusemos a desenvolver novas técnicas de
resolucao de problemas e outras nao tao novas, mas que nao estao sendo exploradas nas
explicacoes dos conteudos, pois queremos com este trabalho desmistificar o uso de férmulas
de Arranjos, Permutacoes e Combinagoes substituindo-os pelos conceitos de formacoes de
sequéncias e conjuntos. Apresentamos as férmulas como consequéncias “solugoes” de pro-
blemas de generalizacao e através de algumas dedugoes, pois consideramos o uso facultativo
de formulas, a ideia desde o inicio é que o aluno pudesse compreender através de uma boa
leitura, interpretacao e o uso da légica associada principalmente aos principios aditivos e
multiplicativos, como as técnicas de resolucoes de problemas de Combinatoria se desenvol-
vem para posteriormente o aluno estar apto a fazer generalizacoes.

Procuramos dar algumas respostas as dividas mais frequentes dos alunos, como:

i) Se os elementos utilizados na resolu¢ao de problemas podem ser repetidos ou nao;

ii) Se a ordem dos elementos nos agrupamentos, sera importante ou nao;

iii) Se para finalizar a resoluc¢ao do problema, usa-se o método da adi¢ao ou da multiplicagao.

7.1 Os métodos utilizados no estudo de Analise Combinatdria.

Iniciamos pelo Principio Aditivo de Contagem e posteriormente o Principio Mul-
tiplicativo de Contagem pois acreditamos serem os dois pilares do ensino de Combinatéria.
Utilizamos o Principio Multiplicativo para calcular o ntimero de sequéncias de elementos
distintos que podem ser formados a partir de uma certa quantidade de elementos disponiveis
e mostramos que o conceito de sequéncias pode ser usado para substituir os Arranjos, as
Permutacoes Simples, as Permutacoes com elementos repetidos e as Permutacoes Circula-
res, sempre considerando o principio de que o aluno a partir dai tem uma ideia mais sélida
do que esta calculando. Logo apds fizemos uma abordagem do conceito de subconjuntos
e mostramos com calcular o nimero de subconjuntos a partir da formagao de sequéncias.
Apos a aplicagao desse método mostramos um 2° método para calcular o nimero de sub-
conjuntos de elementos distintos que podemos formar a partir de uma certa quantidade de
elementos distintos disponiveis. Esses dois métodos foram apresentados em substituicao as
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Combinagoes Simples. Pudemos entao mostrar que esses conceitos, que sao muito aborda-
dos no ensino médio, nao precisam ser desenvolvidos através um modelo padrao, ou seja,
mediante formulas. Mas nosso objetivo é mostra que as férmulas sao importantes quando
o aluo pode a partir da compreensao do conteudo desenvolver uma férmula que pode ser
usada para calcular Arranjos, Permutagoes e Combinagoes, se for o desejo do mesmo. En-
contramos também no livro didatico de “BEDAQUE” uma proposta diferente da maioria
dos livros didaticos, que segue praticamente no mesmo caminho no qual desenvolvemos
nossa pesquisa. Em seu livro os autores utilizam apenas os principios de contagem ao ponto
de que em determinado momento o mesmo cita:

“Vocé deve ter observado que até agora nao utilizamos férmulas na resolucao dos
problemas apresentados. Apenas sugerimos, através dos principios, a andlise das
possibilidades, em etapas, e a aplicacdo constante do principio fundamental de
contagem”. (BEDAQUE, p. 331).
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7.2 Os questionarios destinados a alunos e professores.

Além da anélise dos livros didaticos também elaboramos questionarios destinados a
alunos do terceiro ano do ensino médio e a professores da educagao basica. Os questionérios
destinados aos alunos tiveram o intuito de analisar como os alunos que ja tiveram contato
com o assunto, antes de serem expostos ao nosso método de ensino, lidavam com proble-
mas de Combinatoria e o que aconteceria com o seu desenvolvimento apdés um treinamento
no novo método. Selecionamos um grupo de 15 alunos nos dois primeiros questionarios e
pudemos ver que os alunos tiveram um desempenho muito bom no primeiro questionario
que continha tipos de questoes abordadas nos livros didaticos com maior frequéncia, mas
ja pudemos perceber uma queda acentuada quando analisamos a questao n° 08 do mesmo
questionario, ou seja, nenhum aluno conseguiu resolver a questao que era de “permutacoes
com repeticao”. No segundo questionario que tinha o objetivo de avaliar o conhecimento
dos alunos em relagao ao Principio Aditivo e ao Principio Multiplicativo e pudemos perce-
ber uma queda acentuada nos exercicios que fogem dos padroes mais encontrados nos livros
didaticos. A questao n° 05 do questiondrio, poucos alunos conseguiram resolvé-la e muitos
nem conseguiram montar uma estratégia para resolvé-la, é uma questao que nao adianta
saber uma férmula para calcular: Arranjos, Combinacoes ou Permutacoes e depende muito
que o aluno monte sua propria estratégia e acreditamos que esse seja um dos motivos pelos
quais os acertos foram tao poucos e por isso propomos uma renovagao nos métodos de ensino
de combinatéria. Aplicamos também mais dois questionarios com questoes semelhantes e
chamamos de questionarios comparativos, pois queriamos avaliar a diferenca de compre-
ensao do conteido antes e depois do ensino através dos nossos métodos e pudemos perceber
nos graficos uma evolucao em todos os tépicos abordados no questionario, mostrando que
os alunos precisam compreender o assunto, serem treinados e o mais ele conseguira desen-
volver. Pudemos perceber também que a maioria dos alunos passaram a resolver as questao
sem usar formulas, mas os que utilizaram nao tiveram prejuizo no raciocinio, pois passa-
ram a utiliza-las compreendendo a ideia de cada uma delas. No questionario aplicado a
professores de nivel bdsico, mostraram que os mesmos sentem mais dificuldades em fazer os
alunos compreenderem a diferenca entre Arranjos e Combinagoes e que a maioria comega
a ensinar cada tépico aplicando formulas desde o inicio de cada assunto, com o intuito de
que os alunos decorem-nas. Também pudemos observar que os professores acham que o
aluno deve compreender bem a diferenca entre Sequéncias e Subconjuntos, mas a maioria
dos livros didaticos nao colaboram para isto.

7.3 Contribuicoes da pesquisa.

Acreditamos que nossa pesquisa possa contribuir com alunos e professores da
educacao basica, pois sao muitos os relatos de professores sobre a dificuldade que seus alu-
nos tém em compreender a Analise Combinatoria.Nosso trabalho permite que o professor
possa ter uma boa ideia de como este conteiido vem sendo trabalhado nos livros didaticos
dos autores mais utilizados nas escolas brasileiras, tendo em vista os métodos utilizados,
os topicos abordados e o niimero de questoes de cada tépico, fazendo com que o professor
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tendo em maos esses dados possa se planejar de modo mais adequado para ministrar suas
aulas com seus alunos e possa desenvolver seu trabalho de modo a preencher as lacunas
deixadas pelos livros didaticos. Para os alunos, o nosso trabalho servirda como um apoio
a resolucao de questoes mais complexas com uma nova abordagem, muitas vezes usando
uma linguagem mais simples, sempre buscando explorar bem o conteido de acordo com
as propostas dos PCN’s, com o nivel das questoes do ENEM e das Olimpiadas Brasileiras
de Matematica. Propomos também o esclarecimento das principais duvidas da maioria dos
alunos em relacao a resolucao dos problemas de Combinatoria, com isso acreditamos que o
aluno tera, em nosso trabalho, um material de apoio para uma melhor compreensao do as-
sunto, permitindo com que o mesmo possa se desenvolver cada vez mais. Essas preocupacoes
que norteiam esse trabalho, nos fizeram acreditar cada vez mais numa nova proposta para
um melhor estudo da Anélise Combinatoéria, pois nao é dificil perceber a importancia deste
contetido em nossas vidas, suas aplicacoes no cotidiano e sua beleza ao nos propor desafios
que nos ajudam a evoluir em algo tao importante para nossas vidas e ao mesmo tempo tao
abstrato; o pensamento.
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Anexo A

QUESTIONARIO DE SONDAGEM

01-Um restaurante oferece mo cardapio 2 saladas distintas, 4 tipos de pratos de carne e
3 bebidas diferentes. Uma pessoa deseja uma salada, um prato de carne e uma bebida. De
quantas maneiras a pessoa poderd fazer seu pedido?

02-Quantas sequéncias de elementos distintos podemos formar com as sequintes condi¢oes:
o 1° elemento da sequéncia tem que ser escolhido a partir dos elementos do conjunto
S = {51,852}, o 2° elemento tem que ser escolhido a partir dos elementos do conjunto
C ={C1,C,,C3,C4} e 0 3 elemento tem que ser escolhido a partir dos elementos do con-
junto B = {bl, bg,bg} ¢

03-Dispondo dos algarismos 1, 3, 5 e 7, quantos numeros de 3 algarismos distintos po-
demos formar?

04-Dispondo dos elementos do conjunto A = {a,b, c,d}, quantas sequéncias de 3 elementos
diferentes podemos formar usando apenas elementos do conjunto A?

05-Dispondo de /J pessoas entre elas: Aline, Beatriz, Carlos e Dorival, quantas comissoes
de duas pessoas podemos formar?

06-Seja o conjunto A = {6,7,8,9}, quantos subconjuntos do conjunto A possuem apenas 2
elementos?

07-0 jogo da Mega Sena consiste no sorteio de seis dezenas de um conjunto de sessenta
possiveis (01, 02, 03, ..., 59, 60). A aposta minima € feita escolhendo-se seis dessas deze-
nas. José pensou em oito dezenas diferentes, e resolveu fazer o maior niumero de apostas
minimas, combinando as oito dezenas escolhidas de todas as maneiras possiveis. Quantas
apostas fez José?

08-De quantos modos diferentes pode-se comprar 3 sorvetes em uma sorveteria que os ofe-
rece em 10 sabores distintos?

09-Joao possui 6 caixas, nas cores: azul, verde, vermelho, amarelo, laranja e roxo e 4 bolas
wquais. De quantos modos distintos Joao pode guardar suas 4 bolas nessas caixas colocando
no mdzimo 1 bola em cada caiza?
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Anexo B

QUESTIONARIO APLICADO A PROFESSORES DE NiVEL FUNDAMENTAL, MEDIO
OU SUPERIOR.

01-Quais dos topicos apresentados abaixo seus alunos tém mais dificuldades de entender?

A)Principio Multiplicativo

e (B)Arranjos

(A)
(B)

e (C)Permutagoes simples
(D)Permutagoes com repeti¢ao
(E)

e (E)Combinacoes simples

02-Com que frequéncia os alunos compreendem a diferenca entre Arranjos, Permutacoes e
Combinagoes?

e (A)Sempre

e (B)Quase sempre
e (C)As vezes

¢ (D)Quase nunca
e (E)Nunca

03-Com que frequéncia vocé mostra para os alunos as férmulas de Arranjos, Permutacoes e
Combinagoes para depois resolver os problemas?

e (A)Sempre

e (B)Quase sempre
e (C)As vezes

e (D)Quase nunca
e (E)Nunca

04-Com que frequéncia vocé mostra a seus alunos como se obtém as formulas de Arranjos,
Combinagoes e Permutagoes?

e (A)Sempre

e (B)Quase sempre
e (C)As vezes

¢ (D)Quase nunca
e (E)Nunca
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05-Quais dos itens abaixo, para vocé, fazem com que o ensino de Analise Combinatéria se
torne tao dificil?

e (A)o fato de que a andlise combinatéria ndo aparece na maioria dos livros didaticos
do 6° ao 9° ano, isso faz com que o aluno nao tenha um contato mais permanente com
o assunto, como acontece com outros assuntos da matematica

e (B)existem poucos recursos didaticos para o ensino de Andlise Combinatéria, como:
jogos, softwares, ...

e (C)os alunos sentem muita dificuldade em “ler” matematica e a Anélise Combinatéria
depende muito de interpretagao

e (D)nao ¢ dificil fazer os alunos compreenderem os problemas de combinatéria.
06-O que vocé pensa sobre o ensino de Arranjos, Combinagoes e Permutagoes?

e (A)para os alunos é facil diferenciar essas técnicas de resolucao de problemas

e (B)para os alunos é dificil diferenciar essas técnicas de resolugdo de problemas

e (C)os alunos acham facil diferenciar essas técnicas, mas no momento em que vao
resolver as questoes o mesmo nao acontece.

07-O que voceé pensa sobre o ensino de sequéncia e subconjuntos?
e (A)os alunos entendem a diferenga entre sequéncias e subconjuntos
e (B)os alunos nao compreendem a diferenga entre sequéncias e subconjuntos
e (C)nao hé necessidade de se compreender a diferenga entre sequéncias e subconjuntos

e (D)ha necessidade de se mostrar a diferenga entre sequéncias e subconjuntos, mas a
maioria dos livros didaticos nao fazem isso.

08-Observe a seguinte questao: “No tabuleiro abaixo escrevemos um nimero inteiro positivo
em cada casa vazia de modo que o produto desses nimeros seja igual ao nimero ja escrito
na sexta casa. Sendo os nimeros todos diferentes, de quantas maneiras isto pode ser feito?”

Figura 14: Tabela

120

Fonte: Questao 08.

e A)6
e B) 12
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° C) 20
e D) 60
e E) 120

Na sua opiniao, se esta questao for proposta a alunos do 8° ano e 9° ano, ela serd considerada:
e (A)de nivel facil
e (B)de nivel médio
e (C)de nivel dificil

09-Observe a seguinte questao: “O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de
simbolos que permite que pessoas daltonicas identifiquem cores. O sistema consiste na
utilizacao de simbolos que identificam as cores primérias (azul, amarelo e vermelho). Além
disso, a justaposicao de dois desses simbolos permite identificar cores secundérias (como o
verde, que é o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco s@o identificados por
pequenos quadrados: o que simboliza o preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco
é vazio. Os simbolos que representam preto e branco também podem ser associados aos
simbolos que identificam cores, significando se estas sao claras ou escuras.” Folha de Sao
Paulo. Disponivel em: wwwl.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012. (adaptado) De
acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema proposto?
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Na sua opiniao, alunos do ensino médio achariam que esta questao ¢é de:
e (A)de nivel facil
e (B)de nivel médio
e (C)de nivel dificil

10-Possuo trés jarros idénticos e desejo ornamenté-los com 18 rosas, sendo 10 vermelhas e
8 amarelas. Desejo que um dos jarros tenha 7 rosas e os outros dois, no minimo 5 rosas.
Cada um devera ter, pelo menos, duas rosas vermelhas e uma amarela. Quantos arranjos
florais poderei fazer usando as 18 rosas?

e A) 10
11

12

—_
w

B)
C)
e D)
E)

14
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Em relagao a essa questao, na sua opiniao, para um aluno do ensino médio ela é considerada:
e (A)de nivel facil
e (B)de nivel médio

e (C)de nivel dificil
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Anexo C
QUESTIONARIOS COMPARATIVOS

QUESTIONARIO DE ABORDAGEM DOS ALUNOS, ANTES DO METODO DE FORMAGAO
DE SEQUENCIAS E SUBCONJUNTOS.

01-Dispondo de 4 pessoas entre elas: Joao, José, Maria, Ana e Joana, quantas comissoes de
duas pessoas podemos formar?

02-De quantos modos diferentes pode-se comprar 3 sorvetes de sabores iguais ou nao, em
uma sorveteria que os oferece em 6 sabores distintos?

03-Quantos ntimeros de 3 algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,2,3,4,5
e 6, incluindo sempre o algarismo 57

04-Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos comecam ou terminam em 57

05-Sao dados 10 pontos em um plano, entre os quais nao ha 3 colineares. Quantos triangulos
podem ser formados com vértices em 3 desses pontos?

06-De quanta maneiras diferentes um pai, uma mae e um filho podem sentar-se em um
banco de 6 lugares. De modo que o pai esteja sempre a direita de mao e a mae a direita do

filho?

07-Num grupo de 20 pessoas ha 6 mulheres. Quantas comissoes de 4 pessoas podem ser
formadas, de modo que nelas haja pelo menos 1 mulher?

08-Quantas nimeros de 5 algarismos distintos podemos formar usando os algarismos 1,
2, 3, 4 e 5, de modo que o 1 nao seja dezena de milhar, nem o 2 seja unidade de milhar,
nem o 3 centena, nem o 4 dezena, nem o 5 seja unidade? haja no maximo 2 professores de
Matematica?

QUESTIONARIO DE ABORDAGEM DOS ALUNOS, APOS ESTUDO DO METODO
DE FORMACAO DE SEQUENCIAS E SUBCONJUNTOS.

01-Seja o conjunto A = {6,7,8,9,a,b,c,d}, quantos subconjuntos do conjunto A possuem
apenas 2 elementos?

02-De quantos modos distintos podemos comprar trés chocolates distintos ou nao, em uma
doceria que oferece os seguintes tipos: branco, ao leite, com améndoas, com amendoim, com
caramelo e amargo?

03-Quantos numeros de 4 algarismos distintos comegam ou terminam com o algarismo 17

04-Sobre uma circunferéncia marcam-se 12 pontos distintos. Quantos pentdgonos conve-
xos podemos formar com vértices nesses pontos? Verifique que o nimero de pentagonos é
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igual ao nimero de heptagonos?

05-Quantos nimeros de 5 algarismos distintos podemos formar usando os algarismos 1,
2,3, 4 e b5 de modo que o 1 apareca sempre a esquerda do 3 e este a esquerda do 57

06-Em uma escola ha 7 professores dos quais apenas 3 ensinam Matematica. Quantas
comissoes de 5 professores podemos formar de modo que em cada comissao haja no maximo
2 professores de Matematica?

07-Dispondo de 6 pessoas: Ana, Beatriz, Carlos, Daniel, Elias e Fernanda, quantas sequéncias
distintas, dispondo apenas dessas 6 pessoas, podemos formar desde que Ana nao seja a pri-
meira, Beatriz nao seja a segunda, Carlos nao seja o terceiro, Daniel nao seja o quarto, Elias
nao seja o quinto nem Fernanda seja a sexta?



