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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma desigualdade geral de Sobolev. Estabelecida por
Michael e Simon, essa desigualdade é obtida em subvariedades generalizadas do espaco eu-
clidiano. Um caso especial desse resultado é a desigualdade classica de Sobolev. Provaremos

também uma desigualdade do valor médio para fungoes subharmonicas.

Palavras chave: Subvariedades; desigualdade de Sobolev; fungoes subharmonicas.



Abstract

In this work we will prove a general Sobolev inequality. Established for Michael and
Simon, this inequality is obtained on the generalized manifolds of the euclidian space. A
special case of the result is the ordinary Sobolev inequality. We proved too a mean-value

inequality for subharmonic functions.

Keywords: Submanifolds; Sobolev inequality; subharmonic functions.
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Introducao

As desigualdades de Sobolev desempenham um papel muito importante na teoria das

Equagoes Diferenciais Parciais. Sua forma classica afirma que

n

“Dados 1 < p < n ep* tais que p* = , existe uma constante C' = Cy(p) tal que

( [1er da) <c ( / rwpdo—)

para toda funcio ¢ € CH(R™) com suporte compacto.”
Em 1967, Miranda (em [6]) obteve uma desigualdade de Sobolev para graficos minimos.

No primeiro capitulo introduzimos alguns conceitos de geometria diferencial, mais espe-

cificamente de subvariedades do R", que serao utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

No segundo capitulo deste trabalho apresentaremos, no teorema [2.1.1, uma desigualdade
geral de Sobolev estabelecida por Michael e Simon, essa desigualdade é obtida em subvarie-
dades generalizadas do espaco euclidiano. Um caso especial desse resultado é a desigualdade

classica de Sobolev.

Inspirados nesse resultado, Hoffman e Spruck em [3| provaram uma desigualdade de Sobo-
lev e uma desigualdade isoperimétrica para subvariedades M de uma variedade riemanniana
M satisfazendo restricoes geométricas envolvendo o volume de M e a curvatura seccional e o
raio de injetividade de M. Simon em [7] discute a aplicacao da desigualdade geral de Sobolev
(em subvariedades do espaco euclidiano) para o problema de estimativas do gradiente limitado
para equagoes elipticas quase-lineares. Em [4], Medeiros prova uma desigualdade de Michael
e Simon em variedades ponderadas, isto é, em variedades da forma My = (M, g, dvs), onde
(M, g) é uma variedade riemanniana, f: M — R é uma funcio suave em M, e dvy = e~/ dv

é a medida ponderada, onde dv denota a medida riemanniana em (M, g).

Concluimos o segundo capitulo com a discussao de uma desigualdade do valor médio para

funcoes fracamente sub-harmonicas descrita no teorema [2.2.1
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1 Preliminares

Neste capitulo veremos alguns fatos da geometria diferencial, mais especificamente so-
bre subvariedades do R", que sao requisitos necessarios para a compreensao do resultado

principal.

1.1 Tensor Métrico e Gradiente Tangencial

Definicao 1.1.1 Sejan > m > 1. Um conjunto M C R" é uma subvariedade m— dimensional
de classe C? de R"™ se dado um ponto xq € M existem conjuntos abertos D C R™, Q C R™

e uma aplicacao C?

T D — Q
t=(t1,..,tm) = x(t) = (21(t), ..., 2, (1))
tal que

IoEQﬂM:JJ(D),

ox
e tal que os vetores —(t),i = 1,...,m, sao linearmente independentes para cada t € D.
i
A aplicagao x € chamada uma parametriza¢ao de M em xqy e o espaco vetorial gerado por
T

g(t),i =1,...,m, onde z(ty) = g, € chamado o espago tangente T, M de M em x.

Definicao 1.1.2 Sejan > m > 1. Dada uma subvariedade m—dimensional M C R"™ de
classe C?, a primeira forma fundamental ou tensor métrico de M é a funcdo de valores na

matriz (gij)ij=1,..m definida parat € D por

C 0z(t) Ox(t) = Omy(t) Oxy(t)
950 = 50" T, =2 ot, ot

k=1
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E facil ver que dado zy = x(tg) € M a relagao

g(v,w) = Z gij (to)viw;, (1.1)

1,7=1

" Oz - ox
onde v = v,—(tg) e w = w;— (tog) sao dois vetores arbitrarios de T,, M, define um
produto interno. Além disso, g nao depende da parametrizacao x. Usando um abuso de

notagdo, também escreveremos g = det(g;;), enquanto (¢”) = (g;;)~* denota a matriz inversa
de (gi;)-

Gragas a métrica g, podemos facilmente calcular a projecao ortogonal (com respeito ao

produto interno usual) de um vetor em R"™ no espago tangente T, M.

Proposicao 1.1.1 Sejan > m > 1. Dada uma subvariedade m—dimensional M C R™ de

-----

~i7 i axl(to) Ga:j(to)
gz] (1'0) _ grs(to) .
2 90T

representa a projecao ortogonal em T, M na base canonica de R", isto €,

~ v, Vv e T,,M,
G(l’o).’l} =
0, Vuve (T,M*

Em particular, Yoz € M,

> g x) =m,
=1

0< Z 77 (z)vv; < o2, Yo = (vg,...,v,) ER?

i,j=1
§i(x) = §"(z), Vi,j=1,..,n.

n

- oz .
Demonstracao. Para todo v € T, M, temos que v = Zvlﬁ Assim,
i=1

)

n

~ 0
G(xp).v = Zvla—f (1.2)
i=1 !



) Ox
Fazendo o produto interno com TR obtemos
S

~ ox " 9r Ox e Ooxr Ox i
<G($O)U, 8_ts> = <i:1 Uia—ti, 8_ts> = Zvi <0_tl’ 0_ts> = ;Uigis-

Multiplicando por ¢"*, obtemos

Somando em s,

Zgrs <CN;’(x0)v, g_tx> = Z Vigisg' "~ = Zvi% = Ur.

s=1

Substituindo em ({1.2)), teremos

Glzo)v = Xm: (ig”@(xo)v,g—@) Sjj

Assim, na base candnica do R", temos

81‘Z e 8x8xz
I A S E e S I

=1 r,s=1 =1 r,s=1

Portanto, na base canonica do R", a matriz G(z) é representada por

3 grs(to)axj(to)  Ozilto)

§” (w0) = ot ot

Em particular, temos

Nu - - rs 3xzt (%czt - rs - 8xzt 8xzt
Z B ZZg (®) at(s)' ats)zz_g *) at(s)' 6%5)

14
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Observe que Y., §"(x)v;v; é o produto interno de G/(xo).v com v, assim

0< Z 37 (z)vv; = <é(9€0)-1}7@> < ’é@o)'UHU‘ < Joljo]| = Jo]*.

ij=1
| ]

Agora, usando a matriz de projecao, podemos definir o gradiente tangencial como a

projecao do gradiente sobre o espago tangente.

Proposicao 1.1.2 Sejan > m > 1. Dados uma subvariedade m—dimensional M C R™ de
classe C?, um ponto xo = x(ty) € M, um conjunto aberto Q C R™, com zo € 2, e uma fungao
o € CHQ,R). O gradiente tangencial de ¢ em xy € definido como a projecdo ortogonal de
Vo em T, M. E, temos

Vrp(wo) := G(x0). V(o) Z (Z g"( 750 > :99: (to)-

—~ ¢
8a:k

Demonstracao. Sabemos que o gradiente pode ser escrito como V(xg) = (x0)ex,
k=1

onde {e;}i—1..n ¢ a base canonica de R". Assim, por (|L.3),

Vrg(zo) = G(x0).Vep(zo) = G(o) - (Z %(%)%)

= =1 r,s=1

B L& s O0p oxy, ox;

= 2D 0 o)y g () e
k,i=17,s=1
" s 0@ ox

= D0 g
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1.2 Area da superficie de uma subvariedade

Seja x : D C R™ — () uma parametrizacao de uma subvariedade m—dimensional
M C R" de classe C?. Dado um subdominio w CC D suavemente limitado, a imagem de w

em M tem area m-dimensional igual a

/ da:/\/gdtl...dtm.
z(w) w

Usando a particao da unidade, podemos usar a férmula acima para calcular a integral

sobre M de uma funcao que é continua em uma vizinhanca de M.

A seguinte propriedade elementar do elemento de area sera 1til na sequéncia.

Lema 1.2.1 Seja 1 < m < n. Seja M uma subvariedade m—dimensional de classe C? do
espago euclidiano R"™ e denote por do = \/gdt...dt,, o elemento de volume. Seja wy, a

medida de Lebesque da bola unitaria em R™. Entao, para todo xo € M,

oS,
p—0t pm m

onde

Sp(xo) ={r € M : |z — x| < p}.

Demonstragao. Seja x uma parametrizacdo de M em zy = z(tg). Pela férmula de

Taylor,
=29+ Z to) +o([t — to])- (1.4)

Suponhamos, sem perda de generahdade, que a base canonica de R™ é ortonormal para o

produto interno g(to), isto ¢, existem Ay, ..., A, > 0 tais que g;;(to) = A;d;;. Assim, usando
(1.4), obtemos

o=l = D (=t o)t = o) () + ot — 1)

1,j=1

= ) gii(to)(t — to)i(t — to); + ol[t — to|?)

ij=1

= YNt —to)? +ol[t — tol?).

=1
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Agora, dado € > 0, deduzimos que para p suficientemente pequeno, temos
{t ER™: D N(t—to)f < (1- 6),02} c 2748, (x0))
i=1
C {t ER™: D N(t—tp)! < (1 +5)p2} .

i=1

Assim, usando a mudanga de varidveis s; = v/ A;(t — tg);, @ = 1, ..., m, obtemos

i Cs@) s %
P07 pm p—0F pm
= lim f{t (ST Ailt—t0)2<p?} \/ﬁdtl...dtm
p—0t PR
— lim f{t ymy )\i(t—to)?glﬁ} maftlmdtm
p—0t o
= lim f{szzglsfgﬁp} d81...d8m
p—0t ,Om
prm— wm.

1.3 Curvatura

1.3.1 Vetor tangente e vetor curvatura de uma curva

Uma curva regular em uma subvariedade M é uma aplicacdo = : [ = (o, ) — M de
classe C" tal que |2'(7)| > 0, V7 € I. Denote por t,(7), ..., t,(7) as coordenadas de z(7) em

alguma parametrizacao de M. Entao,

' (D =) giti(7)t5(7)

3,j=1

e o comprimento da curva z(7) é dado por

L:/f 2 (7)) dr.
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)| dr. Entao, sendo a curva z(7) regular, a aplicacao s : (a, ) —

Agora, seja s(1) = [7 2" (T
(0,L) é 1nvert1vel s é chamado o parametro de comprimento de arco e a aplicacao
(0,L) — R™
s — z(7(s)),

onde 7(s) é a aplicagao inversa de s(7), a parametrizacao da curva pelo comprimento de arco

O vetor tangente unitdrio da curva é dado por

o dv_2(7)
ds  §'(1)
e o vetor curvatura )
dT d°x
K= )
ds  ds?

Note que [T|> =1 = T - 4L = 0, isto é, o vetor tangente unitdrio é ortogonal ao vetor

curvatura.

1.3.2 Segunda forma fundamental, curvatura normal e curvatura
média
Dados uma subvariedade M e um ponto zy € M, o complemento ortogonal do espaco

tangente N, (M) = (T,,(M))* é chamado o Espaco Normal de M em .

Dada uma curva regular z(s) parametrizada pelo comprimento de arco, os vetores tan-

gente e curvatura podem ser escritos nas coordenadas de uma parametrizacao na forma

dr " dt; Ox
%—1;:1%8_@'
e
Pr APt Ox dt; dt; 0%z
ds? d528t+] dsds@t@t

=1

Tomando um vetor normal N € N,, M, obtemos

d52 T Z (at ot

Z_]—

dt; dt;
ds ds’
que pode ser visto como uma forma quadratica agindo sobre o vetor T' = fl—ﬁ, essa forma
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quadratica é chamada a segunda forma fundamental de M com respeito ao vetor normal N e

¢ representada na base (g—i) de T,,M pela matriz

0%x
1]

Essa matriz também pode ser expressa como

ON
Bij :_671- A
onde 7; = g—g. De fato,
8Nk ka o “ 8Nk 6xl 8a:k . - 8Nk 8mk . ON Ox
Z or, ot; (VN Tz Z Oz Ot; Ot; = Ot dt; Ot Oty
J k=1 k=1 J J
enquanto
0 ON Oz 0%z _ON Oz
— — (N-7)= — .22+ N. B
0= W) =5 o, TN anan oo, T B

pois N.7; = 0, o que implica que

o ON 890_ ON .
A TR or,

Sendo T' = dz/ds, a segunda forma fundamental calculada em T, isto é,

Az
RN,T) = S5 N

¢ chamada a curvatura normal de M na direcao de T com respeito a N.

Tome uma base ortonormal de T, M e seja (B;;) a matriz da segunda forma fundamental
nesta base. Entao, os autovalores k; = k;(N),i = 1, ...,m de (B;;) sdo chamados as curvaturas
principais de M com respeito ao normal N. A média aritmética deles

Fi(N) + -+ km(N)

m

é a curvatura média de M com respeito a N. Como H(N) é linear em N, existe um tnico
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vetor H € N, M tal que
H(N)=H"-N.

H é chamado wvetor curvatura média.

Observacao 1.3.1 Nao havendo problemas de confusao usaremos simplesmente Vi para

representar o gradiente tangencial de .

Proposicao 1.3.1 Seja x : D C R™ — Q uma parametrizacao de uma subvariedade

m—dimensional M C R™ de classe C?. Entdo, o vetor curvatura média de M satisfaz

Demonstragao. Vamos mostrar a igualdade nas coordenadas. Dado um campo X € y (M),
temos que Xz; = X(z,¢;) = (X, ¢e;) = (X, el'), dal Vz; = €] . Assim,

Ayze; = divyVar; = divMeiT
= Z<ijezrvvj> = Z(vaefjvﬁ
J J

= Z<va(€i - 6%)7”]’) = _Z<vaeiL>Uj>

J

= — Z(z@(@f,vj) — (ef, Dy, v;))

= ) (e, Dyyvg) = (e, Vi vy + alvg,v7))

J J

= S (et alvyv) = (et H) = (e, H) = H,
| |

Como consequéncia imediata da proposicao [1.3.1, obtemos o seguinte lema:

Lema 1.3.1 Sejal < m < n. Sejax : D C R™ — Q uma parametrizacao de uma

subvariedade m—dimensional M C R™ de classe C*. Entao, para toda ¢ € C(Q), temos

/ (Vo + Hyp) do = 0.
M
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T

Demonstracao. Pela Proposi¢ao anterior, temos H; = divye; . Multiplicando por ¢ e

integrando, obtemos

/Higpda = /gpdee da—/ divy (el dU—/<V907€iT>dU
M M M M
- / dO'— V% €;
oM M

_ _/M<V<p,6iT> daz—/M<v‘P>€i> do
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2 Desigualdades de Maichael e
Stmon

Nesta capitulo apresentaremos a desigualdade de Sobolev em subvariedades do R™ e uma

desigualdade do valor médio para func¢oes subharmonicas.

2.1 A desigualdade de Sobolev em subvariedades do R"

O Teorema a seguir ¢é o resultado principal deste trabalho.

Teorema 2.1.1 (Michael e Simon) Seja 1 < m < n. Sejam x : D C R"™ — Q uma
parametrizacao de uma subvariedade m— dimensional M C R™ de classe C? e U um conjunto

aberto contido em M. Para todo p € [1,m), existe uma constante C' = C(m,p) > 0 tal que
1

para todo ¢ € CH(U),
. ? 1/p 1/p
(/ lolP da) <C (/ VP da) + (/ |H<p|pda) , (2.1)
M M M
1 1 1

onde — = — — —, H ¢ a curvatura média de M e Vo € o gradiente tangencial.
p p m

Para demonstrar esse teorema usaremos os lemas a seguir.

Lema 2.1.1 Suponha que X € CY(R) é uma fungdo nao-decrescente tal que A(t) = 0 para
t <0. Sejap € CHU), o > 0. Seja xg € M, defina @z, 1s, € CH(0,+00) por

0u(p) = /M (@) \(p — ) do(x)

buolp) = /M (V@) + [ Hlp(@)M(p — 1) do(z),
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onde r = |z — xo|. Entao,

d T z
o d (90 O(P)) < i o(p), para todo p > 0.
dp \ p™ P

Demonstracao. Observe que no lema temos a igualdade em cada coordenada,

assim tomando a funcao
Y = (r —x0)iMp — 1),
temos
[l = airip—rieldo == [ Hilz 2o~ r)pdo,
onde 6;, H; sao as componentes de V, H na base canonica de R™. Somando em i, ficamos

com

/M Z dil(z — z0)iA(p — )] do = — /M Ap — r)goz Hi(x — x0); do. (2.2)

Agora, precisamos encontrar a i-ésima coordenada de V1. Temos
Vi = Ap = 1)V (@ = 20)i + (v — 20)ipA (0 = 1)V (p = 1) + (x — 0)iM(p — 1) Vp.

Pela proposicao temos

Viz—zo)i = Tglgm@ts(x l‘O)ia_i
n m Tsa Za ; n i
—~ ox;
Vip=r) = P (p— | - wol) 5 e
p—r ;Tglg atsp xr — Xo 8tre
- - s - a 8938;51
= XXX gl
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=1

Assim, para cada i,

b = Mp—r)ed" — (=o)X (- 1) S TG o) - s
j=1

Somando em ¢ e usando a proposicao [1.1.1], temos

n

S0 = Ao 3 () 30 R

r r

i=1 ij=1
+ Z(a: —Zo)iAp —1)dip
i=1

|z — x0?

mA(p =) = rX (p = 1)k + Mp =) 3 (e — )i,

v

= mAp—r1)p— gor/\/(p —r)+Np—r7) Z(x — 20)i0i¢p

=1

Substituindo na equacao ([2.2)),

_/ /\(p—r)goZHi(x—xo)idU > m/ )x(p—r)gpda—/ roX (p—r)do +
M i=1 M M

Ap—r) Z(:c — )00 do,

i=1

_|_

—

dai,

M, (p) — /M roX(p—r)do < — [ Mp—r)p Y Hix —xo)ido —
=1

n

Ap—r) Z(m — x9)i0ipdo

i=1

Mp —r)p(H,x — x0) do —

I
|
N

Ap —r){x —x9, V) do

< Ap —r)p|(H, x — x0)| do
M

+

/MMp—r)ux—xo,wndo
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M, (p) = / reX(p—r)do < / Ap —r)elH|lx — xo| do +

M M
+/ Ap —r)|x —xo||Ve|do
M

= [ Mo =)l + | HIg) do

M
Como A(p—7) >0e X (p—17) >0 (pois A(t) é ndo-decrescente), para r < p, temos que
rAp—=1) <pAp—71) e N (p—1) <pXN(p—7). (2.3)

Para r > p, temos A(p — r) = 0, e as desigualdades (2.3)) seguem trivialmente. Com isso,

obtemos
MPre(p) — /Mpsox(p —r)do < /MP)\(P —1)(|Ve| + [H|p) do,
isto é,
My (P) = PPy (P) < Py (p)-

Logo,

d <%0(P)> _ 1 (mea(p) _pei(p)) 1 (p%o (p)) _ u(p)

dp \ pm P pm P T e\ pm pm

[ |

Lema 2.1.2 Sejam ¢ como no Lema e xg € M tal que o(xg) > 1. Defina @zo,axo em
(0, 400) por

Bu () = / el

Do) = / 9o+ |Hle(@) do(r)

onde S,(z0) = {x € M : |z — xo| < p}. Entdo, existe p tal que 0 < p < 2[w;! [,, pdolm e

1

m

Py (4p) < 4™ [w;f /M sodo] by, (),

onde w,, denota a medida de Lebesque da bola unitaria em R™.

Demonstracao. Sejam ¢, 1,, como no Lema entao

d (%o(p)) < wxo(ﬂ). (2.4)

S dp \ pm pm
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Seja po = 2[w;, [y, pdo]w > 0. Assuma que t € (0, po). Integrando (2.4) no intervalo (¢, o),

obtemos
PO
t 020 (1) — po "o (P0) < / P~ " a (p)dp
t
Dali,

PO
M n(®) < oy 0m(p0) + / 7 (0)dp (2.5)

Agora, seja € € (0,t) e suponha que a fungdo A que aparece na definigao de ¢,,, ¥, € tal que

A(t) = 1,Vt > e. Entao,

eal®) = [ prt-ndr= [ pwre-rdo (26)
MﬁSt(.to)

= / YA(t —r)do + / o)At —7r)do  (2.7)
MNSy_c (o) MN(St(20)\St—e(20))

= x)do + / e(x)A\(t —7r)do (2.8)
MNSt—e (o) MNO(St(20)\St—e(0))

>/ 2)do =B, (t —e). (2:9)
MNS: 5(330

onlp0) = / o(a)do + / SNy —r)do (2.10)
MnNSp,—e (o) MN(Spg (20)\Spg—e(x0))

< / go(x)da—i—/ o(x) do (2.11)
MNSpy—e(0) MN(Spy (20)\Spg—e(0))
_ / (@) do =, (po) (2.12)
Mﬂspo(xo)
e
Uao(p) = M|V90 x)| + |H|p(x)|A(p —r) do
- / IVio(a)| + | Hlp@)Alp — 1) do
MnNS,(zo)
_ / V(@) + | Hlp()] do
Mﬂsp_g(afo)

+

/ IVe(z)| + [Hlp(@)\p — ) do
MO(S,(20)\Sp—<(z0))

= /M V@)l [Hlp() do + / V()| + | Hlp(x)] do

MN(Sp(x0)\Sp—e(x0))



bolp) < /M oo [ + o] do = T o)

Substituindo essas estimativas em ({2.5)), obtemos

timaxo (t - 8)

PO
< po " Puy (Po) + / p~ ", (p)dp.
0

Como t < pg e € € (0,t) sao arbitrarios, segue que

t€(07p0)

PO _
sup 7", (t) < po " Puy (p0) + / p~ "y, (p)dp.
0
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(2.13)

Suponha, ao contrario do estabelecido no lema, que ¢, (p) < 2.4™™p; "B, (4p),V p € (0, po).

Entao,
PO _ L[
/ p "y, (p)dp < 2.47py / P "By (4p) dp
0 0
1 ) 4po0
S (o AR MO
0
1 ) [ [rpo +oo
< gt | [ e [ 0]
LJ O
1,0 oo
< 5[)51 / "B, (¢ dt+/ gpda/ tmdt}
LJ O
1 —1 i m
< 5P |Po sup ¢ soxo(t)Jr—lpo s@da :
t€(0,p0)
Segue de (2.13),

1 m-—
5 sup t SOCC() (t)
t€(0,p0)

Substituindo po,

sup ¢t "%, (t)

t€(0,p0)

1
<oty (14— ) <,
- W (+2(m—1)> v

Usando o Lema e a suposicao ¢(xg) > 1, obtemos

1
sup —
te(0,0) 1"

pdo < lim —U(Sp(%»
Si(x0) p—07F p

)
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que é uma contradicao. m

Demonstragao. (Teorema [2.1.1)) Suponha, inicialmente, que p = 1 e, sem perda de

generalidade, ¢ > 0. Usando um argumento de cobertura e o Lema [2.1.2] provaremos que

o({z € M: p(z) > 1}) < 4™ <wm1 /Mg0d0'> " /M<|w\ + | H]p) dor (2.14)

Suponha que A = {z € M : ¢(x) > 1} # (. Para cada x € A, sejam p,(p) e ¥,(p), como
no Lema [2.1.2 e J = (w;,;! fMgodJ)l/m.

Sejam p; = 4271 J1=1,2,... ¢
_ — 1
A; = {1‘ € A:p,(4p) <4™JY,(p), para algum p € (épz-,pz} } :

Segue do Lema que A= J2, A

Defina indutivamente a sequéncia %y, %1, ... de subconjuntos de A como a seguir:

i) Fo=10

ii) Seja k > 1 e suponha que %, ..., #,_1 estdao bem definidos. Seja

By = Ai \ U U Seni(@).

=0 z€.%;

Se By, = (), entao .%, = (). Se By, # (0, entao escolha .%; um subconjunto finito de By, tal

que By C U,z S2.(7) e os conjuntos Sy, (), com x € Fy, sdo dois a dois disjuntos.
Entao, valem as seguintes propriedades:

(a) F C A, parai=1,2,..., pois # C B; C A;;

(b) A c U= Usez, S2p.(2), pois se x € A, entdo x € Ay, para algum k, assim z €

U Unes, S2pi(2) ou @ € By € U,ez, Sopi(2); €

(c) os conjuntos da colecao enumeravel S, (z),z € .%;,1 = 1,2, ..., sdo disjuntos.

Por (a), temos, para cada = € %,

B.(4p) < 4™ TP, (p), (2.15)
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para algum p € (%pi, pi}. Como 2p; <4p e p < p;, temos que

P.(2p:) = / pdo < / pdo =,(4p),
Sap; (@) Sip ()

Tlp) = / IVl + |Hol) do < / IVl + | Hel) do = T, (1)

Sp(2) Sp; ()
e segue de (2.15)) que

5,(2p;) < 4™ JY,(p;), para cada x € .Z;. (2.16)

Somando sobre todo x € .%;,i = 1,2, ..., usando as propriedades (b) e (c) e (2.16)), obtemos

o0 oo

o00) < Yol <Y [ oo (2.17)
i=1 i=1 2p; \ T
< 1y [ Vel e do (215)
i=1 Y Sp; ()
< 477 [ (Ve + |Hol)do (2.19)
M

onde My ={z € M : p(x) > 1}, o que demonstra (2.14)).

Agora, sejam a,& > 0 constantes arbitrarias e A € C*(R) uma funcao nao-decrescente
tal que A\(t) = 0 parat < —e e A(t) = 1 para t > 0. Tomando A(¢ — a) no lugar de
@, temos que A(¢ —«a) = 1 (ou > 1) quando ¢ — a > 0, isto é, ¢(x) > «, ou seja,
z € M, ={x € M: ¢(zx) > a}. Substituindo em (2.19), obtemos

1/m
o(M,) < 4™ [wr_nl /M)\(gp — ) da] ./M[|V()\(g0 —a))|+ |H|Mp —a)]do (2.20)

= | [ Mp - a)ao] " [ o= )il + 11 - )l do.(22)

Multiplicando ambos os lados de (2.21)) por o'/™= usando que 0 < A(t) < 1,Vt, e que
My —a)=0para ¢ —a < —¢ (@ > ¢ +¢), temos
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1/m
041/(m_1)0'(Ma) < 4ma1/(m—1)w;bl/m [/ /\(90 _ Oz) dO'] %
M

isto é,

< /M N (0 — )|Vl + [HIA(p — )] dor
1/m
= 4ml/m=Dy,-1/m {/ Ay —a) da} X
x /M N (0 — )|Vl + [HIA(p — )] dor

1/m
4mw;L1/m |:/ am/(m—l) d0':| %

< /M N (o — )| V| + [HA(p — )] do,

IN

1/m
@) < s | [ ey as| [ V(e - Tl 4 HIG - o
M M

Integrando a desigualdade em (0, 400) com relagdo a a e usando que

(S

/;OO M — a) do

obtemos

<
<

—+o00

/OmX(so—a)da =-ANe-a)| =Ap) <1

0

al(p — ) oo—i—/OJFOOOA)\/(go—a)da:/;Ooa)\l(gp—a)da
40 [ Vo= (e rANo-a)| = e+
P +e,
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+o00 l/m
/ oM VoM da < 4mw /M {/ (¢ + )™/ (m=D) da} X
0
+oo
/ / — )|Vl + | H Mg — o) doda
1/m
— 4™y —1/m |:/ (904*6)7”/ (m—1) dO':| %
+oo +oo
/ [|Vg0|/ —a)da + |H|/ — oz)doz} do
1/m
< 4mytim {/ (¢ + &)™/ (m=b) da} / [Vl + |H|(¢ +¢)] do.
M M

Pela féormula da coarea,

+oo +o0
/ oM Ve (M) da = / ot/ (m=1) / V| do do
0 0 {o=a}

+oo
= / / oV | do da
0 {p>a

}
“+00 e’}
/ (m=1) 47 da
0 —o0 a}

Fazendo ¢ — 0, obtemos

3 1/m
M M

m M

1_L
(/ o™ (m=1) da) S4%;11/ml/ (IVo| + |H|g] do
v m—l M
1/1*
( / o da) <c / Vel + | Hlo do
M M

Para o caso p € (1,m), tome ¢ = ¢, vale que

Dali,

Logo,

1
£

([ 1ova0)” < [ (i + e



Temos que V(%) = ap® V. Assim,

li*
( [ da) < Ca [ Vel o+ [ el do
M M M

Tome o = p*/1*, com p € (1,m), entdo a = ’;nm—__]f > 1. Usando a desigualdade de Holder,
1/1*
([reran) < ca( [ 1vellgmdo s [ 1arelieian)
M M M
1/p 1/q
< Ca (/ Vel? dU) </ le(a‘”q> +
M M
1/p 1/q
| Ca (/ Hel? da) (/ |<p|<a—1>q>
M M
1/q 1/p 1/p
Ca (/ le(a‘”q) [(/ |V90|pd0> + (/ |H90|”d0> ] ,
M M M

1 1
onde — + — = 1. Observe que
p q

= 1=p o )e=r
Dai,

o que implica

([ 10

) =3 1/p 1/p
P da) < Ca (/ |Vl? da) + (/ |H P da) :
M M

Portanto,

(/M|90|p*dg)l/p* < C(m,p) [(/Mwﬂpdg)l/er (/M|ng|f’da)l/p],

como queriamos demonstrar. m

32
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2.2 Uma Desigualdade do Valor Médio para Funcoes

Subharmonicas

Para cada fungao h € C*(U), Ah ¢ definido por

Ah(x) = Z 3V (x) az;xj (x) + Z Hl-(a:)g—:Z(a:)

1,j=1 7=1

para x € M.

(2.22)

Definicao 2.2.1 Uma funcao real x em M é chamada fracamente subharmonica se é o-

integravel em M e
/ x(z)Ah(x)do(z) > 0
M

pra cada funcao nao-negativa h € CZ(U).

(2.23)

Observacao 2.2.1 Toda func¢ao subharmonica € fracamente subharmonica. De fato, sejam

u € C* uma fungao subharmonica, isto é, Au >0, e h € C3(U) uma fungdo nao-negativa.

Temos

/hAuda = /dz’v(hVu)da—/(Vh,Vu)da
M M

M

_ /8 {nVuv)do / (Vh, Vu)do

M

= —/ (Vh,Vu)do,
M

da mesma forma

/uAhda = /div(th)da—/(Vu,Vh)da
M M

M

= — / (Vu, Vh)do,
M

logo,

/uAhda:/ hAudo > 0,
M M

1sto €, u € subharmonica.

O lema seguinte sera usado na demonstracao do resultado principal desta secao.
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Lema 2.2.1 Sejam A € C*(R) uma func¢ao nao-decrescente tal que A(t) = 0 quando t < 0,
e x uma funcdao nao-negativa fracamente subharmonica em M. Para cada xq € M, definimos

903607 wl‘o por
0ro(p) = /M W@)A(p — ) do(z)

buo(p) = /M ©(@) [ H(@)|Mp — ) do(z),

onde r = |z — xo|. Entao,

d QDIO(P)) —m—1 /p /
(T ) < t (t) dt
dp ( p" 0 o)

para cada p € (0,d), onde d = dist(xg,0U).
Demonstracao. Seja v definida em R por

Y(s) = /OO IA(p— 1) dt.

Como ' (r) =rX(p—7r) ey (r) = Mp—71)+7rX (p—7), segue que ¥(r), onde r = |z — x|,
é C*(U). Quando s > p, temos y(s) = 0, isto ¢, se p < d, entao y tem suporte compacto em
U. Assim, quando p < d, podemos calcular Avy(r) usando (2.22)). Temos

5000 =7 ) 5 = =A== = =)o =)
T~ (0 = 5= e~ )
= (=) =) A=) o =), )

or

_ <—(x —20); X (p—7)5

i + Ap — r)5z~)

= \ (p — r)(x — xo)j . . - /\<P - T)(Sijv



logo,

260D = 3 g (No= e =, EEEE A -, -

4,j=1

- ZHJ‘)\(P —7)(x — @0);

_ ’T’X(p—’f’) Zgij(x_rx())i(x_xo)j _A(p_T)Z§ii_

- T
,5=1

n

~“Mp—1)> (= 0); H;.

j=1

Usando a Proposicao [1.1.1}, obtemos

A(y(r)) < rA(p—r)=mAp—r)+Ap—r){(—H,z — o)
< rA(p—r)=mAp—r)+Ap—r)|H|r
Por (2.23),
0 < [ xab
< /M (X (p = 1) = mA(p = 1) + A(p — 7)|H|r) do.

o que nos da

m/ X)\(p—r)da—/xr/\’(p—r)da < /X|H|T)\(p—7")da,
M M

M

isto é,

m%o(p)—/MXT/\'(p—T)dU < /MXIHIM(p—T)dU-
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(2.24)

Observe que derivando A (com relacio a p), temos que A (p — r) > 0 (pois A é nao

decrescente). Assim, para r < p, temos

’

rX(p—1) < pX(p—1),

para r > p, (2.25)) segue trivialmente.

(2.25)



Com isso,

/XM'(p—r)dU < p/x (p—r)do
M M

/Mx|H|r)\(p—7“)da = /X|H|/ (t —r)dtdo
< /X\H|/ Nt — 1) dt do
= / /X|H|)\ (t —r)dodt
= [

0

Consequentemente, (2.24)) nos dé

’ p ’
MPro(0) = PPy (P) < /O t,, (1) dt

e obtemos
d (goxo(p)) _ [P n(P) = puy (p)mp™
dp pm p2m
P (mpay (p) — P, (P))
- p2m
p !
< pmt / thy, (t) dt
0

[ |

Corolario 2.2.1 Se as hipoteses do Lema|2.2.1| sao satisfeitas, entao

d (pro p)) Vo (p )
Cdp\ pm ) T pm

para cada p € (0,d).

36
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De fato,
P p
| e <p [T0l @ dt = pon(o)
0 0
dai,
d %o(p)) S /p / -

Observe que se existe uma constante A tal que |[H| < A em M, entao 1,,(p) < Apy,(p)
e, segue do Corolario [2.2.1], que

Integrando no intervalo [t, p], onde t € (0, p), obtemos

“log (“"‘”pf)—“))) +log (“"—“)> < Ap— At < Ap,

m tm

como a exponencial é crescente,

pm tm ’
isto é,
Puo (1) < Me P (P) ’
tm - pm
dai,
sup P (t) S eAp X Pzo (P) 7
te(0,p) " p"

para todo p € (0,d). Escolhendo A tal que A(t) = 1, quando t > ¢, e fazendo ¢ — 07, segue
que

X (o) < e™wtpg™ / X do,
Spo (o)

pela expansao da série de Taylor,

A Ap)? Ap)™
X(7o) < 1+1—'|0+(2[|)) —I—---+%+...]w;ﬂlp—m/ x(x)do(x).
! . m: Sp(IEO)

O teorema a seguir mostra que esse resultado pode ser melhorado.

Teorema 2.2.1 Seja x uma funcdao nao-negativa fracamente subharmonica em M e suponha

que existe uma constante A tal que |H(z)| < A, Vo € M. Para cada xog € M, seja d(xg) =
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d(xg,0U). Entao, para quase todo xq € M e todo p € (0,d(x)), temos

x(zo) < {1+%+ <A2’f) ot (ATS? }wlpm /gp<x0)x<x) do(x).

Demonstragao. Sejam ¢,,, 1, como no Lema [2.2.1 Desde que |H(z)| < A, temos

Uno(p) < Mg, (p) €, pelo Lema 2.2.1]

d sﬁxo(p)> - _1/” /
< Ap™™ tp,, (t)dt, 2.26
dp< P 0 () (2:26)

para cada p € (0,d(xg)). Sejam py € (0,d(xp)) e, para 0 < s < m,

po po
T, = / [/ tp,, (t) dt} p L dp.
0 0

Integrando ([2.26)) no intervalo (t, po), com 0 < t < pg, obtemos

90330( ) Pz (pO)

t PO P ,
- < A/ [/ 0, (1) dt} p~ ™ dp
tm Po t 0

) ro
< A / { / tgoxo(t)dt] p " Vdp = AT,
0 0
ou seja,
) _ Paolpo) |y (2.27)
t Po
Usando integracao por partes, temos
) ro
T, = / ! t%()dtdp (2.28)
0
1 po ) ,
=~ [Tt / (=570 o () dp (2.29)
0 0
PO ,
= = [ e s [T 0 (2.30)
0 0
< sl/ P, (p) dp (2.31)
0
PO 0
= o] = [ =S do (2:32)
0
0

PO
= s (po) £ s (s — 1) / e (0) dp. (2.33)
0



Agora, podemos escrever

Po P0
/ P Pae(p) dp = / P (P 0wy (p)) dp
0 0

dai, usando integracao por partes e a equacao (2.26)), obtemos

P0 Po
/ P Pae(p)dp = / P (0™ 0w (p)) dp
0 0

Substituindo em

T, <

_ pmferl p_mw / m s+1 P (p) dp
m—s+1 o m—s+1 pm
/ SA/ tgpxo dtdp]

= st [l <4 [ | [Tl o)
= (m—s+1)"[pg " @ae(po) + ATs_1].

(2.33)), teremos

S_lp[l)_sgpxo (Po) + 5_1(5 - 1)<m -5+ 1)_1[p(1)_890x0 (pO) + ATsfl]
1 1—s s—1 s—1
xX 1 * ATS,
s Po (pO(pO)(+m—s+1)+s(m—s—|—1) 1
m s—1

1-s
s(m — s+ 1)p0 #ralpo) + s(m—s+1)

< (m-s+1)7 [pl‘s%o

' ATsfl

para 1 < s < m. Combinando (2.36)), para s = 1,2, ...,m, com (2.27)), obtemos

{H Apo  (Apo) (Apo)m] 2ro(P0)

1! 2! m! v

Py (t)
tm
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(2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)

Agora, seja € € (0,t) e escolha A tal que A(t) = 1 quando ¢t > 0. A equagao (2.37)), usando
(2.9) e (2.12)), com y no lugar de ¢, nos da

A Apg)™
tm/ Xda§{1+@+ 4 Pol) }pom/ x do.
Stfa(-rO) 1 m. Sp()(x())

Como t € (0, pg) e € € (0,1), segue que

1! m!

A Apg)™
sup t_m/ x do < [ + — Po + ...+ (Apo) } pgm/ x do,
Si(zo) Spo (wo)

tE(O»PO)
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o que implica

A Apo)™
sup max{x(x)}t_m/ do < [1 + # + ...+ ( Po') ] pgm/ x do,
tE(0,00) St(w0) St(wo) 1! m! Spp (o)

ou ainda

A Apo)™
lim max{x(x)}t_m/ do < [1 I LR (A o) ] pam/ x do.
t—0 S¢(z0) Sy (z0) 1! m! Sp(20)

Assim, pelo Lema [1.2.1],

A Apg)™
X(o)wm < [1+@+”.+( po,) }pam/ x do,
1. m: Spo(fﬂo)

isto é,

A Apo)™
X(xg) < {1 + # + ...+ ( '00‘) } wr_nlpgm/ X do.
1. m! Spo(wo)

Pela observacao [2.2.1], esse resultado também é valido para fungoes subharmonicas nao-

negativas.
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