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"congecturar - calcular conseqiiéncias - comparar com
experimentos” é saber quando vocé esta errado...Sua
conjectura €, na verdade, que algo é muito simples. Se
vocé nao pode ver imediatamente que estd errado, e se
¢ mais stmples do que era antes, entao estd correto.

Os sem experiéncia, os tolos, e pessoas semelhantes,
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imediatamente que eles estao errados, entao nao conta.
Outros, os estudantes inexperientes, fazem conjecturas
que sao muito complicadas, e isto aparenta como se
fosse tudo correto, mas eu sei que isto nao é verdade
porque a verdade é sempre mais stmples. O que nds
precisamos é 1maginacao, mas 1Maginacao em uma
terrivel camisa de forca. Precisamos encontrar uma
visao do mundo que concorda com tudo que é conhecido,
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RESUMO

Nesta tese de doutorado investigamos diversos experimentos que exploram o momento
angular orbital da luz e a difracao de Fraunhofer. Nossas investigagoes abrangeram desde
propagacao coerente, passando por propagacao incoerente, chegando a estados
semicldssicos usados para explorar uma questao fundamental da mecénica quéntica, a
saber, a regra de Born. Portanto, no que concerne a propagacao de luz coerente com
momento angular orbital, estivemos envolvidos primeiramente com estudos da difracao de
Fraunhofer deste tipo de luz, por uma fenda simples e por uma abertura quadrada. No
primeiro trabalho estudamos a difracao de Fraunhofer quando o centro da fenda estd
alinhado com o centro do vértice e quando estd deslocado do centro do vértice. Quanto ao
trabalho relacionado & abertura quadrada, mostramos que a difracao de Fraunhofer por
tal abertura nao permite caracterizar a carga topolégica. Prosseguindo os trabalhos,
investigamos também a difragao no plano de Fraunhofer de luz com momento angular de
carga fraciondria no plano real. Um interessante fendmeno, o nascimento de um vértice,
foi estudado no plano de Fraunhofer, mostrando novas conclusoes nos estudos
relacionados a carga fraciondria. Nossos estudos continuaram com a propagacao de
Fraunhofer de voértices em luz incoerente, revelando fortes correlacoes entre vortices
incoerentes. Por fim, exploramos aspectos semicldssicos da luz com momento angular
orbital. Primeiramente, a determinacao da carga topoldgica via distribuicao de
probabilidade espacial de deteccao de fétons difratados por uma abertura triangular.
Posteriormente, a validacao da regra de Born utilizando difracao, por trés fendas simples
dispostas na forma triangular, de fétons com uma fase extra, ou seja, a fase azimutal,

adicionada & fase de caminho.

Palavras-chave: Vértices 6ticos. Difragao. Aberturas. Momento angular orbital. Carga

topoldgica. Fétons. Regra de Born.



ABSTRACT

In this doctoral thesis we investigate several experiments exploring the light orbital
angular momentum and the Fraunhofer diffraction of light. Our investigations goes from
coherent propagation, continue through incoherent propagation, arriving at semiclassical
states used to explore one fundamental problem in quantum mechanics, i. e., the Born’s
rule. Therefore, concerning coherent propagation of light with orbital angular momentum,
we were first involved with studies about Fraunhofer diffraction of this type of light, by a
single slit and by a square aperture. In the former work we studied the Fraunhofer
diffraction when the slit center is aligned with the vortex center and when it is out of the
vortex center. Concerning the work related to the square aperture, we show that the
diffraction by such aperture is not sufficient to characterize the topological charge.
Continuing the works, we also investigate the Fraunhofer diffraction of light with orbital
angular momentum of fractional topological charge in the real space. An interesting
phenomenon, the birth of a vortex, was studied at Fraunhofer plane, showing new
conclusions in the study of fractional topological charges. Our studies continued with the
Fraunhofer propagation of vortices in incoherent light, unveiling strong correlations
between incoherent vortices. Finally, we explored semiclassical aspects of light with
orbital angular momentum. Firstly, the topological charge determination via the spatial
probability distribution of detection of photons diffracted by a triangular aperture. After,
the validation of the Born’s rule using diffraction, by three slits disposed in a triangular
configuration, of photons with an extra phase, i. e., the azimuthal phase added to the

path phase.

Keywords: Optical vortices. Diffraction. Apertures. Orbital angular momentum.

Topological charge. Photons. Born’s rule.
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1 INTRODUCAO GERAL

Campos eletromagnéticos podem transportar energia, momento linear e momento angular
[1-3]. Com relagao ao transporte de energia pelos campos, pela lei de Gauss da teoria eletro-
magnética as fontes dos campos elétricos sao as cargas e a energia armazenada em campos
elétricos vem do trabalho necessario para montar uma determinada distribuicao de cargas que
sofrem agao da forga de Coulomb. Por outro lado, pela lei de Ampére, as correntes sao as fontes
dos campos magnéticos. Para ligar uma corrente de cargas devemos variar a corrente de zero
até um valor constante final. Durante esta variacao, produzida por uma forca eletromotriz,
sempre existe uma forga contra-eletromotriz que se opoem & variagao de corrente. Segundo
a lei de Faraday, a forca contra-eletromotriz vem do campo elétrico gerado pelo campo mag-
nético varidvel durante o tempo em que a corrente é ligada. Entao, é o trabalho necessério
para compensar a forca contra-eletromotriz que é responsédvel pelo armazenamento de energia
no campo magnético.

Em relagdo ao momento linear, Kepler foi o primeiro a sugerir que as caudas de cometa
vistas saindo do sol ocorreriam devido ao fato de a luz transportar momento linear. A troca
de momento linear com a matéria produz forcas devidas a pressao de radiacao. Nos tempos
recentes, o momento linear da radiacao foi explorado no aprisionamento e armazenamento de
atomos [4,5].

Por fim, em relacao ao momento angular da luz, é sabido que este tem duas componentes:

o momento angular intrinseco ou polarizagdo e o momento angular orbital (MAO). Em relacao
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a primeira componente, Poynting, em 1909, pioneiramente demonstrou teoricamente que luz
circularmente polarizada poderia transferir um momento angular de i por féton para uma
placa de quarto de onda [6]. Um elegante experimento foi feito por Beth, usando uma placa
quarto de onda pendurada em uma balanga de torgao [7,8]. Experimentos similares foram
repetidos em telas metélicas no regime de microondas por Carrara em 1949 [9].

A segunda componente estd associada a distribuicao transversal do campo elétrico e é
principalmente com ela que estaremos lidando nesta tese. O estudo do MAO da luz comegou
em 1992 com Allen et al. [10]. Eles mostraram que feixes Laguerre-Gauss (LG) podem ter
MAO. Estes feixes tém um perfil transverso de intensidade circularmente simétrico ao longo do
eixo de propagacao e sao caracterizados por dois indices inteiros p e m. O primeiro é o indice
radial, com p+ 1 denotando o nimero de anéis de intensidade no perfil transverso. O segundo
é o indice azimutal m, usualmente conhecido como carga topolégica (CT), caracterizando a
dependéncia de fase azimutal exp (im¢). Este tipo de feixe tem um zero de intensidade no
centro do padrao para m # 0. Neste ponto existe uma singularidade de fase, chamada vértice
6ptico. A variacao total de fase numa volta completa em torno do vértice é igual a 2mr.

O estudo e exploracao de luz transportando MAO ¢é uma linha de estudos continuamente
crescente e que hoje faz parte do campo mais amplo chamado luz complexa que abriga vérias
linhas de pesquisa. Muitas aplicacoes para o MAO da luz tém sido delineadas no campo de
aprisionamento 6ptico de pequenas particulas por pingas 6pticas [11,12]. Por outro lado, a ex-
pansao dos estados de momento angular orbital em um espaco de Hilbert de dimensao infinita
abre novas oportunidades para a computacao quantica, criptografia quantica e armazenamento
de dados [13,14]. Podemos ainda citar uma nova linha de investigacao: as andlises de luz com
MAOQ vinda do cosmos [15]. Por exemplo, a luz pode ganhar MAO enquanto atravessa o meio
interestelar turbulento ou passa préximo a um buraco negro girando rapidamente, ou grandes
explosoes de corpos no cosmos poderiam gerar luz com MAO e este conteiido de MAO poderia

ser detectado.

Instituto de Fisica - UFAL
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Uma primeira abordagem no estudo de luz complexa é caracterizar o MAO de um feixe de
luz. Inicialmente usou-se o método interferométrico que faz uso de um feixe referéncia [16-19].
A interferéncia entre um feixe com vortice e uma onda plana produz franjas de interferéncia
que apresentam bifurcacoes no ponto onde estd a singularidade de fase do feixe com vértice.
Contando-se o nimero de bifurcagdes é possivel determinar a carga topoldgica associada ao
vortice [16]. Por outro lado o método interferométrico foi explorado para fazer a separagao
(“sorting”) de fétons com diferentes OAM [18]. Esta abordagem faz uso de um interferometro
de Mach—Zehnder com um prisma de Dove em cada brago. Se o estado for uma superposicao
de modos com CTs par e impar, os fétons com TC par aparecem em uma das portas de saida
do interferometro e aqueles com CT fmpar aparecem na outra porta de saida. No entanto,
um esquema geral envolvendo separacao entre fétons de CT arbitrdria, requer um nimero
grande de interferémetros e prismas de Dove e manter um alinhamento estével se torna dificil.
Outra abordagem explorada para caracterizar o MAO consiste em utilizar técnicas difrativas,
as quais nao fazem uso de um feixe referéncia e nao requerem alinhamentos cuidadosos como
as que usam interferometros [20-27]. A difragao de um feixe com MAQO por uma fenda simples
foi proposta como uma maneira de medir a sinal e o valor da carga topolégica do feixe [20]. No
entanto, este método é capaz de analisar apenas carga topolédgica de valor +£1. Outro método
explorou a difracao por uma fenda dupla utilizando feixes LG, onde a inclinagao nas franjas,
devida ao MAO desses feixes, poderia ser utilizada na medida da carga topoldgica [21]. Porém,
observamos que esta técnica é muito limitada, servindo apenas para detectar a presenca do
MAOQO, nao sendo f4cil inferir valor da carga topolégica utilizando a inclinagao das franjas.

Na referéncia [22], os autores descrevem um sistema de muiltiplas aberturas circulares
dispostas circularmente sobre a frente de onda do feixe em torno da singularidade de fase, que
eles chamaram de interferémetro de multiponto (MPI) e mostraram que este pode ser usado
para medir o estado de momento angular orbital de feixes com frente de onda helicoidal.

Neste método, a carga topoldgica do feixe pode ser reconhecida de acordo com o fato de

Instituto de Fisica - UFAL
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que diferentes valores para carga topolégica correspondem a diferentes padroes de difracao do
campo distante, apés o feixe passar através do MPI. O problema é que analisando os padroes
de difragao do campo distante de um MPI, iluminado por um feixe Laguerre-Gauss de alta
ordem, nao é possivel caracterizar a carga topolégica do feixe difratado devido a ambigiiidade
dos resultados. O método da referéncia [23] que utiliza uma grade de difracdo para detectar
vortices tem baixa eficiéncia. Jd o método que emprega a difragao por uma abertura anular [24]
além de nao ser um método direto nao permite sabermos o sinal da carga topoldgica. M. J.
Padgett et. al. [26] utilizaram um método que emprega transformagoes conformes aplicadas
sobre o feixe. Os autores realizaram o experimento em intensidade muito baixa da luz para
sugerir que o método permite determinar a carga topolégica de um tnico féton em cada evento
de detecgcao. No entanto, este método emprega dois moduladores espaciais de luz, nao sendo,
portanto, um método simples.

Finalmente, vale ressaltar a técnica difrativa demonstrada recentemente usando uma aber-
tura triangular [25]. Este trabalho mostrou que o valor e o sinal da CT de um feixe com
MAO podem ser obtidos sem nenhuma ambigiiidade e de forma direta e simples. A difracao
de um feixe de luz com MAQO produz um padrao triangular truncado na forma de uma rede de
méximos de intensidade. Sendo N mimero de méximos de intensidade no lado do padrao, a
carga topologica do feixe de luz é dada por m = N — 1. Motivados por este trabalho também
estudamos a difragdo de Fraunhofer de um feixe com MAO por uma fenda simples [28,29] e
por uma abertura quadrada [30,31]. A difragdo de Fraunhofer pela fenda simples foi utilizada
para explicar o padrao de difragao pela fenda triangular. Ja o trabalho da difragao por uma
fenda quadrada, estuda a difracao por outra abertura poligonal regular além da triangular
equildtera. Observamos que estas duas aberturas poligonais regulares sao as tnicas formas
geométricas regulares que podem gerar uma rede de méximos de intensidade no padrao de
difracao de Fraunhofer. No entanto, a fenda quadrada somente forma uma rede quadrada

truncada para CT par, nao sendo possivel determinar CTs impares pela andlise visual de uma
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rede de méaximos de intensidade.

Outro aspecto da difragao de luz com vértice é a difracao de feixe LG com CT fraciondria
[32-39]. Em um artigo pioneiro [32], Berry estudou teoricamente a evolugao na propagacgao de
ondas com vértices 6pticos de CT inteiras e nao inteiras. Um resultado notédvel foi obtido para
o caso de vortices de CT nao inteira. Berry mostrou que o nascimento de um vértice dentro
do feixe ocorre quando o valor fraciondrio da CT atinge e passa a metade de um valor inteiro.
Este resultado foi confirmado experimentalmente por [33,34] e, recentemente, por [35] usando
uma abertura triangular, depois do trabalho de Hickmann et. al. [25]. Interessantemente,
todos os trabalhos sobre o assunto foram realizados longe da zona de Fraunhofer. Aqui,
apresentamos um novo ingrediente para este problema. Nossos resultados mostram que, no
plano de Fraunhofer do feixe com CT fraciondria, nao é possivel caracterizar o nascimento de
um vortice como um evento que ocorre apenas para valores de CT maiores ou iguais a metade
de um inteiro.

Em geral, a criagao de vortices 6pticos estd diretamente ligada a fontes de luz coerentes,
onde a fase ¢ bem definida. O estudo de vértices 6pticos em luz incoerente [40] levou a uma
nova linha de estudos: os vértices de coeréncia [41-48]. Este tipo de vértice ndo pode ser visto
na intensidade, mas a funcao de correlacao entre um campo de luz com vértice e outro campo
referéncia tem um vértice bem definido, o chamado vértice de coeréncia. Este é um assunto que
vem sendo muito explorado devido a sua utilizacao para identificar padroes vindos do espaco.
Estudos mostram que existe formacgao de vortices nas explosoes que ocorrem no espago. Medir
esses vortices poderd abrir novos caminhos de interesse a astrofisica. Ressaltamos o fato de que
estes vértices sao gerados por luz completamente incoerente. Existem trabalhos ao longo dessa
linha de pesquisa [45,48], mas uma técnica eficiente e simples que possa medir o MAO de luz
incoerente ainda nao foi apresentada. Isto nos motivou a empregar a abertura triangular como
uma maneira de identificar correlacoes em campos incoerentes com estatistica pseudo-térmica.

E possivel vislumbrar também algumas aplicacoes na mecanica quéantica fundamental. O
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experimento da dupla fenda em nivel de um unico féton [49] ou elétron [50] tem sido exper-
imentos quanticos onipresentes [51] onde a fase de caminho executa um papel fundamental.
Por poutro lado o MAO [10] de elétrons [52] ou fétons [53] trds uma nova dimensao [54] para
o problema da interferéncia quantica [55] com um novo grau de liberdade [56] associado a fase
espiral.

O problema quantico de interferéncia da dupla fenda com um unico féton [49] ou elétron [50]
¢ um importante experimento da mecanica quantica, segundo Feynman [57]. Durante os anos,
foram propostos e demonstrados muitos experimentos quanticos extremamente surpreendentes
e dificeis de entender como o experimento de escolha atrasada de Wheeler [58]; a interferéncia
fantasma [59]; o comprimento de onda de de Broglie de um pacote de onda de dois f6tons [60]; a
dupla fenda distribuida [61,62]; o apagador quantico [63], entre muitos outros. A extensao para
trés fendas paralelas tinha atraido pouca atencao, até seu recente uso original na verificacao
experimental da regra de Born [64] para um ponto correspondendo ao maximo de interferéncia
central.

A regra de Born estabelece que: a densidade de probabilidade de medida de um estado
quéntico é igual ao médulo ao quadrado da amplitude de probabilidade, isto ¢, médulo ao
quadrado da funcao de onda. Isto é ensinado no inicio de qualquer curso de mecéanica quéntica.
No entanto, a importancia do trabalho de Sinha et. al. [64] estd justamente na possibilidade da
violacao de tal axioma fundamental da mecénica quéntica. A regra de Born, como estabelecida
na mecanica quantica, prediz que a interferéncia quéntica, como no caso do experimento de
difragao da dupla fenda, sempre ocorre para pares de caminhos. Uma versao generalizada
da mecéanica quantica poderia introduzir miltiplos caminhos e permitir interferéncia de alta
ordem, violando entdo a teoria. Os autores do trabalho [64] realizaram um experimento
de tripla fenda com fétons e atingiram um valor menor que 1072 para a contribuicdo de
interferéncia de terceira ordem, ou seja, se existe ela deve ser menor que este valor. Isto nos

motivou a empregar feixes com MAO na verificacao dessa regra, onde obtivemos um limite para
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a contribuicao de interferéncia de terceira ordem, mas agora para uma regiao bidimensional,
em vez de apenas um ponto como na medida anterior.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 fizemos uma breve revisao
dos estudos anteriores sobre MAO nos aspectos que estamos interessados, comecando com a
separacao do momento angular em MAO e spin em campos eletromagnéticos. Prosseguimos
com o conceito de feixes de luz com MAO e como gerd-los. Por fim, brevemente repassamos
os trabalhos anteriores que trataram da caracterizacao do MAO da luz.

No capitulo 3 mostramos nossos resultados relativos ao nascimento de vértices no plano de
Fourier. A teoria e os experimentos mostram que no plano de Fraunhofer sempre se observa que
um novo vértice nasce, independentemente do valor da parte fracionéria da carga topoldgica.

No capitulo 4 discutimos nossos resultados relativos a luz pseudotérmica com MAO.
Mostramos que existem correlagoes fortes de luz pseudotérmica advindas da robustez do vér-
tice 6ptico. Essas correlagoes revelam MAO na funcao de coeréncia transversa entre dois feixes
espacialmente incoerentes com MAO. O MAO da funcao de coeréncia é delimitado pelo MAO
associado a cada feixe incoerente.

No capitulo 5 estudamos a difracao de luz de intensidade extremamente baixa, em nivel de
poucos fétons. Verificamos que a distribuicao de probabilidade espacial de fétons forma uma
rede triangular truncada de méximos de intensidade que nos permite obter o valor da carga
topoldgica dos fétons. Ademais, verificamos que é possivel discriminar estados de MAO em
superposicoes de dois estados quando a diferenga de CT é maior ou igual a 3.

No capitulo 6 utilizamos a técnica do capitulo 5 para fazer uma verificacao da regra de Born
para estados de fétons com MAQO no regime semicléssico. Por fim, no capitulo 7 apresentamos

nossa conclusao geral e perspectivas.
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2  MOMENTO ANGULAR OTICO: DEFINICAO, GERACAO E

CARACTERIZACAO

2.1 Introdugao

Existe uma analogia entre a ¢tica paraxial e a mecanica quéantica [65]. Observa-se que a
equacao da onda de Schrédinger é idéntica a forma paraxial da equacao de onda de Helmholtz,
com t substituido por z e o operador correspondente & componente z do momento angular
orbital representada na forma L, = —ihd/0¢. Essa analogia permite que alguns fendmenos
da dptica paraxial possam ser estudados usando o formalismo da mecénica quéntica. Isto foi
amplamente demonstrado por van Enk e Nienhuis que introduziram uma descri¢ao dos feixes
de laser por autofungdes [66] e por Nienhuis e Allen que compararam modos paraxiais e suas
propriedades com aquelas do oscilador harménico quantico [65]. Por outro lado, a propagagao
do spin e do momento angular orbital através de elementos épticos pode ser descrita através
de Matrizes de Jones generalizadas, sem qualquer referéncia a forma espacial do feixe [67].

A separagao do momento angular 6ptico nas partes spin e orbital, embora simples, nao
é livre de problemas fundamentais, pois tem sido sugerido que nenhuma destas quantidades
tem significado fisico, ou seja, que elas nao sao fisicamente observaveis [2]. Esta situacao foi
grandemente esclarecida por van Enk e Nienhuis, mas eles mostraram que um problema mais
dramatico surge do fato de que nenhuma destas quantidades é, de fato, um momento angular

(68, 69], pois suas formas quantizadas nao satisfazem as regras de comutagdo de momento
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angular da mecénica quantica.

Neste capitulo estudaremos alguns aspectos do MAO da luz que serao titeis para o entendi-
mento dos resultados apresentados ao longo desta tese. Iniciaremos com defini¢oes de alguns
conceitos bdsicos da teoria eletromagnética e, na sequéncia, veremos algumas propriedades
do MAO da luz. Por fim, abordaremos a criacao experimental dos feixes de luz com MAO e

faremos um estudo resumido dos trabalhos anteriores devotados & caracterizacao de tais feixes.

2.2 O momento angular de spin e orbital nas equagoes de Maxwell

2.2.1  As equacoes de Maxwell-Lorentz

As equagbes bédsicas do eletromagnetismo sao divididas em dois grupos. No primeiro, as
equacoes de Maxwell relacionam o campo elétrico F (?, t) e o campo magnético B <7, t) as

densidades de carga p (?, t) e corrente j <7, t>:

V-E (?,t) - 6—10[) (?,t) : (2.1)
V. B (?,t) = 0, (2.2)
VxE (?,t) = —%E (?,t) , (2.3)
v x B (?,t) _ 312%5 (F’,t) + ch?j (?,t) (2.4)

onde gy e ¢ sao a constante elétrica no vacuo e a velocidadade da luz no vicuo, respectivamente.

No segundo grupo, as equacoes de Newton-Lorentz descrevem a dinamica de cada particula

«, tendo massa m,, carga q,, posigao 1, (t,), e velocidade 7, (t), sob a influéncia de forcas

elétricas e magnéticas exercidas pelos campos
d2

Moz (t) = da [E (7 () 1) + T (1) x B (7o (), 1)] . (2.5)

Das equagoes (2.1) e (2.4) podemos mostrar que

0

Ep(?,t)%—Vj’(?,t) —0. (2.6)
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2.2.2 Algumas importantes constantes do movimento 18

Esta ¢ a equacao da continuidade e expressa a conservagao local da carga elétrica global,

Q- / Prp (7). (2.7)

As expressoes de p e j como fungao das varidveis das particulas sao

p(Fit) = ZQa(S (7" —7a (1)) (2.8)
j(? , t) = S qula (8) 3 (7= 7 (1)) (2.9)

Podemos mostrar que as equagoes (2.8) e (2.9) satisfazem a equagao da continuidade (2.6).
As equagoes (2.1)-(2.5) formam dois conjuntos de equagoes acopladas. A evolugdo do
campo depende das particulas através de p e j O movimento das particulas depende dos
campos E ¢ B. As equacdes (2.1)-(2.4) sdo equacoes diferencias parciais de primeira ordem,
enquanto as equagoes (2.5) sdo equagoes diferencias ordindrias de segunda ordem. Segue que o
estado global do sistema, campo + particulas, é determinado em um dado instante de tempo
to pelos campos E e B em todos os pontos 7 do espaco e pela posicao e velocidade 7,e v,de

cada particula a:
{E (?,t) B (Kt) 7 (t0) T (tg)} . (2.10)
E importante notar que, nas equacoes de Maxwell (2.1)-(2.4), 7 ndo é uma varisvel dinamica

(como 7,,), mas um parametro continuo denotando o campo em qualquer ponto do espago.
2.2.2  Algumas importantes constantes do movimento

Comecando com as equacdes (2.1)-(2.5) e as expressoes (2.8) e (2.9) para p e j, podemos

mostrar que as seguintes funcoes de E, B, 7€ U,:

_ 1, o [ 3 [m2/» 2732 (=
H = %:2771&11& (t) + 5 /d r [E (rt) +c°B (T,t)] : (2.11)
P o= mal.(t)+ 0 / d*rE (7,t) x B(7,t), (2.12)
T = S0 () x madia (8) + & / &P x [E (7.1) x B (7, t)] , (2.13)

«
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2.2.3 Potenciais e invariancia de calibre 19

sao constantes de movimento, isto é, nao dependem de t.

H ¢é a energia total do sistema global campo + particulas, P ¢ o momentum linear total,
e J & o momentum angular total. O fato destas quantidades serem constantes do movimento
resulta da invaridncia das equagoes do movimento com respeito as mudangas da origem do

tempo, da origem das coordenadas, e da orientacao dos eixos coordenados.
2.2.3  Potenciais e invaridncia de calibre

As equagdes (2.2) e (2.3) sugerem que 0s campos EeB podem sempre ser escritos na forma

!

B(Ft) = V (7. 1), (2.14)

X
E(Ft) = —%Mm)—w(m, (2.15)

onde A é um campo vetorial, chamado potencial vetor, e U é um campo escalar chamado
potencial escalar. Uma das vantagens de introduzir A e U é que as equagdes (2.2) e (2.3)
sao automaticamente satisfeitas. Outras vantagens aparecem na formulagao lagrangeana e
hamiltoniana da eletrodinamica.

Substituindo as equagdes (2.14) e (2.15) nas equagdes (2.1) e (2.4), obtemos as equagoes

do movimento para AeU:

VU (7, t) = —ip(F,t)—V-ﬁfT(ﬁt), (2.16)
1 92 2\ - 1 - - 10 .
(@5 7) A6 = Gien-v[v Ao ggumn]. @

as quais sao equacoes diferenciais parciais de segunda ordem e nao de primeira ordem como
as equagoes (2.1)-(2.4). Desde que 9*U/dt* nao aparece na equagao (2.16), esta equagao nao
¢ uma equacao do movimento para U, mas apenas relaciona U a 8/?/ Ot em cada instante
de tempo. O estado do sistema é agora especificado apenas pelas quantidades ff(ﬁ to) e
DA (7, 1o) /Ot para todo 7.

Segue que E e B sdo invariantes sob a transformacao de calibre abaixo, desde que as

equagdes do movimento para A e U (equagdes (2.16) e (2.17)) sdo invariantes e pelas equacoes
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(2.14) e (2.15) os campos E e B sio dados em termos de A e U:

— — —

A ) — A(Ft)=AF ) +VEF b (2.18)
UFt) — U (7t :U(f,t)—%F(f,t) (2.19)

onde F'(7,t) é uma fungdo arbitréria de 7 e t. H4 entdo certa redundancia nestes potenciais,
desde que os mesmos campos EeB podem ser escritos utilizando muitos potenciais diferentes
A e U. Esta redundancia pode ser reduzida pela escolha de uma condicao de calibre a qual
fixa V- A (o valor de V x A j4 ¢ determinado pela equacao (2.14)).
Os calibres mais usados sao o calibre de Lorentz e o calibre de Coulomb. O calibre de
Lorentz é definido por
10 .,

V- A(F )+ EEU (7,t) = 0. (2.20)

Podemos provar que é sempre possivel escolher uma funcgao F nas equagoes (2.18) e (2.19), tal
que a equagao (2.20) seja satisfeita para A" e U'. No calibre de Lorentz, as equagdes (2.16) e

(2.17) assumem uma forma mais simples:

OU(rt) = —p(r1), (2.21)
0
1T - 1 2/

onde 0 = §%/c20t? — V? é o operador d’Alembertiano. As equacdes de Maxwell por um lado
e a condicao de Lorentz por outro sao relativisticamente invariantes, isto é, elas mantém a
mesma forma apds uma transformagao de Lorentz. Por outro lado, o calibre de Coulomb (ou
radiagao) é definido por

V- A(Ft) = 0. (2.23)

Neste calibre as equagoes (2.16) e (2.17) se tornam

1
V2U(F7t) = _E_p(f;t)a (224)
0
QA = =7 - 2v2u@ (2.25)
mb= 5002‘} " ERIETREE '
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2.2.4 A notacao do espaco reciproco 21

A equagao (2.24) é a equagao de Poisson para U. A covarincia é perdida, mas existem outras
vantagens do calibre de Coulomb, como por exemplo, o fato de que este calibre ¢é 1til na

eletrodindmica quéantica.
2.2.4 A notacao do espago reciproco

Definimos a transformada de Fourier espacial como

— — 1 — L7 o
£ (kt) = W / d3rE (7, t) e T (2.26)
e sua inversa,
7 (= 1 5 (7 ik
E(7t) = o / &€ (kt) e T (2.27)

As equagoes dos campos no espaco reciproco podem ser obtidas notando-se que o operador
V no espaco real se transforma em uma multiplicagao por ik no espago reciproco. Logo, as

equacgoes de Maxwell (equagoes (2.1)-(2.4)), no espago reciproco, sao escritas como:

ik = = (2.28)

ik-B = 0, (2.29)

ikx & = —1.57, (2.30)

ikxB = %éﬂt%j‘ (2.31)
c €0C

E aparente nas equacoes (2.28)-(2.31) que £ e B dependem apenas dos valores de £ </¥>,
B (E), p (lg), e j(E) em um mesmo ponto k. O ponto sobre o simbolo que representa o
campo significa derivada temporal. As equagoes de Maxwell, as quais sao equagoes diferenciais
parciais no espago real, tornam-se estritamente locais no espago reciproco, o que introduz uma
grande simplificagao.

A equagao da continuidade (2.6) agora ¢ escrita como

—

ik-j+p=0. (2.32)

e
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2.2.5 Campos vetoriais transversos e longitudinais 22

As relagbes entre os campos e os potenciais se tornam

B = ikxA (2.33)
£ = —A—iku, (2.34)

e as transformagoes de calibre (2.18) e (2.19)

A — A= A+ikF (2.35)

U - UW=U—F (2.36)

e as equagoes (2.16) e (2.17) para os potenciais

1 — —
KU = 6—p+z’k;-,4 (2.37)
0
1% 55 1 - (- % 1
—A+kEA = —j—ik|ik-A+sU (2.38)
c? £0C? c2

2.2.5 Campos vetoriais transversos e longitudinais

Por defini¢ao, um campo vetorial longitudinal W (7) € um campo vetorial tal que

V x V() =0, (2.39)
o qual, no espago reciproco, se torna

if x Vi (F) = 0. (2.40)

Por outro lado, um campo vetorial transverso V| (7) é caracterizado por

V-V (7)) = 0, (2.41)
ik-V. (7F) = 0. (2.42)

Comparando as expressoes (2.39) e (2.40) ou (2.41) e (2.42) notamos que o nome longitudinal
ou transverso tem um significado geométrico claro no espago reciproco: para um campo vetorial
longitudinal, 17“ (E) ¢ paralelo a k para todo l;; para um campo vetorial transverso, v L (7) é

perpendicular a k para todo k.
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Da equacao (2.15) ou (2.34) conectando o campo elétrico aos potenciais, segue que

E, = —Al, (2.43)
Ey = -4 -VU. (2.44)

No calibre de Coulomb, temos fTH = 0, com o resultado de que
Aj=0— E =-VU. (2.45)

Segue que as partes transversa e longitudinal de E sao associadas, no calibre de Coulomb,
com U e A respectivamente, e Uéo potencial de Coulomb de uma distribuicao de carga, o

qual é solugao da equacao de Poisson:

. 1 7t
V- E = gﬁ =-VU & U (i) = Ire /d?’r’p(r’ ) (2.46)
0 0

Notamos também que as transformacoes de calibre (2.35) e (2.36), ndo afetam A , ou seja,
A7

tanto para A, quanto para A | as equagoes (2.37) e (2.38) tém a mesma forma. Segue que o

potencial vetor transverso A\ é invariante por calibre
A=A (2.47)
2.2.6  Momento angular eletromagnético orbital e intrinseco

A parte do momento angular associada puramente aos campos eletromagnéticos é dada por [3]
J = EO/dgrf’x [E X Bﬂ . (2.48)

Duas contribuigbes para (2.48) podem ser encontradas, as quais s@o originadas das partes
longitudinais e transversas de E. A primeira ¢ o momento angular do campo de Coulomb
instantdneo das cargas, e a segunda ¢é a contribuicao do campo de radiacao, e é denotada por
Jrad- E bem conhecido que este T ad pode ser separado em duas partes, chamadas de partes
spin e orbital [2]

-

Jrad - Erad + 5_;7“04617 (249)
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com
Sred = €0 / PrE, x Ay, (2.50)
La = 23 / FrE- (7 x V) AL (2.51)
!
Desde que estas quantidades sao definidas em termos da parte transversa do potencial vetor

A, elas sao invariantes por calibre. O spin S,.q € também chamado de parte intrinseca, desde

que ¢é independente da origem do sistema de coordenadas.

2.3 Feixes Laguerre-Gauss e feixes Bessel

Pode se dizer que o moderno estudo do MAO da luz comegou em 1992 com o artigo de Allen

et. al. [10]. Este trabalho mostrou que qualquer feixe com uma amplitude complexa da forma

E (r,¢,2) = Ey (r, z) exp (im¢) transporta momento angular em torno do eixo de propagagao.

Os campos elétricos e magnéticos obedecem as equagoes de Maxwell, e, consequentemente,

suas componentes obedecem a equacao de Helmholtz [70], que no espago livre pode ser escrita
como:

1 0%u
V2u — Zgz =0 (2.52)
onde V? = 9%/02? + 0% /0y* 4+ 0%/02% e c é a velocidade da luz. A aproximagcio paraxial [70]

da equacao de Helmholtz, conhecida como equacao paraxial, ¢ dada por

_OF
VIE + 2ik—= =0, (2.53)

onde V? = 92/02% + 9%/0y? ¢ o laplaciano transverso. Um conjunto completo de solugdes
da equacao paraxial é formado pelos feixes conhecidos como feixes Laguerre-Gauss, os quais
sao um exemplo de feixe com MAQ. Eles podem ser obtidos da resolugdo da equacao (2.53)
em coordenadas cilindricas usando a técnica de separacao de varidveis [70]. Estes feixes séo

escritos como

By (16,2) o <—1>p(rﬂ>mexp (——)) exp (—2'2}’;’”;))exp<z‘m¢>

w(2) w? (z

X L7 (wzr(;) exp {—z‘ (2p + 1 + 1) arctan (3)1 , (2.54)

Zr
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onde

w(2) = woy |1+ <3>2 (2.55)

Zr

R(z) =2 (1 + (3)2) (2.56)

z

sao respectivamente, o raio do feixe e o raio de curvatura da frente de onda no plano z. wy
¢ a cintura minima do feixe e z, = kw?2/2 é comprimento de Rayleigh, Ly" & o polindmio
generalizado de Laguerre e (2p +m + 1) arctan (z/z,) é a fase de Gouy. Em cada volta na
dire¢ao azimutal a fase varia de 2mm, onde m é conhecido como carga topoldgica, e o niimero
de anéis na distribuicao radial do campo é igual a p + 1. Para um dado valor de p o raio do
feixe aumenta quando aumentamos o valor de m.

Outro exemplo de feixe com MAO sao os feixes Bessel, que sao solugoes da equagao de
Helmholtz. Esta solucao da equacao de Helmholtz foi publicada pela primeira vez por J.
Durnin, em 1987, também utilizando coordenadas cilindricas [71]. A expressao geral para um

feixe Bessel é
E (p7 ¢7 Z) = EOJm (ktp) €xp (ngb) €xXp (ZBZ) ) (257)

onde Fj é uma constante, J,, é a funcao de Bessel de ordem m, e k; e 3 sao as componentes
transversal e longitudinal do vetor de onda k* = k? + (% e p, ¢ e z sdo as coordenadas
cilindricas.

Uma caracteristica interessante desta solucao para a equacao de Helmholtz é que o feixe
obtido tem sua distribuicao de intensidade constante ao longo da propagacao e sao conhecidos

como nao difratantes.

2.4 Criagao experimental de feixes com vértice

A producao de feixes de luz possuindo momento angular orbital ndo é uma das tarefas mais
faceis. A maioria dos lasers comerciais produz feixes com frentes de ondas aproximadamente

planas e perfil de intensidade gaussiano, pois esse é o modo de excitacao de menor energia
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da cavidade. Entretanto, existem vdrios métodos para gerar feixes com momento angular
orbital de maneira estdvel. Um método simples para a obtencao dos modos LG é usando um
holograma gerado por computador. Essencialmente um holograma é a gravacao do padrao
de interferéncia entre o feixe de interesse com um feixe de referéncia, em geral uma onda
plana [72]. Ao iluminarmos o holograma com o feixe de referéncia, reconstruimos o feixe de
interesse pela difracao da luz. A figura 2.1 ilustra este processo.

Figura 2.1: (a) Gravagao de um holograma e (b) processo de reconstrucao do feixe
desejado.

Referéncia

Holograma Holograma

(b)

Fonte: (Saleh [70], 2007)

Os primeiros hologramas foram feitos gravando se o padrao de interferéncia em uma
transparéncia. Mas verifica-se que esse procedimento é complexo e demorado. Um método
muito mais simples e dindmico é utilizar o modulador espacial de luz (MEL). Com um MEL
de fase, podemos projetar hologramas de fase, utilizando técnicas hologréficas diversas [73,74].
Estes hologramas sao imagens digitais, normalmente em preto e branco, com tons de cinza,
onde cada tom corresponde a uma fase diferente quando esculpido no MEL, variando de 0 a
2m. A superficie refletora de um MEL de fase é constituida de pixels de cristal liquido cuja
fase pode ser controlada eletronicamente. Com este aparato é possivel desenhar hologramas

que podem codificar a amplitude e a fase de campos complexos variados.
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2.5 Caracterizagcao de feixes com OAM por meio de métodos difrativos

Os efeitos em feixes de luz com MAO propagando-se através de aberturas tém sido retratados
em alguns trabalhos recentes. Em 2009, Ghai et. al. [20] estudaram o padrao de difragao de um
feixe LG por uma fenda simples. Eles observaram que o padrao de difracao para m = 1 mostra
uma “quebra”, ou uma franja escura disposta transversalmente no centro do padrao. Para
m = 2 o padrao se modifica, mas ainda é muito similar ao anterior. Na figura 2.2 mostramos
a distribuicao de fase para o feixe dentro da fenda simples para m = 1. Observe que no centro
estd a singularidade de fase do feixe LG e quando vocé cruza o centro da fenda, passando
de uma extremidade a outra, existe um pulo de aproximadamente m na fase. Isto justifica a
“quebra” observada no centro padrao na terceira coluna da figura 2.3. Este efeito, no entanto,

nao pode ser usado para efetivamente medir valores inteiros grandes de carga topolégica.

Figura 2.2: Distribuigao de fase de dentro de uma fenda simples cujo centro coincide
com o centro de um feixe LG de TC m = 1.

i

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

E importante ressaltar que no trabalho citado anteriormente, as medidas nio sdo realizadas
na zona de Fraunhofer. Na figura 2.3 mostramos o célculo da propagacao para diferentes dis-
tancias de propagacao. Observamos que a distancia de propagacao é importante na obtencao
do resultado da referéncia [20]. Nesta referéncia os autores tém que escolher uma disténcia de
propagacao dificil de ser especificada, fazendo com que o experimento necessite uma calibracao

sofisticada. Para a®/A\d < 1, onde a é o raio transverso dentro do qual o feixe estd confinado
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no plano de observagao, A ¢ o comprimento de onda e d é a distdncia de propagagao, o padrao
de difracao é chamado de padrao de Fraunhofer. Para maiores detalhes sobre as difragoes de
Fresnel e Fraunhofer veja a referéncia [70]. Neste caso, o padrao é muito diferente daquele

descrito na referéncia [20], como pode ser visto na quarta coluna da figura 2.3.

Figura 2.3: Difragcao por uma fenda simples. As trés primeiras colunas foram
ampliadas de forma a dobrar de tamanho.

7z=0.3m Z=5m z=20m z=100m

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

Figura 2.4: Distribuicao de fase dentro de uma dupla fenda para m = 1. A singu-
laridade de fase esta entre as duas fendas, no centro.

ull

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

Sztul e Alfano [21] estudaram a interferéncia em uma dupla fenda de Young usando um feixe

LG. O padrao de interferéncia das ondas provenientes das duas fendas exibe uma inclinacao
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nao usual no padrao da fenda dupla. Isto ocorre em razao da contribuicao de fase devida a
estrutura da frente de onda ser uma fase a mais em adicao a diferenca de caminho. A variacao
de fase da frente de onda produz uma mudanga na fase longo das duas fendas (figura 2.4).

A intensidade do padrao de difragdo do campo distante de um feixe Laguerre-Gauss inci-

dente em uma fenda dupla, é dado por

ez | L9 (y)> , (2.58)

I (x,y) = cos” (W +—

onde \ é o comprimento de onda do feixe incidente, a é a largura das fendas, d é a distancia
das fendas ao plano de observacao e A¢ (y) ¢ a variagao de fase adicional entre as duas fendas.
O padrao de difracao serd inclinado devido ao fato de que a variacdo de fase A¢ (y) produz
um deslocamento da varidvel x, deslocamento este dependente de y. Quanto maior a carga
topoldgica maior serd o deslocamento, figura 2.5. No entanto, é dificil identificar o valor da
carga topolégica observando apenas a inclinacao da imagem de interferéncia, esta configuracao
parece mais adequada para determinar o sinal da carga topolégica, pois a dire¢ao da inclinacao

depende do sinal da carga [75].

Figura 2.5: Intensidade no plano de Fraunhofer para a difracao de um feixe LG por
uma dupla fenda.

A

m=3 m=-3

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

Em outro trabalho recente, Berkhout e Beijersbergen [22] descreveram um sistema de dois
ou mais pontos, dispostos circularmente e igualmente espagados em torno da singularidade de
um feixe 6ptico, a que eles chamaram de interferometro de multipontos (MPI), e mostraram

que pode ser usado para medir o estado de MAO de feixes com frente de onda helicoidal.
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Neste método, a carga topoldgica do feixe pode ser reconhecida de acordo com o fato de
que diferentes valores para carga topolégica correspondem a diferentes padroes de difracao do
campo distante, apés o feixe passar através do MPI. Os autores mostram que a intensidade do
padrao de difracao de um feixe Laguerre-Gauss ao passar por um MPI no limite de Fraunhofer
é dada por

2

: (2.59)

N-1
k

I" x E exp (—ima,) exp 2 (x cos a,, + ysin ozn)}
z

n=0

onde k = 2w/ é o vetor de onda, a,, = 2mn/N é a coordenada azimutal do enésimo ponto, a
é coordenada radial do ponto e IV é o nimero de pontos. Agora, se calcularmos o padrao de
intensidade do campo distante de um MPI, deslocando o valor de m na forma m + p/N, onde
p é um miemro inteiro e N é o mimero de pontos do MPI, implica que IY = I}, . Desta
forma, observarmos que aqui também nao é possivel caracterizar a carga topolégica do feixe
difratado devido a ambigiiidade dos resultados [75].

Mais recentemente, Hickmann et. al. [25] estudaram teoreticamente e experimentalmente o
padrao de difracao na aproximacao de Fraunhofer de um feixe com frente de onda helicoidal por
uma abertura triangular. Consideremos uma abertura cuja funcao de transmissao é descrita
no plano z = 0 por T'(z,y). Um feixe LG com p = 0 no plano z = 0, tem amplitude dada por

2

E(r,¢,2) < r™exp (im¢) exp (—%) : (2.60)
0

onde wy € cintura minima do feixe, r = \/x? + y? é a coordenada radial, ¢ = arctan (%) é

a coordenada azimutal e m é a CT do feixe. Assim, a difracao de Fraunhofer do campo LG

apds cruzar perpendicularmente essa abertura é dada por uma integral de Fraunhofer
+o00
E (kg ky,z =0) = //T (x,y) exp [—i (kyx + kyy)| dzdy (2.61)

onde k, e k, sao as componentes transversais do vetor de onda no plano de observacgao, plano

de Fraunhofer.
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Figura 2.6: No centro temos uma representacao da distribuicao de intensidade den-
tro da abertura triangular. No entorno, temos padroes de Fraunhofer triangulares
para diversas cargas topoldgicas.

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

Os resultados obtidos da simula¢ao numérica da integral da equagao (2.61) sao mostrados
na figura 2.6. Observamos claramente que é possivel determinar o valor e o sinal da carga
topolégica. Forma-se uma rede de méximos de intensidade, e os valores da CT sao dados por
m = N — 1, onde N é o nimero de pontos no lado da rede triangular formada. O sinal da
carga topoldgica também pode ser determinado, uma vez que o padrao aparece girado de 7
quando invertemos a carga topoldgica.

Neste ponto, gostaria de ressaltar duas contribuicoes nesta linha de pesquisa nas quais
participei: os trabalhos sobre a difracdo de Fraunhofer pela fenda simples [28,29] e pela
abertura quadrada [30,31]. O primeiro estd relacionado com a explicacao da difracdo por
uma abertura triangular e o segundo mostra que para uma abertura quadrada nao é possivel

determinar a carga topolégica de um feixe com MAO.
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2.5.1 Difracao de Fraunhofer de luz com MAO por uma fenda simples

Nos pardgrafos seguintes passamos a discutir os resultados publicados na referéncia [28]. A
figura 2.7(a) mostra a disposicao da fenda em relagao ao feixe LG, onde R é medido como a
distancia do centro ao ponto de maior intensidade do feixe e d é o deslocamento da fenda em

relacao ao centro do feixe.

Figura 2.7: Arranjo mostrando uma fenda e feixes LG de alta-ordem; onde 2a é o

comprimento da fenda e d é a distancia do centro do feixe ao centro da fenda. (b)
 Simulagao numérica da distribuigao de intensidade dentro da fenda para m = 0,
MMM =2, e m =5 para d = 0.

(a) (b)

N =9 i
I

N 4z 0
28 328 BB 38 3B

Fonte: (Jesus-Silva, 2011)

O objetivo da investigagao numérica que fizemos é obter padroes de difracao causados por
feixes de luz espalhados no campo distante. Para isto, utilizamos a integral de Fraunhofer,
Eq. (3), onde a abertura T (z,y) é uma fenda simples. Os painéis da figura 2.8 mostram
simulagbes numeéricas (primeira linha) e resultados experimentais (segunda linha) do padrao
de difracao de feixes com MAOQO pela fenda simples comd =0e m =0, 1, 2, 4, e 5. Também
mostramos diagramas de fase no plano da fenda (terceira linha). Para m = 0 temos um padrao
de difracao de fenda simples usual. No entanto, para altas ordens de MAQO, os padroes sao
similares a padroes de difragao de fendas duplas de Young. Note que, para d = 0 e m # 0, ha

um méaximo central para ordens pares do MAO e um minimo central para ordens impares do
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MAO. Estes efeitos podem ser entendidos olhando os perfis dos feixes com MAO no plano da
fenda (veja figura 2.7(b)). Quando m = 0, apenas um maximo de intensidade esté presente.
Para este caso, temos um padrao de difracao usual para um feixe gaussiano tipico difratado
por uma fenda simples. Isto pode ser visto nos painéis para m = 0. Contudo, para feixes LG
de alta ordem temos dois méximos de intensidade e a separacao entre eles depende do MAO.
Isto pode ser visto na figura 2.7(b), para m = 2 e m = 5. Devemos considerar também a
fase ao longo da fenda. Para ordens pares do MAO, a diferenca de fase entre quaisquer dois
méximos de intensidade ao longo de uma linha na dire¢ao da fenda ¢ um muiltiplo inteiro de
2m. Esta diferenca de fase é m para ordens impares. Também, o nimero de franjas aumenta
com a quantidade de MAO porque a distancia entre os méximos aumenta com m.

Figura 2.8: Padroes de difragao e diagramas de fase para m =0,1,2,4, e 5 e (da es-

querda para a direita) para d = 0. Primeira linha: simulagées numéricas. Segunda

linha: resultados experimentais correspondendo 4 primeira linha. Terceira linha:
diagramas de fase ao longo da fenda.

-03 0 03-03 0 03-03 0 03-03 0 03-03 0 03

-7 T —T T —T ™ —T ™ —T T

Fonte: (Ferreira [28], 2011)

Também investigamos situagoes com d # 0, isto é, quando a singularidade de fase nao estd
centrada na fenda. A figura 2.9 mostra as simulagoes numéricas, os resultados experimentais

e os diagramas de fase para d = 0.2R. Neste caso, R é o raio do feixe. Em contraste aos
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padroes mostrados na figura 2.8, os padroes sao assimétricos e deslocados da posi¢ao central

definida pelo maximo central do padrao do feixe com m = 0.

Figura2.9: PadrGes de difracao e diagramas de fase para m = 0,1,2,4, e 5 (da
esquerda para a direita) e d = 0.2R. Primeira linha: padroes de difracao simula-
dos. Segunda linha: resultados experimentais correspondentes a primeira linha.
Terceira linha: diagramas de fase dentro da fenda.

m=

Fonte: (Ferreira [28], 2011)

A figura 2.10 compara a fase do feixe ao longo da fenda para m =1 e m = 5 para d = 0
e d = 0.2R. Podemos ver na figura 2.10 que, para d = 0, a fase ao longo da fenda para as
regioes proximas dos méximos de intensidade (regides nao préximas a x = 0), é constante,
e tem um comportamento nao constante para d # 0. O 1ltimo comportamento evolui de

aproximadamente linear com inclinagao crescente, para nao linear quando m aumenta.
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Figura 2.10: Perfis de fase ao longo do centro da fenda. A carga topolégica é m =1
(a) em =25 (b) parad=0 e d=0.2R.

Fonte: (Ferreira [28], 2011)

Nao ha diferenca significativa se substituirmos a abertura triangular por uma fenda trian-
gular, ou seja, se cada borda da abertura for substituida por uma fenda simples. Neste sentido,
podemos empregar o conceito de difracao por uma fenda simples para explicar a formacao dos
padroes da figura 2.6. Efetivamente devemos considerar trés fendas simples deslocadas do
cento do feixe, onde o deslocamento deve ser aproximadamente d = 0.2R, onde R é o raio do
feixe. Esse deslocamento é a apdtema do triangulo, pois as trés fendas devem ser dispostas ao
longo das bordas da abertura triangular e devem ter comprimento igual ao lado do tridngulo.
A figura 2.11 mostra os padroes de difracao das trés fendas dispostos abaixo da figura da
respectiva fenda. E a interferéncia destes trés padrées que forma o padrao triangular truncado
mostrado a direita da figura 2.11. Temos observado que para MAO com m > 10 nao hd uma
boa formacao de uma rede truncada dificultando a determinagao CT. A razao para isto é o
fato de que a fase deixa de ser linear ao longo da fenda.

Em conclusao, estudamos a difragao de Fraunhofer de feixes LG por uma fenda simples.
Devido a forma anular do perfil dos feixes LG, o problema da difracao por uma fenda simples
usando feixes com MAO pode ser interpretado como um experimento da dupla fenda de Young

usando feixes sem MAQ. Contudo, para entender a formagao de franjas de interferéncia, um
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novo elemento deve ser levado em consideracao: a fase azimutal. A posicao dos méximos e

minimos do padrao de interferéncia pode ser controlado alterando o MAO do feixe.

Figura 2.11: Padroes de difracao de um feixe LG por trés fendas simples dispostas
numa configuragao triangular eqiiildatera. A interferéncia das trés fendas revela a

CT do feixe LG, neste caso m = 3.
.

Z

2.5.2 Difracao de Fraunhofer de luz com MAO por uma abertura quadrada

N\

Fonte: (Jesus-Silva, 2011)

Em um outro trabalho investigamos também a difragdo por uma abertura quadrada, cujos
resultados foram publicados na referéncia [30]. Para calcular esse padrao devemos substituir
a func@o de transmissao 7' (z,y) na equacado (2.61) pela fungao de transmissao da abertura
quadrada. Podemos fazer um calculo analitico, neste caso. Para isso devemos notar que
podemos aproximar o campo dentro da fenda por E = r" exp (im¢) = (v £ iy)|m|, onde para
CT negativa tomamos o sinal negativo e para CT positiva o sinal positivo. Desta forma, a

difracao de Fraunhofer para uma abertura quadrada serd

+
nle
+
[S]1S)

Eyjm) (kg ky) = (x+ iy)‘m‘ exp [—i (kzx + kyy)] dzdy, (2.62)

[V}
(SIS
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onde a é o lado do quadrado. Considerando carga topoldgica positiva, temos

+
nle

+
(M)

.0 o\" .
En (kyy ky) = (z(%x — 3—ky> exp [—i (kyx + kyy)] dxdy. (2.63)

nje

SIS}

Figura 2.12: Padroes de difragcao da abertura quadrada utilizando-se feixes LG.

poaay
P AANY
d 2 2
L] . ’.
SNwwdh
Twwa s

Fonte: (Mesquita [30], 2012)

Obviamente podemos primeiramente resolver a integral e depois calcular as derivadas, para

qualquer valor de m. As integrais sao triviais, resultando

(.0 9 \" 2sin (ak,/2) 2sin (ak,/2)
En (kg ky) = (Zc?kx - 8kzy> " ks : (2.64)

que é o campo do quadrado analitico para qualquer valor de CT. Embora esta seja uma

expressao analftica, nao é uma expressao simples.
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Na figura 2.12 mostramos os padroes de difracao para uma abertura quadrada calculados
numericamente. Observamos que, apenas para CT pares existe uma boa formacao da de uma

rede quadrada de maximos de intensidade.

Figura 2.13: Padroes de difragao experimentais de feixes LG por uma abertura
quadrada.

Fonte: (Mesquita [30], 2012)

?

Os painéis na figura 2.13 mostram resultados experimentais para os padroes de difracao
de feixes LG por uma abertura quadrada para m=1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 11, 12, —1, =2, —7, e
—8&8. Observamos uma rede éptica quadrada apenas para valores pares de m, confirmando os
resultados da simulacao. O sinal de m nao muda globalmente a forma do padrao porque este
é invariante por uma rotacao de w. Naturalmente, para m = 0 temos o padrao de difracao de
uma abertura quadrada usual.

Podemos substituir cada borda da abertura por uma fenda simples. Assim é possivel

explicar a formagao de uma rede para CT par. Para isso escrevemos o padrao de difracao em
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termos de uma combinagao de padroes de fendas simples e mostramos que a boa formacao
ou m& formacdo do padrdao vem da interferéncia de bordas paralelas [30]. Os resultados
experimentais mostrados na figura 2.13 podem ser obtidos somando as contribuicoes de fendas
simples e fendas duplas, segundo um resultado da éptica quantica conhecido como regra de
Born [64]. Aqui também associamos uma fenda a cada borda da abertura quadrada, formando
uma fenda quadrada. Salientamos que a abertura quadrada e a fenda quadrada tém padroes
de difracao similares.

A figura 2.14 mostra padroées de difracao para todas as combinagoes de fendas com m = 2,

3,4, 5 e 6. O padrao completo Pypcp € obtido através da seguinte soma de padrdes [64]:
Papep = Pag + Pac + Pap + Ppc + Pep + Pep — 2Py — 2Pg — 2P¢ — 2Pp, (2.65)

onde A, B, C, e D representam cada fenda simples da fenda quadrada e P; e P;;, para i, j = A,
B, C, D, representam os padroes devidos a cada fenda e cada par de fendas, respectivamente.
Os padroes P}, associados com as fendas simples, mostram que quando m aumenta o nimero
de franjas de interferéncia aumenta e todos os padroes sao deslocados [28]. Por outro lado, os
padroes P;;, para os pares de fendas, exibem comportamentos diferentes. Para a configuracao
de fendas ortogonais, podemos ver que o padrao é composto de picos de intensidade e o niimero
destes picos aumenta com o valor de m. No entanto, para a configuracao de fendas paralelas,
podemos ver que hé dois tipos de padroes, um para valores impares de m e outro para valores
pares de m. Esta observagao indica que os padroes, P4c e Pgp, tém um importante papel no

processo de formagao da rede 6ptica de intensidade que é dependente da paridade de m.
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Figura 2.14: Padroes de difragcao produzidos por combinagoes de fendas. Cada
fenda é mostrada no topo.

3
I

3
I

3
i

=)
]

3
I

Fonte: (Mesquita [30], 2012)

Na figura 2.15, sobrepormos os padroes de intensidade, P4c € Pgp, para m =5 e m = 6.
No primeiro caso, observamos que os picos de intensidade em P4c e Pgp nao coincidem. No
entanto, para m = 6 os picos no centro de cada padrao coincidem. Isto define uma rede 6ptica
de intensidade bem formada para valores de pares de m quando todas as contribuicoes sao
consideradas na soma (2.65).

Geometricamente também vemos que nao existe uma rede de méximos de intensidade entre
dois valores de CT pares, pois geometricamente o nimero de pontos em cada lado é N = 2,

3,4,5,...param=2,4,6, 8, ..., ou seja, m = 2N — 2.
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Figura 2.15: Superposi¢ao dos padroes, PAC (intensidade) e PBD (contornos de in-
tensidade).

Fonte: (Mesquita [30], 2012)

Em conclusao, estudamos a difracao de Fraunhofer de feixes LG por uma abertura quadrada.
Observamos que para CT par, aparece uma rede quadrada composta de picos de intensidade.
Por outro lado, a rede de méximos de intesidade nao existe para CT fmpar. Para entender a for-
magcao destes padroes de difragao substituimos a abertura quadrada por uma fenda quadrada.
Considerando que a interferéncia ocorre aos pares, decompomos o padrao de difragao da fenda
quadrada em padroes originados de cada fenda e de pares de fendas. Mostramos que padroes
originados de configuracoes de pares de fendas paralelas sao responsaveis pelos dois tipos de
padroes: um para CT par e outro para CT fmpar. Diferentemente do caso dos valores de
CT {mpar, para CT par, hd uma boa combinacao dos méximos de intensidade no centro do

padrao. Isto se reflete na formacao de uma rede de intensidade truncada quadrada.

2.6 Conclusao

Neste capitulo comecamos revendo algumas propriedades bésicas das equagoes de Maxwell que
permitem a separacao do momento angular eletromagnético nas componentes de spin e orbital.
Continuamos revendo algumas propriedades de feixes com MAOQO. A principal propriedade

destes feixes é terem uma distribuigao de fase azimutal. Introduzimos os feixes LG e Bessel,
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que sao exemplos de feixes com MAQO. Também vimos que esses feixes nao sao facilmente
produzidos, sendo necessaria a utilizagao de hologramas para gera-los.

Revisamos a difracao de luz com MAO através de aberturas no espago livre. Estudamos as
fendas simples e duplas, e mostramos que os seus padroes de difracao nao sao suficientes para
determinar a carga CT de um feixe com MAQO, mas a combinacao de fendas simples numa
disposicao triangular é suficiente para determinar o médulo e o sinal da CT. Vimos também
que o método do MPI nao consegue discernir diferentes CTs. Além disso, mostramos porque,
para uma abertura quadrada, ocorre a formagao de uma rede de méximos de intensidade bem

definida apenas para CT par.
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3 ESTUDO DO NASCIMENTO DE UM VORTICE NA ZONA DE

FRAUNHOFER

3.1 Introducao

No capitulo anterior vimos a definicao de MAQO, exemplos de feixes com MAQO e propriedades
de sua difracao por aberturas. Neste capitulo apresentamos um estudo analitico e experimental
sobre a difragao de Fraunhofer de um feixe de luz com vértice que possui indice azimutal m
fraciondrio. Mostraremos que a difracao de Fraunhofer deste tipo de feixe produz o nascimento
de um vértice extra, mesmo para m = n + €, onde n é um nimero inteiro e € é uma pequena
fracao. Mostraremos que este vortice extra se move de uma posicao de intensidade mais baixa
para uma posicao de intensidade mais alta (de fora para dentro do feixe) a medida que m
aumenta em passos fraciondrios de .

Recentemente tem havido um grande interesse em vértices 6pticos com cargas fracionérias
[32-39]. Em um artigo pioneiro, Berry estudou teoricamente a evolugdo na propagagao de
ondas com voértices 6pticos de 2rm, com m podendo assumir valores inteiros e nao inteiros [32].
Um resultado notédvel foi obtido para o caso de vértices com m nao inteiro. Berry mostrou
que o nascimento de um vortice dentro do feixe ocorre quando o valor fracionédrio de m é igual
ou maior que a metade de um valor inteiro. Este resultado foi confirmado experimentalmente
por [33,34] e, recentemente, por [35] usando uma abertura triangular, depois do trabalho de

Hickmann et al. [25].
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Inferir o nascimento de um vértice nao é uma tarefa experimentalmente trivial. Existem
varios aspectos que devemos levar em consideracao. Interessantemente, até hoje, todos os
trabalhos sobre o assunto tinham sido realizados fora da zona de Fraunhofer, provavelmente
devido ao trabalho original de Berry. No entanto, na referéncia [35], os autores se propoem a
investigar o nascimento de um voértice usando o método desenvolvido na referéncia [25], que
essencialmente usa o plano de Fraunhofer nas medidas de MAO. Como veremos, este trabalho
nao consegue provar aquilo a que se propoe, ou seja, demonstrar que apenas para valores
fraciondrios de m maiores ou iguais & metade de um valor inteiro, uma nova fileira de 16bulos
se desenvolve na rede de méximos de intensidade.

Aqui apresentamos um novo ingrediente para este problema. Nossos resultados mostram
que, no plano de Fraunhofer do feixe com CT fraciondria, nao é possivel garantir o nascimento
de um vértice como um evento que ocorre apenas para valores de m maiores ou iguais a metade
de um inteiro. Na verdade, o vortice nasce em m = n + £, com n um nimero inteiro e € uma

pequena fracao que define o nascimento de um vortice.

3.2 Nascimento de um voirtice na zona de Fresnel

Estamos interessados no estudo da evolugao de singularidades de fase com CT fraciondria na
propagacao. A fim de fazermos um tratamento analitico para o célculo da difracao de Fresnel
devemos considerar uma onda plana incidente em uma superficie refletora com fase azimutal.
Segundo Berry [32], na aproximagao paraxial, o campo apds a placa azimutal para uma CT

fraciondria m é dado por

b (prdz) = P i (z + T)} sin (7m) fexp %:di) fn (p) | 3.)

onde

P, (p) = \/g(_i)w?pexp Gzﬁ) ljé("'” Gﬁ) — i J1 (1) Gfﬁ)] . (32

Na figura 3.1 mostramos os graficos da amplitude e da fase para a equacao (3.1) com

m = 3.2 e m = 3.8. Observamos que nao hé singularidade no centro do padrao e os vértices
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3.2 Nascimento de um voértice na zona de Fresnel 45

se separam espacialmente em vértices inteiros, caracterizando a instabilidade do vértice de
CT fraciondria na propagacao. No entanto, observamos 3 vértices inteiros para m = 3.2 e 4

vortices inteiros para m = 3.8.

Figura 3.1: Amplitude e fase do campo calculado através da equagao (3.1).

=W

= 1 d
m:38 @,,,,,
0 -

A

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

H& também a formacao, a direita do padrao, de uma calda onde para m préximo da metade
de um inteiro surgem pares de vortices, compostos de um vértice positivo e um vortice negativo
(veja figura 3.2). Esta calda corresponde a difragdo pela singularidade de fase existente ao
longo do eixo x resultante da CT fraciondria. E nesta regifio, segundo Berry [32], que se
originard um novo voértice, o qual nao sera cancelado por um vértice de carga oposta, quando

m for maior que a metade de um inteiro.
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Figura 3.2: Nascimento de um novo vértice em torno de m = 7/2.

m=346

—T

m=3.54

Yo'

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

Na figura 3.2 mostramos o mecanismo responsével pelo nascimento de um vértice em torno
de m = 7/2. Podemos observar que ocorre a formagao dos pares de vértices na regiao da calda
do padrao, os quais aparecem destacados e ampliados para m = 7/2.

Berry também define a CT total ou o “strength” do campo [32],

27 a
Sm = lim — /0 o35 g i 9.6,

: o "% 75 P (p) exp (ing)
= lim — dp=Fo 1" —
0 “oo o P (p) exp (ing)

(3.3)

Calculamos a integral (3.3) numericamente usando k = 4 e wy = 0.7 ¢ mostramos os resultados
na figura 3.3. Esta figura mostra que o nascimento de um vértice ocorre sempre que m é maior
ou igual & metade de um inteiro. Além disso, podemos concluir que a CT total S do campo é

sempre igual ao inteiro mais préximo de m.
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Figura 3.3: CT total S como fung¢ao de m calculada da equagao (3.3).

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

3.3 Nascimento de um voirtice na zona de Fraunhofer

3.3.1  Experimento

Para realizar o experimento utilizamos o arranjo experimental mostrado na figura 3.4. Um
laser de fons de Argonio, operando em 514nm, ilumina um holograma gerado por computador
escrito em um modulador espacial de luz (MEL) modelo Hamamatsu X10468-01. Usamos um
holograma de fase para codificar fase e amplitude [73]. Um par de lentes f; e f, foi usado para
fazer uma imagem do MEL na lente f;. O efeito da estrutura discreta de pixels do MEL foi
eliminado por filtragem espacial SF. Uma lente de foco pequeno f5 foi usada para fazer uma
imagem ampliada do campo de Fraunhofer em uma pequena abertura triangular. A abertura
foi posicionada sobre cada vortice. Fizemos a transformada de Fourier do campo da abertura
usando uma lente fs a fim de obter a CT de cada vértice separado no espago transversal. A

intensidade da luz difratada coletada é medida por uma camara CCD (charge coupled device).
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Figura 3.4: Arranjo experimental. Uma abertura triangular foi colocada sobre
cada vértice e a intensidade e da luz difratada foi medida em uma cidmera CCD.
Também medimos a intensidade na posicao da abertura.

f;=20mm  {3=200mm  f.=20mm
fo=200mm f,=250mm f6=150mm

M /7 Laser Ar?

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

3.3.2 Teoria

Para elucidar melhor o que queremos mostrar, vamos considerar o campo F; na posicao da
lente f;. Este campo tem intensidade na forma de um anel e fase azimutal podendo ser escrito

Ccomo
2

B (0) = A" oxp (25 ) exp (o). (3.4)

Wo
onde m é a CT a qual pode assumir valores fraciondrios, wy € a cintura do feixe no plano
inicial (na lente f;), A é constante de normalizacdo , e (p, ¢) sdo as coordenadas polares. O
indice radial serd sempre zero e nao serd mencionado novamente. Neste ponto o vértice é
degenerado, isto é, hd um tnico vértice de CT fraciondria.
Estamos interessados na propagagao de Fraunhofer do campo da equagao (3.4). A fim de

calcular este resultado analiticamente, desprezamos o termo p™ na equacao (3.4), o qual é
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desprezivel para nossos propésitos, e calculamos a integral de Fraunhofer [76]:

21 400

B0 o [ [ Bilp.)e om0 pdpa (3.5)
0 0

Esta expressao corresponde a transformada de Fourier do campo FE;. Experimentalmente isto
é realizado pela lente fy.

Para « fraciondrio, podemos expandir a fase fraciondria em série de Fourier [32]

exp (img) = exp (i7r¢3rsin (Wm)ze):z (_mnd)) (3.6)

Usando a expressao (3.6) na equagao (3.4) e inserindo o resultado na equagao (3.5), obtemos

o spectrum da equagao (3.4), dado por

22,2\ £2(_; In| ind.) BL. (k
E (k,0,)  kexp (-” 2"”0> (=0) exi“f;) n (k) (3.7)
onde
w2 k2?3 w2 k2w?
BI, (k) = I(\n\—l)/Q ( 5 0> — I(|n\+1)/2 ( 5 0) ) (3-8)

onde I, () é a fungao de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem v e argumento +.

3.3.3 Resultados e discussao

A figura 3.5 mostra a amplitude, primeira coluna, e a fase, segunda coluna dos resultados
calculados. Isto é um grafico da equagao (3.7) com m = 3.3. E interessante notar uma clara,
assinatura de quatro vortices inteiros no padrao de fase.

A CT total ou o “strength” do campo no plano de Fraunhofer pode ser calculado [32],

2
.1 0
0
2 9
— lim— a4 .
dim o | @k Re ) (=) ZergS (3:9)

0

Calculando esta expressao numericamente com k = 4 e wy = 0.7, observamos pulos na CT

total em m = 2.1,3.1,4.2 e 5.2. Estes resultados sao mostrados na figura 3.6. Observamos
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o nascimento de um vértice em m = n + €, onde n é um nimero inteiro e € ¢ uma pequena

fragao.

Figura 3.5: Resultado tedrico no plano de Fraunhofer para amplitude (esquerda) e
fase (direita) usando m = 3.3.

1
0

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

T

-7

A CT total definida na equagao (3.9) depende das distribui¢oes de amplitude e fase. A
intensidade do feixe define uma regiao finita e o vértice se move em direcao ao centro desta
regiao quando o valor fracionario da CT m é aumentado. Para um valor de € muito pequeno,
o vértice nao estd sobre a regiao de intensidade significativa do feixe, entao sua contribuicao
para a integral é quase insignificante. Vale a pena mencionar que a cintura do feixe aumenta
quando m aumenta, e conseqiientemente, o valor de £ para o qual um vortice nasce também
muda. Este movimento do vértice ficard mais claro na explicagao dos resultados experimentais.

No plano de Fraunhofer a CT fraciondria é espacialmente separada e hd o nascimento de
um vértice independentemente se o valor da CT fraciondria é menor que a metade de um
valor inteiro. Desta forma, vemos que na regiao de Fraunhofer é possivel o nascimento de um
vértice mesmo para cargas fraciondrias levemente maiores que um valor inteiro, diferindo do

trabalho seminal de Berry [32].
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Figura 3.6: CT total S do campo no plano de Fraunhofer como funcao de m calculada
da equagao 3.9.

S

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

Para o prosseguimento das investigagoes realizamos alguns experimentos. A figura 3.7
mostra algumas imagens do perfil de intensidade de feixes LG correspondentes ao spectrum
da equagao (3.9), para valores de m variando de 3 a 4 em passos de 0.1. Fizemos o gréfico
da quantidade log (1 + |E ]2), onde |E|* é a intensidade do feixe LG medida. A quebra do
vértice de alta CT em CTs unitdrias é claramente observada para uma pequena fragao € = 0.2
adicionada & CT inteira n = 3. Observe que para m = 3.1, a contribuicao do vértice emergente

¢ muito pequena.
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Figura 3.7: Medidas experimentais do perfil de intensidade de um feixe LG com
CT fraciondria variando de 3 & 4 em passos de 0.1 no plano de Fraunhofer.

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

De fato, tal quebra dos vértices épticos tem sido observada em outros sistemas épticos
[77,78]. Basicamente, em todos estes estudos experimentais e teéricos, algum tipo de assimetria
tem sido aplicada ao vértice. Em nosso caso, temos uma quebra de simetria na distribuicao
de fase ao longo de feixe.

Como podemos ver na figura 3.7, um vortice simples, o qual nasceu isolado a direita do
padrao, se move para a esquerda em dire¢ao ao centro do padrao quando a CT aumenta em
passos fraciondrios. Quando o valor da CT se aproxima do préximo valor inteiro os vértices

coalescem em um tunico voértice de valor inteiro.
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Figura 3.8: Medidas experimentais do perfil de intensidade de um feixe LG para
valores de m = 3.3, —4.7 no plano de Fraunhofer e padroes de difracao por uma
abertura triangular mostrando valores de CT m =1 e m = —1 para as CT fra-
cionarias m = 3.3 e m = —4.7, respectivamente.

Fonte: (Jesus-Silva, 2012)

A figura 3.8 apresenta o quebra de um vortice 6ptico em 4 para m = 3.3 e em —5 para
m = —4.7. Observe que mesmo para valores menores que a metade de um inteiro ja temos
o nascimento de um vértice. Para confirmar esta afirmacgao, a figura 3.8 também mostra
mediadas de difracao de cada vortice 6ptico por uma pequena abertura triangular, como
sugerido na figura 3.4. A pequena abertura triangular foi posicionada no centro de cada vértice
optico, como mostrado & direita da figura 3.8. Como podemos ver, o padrao de interferéncia
medido ¢é tipicamente de luz com MAO de CT n =1 [25] em todas as medidas para m = 3.3,
tendo o mesmo sinal.

Um comportamento similar foi observado para CT fracionéria negativa, onde todo o padrao
é girado de 7 e cada vortice 6ptico tem sinal negativo, como exemplificado para m = —4.7 na
figura 3.8.

Os resultados apresentados nesta secgao foram aceitos para publicacao na revista Optics

Letters.
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3.4 Conclusao

Neste capitulo estudamos o nascimento de um vortice na zona de Fraunhofer. Utilizando
teoria e experimento, mostramos uma quebra de degenerescéncia e a formacao de CTs inteiras
para CTs fraciondrias menores que a metade de um inteiro. Verificamos que a regra para a

metade de um inteiro apresentada em [32] nao é valida na zona de Fraunhofer.
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4 VORTICES DE COERENCIA EM CAMPOS PSEUDOTERMICOS

4.1 Introducao

Nos capitulos anteriores estudamos luz com MAO de CT inteira e fraciondria em sistemas
coerentes, onde a fase ¢ bem definida. No entanto, sistemas parcialmente coerentes [40], onde
o uso de estatistica é necessdrio para descrever o campo eletromagnético, também podem
apresentar vortices na correlacao, os chamados wvortices de coeréncia. Este tipo de vortice
corresponde a pares de pontos onde o grau espectral de coeréncia, uma funcao de correlacao
entre dois campos, é zero. De fato, como ja dissemos anteriormente, voértices de coeréncia
envolvendo correlagoes de campos com CT tém-se revelado uma interessante nova &drea de
pesquisa [41-48].

Neste capitulo, exploramos vérios aspectos fundamentais dos vortices de coeréncia usando
correlacao de intensidade, também conhecida como correlacao de campo de quarta ordem:
i) correlagoes de vortices — o valor da CT equivalente obtido na correlagdo de intensidade
segue uma regra de correlacao tal que seu valor é definido pela CT associada & cada feixe
incoerente; ii) estabilidade de um vdrtice de coeréncia — uma assinatura precisa de um voértice
de CT inteira foi observada na correlacao de dois feixes incoerentes com cada feixe possuindo
carga fraciondria; iii) fase azimutal nao localizada — uma quantidade bem definida de MAO

foi observada na correlacao de intensidade quando dois feixes incoerentes com MAO foram
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difratados por objetos diferentes, a informacao de fase azimutal foi recuperada usando-se um

objeto distribuido.

4.2 Teoria

Por simplicidade, consideramos um vértice coma uma distribuicao de campo inicial de um
feixe LG

- (i
B (1,0) = B | exp (=r2/ug) exp (imo). (41)

onde Ej e wy sao a amplitude e a cintura do feixe no plano z = 0, respectivamente, m é a CT,
e ¢ é ¢ a fase azimutal.
A funcao correlacao de intensidade é dada por uma média no ensemble e supomos que a

seguinte propriedade é vélida [40]

() 5(6)) = () ) 8 (7))
- (@) () )

onde F (ﬁ) e By <772) sdo campos no plano de detecgao, e () denota uma média no ensemble.

— — — — 2

<Il <r1)> <IQ <r2)> corresponde a um termo de “background”, e ‘F (7‘1,7“2)‘ é o médulo
quadrado da correlagdo de campo de segunda ordem [40],

T (7, 7) = <E1 (Fl) B (Fz’>> (4.3)

Consideramos uma fase aleatéria no plano z = 0 cuja distribuicao estatistica produz um

campo de luz estaciondrio, que vamos assumir que possa ser descrito por um modelo Schell-

Gaussian cuja parte que descreve a correlacao é dada em fungao de uma diferenga de coorde-

nadas C (|7} — 7s|) = exp (—%) [40], onde I, ¢ o comprimento de coeréncia. Inserindo a

equagao (4.1) na equagao (4.3) e usando o modelo Schell-Gaussian, a correlagao de campo de

segunda ordem de dois feixes com MAO de CTs m; e my pode ser escrita como:

E§ ], jmal

0 mi| |m2 .
— T T ex mn
w(‘mlH_'sz 1 2 p ( F¢F)
0

xexp [— (rf +713) /wg] C (|Fy — 7)), (4.4)

le ,m2 (Fl ) 772)
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com mrop = myip; — Map,y, onde mr é o que definimos como uma carga topolégica efetiva
(CTE) da fungao de correlagao com fase azimutal efetiva ¢r.

O spectrum angular desta funcao de correlacao ¢ dado por [40]:
fml,mg (El, Eg) = //Al (771) A2 (7?2) Al (Fl) exp (ZI;Q . ’FQ — El . 771) dfldfg, (45)

onde A; (75) (i = 1,2) é uma fungdo que descreve uma abertura.

A quantidade fisica Iy, m, (E, —E) é particularmente interessante para o estudo da ro-
bustez de um vértice éptico [43,45]. Quando o comprimento de coeréncia . é muito pequeno
podemos supor que a parte correlacionada da fungdo de coeréncia se reduz a C (|7} — 73|) =
Iod (77 — 75) , onde Iy e 6 denotam uma constante positiva e a fungao delta de Dirac, respec-

tivamente. Neste caso, a equacao (4.5) se torna

[ £ = = m mz| _[i(m1—m —2ik-| 3=
thmz - (|m1|—(|)—\m2|) /Al (T1> A2 (Tl) Tll ] 2|€[ (m1 2)¢1}€[ 2ik l]dTl, (46)
Wo

onde usamos ky = k; = —k. E agora a CTE ¢ dada por mrér = (my — ma) ¢;.

4.3 Experimento

Para experimentalmente verificar a anélise tedrica, usamos a correlagao de intensidade [62,79]
ao invés de uma correcao de dois campos [45, 48, 80]. E importante salientar que as duas
abordagens estao conectadas pela equagao (4.2). O aparato experimental ¢ ilustrado na figura
4.1. Novamente um laser de Ar* operando a 514nm ¢ expandindo 10X e usado para iluminar
um holograma de fase gerado por computador impresso em um MEL [73] a fim de gerar feixes
LG de altas ordens. Novamente usamos filtragem espacial para eliminar ordens indesejadas
vindas de altas ordens de difracao do MEL. O feixe LG gerado ¢ incidido em um disco de
vidro aleatoriamente arranhado (DVA). Um par de lentes f; e fs5, foi usado para fazer uma
imagem do DVA em uma abertura a qual pode ter qualquer forma, aqui representada por A;
e Ay. Campos gerados desta forma sao conhecidos como campos pseudotérmicos [62,79] e

podem ser descritos dentro de uma boa aproximacao pelo modelo Schell-Gaussian. Em nosso
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caso, usamos uma abertura triangular distribuida (veja A; e Ay na figura 4.1). Fazemos a
transformada de Fourier do feixe transmitido pela abertura usando uma lente fg e medimos a
intensidade do campo resultante usando uma camera CCD.

E importante notar que um feixe coerente com uma CT bem definida ilumina o DVA. No
entanto, o feixe se torna espacialmente incoerente depois de ser transmitido pelo DVA, tendo
uma frente de onda caética, mas ainda com uma fase azimutal ¢ caracterfstica associada
a ele [45]. O DVA produz um tipo de luz que é chamada luz pseudotérmica [62,79], a qual é
transversalmente incoerente mas ainda preserva a coeréncia temporal.

O DVA girante e a camera CCD foram sincronizados para garantir que duas imagens
possam ser adquiridas do mesmo ponto do DVA, isto é, o DVA para no momento de realizacao
de um par de medidas referentes as cargas topoldgicas m; e ms dos feixes LG. Fazemos a
correlagao numérica destes dois feixes medidos para cada posigao do DVA e no final fazemos
a média de todas as 100 correlacoes medidas. Este procedimento é similar ao procedimento

usado para gerar as imagens fantasmas nas referéncias [81,82].

Figura 4.1: Aparato experimental.

A, A, ATA, Laser Ar (514nm)

N M,
N -
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Fonte: (Jesus-Silva [83], 2012)
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4.4 Resultados e discussao

A figura 4.2 mostra padroes de “speckles” produzidos iluminando-se o DVA com feixes LG
de diferentes ordens m. A linha (A) da figura 4.2 mostra imagens obtidas na camera CCD
com m; = 4 e m; = 0.5, quando A;, é igual a um, (i = 1,2). Este caso nos permitiu medir
o comprimento de coeréncia resultando em um valor de 21.4um. O mesmo procedimento foi
usado para obter os resultados mostrados na linha (B) para m; = 2.5 e my = —0.5. No
entanto essa duas imagens foram gravadas com as aberturas A; e Ay nos caminhos dos feixes
(veja figura 4.1), respectivamente. E claro da figura 4.2 que nenhum padro regular pode
ser observado. Contudo, se calcularmos a correlagao numérica das imagens correspondentes e
fizermos uma meédia sobre 100 realizacoes, um padrao bem definido emerge, como mostrado
nas figuras 4.3 e 4.4. A média é necessdria porque a correlacao média é mais uniforme e
bem definida do que uma tnica medida da mesma. No entanto, observamos que para uma

quantidade relativamente pequena de medidas j& obtemos um bom resultado.
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Figura 4.2: Padroes de “speckles” gravados em uma medida simples usando uma
camera CCD. A linha (A) mostra imagens de feixes LG para m]1 =4 e m2 = 0.5
ap6s serem difratados por um DVA sem abertura em seu caminho. A linha (B)

mostra imagens de feixes LG de m1 = 2.5 e m2 = —0.5 ap6s serem difratados pelo
DVA com A1 e A2 nos caminhos dos feixes, respectivamente.

(A) i

Fonte: (Jesus-Silva [83], 2012)

A figura 4.3 ilustra os resultados experimentais (primeira coluna) e tedricos para a ampli-
tude (segunda coluna) e fase (terceira coluna) da funcio de correlacio Iy, n, para A; = 1,
com ¢ = 1,2. Na primeira coluna calculamos correlagoes numéricas de intensidades medidas
para diferentes feixes com MAO, (I,,,I,). E intrigante notar que, de um feixe espacial-
mente incoerente, similar as imagens apresentadas na figura 4.2, um padrao bem formado
aparece na correlagao de intensidade mesmo para valores de m; e my fraciondrios. Para o

caso (L, =4lm,—0), temos um vortice estavel com uma CTE igual a 4, em total acordo com

o painel para f‘m1247m2:0). Este resultado é confirmado checando-se o diagrama de fase na
linha (A) onde uma variagao de 87 é observada ao longo de uma volta completa em torno da

singularidade de fase. Por outro lado, vértices instéaveis sao observados nas primeiras colunas
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das linhas (B) e (C) para valores fraciondrios da CTE, (I,,,=1.7ln,=0), € {(Imy=4lm,—05), Te-
spectivamente. No entanto, o resultado mostrado para (1,,,—3.7/,,—1.7) € muito surpreendente.
Mesmo que cada feixe tenha valores nao inteiros para a CT, o vértice efetivo na correlacao
é estavel (ndo quebra) e mantém sua CT efetiva, neste caso, igual a dois. Este resultado é
confirmado observando-se o centro do diagrama de fase na linha (D).

No entanto, um novo ingrediente aparece neste painel. O diagrama de fase mostra uma
deslocagao de fase na forma de anel. Isto emerge, inspecionando a equagao (4.6), devido ao
expoente na distribui¢ao de intensidade (r‘lm”HmZ‘ = 7"?'7) ser diferente da CTE na fase az-
imutal (exp [i (m1 —ma) ¢y]) = exp[i (2) ¢;]. A interpretacao fisica por trés desses resultados
pode ser facilmente entendida pela equagao (4.6). Podemos jogar com a CT associada a cada
feixe incoerente, m; e mgy, de acordo com mr = (m; — my), para obter um valor de CTE que
pode ser diferente de m; e mo ou mesmo ter valores fraciondrios. Estes resultados reforcam o
fato de que o MAO de feixes incoerentes obedece a uma regra de correlacao bem definida.

Uma maneira de elucidar as correlagoes entre vortices é mostrada na figura 4.4. Agora
diferentes aberturas sao alinhadas no caminho do feixe. As aberturas sao ilustradas na figura
4.1. Neste caso, dois feixes incoerentes possuindo cargas topolégicas m; e moy sao difratados
por duas aberturas diferentes A; e A, respectivamente. E interessante apontar que se super-
pusermos as aberturas A; e A, espacialmente obtemos um tridngulo eqiiildtero. A primeira
coluna da figura 4.4 mostra correlagoes numéricas de intensidade entre vérios valores de m.
Observe que usando mr = my; — ms, a CTE é igual a mpr = 2 para os dois primeiros painéis
mostrados nas linhas (A) (my =1,me = —1) e (B) (my = 2.5,m2 =0.5), e mpr = 3 para os

dois primeiros painéis das linhas (C) (m; = 2,mg = —1) e (D) (m; = 2.5,my = —0.5).
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Figura 4.3: Média de 100 correlagoes numeéricas de intensidade (primeira coluna),

e resultados tedricos para a amplitude (segunda coluna) e fase (terceira col-
una) da funcao de coeréncia, equagao 4.6. Todos os graficos sao para o caso
onde as abertura A1 e A2 nao estao presentes. As cargas topoldgicas associadas
aos fixes incoerentes foram: (m1 =4, m2 =0), (m1 = 1.7,m2 =0), (m1 =4,m2 =0.5) e
(m1 =3.7,m2 = 1.7) , para as linhas (A), (B), (C), e (D), respectivamente.

Experimento Teoria
<I,,,11,,,2> ‘rml,mz Fase

"ol Bl S
‘BB
BB
o BC

Fonte: (Jesus-Silva [83], 2012)

—
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De fato, segundo Hickmann et. al. [25], a CTE pode ser obtida observando que mpr = N —1
(N é o nimero de méximos de intensidade em cada lado do padrao), em total concordancia
com a teoria (segunda coluna da figura 4.4). Uma abertura triangular é uma técnica bem
conhecida para determinar a quantidade de MAQO, diferente de, por exemplo, uma abertura
quadrada [30]. E importante lembrar que os padrées de fase mostrados na figura 4.4, na
terceira coluna, sdo os mesmos nas linhas (C) e (D). Isto acontece porque as distribuigoes de

intensidade e fase azimutal sdo as mesmas (veja equacao (4.6)).
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Figura 4.4: Meédia sobre 100 realizacoes da correlagao de intensidade numeérica
(primeira coluna), resultado tedrico para a amplitude (segunda coluna) e fase (ter-
ceira coluna) da funcao de coeréncia, equagao 4.6. Todos os resultados foram obti-
dos considerando-se um objeto distribuido (aberturas A1 e A2). As cargas topolég-
icas associadas aos feixes incoerentes foram: (m1 = 1,m2 = —1), (m1 = 2.5,m2 = 0.5),
(m1 =2,m2 =-1), e (m1 =2.5,m2 = —0.5) para as linhas (A), (B), (C), e (D), re-
spectivamente.
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Fonte: (Jesus-Silva [83], 2012)

Na figura 4.5 apresentamos resultados para uma abertura triangular nao distribuida, isto

é, as aberturas A; e A, sao abertura triangulares iguais. Na primeira coluna utilizamos a

abertura triangular para revelar o valor da CT efetiva na correlacao de intensidade e na

segunda e terceira colunas apresentamos a amplitude e a fase da funcao de coeréncia tedrica

obtida da equagao (4.6). Observe que nas linhas (A) e (B) o que temos é, na verdade, a

autocorrelagao, desde que estamos fazendo a correlacao de uma carga topoldgica com ela

mesma. Neste caso a carga topoldgica efetiva é zero, mas temos anéis no spectrum da funcao
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de coeréncia (equagao (4.6)), e o nimero de anéis aumenta com o aumento da carga topoldgica.

Figura 4.5: Meédia sobre 100 realizacoes da correlacao de intensidade numérica
(primeira coluna), resultado tedrico para a amplitude (segunda coluna) e fase
(terceira coluna) da funcao de coeréncia, equagao 4.6. Na primeira coluna us-
amos um objeto local (aberturas A] e A2 sao aberturas triangulares iguais).
As cargas topolégicas associadas aos feixes incoerentes foram: (m1 =1,m2 =1),
(m1 =5,m2 =5) e (m] =2,m2 = —1) para as linhas (A), (B) e (C), respectivamente.

Experimento Teoria

L, m2 I ‘ Fase

aan
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Fonte: (Jesus-Silva [83], 2012)

—

Novamente, a existéncia desses anéis na figura 4.5 é explicada pelo fato de a amplitude
e a fase da fungao de coeréncia nao corresponder a uma funcao de um feixe LG completo.
Observamos anéis de maximos de intensidade também quando o tridngulo estd presente, como
pode ser visto na primeira coluna. No entanto, é dificil usar esses anéis existentes na auto-
correlagao para determinar a CT associada a um feixe pseudotérmico. Finalmente, na linha
(C) apresentamos a correlacdo de uma carga positiva com uma carga negativa e o resultado
também concorda com a predicao tedrica.

Os resultados apresentados nesta secgao foram publicados na referéncia [83].
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4.5 Conclusao

Neste capitulo exploramos algumas propriedades fundamentais dos vortices de coeréncia us-
ando correlagao de intensidade, tais como correlacoes de vortices; estabilidade do vortice de
coeréncia; e fase azimutal nao localizada. Uma CT bem definida foi observada na correlacao
de intensidade seguindo uma regra de correlacao tal que o valor da CT é definido pela carga
topolégica de cada feixe incoerente. Como conseqiiéncia desta regra, observamos uma assi-
natura precisa de um vértice inteiro na correlagao de intensidade entre dois feixes de CT
fraciondria. E, também mostramos que uma quantidade de MAO bem definida pode ser
facilmente identificada na correlacao de intensidade quando dois feixes incoerentes com MAO
forem difratados por um objeto nao localizado. Obtemos excelente concordancia entre a teoria
usando um modelo Schell-Gaussiano e o experimento.

Gostarfamos de enfatizar que os resultados obtidos do arranjo das aberturas A; e A, for-
mando um tridngulo nao localizado ou distribuido, nao representam uma medida de estado de
Bell nao local. No entanto, os resultados apresentados sao importantes para a éptica quantica,
especialmente porque estados com MAOQO sao de grande interesse para a éptica quantica atual-
mente [56], tendo aplicacdo potencial na informagao quantica [54]. Este trabalho pode ser titil
em trabalhos futuros sobre medida de CT, tanto na ética de campos incoerentes quanto em

estados de fétons gémeos emaranhados.
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5 MEDIDA DE MOMENTO ANGULAR DE FOTONS VIA DISTRIBUICAO

DE PROBABILIDADE ESPACIAL

5.1 Introdugao

O MAO do féton é um novo grau de liberdade quantico com importantes aplicacoes para a
informagao quantica [56] e manipulagdo 6ptica [12]. Embora a determinagdo de MAO para
feixes de luz com muitos f6tons seja bem estabelecida [21,23,25,84-86], e que grandes esforgos
tém sido feito para determinar experimentalmente o MAO de um tnico f6ton [18,53,87], um
método experimental direto e facil ainda é um grande desafio.

Usualmente feixes com MAO sao medidos por interferéncia com uma onda plana ou com ele
mesmo. Mais recentemente, novas técnicas para obtencao do OAM tém sido reportadas. Algu-
mas delas sdo a medida direta utilizando um sensor de onda Hartman-Shack [84], interferéncia
por uma dupla fenda de Young [21] e difracdo por uma abertura triangular [25].

Nos anos recentes, varios trabalhos tem sido devotados ao estudo de MAO a nivel de um
unico féton, com muitas propostas para medi-lo, mas com apenas poucas implementacoes
experimentais que sempre forneceram apenas uma evidéncia indireta da carga topoldgica. De
fato, a amplitude dos modos de MAO foi poucas vezes experimentalmente medida em nivel
de f6tons, mas nenhuma caracterizagio da fase azimutal foi feita [88].

Os modos com MAO de fétons (isto é, modos Laguerre-Gauss e Bessel) constituem um
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espaco de Hilbert completo de dimensao infinita e o estudo desta alta dimensionalidade [54]
tem atraido grande interesse devido a sua potencial aplicagao na informagao quantica. Uma
das mais promissoras aplicacoes de fétons com MAO é encontrada na criptografia quantica,
onde eles podem ser usados para distribuir chaves criptogréficas com maior seguranca, tendo
importantes conseqiiéncias para novos protocolos da informacao quéntica. Recentemente, um
esquema com qutrits codificados em estados de MAO foi demonstrado [89]. Outra aplicagao
relevante usando fétons com MAO ¢ a geragao de estados quénticos hiper-emaranhados [55].

Modos LG de alta ordem sao um dos exemplos de modos com MAQO mais estudados. Isto
se deve aos seguintes motivos: os modos LG formam base completa, de dimensao infinita
para a equagao de onda paraxial, definindo um espago de Hilbert paraxial [90]. Em 1992, foi
demonstrado que tais modos de luz transportam um MAO bem definido de mh por f6ton [10],
onde m é a CT do modo. Por fim, os modos LG dentro da aproximagao paraxial, sao auto-
estados de um operador de MAO quantico [66] L. |m) = mh|m), onde |m) é o estado de um
féton preparado em um modo LG com MAO igual a m.

Um aparato multicanal que discrimina MAO foi experimentalmente demonstrado para
feixes com intensidade muito baixa, sugerindo que isto poderia funcionar em nivel de um
tnico féton [18,85]. A principal desvantagem deste aparato é que ele requer uma quantidade
de interferébmetros de Mach-Zehnder que depende do valor maximo de MAQO envolvido. Mais
recentemente, um novo aparato para selecao de MAO foi testado com feixes de luz usando
um MEL que poderia ser usado em nivel de f6ton [26]. A vantagem é que este método pode
determinar o estado de MAO de um tunico féton em cada evento de detecgao, desde que o
estado seja puro e nao seja uma superposicao de dois estados de MAQO. De qualquer forma,
determinar um tnico féton em qualquer estado de MAO de forma direta e fécil, e com alta
eficiéncia, permanece um desafio.

Neste capitulo, mostramos teoreticamente e experimentalmente um novo método para de-

terminar de uma maneira nao dibia o estado de MAO de fétons em qualquer auto-estado.
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Nosso método é baseado na difracao de fétons de um laser fortemente atenuado por uma aber-
tura triangular que produz uma rede na distribuicao de probabilidade espacial cujo tamanho é
proporcional & CT. Os fétons difratados sao medidos no plano de Fraunhofer ou no plano focal
de uma lente. Também investigamos, usando aberturas de tamanho varidvel, a discriminacao

de superposicoes de estados de MAO.

5.2 Teoria

Comecamos considerando que o campo de entrada é um estado de um féton de um modo

paraxial bem definido e pode ser descrito por [91]:
|\I/> = )m,p,l_ﬁ> :/dlavm,p (EL> ‘EL>, (51)

onde k | representa um conjunto completo de funcoes transversas ortogonais. Na aproximagao

paraxial a expressao para o operador campo elétrico no plano de deteccao pode ser escrita
como

By (Fiz) o / ARy (R ) 7 (RL) e (5.2)

O operador Gy, p </2 L) aniquila fétons no modo m, p com vetor de onda transverso k 1.

T (E L) é uma funcao que representa a funcao de transmissao da abertura triangular eqiiildtera.

A amplitude de probabilidade no plano de Fraunhofer apds o féton ter sido transmitido

pela abertura triangular é dado por [40,92]

Ay (FL) = (vac| B4 |P), (5.3)
com P, (71) = |Am, (71)|> sendo a probabilidade de detecgio. Manipulando as equagoes

acima, podemos obter a probabilidade de detecgao, a saber,

2

Py (71) = | Ay (FL)|? ‘ / k7 (EL) Uy (z%’l) kLTl (5.4)

Note que a probabilidade de deteccao é proporcional & distribuicao transversa que depende

dos modos paraxiais apds os fétons terem sido difratados pela abertura triangular eqiiildtera,
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no plano de Fraunhofer. Desta forma, esta distribuicao transversa corresponde ao campo
distante que faz o papel da rede reciproca. Interessantemente, a integral na equagao (5.4)

forma um padrao de forma triangular o qual nos permite determinar o MAO dos fétons.
5.3 Experimento

O principio bédsico do experimento é ilustrado na figura 5.1, onde fétons em um estado de
MAO bem definido sao difratados por uma abertura triangular eqiiildtera e medidos no plano
de Fraunhofer.

Um laser de fons de Argonio operando em 514nm ilumina um holograma gerado por com-
putador [73] escrito em um MEL modelo Hamamatsu X10468-01 para produzir modos LG de
alta ordem com MAOQO variando de —7 a 7. Produzimos apenas modos com p = 0, entao nao
iremos fazer referéncia novamente a esse indice do modo. Uma mdscara com uma abertura

triangular eqiiildtera de lado de 1.75mm foi superposta com o holograma do feixe LG no MEL.

Figura 5.1: Aparato experimental usado para gerar e medir MAO em nivel de
um unico féton. A figura mostra o aparato experimental usado para produzir
fé6tons em modos LG ou Bessel com diferentes CTs, difrati-los por uma abertura
triangular (gerada no MEL) e conta-los usando uma iCDD.

L, 3 Lentes
A: Opfica de atenuagdo

Laser Ar~ L L, :
- J fﬁ
A L

‘ MEL
cco

MEL: Modulador espacial da luz
iICCD: Cdmera CCD intensificada

Fonte: (Jesus-Silva [94], 2012)

A figura 5.2 ilustra esse processo. Um holograma foi construido para gerar um feixe LG
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quando iluminado por uma onda plana, e multiplicado por uma funcao abertura, a qual é
um dentro da abertura e zero fora da abertura. O holograma pode ser expandido como uma
série de Fourier infinita, no entanto penas a primeira ordem nos d4 toda a informacao sobre o

padrao do feixe LG difratado pela abertura triangular

“+o00+400

TP (uv) o //A<x,y>h1<x,y>

—0o0—00

2
X exp {—i—ﬂ (xu + yv)] dxdy, (5.5)
A

onde hy (z,y) = LG (z,y) é a fungdo que descreve o feixe LG e A (x,y) é a abertura. TP é o
padrao triangular truncado no plano de Fourier.
Figura 5.2: Ilustragao mostrando o processo de superposicao de uma abertura tri-

angular com o holograma de um feixe LG. Todas as regioes completamente escuras
correspondem a fase zero.

Fonte: (Jesus-Silva [94], 2012)

O MEL ¢é colocado no caminho dos f6tons e uma lente de comprimento focal igual a 50cm
é usada para fazer a transformada de Fourier do holograma, a qual é projetada sobre uma
camera CCD intensificada (1ICCD) modelo Andor DH734-18F-03. A camera foi ajustada para
operar em um modo acumulativo de contagem de um tnico féton. Acumulamos contagens de
fétons para 400 varreduras a uma taxa de 8 Hz para cada imagem. A intensidade do feixe
de laser foi fortemente atenuada para nos certificarmos de que a médxima probabilidade de

deteccao era de 0.1 féton por pixel por tempo de aquisicao. Realizamos nossas medidas neste
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regime, porque, como foi apontado recentemente [93], mesmo fétons produzidos por lasers

fortemente atenuados podem apresentar propriedades quénticas.

5.4 Resultados e discussao

Mostramos na figura 5.3 as matrizes de contagem de f6tons de 70 por 70 pixels correspondendo
a uma regiao de 1.75 por 1.75mm da iCCD iluminada pelos f6tons difratados em modos LG. A
figura mostra contagens para os modos ap6s difracao por uma abertura triangular eqiiildtera.
As redes geradas sao relacionadas com as propriedades nao usuais de luz com MAO difratada
por uma borda ou fenda [28]. A carga total m é diretamente relacionada ao tamanho da rede
hexagonal triangular ¢ dada por m = N — 1, onde N ¢é o niimero de l6bulos em qualquer lado
externo do triangulo [25]. Na figura 5.3 obtemos um concordéncia perfeita com os auto-estados

de MAO usados.

Figura 5.3: MAO de modos LG medido em nivel de um tnico fé6ton. Medimos, em
nivel de um tnico fé6ton, modos LG com CT variando de m = -7 a m = 7.

: ) ) . l.
Hlﬂ |0 HIO I |

n=-7 m=-6 n=-5 m=-4 m=-3

. ) 400. ) - O
I |D |0 |

nm=-2 m=-1 m=0 m=1

' ' . 4?0' :
I | IO IO

450

-~

m=3 m=4 m=3 m=6 m=7

Fonte: (Jesus-Silva [94], 2012)
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Note que também ¢ possivel determinar o sinal de m, desde que a orientacao do padrao
muda como pode ser observado na figura 5.3, onde uma mudanca no sinal faz com que a rede
triangular apareca girada de .

Gostariamos de enfatizar aqui que, como em qualquer método para determinar propriedades
de f6tons, dada a natureza estatistica da mecénica quantica, é intrinsecamente necessario usar
um grande conjunto de fétons para em um dado estado para obter uma medida precisa. Obvi-
amente para caracterizar uma superposicao quantica de estados determinando a probabilidade
associada a cada autoestado requereria usar um selecionador antes da abertura triangular. No
entanto, nosso método pode diferenciar autoestados de superposicoes de pares de autoestados

usando uma abertura de tamanho varigvel.

Figura 5.4: Discriminando os estados de MAO em estados de superposi¢ao. Prob-
abilidade calculada para detectar fé6tons em uma superposicao de modos LG com
a) m1 =2 e b) m9 =5 usando aberturas triangulares de diferentes tamanhos, veja
o texto principal para maiores detalhes. Em c) e d) mostramos a discriminagao

de superposicoes de estados de MAO com m] = —4 e m2 = 7, respectivamente.
A orientacao da abertura usada é mostrada em todos os casos no canto superior

direito dos painéis.

Fonte: (Jesus-Silva [94], 2012)

Instituto de Fisica - UFAL



5.5 Conclusao 73

Na figura 5.4, difratamos um estado composto de uma superposi¢ao de autoestados com
MAO iguais a m; = 2 e my = 5 por aberturas triangulares com tamanhos diferentes. O
conjunto de fétons mostra a probabilidade de deteccao correspondente no plano de medida.
Mesmo que a probabilidade de deteccao seja a mesma para a superposicao antes da difracao
pela apertura triangular, apds a insercao da abertura de diferentes tamanhos os modos sao
discriminados e sao facilmente identificados como mostrados na figura 5.3. Nas figuras 5.4a) e
5.4b) os padrdes correspondentes a m; = 2 e my = 5 sdo mostrados, respectivamente. Devido
sua natureza quantica pode nao ser ficil determinar a amplitude de probabilidade associada
a cada autoestado. De qualquer forma, um resultado de nossas simulagoes usando a equagao
(5.4) mostra que para sermos capazes de discriminar ambos os estados de MAO, o autoestado
de menor MAO deve ser muito menor que o maior MAO. Também encontramos o seguinte
requisito minimo Am = ||my| — |ma|| > 3. As figuras 5.4c) e 5.4d) mostram a situacdo na
qual os estados de MAO tém sinais opostos m; = —4 e my = 7. Quando as amplitudes de
probabilidades de deteccao sao tais que é possivel discriminar ambos os modos, a razao entre
o tamanho das aberturas é 1/4 com o tamanho da abertura maior sendo determinado pelo
raio do estado de maior MAO.

Os resultados apresentados nesta secgao foram publicados em [94].

5.5 Conclusao

Neste capitulo, demonstramos teoricamente e experimentalmente uma maneira direta para
determinar o MAO da luz em nivel de um tnico féton. E interessante notar que fétons gerados
por laser atenuado é um tdépico atual de pesquisa, sendo que estes f6tons também podem
apresentar propriedades puramente quanticas [93]. Embora estivermos trabalhando no nivel
de um 1nico féton, nosso sistema nao apresenta nenhuma diferenca de um sistema com muitos
fétons por modo, como era de se esperar. O método é baseado na geracao de um padrao de

difracao bidimensional pela combinagao de interferéncia de amplitude e fase azimutal. Usamos
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uma abertura triangular eqiiildtera iluminada por fétons em modos LG par gerar padroes de
interferéncia quanticos na forma de rede. Também demonstramos que é possivel usar nosso
método para discriminar autoestados de superposicoes quando apresentadas aos pares. Um
problema chave aqui é que a probabilidade espacial de deteccao pode distinguir apenas MAO
com CT diferindo por mais que 3. Nossos resultados podem certamente serem generalizados

para medir a carga topoldgica de raios X [95] e de elétrons transportando MAO [52].
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6 REGRA DE BORN E INTERFERENCIA DE FOTONS COM MOMENTO

ANGULAR ORBITAL POR UMA FENDA TRIANGULAR

6.1 Introducgao

O experimento da dupla fenda em nivel de um unico féton [49] ou elétron [50] sdo experimentos
quanticos essenciais [51] onde a fase de caminho executa um papel fundamental, enquanto o
MAO [10] de elétrons [52] ou fétons [53] trds uma nova dimensdo [54] para o problema da
interferéncia quéntica [55] com um novo grau de liberdade [56] associado a fase espiral.

O problema quantico de interferéncia da dupla fenda com um tnico féton [49] ou elétron [50]
possui o mistério que nao desaparece, como apontado por Feynman [57]. Durante os anos,
foram propostos e demonstrados muitos experimentos quanticos extremamente surpreendentes
e dificeis de entender como o experimento de escolha atrasada de Wheeler [51,58]; a inter-
feréncia fantasma [59]; o comprimento de onda de de Broglie de um pacote de onda de dois
fétons [60]; a dupla fenda distribuida [61,62]; o apagador quantico [63], entre muitos out-
ros. A extensao da fenda dupla para trés fendas paralelas tem atraido pouca atencao, até
seu recente uso original [64] na verificacdo experimental da regra de Born [96] em um ponto
correspondendo ao méximo de interferéncia central.

Por outro lado, hd um nidmero infinito de modos de luz com MAO [56] e o estudo de

estados quanticos com alta dimensionalidade tem atraido grande interesse devido sua potencial
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aplicacdo em informagao quéntica [54]. Uma das aplicagbes mais promissoras é em criptografia
quéntica, onde isto pode ser usado para aumentar a seguranca na distribuicao de chaves
criptogréficas [97,98] ou gerar qutrits codificados em estados de MAO [89]. Outras aplicacoes
usando o MAO da luz sdo a geracdo de estados quanticos hyper-emaranhados [55] e redes
6pticas [25], bem como em manipulagao dptica [12].

A regra de Born é ensinada em todo primeiro curso de mecénica quantica. Basicamente
ela nos diz que a probabilidade de detecgdo de um estado quantico 1 (r,¢) em um dado ponto

r e em um dado instante de tempo ¢ é dada por

P (r,t) = ¢* (r,) ¢ (r,t) = [ (r, ). (6.1)

Neste capitulo vamos fazer uma verificagdo desta regra aos moldes de Sinhd, et. al. [64].
A importancia deste trabalho, bem como do trabalho de Sinha et. al., estd justamente na
possibilidade da violacao de tal axioma fundamental da mecanica quantica. A regra de Born,
como estabelecida na mecéanica quantica (equacao (6.1)), prediz que a interferéncia quantica,
como no caso do experimento de difragao da dupla fenda, sempre ocorre aos pares de camin-
hos. Uma versao generalizada da mecéanica quéntica poderia introduzir miltiplos caminhos e
permitir interferéncia de alta ordem, violando entao a teoria.

Usamos as propriedades bidimensionais do MAO de fétons para estender a configuracao da
dupla fenda para a configuragao bidimensional da tripla fenda na forma triangular, obtendo
um padrao de interferéncia bidimensional triangular em nivel de poucos fé6tons, cujo tamanho
depende da quantidade de MAQO. Também mostramos que para este padrao, em contraste
com os casos da dupla e tripla fenda paralelas, a fase azimutal joga um papel fundamental,
sendo indistinguivel da fase de caminho. Nossos resultados confirmam que apenas pares, aqui
associados a fase azimutal e de caminho, contribuem para a probabilidade bidimensional de

deteccao de fétons, como estabelecido pela regra de Born.
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6.2 Teoria

A fim de entender o padrao de interferéncia que iremos medir e comparar isto com o exper-
imento quéantico da dupla fenda com elétrons ou fétons [57,99], calculamos os padroes de
probabilidade normalizada de detecgao mostrada na figura 6.1. Comecando com o caso de
fétons sem MAO m = 0, é claro da iltima coluna na primeira linha da figura 6.1, que hd um
méximo na probabilidade de detecgao no centro da figura. Este méaximo é uma assinatura do
fato de que ndo podemos determinar por qual fenda (na verdade par de fendas, como veremos

mais adiante) o féton foi difratado.

Figura 6.1: Dualidade onda particula com fé6tons mediada por MAO aplicada a
tripla fenda em uma configuragao triangular. A seta curva indica a diregao do
aumento da fase azimutal. Em todos os gréficos a probabilidade foi normalizada.

NEAEREIEE

0

Fonte: (Jesus-Silva [100], 2012)

A existéncia de apenas este maximo central é relacionada ao fato de que a soma dos padroes
de difracao de cada fenda tem um formato de estrela, e nao é uma superposicao ao longo da
mesma linha como nas configuragoes de duas ou trés fendas paralelas, mesmo no caso de luz
com MAO [28].

Muito mais interessante é o caso para MAO igual & unidade (m = 1). A primeira coisa que

vemos é que o maximo central desapareceu porque agora a fase azimutal do féton incidente
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adiciona informagcao sobre a fase de caminho do féton. No entanto, o pico de interferéncia foi
apagado nao pela informacao usual de qual caminho, mas pela nao usual informacao de qual
fase azimutal. Ao mesmo tempo em que a fase azimutal faz o maximo central desaparecer, ela
faz outros médximos aparecer. Se analisarmos separadamente a densidade de probabilidade de
cada um dos trés possiveis pares de fenda adjacentes (mostrados na figura 6.1, trés primeiras
colunas da segunda linha), descobrimos que o méximo aparece deslocado na diregao da fenda
ausente. Cada um destes méximos vem da impossibilidade de distinguir entre fase azimutal
e fase de caminho. Em outras palavras, em alguns pontos no plano de Fraunhofer, nao
podemos saber se um féton passou pela fenda mais préxima com maior fase azimutal ou pela
fenda mais distante com menor fase azimutal. Note que se mudarmos o sinal do MAO, o
méximo serd deslocado ao longo da mesma dire¢ao, mas ficard préoximo da outra fenda, pois o
MAO aumentard na diregao desta fenda. O resultado final serd uma rotacao de m no padrao
triangular para MAQO negativo.

Aumentando o MAO do féton faz com que a estrutura fique mais complexa, porque o
MAO age como um parametro na difracao triangular, produzindo padroes maiores para MAO
maior. De fato, o nimero de picos de interferéncia cresce como a soma de uma progressao
aritmética e é dado por (m + 1) (m 4 2) /2. Ressaltamos que para MAO igual a trés, o pico
central reaparece porque agora temos uma diferenca de fase de 27 entre fendas adjacentes.
Este méximo central estd presente para MAOQO igual a zero ou miiltiplos de trés e ausente em
todos os outros casos. Em resumo, a difracao de um tinico f6ton com MAO revela um padrao
de interferéncia quéntica planar na forma de rede triangular, cujo tamanho é controlado pelo
MAOQ, estendendo a dualidade onda-particula da dupla fenda para além da informacgao de fase
de caminho, de forma a incluir a informacao de fase azimutal.

De acordo com a regra de Born, na mecénica quantica, apenas pares de amplitude de
probabilidade contribuem para a interferéncia quantica [64], resultando no fato de que os ter-

mos de interferéncia de trés ou mais amplitudes de probabilidade sao nulos. Na sequéncia,
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mostramos experimentalmente que a regra de Born é védlida para trés fendas em configuracao
triangular, com interferéncia de pares nao usuais: menor caminho/maior fase azimutal e maior
caminho/menor fase azimutal, generalizando o caso recentemente demonstrado experimental-

mente de trés fendas paralelas [64].

6.3 Experimento

O principio do experimento é ilustrado na figura 6.2. Um laser CW estabilizado “single-
frequency” modelo torus feito por laser-quantum operando em 532nm ¢é expandido 25X e
ilumina um holograma gerado por computador e escrito em um MEL modelo Hamamatsu
X10468-01 para produzir unicos fétons em modos LG de alta ordem. Um holograma de
fase [73] foi usado para gerar o feixe LG quando iluminado por uma onda plana. Mostramos
no MEL apenas a porcao do holograma contida na regiao interior das diferentes combinacoes de
fendas. Fora da fenda, colocamos fase zero. No campo distante podemos observar exatamente
0 mesmo campo que observarfamos se primeiramente tivéssemos gerado o campo LG e depois
difratado pela combinacao de fendas.

Os fétons sao difratados usando-se uma lente de 50cm e sao detectados em uma camera
CCD intensificada (iCCD) modelo Andor DH734-18F-03. A intensidade do feixe laser foi
fortemente atenuada para certificar que a probabilidade médxima de deteccao é menor que 0.1
fétons por pixel por tempo de aquisicao. Realizamos nossas medidas nesse regime porque,
como foi apontado recentemente [93], fétons produzidos por um laser desde que fortemente
atenuado apresentam propriedades quanticas.

A camera iCCC foi ajustada para operar em regime acumulativo de contagem de um tnico
fé6ton a um ganho nominal de 600 elétrons por fotoelétron atingindo o “microchannel electron
multiplier plate” (MCP). Disparamos a detec¢ao a uma taxa de 8.065 Hz durante 290 segundos
usando o potencial do fotocdtodo em frente da iCCD para direcionar fotoelétrons para a MCP.

Depois que os elétrons amplificados sao convertidos novamente para fétons na camada de
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fésforo em frete da CCD atras da iCCD, contagens de fétons foram obtidas realizando-se uma

seqiiéncia de disparos sincronizados de varreduras de 2 milisegundos da carga acumulada na

CCD. O discriminador foi fixado em 900 elétrons da CCD para contagem de um féton.
Figura 6.2: Geragao, difragao de medida de fétons com MAQO. A figura mostra o

aparato experimental usado par produzir fétons com MAO, difraté-los por difer-
entes combinacgoes de fendas e contd-los com a ajuda de uma iCCD.

M, A
H - Laser Nd:YAG

A: Atenuador
M, ,: Espelhos
L;,; Lentes MEL

MEL: Modulador espacial da luz
iCCD: Cdmera CCD intensificada

Fonte: (Jesus-Silva [100], 2012)
6.4 Resultados e discussao
O termo de interferéncia de alta ordem para as trés fendas pode ser obtido da expressao [64]

1ABC = PABC + DA+ PB+Dc —PaB — PBC — PcA — Do (6.2)

onde papc € a padrao de contagem da difracao pela fenda triangular. p; e p;; sao os padroes
de contagem da difragao pela fenda tnica e por pares de fendas, respectivamente, i e j se
refere as fendas A, B, C, e py sao as contagens de ruido e do “background” obtido usando um

holograma totalmente preto no MEL (fase zero em todos os pixels).

Instituto de Fisica - UFAL



6.4 Resultados e discussao 81

Na figura 6.3 mostramos todas as contribuigoes experimentalmente obtidas, usando a mas-
cara correspondente (também mostrada na figura), necessdrias para estimar iqpc e calcular
K = iapc/d onde § = liag| + lic| + |iac| [64]. Medimos cada termo no lado direito da
equacgao (6.2) com a configuragdo da iCCD descrita acima e usamos fétons em um modo LG
com m = 1. Todas as fendas e combinagoes de fendas tém 4.92mm de comprimento e 0.3mm
de espessura. Os nimeros ao lado da barra cinza representam a quantidade de fétons apds
fazermos uma média de 70 conjuntos de 5000 varreduras. Todas as medidas foram realizadas
sobre uma matriz de 30 por 30 pixels, correspondendo a uma regiao da iCCD de 0.39 por

0.39mm?.

Figura 6.3: Padroes de interferéncia medidos em nivel de um tnico fé6ton para cada
fenda, combinagoes de fenda, e “background”, correspondendo a cada termo na
equagao 6.2. A diregao do aumento da fase azimutal é a mesma da figura 6.1. As
barras de contagem de fétons a direita de cada padrao correspondem ao nimero

de fétons integrados durante uma media de 70 medidas de 5000 varreduras.

B
PA Ps Pc

' I 115.6 l ‘ 1115 - 105.6 E 291.6
I I I IU
PAB ﬂ': r’-’AC C Po

n : ! i ! :

Fonte: (Jesus-Silva [100], 2012)

G C

Na figura 6.4 apresentamos estas matrizes para o termo calculado de interferéncia de ter-
ceira ordem & (a) e o desvio padrao da média o (b). No gréfico para k, vemos que nao podemos
observar qualquer tipo de padrao de interferéncia, além do fato de que x pode ser grande em

alguns pontos. Acreditamos que isto acontece porque ¢ pode ser zero ou ter valores muito
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pequenos, amplificando o ruido. Os valores obtidos nos pontos méximos de interferéncia sao
k= —0.006040.0251, —0.001240.0601 e 0.000740.0667. Podemos fazer uma média dos pixels
de matrizes 5 por 5 centradas nestes picos obtendo k = —0.0046 4+ 0.0297, —0.0045 + 0.0308
e 0.0015 £ 0.0295. Nossos resultados corroboram o principio de que a interferéncia quéantica
sempre ocorre aos pares, e estende a verificagao experimental da regra de Born para sistemas
onde MAO fornece um grau extra de liberdade, isto é, a fase azimutal, a qual aumenta a
indistinguibilidade. Também estendemos tal verificagdo experimental de dimensao zero (um
ponto) [64] para duas dimensoes (2D).

Figura 6.4: Descartando o termo de interferéncia de terceira ordem. (a) Termo de

interferéncia de terceira ordem « calculado usando todos os termos medidos, rep-

resentados na equagao 6.2 e mostrados na figura 6.3. (b) Desvio padrao calculado
para o termo de interferéncia de terceira ordem k.

Fonte: (Jesus-Silva [100], 2012)

Finalmente, devemos ressaltar que mesmo sem um efeito de interferéncia de terceira ordem,
temos uma contribuicio em cada pico de interferéncia de todos os trés pares de fendas. E facil
concluir isso olhando para os padroes de densidade de probabilidade mostrados na figura 6.1,
onde a estrutura triangular para a fenda triangular estd presente para todos os pares, apesar
de terem diferentes probabilidades de pico. Este efeito nao vem da interferéncia de pares de

amplitude de probabilidade como estabelecido pela regra de Born, mas surge da adicao cldssica
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das trés probabilidades associadas com cada par de fendas.

Os resultados apresentados nesta sec¢ao foram publicados na referéncia [100].

6.5 Conclusao

Neste capitulo, mostramos que para tirar vantagem do grau de liberdade extra do MAO,
devemos usar uma dimensao extra, estendendo a dupla fenda para uma tripla fenda em uma
configuracao triangular. Mostramos também que o padrao de interferéncia resultante também
tem uma dimensao extra, com o nimero de méximos de interferéncia diretamente relacionado
a quantidade de MAO dos fétons. Nossos resultados sao uma conseqiiéncia direta do fato de
que a fase azimutal é indistinguivel da fase de caminho 6ptico. Além do mais, nossos resultados
nao violam a regra de Born e apenas fendas tomadas duas a duas contribuem para o padrao de
interferéncia, com a contribuigao das trés fendas sendo nula, confirmando a predi¢ao de [64] de
que a regra de Born estaria associada a outras quantidades como estados de momento angular.
Usamos uma tripla fenda em uma configuracao triangular iluminada, em nivel de um tinico
féton, com modos LG gerando padroes de interferéncia 2D, mas os resultados apresentados
poderiam ser aplicados a outras familias de modos de fétons com MAO ou particulas massivas
como elétrons transportando MAO [50,52].

Nossos resultados experimentais representam um passo fundamental em direcao & vali-
dac@o, generalizagdo ou uma possivel integracao com a teoria da relatividade [64], bem como
pode ser relevante para as tentativas tedricas [101] de derivagao da regra de Born a partir de

principios mais fundamentais.
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7 CONCLUSAO GERAL E PERSPECTIVAS

Nesta tese de doutorado procuramos dar vérias contribuicoes no estudo da difracao de luz com
MAO, sempre buscando aplicacoes. Neste sentido, investigamos diversos temas que exploram
o MAO e a difracao de Fraunhofer como uma ferramenta. Nossas investigagoes abrangeram
desde propagagao coerente, passando por propagacao incoerente e chegando a estados semi-
clédssicos usados para explorar um problema fundamental da mecénica quéntica.

No capitulo 2 fizemos uma revisao dos principais tipos de aberturas exploradas para estudar
difragado de luz com MAO. Estudamos a dupla fenda cujo padrao de difracao pode estar
inclinado indicando a presenga de MAO no feixe incidente. Vimos também a fenda simples
cujo padrao difracao foi estudado em dois regimes: longe do plano de Fraunhofer e no plano
de Fraunhofer. Uma das primeiras aplicagoes que se poderia vislumbrar para estes padroes
¢ a determinacao do MAO da luz. No entanto, vimos que nenhum destes padroes ¢ bom
candidato para a determinacao do MAO da luz. Mas a fenda simples quando combinada em um
conjunto de trés e dispostas na forma triangular tem um padrao de Fraunhofer que possibilita
a medicao do médulo e sinal da CT de um feixe LG. Vimos também a difragao por uma
abertura quadrada, cujo padrao de difracao de Fraunhofer também nao é um bom candidato
para a determinacao da carga topoldgica de um feixe. A abertura triangular e a abertura
quadrada podem ser exploradas para geracao de redes trucadas de méximos de intensidade.
Notamos que para abertura triangular sempre hé a formacao de uma rede triangular truncada

cujo tamanho aumenta com o aumento da CT. No caso da abertura quadrada, observamos
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uma boa formagao de uma rede quadrada truncada de méaximos de intensidade apenas para
CT par.

No capitulo 3 estudamos o nascimento de um vértice no plano de Fraunhofer. Mostramos
que se difratarmos um feixe LG com CT fraciondria, no plano de Fraunhofer sempre ocorre o
aparecimento de um vértice extra, fazendo com que a carga total se torne inteira. Além disso,
cada vortice tem carga unitdria e fica em uma posicao separada espacialmente dos demais,
isto é, surge o efeito chamado quebra de degenerescéncia espacial. Este estudo mostra que no
plano de Fraunhofer nao vale a regra usualmente aceita de que um vértice nasce quando a CT
topoldgica fraciondria atinge e passa a metade de um valor inteiro.

No capitulo 4 exploramos alguns aspectos fundamentais da difragao de vortice de coeréncia.
Para realizar este estudo experimentalmente usamos correlagoes de intensidade. Estudamos
topicos tais como: correlacoes de vortices, estabilidade de um vértice de coeréncia e fase
azimutal nao localizada. Investigamos correlacoes espaciais entre dois feixes com diferentes
singularidades de fase embutidas. Uma CT bem definida foi observada na correlagao de inten-
sidade seguindo uma regra de correlacao tal que o valor da CT é definido pela carga topolégica
de cada feixe incoerente. Como conseqiiéncia desta regra, observamos uma assinatura de um
vortice inteiro na correlagao de intensidade entre dois feixes de CT fraciondria. O interessante
foi observar que de um padrao completamente aleatério surge um padrao bem definido, do
qual a quantidade de MAO pode ser inferida. A CT ¢é dada pelo nimero de méximos em cada
lado do padrao triangular subtraido de um. Mostramos também que uma quantidade de MAO
bem definida pode facilmente ser identificada na correlacao de intensidade quando dois feixes
incoerentes com MAQO forem difratados por um objeto nao localizado. Obtemos excelente
concordancia entre a teoria, baseada em um modelo Schell-Gaussiano, e o experimento.

No capitulo 5 estudamos a difragao de luz com MAO em nivel de um féton. Pudemos
verificar que a distribuicao de probabilidade de deteccao espacial, a qual é proporcional a

intensidade detectada, é suficiente para determinar o MAO dos fétons difratados. De fato,
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verificamos que a distribuicao de probabilidade espacial também tem a forma de uma rede
triangular truncada de méximos de intensidade. A CT ¢é dada pelo nimero de méximos em
cada lado do padrao triangular subtraido de um. Também verificamos que é possivel discrim-
inar o MAQO de superposicoes de pares de dois feixes utilizando uma abertura de tamanho
varidvel. No entanto, as probabilidades de detecgao se superpoem de tal forma que é possivel
discriminar apenas o MAO de feixes cuja CT difere de 3 ou mais.

O estudo da difracao de luz com MAO por uma abertura triangular em nivel de poucos
fétons possibilitou o desenvolvimento de uma aplicagao na verificacao de um axioma funda-
mental da mecanica quéntica, a regra de Born. Esta regra é a regra para a interferéncia de
probabilidades na mecénica quantica e é ensinada em todo primeiro curso de mecénica quan-
tica. No capitulo 6 apresentamos nossos resultados referentes a verificagao de que ela é valida
mesmo utilizando estados com momento angular. A verificacdo da validade, ou nao, desta
regra em qualquer situacao fisica é importante para uma possivel generalizacao da mecénica
quantica. A compatibilidade da mecanica quantica com a relatividade geral depende de uma
generalizacao de uma destas teorias, e a regra de Born, por exemplo, poderia ser violada.

Com esta visao geral da tese apresentada podemos ver que os resultados vém contribuir nos
campos de difracao de luz com MAO e aplicagoes. Mostrando que o grau de liberdade extra
introduzido pela faze azimutal tem uma rica gama de implicagoes para os padroes de difracao
e aplicacoes, adicionando novos conhecimentos sobre temas fundamentais da éptica singu-
lar. Estes conhecimentos vao desde estudos envolvendo CT topolégica inteira ou fraciondria,
coerente e incoerente, em feixes com muitos fétons, até o regime semicldssico.

Como perspectivas futuras, esperamos que os estudos aqui apresentados possam ser es-
tendidos para estados de fétons gémeos emaranhados e venham a contribuir nas dreas de
informacao quantica, em especial para a comunicacao quéantica. Acreditamos que a difracao
de fétons gémeos por aberturas triangulares ou quadradas possa ser explorada na geracao de

redes 6pticas nao locais emaranhadas com potencial aplicacao na informacao quéntica. Outro
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aspecto cuja exploragao pode ser motivada pelos nossos trabalhos é a exploracao experimental
da propagacgao coerente e incoerente de luz com MAO por meios nao lineares. Além do mais
esperamos que os estudos aqui apresentados sirvam de inspiragao na exploragao de novos tipos

de luz complexa com propriedades especiais, indo além dos feixes com MAO.
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We study the Fraunhofer diffraction problem while taking into account the orbital angular momentum of light. In
this case, the phase singularity of the light beam is incident on the slit in two different cases: in one, it is incident
slightly above the slit, and in the other it is centered on the slit. We observed that the symmetry and the fringe
formation in the interference pattern strongly depend on the amount of orbital angular momentum and the slit
position in relation to the beam. © 2011 Optical Society of America

OCIS codes: 050.4865, 050.1940.

The study of light possessing orbital angular momentum
(OAM) has yielded unexpected effects with bearing on
very different fields of research, such as quantum infor-
mation [1-3], micromachining [4], optical communica-
tion [b], optical tweezers [6], as well as in astronomy
[7] and gravitational wave detectors [8,9].

Light beams possessing OAM have been extensively
studied since their initial demonstration in 1992 [10].
In general, light beams having an azimuthal phase depen-
dence of the form ¢ carry an OAM of m# per photon.
In this case, ¢ is the azimuthal coordinate, and m is an
integer number, which is referred to as the topological
charge of the beam. Higher-order Laguerre—-Gauss (LG)
[11] and Bessel beams [12] are examples of beams
carrying OAM.

The rich relationship between the azimuthal phase of
light possessing OAM and diffraction phenomena has a
number of interesting effects and has motivated re-
searchers to make new discoveries. In particular, a multi-
pinhole interferometer was proposed as an efficient
method for probing the OAM of optical vortices from as-
tronomical objects [13-15]. Hickmann et al. showed that
the OAM can be used to unveil the lattice properties hid-
den in diffraction patterns using a simple triangular aper-
ture [16]. Even traditional single-slit [17], double-slit [18],
and aperture-iris diaphragm [19] diffraction problems
can yield novel physical interpretations because of the
unusual phase distribution of light possessing OAM. In
addition, a new framework has been developed showing
the Fourier relationship between angle and angular
momentum [20].

In this Letter, we study light possessing OAM diffracted
from a single slit at the Fourier plane. In this case, we
studied two situations, one where the phase singularity
of the light beam is incident directly on the slit and
another where the phase singularity is incident slightly
above the slit. For the first case, we observe a symmetri-
cal interference pattern. This case is analogous to
Young’s double-slit pattern with constructive and de-
structive interference that depends of the amount of
OAM. For the second case, because of the phase varia-
tion along the slit, the interference pattern becomes
asymmetric and shifts. We study both cases theoretically
and experimentally.

0146-9592/11/163106-03$15.00/0

The setup used in the experiment is shown schemati-
cally in Fig. 1(a). An Nd:YAG laser operating at 532 nm
illuminates a computer hologram with controllable pixels
written in a Hamamatsu Model X10468-01 spatial light
modulator (SLM) and produces high-order LG modes.
A mask with a slit of 2a = 9.34 mm in length and width
of 280 yum can be superimposed over the LG hologram in
the SLM. This is shown in Fig. 1(b). The slit length always
covers the full extent of the beam for any value of m. We
have used a type 1 hologram for coding phase and am-
plitude [21]. The collected diffracted light is imaged by
a 50 cm lens on a CCD camera.

The cylindrical beams, LG and Bessel, are families of
beams that can be used to describe a light beam posses-
sing OAM. The LG beams are defined by [22]

Eig(p.9.2) = Ay [%] (Wiz))mL%n <sz'0(22)>
2

X exp (— Wiz)) exp [—ikz - ikﬁz)

(1)

where W(z) is the beam waist diameter, L)' is the asso-
ciated Laguerre polynomial, m is the topological charge,
{(2) is the Gouy phase, and p is the radial index.

—im¢ +i(m + 2p + I)C(z)] :

.y
Slit - 2

fi - lenses (@) ®) g Beam
F - neutral density
Silter a A x
BS - beam splitter /
SLM - spatial light
modulator

m=0 wl

(©) — —
*0

m=2 m=5
ST B T T

Fig.1. (Color online) (a) Experimental setup. (b) Arrangement
of the slit and higher-order LG beams generated by the SLM;
where 2a is the length of the slit and d is the distance from
the center of the beam to the center of the slit. (¢) Numerical
simulation of intensity distribution over the slit for m =0,
m =2, and m =5 for d = 0.
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The goal of the numerical investigation is to obtain the
diffraction patterns caused by light beams scattered by
the slit in the far-field region. To achieve this, we need
the Fraunhofer integral given by [22]

E@®.y.2) / E@.y.0)e 5 ardy.  (2)
A

where k = 27/ is the wave vector and v, = x/lz and

= y/Jz are spatial frequencies in directions x and y.
This expression corresponds to the Fourier transform
of the field at the aperture. The aperture is a slit, which
is shown in Fig. 1(b).

Panels in Fig. 2 show numerical simulations (top row)
and experimental results (middle row) of the diffraction
pattern of the OAM beam from the slit for d = 0 and
m =0, 1, 2, 4 and 5. We also show phase diagrams in
the slit plane (bottom row). For m = 0 we have a normal
slit diffraction pattern. However, for higher orders of
OAM, the patterns are similar to Young’s double-slit inter-
ference pattern. Note that, for d = 0 and m = 0, there is a
central maximum for even OAM orders and a central
minimum for odd OAM orders. These effects can be un-
derstood by looking at the OAM beam profile at the posi-
tion of the slit [see Fig. 1(c)]. When m = 0, only one
bright spot is present. For this case, we have the usual
diffraction pattern for a typical Gaussian beam from a
single slit. This can be seen in the panels for m = 0. How-
ever, for higher-order LG beams we have two bright
regions with a separation between them that depends
on the OAM. This can be seen in Fig. 1(c) for m = 2
and 5. We have to consider also the phase distribution
along the slit. For even OAM orders, the phase difference
between any two bright points along a line in the direc-
tion of the slit is modulus of 2z. This difference is = for
odd orders. Also, the number of fringes increases with
amount of OAM because the distance between the bright
spots increases with m.

We also investigated situations with d # 0, i.e., when
the phase singularity is not centered in the slit. Figure 3
shows the numerical simulations, experimental re-
sults, and phase diagrams for d = 0.2R. In this case, R is
the beam radius. In contrast to the profiles shown in
Fig. 2, the patterns are asymmetric and shifted from zero
position.

Figure 4 compares the phase of the beam along the slit
for m=1and m =5 for d =0 and d = 0.2R. It can be
seen from Fig. 4 that, for d = 0, the phase along the slit

m= m=1 m=2 m= m=

-03 0 03 0.3-0.3 0 03—03 0 03-03 0 03

S EEETT LS ESe= aee=

T mT -T T T n -T T - m
Fig. 2. (Color online) Diffraction patterns and phase diagrams

form =0, 1, 2, 4, and 5 (from left to right) for d = 0. (top) Nu-
merical simulation. (middle) Experimental results correspond-
ing to top row. (bottom) Phase diagrams along the slit.
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Fig. 3. (Color online) Diffraction patterns and phase diagrams
form =0, 1,24, and 5 (from left to right) and d = 0.2R. (top) Si-
mulated diffraction patterns. (middle) Experimental results cor-
responding to top row. (bottom) Phase diagrams inside the slit.

for the two bright spots (regions not close to x = 0) is
constant and has nonconstant behavior for d = 0. The last
behavior evolves from being approximately linear with
increasing inclination to being nonlinear as m increases.

To understand the behavior shown in Fig. 3, a simple
calculation was performed, approximating the LG beam
by two separated Gaussian intensity profiles with a linear
phase variation along the intensity profiles. We assume
that

Ex) = W)

xp(ig;) exp (— 2

0

a2
+ exp (i) exp (— %7920@) . (3)

0

where the phase along the beam can be described as
¢1 = px+xy) and ¢y = p(x — 2y). In this case, f is the
phase slope, w, is the beam waist, and x; is the position
of the center of the peak. The contribution fx is the re-
sponsible for the shift, which can be explained using the
shift theorem [22].

Substituting Eq. (3) into Eq. (2), we have

2
5 w, + invxwo) }

; 2
PYw, x .
ﬂ——ov%ﬂvxwo) ]

2 Wy
(4)

In Fig. 5 the plots show the results obtained from
Eq. (4) for = 0.2, 0.3, and 0.5. Comparing the interfer-
ence patterns shown in Fig. 3 (top and middle row),
where the shift and asymmetry of the interference pat-
terns can be observed, with those of Fig. b, it can be seen

E(v,) x exp(ifx,) exp K_ WPy LT

+ exp(-1pry) exp K—

0 s

- -
—4 0 4 4
X (mm) x (mm)
Fig. 4. (Color online) Phase profiles along the slit center. The

topological charge is (a) m =1 and (b) m =5 for d =0 and
d =0.2R.
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Fig. 5. Interference pattern for the two Gaussian intensity

profiles with a linear phase along the beam.

that the linear phase introduced along the slit gives us
physical insight into the problem.

Note that the diffraction of a beam containing OAM
through the single slit is analogous to Young’s double-slit
experiment with a beam without OAM. In this case, the
singularity acts as the central blocking mask in Young’s
double-slit experiment. The “which-path” interference
arises from the two bright spots. However, the OAM
phase adds a new element to the interference pattern.
This indicates that it plays an important role. The OAM
phase allows us to control the fringe formation by chan-
ging the amount of OAM in the beam. Note that, for
negative m, there is no difference in the patterns for d =
0 and d = 0. In the last case the shift is negative.

In conclusion, we have studied the Fraunhofer diffrac-
tion of LG beams by a single slit. Because of the annular
form of the LG beam profile, the single-slit diffraction
problem using OAM beams can be interpreted as a
Young’s double-slit experiment using beams without
OAM. However, to understand the interference fringe for-
mation, a new element must be taken into account: the
azimuthal phase. The position of the maxima and minima
of the interference pattern can be controlled by changing
the amount of OAM in the beam. Note that previous
works observed bending of the interference fringes using
double- and single-slit experiments, but not in the Fourier
plane [17,18]. We show that, in the Fourier plane, such an
effect does not occur. Our findings may be useful to ex-
plain the formation of other polygonal configurations
such as of the equilateral triangle [16].
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Engineering a square truncated lattice with
light's orbital angular momentum
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Abstract: We engineer an intensity square lattice using the Fraunhofer
diffraction of a Laguerre-Gauss beam by a square aperture. We verify
numerically and experimentally that a perfect optical intensity lattice takes
place only for even values of the topological charge. We explain the origin
of this behavior based on the decomposition of the patterns. We also study
the evolution of the lattice formation by observing the transition from one
order to the next of the orbital angular momentum varying the topological
charge in fractional steps.

©2011 Optical Society of America

OCIS codes: (050.4865) Optical vortices;. (050.0050) Diffraction and gratings; (050.1220)
Apertures; (050.1940) Diffraction.
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1. Introduction

Vortices are a unique system which exhibits remarkable behavior in various branches of
physics such as Bose condensates, superconductors, superfluids, fluid flow, and optics [1,2].
Vortices are characterized by a topological charge (TC) whose signal is associated with the
direction of circulation. In particular, in optics, this circulation or orbital angular momentum
(OAM) is related to the optical phase profile of the optical field in a plane orthogonal to the
light’s propagation direction. Such fields possess a well-defined net OAM value and can be
written in polar coordinates as E(r,¢) = E,(r)exp(imp), where m is an integer that we will

call net TC. Note that such fields usually possess an optical axis centered phase singularity.
The wave front of this field is composed of m intertwined helical surfaces that result in an
annular intensity cross-section, with a handedness given by the sign of m .

Optical lattice formation is currently a very active research area. It has been studied in
various media such as nonlinear media [3-5], Bose-Einstein condensates [6], and periodic
photonic structures [2]. It has also been studied in free space through the interference of three
plane waves [7-9]. Recently, optical intensity lattice formation associated with the apertures
using light possessing OAM has been observed using, for example, a equilateral triangle [10]
and a multipoint interferometer [11-13].

In this paper, we study the optical intensity lattice formation through the diffraction of
light possessing OAM by a square aperture. In contrast to the work in ref [10], in which a
well-shaped hexagonal truncated intensity lattice is always generated for any value of OAM,
we find here that a perfect truncated square intensity lattice is formed only for even values of
the TC. For odd values of the TC the lattice is not very well formed. We study both cases
theoretically and experimentally, as well as the influence of fractional topological charges.

2. Theoretical results

We determine the Fraunhofer diffraction pattern in the far field region of a beam carrying
OAM scattered using a square aperture. If we are interested only in the relative intensities at a
fixed plane placed at the position z = z, , the diffracted field E, is given by the integral [14]:

E,(k.)=]"z)E (r,)e™ "ar, (1)

In this integral, the far field distribution E,(k ) is obtained from the Fourier transform of
the product of the function describing the square aperture z(r ) and the incident field E (r ).
Note that the transverse wavevector k, can be associated with the coordinate system of the
far field region playing the role of reciprocal space.
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Fig. 1. Diffraction patterns corresponding to the numerical results of Eq. (1).

The integral shown in Eq. (1) was numerically evaluated using high-order LG beams as
the initial condition for the electric field. For LG beams with p = 0, the Fraunhofer diffraction
patterns for different values of the TC ranging from 1 to 12 are shown in Fig. 1. We can
observer that a square intensity lattice forms as m increases but only for even values of the TC
with m=2n and n e Z . For odd values of m , the maxima are not well defined. It can be seen
that there is a relation between the number of lateral spots N and the TC, namely m =2N -2,
but only for even values of m.

(=)

Fig. 2. Phase patterns corresponding to the diffraction patterns in Fig. 1, form =5 (a) and m =
6 (b). The red dashed square was used only to highlight the center of the pattern.

To understand the formation of the intensity lattices, we analyze the phase diagrams in the
Fourier plane depicted in Fig. 2(a) and 2(b) for m = 5 and m = 6, respectively. Note that the
phase has a uniform distribution, mainly in the central region, only in Fig. 2(b). Phase jumps,
which form a square shape, are clearly observed in Fig. 2(b). In contrast, in some parts in the
center of Fig. 2(a) (in which m has an odd value), the phase distribution is sufficiently smooth
that it is impossible to clearly identify the phase jumps. Similar behavior is observed for all
phase diagrams for the various values of m, in accordance with the amount and the parity of
OAM.

3. Experimental setup

The setup used to perform the experiment is depicted in Fig. 3(a). An Nd:YAG laser operating
at 532 nm illuminates a pixilated computer hologram written with a Hamamatsu model
X10468-01 spatial light modulator (SLM) to produce high-order LG modes.
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Fig. 3. (a) Experimental setup; (b) A beam inside of the square aperture (top) and the phase
diagram (bottom) for m = 3. In the figure F is a density neutral filter; f; are lenses; SLM is the
spatial light modulator; and SF is a spatial filter.
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Fig. 4. Diffraction patterns corresponding to experimental results for integer topological charges.

Because the LG beam radius increases with m, we used square masks with sides varying
from 1.8 mm to 3.3 mm for different LG beams. These masks can be superimposed over the
LG hologram in the SLM. The effect is similar to an LG beam incident in a square aperture as
illustrated in Fig. 3(b). Note that we have carefully aligned the beam at the center of the
aperture to avoid asymmetries in the patterns. We have used a hologram type 1 for coding
phase and amplitude as first proposed by Kirk et al [15] and first used for LG beams by Leach
et al [16]. The Fourier transform was implemented by a 50-cm lens (f,) and the collected

diffracted light was imaged by a 20-mm lens (f, ) in a Charge Coupled Device (CCD) camera.

4. Experimental results and discussion

Panels presented in Fig. 4 show experimental results for the diffraction pattern of a LG beam
by a square aperture for m from 0 to 12, —1, =2, -7, and —8. We observe a well-formed square
optical lattice only for even values of m, confirming the numerical results. The sign of m does
not change globally the shape of the pattern because the phase is invariant by z rotation for a
square aperture. Naturally, for m = 0 we have the usual square aperture diffraction pattern.

The experimental results shown in Fig. 4 can be obtained from summing the contributions
of single slits and double slits, a result that in quantum optics is known as Born’s rule [17].
For simplicity we can associate a slit to each edge of the square. Note that both a square
aperture and a square slit have very similar diffraction patterns.
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Fig. 5. Diffraction patterns produced by combinations of slits. Each slit combination is shown at the top.

Figure 5 shows the diffraction patterns for all slit combinations with m from 2 to 6. The

overall pattern P,,., is obtained through the following pattern summation [17]:

P :PAB+PAC+PAD+PBC+PBD+PCD_2PA_2PB_2PC_2PD’ (1)

ABCD

where A, B, C, and D represent each slit of the square and P, and P;/., with i,j=A,B,C,D,

represent the patterns due to each slit and each pair of slits, respectively. We can observe a
very good agreement of the right side column with Fig. 1 and 3.
The patterns P, associated with the single slits, show that when m increases the number of

fringes increases and all patterns are shifted as expected [18]. By contrast, the patterns P,

ij?°
from the pairs of slits exhibit very different behaviors depending if they orthogonal or parallel.
For the orthogonal slit configuration, it can be seen that the patterns comprise intensity peaks
and the number of these peaks increases with the value of m but without any TC parity
dependence. However, for the parallel slit configuration, it can be seen that there are two
types of patterns, one for even values of m and the other for odd values of m. Such
dependence on the TC parity can be associated to the fact that there is an odd or even multiple
of 7z phase difference between the opposite slits for odd or even TC, respectively. This

observation indicates that the patterns P,. and P,, have an important role in the optical

intensity lattice formation processes that are dependent on the parity of m.

In Fig. 6, we superimpose the intensity patterns, P,. and B, , for m =5 and m = 6. In the

first case, we observe that the intensity peaks in P,. and P, do not match. However, for m = 6

the peaks in the center of each pattern coincide. For even values of m this effect produces a
shaped optical intensity lattice when all contributions of all patterns are taken into account.
For odd values of m this effect smears out the optical lattice.

Note that for the cases in which the intensity patterns P,. and P,, match in the center, the

phase corresponding to the square optical intensity lattice will be similar to the one shown in
Fig. 2(b).

Finally, we analyzed the evolution of the pattern for the azimuthal profile r"e™ for
fractional TC, varying m in increments of 0.1. Note that the use of an azimuthal profile instead
of a true LG beam is a good approximation because the potential functions and the Laguerre
have approximately the same behavior at the edges of the square. In the panels of Fig. 7, we
see the results of such simulation. It is clear that there is no well-formed lattice pattern
between two patterns from two consecutive even values of m for any fractional TC.
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Fig. 7. Diffraction patterns corresponding to the experimental results for the fractional topological charges

5. Conclusions

We studied the Fraunhofer diffraction of LG beams by a square aperture. We observed that
for even topological charge values, a truncated square optical intensity lattice, which is
composed of a set of rotationally-symmetric intensity peaks, appears. By contrast, the
resulting pattern is washed-out for odd topological charge values. To understand this
diffraction pattern formation, we focused on the edge of the square rather than on the square
aperture. Because the interference comes from the pairs, we decomposed the diffraction
patterns of the square slit in patterns that originated from each slit and pair of slits. We found
that the patterns that result from parallel slit configurations are responsible for two different
types of patterns: one for odd and the other for even values of topological charge. In contrast
to the case of odd values of the topological charge, for even topological charge values there is
a good match between the intensity maxima in the center of the pattern. This is reflected in the
formation of a square-truncated optical intensity lattice. Finally, we showed that there is a
continuous transition between the two lattices that correspond to two consecutive even values
of m, and there is no intermediate lattice between them for fractional TC.
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We analytically and experimentally study the Fraunhofer diffraction of an optical vortex beam possessing
noninteger values of the azimuthal index. We show that the Fraunhofer diffraction of this beam presents the birth
of a vortex at @ = n + ¢, where n is an integer number and ¢ is a small fraction. We discuss this behavior on the basis
of the born vortex movement from a position of low intensity to high intensity when «a is increased of an integer

number in fractional steps of ¢.
OCIS codes: 050.4865, 050.1940, 050.1220, 140.3300.

The study of optical vortices started in 1992 with Allen
et al. [1]. They showed that Laguerre-Gaussian (LG)
beams may possess orbital angular momentum (OAM).
These OAM light beams have a circularly symmetric
transverse profile along the axis of propagation and
are characterized by two integer indices p and a. The first
is the radial index with p 4+ 1 denoting the number of
bright rings in the transversal profile. The second, azi-
muthal index «a, so called topological charge (TC), char-
acterizes the transversal phase dependence, exp(ia¢). A
complete round trip around the vortex implies a 2z«
phase difference. Recently, there has been significant in-
terest in optical vortices with fractional TCs [2-8]. In a
pioneering paper, Berry theoretically studied the evolu-
tion on propagation of waves with optical vortices of
2ra, with a assuming integer or noninteger values [2].
A remarkable result was obtained for the case of non-
integer value of a. Berry showed that the birth of a vortex
within the beam occurs as the fractional phase step
reaches and passes a half-integer value. This result
was experimentally confirmed by [3,4] and, recently,
by [9] using a triangular aperture, after the work by
Hickmann et al. [10].

To infer the birth of a vortex is not an evident experi-
mental task. There is a number of key features that one
must take into account. Interesting, all papers on this
subject are carried out far from Fraunhofer zone. A re-
markable result was shown in [9]. A triangular aperture
was aligned over the beam at the plane where the vortex
should be born, and the intensity of the field transmitted
by this aperture was observed in the Fraunhofer zone.
They showed that only for fractional values greater or
equal to half-integer value of a, a new row of lobs devel-
oped for a well-defined triangular truncated optical
lattice.

Here, we present a new ingredient to this problem. Our
results show that at the Fraunhofer plane of the frac-
tional TC beam, it is not possible to characterize the birth
of a vortex as an event that occurs only for greater or
equal to half-integer value of a. But the vortex is born
at @ = n + &, with n an integer number and ¢ a small frac-
tion number that defines the birth of a vortex.

The experimental setup is shown schematically in
Fig. 1. An Ar+ laser, operating at 514 nm, illuminates
a computer hologram with controllable pixels written
in a Hamamatsu model X10468-01 spatial light modulator
(SLM). We have used a phase hologram for coding phase

0146-9592/12/214552-03$15.00/0
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and amplitude [11]. A pair of lens f; and f3 was used to
image the SLM onto the lens f,. The effect of the SLM
discrete pixel structure was eliminated by spatial filtering
SF. A small focus lens f5 imaged the Fraunhofer field
onto the small triangular aperture. The aperture was po-
sitioned over each vortex. The field of the aperture was
Fourier transformed by the lens f in order to give us the
TC of each vortex spatially separated. The collected dif-
fracted light is imaged onto the charge-coupled device
(CCD) camera.

To elucidate better what we want to show, let’s
consider the field at lens f, as a LG beam, given by

2
Ei(p. ) = Ap exp (— 57) expliad). (1)

0

where a is the TC, which may assume fractional values,
w, is the beam waist at the initial plane (at lens f,), Aisa
normalization constant, and (p, ¢)) are the polar coordi-
nates. The radial indexp is zero in this case. At this point
the vortex is degenerated, i.e., it is a single vortex of frac-
tional TC.

We are interested in the spectrum (Fraunhofer field) of
the field of Eq. (1). In order to analytically calculate this
field, we do not take into account the term p* in Eq. (1),
which is negligible for our purpose, and calculated the
Fraunhofer integral [12]:

2w [+ .
E(k.0) o [ / Ei(p. e os0b pdpd.  (2)
0 0

f;=20mm  f3=200mm £ =20mm
f,=200mm f;=250mm  fg=150mm
@ -= A M A5 iaser
f3S]F <f,f2
*‘ iﬁ 5L
CCh f, 5 1, BS

Fig. 1. (Color online) Experimental setup. A triangular aper-
ture was placed over each vortex and the diffracted light
was acquired by a CCD camera.

© 2012 Optical Society of America
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This expression corresponds to the Fourier transform of
the field E;. Experimentally this is performed by lens f;.

For fractional @, we can expand the fractional phase in
Fourier series [2],

3

exp(iag) = exp(mg[)) sin(za) < Z exp(mqb)

Using expression (3) in Eq. (1) and inserting it in Eq. (2),
we get the spectrum of Eq. (1), given by

272,02\ +° (| ;
E(k,0;) x k exp (—” » wo) Z( D" exp(infy)Bl, k)

2 a-n

—o0

€Y

where

g I
Bfn(k)=l(|n-1)/2( 5 ) I(n|+1)/2( 5 0)» ®)

and I, (y) is the modified Bessel function of the first kind
of order v and argument y.

Figure 2 shows the theoretical results for the ampli-
tude, first column, and phase, second column. This is
a plot of Eq. (4) with a = 3.3. It is interesting to note a
clear signature of four integer vortices on the phase
pattern.

The total vortex strength .S (TC) of the Fraunhofer field
can be calculated [2],

S, = 111_{2 277.’/ do, — 89 arg E(k, 9;)
1 (2 ae E(k, 6’k)
= lim — do, R x 6
imo ), 96 [( )= E.0y) ©)

We have numerically evaluated this expression using
k =4 and wy = 0.7. We have observed jumps in the total
vortex strength at « = 2.1, 3.1, 4.2, and 5.2. These results
are shown in Fig. 3. It is observed the birth of a vortex at
a = n + &, where n is an integer number and ¢ is a small
fraction.

The reason for the small quantity ¢ is the finite exten-
sion of the beam radius. The vortex strength defined in
Eq. (6) depends on intensity and phase distributions. The
beam intensity defines a finite region and the vortex
moves toward the center of this region when the
fractional TC « is increased. For very small value of ¢,
the vortex is not over the bright intensity, so that its

| ”
L P

Fig. 2. (Color online) Theoretical result at Fraunhofer plane
for amplitude (left) and phase (right) using a = 3.3.
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Fig. 3. Total vortex strength S of the field at Fraunhofer plane
as a function of @ computed from Eq. (6).

contribution to the integral is almost negligible. It is
worthwhile to mention that the beam waist increases
with a, and the value of ¢ changes with a as well. This
vortex movement will become clear in the explanation
of the experimental results.

At the Fraunhofer plane the fractional TC is spatially
separated independently if its value is smaller than a half-
integer value. Therefore, we can’t manage the birth of a
vortex looking at the Fraunhofer plane as presented
in [2].

To further investigation we have performed some ex-
periments. Figure 4 shows experimental images of pro-
files of LG beams given by the spectrum of Eq. (1), for
fractional value of a varying from 3 to 4 with steps of
0.1. We used the plot of the quantity log(1 + |E|?), where
|E|? is the measured intensity of the LG beam. The split-
ting of a high charge optical vortex core into unit charge
vortices is clearly observed for a small fraction of e = 0.2
added to an integer TC n = 3. Observe that for a = 3.1,
the contribution of the emerging vortex is very small.

In fact, it has been observed in other systems such as
the breaking up of optical vortices [13,14]. Basically, in
all these experimental and theoretical studies, some kind
of asymmetry has been applied to a vortex. In our case,
we have a break of symmetry in the phase distribution
along the beam.

a=38 a=39 a=4

Fig.4. (Color online) Experimental measurements of intensity
profile of a LG beam for fractional value of a varying from 3 to 4
with steps of 0.1 at Fraunhofer plane.
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Fig. 5. (Color online) Experimental measurements of the
intensity profile of a LG beam for values of a = 3.3, -4.7 at
Fraunhofer plane and the diffraction pattern by a triangle aper-
ture showing the value of TC of « = 1 and a« = -1 for fractional
TC of @ = 3.3 and a = -4.7, respectively.

As we can see in Fig. 4, a single vortex, which was born
isolated at right positions of patterns, moves to the left
side toward the pattern center by increasing the TC in
fractional steps. When it approaches the next integer TC
value the vortices coalesce in a single vortex of inte-
ger value.

Figure 5 presents the breakup of an optical vortex into
4 for a = 3.3 and into -5 for ¢ = —-4.7. Observe that even
for values of & smaller than half-integer values we have
already the birth of a vortex. To confirm this statement,
Fig. 5 also shows measurements of diffraction of each
optical vortex by a small triangle aperture, as suggested
in Fig. 1. The small triangle was positioned at the center
of each optical vortex, as shown at right side of Fig. 5. As
we can see, the measured interference pattern is typically
of an OAM light with TC » = 1 [10] in all measurements
for a = 3.3, having the same sign.

OPTICS LETTERS / Vol. 37, No. 21 / November 1, 2012

A similar behavior was observed for negative frac-
tional TC, where the entire pattern is rotated by = and
each optical vortex has negative signal, as exemplified
for a = —-4.7 in Fig. b.

In conclusion, we have theoretically and experimen-
tally studied the birth of a vortex at Fraunhofer zone.
We have shown a break of degeneracy and the formation
of integer TC charges for fractional value less than a half-
integer fraction. The rule of a half-integer value to the
birth of a vortex presented in [2] is not valid for the
Fraunhofer zone.

The authors are thankful for the financial support
from CAPES, CNPqg/MCT, Pronex/FAPEAL, INCT-IQ,
and INCT-Fotonicom.

References

1. L. Allen, M. W. Beijersbergen, R. J. C. Spreeuw, and J. P.
Woerdman, Phys. Rev. A 45, 8185 (1992).

2. M. V. Berry, J. Opt. A 6, 259 (2004).

3. J. Leach, E. Yao, and M. J. Padgett, New J. Phys. 6, 71
(2004).

4. W. M. Lee, X. C. Yuan, and K. Dholakia, Opt. Commun. 239,
129 (2004).

5. S. H. Tao and X. C. Yuan, J. Opt. Soc. Am. A 21, 1192 (2004).

6. H. Garcia-Gracia and J. C. Gutierrez-Vega, J. Opt. Soc. Am.
A 26, 794 (2009).

7. J. B. Gotte, K. O'Holleran, D. Preece, F. Flossmann, S.
Franke-Arnold, S. M. Barnett, and M. J. Padgett, Opt.
Express 16, 993 (2008).

8. P. H. Jones, M. Rashid, M. Makita, and O. M. Marago, Opt.
Lett. 34, 2560 (2009).

9. A. Mourka, J. Baumgartl, C. Shanor, K. Dholakia, and E. M.
Wright, Opt. Express 19, 5760 (2011).

10. J. M. Hickmann, E. J. S. Fonseca, W. C. Soares, and S.
Chavez-Cerda, Phys. Rev. Lett. 105, 0563904 (2010).

11. J. P. Kirk and A. L. Jones, J. Opt. Soc. Am. 61, 1023 (1971).

12. J. W. Goodman, Introduction to Fourier Optics, 3rd ed.
(Roberts, 2005).

13. A. Kumar, P. Vaity, and R. P. Singh, Opt. Express 19, 6182
(2011).

14. Y. V. Kartashov, V. A. Vysloukh, and L. Torner, Opt. Express
15, 9378 (2007).



Strong correlations between incoherent vortices

A. J. Jesus-Silva, J. M. Hickmann and E. J. S. Fonseca*

Optics and Materials Group — OPTMA, Universidade Federal de Alagoas, Caixa Postal 2051, Maceié, AL 57061 -
N 970, Brazil.
efonseca@optma.org

Abstract: We establish a correlation rule of which the value of the
topological charge obtained in intensity correlation between two coherence
vortices is such that this value is bounded by the topological charge of each
coherence vortex. The original phase information is scrambled in each
speckle pattern and unveiled using numerical intensity correlation.
According to this rule, it is also possible to obtain a coherence vortex stable,
an integer vortex, even when each incoherent vortex beam is instable, non-
integer vortex.
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1. Introduction

It’s well known that vortices in optical beams have an azimuthal phase dependence around a

dark spot in form €™, with m an integer number also so-called topological charge (TC) [1],
which determines the amount of the orbital angular momentum (OAM). Interesting enough,
optical vortices with fractional topological charges have recently gained significant interest.
The pioneer paper in this field was published by M. V. Berry [2]. Since then, several
experimental works have been performed in order to explain the nature of this type of vortex
[3-5]. One important characteristic is its instability in the propagation, which was explained
by a propagation mechanism that involves an infinite chain of vortices annihilating in pairs
during the propagation [2]. The vortex instability is characterized by the vortices breaking
into fundamental unit, the vortices are spatially separated, in the Fourier plane.

Light possessing integer or fractional vortex has been widely studied in coherent systems
where the phase is well-defined. However, partially coherent systems [6], where statistics are
required to quantify the phase, can also present optical vortices in the correlation function, so-
called coherence vortices. These are pairs of points where the spectral degree of coherence, a
two-field correlation function, vanishes. In fact, coherence vortices involving correlation
between beams with integer TC have unveiled a new research field [7-15]. But, for fractional
TC no work has been reported, to the best of our knowledge.

In this paper, we explore various fundamental aspects of coherence vortices using the
intensity correlation, also known as fourth-order field correlation: i) strong vortices
correlation - the value of the equivalent TC obtained in the intensity correlation follows a
correlation rule such that this value is bound to the TC associated to each incoherent beam; ii)
stability of a coherence fractional vortices - a precise signature of an integer vortex was
observed in the intensity correlation from two incoherent beams with each beam possessing
fractional vortices; iii) non-localized azimuthal phase - a well-defined amount of OAM was
observed in the intensity correlation when two incoherent beams possessing OAM were
diffracted by different objects, the information of azimuthal phase was recovered of a
distributed object. Our findings were supported by the theoretical analyses of the correlation
function using the Gaussian-Schell correlator [12].

2. Theoretical results

For simplicity, we consider a vortex with the initial field amplitude of a Laguerre-Gauss (LG)
beam [1]

I}

exp(—rz/wg)exp(imgb), (1)

E.(r.¢)=E,

0

where E, and w, are the characteristic amplitude and beam size in the plane z=0,
respectively, m is the topological charge, and ¢ is the azimuthal phase.
The intensity correlation function is given by an ensemble average [6]

(LE)L(5) =(E (F)E (R)E(F)E, (7))

. )
= (L, (B)(1, (5)+[(R.5)
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where E, (7)) and E,(F,) are the fields at the detection plane, and ( ) denote the ensemble

average. (I, (%;))(1,(F,)) corresponds to a background term, and |1"(F1,F2)|2 is the squared
modulus of the second-order field correlation [6],
r(6e)=(ER)E ) )

We consider a random phase in the plane z =0 whose statistical distribution produces a
stationary light source which is well-described using a Gaussian-Schell correlator

C(|F1—F2|)=exp(—|F1—F2|2/lf) [6], where I, is the coherence length. By inserting Eq. (1)

into Eq. (3) and using the Gaussian-Schell correlator, the second-order field correlation
function of two OAM beams with topological charges of m, and m, may be written as:

- EZ m .
Com (6.5) = (Wf‘mz‘) ™™ exp(im, g )
Wo (4)
><exp[—(r12 + rzz)/WgJC(lfl —f2|),
with m.g. =mg —m,@,, where m_. refers to an effective topological charge (ETC) of the

correlation function with effective azimuthal phase ¢, .
The angular spectrum of this correlation function is given by [6]:

T, (k) = [T A (B) A (5) Ty, (52 )exp(ik, -1y ik - )dEd;,  (5)

where A (F) (i=1,2) is an aperture function.
The physical quantity fml,mz (IZ,—IZ) is particularly interesting for the study of the
robustness of the optical vortex [11, 12]. When the coherence length I, is very small we can

suppose that the Gaussian-Schell correlator reduce to C (|r*'l - F2|) =1,6(F,—1,), where I, and

o denote a positive constant and the two-dimensional Dirac delta function, respectively. In
this case, Eq. (5) becomes
~ EZ R = Hmy| _[i(my—m, 22w [-2ikg]
e [AE)A () el e ey )

e = )

where we have used k, = —k, =—k . And now the ETC is given by m ¢ =(m, —m, ).

3. Experimental setup

To experimentally verify the theoretical analysis, we used the intensity correlation [16-18]
instead of the two-field correlation [12-14]. It is worth remembering that the two approaches
are connected by Eq. (2). The experimental setup is illustrated in Fig. 1. A CW Ar + laser
operating at 514 nm illuminates through a 10X beam expander a phase computer generated
hologram [19] that was displayed in a Hamamatsu model X10468-01 spatial light modulator
(SLM) to prodce high-order LG modes. The hologram was imaged onto a rotating Ground
Glass Disk (GGD) by a combination of lenses through a pinhole, working as a spatial filter. In
same measurements, a pair of lenses, f, and fs, was used to image the GGD surface onto the
aperture, which can have any shape, here represented by A and A,. In our case, we have

used a distributed triangular aperture (see A and A, in Fig. 1). The beam transmitted by the
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aperture was Fourier transformed by a fg lens and observed by a charge coupled device (CCD)
camera.

It is important to notice that a coherent beam with a well-defined TC illuminates a GGD.
However, it becomes spatially incoherent after being transmitted by the GGD, having a
chaotic wave front, but still with a characteristic azimuthal phase e'™ associated to it [12].

The rotating GGD and the CCD camera were synchronized to guarantee that two images
can be acquired from the same point of the GGD, i.e., both LG beams with m and m, are

spatially incoherent, but correlated beams. We numerically performed one realization of the
correlation between these two images and in the end we averaged over 100 realizations to
obtain a resulting pattern in the intensity correlation. This procedure is similar to that of the
compressive ghost imaging process [15].

A A ATA, | Ar Laser@S14nm

N -
...... — - |
D 8. h
CccC A, ?fjl‘ f -

Fig. 1. Experimental setup.

4. Results and discussion

Figure 2 shows speckles patterns produced by illuminating the GGD with LG beams of
different orders of m. Line (A) of Fig. 2 shows images of a CCD camera with m, =4 and
m, =0.5, with A is equal to one, (i = 1,2). This case allows us to measure the spatial
coherence length of 21.4 um. The same procedure was performed to obtain the results shown
on the line (B) for my = 2.5 and m;, = - 0.5. However, these two images were recorded with A
and A, apertures (see Fig. 1) placed in the beam path, respectively. It is clear from Fig. 2 that

no regular pattern can be observed. However, if we numerically correlate the corresponding
images and average over 100 realizations, a well-defined pattern emerges, as shown in Figs. 3
and 4.

Figure 3 illustrates experimental results (first line) and theoretical results of amplitude

(second line) and phase (third line) of the function fml,m2 for the A (Fi)zl, withi=1,2.In
the first line, we have numerically performed intensity correlations between incoherent beams
with OAM of different orders, (I | > It is intriguing to notice that, from a spatially

m T my
incoherent beam, similar to the images presented in Fig. 2, a well-formed pattern appears in
the intensity correlation even for fractional values of m; and m,. For the case <Imlz4lm2:0> , we

have a stable vortex with ETC equal to 4, in total agreement with the panel for |fml:4’m2:0| .

This result is confirmed by checking the phase diagram in the first column where a round trip
phase (relative phase) of four times 27 is observed. On the other hand, unstable vortices are
observed in the first line of columns two and three for fractional values
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(A)

m,=-0.5

(B)

Fig. 2. Speckles patterns recorded in single shot mode using a CCD camera. Line (A) shows
images of LG beams with m; = 4 and m, = 0.5 after diffracting by GGD without A; and A;
apertures in the beam path. Line (B) shows images of LG beams with m; =2.5and m, =- 0.5
after diffracting by GGD with A; and A; in the beams path, respectively.

of the ETC, i.e., for <Iml:1‘7Im2:0> ,and <Imlz4lm2:05>, respectively. However, the result shown
for <Iml:3‘7|m2:1‘7> is quite surprising. Even though each beam has non-integer values of m; and

m,, the vortex core in the center is stable (it doesn’t brake) and maintain its ETC, in this case,
equal to two. This result is confirmed by observing the center of the phase diagram in the
fourth column. However, a new ingredient appears in this panel. The phase diagram shows a
ring dislocation. It emerges, by inspecting Eq. (6), due to the exponent in intensity distribution

(r‘”‘l‘*‘mz‘ 57) be different from the ETC of the azimuthal

phase(exp[i(ml—mz)@]=exp[i(2)¢1]).
The physical interpretation behind Fig. 3 can be easily understood by Eq. (6), once that we
can play with the TC associated to each incoherent beam, m; and m,, according to

m. =(m, —m,), to obtain an ETC value that can be different from m, and m; or even have
fractional values. These results stress the fact that the OAM of incoherent fields obeys a well-
defined vortices correlation rule.

R 0 l‘m,:L?,mz:O Um=a,my=0.5 U'm=3.7,m,=17

< > o iog !1 I

Jo9 loo los

oMo me N -}
. A1 B

Fig. 3. Numerical intensity correlation averaged over 100 realization (First column), theoretical
results of amplitude (second column) and phase (third column) of coherence function, Eq. (6).
All results were obtained without considering A; and A, apertures.

>y

A way to elucidate the strong correlation between coherence vortices is shown in Fig. 4.
Now different apertures are aligned in the beam path. The apertures are illustrated in Fig. 1. In

this case, two incoherent beams possessing topological charges m, and m, are diffracted by
two apertures A; and A,, respectively. It is interesting to point out that if we spatially
superpose the aperture A; over A, we have an equilateral triangle. First line of Fig. 4 shows
numerical intensity correlations between various combinations of m. Observe that following
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m. =m, —m, from Eq. (6), the ETC is equal tom.=2 for the first and third columns,
m. =—2 for the second column, m. =3 for the panels in the fourth and fifth columns, and
m,. = 0 for the sixth column . In fact, following Hickmann et all [20], the ETP can be obtained
observing that m. = N —1(N is a number of spots of any extern side of the triangle), in total
agreement with the theory (second line of Fig. 4). A triangular aperture is a well know
technique to determine the amount of OAM, unlike, for example, a square aperture [21]. It is
worth point out that phase diagrams are the same to the panels of the third line of the fourth

and fifth columns. It happens because the intensity distribution and azimuthal phase are the
same (see Eq. (6)). In the last column observe the formation of a central spot as expected.

mtm—1 Um=—tm-t Tm-25m-05 Lm-2m-11 m,—25m2——05 R p—

S5 &l B B -i
. - <o I rac M
|o9 loo f loo o~ '09 i09 0.9

.=, B S l"” "

Vi iO Vi iO iO

R

Fig. 4. Numerical intensity correlation averaged over 100 realization (First column), theoretical
results of amplitude (second column) and phase (third column) of coherence function, Eg. (6).
All results were obtained considering a distributed object (A; and A, apertures).

r

i

my,m,

Finally, we would like to point out that the results obtained from arrangement of A; and A,
apertures, forming a non-localized or distributed equilateral triangle, do not represent a
nonlocal Bell measurement. However, the results presented in this paper may be of particular
interest for quantum optics [22, 23].

5. Conclusions

In conclusion, we explored same fundamental aspects of coherence vortex using intensity
correlation such as strong vortices correlation, stability of a coherence fractional vortex, and
non-localized azimuthal phase. We have investigated the correlation between two spatially
incoherent beams with different embedded phase singularities. A well defined topological
charge was obtained in the intensity correlation following a correlation rule such that this
value is bound to the topological charge associated to each incoherent beam. As a
consequence of this rule, we observed a precise signature of an integer vortex in the intensity
correlation from two incoherent beams with each beam possessing fractional vortices. And,
we also showed that a well-defined amount of OAM can easily be identified in the intensity
correlation when two incoherent beams possessing OAM were diffracted by a non-localized
object. We have obtained excellent agreement between the theory using the Gaussian-Schell
correlator and the experimental results. This paper may be useful in future works in singular
statistical optics field.
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We demonstrate that by diffracting light at single photon level with orbital angular momentum (OAM) by an
equilateral triangular aperture, it is possible to determine their OAM amount by simply counting the number of
maxima in the side of a generated triangular shaped hexagonal lattice in the spatial photon probability
distribution. The sign of the OAM is obtained by the orientation of the latticed triangle. We also show that by
changing the aperture size it is possible to discriminate OAM state superpositions.

Keywords: orbital angular momentum; optical vortex; single photon

1. Introduction

The photon’s orbital angular momentum (OAM) is a
new quantum degree of freedom with important
implications for quantum information [1] and for
optical manipulation [2]. Although the determination
of OAM for whole beams is well established [3—8] and
significant efforts have been made to experimentally
determine single-photon OAM [8-10], an experimen-
tally proved direct and easy method has remained a
great challenge.

Usually, beams with OAM are measured by inter-
fering them with a reference wave or with its mirror
image. More recently, new techniques for obtaining the
OAM have been reported. Some of them are the direct
measurement with a Hartman—Shack wavefront sensor
[6], interference by a Young’s double-slit [7], and
diffraction by a triangular aperture [8].

In recent years, a lot of work has been devoted to
study OAM at the single photon level, with many
proposals to measure it, but with only a few experi-
mental implementations that always provided indirect
evidence of the topological charge. In fact, the ampli-
tude of OAM modes have been experimentally
measured at photon level a few times, but no charac-
terization of the helical phase has ever been done [11].

The photon’s OAM modes (e.g. Bessel and
Laguerre—Gauss modes) constitute an infinite-
dimensional complete Hilbert basis and the study of
high dimensionality [12] has attracted great interest
due to its potential application in quantum informa-
tion. One of the most promising applications of OAM

modes is found in quantum cryptography, where they
can be used to code cryptographic keys with increased
security in distribution having important consequences
for new quantum information protocols. Recently, a
scheme with qutrits coded in OAM has been demon-
strated [13]. Another relevant application using the
photon’s OAM is the generation of hyper-entangled
quantum states [14].

High-order Laguerre—Gauss (LG) modes are one of
the most studied examples of modes possessing OAM.
This is due to the next three main reasons. The LG
modes form a complete, infinite-dimensional basis for
the paraxial wave equation, defining a paraxial Hilbert
space [15]. In 1992, it was demonstrated that such light
modes carry a well-defined OAM of m# per photon
[16], where m is an integer number, referred to as the
topological charge of the mode. Also, LG modes,
within the paraxial approximation, can be identified as
an eigenstate of a quantum OAM operator [17]
ﬁzlm) = mh|m), where |m) stands for a one-photon
state prepared in a LG mode.

A multichannel device that discriminates OAM has
been experimentally demonstrated for beams with very
low intensity, suggesting that it should work at the
single photon level [18,19]. The main drawback of this
device was that it required a number of Mach—Zehnder
interferometers that depend on the maximum value of
OAM of photons involved. More recently, a new OAM
sorting device was tested with light beams using spatial
light modulators (SLM) that could be used at photon
level [20]. In any case, to experimentally determine a
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single photon in any of different OAM states in an easy
and direct way, and with high efficiency, remains a
challenge.

In this paper, we theoretically and experimentally
demonstrate a new method to determine in an
undoubted way the OAM of photons in any eigenstate
mode. Our new method is based on the diffraction of
photons from a strong attenuated laser by an equilat-
eral triangular aperture that produces a lattice in the
spatial probability distribution whose size is propor-
tional to the topological charge. The diffracted pho-
tons are measured at the Fraunhofer plane or at the
focal plane of a lens. We also investigate, using
variable size apertures, the discrimination of OAM
state superpositions.

2. Theory

We start considering that the input field is a one-
photon state with well-defined paraxial modes and can
be described by [21]:

W) = ‘m », l&> - Jd&um,p(il)‘lé'i), (1)

where v, ,,(/2 1) represents a complete set of orthogonal
transverse functions. In the paraxial approximation the
expression for the electrical field operator in the
detection plane can be written as

B2 o jd/a&m,p(km(kue'h"‘1, @)

The operator d,, ,(k;) annihilates a photon in
modes m, p with transverse wavevector k. t(k,) is the
inverse Fourier transform of the function that repre-
sents the transmission function of the equilateral
triangular aperture.

The probability amplitude after the photon is
transmitted by the triangular aperture at the Fourier
plane is given by [22,23]

App(F1) = <vac]1§d)w), 3)

with P, ,(F1) = |Am,p(7L)]2 as the detection probabil-
ity. Manipulating the above equations, we can obtain
the detection probability, i.e.

2

Pm,p = |Am,p(7L)|2O( ‘‘[d]gi":(EL)Vm,p(lgi)eikrr‘L . (4)

Note that the detection probability is proportional
to a transverse distribution that depends on the
paraxial modes after the photons have been diffracted
by the equilateral triangular aperture, at the Fourier
plane. Therefore, this transverse distribution corre-
sponds to the far field region which plays the role

L, 5 : Lenses
A : Attenuation Optics

Ar" Laser I, L, 1
- |

\ SLM
iCCD‘ SLM: Spatial Light Modulator
iCCD : Intensified Charge Coupled Device

Figure 1. Experimental setup to generate and measure OAM
at single-photon level. The figure depicts the experimental
setup used to produce photons in a LG or Bessel mode with
different topological charges, diffract them by an equilateral
triangular aperture (generated at the SLM) and count them
using the iCCD.

of reciprocal space. Interesting enough, the solution of
the integral in Equation (4) forms a triangular
shape pattern, which allows determination of the
photon’s OAM.

3. Experiment

The principle of the experiment is illustrated in
Figure 1, where photons in a well-defined OAM state
are diffracted by an equilateral triangular aperture and
measured at the Fraunhofer plane.

An argon ion laser operating at 514 nm illuminates
a pixelated computer hologram [24] written in a
Hamamatsu model X10468-01 spatial light modulator
(SLM) to produce high order LG modes with OAM
varying from —7 to 7. We produced only modes with
p = 0; thus we will not make further reference to that
index mode. A mask with an equilateral triangular
aperture with side length of 1.75mm can be super-
imposed over the LG hologram in the SLM.

Figure 2 illustrates this process. A phase hologram
was constructed to generate the Laguerre—Gauss beam
when illuminated by a plane wave, and multiplied by
an aperture function, which is one inside and zero
outside the aperture. The hologram can be expanded as
an infinite Fourier series; however, only the first order
gives us all the information about the diffracted
pattern of a LG beam for a triangular aperture:

TP(u,v) x JOO JOO A(x, y)hi(x,y)

—00J —00

2

X exp[—il(xu + yv)]dx dy, ®)
A

where h;(x,y) = LG(x, y) is the Laguerre-Gauss func-

tion and A(x,y) is the aperture. TP is the triangular

truncated pattern in the Fourier plane.
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Figure 2. Illustration showing the process of superimposing a slit over the LG hologram. All completely black regions in the final

hologram correspond to zero phases.

“ 400 450 400 400
|0 0 0 0
m=-7 m=-6 m=-5 m=-4 m=-3
- 400 400 400 450
IO 0 0 0
m=-2 m=-1 m=0 m=1 m=2
- ) ) ) “ )
IO 0 0 IO
m=3 m=4 m=3 m=6 m=7
Figure 3. Measurements at single-photon level OAM of LG modes. We measured, at single photon level, LG modes with the
topological charge varying from m = —7 to m = 7. (The color version of this figure is included in the online version of the
journal.)

The SLM is placed in the photons’ path and the
collected diffracted photons imaged by a 50 cm lens in
an Andor model DH734-18F-03 intensified CCD
camera (iICCD). The camera was adjusted to operate
in an accumulative single photon count mode. We
accumulated photon counts for 4000 scans at 8 Hz for
each image. The intensity of the laser beam was strongly
attenuated to make sure that the maximum photon-
detection probability was of the order of 0.1 photon per
pixel per acquisition time. We performed our measure-
ments in this regime because, as it was recently pointed
out [25], even photons produced by strongly attenuated
lasers can exhibit quantum properties.

4. Results and discussion

We show in Figure 3 the photon count matrices of
70 x 70  pixels corresponding to a region of

1.75 x 1.75mm of the iCCD illuminated by the dif-
fracted photons in LG modes. The figure shows counts
for the modes after the diffraction by the equilateral
triangular aperture. The generated lattices are related
to the unusual properties of light with OAM diffracted
by an edge or slit [26]. The total charge m is directly
related to the size of the triangular shaped hexagonal
lattice of maxima and is given by m = N — 1, where N
is the number of lobes on any external side of the
triangle [8]. In Figure 3, we obtained a perfect
agreement with the OAM eigenstate of the photons
used. Note that it is also possible to determine the sign
of m, since the orientation of the interference pattern
changes as can also be observed in Figure 3, where an
OAM sign change causes the triangular shaped lattice
to appear rotated by .

We should emphasize here that as in any method
to determine photon properties, given the statistical
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Figure 4. Discriminating the OAM states of photons in superposition states. The calculated probability density to detect photons
in a superposition of LG modes with (a) m; = 2 and (b) m, = 5 using different size triangular apertures; see main text for details.
In (¢) and (d), the discrimination for the superposition of OAM states with m; = —4 and m, = 7, respectively, is shown. The
orientation of the aperture used in all cases is shown in the top right of the panels. (The color version of this figure is included in

the online version of the journal.)

nature of quantum mechanical measurements, it is
intrinsically necessary to use a large set of single
photons in a given state to obtain a precise
measurement. Obviously to characterize quantum
superposition of states determining the probability
associated to each eigenstate it would be necessary to
use a sorter before the triangular aperture.
Nevertheless, our method can differentiate eigenstates
from states superposition pairs using a variable
aperture.

In Figure 4, we show the result of diffracting a
superposition state composed of eigenstates with OAM
equal to m; = 2 and my = 5 by the triangular aperture
with different sizes. The set of plots shows the
corresponding detection probability at the measure-
ment plane. Even though the detection probability is
identical for the superposition before having been
diffracted by the triangular aperture, after inserting the

different size apertures the modes are discriminated
and are easily identified, as shown in Figure 3.
Figure 4(a) and (b) show the patterns corresponding
to m; =2 and m; =5, respectively. Due to their
quantum nature it could not be easy to determine the
modulus of the amplitude probabilities for each state.
However, a result from our simulations using
Equation (4) is that to be able to discriminate both
OAM states, the eigenstate with lower amount of
OAM must be much smaller than that of high OAM.
We also found the requirement that Am = ||m|—
|ms]| > 3. Figure 4(c) and (d) show the situation in
which the OAM states have opposite sign with
m; = —4 and m; = 7. When the detection probability
amplitudes of the modes are such that it is possible to
discriminate both modes, the size ratio between the
apertures is 1/4 with the size of the larger triangle
determined by the radius of the higher OAM state [8].
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5. Summary

In summary, we have experimentally and theoretically
demonstrated a direct way to determine the light’s
OAM at single-photon level. It is interesting to notice
that photons generated from an attenuated laser source
are a current topic of research and also exhibit
quantum properties [25]. Even though we are working
at single photon level, as expected, our findings do not
present any difference from a system with many
photons per mode [8]. The method is based on the
generation of a two-dimensional diffraction pattern by
a combination of path phase and azimuthal phase
interference. We have used an equilateral triangular
aperture illuminated by photons in LG modes to
generate the latticed quantum interference patterns.
We also demonstrated that using our method it is
possible to discriminate eigenstates from states super-
positions when presented in pairs. A key issue here is
that the detection spatial probability distributions can
distinguish only OAM with topological charge differ-
ing by 3 or more. Our findings could certainly be
extended to measure the topological charge of X-rays
[27] and of single-electrons carrying OAM [28].
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Abstract — We use photon OAM’s two-dimensional properties to extend the double-slit to
a two-dimensional triple-slit configuration in the shape of an equilateral triangle, obtaining a
bidimensional triangular interference pattern at photon level, whose size depends on the OAM
amount. We also show that for this pattern, in contrast with the parallel two- and three-slit cases,
the azimuthal phase plays a fundamental role, being undistinguishable from the path phase. Our
results confirm that only pairs, here associated to path and azimuthal phases, contribute to the
two-dimensional photon detection probability, as established by Born’s rule.

Copyright © EPLA, 2011

The double-slit experiment at single-photon [1] or
-electron [2] level has been the ubiquitous quantum
interference experiment [3] where the path phase plays a
key role, while the orbital angular momentum (OAM) [4]
of single electrons [5] or single photons [6] brings another
dimension [7] to the quantum interference problem [§]
with a new degree of freedom [9] associated to the spiral
phase.

The quantum single-photon [1] or -electron [2] double-
slit interference holds the mystery that it does not go
away, as pointed out by Feynman [10]. Over the years,
it was used to propose and demonstrate many mind-
boggling quantum-mechanical paradoxes like the Wheeler
delayed choice [3,11]; the ghost interference [12]; the de
Broglie wavelength of a two-photon wave packet [13]; the
distributed double-slit [14,15]; the quantum eraser [16],
among many others. The extension to three parallel slits
has attracted little attention, until its recent original
use [17] in the experimental verification of Born’s rule [18]
for a point corresponding to the central interference
maximum.

On the other hand, there is an infinite number of
light’s OAM modes [9] and the study of quantum states
with high dimensionality has attracted great interest due
to its potential application in quantum information [7].
One of the most promising applications is in quantum

(2) E-mail: jmh@optma.org

cryptography, where it can be used to increase security in
the distribution of cryptographic keys [19,20] or generate
OAM coded qutrits [21]. Other applications using light
OAM are the generation of hyper-entangled quantum
states [8] and optical lattices [22], as well as in optical
manipulation [23].

Laguerre-Gauss (LG) modes form a complete, infinite-
dimensional basis for the paraxial wave equation, associ-
ated to a Paraxial Hilbert space [24]. In 1992 [4], it was
demonstrated that LG modes are eigenstates of the quan-
tum OAM operator L. |m) = mh|m), where |m) represents
a single-photon LG state and m is an integer number.

In order to understand the interference pattern that
we will measure and to compare it with the double-
slit experiment for single photons or electrons [10,25],
we calculated the normalized probability density patterns
shown in fig. 1. Starting with the case of photons without
OAM (m =0), it is clear from the last column in the first
row of fig. 1, that there is a maximum in the detection
probability at the centre of the figure. This maximum is
the signature of the fact that we cannot determine exactly
by which slit the photon was diffracted. The existence of
only this central spot is related to the fact that the sum
of the diffraction patterns from each slit forms a star-like
shape, and not along the same line as in the parallel two-
or three-slit configurations, even for light with OAM [26].

Much more interesting is the case for the OAM equal
to unity (m =1). The first thing we see is that the central

64006-p1
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Fig. 1: (Colour on-line) OAM mediated photon wave particle
duality applied to three slits in a triangular configuration. The
curved arrow indicates the direction of increasing azimuthal
phase. In all graphs the maximum probability density was
normalized to the unity.

maximum disappeared because the azimuthal phase
from the incident photon provided the information that
revealed by which slit it was diffracted. However, the
interference peak was erased not by the usual which path
information but rather by an unusual which azimuthal
phase information. At the same time at which the
azimuthal phase makes the central maximum disappear,
it makes other maxima to appear. If we analyze the proba-
bility density pattern of the three possible pairs of adjacent
slits separately (depicted in fig. 1, three left columns of
the second row), we discover that a maximum appears
dislocated along the direction of the absent slit. Each of
these maxima comes from the impossibility to distinguish
between path phase and azimuthal phase. In other words,
for some points in the Fraunhofer plane, we cannot find
out if a photon is crossed by a closer slit with a larger
azimuthal phase or a farther slit with a smaller azimuthal
phase. Note that if we changed the sign of the OAM, the
maximum would be dislocated along the same direction
but closer to the other slit because the azimuthal phase
would increase towards that slit. The final result is a w
rotation of the triangle-shaped pattern for negative OAM.

Increasing the photon’s OAM makes the structure
richer, because OAM acts like a parameter in the triangu-
lar diffraction, producing larger patterns for larger OAM.
In fact the number of interference peaks grows as the sum
of an arithmetic progression and is given by (m+1)(m+
2)/2. We should point out that for OAM equal to three, the
central maximum reappears because now there is a phase
difference of 2wbetween adjacent slits. This central spot is
present for OAM states equal to zero or multiples of three
and is absent in all the other cases. In short, the diffrac-
tion of single photons with OAM reveals a latticed planar
quantum interference pattern, whose size is controlled
by the OAM, extending the double-slit wave particle
duality beyond the photon’s path phase wave behav-
iour to include the photon’s OAM azimuthal phase wave
behaviour.

According to Born’s rule, in quantum mechanics only
pairs of amplitude probabilities contribute to the quantum
interference [17], resulting in the fact that interference

Nd :YAG Laser

A : Attenuator
M, , : Mirrors

L ,; : Lenses

SLM: Spatial Light Modulator
iCCD : Intensified Charge Coupled Device

Fig. 2: (Colour on-line) Generation, diffraction and measure-
ment of photons with OAM. The figure depicts the experimen-
tal setup used to produce photons with OAM, diffract them by
different slits combinations and count them with the help of an
iCCD.

terms from three or more probability amplitudes are null.
In the following, we experimentally show that Born’s
rule is valid for three slits in a triangular configuration,
with the interference coming from unusual pairs: shorter
path/larger azimuthal phase and longer path/smaller
azimuthal phase, generalizing the recently experimentally
demonstrated three-parallel-slits case [17].

The principle of the experiment is illustrated in fig. 2.
A stabilized single-frequency CW laser model torus made
by laser-quantum operating at 532 nm illuminates through
a 25X beam expander a pixelated computer hologram
written in a Hamamatsu model X10468-01 spatial light
modulator (SLM) to produce single photons in high-
order LG modes. A phase hologram [27,28] was used
to generate the LG beam when illuminated by a plane
wave. We displayed in the SLM only that portion of the
hologram contained in the interior region of the different
slit combinations. Outside the slit, we have put zero
phases. In the far-field plane we can observe exactly
the same far-field diffraction pattern as if we first have
generated the LG beam and after have diffracted by the
slit combination.

The collected diffracted photons are imaged by a 50 cm
lens in an Andor model DH734-18F-03 intensified CCD
camera (iCCD). The intensity of the laser beam was
strongly attenuated to make sure that the maximum
photon detection probability is smaller than 0.1 photons
per pixel per acquisition time. We performed our measure-
ments in this regime because, as was recently pointed
out [29], even photons produced by strongly attenuated
lasers can present quantum properties.

The iCCD camera was adjusted to operate in a cumu-
lative single-photon counting mode at a nominal gain of
600 electrons per photoelectron reaching the microchan-
nel electron multiplier plate (MCP). We gated at 8.065 Hz
during 290 microseconds the potential of the photocath-
ode in front of the iCCD to direct photoelectrons to the
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Fig. 3: Measured interference patterns at single-photon level
for each slit, slit combination, and background. In the figure is
presented the measured single-photon interference pattern for
each slit, pairs of slits, three slits, and background counting,
corresponding to each term on the right-hand side of eq. (1).
The direction of increasing azimuthal phase is the same as in
fig. 1. The photon counting bars to the right of each pattern
correspond to the number of photons integrated over a total
time of 1.45 seconds corresponding to 5000 scans and averaged
over 70 distinct measurements.

MCP. After the amplified electrons were converted back
to photons in a phosphor layer in front of a CCD at the
back of the iCCD, photon counts were obtained perform-
ing a sequence of gated synchronized 2 milliseconds scans
of the charge accumulated in the CCD. The discriminator
was set at 900 CCD’s electrons per photon count.

The multi-order interference term for three slits can be
obtained from the expression [17]

iABC =DABC +DPA+DPB+Pc—PaB—PBC—PCcA—Do, (1)

where papc is the diffraction counting pattern of the
triangular slit, p; and p;; are the diffraction counting
pattern by single slits and pairs of slits, respectively, @
and j refers to slits A, B, C, and pg is the noise and
background counting obtained with a totally black mask
in the SLM.

In fig. 3, we show all experimentally obtained contri-
butions, using the corresponding mask (also depicted in
the figure), necessary to estimate ispc and calculate
ﬁZiABc/(S with § = "L'AB| + |ch| + |iAC| [17}.

We measure each term on the right-hand side of eq. (1)
with the iCCD configuration described above and used
single photons in a LG mode with m = 1. All the slits and
slits combinations have 4.92 mm side length and 0.3 mm
thickness. The numbers besides the grey bar represent
the amount of counted photons after averaging 70 sets
of 5000 scans, corresponding to a total integration time
of 1.45 seconds for each data set. All measurements were
performed over matrices of 30-by-30 pixels, corresponding
to a 0.39-by-0.39 mm? iCCD region.

In fig. 4, we present these matrices for the calculated
third-order interference term k (a) and mean standard
deviation oz (b). In the graph for k, we cannot observe
any third-order interference pattern, besides the fact that
k can be large at some points. We believe that this

(b)

Fig. 4: (Colour on-line) Ruling out the third-order interference
term. (a) The calculated third-order interference k obtained
using all experimentally measured and averaged terms on the
right-hand side of eq. (1) shown in fig. 3. (b) The calculated
standard deviation of the third-order interference k.

results in the fact that 0 can reach zero or very small
quantities, amplifying the noise. The obtained values at
the positions of the three interference peaks are k=
—0.0060 +0.0251, —0.0012 £0.0601 and 0.0007 4 0.0667.
We can average matrices of 5-by-5 pixels centred at these
peaks to obtain k= —0.0046 +0.0297, —0.0045 +£ 0.0308
and 0.0015 £ 0.0295. Our results corroborate the principle
that quantum interference always comes from correlating
pairs, and extend the experimental verification of Born’s
rule for systems where OAM provides an extra degree
of freedom, i.e. the azimuthal phase, which enhances
indistinguishability. We also extend such experimental
verification from zero dimension (one point) [17] to two
dimensions (2D).

Finally, we must point out that even without a third-
order interference effect, we have a contribution in every
interference peak from all three pairs of slits. It is easy
to conclude that by looking at the density patterns for
each slits pair in fig. 1, where the triangular structure for
the triangular slit is present for all pairs, besides having
different peak probabilities. Note that this effect is not
coming from pairs of interfering probability amplitudes as
established by Born’s rule but rather by just classically
adding the three probabilities associated with slit pairs.

In conclusion, we have shown that to take advantage
of the OAM’s extra degree of freedom, one must use an
extra dimension extending the double-slit to a triple-slit
triangular configuration and that the resulting interference
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pattern has also an extra dimension, with the number of
interference maxima directly related to the amount of the
photon’s OAM. Our results are a consequence of the fact
that the azimuthal phase is undistinguishable from the
optical path phase. Moreover, our results do not violate
Born’s rule and only slits taken two by two contribute
to the interference pattern, with the contribution of
three slits being void, confirming the prediction [17] that
Born’s rule could be associated to other quantities like
angular-momentum states. We have used three slits in
an equilateral triangular configuration illuminated, at
single-photons level, with LG modes to generate the 2D
interference patterns, but the results presented may be
applied to other families of photon modes possessing OAM
or massive particles like electrons carrying OAM [2,5].
Our experimental results represent a fundamental step
to the validation or a generalization [30] with a possible
integration with the gravitation theory [17], as well as to
theoretical attempts [31] to derive Born’s rule from more
fundamental principles.
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