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RESUMO

Este trabalho apresenta um breve estudo sobre as curvas conicas ou secoes conicas. Mostra-
se também algumas defini¢des e propriedades mateméticas encontradas na pardbola, elipse e
hipérbole, identificando seus elementos principais. Além disso, devido a necessidade de intro-
duzir recursos tecnoldgicos no ensino de Matematica, € apresentado o GeoGebra, um software
de matematica multiplataforma, o qual torna possivel oferecer aos estudantes uma maneira
diferente de se aprender os conceitos matemadticos de forma interativa. Assim, € criada uma
conexdo entre Geometria e Algebra que vai além do quadro e giz. Neste trabalho, realiza-se,
também, algumas constru¢des geométricas e resolugdes de problemas com o uso do GeoGe-
bra, elaborando, assim, um ‘“Passo a Passo” com linguagem simples, para que professores e
alunos possam através desta pesquisa utilizar essas constru¢des como ponto de partida para
aprendizado e aplicacdo do software GeoGebra no ensino de Matematica na Educagdo Basica.

Palavras-chave: Conicas. GeoGebra. Educacido Basica.



ABSTRACT

This work presents a brief study of the conic curves or conic sections. It also shows up some
definitions and mathematical properties found in the parable, ellipse and hyperbola, by iden-
tifying its main elements. In addition, due to the need to introduce technological resources in
the teaching of Mathematics, it presents the GeoGebra, a multiplatform Mathematics software,
which makes it possible to offer students a different way to learn mathematical concepts inte-
ractively. Thus, a connection between Geometry and Algebra that goes beyond the blackboard
and chalk is created. This work also carried out some geometric constructions and solves Math
problems using the GeoGebra, constructing, this way, a “step by step” with simple language,
so that teachers and students can, through this research, use these constructions as a starting
point for learning and software application GeoGebra in teaching Mathematics in Basic Edu-
cation.

Keywords: Conical. GeoGebra. Basic Education.
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INTRODUCAO

O presente trabalho aborda o estudo das curvas conicas, tendo em vista a relacdo entre Ge-
ometria € Algebra, assim como, quando necessario, substituir caracteristicas de dificil compre-
ensdo de uma por caracteristicas mais simples da outra, ou seja, procura-se explorar o melhor
da Geometria Analitica. Com a finalidade de facilitar este estudo foi usado uma ferramenta tec-
noldgica, um programa de geometria dindmica, o software GeoGebra, que nos permitiu fazer
representacdes algébricas e geométricas de um mesmo objeto. O uso do GeoGebra foi neces-
séario para determinar o lugar geométrico da equacdo geral do segundo grau com duas varidveis
onde g(x,y) = 0, que é o conjunto de nivel zero da fungdo g : R — R, tal que

g(x,y) = ax* +bxy+cy* +dx+ey+f.

No ensino de Geometria Analitica existe instrumentos que sdo usados para realizar as cons-
trugdes geométricas como retas e circunferéncias. Como exemplo desses instrumentos men-
cionamos a régua e o compasso, bem como o papel milimetrado, que também facilita essas
construgdes. As curvas coOnicas, consideradas se¢des do cone duplo, ndo sdo de facil cons-
trucdo, existem alguns artificios usando régua e cordao que ajudam, mas que compromete a
precisdo e dificulta seu uso em sala de aula. Necessario se faz introduzir uma ferramenta que
facilite a constru¢do geométrica de elipses, hipérboles e pardbolas.

O objeto de estudo desse trabalho sdo as curvas cOnicas ou se¢des cOnicas que € elemento
de estudo desde a antiguidade, sua descoberta é atribuida ao matematico Menaecmus (380-320
a.C. aproximadamente), e mais tarde estudadas e aprimoradas pelo gedmetra grego Aristeu
(370-300 a.C.) e pelo astronomo e matematico grego Apolonio de Perga (262-190 a.C.). O
filésofo e matemadtico francé€s René Descartes foi quem lancou as primeiras ideias a respeito
da solucdo de problemas geométricos utilizando recursos algébricos, mas foi Pierre de Fer-
mat quem representou os lugares geométricos estudados por Apolonio na forma de equagdes
algébricas.

Devido a necessidade de introduzir ferramentas tecnoldgicas no ensino de matematica da
educacgdo bésica vamos usar nesse trabalho um programa de geometria dinamica, escolhemos o
GeoGebra que é um software livre, multiplataforma e disponivel em portugués. O GeoGebra
foi criado por Markus Hohenwarter retine os recursos necessario para o desenvolvimento dessa
pesquisa.

O objetivo dessa pesquisa € elaborar um tutorial, de forma simples e objetiva, para interes-
sados no uso do GeoGebra como ferramenta de ensino e aprendizagem na educacdo bésica,
especificamente, no terceiro ano do ensino médio. Tendo em vista a resolu¢cdo de problemas
envolvendo as curvas conicas utilizando o software GeoGebra. Identificar e relacionar elipses,
hipérboles e pardbolas com suas equagdes algébricas.

Esta pesquisa encontra-se organizada da seguinte maneira: no primeiro capitulo apresen-
tamos o software GeoGebra, um ‘“passo-a-passo” para download como também instalacio e
breves comentérios sobre as ferramentas utilizadas no decorrer das atividades; no segundo, ter-
ceiro e quarto capitulo, apresentamos as definicdes de elipse, hipérbole e pardbola, e ainda,
algumas construcdes geométricas com o uso do GeoGebra; o quinto capitulo foi dedicado ao



estudo da equacdo geral do segundo grau com duas varidveis com objetivo de identificar e
esbocar a curva conica por ela representada, isso foi feito através de translacao e rotagao.

No sexto capitulo relatamos os fatos ocorridos na aplicagdo em sala de aula. Apresentamos
também: uma sequéncia didética utilizando o material desenvolvido nos capitulos anteriores,
algumas atividades realizadas com os alunos, a rea¢do dos alunos com a introdu¢do do pro-
grama de geometria dindmica como ferramenta de ensino e aprendizagem, bem como uma
breve andlise dos resultados obtidos.



1. NOCOES BASICAS DO GeoGebra

O GeoGebra € um software bastante popular entre os programas de geometria dinamica, essa
popularidade ndo € por acaso e deve-se ao poder e a facilidade de utilizagcdo desse programa.
E um software gratuito desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matemética nos va-
rios niveis de ensino, do basico ao universitdrio [2]. O programa GeoGebra, como a maioria
dos softwares, passa por atualizacdes continuas e novas versdes sdo disponibilizadas com re-
gularidade, além de ser multiplataforma. O GeoGebra pode ser usado simplesmente como
uma ferramenta para solugdes de situagdes-problema, para elaborar material de exposi¢do ou
disponibilizando a todos a oportunidade de experimentar as percepcoes extraordindrias que a
matematica torna possivel [[1].

1.1. Download e Instalacao

Para facilitar o manuseio do referido software, mencionamos a seguir os passos para down-
load, instalagdo e configuracdo do GeoGebra.

PASSO 1. Acessar o sitio www.geogebra.org (figura [ T)).

Figura 1.1 Pagina Inicial

€ Geotebrs

€ = € [ hitps//wwwgeogebraorg A =

G e@G e b ra Materiais Downloads Comunidade Ajuda [ Entrar )

af 1l ot

Navegue pelos materiais Comece a criar Baixe agora

GEOGEBRA

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.




PASSO 2. Selecionar a opgao Baixe Agora (figura[1.2).

Figura 1.2 Baixe Agora

€7 GeoGiebra
& = @ [ hitps//www.geogebraorg %@ =
G eOG e b ra Materiais Downloads Comunidade Ajuda

ahv iy it

Navegue pelos materiais Comece a criar Baixe agora @

GEOGEBRA

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.

PASSO 3. Escolher o tipo de equipamento e o sistema operacional para iniciar o download
(figura[L.3).

Figura 1.3 GeoGebra Download

GeaGebra woeras  Domeass  comnasse A

cmome  aum s . noEn

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.



PASSO 4. Caso vocé esteja usando como navegador o Google Chrome aparecera uma pequena
janela no canto esquerdo inferior da tela mostrando o progresso do download (figura [I.4).

Figura 1.4 Progresso Download

€ & C [htps/wwwgeogebraorg/download Q%@ =
GeaGebra woes  Dowmoss  comnaace  Awea -

A —
e [ - [£]v[2]o] >

GeoGbre-Windows-wexe
|52 30.0/55.8 MB, 12 scqund.. GeoGebra-Windows-Installer-5-0-63-0 2).cxe

¥ Mostrar todos os downloads... %

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.

PASSO 5. Apés término do download clique no icone (figura[I.5)) para iniciar a instalagdo do
GeoGebra em seu computador (figura[I.5).

Figura 1.5 Icone Instalacdo

IC} GeoGebra-Windows-....exe "

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.



PASSO 6. Escolha o idioma e clique em Prdximo para avangar (figura [I.6).

Figura 1.6 Idioma

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose a language:

Clique em Préximo para continuar.

Language:

Portugués Brasieiro -

GeaGebra

GeoGebra 5.0.63.0 (February 7 2015) Préximo > Cancelar

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.

PASSO 7. Leia o termo de licenca, para avancar na instalagcdo clique em Eu Concordo (figura

Figura 1.7 Acordo da Licenca

Acordo da licenga
Por faver, revela os termos da licenca antes de instalar o GeoGebra 5.

Pressione Page Down para ver o resto do acordo,

[eoGebra - Dynamic Mathematics for Everyone
Ittp: fwww .qeoqebra.ora/

ILICENSE
You are free to copy, distrbute and transnit GeoGebra free of charge
for non-commercial purposes (see conditions and details belon

PROJECT DIRECTOR
* Markus Hoherwarter (Austria & USA 2001)

ILEAD DEVELOPER
= Michael Borcherds (UK 2007-)

[DEVELOPERS
*Gabor Ancsin (Hungary 2009
*Balazs Bencze (Romania 2012-)
*Mathieu Blossier (France 2008-)
= Arnaud Delobelle (UK 2011-)

* Calixte Denizet (France 2010-)
= o Siae Mbmmaras 3003

Se vocé aceita os termos do acordo, clique em Eu Concordo pars continuar. Vocé deve acsitar o
acorde para instalar o GeoGebra 5.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.63.0 (February 7 2015) Eu Concordo Cancelar

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.



PASSO 8. Deixe marcada a op¢do Standard para instalar o GeoGebra com as configuracdes
padrdes (figura[I.8)).

Figura 1.8 Setup Type

Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs.

Please select a setup type.

* Standard
gj}ﬁ All the main features will be installed. Recommended for the majority of the users.

" Custom

Choose which programm features you want installed and where they wil be
%ﬁ nstalled. Recommendsd for advanced users,

GeaGebra

GeoGebra 5.0.63.0 (February 7 2015) < Voltar Instalar Cancelar

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.

PASSO 9. Aguarde enquanto os arquivos sdo copiados para o seu computador (figura [I.9).

Figura 1.9 Progresso Instalacdo

<2 GeoGebra Installer

Instalando
Por favor espere enquanto o GeoGebra 5 estd sendo instalado.

Pasta de saida: C:'Program Files\GeoGebra 5.0\re

Mostrar detalhes

GeaGebra

GeoGebra 5.0.63.0 (February 7 2015) < Voltar Préximo > Cancelar

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.



PASSO 10. Ao fim da instalagdo, mantenha marcada a op¢ao Executar GeoGebra 5, o GeoGe-
bra ¢ iniciado automaticamente ap6s clicar em Terminar (figura[I.10).

Figura 1.10 Término da Instalagdo

¢ GeoGebra Installer o |

Completando o Assistente de Instalacdo do
GeoGebra 5

O GeoGebra 5 foi instalado no seu computador.

Clique em Terminar para fechar este assistente.

|v Exequtar GeoGebra 5

GeaGebra

GeoGebra 5.0.63.0 (February 7 2015) Terminar

Fonte: http://www.geogebra.org.
Acesso em 10/02/2015.

1.2. Ferramentas

O GeoGebra oferece, em sua instalacdo padrdo, uma grande variedade de recursos de geo-
metria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e cdlculos simbdlicos, ferramentas
comuns a diversas dreas do conhecimento. Um conjunto de ferramentas e comandos acessiveis
por meio da Barra de Ferramentas, com as quais € possivel construir objetos geométricos, apli-
car transformacoes e executar diversas outras acoes. Nesse trabalho serd usado apenas alguns
desses recursos, nos quais faremos uma breve apresentacido aqui, utilizando uma linguagem
simples e direta.

1.2.1. O ambiente do GeoGebra e suas principais janelas

Considerando-se que o software GeoGebra encontra-se instalado no computador do usua-
rio, ao ser iniciado, abre-se um sistema de janelas contendo alguns ambientes padrdes (figura

[L.11):

1. Barra de menu principal, com os menus Arquivo, Editar, Op¢oes, Ferramentas, Janela
e Ajuda.

2. Barra de Ferramentas, ambiente que possibilita o acesso a maioria dos comandos,
acesso de forma rapida e facil.



3. Janela de Algebra, ambiente onde 0s objetos sdo representados analiticamente.

4. Janela de Visualizacio, nesse ambiente sdo representadas as construcdes geométricas, é
permitido, também, optar pela visualiza¢do dos eixos ordenados e da malha quadriculada.

5. Campo Entrada, janela de interface no modo texto, onde os comandos sdo inseridos e
as respectivas respostas sdo impressas nas janelas auxiliares.

Figura 1.11 Janela Inicial

i GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢Ses Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AL >]o]o] 4 N]w: o6

» Janela de Aigebra | ~ Janela de Visualizagao )

D ac~

A
L

a=2

Entrada: 1)

Fonte: Autor, 2015.

Além dessas janelas basicas que sdo exibidas ao iniciar o GeoGebra, existem outras janelas
com outros ambientes.

1.2.2. Menu Exibir

O GeoGebra oferece uma grande variedade de recursos, que podem ser acessados através
do menu Exibir, janelas de édlgebra, janela de visualizacdo para construcdes geométricas 2D e
3D, protocolo de construcdo e tabelas, que interagem entre si em um unico ambiente (figura

.12).

1.2.3. Personalizando a Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas permite ao usudrio do GeoGebra realizar a maioria das constru-
coes geométricas. Com uma interface de fécil acesso, que pode ser feito através de icones que
ddo acesso a ferramentas que permitem construgdes como: pontos, retas, vetores, poligonos,
circunferéncias, cOnicas e outras que sao combina¢do de dois ou mais elementos. Além da
Barra de Ferramentas ter configuracao padronizada de acordo com a janela que estd sendo
usada também € permitido ao usudrio sua personalizacdo, através de uma janela auxiliar que
pode ser acessada pelo menu Ferramentas (figura[[.13).



Arquivo EditarOpQées Ferramentas Janela Ajuda
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m Janela de Algebra
~%"F Planiha

> Janela de Al - janela GAS

Janela de Visualizagéo

@ Janela de Visualizagdio 2

) Janela de Visualizagdio 3D

s Protocolo de Construgéo
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Layout
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Crl+Shift+K
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Ctrl+Shift+3
Ctri+Shift+L.
Ctrl+Shift+P

Ctrl+F
Ctrl+R

Figura 1.12 Menu Exibir

Elld
2R

=12 -1 -10

1.2.4. Propriedades

Clicando com o botao direito do mouse em um elemento representado na Janela de Visua-
lizagcdo e depois com o botao esquerdo em propriedades, serd visivel a Janela de Preferéncias
(figura @), em suas abas pode-se alterar o nome, defini¢cdo, cor, estilo, tipo de equacado e
outras propriedades do elemento.

Fonte: Autor, 2015.
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Figura 1.13 Configurar Barra de Ferramentas

¥ Configurar Barra de Ferramentas

I+

Geral

Barra de Ferramentas

11

Ferramentas
Barra de Ferramentas = Separador
Ek Mover
o™ Ponto

/ Reta 1

J\, Reta Perpendicular
b Poligono

() circulo dados Centro e L

@ Elipse

/(; Annulo 2
I, | ¢

< Inserir
Remover >

<

I A Para cima H ¥ Para baixo ]

[ Restaurar Barra de Ferramentas Padréo l

Fonte: Autor, 2015.

Figura 1.14 Preferéncias

EINEED
= Ponto
s A

Basico | Cor| Estilo | Algebra | Avangado | Programag&o

Nome: A
Definigéio: (-4.46, 2.32)
Legenda:

Exibir Objeto

Exibir Rétulo: Nome
[ Exibir Rastro

[IFixar Objeto

[ Definir como Objeto Auxiliar

Fonte: Autor, 2015.



2. ELIPSE

A Elipse € uma curva plana, mas tem origem como a secao do cone duplo, ou melhor, é uma
superficie cOnica seccionada por um plano que ndo passa pelo vértice, ndo € paralelo a reta
geratriz e ndo é paralelo ao eixo da superficie (figura[2.1). O estudo da elipse ganhou maior
importancia quando o astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630) afirmou que todos os

planetas do sistema solar descrevem uma 6rbita eliptica, o que ficou conhecido como a primeira
lei de Kepler [10].

Figura 2.1 Sec¢do do Cone Duplo

Fonte: Autor, 2015.

Neste capitulo serd dada a defini¢do de elipse e apresentados seus principais elementos,
esses conceitos podem ser encontrados nas referéncias bibliogréficas [8]. Além disso, serdo
apresentados alguns problemas matemaéticos visando a aplicagdo dos conceitos estudados, bem
como suas resolucdes utilizando o softwere GeoGebra.

2.1. Elipse

Definicao 2.1. Sejam F; e F, dois pontos pertencentes a um plano 7 , o lugar geométrico dos
pontos P pertencentes a 7, onde a soma das distancia de P a F] e P a F, é igual a uma constante
r, com r maior que a distancia entre Fj e F>, € chamado de elipse & de focos F| e F», ou seja,

& ={P|d(P,F\)+d(P,F,) =r}.

12
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2.2. Elementos da Elipse

Pela defini¢do temos d(P,Fy) +d(P,F>) = r, sem perda de generalidade d(Fj,F;) = 2c e
r = 2a, onde a e ¢ sdo constantes reais, com a > ¢ > 0. Em uma elipse temos alguns elementos
que podemos destacar, sdo eles:

* Os pontos F| e F, sdo chamados de focos;

A distancia focal € a distancia 2¢ entre os pontos Fj e F3;

* Aretat que contém os pontos F; e F, é chamada de reta focal,

O ponto médio C do segmento F|F; € o centro da elipse &’;

A reta t’ perpendicular a reta r que passa pelo centro C é chamada de reta nao focal;

 Asintersecdes das retas t e ' com a elipse & sdo os pontos Ay, As, By e By, chamados de
vértice da elipse;

As cordas AjA; e By B; sdo, respectivamente, o eixo maior e o eixo menor da elipse;

< c . . .
* A razdo e = — € a excentricidade elipse;
a

* Os numeros a, b, e ¢ sdo, respectivamente, a distancia entre os vértices A| e A> ao centro
C, a distancia entre os vértices By e B, ao centro C, com b = Va? — ¢2, e a distancia dos
focos Fj e F> ao centro C.

Tendo em vista o esclarecimento desses conceitos de forma mais pontual, bem como in-
troduzir o uso do GeoGebra nessa questdo a seguir apresentaremos alguns problemas e suas
respectivas resolucoes.

2.3. Resoluc¢ao de Problemas

Exemplo 2.1. Determinar o conjunto de pontos P(x,y) no plano, usando a defini¢ao de elipse,
com F; = (3,0), F, = (—3,0) e r = 10, entdo & = {P € R*|d(P,F}) +d(P,F») = 10}.

Solucdo: Para que seja satisfeita as condi¢des dada pela defini¢do, faremos uma parametriza-

~ \/ —16¢12 v/ 1612 s e .
¢do, temos P = (t, M) e P =(t, —M), com —5 <t < 5, o ponto P’ é simétrico
ao ponto P em relac@o a reta que contém os pontos F; e F», portanto o ponto P’ tem a mesma

propriedade de P[6].

PASSO 1. Para apresentacao de forma clara da demonstracao geométrica da definicao de elipse,
construa os seguimentos a = F{ P e b = F>P. Usando o recurso Planilha pode-se construir uma
tabela que mostra de forma interativa as distancias d(Fy, P) e d(F», P) que sdo, respectivamente,
as medidas dos segmentos a e b. A soma d(Fj,P)+d(F,P) também pode ser observado na ta-
bela. No menu Exibir selecione a op¢ao Planilha e digite os as distancias com seus respectivos

valores (figura [3.7).
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Figura 2.2 Planilha

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
@le
a2 Y 9@
» Janela de Algebra™ | » Janela de Visuali *|~ Planilha 2
= Nimero AN JBEE|=- |3
5 t=0 t=0 s A B | «
——,——
Ponto 1 [d(P.Fy) 5
o F,=(-3,0) 5
o F,=(3,0) 2 |d(P.F) 5
o P=(0,4) 3 |d(P.F1)+d(P,F) | 10
5 P'=(0,-4) 4
= Segmento (5 |
va=5 !
ob=5 b | 6 |
7
(s | 4
a 9
8 7 6 5 -4 12 3 4 5 6 7 8 9 10 [
10
- 11
2 12
13
3 14
-+ 15|
16
5 17
. 18
Entrada: 2

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 2. Selecione a tabela e clique sobre a parte selecionada com o botdo direito do mouse,
clique com o esquerdo em criar e depois em tabela (figura[2.3).

Figura 2.3 Tabela de Dados

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. ae
0o 3 o5
» Janela de Algebra™ | » Janela de Visuali * |~ Planilha =
= Nimero AN JBEE|=- |0~
5t=0 o0 R A B | «
s Po:to 1 [d(P.F) 3
’ s 2 [d(P.Fy) 5
ﬂ A1:B3
= Segmento ? 2 Copiar
~oa=5 {0 Colar
ob=5 D | 8 % cortar
| 7 7 Apagar Objetos
3 Lista "1 criar Y
5 7 & 5 4 T2 3 4 5 6 b"s‘a.de pontos . Exibir Objeto
atriz = G Planilha de Calcul
-1 Tabela ravar para a Planilha de Calculos
Caminho Poligonal  : Propriedades ...
-2 Tabela de Operagé
1
-3
P
4
-5
-6
Entrada: 2

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 3. Com o objetivo de mostrar a construgdo da elipse, usando a definicdo & = {P €
R?|d(P,F;) +d(P,F>) = 10}, onde P depende apenas do parametro ¢ (figura .

Figura 2.4 Conjunto de Pontos 1

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

¥ 12 o) [#) PAINICS I 6
b Janelade Algebra X/ |~ Janela de Vi izaca
= Conica Huac-
O g:xi25+y*/16=1
= Nimero d(P,Fy) 75
o PF,=78 4 d(P,F2) 25
o PRm28 t=-41 d(P,Fy) +d(P.Fy) | 1
or=10 @ 3 (P,F1)+d(P,Fy) | 10
9 =41 p
= Ponto . 2
@ F,=(3,0) -
o F,=(3,0) S
o P=(41,23)
o P'=(-41,-23) 2 i 4
= Segmento -2 -11 -0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o

o

@ PF,=75
2 . o

@ PF,=25 o

Entrada: 1)

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 4 . Com a variagao de t podemos observar que a soma das distancias de P aos focos Fj
e F> permanecem constantes, podemos visualizar esse processo a seguir ( figura[2.5)).

Figura 2.5 Conjunto de Pontos 2

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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°

ee®
.

°
@ PF,=55
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Entrada: i)

Fonte: Autor, 2015.




PASSO 5. Para r proximo de 5 (figura[2.6).

Figura 2.6 Conjunto de Pontos 3

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A
®

[B] ) 2 0O &) N e

» Janela de Algebra ~ Janela de Visuali
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oPF=22 | ey e, d(P.F2) 78
o PF,=78 t=46 .. : . d(P.Fy) + d(P.Fy) | 10
P = L i .. (P.F1) +d(P,F2)
U t=48 s ‘.
= Ponto . } .
o F,=(3,0) 3 P
o F,=(3,0) * : ey Pry
> P=(45,16) i 2
o P'=(46,-16) 0 - - q
= Segmento -2 -11 -0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
°

a=2

2] ol

9 .
@ PF,=22 .
o PF,=78 S -2

Entrada:

[l

Fonte: Autor, 2015.

2 2
PASSO 6. O lugar geométrico dos pontos P € a elipse & : l + Y (figura .

25 16

Figura 2.7 Elipse &

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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» Janela de Algebra ~ Janela de Vi
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)

Fonte: Autor, 2015.
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Exemplo 2.2. Determine a equagdo da familia de elipse com centro (2,3), reta focal paralela
ao eixo OX e excentricidade %

Solucao:

PASSO 1. Com a janela do GeoGebra aberta digite o ponto C = (2,3) no campo Entrada e
depois, com a finalidade de materializar as coordenadas tecle Enter (figura[2.8)).

Figura 2.8 Centro da Elipse

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

L4
A . . .

R A AL DO O L N a2 [3] 0%
» Janela de Algebra = |- Janeta de Visualizagao g
= Ponto L e

sC=(23)

6
5
4
3 OC
1
0
B2 1 d0 8 B 7 5 4 3 T o 1 IR T8 6 T h 2 B
Bl
3
-4
-5
%
Entrada: | @: @

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 2. Selecione o icone Reta Paralela, depois com o botao direito do mouse clique no
ponto C e sobre o eixo x (figura[2.9).

Figura 2.9 Reta Focal

Arquivo Editar Exibir Opges Femamentas Janela Auda Entrar

Bl
A . a=2

AP OO, 4N ke 2 @)
» JandladeAlgetia || § | o X

[ omeen

o c=23) W
>< Wediatiz
Ly Bissetriz

O retatangene
O Retaotarou Diametal

;/’-" Reta de Regresso Linear

?ﬁ Lugar Geométrico

Fonte: Autor, 2015.
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. c 1 . ,
PASSO 3. A excentricidade — = 7 fazendo ¢ = t temos a = 2t, onde t € um numero real
a

maior que zero. Precisamos criar um parametro, com o botdo direito do mouse clique no icone
Controle Deslizante e depois em qualquer lugar do campo Janela de Visualizagdo (figura[2.10).

Figura 2.10 Parametro ¢

%
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
— . - 4
NIEIE= STl IPANIZS oo S 0o
» Janela de Aigebra * |~ Janela de Visualizagéo Controle Deslizante -
= Ponto v Clique na janela de &0 para especificar a posigéo do controle deslizante
s c=(2,3)
- Reta 5
say=3
5
.
S o IS
!
q
0
1 -1 =10 9 8 7 5 =] 3 1 0 1 3 4 5 7 8 9 10 " 12 13
-1
-3
-4
-5
-6
Entrada: ()

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 4. Na janela menor determine o nome e o intervalo e clique em Aplicar (figura[2.11).

Figura 2.11 Controle Deslizante

x
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
— . a= d
R|A| = DO O, ‘-‘:'_\‘“_ kd CE)
» Janela de Algebra = |- Janela de Visualizagao g
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v e=(2,3)
~ Reta 6
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5
Controle Deslizante
© Numero  Nome
a Angulo !
Clnteiro 7] Aleatério (F9)
Intervalo | Controle Deslizante | Animagéo d
min: 0 max: 10 01
1 -1 -10 -9 a4 5 7 8 9 10 1" 12 13
Aplicar | Gancelar
-3
-4
-5
5
Entrada: o)

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 5. Os focos F; e F; e os vértices A| e A, dependem do parametro ¢. Digite no campo
Entrada os pontos Fi = (2—1,3), F, = (2+1,3),A1 =(2—2t,3) e A, = (2+2¢,3), um a um,
teclando Enter posteriormente (figura[d.13).

Figura 2.12 Foco da Elipse

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Rl oA A~ D) @_ FANNIPUCE S 00
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e PRSI P, L YO

42 41 -0 ® B 7 % 5 4 3 -2 -1 Jo 1 2 3 a4 5 & 71 8 & T 11 02 3

L

LEm*m awnL ) @ @
Fonte: Autor, 2015.

PASSO 6. Com o botdo esquerdo do mouse selecione o icone Elipse, depois clique sobre Fi,
F> e em A ou Az, nessa ordem. Temos a elipse de focos Fj e F; (figura[2.13).

Figura 2.13 Elipse

x
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Fonte: Autor, 2015.



7. Fazendo o parametro ¢ variar temos uma familia de elip
.14 Fam
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o A,=(4,3)
-2 C=(2,3)
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3. HIPERBOLE

A intersec@o de um plano, paralelo com o eixo da superficie e que nao passa pelo vértice, com
a superficie conica é denominado hipérbole (figura[3.1)), o estudo da hipérbole como intersecdo
de um plano e um cone € atribuido a Menaecmus (380-320 a.C. aproximadamente) e precede,
em uns 2000 anos, a propria geometria analitica que surgiu no século XVII [11]].

Figura 3.1 Secao do Cone Duplo

Fonte: Autor, 2015.

Neste capitulo serd realizado um estudo similar ao anterior com a se¢do conica hipérbole,
levando em consideragdo as bases tedricas citadas nas referéncias bibliograficas [6]. Conse-
quentemente, serdo apresentadas situacdes problemas com suas respectivas solugdes.

3.1. Hipérbole

Definicao 3.1. Sejam Fj e F;, dois pontos pertencentes a um plano 7 . O lugar geométrico dos
pontos P pertencentes a 7, cujo o modulo da diferenca das distdncia de P a F| e P a F é igual
a uma constante r, com r menor que a distancia entre F| e F,, é chamado de hipérbole 77 de
focos F| e F3, ou seja,

A = {P|ld(P.F) — d(P,F)| = r}.

3.2. Elementos da Hipérbole

Em nosso estudo da hipérbole escolhemos, sem perda de generalidade, d(Fy,F>) = 2c e
r = 2a, onde a e ¢ sdo constantes reais, tais que 2¢ > 2a > 0. Em uma hipérbole temos alguns
elementos os quais podemos destacar, sdo eles:
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* Os pontos F; e F> sdo chamados de focos;

* A distancia focal ¢ a distancia 2¢ entre os pontos Fj e F3;

* A retat que contém os pontos F| e F, é chamada de reta focal,;

* O ponto médio C do segmento Fi F; é o centro da hipérbole 77;

* A retat’ perpendicular a reta r que passa pelo centro C é chamada de reta nao focal,

* As intersecdes da reta r com a hipérbole .77 sdo os pontos A e A, chamados de vértice
da elipse;

* Os numeros a, b, e ¢ sdo, respectivamente, a distancia entre os vértices A e A, ao centro
C, a distancia entre os vértices B e B, ao centro C, com b = v/c? — a2, e a distancia dos
focos Fj e F> ao centro C;

* O segmento B|B;, perpendicular ao eixo focal que tem ponto médio C e comprimento
2b, esta contido no eixo ndo focal da hipérbole e os pontos B e B, sdo os vértices
imaginarios da hipérbole;

< c . . .
* Arazdo e = — € a excentricidade da hipérbole;
a

* As retas com coeficientes angulares — e —— sdo chamadas de assintotas.
a a
Para melhor fixacdo dos conceitos apresentados anteriormente, bem como introduzir um
programa de geometria dindmica a esses conceitos matematicos, na sequéncia serdo resolvidos
algumas situacdes problemas com o uso do GeoGebra.

3.3. Resoluc¢ao de Problemas

Exemplo 3.1. Determinar o conjunto de pontos P(x,y) no plano, usando a defini¢do de hipér-
bole, com F; = (—5,0), F, = (5,0) er =8.

Solucao: Nosso objetivo aqui € a verificagdo empirica da defini¢do algébrica da hipérbole, para
isso usaremos um caso particular, em que . = {P € R?||d(P,F) —d(P,F>)| = 8}. Através
de uma parametrizacdo que satisfaz as condi¢des dadas pelo problema, temos o ponto P =
(t, 312 —16) [6].
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PASSO 1. Construa o parametro ¢ usando a ferramenta Controle Deslizante. Na janela menor
podem ser determinados o0 nome e o intervalo do pardmetro ( figura 3.2). Pelas condigdes
apresentadas no problema temos ¢ > 4, mas precisa-se determinar um limite maximo para o
parametro e fazer isso de forma que ndo comprometa o desenvolvimento da solucao.

Figura 3.2 Pardmetro ¢

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
1 . - 4@
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-2
-3
-4
-5
-6
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 2. Digite o ponto P no campo Entrada (figura[3.3).
Figura 3.3 Campo Entrada

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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» Janela de Algebra™ | » Janela de Visualizagao =
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Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 3. Usando o fato que a hipérbole € simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo focal
e ao centro [6]], selecione a ferramenta Reflexdo em Relagédo a uma Reta e determine os pontos

P], P2 € P3(ﬁgura@).
Figura 3.4 Ponto P

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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. Homotetia

-3 12 -1 10 9 -8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13

Entrada: @

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 4. Os pontos P;, P, e P3 gozam das mesmas propriedades de P(figura[3.3).
Figura 3.5 Reflexido do Ponto P

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

Rl /\/ >0 0, 4 nBC 2 G 5

» Janela de Algebra *|» Janela de Visualizago

= Numero 7

ot=5 t=5
= Ponto 6
o P=(5,225)

o P, = (5, 2.25) ®

2 P,= (-5, -2.25) .

2 P,=(5,-2.25)

3
P »P

-3 12 -1 -10 9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13

Entrada: 8

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 5. Digite no campo Entrada os focos F; e F,>, bem como os vértices A e Aj Ekﬁgura

Figura 3.6 Focos e Vértices da Hipérbole 57
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» Janela de Algebra™ | » Janela de Visualizagao
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5 A,=(4,0) s
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5.6, 2.94)

Fi Ay 0 A, F
A3 2 11 0 ® B8 7 & 5 4 3 =2 1 Jo 1 2 35 4 5 6 7 & & 10 i1 12 1

Entrada: i@

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 6. Para apresentagao de forma clara da demonstragao geométrica da definicao de hipér-
bole, construa os seguimentos a = F1 P e b = F>P. Usando o recurso Planilha pode-se construir
uma tabela que mostra de forma interativa as distancias d(Fj,P) e d(F,,P) que sdo, respecti-
vamente, as medidas dos segmentos a ¢ b. O médulo |d(Fy,P) — d(F,,P)| também pode ser
observado na tabela(figura [3.7).

Figura 3.7 Planilha

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
‘ A 2] Janela de Algebra Ctrl+Shift+A ,_, &
® . 7% Planiha Ctrl+Shiftss .| . i
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ot=5 & Janela de Visualizagdo 2 Ctrl+Shift+2 ‘ dg’: R | ;(ZP‘FZ) [ gd(P'F‘) —d(P.Fa)l|
“PonMO 4 Janela de Visualizagio 3D Ctri+Shift+3 ¢ (1035 [225 | ‘
* A =04 0 protocolo de Construggo  CtrlsSift+L s
> A= 4 0) 4 Galcutadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
° F.= (5 0m Teclado 4
9 F,=(5,0)[v] Campo de Entrada
o P=(521 3
o P, =(-52% Layout ... P P
o P,=(-5,-/& Atualizar Janelas Ctrl+F 2 —
o P, =(5-2 Recalcular Todos os Objetos  Ctrl+R e - b 4
_—1fa
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9 a=10.25 Fo AL 0 A, JF
»b=225 -3 -12 -1 -0 9 -8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 12 13
-1
o2 -2 53
-3
-4
-5
-6
Entrada: Bl

Fonte: Autor, 2015.

'0s pontos A| = (—4,0) e Ay = (4,0) sdo determinados através de cdlculos e usando as condi¢des do problema.
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PASSO 7. Habilite o rastro dos pontos P, P;, P, e P;, bem como dos seguimentos a € b, faca o
parametro ¢ variar. Podemos observar que o médulo da diferenca das distancias entre o ponto
P e os focos F| e F> permanece inalterado(figura 3.8)).

Arquivo Editar Exibir Opgdes F

Figura 3.8 Lugar Geométrico dos Pontos P

Janela Ajuda

[&]

B 1 (oA [#) PANNE ESIES

@e
9%

» Janela de Algebra™
= Namero
o t=78
= Ponto
o A =(4,0)
oA =(4,0
5 F,=(-5,0)
o F,=(5,0)
o P=(7.8,502)
> P, = (-7.8,5.02)
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-3 12 -1 10 9 -8 -7 -6 -

12 13

PASSO 8. O lugar geométrico dos pontos P, P, P> e P; € a hipérbole de equagao l

(figura[3.9).

Fonte: Autor, 2015.

Figura 3.9 Hipérbole .77

Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda
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v
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Exemplo 3.2. Encontre a equacdo na forma canénica, os vértices, o centro, os focos, a reta
focal, a reta ndo focal, assintotas e faca o esbogo da hipérbole 7 : 9x* — 16y* — 144 = 0.
Solucao:

PASSO 1. Com a janela do GeoGebra aberta digite a equagio 9x> — 16y> — 144 = 0 no campo
Entrada e depois tecle Enter (figura[3.10),

Figura 3.10 Equacido da Hipérbole 7

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar....
1 @@
A L n * | ABC 272
2 LA 00 &N =2 4, 05
» Janelade Algebra ¥/ [~ Janela de Visualizaga %
W oe- -
5
4
3
2
1 &
0
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1"
-1
-2
-3
-4
p— -5
Entrada: 9x2-16y*144=0| @i @
S ocor a2

Fonte: Autor, 2015.

e obtemos o esbogo da hipérbole (figura [3.T1).

Figura 3.11 Hipérbole

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

3 . @

0| 3 [Fe% Sl ol[w) PN B D oo

» Janela de Algebra x| ~ Janela de Visualizacdo !
= Conica W oo -

9 c:9x?-16y* =144

Entrada: | @i @

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 2. Para encontrar a equacido na forma canodnica, com a janela do GeoGebra aberta,
clique com o botdo direito do mouse sobre equacdo da hipérbole, depois clique com o botao
esquerdo em propriedades, isso fard aparecer uma janela menor (figura[3.12).

Figura 3.12 Forma Geral da Equag@o

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

. s S\ o2
£ 5%12 [ClSAPA NI BT
» Janela de Algebra_ = /|~ Janela de Visu
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Incremento: 0.1

Entrada | @+ @

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 3. Na aba Algebra escolha o tipo de equagdo (figura [3.13), no nosso caso, forma
candnica. Feche a janela menor.

Figura 3.13 Forma Candnica da Equacio

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. . @e
% AL~ ) @l D) 4 N2 e
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Equacdo | (x-m)?/a?-(y-nf/b*=1
Incremento: 0.1
4
10 9 6 7 8 9 10 1"
5
Entrada | @i @

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 4. Digite Foco[H] no campo Entrada, no lado esquerdo inferior da tela, e tecle Enter

(figura[3.14).

Figura 3.14 Focos da Hipérbole

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A 3 NG a2
(A Olo] &N =] +] 0%
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizaga
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Entrada: Foco[H] @ @
——— ____________________________________________________________________________________________

Fonte: Autor, 2015.

Os pontos A = (—5,0) e B = (5,0) sdo os focos da hipérbole (figura4.15).

Figura 3.15 Focos da Hipérbole

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagao
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0 A=(5,0)
2 B=(50)

Entrada | @+ @

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 5. Repetir o passo 4 para Vértice[H], Centro[H], Eixos[H] e Assintota[H].

Figura 3.16 Elementos da Hipérbole

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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@ c:3x+dy=0
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Entrada:

Fonte: Autor, 2015.

Os pontos C = (—4,0) e D = (4,0) sdo os vértices, o ponto E = (0,0) é o centro, a € a reta
focal, b a reta ndo focal, as retas ¢ e d sdo as assintotas da hipérbole 7 (figura|3.16).



4. PARABOLA

A pardbola, da mesma forma que a elipse e a hipérbole, também € uma secdo conica e serd
estudada nesse capitulo, onde serd abordada sua definicdo e seus elementos. Em uma paré-
bola existem propriedades de fundamental importancia para ciéncias e tecnologias, uma delas
consiste: as linhas de campo, paralelas ao eixo, que incide sobre uma superficie parabdlica
sdo concentradas no foco, também pode ocorrer o inverso dessa propriedade, se a fonte des-
sas linhas de forca estdo no foco elas sdo concentradas em linhas paralelas ao eixo [7]. Uma
superficie parabdlica pode ser obtida através da rotagdo de uma pardbola em torno de seu eixo.

Figura 4.1 Secdo do Cone Duplo

Fonte: Autor, 2015.

O lugar geométrico dos pontos que formam a interse¢ao da superficie conica com um plano,
paralelo a geratriz e que ndo passa pelo vértice do cone é chamado parédbola (figura[4.1).

31
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4.1. Parabola

Definicao 4.1. Sejam / uma reta e F' um ponto do plano ndo pertencente a [. A parabola &
de foco F e diretriz [ ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano cuja a distancia ao ponto F é
igual a sua distancia a reta /, ou seja,

& ={Pld(P,F)=d(P,])}

4.2. Elementos da Parabola

Em uma parédbola temos alguns elementos que podemos destacar, como:

* O ponto F é chamado de foco;
e A retal é chamada de diretriz;
e A reta I’ perpendicular a reta [ que passa pelo foco F é chamada de eixo;

* O ponto de interse¢do V da pardbola P com o eixo [’ é o vértice.

Um processo usual na matemadtica € a solucao de problemas para fixar os conceitos, por-
tanto, como foi feito nos capitulos anteriores, vamos mostrar alguns exemplos e suas respectivas
solugdes utilizando o software GeoGebra.

4.3. Resolucao de Problemas

Exemplo 4.1. Determinar o conjunto de pontos P(x,y) no plano, usando a defini¢do de pard-
bola,comF = (2,0) el :y= —2.

Solucao: Nosso objetivo aqui € apenas mostrar a constru¢do geométrica da pardbola através
da definicdo. Para que seja satisfeita as condi¢des dada pela defini¢do, em que & = {P €
R?|d(P,F) = d(P,1)}, faremos uma parametrizagdo, entdo P = (¢, §1%).
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PASSO 1. Com a janela do GeoGebra aberta, determinar o foco F = (0,2) earetal:y= —2
na Janela de Visualizagao(figurafd.2).

Figura 4.2 Foco F eretal

Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda
&
A d . =2
[ AL 00 4N e 2] 0%
» Janela de Algebra’ |» Janela de Visualizagao =
= Ponto
5F=(0,2)
Reta °
Ly=-2
Sy .
7
6
5
4 4
3
2 F
1
0
-13 -12 -1 -10 9 -8 7 6 -5 4 3 -2 1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
-1
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 2. Construir o pardmetro ¢ usando a ferramenta Controle Deslizante. Na janela menor
podem ser determinados o0 nome e o intervalo do parametro ¢ ( figura[4.3).

Figura 4.3 Janela Controle Deslizante

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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|
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Entrada: Mc

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 3. No campo Entrada digitar o ponto P na forma parametrizada (figura [#.4)).
Figura 4.4 Ponto P

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada: H o

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 4. Para apresentacdo de forma clara da demonstra¢do geométrica da definicao de para-
bola, selecionar a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos e clicar nos pontos P
e I, nessa ordem, em seguida construa os seguimentos a € b que sdo raios da circunferéncia C.
O ponto A é ponto de tangéncia entre a circunferéncia C e a reta [ (figura.5).

Figura 4.5 Circunferéncia centrada em P

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada: M

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 5. Clicar com o botao direito do mouse no ponto P, em seguida, com o botao esquerdo
clicar em Habilitar Rastro (figurafd.6). Repetir esse passo para os segmentos a e b.

Figura 4.6 Pardbola &2

Aq o Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 6. O lugar geométrico dos pontos P € a pardbola & : y = %xz (figura .

Figura 4.7 Pardbola &
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Fonte: Autor, 2015.



36

Exemplo 4.2. Seja f: R — R, f(x) = ax?> + bx+c, uma fungio de uma varidvel, onde a,b,c €
R e a # 0. Mostre que o grifico de f,Gr(f) = {(x,y) € R*|y = ax> + bx+c e x € R}, é uma
pardbola e determine seus elementos.

Solucao:

PASSO 1. Como a fungio f : R — R, f(x) = ax? + bx + ¢, entdo precisamos criar os parime-
tros a,b e c. Ap6s abrir a janela do GeoGebra aberta clique em Controles Deslizantes (figura

Figura 4.8 Controle Deslizante

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 2. Aparece uma janela menor, onde podemos determinar a letra que representa o para-
metro, o intervalo e o incremento. Depois clique em Aplicar (figura@.9).

Figura 4.9 Controle Deslizante

(¢} GeoGebra = &
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 3. Apé6s serem criados os parAmetros a, b e c, digite a fun¢io f(x) = ax® + bx + cElno
campo Entrada e tecle Enter (figura[d.10).

Figura 4.10 Funcio
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 4. Variando os valores dos coeficientes a,b e ¢ podemos observar que o grafico da
funcdo f é uma parédbola, excerto para a = 0 (figura . TT).

Figura 4.11 Familia de Pardbolas
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Fonte: Autor, 2015.

IPara digitar a funcio é necessdrio escrever y=a*x" 2+b*x+c.
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PASSO 5. Digite Vétice[d] no campo Entrada, no lado esquerdo inferior da tela, e tecle Enter

(figurad.12).

Figura 4.12 Vértice
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 6. O ponto A € o vértice da pardbola. Variando os valores dos coeficientes e através de

manipulagdes algébricas podemos observar que as coordenadas do vértice, em funcdo de a,b e
2
¢, 6 A= (—L, —14) (figura4.13).

Figura 4.13 Vértice
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Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 7. Digite Diretriz/d] no campo Entrada e tecle Enter. A diretriz é a reta e (figura|.14).

Figura 4.14 Diretriz
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Fonte: Autor, 2015.

PASSO 8. Digite Foco[d] no campo Entrada e tecle Enter. O foco da pardbola é o ponto B

(figurafd.15).

Figura 4.15 Foco da Parabola
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Fonte: Autor, 2015.

Mesmo variando os valores dos coeficientes a,b e c, os elementos da pardbola estdo bem
definidos.



5. EQUACAO GERAL DO SEGUNDO GRAU
EM R?

A geometria analitica e seu sistema de coordenadas permitem que varias curvas e lugares ge-
ométricos, conhecidas desde os primérdios da geometria (século III a.C. aproximadamente)
possam ser descritas por equagdes polinomiais. Aqui nos interessa estudar as secdes cOnicas,
ou seja, a equacgdo do segundo grau em duas varidveis onde g(x,y) = 0. O objetivo desse ca-
pitulo € identificar e fazer o esboco de uma conica, sabendo sua equacao geral e utilizando os
métodos de translacio e rotacdo de eixos coordenados.

Definicao 5.1. Fixado um sistema ortogonal de coordenada, chama-se cénica o lugar geomé-
trico dos pontos X = (x,y) que satistazem uma equacdo do segundo grau g(x,y) = 0, em que

g(x,y) = ax* +bxy+cy? +dx+ey+f.

Até o presente momento foram trabalhados a elipse, a hipérbole e a pardbola centradas na
origem e com eixos de simetria coincidindo com os eixos OX e OY, com suas equagdes na
forma candnicas que nos permitiu identifica-las e fazer seus esbocos com facilidade.

Proposicao 5.1. Um subconjunto de um plano & é uma cdnica se, e somente se: é um conjunto
vazio, ou um conjunto formado por um ponto, ou uma reta, ou a reunido de duas retas (paralelas
ou concorrentes), ou uma circunferéncia, ou uma elipse, ou uma hipérbole, ou uma pardbola

19].

5.1. Translacao dos Eixos Coordenados

Vamos considerar o plano cartesiano OXY e um ponto O’ = (xo,yo), arbitrdrio. Vamos
introduzir uma novo sistema, com as mesma medidas, mesma direcdo e mesmo sentido do
sistema anterior OXY. O novo sistema tem origem no ponto O’ e fica determinado por O'X'Y’,
um ponto P = (x,y) é designado no novo sistema pela coordenada (x’,y’), as coordenadas do
ponto P nos sistemas OXY e O’X'Y’ sdo relacionadas pelas seguintes férmulas:

x=x"+xp

y=Y +Yo.

Usar transla¢@o nos permite eliminar os termos lineares da equagao do segundo grau g(x,y)
0.

Exemplo 5.1. Procure transformar x> 4 2y> — 4x — 4y — 1 = 0 de modo que os coeficientes dos
termos lineares passem a ser nulos.

Solucdo: Para determinar a equagdo g’'(x,y) = 0 no novo sistema de coordenadas O’X'Y’,
vamos utilizar o GeoGebra seguindo os passos abaixo:
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PASSO 1. Com a janela do GeoGebra aberta digite no campo Entrada a equagio x> + 2y* —
4x —4y —1 =0 (figura[5.1).

Figura 5.1 Equacio da Conica

Arquivo Editar Exibir Op¢Ses Ferramentas Janela Ajuda
- @@
| AR POIO &) 7 a2 X
» Janela de Algebra *'|» Janela de Visualizagéo
5
4
3
2
1
U q
-10 9 8 -7 -8 -5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
-1
-2
-3
-4
-5
l -6
Entrada: x2+2y?-4x-4y-1=0 @: @
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PASSO 2. Tecle Enter. Temos dessa forma, uma elipse representada no sistema de coordenadas

OXY . (figura[5.2)) .
Figura 5.2 Elipse

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

4
[ <= @0 4 7 el 2] 5
» Janela de Algebra > Janela de &
- Cénica
S EIx+2y?-dx-dy=1 5
4
3
E
<
10 9 8 7 6 -5 -4 3 2 -1 1 2 3 10 11
-1
-2
3
-4
5
-6
Entrada: (]

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 3. Para determinar o centro da elipse, no campo Entrada escreva Centro[E] e tecle

Enter, o ponto A = (2,1) é o centro da elipse & (figural[5.3).

Figura 5.3 Centro da Elipse

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
e == NOls) P S 06
» Janela de Algebra |+ Janela de Visualizagdo
- Conica .
0 E:xt+2yt-4x-dy=1
- Ponto
s A=(2,1) 4
3 R
— T
E \
( A \
\ 1 o |
) 5 7 5 5 4 3 2 1 1 2 3 /4/ 1 1
— __—
-1
K
4
5
-6
Entrada: (o]

Fonte: Autor, 2015.



PASSO 4. Selecione a opgdo Vetor na Barra de Ferramentas (figura[5.4).

Figura 5.4 Vetor

Arquivo Editar Exibir Opgdes F Janela Ajuda
= el
R 5 =S ol P P e Ry o
> Janelade  ~ goty sualizagao
- Conica
o E:x2+ " Segmento 5
“Ponto |, ) )
5 A=(2, +  Segmentocom Comprimento Fixo 4
" Semimeta B
3% Caminho Poligonal < \\
" Vetor / \
[ 1 A |
«7 Vetor a Partir de um Ponto {
4 \D /

-0 9 8 -1 -6 5 4 3 2 1 2 3 /4/ 5 6 7
~—_ -

Entrada:

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 5. Clique com o botdo esquerdo do mouse, no ponto A e na origem do sistema cartesi-

ano, nessa ordem, obtenha o vetor # (figura|5.5]).

Figura 5.5 Vetor i

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
R A= D @O 4 o mec 22 b 00
» Janela de Algebra *'|» Janela de Visualizagao
= Cénica 5
o E:x2+2y?.4x-4y=1
= Ponto
o A=(2,1) 4
»B=(0,0)
= Vetor 2 3 P
o u— ( = ) = ~
-1 E \
[ A \
| 9
10 9 8 1 ] 5 -4 3 2 1 1 2 3 /4/ 5 6 7 10 11]
~— —
-1
o
-3
-4
-5
-6
Entrada: [}

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 6. Selecione a opgdo Translagdo por um Vetor na Barra de Ferramentas (figura[5.6).

Figura 5.6 Translacdo por um Vetor

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
=) = ale
R oA 2= P OO L e 00
eaneiald e/ lehE “ | daneladi \¢  Reflexo em Relagéo a uma Reta
Cénica =
o E:xt+2y?-4x-dy=1 +° Reflexdo em Relagéo a um Ponto 5
= Ponto . ~
o A=(2,1) & Inverséo .
° B=(0,0) -+ Rotagdo em Tomo de um Ponto
= Vetor 3
Cuo ( ) ) «%  Translagéo por um Vetor _ —
S \-1 e E b
+° Homotetia A \
[ \
[ \
[ 1 A |
\\D ]
10 9 8 7 6 -5 -4 3 2 1 1 2 3 /‘( 5 6 7 8 9 10 1
-1 —
-3
-4
-5
-6
Entrada: L)

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 7. Clique com o botdo esquerdo do mouse na elipse & e no vetor i, nessa ordem. A
elipse &’ estd centrada na origem do sistema cartesiano (figura|5.7)).

Figura 5.7 Elipse &’

Arquivo Editar Exibir Opdes Ferramentas Janela Ajuda

= - @l e
k) A 22 D OO, &[] e 2 ) 00
» Janela de Algebra *|» Janela de Visualizagao -

- Cénica
o E:xt+2y?-dx-dy=1
s EIxe+2y?=T

- Ponto 4
5 A=(2,1)
5 B=(0,0)

= Vetor —

e e

Entrada: R

Fonte: Autor, 2015.

Aqui procedemos de modo contrdrio ao analitico, onde fazemos a translagdo do sistema de
eixos coordenados, mas podemos considerar que a elipse &’ estéd representada no novo sistema
O'X'Y’ e sua equagdo é:

& x*+2?—-7=0.
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5.2. Rotacao de Eixos

Considere, para um ponto P = (x,y), arbitrdrio, no plano cartesiano OXY, a mudanga de
eixo produzida por uma rota¢do de um angulo 6, onde 6 é um nimero do intervalo [0,27). O

sistema antigo é OXY e o sistema novo é OX'Y’. Como o segmento orientado 073 = xey +yey,

a componente x’ de 0? serd a soma das projecdes dos vetores xe| € ye> sobre o eixo OX’, e, do
mesmo modo para a componente y'. Vemos que isso fornece

x' =xcos0 +ysenO
/ JR—

y = —xsen6 +ycosH.

Resolvendo o sistema das equacdes nas incognitas x € y, podemos obter as expressoes das
coordenadas antigas em relacdo as novas:

x=1x"cos@ —y'sen 6

y=1x"sen@ +y cos 6.

Usar rotacdo nos permite eliminar o termo quadritico misto da equacdo do segundo grau
g(x,y) =0.

Exemplo 5.2. Faca uma rotagdo conveniente para eliminar o termo quadratico misto da equa-
¢do 13x* 4+ 12xy —21y* — 100 = 0.

Solugdo: Para determinar a equagdo g’(x,y) = 0 no novo sistema de coordenadas OX'Y’, vamos
utilizar o GeoGebra seguindo os passos abaixo:
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PASSO 1. Com a janela do GeoGebra aberta digite no campo Entrada a equago 13x% 4+ 12xy —
21y? — 100 = 0 e tecle Enter, teremos a Hipérbole 7 (figura .

Figura 5.8 Hipérbole .77

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

KBy i Ntclls) FARNIEI E 5

» Janela de Algebra *[» Janela de Visualizagso
- Conica
J H: 13x2 +12x y - 21y =100

Entrada: @: &

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 2. No campo Entrada digite Centro[H], o ponto O = (0,0) é o centro da Hipérbole .77

(figura[5.9).

Figura 5.9 Centro da Hipérbole 57

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
0 o . ae
AL D OO £ berec| = ) 00
» Janela de Algebra |+ Janela de Visualizagao -
Conica
o H:13x2+12x y - 21y* = 100 4
- Ponto
5 0=(0,0)
3 /
2 /
i [
\
0,0 q
9 B 7 5 5 ] 3\ -2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7
\
|
| -1
/
/
// 2
-3
N
H 4
Entrada: @i @

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 3. No campo Entrada digite Eixos[H], as retas a e b sdo, respectivamente, a reta focal

e a reta ndo focal da Hipérbole 7 (figural5.10).

Figura 5.10 Eixos da Hipérbole ¢

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. R -
Ry A Py OO &[5 rec) w2 )

» Janela de Algebra <[> Janela de Visualizagao

- Conica N b
5 H:13x2 +12xy - 21y? = 100 N 4

= Ponto Y
5 0=(0,0) )

- Reta N 3 /
> a:047x-0.99y = 0 N /
5 b:0.99x + 017y =0 N /

2 /
[
\ olo
9 3 7 ) -5 4 3 \“ 0 1 3
| ) \
a r“‘
/
/
/ | 2
/ 3
/ 4
Entrada: @

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 4. Para usar a ferramenta Angulo com facilidade e eficiéncia, serd necessario os pontos
de intersec@o da hipérbole .7# com o eixo OX e areta focal, na Barra de Ferramenta selecione a
opcao Ponto e clique com o botdo esquerdo do mouse nas interse¢cdes mencionadas ou selecione

a ferramenta Intersecgdo de dois Objetos (figura[5.1T]).

Figura 5.11 Pontos A e B

Arquivo Editar Exibir OpgSes Ferramentas Janela Ajuda

Ry A7 D OO, &) be 880 22

» Janela de Algebra “[» Janela de Visualizagdo

- Cénica b
o H: 13x2 +12x y - 21y? = 100

- Ponto \\
o A=(2.77,0) ~
5 B=(2.63,0.45) \
5 0=(0,0)

- Reta
% a:0.47x -0.99y =0
5 b:0.99x + 017y =0

Entrada:

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 5. Na Barra de Ferramenta selecione a opgio Angulo e clique com o botdo esquerdo
do mouse nos pontos A, O e B, nessa ordem, o € o angulo de rotacdo da hipérbole 7 (figura

B.12).

» Janela de Algebra

Figura 5.12 Angulo a

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

k) AL D O O] 5] 2] )

* | Janela de

2 a:0.17x - 0.99y = 0

9 b:0.99x +0.17y =0
= Angulo

v a=9.72°

- Conica

9 H:13x*+12xy - 21y* =100
- Ponto

5 A=(277,0)

o B=(2.63,0.45)

5 0=(0,0)
- Reta

Entrada:

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 6. Na Barra de Ferramenta selecione a op¢ao Rotagdo em Torno de um Ponto (figura

B.13).

Figura 5.13 Rotacéo

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

k) AL D OO 4[5 ] 2] )

» Janela de Algebra

* |> Janela de x Reflexéio em Relagéo a uma Reta

- Cénica
o H:13x*+12xy - 21y* =100
= Ponto
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o B=(2.63,0.45)
5 0=(0,0)
- Reta
5 a:047x-0.99y =0

\ .** Reflexéio em Relago a um Ponto
S\ Inversdo
-+ Rotagéo em Tomo de um Ponto

«% Translagéo por um Vetor

9 b:0.99x +0.17y =0 +* Homotetia /
= Angulo /
9 a=9.72° /
!
\ A
7 5 5 4 B 3 5
|
2 /
/
N
Entrada: 0

Fonte: Autor, 2015.
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PASSO 7. Com o botao esquerdo do mouse clique na hipérbole .77 e depois no ponto O =
(0,0), aparece uma janela menor, no campo Angulo digite —« |'|e clique em OK (figura 5.14).

Figura 5.14 Rotagdo em Torno de O

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

R AL B OO 4B see =2 )

» Janela de Algebra * |» Janela de Visualizagao
= Conica b

9 H:13x2+12xy - 21y? =100 |
= Ponto N

> A=(2.77,0) \\\

> B=(2.63,0.45)

% 0=(0,0) S
- Reta .
5 a:0.47x - 0.99y =0
5 b:0.99x +0.17y = 0 o] Rotagao em Tomo de um Ponto
= Angulo Angulo

> a=972

N

-a
@ sentido anti-horario

O sentido horario

-1 -6 -5 OK Cancelar

Entrada:

Fonte: Autor, 2015.

PASSO 8. Temos a hipérbole .7#”. Aqui procedemos de modo contrario ao analitico, onde
fazemos a rotagcdo do sistema de eixos coordenados, mas podemos considerar que a hipérbole

A esté representada no novo sistema OX'Y’. (figura|5.15).

Figura 5.15 Rotagdo

Arquivo Editar Exibir Opdes Ferramentas Janela Ajuda

NI B SIcl =P 2 I Ea Y

» Janela de Algebra “I[» Janela de Visualizagéo
- Cénica
5 H: 13x2 +12x y - 21y? = 100
 H' 14.03x? - 22.03y = 100
= Ponto
5 A=(277,0)
o B=(2.63,0.45)
5 0=(0,0)
- Reta
5 a:047x-0.99y =0
5 b:0.99x + 017y =0
= Angulo
5 az9.72°

Entrada:

Fonte: Autor, 2015.

10 caractere o pode ser encontrado no lado direito do campo para digitacdo.



6. APLICACAO EM SALA DE AULA

A pesquisa foi aplicada no Instituto Federal de Educa¢do, Ciéncia e Tecnologia de Alagoas-
Campus Palmeira dos Indios, no més de marco de 2015. A sequéncia didética foi realizada
em uma turma de terceiro ano do curso de Eletrotécnica, em tese, todos os alunos ja tinham
conhecimento prévio de geometria analitica. Para uso da imagem e das atividades realizadas
pelos alunos, foi pedida autoriza¢do aos pais dos alunos através do Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido que se encontra no final do trabalho.

A andlise das atividades foi através das observacoes realizadas durante a aula expositiva,
na aplicacdo das atividades, das questdes respondidas pelos alunos e dos comentarios feitos
por eles. A turma é formada por dez alunos que compareceram a todos os encontros. Nessa
pesquisa os alunos serdo identificados apenas pelas iniciais.

6.1. Sequéncia Didatica

Utilizando o material desenvolvido nos capitulos anteriores e o livro didatico adotado na
turma do terceiro ano do ensino médio técnico, foi elaborada uma sequéncia diddtica com
durac¢do de quatro horas e dez minutos de forma presencial e uma hora e quarenta minutos na
modalidade “a distancia”. As aulas foram realizadas no laboratério de informética.

O primeiro encontro foram duas aulas de cinquenta minutos, onde foi realizada a exposi-
¢do do conteddo seguindo o livro didético, ou seja, uma aula tradicional. Foi apresentada as
demonstracdes algébrica das equacdes reduzida da elipse, hipérbole, pardbola, bem como a
solucdo analitica de problemas envolvendo se¢des cOnicas.

No segundo encontro, que teve a duragdo de uma hora e quarenta minutos, partindo do pro-
cesso de estudo registrado nos capitulos anteriores com o uso do software GeoGebra, foi rea-
lizada a exposi¢do dos conteddos, elipse, pardbola e hipérbole. E ainda realizou-se uma breve
apresentacdo do GeoGebra, mostrando as ferramentas necessdrias para o desenvolvimento das
atividades.

A ultima aula presencial teve duracdo de cinquenta minutos. Nela os alunos foram con-
vidados a resolver uma questdo do livro didético utilizando o software GeoGebra e com a
orientacao do professor.

O ultimo momento dessa sequéncia foi através de atividades extraclasses. Essas atividades
consistem em resolver duas situagdes problema, com o uso do GeoGebra, envolvendo o estudo
das secoes cOnicas e fazer um breve comentério sobre o uso do software GeoGebra como ferra-
menta de ensino baseando-se nos encontros anteriores. As tarefas extraclasses foram enviadas
para o e-mail do professor.

6.1.1. Objetivos Especificos

Os objetivos dessa sequéncia didatica € preparar o aluno para:

* reconhecer elipse, hipérbole e pardbola como secdes da superficie do cone duplo;
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* obter por meio da definicdo a equagdo da elipse, da hipérbole e da parabola;

* identificar na elipse: focos, distancia focal, eixos, centro e vértices;

* identificar na hipérbole: focos, distancia focal, eixos, centro, vértices e assintotas;
* identificar na pardbola: foco, diretriz, eixos de simetria, vértices e parametro;

* trazer a Matematica para o cotidiano do aluno e mostrar sua presenca em varias situagoes
de uma maneira clara e objetiva;

* trabalhar constru¢des geométricas com o uso do GeoGebra;
* relacionar aspectos algébricos com geométricos;

* inserir um software de geometria dinamica como ferramenta de aprendizagem e ensino.

6.1.2. Material

Lapis, borracha, calculadora, esquadro, régua, compasso, transferidor, cordao, livro dida-
tico [12], papel milimetrado, projetor, computador e atividade impressa.

6.1.3. Atividade Avaliativa

Para verificar o aprendizado dos alunos participantes em alguns conceitos matematicos
apresentados, apos as exposi¢oes do conteudo secdes cOnicas, foi solicitado que resolvessem
trés situacdes problemas com o uso do programa de geometria dindmica GeoGebra. Na pri-
meira questdo dessa atividade houve a orientacdo do professor, nas questdes seguintes nao
houve intervencdo. Nao foram atribuidas notas ou conceitos para os discentes.

6.1.3.1 Atividades

1. Esboce o grifico da elipse &, em cada um dos casos.

x—9)? —6)2
(a)(25)+()’9):1
x+4)? 2
(b) B L8 g
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Solucdo: A maioria dos alunos encontraram os vértices e os focos através de manipu-
lagdes algébricas e em seguida usaram a ferramenta Elipse dados Focos e um de seus
Pontos, é o que pode-se vé& na janela Protocolo de Construgdo(figura[6.1).

Figura 6.1 Solugéo 1

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
R _ a0
e B CA A EANN AR 09
» Janela de Aigebra  © ' |» Janela de I */1~ Protocolo de Construg:
= Cénica ERICAIEE]
5 c:(x-9)/25+(y - 6) ..|Nome | Definigso |Valor  [Legenda
= Ponto 10 1Pont.. A=(9,6)
5 A=(9,6) b
o B=(13,6) 9 2Pont.. B=(13,..
2 C=(56)
> D=(9,9) 8 3Pont.. C=(5,6)
7 4Pont.. D=(9,9)
6 5Elips... Elipse c(x-9..
com
5
4
3
2
1
0
. R 1 o 1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 T T
Entrada: )

Fonte: Autor, 2015.

Um tnico aluno, que ja tinha conhecimento prévio do GeoGebra, resolveu a questao
digitando as equagdes das elipses diretamente no campo Entrada (figura[6.2)).

Figura 6.2 Solugdo 2

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
KA D OO, £ N e =2
» Janela de Algebra *|» Janela de i *|~ Protocolo de Construgao
= Cénica EICAIETE]
o a1 0.64x* +1.78y* - 11, 10 N. Nome | Defin...| Valor [Le..]
9 b:x*+1.78y* +8x =0 A 1Elips... a:0.64x* +1.7... 7
9 c:xt+0.44y* =16
= Ponto 8 2Ponto Foco F, = (5, 6)
@A=(9,9) F, dea
°B=(4,3) 2Ponto Foco  F, = (13, 6)
5 €, =(9,6) F, dea
2 C,=(4,0 3Ponto Centro C_ = (9, 6)
2 C_=(0,0) C, dea
o F =(5,6) 4Pont... Ponto A = (9, 9)
» F,=(13,6) sobre a
5 F, = (6.65, 0) 5Elips... bixz+ 178y ..
o F,=(-1.35, 0
N F: = :0, 4_47)) BT 2 6 s 10 12 14 6Pont :OU;:S . B=(4.3)
o F =(0,-447) 7Ponto Centro C, = (-4, 0)
C, deb
8Ponto Foco F,=(-6.65,0)
F, deb
8Ponto Foco F,=(-1.35,0)
F, de b
| 9Elips.. CxX+044v?... |
- R W[ e |[=
Entrada: )

Fonte: Autor, 2015.
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2. Estabelecer a equagdo da pardbola sabendo que o vértice V(0,0) e a diretriz r: y = —2.

Solucdo: Nessa atividade todos os alunos seguiram a mesma sequéncia de passos para
encontrar a solugdo (figura[6.3).

Figura 6.3 Solucgéo 3

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Autor, 2015.

2 2
3. Determinar os vértices e os focos da hipérbole 7 : 100~ 2—4 =1
Solucdo: Como na atividade 2, a sequéncia de passos para encontrar a soluc¢do foi a

mesma em todos os casos (figura[6.4).

Figura 6.4 Solucdo 4

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
. e
K A P O O £ N ke 09
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-16 w [« |3/3[> |[=
Entrada: B8

Fonte: Autor, 2015.
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6.2. Reacao dos Alunos

Os comentdrios dos alunos serdo reproduzidos na integra. Nao havera identificacdo dos
dissentes, usaremos aqui apenas codigos, Al, A2, ..., A10.

Al

“Foi uma aula gratificante, pois podemos aprender um assunto que € bem explorado em
diversos setores: Secdes Conicas e com o uso do aplicativo do geogebra um programa que
permite realizar constru¢des geométricas com a utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta,
poligonos etc., assim como permite inserir fungdes e alterar todos esses objetos dinamicamente,
apds a construgdo estar finalizada. Equagdes e coordenadas também podem ser diretamente
inseridas. Portanto, o Geogebra € capaz de lidar com varidveis para nimeros, pontos, vetores,
derivar e integrar fungdes, e ainda oferecer comandos para se encontrar raizes e pontos extremos
de uma fun¢do. Com isto, o programa reune as ferramentas tradicionais de geometria com
outras mais adequadas a dlgebra e ao cdlculo. Aprendemos ainda como construir uma elipse no
aplicativo e por meio do Professor Gracino, aprendemos a chegar a equacio reduzida da elipse
e a partir dela ir para diversos setores da drea.”

A2

“Eu participei de uma aula diferente com o professor Gracino Rodrigues, abordando secdes
conicas. No comecgo da aula, quando as férmulas foram demonstradas apenas com relacdes
matematicas, ficou um pouco confuso de se entender. Porém, ao desenhar e explicar pelo
GeoGebra, tudo ficou mais claro e facil.”

A3

“O GeoGebra € um excelente programa para o ensino aprendizagem, pois, além de fazer
calculos matematicos de algebra e geometria, possibilita a constru¢ido de graficos. Com o
GeoGebra também € possivel inserir equagdes e coordenadas diretamente nos graficos. A aula
ministrada foi sobre cOnicas e como o assunto envolve muitos grificos, o GeoGebra pode ser
mais aproveitado. Foram feitos graficos de elipses, pardbolas e aprendemos a obter pontos
notaveis, como os focos da elipse. Utilizando o programa, a aula torna-se mais dinamica em
relagdo as aulas tradicionais, pois promove uma maior interagdo entre os alunos e o professor e
mostra uma matemadtica mais aproximada do cotidiano.”

A4

“A seguinte aula nos trouxe um amplo conhecimento do software utilizado para a obtengdo
dos gréaficos de uma elipse com precisao. Esta aula nos mostrou que o software utilizado,
GeoGebra, facilita a obtencao do grafico com exatiddo,coisa que ndo seria obtida em uma aula
tedrica,pois os graficos ndo sairiam com dimensoes corretas. Com o uso do software GeoGebra,
as aulas se tornam mais dinamicas,praticas e mais compreensivel por parte do aluno.”

AS

“As aulas no laboratério, chamam mais atenc@o dos alunos. Elas sdo atrativas, € como € um
método novo de ensino, os alunos tendem a prestar mais aten¢ao na hora da explicacdo, e com
isso o rendimento do aluno serd melhor.”

A6

“A aula no laboratério para o estudo desse assunto em questdo € excelente , pois com 0 uso
do programa permite provar o que foi calculado e a melhor visualizacdo. A aula no laboratério
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com isso se torna um grande instrumento adicional no aprendizado da matemaética.”

A7

“A aula no laboratdrio proporcionou para nds alunos, o contato direto com um programa
que, a principio, ndo tinhamos um conhecimento aprofundado sobre tal ou nunca tivemos opor-
tunidade de manusear. A aula se tornou algo atrativo, pelo simples fato do professor ter utili-
zado uma metodologia diferenciada da que vivenciamos cotidianamente. O uso do GeoGebra
despertou o interesse por tal contetido, assim como o facilitamento da construcao de gréaficos
das mais diversas formas e a realizagcao dos célculos de dlgebra.”

A8e A9

“O Software GeoGebra se mostrou, didaticamente, simples de ser utilizado. Facilitando,
assim, a compreensao de graficos que muitas vezes tornam-se dificeis de serem reproduzidos no
quadro de modo a atender a necessidade de entendimento do aluno. A utilizacdo do programa
torna a aula, além de melhor compreendida, mais dinamica e prende a atencao dos alunos pela
curiosidade de ver o programa em funcionamento. Vale ressaltar que continua sendo necessaria
a utilizacao do quadro para explicar a parte dos célculos referentes ao assunto em questao para
que o aluno ndo seja prejudicado quando necessdrio fazer cilculos matematicos.”

A10

“A aula no laboratério com o professor Gracino foi de extrema importancia, pois a partir
dela tivemos um conhecimento importante para o aprendizado da matemaética, tornando a aula
mais atrativa e dindmica. Aprendemos algumas coisas no que diz respeito ao GeoGebra e suas
funcdes. A aula serviu também para que fizé€ssemos exercicios para a utilizacdo do GeoGebra
a nosso favor, pois o uso do programa nos permite provar o que foi calculado, além da melhor
visualizagdo.”

6.3. Analise dos Resultados

A utiliza¢do de um programa de geometria dindmica, em nosso caso o GeoGebra, otimiza
o tempo gasto para exposi¢do do conteudo secOes coOnicas, de modo que facilita a obtengdo
dos gréficos, além de proporcionar uma constru¢do com exatiddo que muitas vezes tornam-se
dificeis de serem reproduzidos com quadro e giz. Outro fato a ser observado € o dinamismo
que ganha a aula em relacdo as aulas tradicionais, pois as constru¢des geométricas feitas com o
GeoGebra preservam suas propriedades mesmo apds serem manipuladas, permitindo distinguir
elementos variantes e invariantes de uma figura geométrica, bem como sua relacdo com as
equagoes algébricas. Vale ressaltar que o uso de um programa de geometria dindmica ndo
exclui as demonstracdes analiticas, a utilizacdo de quadro e giz é necessario para exposi¢do da
parte algébrica.

O GeoGebra também mostrou-se eficaz na resolucio de exercicios, pois o uso do programa
nos permite provar o que foi calculado analiticamente. Em atividades extraclasse o professor
pode usar a janela Protocolo de Construgdo, que pode ser acessada no menu Exibir, para ve-
rificar a ordem dos passos dados pelos alunos, ou seja, os procedimentos podem ser revistos
tanto pelo aluno quanto pelo professor, essa funcio € de grande importancia para corre¢ao dos
exercicios e para orientacdo futuras. Com o GeoGebra o aluno aprende fazendo, ou melhor,
construindo.



7. CONCLUSAO

O objetivo desse trabalho foi desenvolver materiais utilizando tecnologias da informdtica, em
particular, softwares de geometria dindmica, que possam ser usados como guia para profes-
sores do ensino basico. Atualmente, na maioria das escolas, existem recursos tecnoldgicos
disponiveis para serem usados em sala de aula com a inten¢ao de facilitar o processo de ensino
e aprendizagem. No entanto, esses recursos sao pouco utilizados, haja vista as dificuldades de
aplicagdo técnica e operacional. Especificamente neste trabalho, foi elaborado um tutorial, de
forma simples e objetiva, utilizando o software GeoGebra na resolucao de situacdes problema
envolvendo as curvas conicas.

A aplicacdo do tutorial foi realizada em uma turma de terceiro ano do curso de Eletrotéc-
nica e com professores de matematica e de outras dreas. Com professores de matematica, o
passo-a-passo foi concluido com éxito em todos os casos, para alguns que ndo conheciam o
GeoGebra observou-se satisfacdo com os resultados obtidos. Esses professores tiveram habili-
dade de identificar e relacionar as etapas para resolver a situacdo problema de modo analitico
e utilizando o software GeoGebra. A maioria dos professores das outras dreas também reali-
zaram O passO-a-passo com sucesso, mesmo, na maioria dos casos , estando fora do contexto
dos conceitos matematicos. No caso das aplicagdes com alunos do terceiro ano o programa de
geometria dindmica GeoGebra, mostrou-se bastante eficaz como material para exposicdo do
conteudo secdes cOnicas, bem como na resolucao de exercicios envolvendo elipse, pardbola e
hipérbole.

No decorrer deste trabalho verificou-se a necessidade de superacdo de alguns obsticulos.
Como a variedade de recursos oferecidos na instalacao padrao do software GeoGebra, mostrou-
se necessario fazer um recorte para evidenciar as ferramentas fundamentais usadas nessa disser-
tacdo, o leitor interessado no aprimoramento do uso do programa pode acessar o0 menu Ajuda.
A utilizacdo dos softwares de geometria dindmica permite criar um elo entre o abstrato e o
concreto, direcionando o usudrio no sentido de realizar provas dos resultados geométricos para
formalizacdo desses conceitos, mas € necessario que estes tenham conhecimento prévio em in-
formatica basica e dos topicos anteriores de geometria analitica.

A parte tedrica do conteido de conicas foi exposto de forma concisa e objetiva, pois o
objetivo principal desse trabalho foi elaborar um tutorial para interessados no uso do GeoGe-
bra como ferramenta de ensino e aprendizagem na educacao bésica, em particular, no terceiro
ano do ensino médio. Devido as caracteristicas do programa, em algumas situagdes problema,
precisamos fazer o tratamento dos dados de forma "esperta", através de parametrizagcdes ou pro-
cedendo de modo inverso ao analitico, aqui apenas mostramos uma possivel solu¢do, o usudrio
pode encontrar outras maneiras distintas para obter os mesmos resultados.

O material produzido nessa dissertacdo € uma pequena mostra do que pode ser obtido com a

utilizagao dos softwares de geometria dindmica no ensino de geometria analitica. O Geogebra
pode ser utilizado em sala de aula como material de exposicao para o professor, outra forma
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seria realizada pelos alunos a execucdo de atividades, no laboratério de informdtica. Com
base nas conclusdes chegadas, nosso propdsito foi contribuir para o processo de visualizacio e
exploracao através de divulgacdo em sitios relacionados com matematica, bem como, elaborar
materiais que possam criar interagdes com O Usudrio.
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ANEXO

A Elipse Como Secao do Cilindro

Introducao

A Elipse é uma curva plana, alguns experimento permite a visualizacao espacial da conica
e também a construcdo da elipse no plano. H4 varios textos que abordam a histéria do conceito
de elipse como a sec@o do cone duplo, ou melhor, uma superficie conica seccionada por um
plano que ndo passa pelo vértice, ndo € paralelo a reta geratriz e ndo € paralelo ao eixo da
superficie. Nesse experimento vamos mostrar que intersecdo de uma superficie cilindrica de
se¢ao reta circular com um plano inclinado em relagdo ao seu eixo € uma elipse.

Figura 1 Secio do Cilindro

Fonte: Autor, 2015.

A curva & destacada em cor azul que estar contida no plano a é uma elipse (figura [I).

Construcao

Utilizaremos o GeoGebra e seu sistema de coordenadas tridimensionais (Janela de Visua-
lizagdo 3D), bem como outras ferramentas que serdo citadas no decorrer do texto para reali-
zarmos essa constru¢do. Consideremos aqui um caso particular em que temos o cilindro reto
infinito 6 determinado pela equacio x* 4y = 9 e seu eixo e, coincidido com o eixo coordenado
Oz, o plano o de equagdo (2 —)x+z = 2 é secante ao cilindro, onde 7 € R é um pardmetro que
determina o dngulo formado pelo plano & e o eixo do cilindro e;.

O angulo formado pelo plano & e o eixo do cilindro e; determinam a excentricidade e da
elipse, quando o angulo se aproxima de 0 a excentricidade e se aproxima de 1, para um angulo
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de 90 temos e = 0, ou seja, a interse¢ao de o e 6 € uma circunferéncia. Podemos observar esse

fato comparando a figura[I]e a figura[2]

Figura 2 Elipse Como Se¢do do Cilindro

Fonte: Autor, 2015.
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Vista Planificada

Usando o recurso Criar Vista 2D do Plano podemos visualizar o esboco da elipse & no
plano o, tornando mais fécil a identificacio dos seus elementos. Logo d(A1,A) =2a,d(B1,B3) =
2bed(Fy,F,) = 2c sdo, respectivamente, o comprimento do eixo maior, o comprimento do eixo
menor e a distancia focal, o ponto Cy € o centro da elipse.

Figura 3 Elipser no Plano o 1

&
&/

Fonte: Autor, 2015.

Nas figuras [3 e [] fica evidenciado a variagdo da excentricidade e em relagdo ao angulo
formado pelo plano o e o eixo do cilindro ey.

Figura 4 Elipser no Plano o 2

A

Fonte: Autor, 2015.
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Focos

Para determinar os focos F; e F, da elipse & usaremos a relagdo ¢
recursos geométricos. Tracamos um plano 3 contendo o eixo do cilindro e a reta focal, o plano

B de equagdo y = 0 é perpendicular ao plano « (figura [3).

2 = 4% — b? e alguns

Figura 5 Plano 3

Fonte: Autor, 2015.

Consideremos o tridngulo A,CoF da figura [7} o segmento CpA, tem comprimento a, o
segmento A, F € congruente ao raio do cilindro que tem comprimento b. Logo, do tridngulo
retingulo A,CoF vem a’® = b? + ¢, portanto o segmento CoF tem comprimento ¢ que é a
distancia do centro aos focos. Tracamos a circunferéncia C, centrada no ponto Cy, contida no
plano B e que passa pelo ponto F. Os focos F; e F> da elipse & sdo os pontos de interse¢io da

circunferéncia C com o reta eyy.

Figura 6 Vista 2D do Plano 8

Fonte: Autor, 2015.
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Representacao no GeoGebra

Os estudos das conicas em geral e das elipses em particular sdo importantes para descricoes
geométricas, as tecnologias computacionais oferecem uma alternativa dindmica para esse tipo

de representagdes, com o uso do GeoGebra podemos observar simultaneamente os ambientes
Janela de Algebra, Janela de Visualiza¢do 3D e Vista do Plano o.

Figura 7 Janela do GeoGebra

« cilindro.ggb -9
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Auda

KA D e ) @) £ N wec ] “

][~ Vista do pano
LEoacy D @[]0~ e~

(0,0,2)+ (24 sin(t), 0, 2.4 cos(t
2)+ (3 cos(t, 3 sint) 24

nto
A,=(3,0,04)

5 A=(3,0.44)

o B,=0.3.2

9 0=(0,0,0)
< Reta
o e X=(0,0,2+A(1,0,08)
£,/ X=(0,0,2)+A(0,1,0)
=(0,0,0)+A(0,0,1)

04)+A(1,0,0)
2+A(1,0,0)
,44)+A(1,0,0)

Fonte: Autor, 2015.
A elipse no espaco é determinada pelo gréfico da fungdo & : [0,27[— R? definida por
&(y) =(0,0,2)+ (—3cosy,—3seny, (6 —3t)cosy),

comt € Ret#2,parat =2 temos uma circunferéncia.
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