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RESUMO

No presente trabalho, a versdo paramétrica da teoria dos volumes finitos (TVF) ¢ expandida
pela incorporacao de processos de homogeneizagdo de propriedades térmicas e mecanicas de
compositos periddicos elasticos e viscoelasticos, incluindo efeitos de interfase. O trabalho
apresenta modelos para avaliacdo de condutividade térmica, coeficiente de dilatacao térmica,
tensores constitutivos elastico e viscoelastico efetivos, considerando o conceito de célula
unitaria, com condicdo de contorno periddica em estado plano de deformagdes generalizado.
As interfases existentes entre as inclusdes ¢ a matriz sdo consideradas finas e substituidas por
interfaces imperfeitas equivalentes. Os materiais que constituem tais interfases sdo admitidos
com propriedades térmicas e mecanicas inferiores aquelas dos outros constituintes. Os
modelos de homogeneizagdo térmica e mecanica sdo formulados com base na tradicional
estratégia de expansdo dos campos de temperatura e deslocamentos, respectivamente, em
parcelas macroscopica e flutuante. Os coeficientes de dilatacdo térmica efetivos sdo avaliados
analiticamente em funcdo das propriedades efetivas elasticas e dos coeficientes de dilatagdo
térmica das fases constituintes. Os procedimentos de homogeneizacao viscoelastico tem como
base o modelo de Maxwell generalizado e permitem a determinagdo dos tensores de relaxacao
efetivos, a partir dos quais s@o obtidos os tensores de fluéncia efetivos através do Principio da
Correspondéncia. O modelo viscoelastico utilizado ¢ do tipo incremental e utiliza o conceito
de varidveis internas. Por fim, os modelos sdo aplicados na solu¢do de exemplos envolvendo
diferentes tipos de materiais compdsitos, os quais incluem investigagao de efeitos de tamanho,
fragdo volumétrica, geometria da célula unitaria, influéncia das propriedades da interfase
sobre as propriedades efetivas térmicas e mecanicas. Os resultados de tais exemplos sdo
comparados com solugdes analiticas e com o método dos elementos finitos, demonstrando

desempenho dos modelos apresentados.

Palavras-Chave: Teoria dos volumes finitos. Materiais heterogéneos. Interface imperfeita.

Homogeneizagao.



ABSTRACT

In the present work, the Parametric Finite-Volume Theory is expanded by using the inclusion
of homogenization processes on mechanical and thermal properties of periodically elastic and
viscoelastic composites, with interphase effects. This work introduces models for evaluation
of thermal conductivity, coefficient of thermal expansion, elastic and viscoelastic constitutive
tensors with unit cell concept applied and periodical boundary conditions in state of
generalized plane strain. The current interphase model between inclusion and matrix are
considered thin and replaced by equivalent imperfect interfaces. The materials of the
interphase are admitted to have lower thermal and mechanical properties. The formulation of
the thermal and mechanic homogenization models is based on the traditional strategy of
temperature and displacement field expansion in macroscopic and fluctuating components.
The effective coefficients of thermal expansion are analytically evaluated using the effective
elastic properties and coefficient of thermal expansion of the constitutive phases. Procedures
on viscoelastic homogenization are based on Generalized Maxwell model, which allows the
assessment of the effective relaxation tensors, providing the effective creep tensors using the
Correspondence Principle. The viscoelastic model applied is incremental in time and uses the
internal variables formulation. The created models are applied on the solution of many case
studies, involving different kinds of composite materials (including size-dependent effects),
volume fraction, unit cell geometry and interphase properties influence on the behavior of
effective mechanical and thermal properties. The results are compared to analytical and FEM

solutions to calculate the method’s efficiency.

Keywords: Finite-volume theory. Heterogeneous materials. Imperfect interfaces.

Homogenization.
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1 INTRODUCAO

Com o crescente avango tecnologico, pesquisadores e engenheiros, dos mais diversos
setores industriais, t€ém buscado a concretizacao de grandes e ousados projetos de engenharia.
Este fato vem proporcionando um desenvolvimento substancial na tecnologia de fabricagao e
projeto de novos materiais e nas investigagdes tedricas e experimentais de seus
comportamentos. De forma geral, um compdsito ¢ considerado como qualquer material com
microestrutura heterogénea que demonstra significantes propor¢des de propriedades das fases
constituintes de forma que a melhor combinagdo seja realizada (CALLISTER, 2007). Nesta
classe se enquadram, por exemplo, os compositos refor¢ados por fibras e os materiais
particulados, os quais sdo constituidos por uma matriz (ceramica, metalica ou polimérica)
envolvendo fibras ou inclusdes que, em geral, servem de materiais de reforco ou de
enrijecimento.

Os materiais compdsitos possuem como principal caracteristica as suas altas relagdes
resisténcia/peso e rigidez/peso, o que justifica sua intensa aplicacdo nas industrias
automobilistica, biologica, naval, aeroespacial e aerondutica, de equipamentos esportivos,
militar, da construgdo civil e offshore.

Em principio, no material compo0sito, a matriz ¢ responsavel pela unido das fibras que o
compdem, atuando como meio através do qual as solicitacdes externas sdo transmitidas e
distribuidas para as fibras, que absorve apenas uma parcela muito pequena da carga externa.
Usualmente, as limitagdes do uso de materiais compositos sao definidas pelas propriedades da
matriz. Por exemplo, a estabilidade higrotérmica e os valores maximos de temperatura e
umidade do compoésito sdo fortemente dependentes do desempenho da matriz.
Adicionalmente, ambientes quimicamente agressivos ou com severas condi¢des de
temperatura podem provocar a degradagao das propriedades da matriz antes da ocorréncia de
qualquer dano nas fibras. Enfim, o desempenho de um material composito estd intimamente
relacionado com o comportamento de sua matriz.

Como ja se conhece, compositos com matriz polimérica apresentam um comportamento
mecanico dependente do tempo, especialmente quando na presenca de elevadas condi¢des de
temperatura ¢ umidade (MARQUES; CREUS, 1994). Isto €, sob tais condigdes, estes
compositos podem apresentar importantes efeitos viscoeldsticos, exibindo, portanto, os

fendmenos de fluéncia e relaxagdo. Por se tratar de materiais com microestrutura heterogénea,
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este comportamento dependente do tempo apresenta uma complexidade superior aos dos
tradicionais materiais homogéneos viscoelasticos. Com base nestas consideracdes, uma
modelagem mais realistica do comportamento de materiais compositos avancados exige a
utilizacao de uma formulacao que leve em conta aqueles efeitos de fluéncia e relaxagao.

Meétodos analiticos para determinagdo das propriedades homogeneizadas de materiais
compdsitos viscoeldsticos vém sendo propostos desde os trabalhos de Hashin (1965, 1970a,
1970b), que desenvolveu um principio da correspondéncia no qual os médulos complexos
efetivos de composito viscoeldstico anisétropo podem ser determinados com base nas
expressoes analiticas para a obtencdo das propriedades efetivas de compdsitos elasticos por
meio da transformada de Laplace. Alguns trabalhos foram desenvolvidos com os
equacionamentos no espaco de Laplace, utilizando os métodos da micromecéanica como Self-
Consistent Scheme (LAWS; MCLAUGHLIN, 1978; TURNER; TOME, 1993; MAREUA et
al., 2009; BERBENNI et al., 2004; SABAR et al., 2002; BEURTHEY; ZAOUI, 2000) e
Mori-Tanaka (WANG; WENG, 1992; FRIEBEL et al., 2006; DUTRA et al., 2010; FISHER;
BRINSON, 2001; BRINSON; LIN, 1998). Nesta linha, pode ser citado o trabalho de Hashin e
Shtrikman (1962), que utilizou um principio variacional para obtencdo de valores limites de
propriedades efetivas para compositos viscoelasticos (DEBOTTON; TEVET-DEREE, 2004;
GIBIANSKY et al., 1999). Chandra et al. (2002) apresentaram um estudo comparativo entre
resultados para propriedades efetivas de compositos viscoeldsticos reforcados com fibras
obtidos a partir da aplicacdo conjunta de modelos micromecanicos elasticos lineares e do
principio da correspondéncia, como também pelo método dos elementos finitos.

Na maioria dos casos, dependendo da complexidade da microestrutura, os modulos
complexos do composito ndo podem ser obtidos analiticamente no dominio do tempo,
necessitando-se recorrer a métodos numéricos para obter a inversdao da transformada de
Laplace (WEEKS, 1966; HASSANZADEH; POOLADI-DARVISH, 2007; LEVESQUE et
al., 2007). Por outro lado, a precisdo e o custo computacional desta inversdo numérica devem
ser levados em consideracdao. Outras metodologias para obtengdo das propriedades efetivas de
compositos viscoeldsticos vém sendo empregadas, como a utilizacdo do método das células
generalizado para a solucdo das equagdes microscOpicas parciais (MATZENMILLER;
GERLACH, 2004).

Para a obtencao das propriedades efetivas de compdsitos viscoelasticos, outras pesquisas
empregam a termodinamica (SCHAPERY, 1967), a teoria funcional da viscoelasticidade
(ROUGIER et al., 1993) e teorias constitutivas baseadas em varidveis de estado, que sdo

formuladas diretamente no espago do tempo (LAHELLEC; SUQUET, 2007). Lahellec e
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Suquet (2007) introduziram um esquema em que as variaveis internas macroscopicas estdo
relacionadas com as deformagdes viscosas efetivas envolvidas. Este método baseia-se em um
principio variacional incremental e na abordagem variacional de Ponte-Castafieda (1992).
Posteriormente, Ricaud e Masson (2009) propuseram uma abordagem diferente, tomando
partido da expansdo em série de Prony-Dirichlet na formulagdo das varidveis internas. Outra
metodologia também pode ser empregada, que corresponde a um procedimento numérico em
duas escalas (KURNATOWSKI; MATZENMILLER, 2008; FEYEL, 1999), onde cada ponto
de integragdo da estrutura macroscopica ¢ associado a um elemento de volume representativo
(RVE — Representative Volume Element) e, a cada passo, as deformag¢des macroscopicas em
cada ponto de integracdo sdo tomadas como condi¢des de contorno para o problema local. A
solu¢do numérica deste problema retorna as tensdes efetivas. Esta metodologia demanda um
alto custo computacional devido a solucionadores numéricos aninhados e armazenamento das
variaveis internas, mesmo quando se utiliza computacao paralela (FEYEL, 1999) ou reducao
do modelo (YVONNET; HE, 2007).

No trabalho de Tran et al. (2011) ¢ apresentada uma metodologia para calcular as
respostas efetivas dependentes do tempo de estruturas de materiais heterogéneos
viscoelasticos lineares submetidas a carregamentos arbitrarios. Nesta formulacdo as leis
constitutivas dos materiais viscoelasticos tomam a forma de uma integral de convolugdo
envolvendo um tensor efetivo de relaxagdo que, em geral, ndo pode ser determinado
analiticamente, sendo a principal contribuicdo, dessa aproximag¢do, a determinagdo numérica
de todas as componentes do tensor efetivo de relaxa¢do no dominio do tempo. Isto € realizado
como segue:

i. E escolhido um elemento de volume representativo (EVR) para a microestrutura do
material heterogéneo com constituinte viscoelastico linear e submetido a apropriadas cargas
de ensaio de relaxagao;

1. O conjunto de respostas dependente do tempo do EVR ¢ calculado usando alguns
algoritmos eficientes (KALISKE; ROTHERT, 1997; SIMO; HUGHES, 1998; TAYLOR et al.
1970);

iii. Os resultados numéricos obtidos nos diferentes passos de tempo e armazenados
durante os passos anteriores sao interpoladas com fungdes splines apropriadas;

iv. Em seguida, a integral de convolucao ¢ calculada numericamente de modo a se obter
a relag@o de tensdo-deformacdo macroscopica para o calculo de estruturas.

Nesses estudos, voltados para a obtencdo de propriedades efetivas em materiais

compositos, tem-se considerado uma aderéncia perfeita entre a fibra e a matriz, onde ¢
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assumida a continuidade de vetores de tensdo e deslocamentos no problema elastico ou fluxo
de calor normal e temperatura no caso térmico ao longo de todo o dominio do compdsito.
Entretanto, ja se constatou que na interface entre esses materiais existe uma fina regido de
transi¢do mais complexa, conhecida como interfase (BIGONI et al., 1998).

Em diversos trabalhos na literatura tem-se buscado alternativas para a modelagem desse
material de transi¢do, que pode ser encontrado nos diversos tipos de problemas e que pode
causar enfraquecimento do material. No estudo desse material de transi¢ao varios trabalhos
vém sendo desenvolvidos, onde se busca compreender, tanto no campo experimental quanto
no analitico, seu comportamento.

Grandes contribuicdes podem ser citadas no campo teorico, onde se chegou ao
desenvolvimento da conhecida interface imperfeita (BENVENISTE; MILOH, 1986;
ABOUDI, 1987; STEIF; HOYSAN, 1987; ACHENBACH; ZHU, 1989a,b e HASHIN, 1990).
Esta interface imperfeita ¢ uma elegante alternativa para a modelagem da fase de transi¢do ou
interfase que, em geral, ¢ muito fina e com propriedades de dificil obtencao
experimentalmente. A interfase € entdo extraida, os materiais da fibra e da matriz voltam a
ocupar metade da espessura e, a depender das propriedades iniciais da interfase, ¢ imposta
uma descontinuidade em termos de deslocamento e/ou tensdo, no caso mecanico, ou fluxo de
calor normal ou temperatura, no caso térmico.

Segundo Adrianov et al. (2010), Phan Huy e Sanchez-Palencia (1974) desenvolveram
rigorosamente as formulagdes para interfaces planares e Miloh e Benveniste (1999) para
interfaces curvas em geral. Também de acordo com Adrianov et al. (2010), os primeiros
trabalhos no campo térmico para interface com baixa condutividade (LC — Low Conductivity)
térmica, foram de Sanchez-Palencia (1970), Benveniste e Miloh (1986), Benveniste (1987) e
Hasselman e Johnson (1987). Pode-se citar trabalhos mais recentes sobre baixa condutividade
térmica, como os de Torquato e Rintoul (1995), Lipton (1996), Lipton e Vernescu (1996a,b) e
Cheng e Torquato (1997). As interfaces de alta condutividade (HC — High Conductivity)
foram estudadas por Torquato e Rintoul (1995), Cheng e Torquato (1997b), Lipton (1997a, b,
1998) e Hashin (2001). Um exemplo fisico importante da interface HC diz respeito ao efeito
de difusdo idnica em compositos de concreto e de cimento (GARBOCZI; BENTZ 1992;
SKALNY et al., 1994) apud Adrianov et al. (2010).

De forma similar, a interface imperfeita entre fibra e matriz também foi desenvolvida
para problemas de elasticidade, onde para baixa resisténcia elastica ¢ gerada uma
descontinuidade em deslocamento proporcional as tensdes em termos de pardmetros da

interface flexivel ou do tipo-mola. O estudo deste tipo de interface foi iniciado por Golan e
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Reissner (1944) e Mal e Bose (1975) e, posteriormente, aplicado em véarios trabalhos
(BENVENISTE, 1985; ACHENBACH; ZHU, 1989, 1990; HASHIN, 1990, 1991a,b;
KLARBING, 1991; KLARBRING; MOVCHAN, 1998; GEYMONAT et al., 1999; LENCI,
2000; LENCI; MENDITTO, 2000; ANDRIANOV et al., 2007, 2008).

Formulagdes variacionais para interface imperfeita foram dadas por Hashin (1990,
1991a, 2001, 2002) e Lipton e Vernescu (1995). Interfaces ndo lineares foram estudadas por
Levy (1996, 2000) e Levy e Dong (1998).

As interfaces imperfeitas com propriedades elésticas altas, quando comparadas as dos
outros constituintes do composito, sdo conhecidas como interface imperfeita rigida e tem
como principal aspecto o advento de uma descontinuidade em termos de tensdo, preservando
a continuidade em deslocamento ao longo da transicdo fibra—matriz (Rubin e Benveniste,
2004). Segundo Adrianov et al. (2010), este é, claramente, o tipo de interface mais
complicado, onde existem alguns trabalhos desenvolvidos buscando-se compreender seu
comportamento (BENVENISTE; MILOH, 2001; RUBIN; BENVENISTE, 2004;
BENVENISTE, 2006; KATTIS; MAVROYANNIS, 2011 e CHEN; ANG, 2014).

A depender das propriedades da interface, varios tipos diferentes de condi¢des de
ligagdao podem surgir (CAILLERIE, 1978). No estudo da interfase, considerando que a mesma
¢ fina, homogénea e isétropa, a depender de sua rigidez em relacdo a da matriz e da fibra,
existem 7 distintos regimes de condi¢des de interface (BENVENISTE; MILOH, 2001). Essas
condi¢cdes de contato das interfaces podem ser classificadas como: (a) do tipo vacuo, (b) mola,
(c) contato perfeito, (d) membrana, (¢) membrana inextensivel, (f) casca inextensivel e (g)
contato rigido. As duas primeiras condi¢des sdo caracteristicas de interfaces flexiveis,

enquanto as quatro ultimas sao tipicas de interfaces rigidas (BENVENISTE; MILOH, 2001).

1.1  Aplicacoes

A aplicacdo de materiais compdositos ¢ uma realidade atual principalmente no segmento
da industria aerondutica e aeroespacial. Ao longo do tempo, diversos projetos foram baseados
considerando as propriedades desses materiais, dentre os quais, podem ser citados: F-111,
Vought A-7, F-18 e F-22, no segmento militar; Lockheed L-1011, Rutan Voyager, Boeing
777, Airbus 380 e Boeing 787, no segmento civil (TITA, 2007). Nos helicopteros varios
componentes também sdo feitos com materiais compositos, tais como: pas da hélice principal,

hélice traseira, arvore de transmissdo, fuselagem, etc. (PEREIRA, 2003).



24

Os materiais compositos também podem ser encontrados na industria automobilistica,
que tém sua aplicacdo bem mais recente do que na industria aerondutica. Inicialmente, esses
materiais eram aplicados somente em para-choques e teto dos automoéveis, mas atualmente
eles também sao utilizados na fabricagdo de capds, carteres de dleo, colunas de diregao,
arvores de transmissdo, molas laminadas, painéis, etc. (PEREIRA, 2003). Uma atividade
esportiva notoria que emprega material composito € a Formula 1, a qual pode ser considerada
como um laboratério para as inovagdes tecnoldgicas. Em muitos casos, os materiais
avangados empregados nos carros de Formula 1 serdo utilizados futuramente nos carros de
passeio. Também se pode encontrar tais materiais na area esportiva em barcos a vela, esquis,
bicicletas, pranchas de surf, raquetes de ténis e tacos de golfe.

Na natureza, pode-se perceber que todos os materiais bioldgicos sdo compdsitos, sem
excecao. Exemplos encontrados de compositos naturais incluem madeira, em que a matriz de
lignina ¢ reforgada com fibras celuldsicas, e 0ssos, em que a matriz composta por minerais &
reforcada com fibras colagenas (VENTURA, 2009). Outra area que tem se beneficiado da
utilizagdo dos compdsitos € o setor de oleo e gas, com a construcdo de plataformas offshore,
onde se necessita de pecas leves, que sejam resistentes a altas pressdes, a grandes variacdes de
temperatura e a ambientes agressivos.

Além dos setores industriais mostrados anteriormente, os materiais compdsitos também
vém sendo aplicados na area militar, na fabricagdo de coletes e capacetes, como também na
construcdo civil, como nas lajes, pontes, tubos, painéis térmicos e como material de refor¢o
estrutural. Nesse ultimo, a aplicagdo dos materiais compositos tem uma grande importancia,
uma vez que anualmente o volume de recursos efetivamente gastos ou que deveriam ser
gastos com manutenc¢do, reparo e reforco das estruturas de concreto atinge montantes da
ordem de centenas de bilhdes de dolares (BEBER, 1999).

Com isso, percebe-se a importancia de se conhecer cada vez mais esses novos materiais
através de ensaios mecanicos em laboratorios, da determinagdo de métodos construtivos e de

fabrica¢do mais adequados e de desenvolvimento de modelos numéricos precisos.

1.2 Objetivos

O objetivo global deste trabalho ¢ a formulacdo de técnicas para a obtencdo das
propriedades efetivas termomecanicas de materiais compodsitos eldsticos e viscoelasticos
lineares, dando continuidade as aplicagdes da versdao paramétrica da Teoria dos Volumes

Finitos (CAVALCANTE, 2006; CAVALCANTE et al., 2007a,b e GATTU et al., 2008), a
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qual ¢ uma formulacdo recente, em pleno desenvolvimento, que vem se mostrando bastante
eficiente para solugdo de problemas com microestrutura heterogénea.

Como objetivos especificos do presente trabalho, podem ser citados os seguintes:

a) Desenvolvimento de uma formulacdo que se apresente como uma eficiente
alternativa para obtencdo de propriedades efetivas para problemas térmicos, elasticos e
viscoelasticos, com a incorporacdo de interface imperfeita;

b) Desenvolvimento de um cddigo computacional que permita a execugdo das analises
baseadas na referida formulagao;

c) Proporcionar um melhor entendimento do comportamento dos compdsitos que
apresentem interfaces imperfeitas e constituintes viscoelasticos lineares;

d) Fortalecer a linha de pesquisa voltada para o estudo de novos materiais do Programa

de P6s-Graduagao em Materiais da UFAL.

1.3 Resumo das sec¢oes

Na Sec¢do 2 ¢ apresentada a formulagdo para obtencdo das condutividades térmicas
efetivas de materiais compdsitos periddicos, utilizando a versdo paramétrica da teoria dos
volumes finitos (TVF) e técnicas de homogeneizagdo. A Secdo 3 trata do desenvolvimento de
uma formula¢do de homogeneizacdo de propriedades eldsticas, apresentada em Gattu et al.
(2008), mas com a incorporacdo de interfaces imperfeitas. Os coeficientes de expansdo
térmica efetivos também sdo estudados na Secao 3. A Sec¢do 4 descreve a formulacao de
homogeneizacao viscoelastica linear. Esta secdo € iniciado com uma introdu¢do ao modelo
viscoelastico linear estudado (Tran et al., 2011), passando pelo desenvolvimento, também
original, da formulacdo viscoelastica para a versdo paramétrica da teoria dos volumes finitos,
seguindo com a formulagdo para obtengdo das propriedades homogéneas de materiais
compositos com constituintes viscoelasticos € com condi¢des de contorno periddicas. Estas
secoes (2, 3 e 4) apresentam formulagdes que, baseadas em outros trabalhos, foram
desenvolvidas para a TVF e os respectivos exemplos. E importante salientar que as
formulacdes apresentadas neste trabalho, no que diz respeito ao desenvolvimento dos
elementos de interface imperfeita térmica, eldstica e viscoelastica, sdo originais para a teoria
dos volumes finitos, assim como a formulacdo viscoelastica linear através do modelo de
Maxwell generalizado.

As conclusoes estdo na Secdo 5. Na Secdo 6 encontram-se as referéncias e por fim a

Secdo 7, que apresenta os apéndices.
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2 CONDUTIVIDADE TERMICA EFETIVA

Nesta secdo ¢ mostrada a formulagdo desenvolvida para obtengdo das condutividades
térmicas homogeneizadas de materiais compositos com microestrutura periodica e dedugao do

elemento de interface imperfeita equivalente a fase de transi¢cdo entre as inclusdes e a matriz.

2.1 Problema de homogeneizacio térmica

Inicialmente, supde-se um elemento de volume representativo (EVR) de um material
composito qualquer, com volume V e superficie de contorno S, sujeito a uma condi¢do de

contorno homogénea em temperatura dada por:
T°(x) = G x; parax € S 2.1)

aTo . - L, 4. .
onde G = % (i =1,2,3) sdo constantes. A temperatura média e o vetor gradiente de
L

temperatura médio tomados sobre o EVR sdo definidos, respectivamente, por

(T) = % f T(x)dV (2.2)
14

(G) = % j G(x)dV (2.3)
|4

sendo T'(x) o campo de temperatura ¢ G(x) o vetor gradiente de temperatura correspondente,
~ oT . . n .
onde suas componentes sdo dadas por G;(x) = Fy Aplicando o Teorema da Divergéncia na
i

Equagdo (2.3), a seguinte relacao ¢ obtida para as componentes do gradiente de temperatura

1

(G); = v j T°(x)n; (x)dS (2.4)
S

com n; denotando a i-ésima componente do vetor normal unitdrio a superficie S. A

substitui¢do da Equacgdo (2.1) na Equagao (2.4) leva a
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(G)i = G} (2.5)

significa que as componentes do vetor gradiente de temperatura médio ao longo do dominio
do EVR coincide com as correspondentes componentes do gradiente de temperatura na
superficie de contorno do EVR, independentemente da microestrutura do material. A Equagao
(2.5) corresponde ao Teorema do Gradiente de Temperatura Médio.

Agora, considera-se que o material composito tem uma microestrutura periodica, que
pode ser gerada pela constru¢do de blocos fundamentais chamados de célula unitaria de
repeti¢do (repeating unit cells - RUC), como mostrado na Figura 1. No trabalho de Drago e
Pindera (2007) ¢é realizada uma discussdo profunda sobre os conceitos de RVE e RUC no
contexto da micromecanica de materiais compdsitos. Considerando uma representacdo em
duas escalas, o campo de temperatura de um RUC presente no dominio do material (Figura 1)

pode ser expresso como

Ty) =T°(x)+T(y) (2.6)

onde T° e T representam as contribuicdes das temperaturas macroscopica e flutuante,
respectivamente. Aqui, y indica as coordenadas locais usadas na escala da RUC, enquanto
que x representa as coordenadas globais para a escala do EVR. Devido a periodicidade do
material e as condigdes de contorno homogéneas impostas no elemento de volume
representativo, a fungio de flutuacdo T(y) é periodica em todo o dominio da célula unitaria

repetida.

Figura 1 — Material composito periodico e célula unitaria de repeticio (RUC).
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Fonte: Autor, 2013.
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Usando (2.6) ¢ considerando que G° ¢ um vetor constante, a média volumétrica do

gradiente de temperatura no volume (2 da RUC pode ser avaliada como

1[0 -
(G =G +3 fﬂ G(y)dQ (2.7)

. ~ ~ . = oT
onde as componentes do vetor gradiente de flutuacdo de temperatura G sao G; = E
l

Aplicando o teorema da divergéncia na integral da Equacdo (2.7), as componentes de (G )%

podem ser expressas da seguinte forma

1 -
) = G+ fr 7(y) ndr 2.5)

sendo n; as componentes do versor normal que aponta para fora da superficie ' da RUC.

Como T (y) é peridédico na RUC, a integral em (2.8) deve ser nula. Assim,
G =GP (2.9)

isto €, a média volumétrica do gradiente de temperatura na RUC também ¢ igual ao gradiente
de temperatura de uma condi¢do de contorno homogénea aplicada na superficie externa do
EVR. Este ¢ um importante resultado para a solu¢cdo do problema de homogeneizacao deste
trabalho.

Vale a pena notar que, mesmo a Equagdo (2.9) sendo valida, as atuais condigdes de
contorno em temperatura na RUC sdo diferentes das correspondentes no EVR, o que pode ser
justificado pelas flutuagdes periodicas T(y) que aparecem na Equacdo (2.6). Entretanto, o
problema de homogeneizacao pode ser resolvido considerando que a resposta do EVR inteiro,
sob as condi¢des de contorno homogénea em temperatura acima, ¢ idéntica a resposta de uma
célula unitaria de repeti¢ao arbitraria sob condi¢des de contorno apropriadas. Isto permite, em
geral, que o problema de homogeneizagdo tenha uma grande reducdo de tamanho e
simplificagdo, uma vez que a analise envolvendo o EVR inteiro pode ser substituida por outra
restrita apenas ao dominio de uma célula unitaria de repeticdo. Essas condi¢des de contorno

periddicas sao impostas considerando a mesma distribuicdo de flutuagdo de temperatura ao
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longo dos pares de lados idénticos da célula unitaria de repeticdo caracterizada pela

periodicidade do material.
2.2 Parametrizacao de um subvolume da teoria dos volumes finitos

Nesta secdo, a formulag@o paramétrica da teoria dos volumes finitos (CAVALCANTE
et al., 2007) ¢ incorporada em um framework da teoria de homogeneizacao baseado em uma
representacao multiescala do campo de temperatura para avaliacdo da condutividade térmica
efetiva em um composito periodico reforgado por fibras unidirecionais.

Anteriormente, a teoria dos volumes finitos paramétrica foi incorporada no framework
FVDAM e aplicada com sucesso em homogeneizacdo de materiais periddicos com
constituintes eldsticos (GATTU et al., 2008) e elastoplasticos (KHATAM e PINDERA, 2010;
CAVALCANTE et al., 2011).

Na formulag@o paramétrica da teoria dos volumes finitos, a microestrutura do material
¢ discretizada em subvolumes quadrilaterais, em que a geometria e a localizag@o sdo definidas
pelas coordenadas de seus nos. A referida formulagdo ¢ baseada em um mapeamento de um
quadrado de referéncia em um sistema de coordenadas paramétricas n —¢& para um
subvolume quadrilateral no plano cartesiano y, —y; do dominio real de andlise da
microestrutura (CAVALCANTE, 2006; CAVALCANTE et al., 2007), como mostrado na
Figura 2.

O mapeamento do ponto (1,§) no quadrado de referéncia para o ponto cartesiano

(¥2,¥3) no subvolume quadrilateral da microestrutura discretizada é expresso na forma:

}’j(U: §) = N:(n, f)YjJ + N, (n, f)J’j,z + Ns(m, f)Yj,3 + N4(77:f)3’j,4 (=2.3) (2.10)

onde y; , indica a coordenada y; do n6 m do subvolume e

NM(E) =1 - -8 N 8) = (1 + (1 =)

X ) 2.11)
N;(,8) =@ +mA+3) N,(1,8) = ;A =m(A +3)
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Figura 2 — Mapeamento do quadrado de referéncia para o subvolume quadrilateral da
microestrutura real.
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Fonte: Autor, 2013.

2.3 Matriz de condutividade térmica local para um subvolume

Para um subvolume homogéneo da RUC discretizada, as componentes do fluxo de

calor do subvolume sdo definidas pela lei de Fourier:

oT

q;i = _kija_y
j

(2.12)

sendo k;; as condutividades térmicas do material. Considerando o campo de temperatura dado

pela Equagdo (2.6), a equacdo acima se torna

oT

o 2.13

_ 0
qi = —kijG; —k
Para o caso de uma condutividade térmica estacionaria sem fonte de calor e usando a

Equagdo (2.13), a equagdo conservacao de energia ¢ dada por:

0yi 0y;
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Aqui, o campo de temperatura flutuante ¢ assumido como independente de y,

(i. e.,aaTT = 0) e aproximado por uma expansao polinomial de segunda ordem de Legendre
1

nas coordenadas paramétricas (1, §) (CAVALCANTE et al., 2007) na forma

_ _ _ _ 1 _ 1 _
T(M,¢) =Too +nT1o +ETo1 + 5(3772 — DTy + 5(352 — DT, (2.15)

onde T,,, sdo os coeficientes desconhecidos. Para esta expansao de segunda ordem, os valores
médios do campo de temperatura flutuante nas faces do subvolume (F;, F3) e (Fa, Fa),

mostradas na Figura 2, sdo definidas respectivamente por:

_ 1 1 5 _ - o~ ~
(D =2 f (1§ = F1)dy = Tog F Tor + oy
-1 (2.16)
=\ (2,4) 1 T T T
(T) ) = E T(}] = 41, f)d?] = Too + T10 + TZO
-1

Usando uma defini¢do similar para os gradientes médios nas faces dos subvolumes, as

expressoes a seguir sdo obtidas:

oT _ oT .
(%)(1’3) = Tio (£>(1.3) = To1 + 3To;
B ~ (2.17)
oT ,. ,. aT .
(%)(2’4) =Ty £ 3Ty <6_f)(2’4) = To1

No contexto da versdo paramétrica da teoria dos volumes finitos, a relacdo entre os
gradientes médios na face p de um subvolume no sistema de referéncia com o sistema de
coordenadas da microestrutura real ¢ simplificado pelo uso da média volumétrica da

Jacobiana J, como segue:

» )

[<£)1 f(ﬁﬂ
| %37’3 | <]>| Z’Z | (2.18)
SOl ||

dys 9

onde a defini¢do de (J) encontra-se no Apéndice C.
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Considerando as Equagoes (2.13) e (2.18), a relagdo entre o vetor de fluxos de calor

médios e o vetor de gradiente de temperatura médio para a face p pode ser escrita na forma:

oT

() = [<q2) v [ ]+kq){(_)} (2.19)
(ﬁ)

conte==[eZ3 3]

Com base na Equagao (2.19), o vetor de fluxo de calor total médio para a p-ésima face
do subvolume pode ser expresso como ()P = q° + (§)P), onde q° é a parte macroscopica
constante dependente dos valores conhecidos G2 (k = 2,3) e (§)® indica a contribuicio
desconhecida dos gradientes médios de temperatura flutuante na face.

A projecdo do fluxo de calor médio na dire¢do normal a face p do subvolume ¢ dada

por:

[

)1
P) =n'P P) =n'P k +n'Pk :
(q,)® = n®(q)® = n®k ()U)|6T| 2.20
[WJ
onde, n® = [n; Nn3]®) com n, e n; indicando as componentes do vetor normal unitario
apontando para fora da face p do subvolume.

Introduzindo a Equagao (2.17) na (2.20) para cada face p, o vetor de fluxo de calor

médio nas faces pode ser obtido na forma:

|[<qn)(1)]| @ [Tw]

@ ( ) —[G @) T

I(qTL)(B) I n(3) 2] ‘U( ) 01 (2.21)
(qn> n v TZO

<qn)(4) n(4’) v(4')

onde v® = n(p)E(])a(p) e
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100 0 1 0 43 0
(13) = _ (24) — T .
a 01 0 +3] a [o 1 0 0 (2.22)

O proximo passo consiste na determinacdo da relagdo entre os coeficientes
desconhecidos do campo de temperatura flutuante que aparecem na Equagdo (2.21) e as
temperaturas flutuantes médias nas faces do subvolume. Para isso, as Equagoes (2.16) e (2.18)
sdo utilizadas juntamente com a equagdo de balanco de fluxo, resultando no coeficiente de
ordem zero Tyo, 0 qual é obtido diretamente em funcio das temperaturas flutuantes médias

nas faces como (CAVALCANTE et al., 2007):
Too = A((T)(Z) + (T‘)(4)) + a)((T)(l) + (T‘)(3)) (2.23)
onde, para o caso de um material isotropico, ky, = k33 = k e ky3 = 0,

_ D+ D3
20N + Diz + D31 +(D32)

. Nz + 3
20N + D2 + (D31 +(1D352)

2
(2.24)

Substituindo a Equagdo (2.23) dentro de (2.16), a relacdo entre os coeficientes do

campo de temperatura flutuante e as temperaturas flutuantes médias nas faces ¢ encontrada na

forma:
[710] 0 1/2 0 —-1/2 1(D®PT KD

Tor| _|—1/2 0 1/2 0o |[m@]_ gl .
szo‘ e 1/2-2 —0  12-2|[(Py®| T [(7)y® (2.25)
o —w -1 1/2 —w -1 (TY® (TY®

Substituindo a Equagdo (2.25) em (2.21), o vetor normal de fluxo de calor médio nas

faces do subvolume torna-se:
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(qn)™ b [(T)(1)1
(2) _ e (2)
(G )(3) n(3> ,,(3) (T)“)
l<q )(4)J n® v® (T)(4)
que pode ser escrito na forma compacta como:
(qn) = NkG° + K (T) (2.27)
GO
onde, G° = [ GO ] e a matriz de condutividade térmica local do subvolume ¢
3
K, =VB (2.28)

comV = [p(OT  H@T BT 4,HT]T,

2.4  Construcio da matriz de condutividade térmica global

Os fluxos de calor médios normais as faces de cada subvolume da célula unitaria sdo
relacionados com as temperaturas flutuantes médias nas faces através de uma matriz de
condutividade térmica local, como mostrado na Equacao (2.27). As matrizes de condutividade
térmica locais sdo empregadas na montagem de um sistema de equacdes globais pela
aplicacdo das condi¢des de compatibilidade interfacial média de temperatura flutuante e fluxo
de calor normal, seguido pelas condi¢cdes de contorno determinadas. Esta abordagem ¢
baseada em um sistema global de numeragao das faces, em que cada face local interna tem um
numero de face global correspondente, comum aos subvolumes adjacentes, enquanto que as
faces externas dos subvolumes ao longo dos contornos opostos da célula unitdria sdo
numeradas levando-se em consideracdo as condi¢des de periodicidade. Estas faces externas,
com distribuicdes de temperatura flutuantes semelhantes impostas pelas condigdes de
periodicidade, recebem numeros comuns para as faces. O procedimento para montagem do
sistema global ¢ similar ao utilizado nos algoritmos de elementos finitos. Neste ltimo, os
graus de liberdade sdo associados aos nds dos elementos, enquanto que na presente

formulacao dos volumes finitos os graus de liberdade estdo referidos as faces dos subvolumes.
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Impondo as condi¢des de compatibilidade em fluxos de calor normais médios e em
temperaturas flutuantes médias ao longo das faces internas, bem como a aplicacdo das

condig¢des de contorno, o sistema de equacdes globais toma a seguinte forma:

KT = Q% (2.29)

onde K; ¢ a matriz de condutividade térmica global e Q¢ ¢ um vetor composto pelas
resultantes do fluxos normais médios macroscopicos nas interfaces dos subvolumes
adjacentes e faces localizadas ao longo do contorno discretizado da célula unitaria. O vetor T
contém todas as temperaturas flutuantes médias desconhecidas das faces internas e do
contorno. Como a matriz Kg; € singular, a solucdo da Equacdo (2.29) ndo ¢ diretamente
acessivel. Este problema pode ser eliminado mediante a imposi¢ao de temperaturas flutuantes
médias nulas nas faces externas dos subvolumes das arestas. As temperaturas flutuantes

médias remanescentes sdo determinadas pela solugdo do sistema de equagdes reduzido.

2.5 Matriz de condutividade térmica homogeneizada

As leis de homogeneizacao de Fourier no plano para compositos relacionam o fluxo de

calor efetivo Q* com o gradiente de temperatura macroscopico como segue:
Q" =-KG° (2.30)
onde Q* =[Q; Q3]7 e K* é a condutividade térmica efetiva. O fluxo de calor efetivo é

definido como a média no volume do campo de fluxo de calor no plano q através da célula

unitaria de repetigao:

(2.31)

j CI(}’ZJ’3)de+J q(y2, y3)dQy
Om Qf

onde Q,, € (r denota o dominio da matriz e da fibra, respectivamente.

Usando a lei de Fourier (Equacdo (2.12)) e assumindo que as fases s3o homogéneas e

isotropicas, a Equacao (2.31) pode ser reescrita na forma:
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1
Q" =3

3 (2.32)

o f 62, y3)d 0 + ;s f 6, y)dQY
Qm Qf

sendo G o vetor gradiente de temperatura local. Apos a discretizagdo da célula unitaria a

seguinte aproximacgao pode ser utilizada para avaliar o fluxo de calor efetivo:

Ny

N
Q" = = ) ki (Gn)® = D ki (G) (2.33)
=1 r=1

onde Ny, e Ny indicam o nimero de subvolumes usado na discretizagdo do dominio da matriz

e da fibra. Os simbolos ﬁ,(n) e 17]5) sdo as fragdes volumétricas dos subvolumes de matriz e de

fibra em toda a discretizagio da célula unitéria, respectivamente. Na Equacdo (2.33), (G,,,)C e
(Gf)() sdo os gradientes médios de temperatura para os subvolumes contidos na matriz e na
fibra, respectivamente.

Agora, introduzindo o conceito de matriz de concentragdo de gradiente de temperatura

no subvolume, como:
(G)® = HYG° (6™ = H G (2.34)

Substituindo a Equacdo (2.33) na (2.30), a seguinte relacdo ¢ encontrada para a

condutividade térmica homogeneizada:
Nm Ny

K= kntOHO + Y 1R 239)
=1 r=1

As matrizes HO que aparecem na Equagdo (2.34) podem ser obtidas rapidamente
através da solugdo da Equagdo (2.29) para dois gradientes macroscopicos G°
convenientemente selecionados, com valores unitarios. Aplicando-se, por exemplo, G° =
[1 0]", pode-se encontrar as temperaturas médias flutuantes em todas as faces dos
subvolumes da célula unitiria e, por conseguinte, encontrar os gradientes médios de
temperatura dentro de cada subvolume (G YO, Dessa forma, é possivel montar a primeira

coluna das matrizes HO através da Equagio (2.34). O mesmo procedimento é aplicado para a
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obtencdo da segunda coluna, onde dessa vez o gradiente de temperatura macroscopico tem a

seguinte forma G° = [0 1]7.
2.6  Elemento de interface imperfeita para condutividade térmica

A Figura 3(a) mostra uma interfase fina, curvada arbitrariamente, de espessura
constante /4 localizada entre a fibra e a matriz de um material compositofina. As interfaces
fibra/interfase e matriz/interfase sdo admitidas como perfeitas, ou seja, existe ao longo das
mesmas continuidade perfeita de temperatura e fluxo de calor. Ao contrério, diz-se que uma
interface ¢ imperfeita quando a continuidade de temperatura ou de fluxo de calor nao
acontece. Conforme apresentado em Benveniste (2006) uma interfase fina pode ser
substituida aproximadamente por uma interface equivalente, posicionada na superficie média
S;, considerando condi¢des apropriadas de temperatura e fluxo de calor normal para o caso de
analise térmica (Figura 3(b). Para o caso de regime estacionario, a equivaléncia entre a
interfase e¢ a interface se verifica impondo-se ao longo da interface as seguintes

descontinuidades de temperatura e de fluxo térmico normal, respectivamente:

o7 _h 1 1 h(il 1
L - __E(H_k_i) (q3)+ + §<k_f_k_1> (q3)- (2.36)

h h
(43)+ = (q3)- = 5 (ki = k) A5 (T} + 5 (ki — ) {As(T2)} (2.37)

onde as temperaturas T, e T_ e os fluxos térmicos normais (q3), € (g3)_ podem ser vistos na
Figura 3(b). Os parametros k., ks € k; sdo, respectivamente, as condutividades térmicas da
matriz, fibra e interfase € Ag( ) € o Laplaciano superficial calculado na superficie media S;.
Usando uma expansdo em série de Taylor, Hashin (2001) mostrou que a interfase fina
com condutividade térmica muito menor que as das fases (k; < kp, kr) pode produzir uma
descontinuidade finita na temperatura na transi¢do fibra-matriz, enquanto que uma
descontinuidade finita no fluxo de calor normal pode ser produzida quando a condutividade

térmica da interfase ¢ muito maior que as das fases.
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Figura 3 — (a) Interfase fibra/matriz e (b) equivalente interface imperfeita.

Matriz

(a) (b)

Fonte: Autor, 2013.

Baseado nesses resultados, o presente trabalho propde que a interfase fina, de baixa
condutividade, isotrdpica e homogénea seja representada por uma interface imperfeita situada
entre a fibra e a matriz, no qual a temperatura exibe uma descontinuidade ao longo da
espessura da interface, enquanto o fluxo de calor normal apresenta continuidade, fazendo com

que as Equacdes (2.36) e (2.37) tomem, respectivamente, as seguintes formas

o k(1 1 2 a8
+ __E<H+k_f_k_i>qn (2.38)
(q3)+ —(q3)-=0 (2.39)

Na Equacgao (2.38), q,, indica o fluxo de calor normal a interface, positivo no sentido da fibra
para a matriz. A imposic¢do da continuidade do fluxo de calor normal na interfase implica em
restrigdes entre as condutividades térmicas da interfase, fibra e matriz, as quais sao
investigadas posteriormente neste trabalho.

Considerando a Equacdo (2.6) e levando em consideragdo que a descontinuidade de
temperatura macroscopica TY — T® ao longo da interface ¢ nula, a Equagdo (2.38) pode ser

escrita como:

T T—h 1+1 2 2.40
+ - - km kf kl qn ()
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sendo T, e T_ as temperaturas flutuantes interfaciais do lado da matriz e da fibra,
respectivamente.

Como a formulagdo paramétrica da teoria dos volumes finitos emprega subvolumes
quadrilaterais para discretizar a fibra e a matriz, as interfaces sdo discretizadas por segmentos
de reta que ¢ a face que separa a matriz da fibra, como mostrado na Figura 4. Usando a
Equacdo (2.40), a descontinuidade de temperatura média ao longo do elemento de interface ¢

dada por:

(T2> - (T1> =5

h/1 1 2
: (—+———,> (dn) (2.41)

onde (T,) e (T,) sdo as temperaturas flutuantes médias nas faces F; e F, do elemento,
respectivamente, e (q,) € o fluxo de calor médio através do elemento de interface. A Equagao
(2.41) ¢ o modelo proposto neste trabalho para a modelagem da descontinuidade em
temperatura ao longo da interface. Como o modelo apresentado foi obtido assumindo-se que

(ki K ko, k) € necessario restringir os valores que k; pode assumir e tal investigagdo ¢

realizada na subsecao 2.7.5.

Figura 4 — Elemento de interface imperfeita.
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1

Fibra / F
Fpo™

1 Y
(qn)™ S,
Fonte: Autor, 2013.
Para o elemento de interface, a relagdo entre o fluxo de calor médio nas faces F; ¢ F, é dada

pela hipétese da continuidade, (q,)® = —(q,)® = —(q,). Assim, através da Equacio

(2.41), a seguinte expressao ¢ encontrada:
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(qn)® = —(qn)® = c((Ty) — (T2)) (2.42)
onde
2 1
CTRT 1 2 (2.43)
T TR R

A Equagao (2.42) pode ser escrita na forma matricial como

315
Assim, a matriz de condutividade térmica local do elemento de interface ¢ dada por
K= "1 (2.45)

2.7 Exemplos e Resultados

Neste topico serdo apresentados os resultados encontrados através das formulagdes de
homogeneizagdo de condutividades térmicas desenvolvidas para a versdo Paramétrica da
Teoria dos Volumes Finitos. Estes resultados foram comparados com resultados numéricos
utilizando o método dos elementos finitos e, em alguns casos, comparados com resultados

experimentais encontrados na literatura.

2.7.1 Composito unidirecional de duas fases com distribuicio quadrada e hexagonal de

fibras

Este primeiro exemplo consiste de um composito unidirecional de duas fases com
distribuicdo das fibras em arranjos periddicos quadrado e hexagonal (Figura 5). Assume-se
que a interface ¢ perfeita entre a fibra e matriz. O objetivo deste exemplo ¢ investigar o efeito
da discretizacao da célula unitaria na condutividade térmica efetiva, bem como, ilustrar os

resultados obtidos pela presente formulacdo e compard-los com as solugdes em elementos



41

finitos para um amplo intervalo de fragdes volumétricas das fibras e relagdes de condutividade

térmica da fibra e da matriz.

Figura 5 — Compésito unidirecional de duas fases com distribuicao das fibras em arranjos
a) quadrado e b) hexagonal.
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Fonte: Autor, 2012.

Para o estudo de convergéncia relacionado com a discretizacdo da célula unitaria, trés
diferentes malhas para cada arranjo de fibras foram utilizadas, como pode ser visto na Figura
6 para uma fragdo volumétrica de fibras de 60%. Os resultados obtidos para a condutividade
transversal efetiva do composito K* = K3, = K35, normalizada pela condutividade da matriz
km, em fun¢do da relagdo de condutividades kf/k,, foram comparados com aqueles
apresentados por Sihn e Roy (2011) usando o método dos elementos finitos, podendo ser

observados nas Figuras 7 e 8.

Figura 6 — Discretizacdo da RUC.

|
|

Fonte: Autor, 2012.



Figura 7 — Condutividade térmica efetiva normalizada do compdsito com distribuicio
quadrada de fibras.
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Fonte: Autor, 2012.

Figura 8 — Condutividade térmica efetiva normalizada do compdsito com distribuicio
hexagonal de fibras.
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Percebe-se, pelos resultados, que as malhas menos refinadas (Q-1 e H-1) fornecem
valores um pouco diferentes daqueles encontrados por Sihn e Roy (2011) apenas para valores
de k¢ /ky, acima de 10, e que para as malhas mais refinadas, os resultados apresentam Otima
concordancia com os obtidos pelo método dos elementos finitos.

A Figura 9 mostra o estudo da variagao da condutividade térmica efetiva normalizada
em funcdo da varia¢do da fracdo volumétrica de fibras vf, considerando a relagdo entre as

condutividades térmicas da fibra e da matriz como em Sihn € Roy (2011) k¢ /k,, = 666.

Figura 9 — Variacao da condutividade térmica efetiva normalizada do compdsito em
funcio da fracdo volumétrica de fibras
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Fonte: Autor, 2012.

Percebe-se mais uma vez a grande concordancia entre os resultados obtidos com a
teoria dos volumes finitos (TVF) em relagdao ao método dos elementos finitos (SIHN; ROY
(2011)) tanto para o arranjo quadrado quanto para o hexagonal. Além dos resultados
numéricos, a Figura 9 também apresenta resultados experimentais obtidos por Thomburg e
Pears (1965), os quais sdo mais bem representados pelo arranjo quadrado. Este aspecto tem

relacdo direta com a microestrutura do material.
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2.7.2 Condutividade efetiva para compositos porosos

Em muitas aplicagdes, o emprego de materiais com baixa condutividade térmica ¢
desejavel. Uma estratégia para reduzir a condugao térmica efetiva de um material consiste na
criacdo de poros no seu interior. Por exemplo, no caso de blocos ceramicos, isto pode ser
conseguido através da introducdo de inclusdes de isopor, as quais sdo queimadas durante o
processo de fabricagdo, resultando uma estrutura interna porosa no material que proporciona
uma reducao na condutividade térmica efetiva.

No exemplo a seguir, visa-se obter a curva de condutividade térmica efetiva de
materiais porosos em fun¢do do aumento da fragcdo volumétrica de poros.

Neste exemplo a matriz € isoétropa com a condutividade térmica do aluminio k,, =
178 W/mK e a inclusdo tem condutividade aproximadamente nula (k; = 1071 w/mK).
Para efeito de estudo, foram considerados trés modelos com a teoria dos volumes finitos, onde
uma interface/interfase contornando o poro foi incluida.

e Modelo 01: Matriz e poro;
e Modelo 02: Matriz, interface e poro (2 fases com interface imperfeita) e;

e Modelo 03: Matriz, interfase e poro (3 fases).

Observa-se, através dos resultados (Figura 10), que a insercdo da interfase
praticamente ndo influencia na condutividade térmica efetiva do composito, o que foi

verificado para valores de condutividade iguaisa k; = 1 W /mK, 10 W /mK ¢ 50 W /mK.
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Figura 10 — Variacio da condutividade térmica efetiva normalizada do compésito em
funcio da fracdo volumétrica de poro para o arranjo quadrado.
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Os resultados obtidos pela TVF foram comparados com valores encontrados pelo
método dos elementos finitos para trés fases, através da ferramenta computacional Ansys®, e
com a solugdo analitica encontrada no trabalho de Hatta e Taya (1986), apresentando
excelente aproximacgdo. Vale salientar que a solucdo analitica tem como base o método da
inclusdo equivalente de Eshelby (1957; 1959) considerando-se multiplas inclusdes assim
como o modelo de Mori-Tanaka (1973), sendo seu equivalente para problemas de
condutividade térmica. Neste topico, tal modelo sera chamado apenas de Mori-Tanaka.

Visando verificar a influéncia da distribui¢do dos poros sobre a condutividade térmica
efetiva do material, este exemplo também foi modelado para um arranjo hexagonal, cujos

resultados estdo apresentados na Figura 11.
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Figura 11 — Variacao da condutividade térmica efetiva normalizada do composito em

funcdo da fra¢dao volumétrica de poro para o arranjo hexagonal.

1
0 Modelo 01 - TVF
0.9
gﬂﬂg -+ Modelo 03 - MEF
0.8 ¥
.
%Q% -+ Solucdo Analitica
0.7 g
gﬂ
0.6 e
. Ebg
< s
5 Gy
30'5 =
CS] Eﬂsgﬂ
04 -
' ®og
BE@
Bl
0.3 o
0.2 T
0.1
0

0.0% 10.0%  20.0%  30.0%  40.0%  50.0%  60.0%  70.0%

fracdo volumétrica de poros

Fonte: Autor, 2013.

Pelos resultados da Figura 11, percebe-se a grande correlagdo entre os resultados
obtidos pela TVF, pelo método dos elementos finitos e pelo modelo micromecanico de Mori-
Tanaka, o qual foi formulado para arranjos aleatorios de fibras. Vale acrescentar que a
excelente concordancia com os resultados do modelo de Mori-Tanaka, para todos os niveis de
fragdes volumétricas, pode ser justificada pelo fato do arranjo hexagonal, quando comparado
com o quadrado, proporcionar uma melhor aproximacdo de uma distribuicdo aleatoria de
inclusdes. Vale ressaltar que, dependendo da distribuicdo da microestrutura real do material, o

arranjo quadrado pode apresentar melhores resultados.

2.7.3 Interface Imperfeita Térmica
Neste exemplo ¢ realizado um estudo dos efeitos da interface imperfeita na

condutividade térmica efetiva do composito.
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2.7.4 Dependéncia do tamanho da inclusdo na condutividade efetiva com barreira
interfacial térmica

O modelo proposto no presente exemplo ¢ aplicado para investigar o efeito do
tamanho da fibra na condutividade térmica efetiva para um compédsito SiC/Al (Matriz
Metalica de Aluminio ¢ Fibra de Carboneto de Silicio) com resisténcia térmica interfacial e
distribuicdo quadrada periodica de fibras. As condutividades térmicas da matriz e das fibras

sd0 kpy, =178 W /mK e ky =300 W /mK, respectivamente. A interfase tem espessura

constante igual a h = 20 nm e condutividade térmica com base nas equagdes encontradas em

Nan et al. (1997) como segue:

L = h
T alky,

(2.46)

onde a ¢ o raio da fibra que, de acordo com Nan et al. (1997), tem o valor a = 1,22 um para
SiC/Al, resultando em k; = 2,918 W/mK. A fracdo volumétrica de fibras de 30% ¢
considerada para o compdsito. A Figura 12 mostra a variagdo da condutividade térmica
efetiva normalizada em func¢do da variagdo do raio (0,05 pm < r < 10 pm), considerando
trés condigdes: a) material com trés fases (matriz, interfase e fibra) com interfaces perfeitas,
b) material com duas fases (matriz e fibra) considerando a interface imperfeita e c) material
com duas fases (matriz e fibra) com interface perfeita. Para verificar o modelo, os resultados
numéricos sao comparados com aqueles obtidos por uma formulacdo micromecanica analitica
apresentada em Nan et al. (1997). A diferenga entre os resultados para a célula unitaria com
duas fases sem interfase (linha tracejada horizontal) e as outras curvas na Figura 12 representa
a influéncia da presenca da interfase fina na condutividade térmica do material compdsito,
que decresce com o acréscimo do tamanho da fibra. Dessa forma, percebe-se, para fragdo
volumétrica constante, que quanto menor o raio da fibra menor ¢ a condutividade térmica

efetiva, caracterizando o efeito Kapitza (KAPITZA, 1965).
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Figura 12 — Variagao da condutividade térmica efetiva normalizada do compdsito em
funcdo do raio de fibras.
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2.7.5 Analise da aplicabilidade da hipo6tese de interface imperfeita com continuidade
em fluxo de calor normal e descontinuidade na temperatura

Como explicado anteriormente, a interface imperfeita com baixa condutividade
térmica, aqui concebida, ¢é caracterizada por uma descontinuidade no campo de temperatura
entre a fibra e a matriz enquanto a continuidade de fluxo térmico normal ¢ garantida. Neste
contexto, visa-se neste exemplo investigar a faixa de condutividade térmica da interfase k;
para o qual a hipotese de continuidade de fluxo térmico normal e descontinuidade em
temperatura pode ser empregada satisfatoriamente. Para isso, um compdsito unidirecional
com fibras circulares revestidas por uma interfase fina ¢ considerado. As fibras tém raio
r = 1 yum e arranjo periddico quadrado. A condutividade térmica da matriz € k,,, = 1 W/mK.
Duas situagdes sao consideradas: a) A célula unitaria ¢ discretizada e analisada como sendo
composta por trés fases (matriz, interfase e fibra) com interfaces perfeitas e b) a célula
unitaria ¢ discretizada e analisada como um material bifasico com interfaces imperfeitas.
Nesta ultima situacao, a interfase foi substituida por uma interface com fluxo de calor normal
continuo e campo de temperatura descontinuo. Para a primeira situacdo, as interfaces matriz-
interfase e interfase-fibra sdo consideradas perfeitas, isto ¢, com a continuidade em ambos,

fluxo térmico normal e temperatura. As Figuras 13, 14 e 15 mostram os resultados obtidos
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para fragdo volumétrica de fibras de 30%, 50% e 70%, respectivamente, onde as linhas
continuas sdo os resultados com interfaces imperfeitas e as linhas tracejadas para interfaces
perfeitas. Para cada fragdo volumétrica, quatro diferentes relagdes kq,/ks (0,02, 1, 10 ¢ 50)
sao consideradas. Na andlise comparativa deste exemplo, as solugdes obtidas para os casos de
material com trés fases com interface perfeita sao tomadas como referéncia para avaliar os
resultados obtidos com o uso das interfaces imperfeitas.

Para todos os casos analisados, ¢ observado que a condutividade térmica da fase
continua matriz tem uma forte influéncia sobre a condutividade térmica efetiva. Isto ocorre
porque para alcangar a fase descontinua, o calor deve ser transportado através da fase
continua. Os resultados mostram uma redugao continua da condutividade térmica efetiva com
o0 decréscimo da condutividade térmica da interfase. Entretanto, quando ks > k,, os valores
da condutividade térmica efetiva permanecem praticamente constantes, como mostrados nas
Figuras 13 (a,b), 14 (a,b) e 15 (a,b) para os casos de materiais com trés fases com interfaces
perfeitas. Por outro lado, quando a matriz € mais condutora que a fibra (ky, > kf), os
resultados mostram que a condutividade térmica efetiva apresenta significante aumento com o
incremento da condutividade térmica da interfase no intervalo k; > k,,. Neste ultimo caso,
observa-se também diferencas menores entre as curvas correspondentes aos pressupostos de
material com trés fases com interfaces perfeitas e de material com duas fases com interface
imperfeita, no intervalo de k; > k,,. Quando a fracdo volumétrica de fibras aumenta, o
volume de interfase dentro da célula unitaria ¢ aumentado e, como consequéncia, a influéncia
de k; na condutividade térmica efetiva K* ¢ maior, o que ¢ responsavel pela maior inclinagao
da curva K*/k,, para k; > k,, (Figs. 13 (c,d), 14 (c,d) e 15 (c,d)) .

As Figuras 13, 14 e 15 mostram que as curvas obtidas com as duas consideragdes
acima sdo praticamente coincidentes no intervalo k; < k,,. Os resultados também permitem
concluir que o modelo proposto de interface imperfeita pode proporcionar bons resultados
para a razao k;/k,, menor do que um limite (k;/k.,)1im- Como pode ser visto nas Figuras 13,

14 e 15, este limite ¢ maior do que 10 para a maioria dos casos analisados.



Figura 13 — Condutividade térmica efetiva versus condutividade térmica da interfase para
interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumetria de 30% (linha sélida — interface
imperfeita; linha tracejada — interface perfeita) (continua).
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Figura 13 — Condutividade térmica efetiva versus condutividade térmica da interfase para
interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumetria de 30% (linha sélida — interface
imperfeita; linha tracejada — interface perfeita) (conclusio).
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Figura 14 — Condutividade térmica efetiva versus condutividade térmica da interfase para
interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracao volumetria de 50% (linha sélida — interface
imperfeita; linha tracejada — interface perfeita) (continua).
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Figura 14 — Condutividade térmica efetiva versus condutividade térmica da interfase para
interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumetria de 50% (linha sélida — interface
imperfeita; linha tracejada — interface perfeita) (conclusio).
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Figura 15 — Condutividade térmica efetiva versus condutividade térmica da interfase para
interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracao volumetria de 70% (linha sélida — interface
imperfeita; linha tracejada — interface perfeita) (continua).
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Figura 15 — Condutividade térmica efetiva versus condutividade térmica da interfase
para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumetria de 70% (linha sélida —
interface imperfeita; linha tracejada — interface perfeita) (conclusao).
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2.7.6 Homogeneizacdo Térmica de Compdsito Laminado com Microestrutura

Ondulada

No presente exemplo, estuda-se um composito multilaminado em estado plano de
deformagdo com laminas onduladas. Essas ondulagdes podem ser geradas por efeitos térmicos
durante a fabrica¢do ou, at¢ mesmo, adicionadas intencionalmente para obter propriedades
desejadas. A ondulagdo, aqui tratada, ¢ definida como a razdo entre a amplitude e o
comprimento de onda. Assume-se constante a espessura de cada camada na dire¢do vertical
como nos trabalhos de Khatam e Pindera (2009; 2010; 2012) para homogeneizac¢ao
termoelastica, elasto-plastica e ndo linear elastica, respectivamente.

Assim como em Khatam e Pindera (2010), s3o considerados modelos com diferentes
quantidades de camadas (/ayers), fragdes volumétricas e ondulagdes.

Em relagdo as camadas, sdo tratados compoésitos com 1, 2 e 4 camadas, que tem
ondulacao variando entre 0, no caso de laminas planas, e 15%, para fragdes volumétricas de
inclusdes de 20, 40 e 60%. E importante salientar que com o aumento do nimero de camadas
ocorre a diminui¢do da espessura de cada camada.

Os materiais considerados para o reforco € o carboneto de silicio, com condutividade

térmica k; = 120 W/mK, e para a outra fase ¢ o aluminio, com condutividade térmica

k., = 235W /mK. Também ¢ considerada a presenca de uma interfase, para o modelo com
3 fases, e de uma interface imperfeita, para o modelo com 2 fases.

As malhas consideradas sdo apresentadas nas Figuras 16, 17, 18 e 19, para os casos de
laminas planas, ondulagdes senoidais com razdes amplitude/comprimento de onda de 5%,

10% e 15%, respectivamente.



Fonte: Autor, 2013.

Figura 16 — Malhas para os compdésitos laminados planos.
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2 camadas

4 camadas
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Figura 17 — Malhas para os compdsitos laminados com ondulac¢io de 5%.

2 camadas

4 camadas

Fonte: Autor, 2013.
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Figura 18 — Malhas para os compdsitos laminados com ondulac¢io de 10%.
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de fracao volumétrica de fibras foram
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Figura 19 — Malhas para os compositos laminados com ondulac¢io de 15%.
Como primeira etapa, foi realizado o estudo de todos os modelos citados

As figuras para as malhas com 40% e 60%
considerando-se interface perfeita entre a matriz e a fibra. Os resultados obtidos encontram-se

Fonte: Autor, 2013.
omitidas.
na Tabela 1.
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Tabela 1 — Comparacio entre os resultados para o caso de 2 fases com interface perfeita.

Laminado Plano| Senoidal 5% Senoidal 10% Senoidal 15%

2§ Camadas Ky [k | Koo/ Rm | Kis /K | Koo /R | K11 /km | Koo /km | K1 /km | K32/ Km
1 0,902 | 0,839 | 0,899 | 0,842 | 0,893 | 0,848 | 0,885 | 0,856
20% 2 0,902 | 0,839 | 0,899 | 0,842 | 0,893 | 0,848 | 0,885 | 0,856
4 0,902 | 0,839 | 0,899 | 0,842 | 0,893 | 0,848 | 0,885 | 0,856
1 0,804 | 0,723 | 0,801 | 0,726 | 0,792 | 0,734 | 0,782 | 0,744
40% 2 0,804 | 0,723 | 0,801 | 0,726 | 0,792 | 0,734 | 0,782 | 0,744
4 0,804 | 0,723 | 0,801 | 0,726 | 0,792 | 0,734 | 0,782 | 0,744
1 0,706 | 0,636 | 0,703 | 0,638 | 0,696 | 0,645 | 0,687 | 0,653
60% 2 0,706 | 0,636 | 0,703 | 0,638 | 0,696 | 0,645 | 0,687 | 0,653
4 0,706 | 0,635 | 0,703 | 0,638 | 0,695 | 0,645 | 0,687 | 0,653

Fonte: Autor, 2013.

Para o caso plano, a variacdo da quantidade de laminas ndo gera alteragdo nas
propriedades efetivas K;,/k,, ¢ K;,/k,, dentro da mesma fracdo volumétrica. Percebe-se
também que a medida que se desloca para a direita e para baixo na propriedade efetiva 11 seu
valor diminui, eixo horizontal, enquanto as propriedades 22, eixo vertical, aumentam para a
direita ¢ diminuem para baixo, podendo-se afirmar que o aumento de camadas reduz a
condutividade efetiva do composito laminado nas duas dire¢des no plano, enquanto o
aumento da ondulagdo para o mesmo niimero de camadas e mesma fragdo volumétrica resulta
em aumento da condutividade térmica efetiva na dire¢do perpendicular ao desenvolvimento
da ondulagdo. Isso se deve ao fato de que nesta diregdo ndo existem caminhos continuos de
mesmo material, necessitando, assim, que o fluxo de calor atravesse varias vezes as camadas
de maior condutividade.

A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos para os compdsitos com a
incorporacdo de uma terceira camada entre as camadas anteriormente citadas. Essa camada de
espessura vertical constante h = 20 nm ¢ conhecida como interfase. O estudo do composito
com interface imperfeita também ¢ realizado, buscando-se comparar o comportamento das
propriedades efetivas em fungdo da variagdo da condutividade térmica da interfase/interface.

As Figuras 20, 21, 22 e 24 mostram os resultados de condutividade térmica efetiva
transversal normalizada (K5, /k,,) para os modelos com interfase e interfaces imperfeitas (ii)

para 1, 2 e 4 camadas, respectivamente.
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Figura 20 — Condutividade efetiva para o modelo com liminas planas. (continua)
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b) Laminado plano com 2 camadas.



Figura 20 — Condutividade efetiva para o modelo com liminas planas. (conclusio).
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Figura 21 — Condutividade efetiva para o modelo com ondulac¢io de 5%. (continua).

¢) Laminado plano com 4 camadas.
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a) Laminado com 5% de ondulag¢do com 1 camada.
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Figura 21 — Condutividade efetiva para o modelo com ondulacio de 5%. (conclusio).
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Figura 22 — Condutividade efetiva para o modelo com ondulacio de 10%. (continua)
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2.0 -o-40% - ii
@
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o GO 7o
60% - 11 15595
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o) s
1. . z 24
0 P
&
T
0.0 ‘ ‘ : :
0.001 0.01 0.1 10 100

Fonte: Autor, 2013.

/K,

b) Laminado com 10% de ondulagdo com 2 camadas.
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Figura 23 — Condutividade efetiva para o modelo com ondulacio de 10%. (conclusiao)

3.5
-o=20% - ii
3.0 —20% - 3 fases °
-o=40% - ii 5:5
25 —40% - 3 fases @'
. [ X
-o- 60% - ii j”a;'?
20 —60% - 3 fases #47
54 Y
§ dl '¢¢
N L2
M5 I,‘I,wi;a
r'gllplt
M//o”,@
S —
‘Wedgl_—"‘_
10 100

¢) Laminado com 10% de ondulacdo com 4 camadas.
Fonte: Autor, 2013.

Figura 24 — Condutividade efetiva para o modelo com ondulacio de 15%. (continua)

1.4 y
- 20% - i ;
2 —20% - 3 fases g
' o= 40% - ii Ij ;Z’P
—40% - 3 fases ¥ j b
1.0 -o- 60% - ii 7 L ;f
—60% - 3 fases e ’
5 o-e=C° ”
% M—T ",O ,E{
208 : P
= 7z .-
}3, z & 0@_009@7
0.6 /r ':’ e
0.4 7
0.2 Té T T T T T
0.001 0.01 0.1 1 10 100

k/k,

a) Laminado com 15% de ondulacdo com 1 camada.
Fonte: Autor, 2013.



Figura 23 — Condutividade efetiva para o modelo com ondulacio de 15%. (conclusio).

2.5
-o=20% - 11
—20% - 3 fases
2.0 -o-40% - ii P
—40% - 3 fases ;fp
o= 60% - ii £ %*P
1.5 —60% - 3 fases ¢’®¢¢§’
$§ P Id@lw
% N D,' /wo'
Q ,8,, ’ﬂl@,

1.0 e T —

1 10 100

b) Laminado com 15% de ondulagdo com 2 camadas.
Fonte: Autor, 2013.

3.5
-o-20% - ii
3.0 —20% - 3 fases j
-o-40% - ii lo
25 —40% - 3 fases @7)’ ¢;)
-o- 60% - ii sﬁl;ﬁ
2.0 —60% - 3 fases [P

Kzz*/k

¢) Laminado com 15% de ondulacdo com 4 camadas.

Fonte: Autor, 2013.
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Assim como nos exemplos anteriores para compositos com inclusdes uniaxiais, o

comparativo entre os modelos com 3 fases e interface imperfeita apresentam o mesmo

comportamento, existindo um afastamento entre as curvas para k; /k,, > 1.

Objetivando um melhor entendimento dos resultados anteriores, encontra-se a seguir a

Tabela 2, que mostra as respostas para o caso de interface imperfeita para alguns valores de

ki/kp.
Tabela 2 — Comparacio entre os resultados para interface imperfeita.

Laminado
Senoidal 5% Senoidal 10% Senoidal 15%

ki/kn, plano
Camadas/% | 20 40 | 60 | 20 | 40 | 60 | 20 | 40 | 60 | 20 | 40 | 60
1 0,20 | 0,19 { 0,18 | 0,20 | 0,19 | 0,19 | 0,21 | 0,20 | 0,19 | 0,22 | 0,21 | 0,21
0,001 2 0,11 [0,11 [ 0,11 [0,11 [ 0,11 [ 0,11 0,12 |0,12 |0,11 |0,13 | 0,13 | 0,12
4 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,07 | 0,07 | 0,06
1 0,84 0,73 10,64 | 0,85 0,73 | 0,64 | 0,85 | 0,74 | 0,65 | 0,86 | 0,75 | 0,66
1 2 0,85 0,73 | 0,64 | 0,85 0,73 | 0,64 | 0,85 | 0,74 | 0,65 | 0,86 | 0,75 | 0,66
4 0,85 0,73 10,63 |0,85| 0,74 | 0,64 | 0,86 | 0,74 | 0,64 | 0,87 | 0,75 | 0,65
1 0,89 | 0,77 | 0,67 | 0,89 | 0,77 | 0,68 | 0,90 | 0,78 | 0,69 | 0,91 | 0,79 | 0,70
10 2 0,94 | 0,81 (0,71 | 0,94 | 0,81 | 0,72 | 0,96 | 0,83 | 0,73 | 0,97 | 0,84 | 0,74
4 1,04 | 0,90 | 0,78 | 1,05 0,90 | 0,78 | 1,06 | 0,92 | 0,80 | 1,08 | 0,94 | 0,82
1 1,34 | 1,15 1,01 {1,35|1,16 | 1,02 | 1,38 | 1,20 | 1,06 | 1,42 | 1,25 | 1,11
100 2 1,84 [ 1,59 | 1,39 (1,86 | 1,61 | 1,41 [ 1,91 | 1,67 | 1,48 | 1,99 | 1,75 | 1,57
4 2,87 | 2,46 |2,15(290|2,50|2,19 299 |2,61]|231]3,14 (2,78 2,49

Fonte: Autor, 2013.

Como exposto anteriormente, a interface imperfeita utilizada neste trabalho apresenta

restricdes de uso para interfases com condutividade térmica muito maior que as

condutividades das outras fases do compdsito. Dessa forma, no estudo da variacdo da

condutividade térmica da interfase ¢ verificado um afastamento entre as curvas para os

modelos com interface imperfeita e interfase, no qual k; > kg, k.. No presente exemplo,

observou-se que para k;/k,, aproximadamente igual a 3,0 a diferenca percentual entre as

curvas ¢ maior ou igual a 1%.
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3 PROPRIEDADES TERMOELASTICAS EFETIVAS

Nesta secdo serdo apresentadas as formulacdes para obtencdo das propriedades
termoelasticas efetivas de compdsitos com a incorporagao de interface imperfeita eléstica,

através da teoria dos volumes finitos.
3.1 Formulac¢do bidimensional da versao paramétrica da teoria dos volumes finitos

A seguir serdo apresentadas, de forma sucinta, as equacdes para obtencdo das
propriedades homogeneizadas através da versdo paramétrica da teoria dos volumes finitos,
uma vez que a mesma pode ser consultada em sua totalidade no trabalho de Gattu et al.
(2008).

Na versao paramétrica da teoria dos volumes finitos, o campo de deslocamentos em
cada subvolume de uma célula unitaria periddica pode ser representado pelo uso de uma
expansdao em duas escalas envolvendo componentes macroscopicas e de flutuacdo, como
segue
u = g%+ a® 3.1)

i i

de &; s formagd 5pi 3 denadas globais e &) sa
onde &;; sdo as deformagdes macroscopicas, x; sdo as coordenadas globais € ;" sdo os
campos flutuantes de deslocamentos locais no interior do subvolume k. As componentes de
deslocamentos flutuantes, na TVF, sdo aproximadas por uma expansao polinomial de segunda

ordem de Legendre em termos das coordenadas paramétricas, da seguinte forma

1 1
~(k) _ 77 ~ 7 ~k ~
0 = Tk + 1080y + 0oy, + 5 30 = DUjz0) +5 (367 = Do) (3.2)
onde l7ik(mn) sdo os coeficientes desconhecidos na diregdo i para o subvolume k. Tais
coeficientes sdo determinados satisfazendo-se a continuidade interfacial e as condi¢des de
periodicidade no interior e nas bordas do subvolume em termos médios juntamente com a

aplicagdo das equagdes diferenciais de equilibrio (3.3).
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601.@
P (33)

Derivando-se os campos de deslocamentos dados pela Equagao (3.2) em fungdo das
coordenadas paramétricas (1 e §) e calculando os valores médios dessas derivadas nas faces
do subvolume, obtém-se as derivadas médias dos deslocamentos, para a dire¢ao fora do plano

de analise, de acordo com as seguintes relagdes (GATTU et al., 2008):

i (U110))
((%)\ U1(10)
{ on } _ [1 0 +3 0] 1(01) (3.4)
dal, 01 0 O | [~J1(zo) | ’
) -
f=2,4 kU1(02)
i (U1010))
((%)\ U1(10)
{ on } _ [1 0 0 O ] 1(01) (3.5)
(@) o1 0 43 IU1(20)| '
% f=13 U1(02)

No plano, tem-se a seguinte forma:

(U 3\
f(@)\ ~2(10)
an 92(01)
<@) 1043 00 0 o o]fY2e
J'og'l o1 0 00 0 o0 0<Uz<02)> (3.6)
diis 00 0 01 0 %3 0f)Tsuo '
<W> 00 0 001 0 ollg
s 3(01)
(—3)J Us(20
L aE f=2,4 tj
’ \U3(02)/
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(U )
(2 o
an ~2(01)
(@) 100 0 000 07|
< Gl > _|0 1.0 £3 0 0 0 0 <U2(02)> 3.7)
9l 000 0 10 0 0[]0y '
G 000 0 010 3|
aﬁ 3(01)
\(6_3>J Us(20)
E f=1,3 ﬁ
\Us(02)/

A relagdo entre as derivadas dos deslocamentos nas faces dos subvolume para os

sistemas de eixos cartesiano e paramétrico pode ser obtida utilizando-se a seguinte relacao

(0 ) ot

Gy =)

(0 ! P } (39)
k aY3 )f=1,2,3,4 k aE Jf=1,2,3,4-

onde [J] € a inversa da matriz Jacobiana.
E possivel relacionar as deformagdes médias nas faces com os gradientes médios do

campo de deslocamentos para fora do plano de analise de acordo com a seguinte expressao:

{(hz)

<y13>}f=1,2,3,4 - o (3.9)

V13

Para o plano, tem-se:
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A
1§
~~

(3.10)

f=1,2,3,4

Utilizando-se a formula de Cauchy, a lei de Hooke (3.12) e as relagdes cinematicas

entre deslocamentos e deformagdes, dadas respectivamente por:

(0 = 50 (3.11)
&) _ ) _(K)
0 = Cijritr (3.12)
~(k) ~ (k)
1 (01 ot
®) = i j
&, =&i+= + (3.13)
M Y 2( dy; 0y )

obtém-se a relacdo entre o vetor de tensdo e as componentes do tensor de deformagdo

macroscopica e os coeficientes do campo de deslocamentos do subvolume, como segue

{(t)} = N][CI{g} + [Al{U} (3.14)

Nesta ultima expressio, {0} ={{hr=1 (=2 (D=3 (s},
[N] = (Mf=1 MNg=x Nr=3 Nr4}7 [C] é a matriz constitutiva do material e [A] encontra-se

no Apéndice D. Para o caso das componentes de tensdes fora do plano

(= = {(t1>f=i} (3.15)
& =2 73" (3.16)
[C] = C36 625] (3.17)
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{Uu} = {ﬁ1(10) U1(01) Ul(zo) 61(02)}T (3.18)
ne_; = {2 Na}p (3.19)
Em relagdo as componentes no plano, tem-se

(r=; = {{t2)  (t3)}p (3.20)

B ={e11 &2 &3 V) (3.21)

C13 C23 C33 0
0 0 0 Cy

C12 C22 C23 0
(3.22)

- - - - - - - - T
U} ={0za0y U201y Uz20y Uz02y Uszaoy Usory Uszoy Usozy} (3.23)

n, 0 n3}
f=i

neei={g ns (3.24)

Considerando-se que os coeficientes {U} ainda sdo desconhecidos, faz-se necessario o
uso das equagdes de equilibrio, que podem ser as equagdes diferenciais de equilibrio ou,

equivalentemente, as equagdes de equilibrio de for¢a nas faces do subvolume.

3.2 Obtencdo das matrizes de rigidez local e global
Substituindo-se os coeficientes [U], que foram determinados através das equagdes

diferenciais de equilibrio (Equacdo (3.3)) na Equacdo (3.14), encontra-se na forma genérica a

seguinte equagdo para carregamento no plano e fora do plano

{(t)} = [NI[C]{z} + [K.]{(u)} (3.25)

onde [K] é a matriz de rigidez local.



74

Percebe-se que a matriz de rigidez local relaciona os vetores de tensdo atuantes nas
faces locais do k-ésimo subvolume com as correspondentes componentes de deslocamentos
médios. Cada uma dessas faces do subvolume tem um identificador global, que ¢ comum a
dois subvolumes adjacentes. Para a montagem da matriz de rigidez global aplicam-se
condi¢des de continuidade em tensdes e deslocamentos médios nas faces de subvolumes

adjacentes, resultando em:

[Kel{(tig)} = [AC]{E} (3.26)

onde [Kg] e {{(uig)} sdo, respectivamente, a matriz de rigidez e o vetor de deslocamentos
médios globais, [AC] ¢ a matriz composta pelas diferengas nas matrizes de rigidez locais de
subvolumes adjacentes e {€} ¢ o vetor de deformagdes macroscopicas.

Este procedimento ¢ similar ao utilizado no método dos elementos finitos, mas com a

diferenga de que os graus de liberdade estdo associados as faces e ndo aos nos do subvolume.

33 Matriz de rigidez efetiva

Para a obtencdo das propriedades efetivas, necessitam-se encontrar as deformagdes
médias nos subvolumes, onde as mesmas sdo relacionadas com as deformacoes

macroscopicas através do tensor de Hill [A], como segue:

{(en® = [A]®{g} (3.27)
onde cada coluna de [A]® ¢ obtida pela aplicagdo de uma componente nio nula da
deformagdo macroscopica &;; por vez e resolvendo o sistema de equagdes (3.26) para gerar a

correspondente componente de deformagdo média no k-ésimo subvolume através da Equagao

(3.13).

Tomando a média no volume do campo de tensdo para a célula unitaria de volume V,
a tensdo média pode ser expressa como uma média ponderada pelas fragdes volumétricas das

tensOes médias em todos os subvolumes:
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Ng Ng
_ 1 1
@ =7 tocoa = sz |, (oem®ar® = kz vO(ooN®  (3.28)

v, ~ . - ~ N
onde v = ——¢a fracdo volumétrica do subvolume k. Utilizando a expressao das tensdes

médias no composito e a relagdo tensao-deformacao para cada subvolume (3.12), chega-se a

relagdo constitutiva macroscopica para um composito multifasico (GATTU et al., 2008):

{a} = [C"']{g} (3.29)

onde a matriz constitutiva efetiva [C*] ¢ dada em termos da geometria do subvolume, das

propriedades do material e das matrizes de concentracao de deformagao de Hill

N

(€] = ) v®EIea® (3.30)

k=1

34 Elemento de interface imperfeita elastica

Esta interfase ¢ convenientemente analisada usando um sistema ortogonal de
coordenadas curvilineas, com um dos eixos paralelo a S;, onde ¢ possivel mapear a interfase
de espessura constante por superficies paralelas, com S; sendo sua superficie média (Figura
25(a)). Em Bovik (1994) e Benveniste (2006) ¢ mostrado que a interfase fina mencionada
pode ser substituida aproximadamente por uma interface equivalente, posicionada na
superficie média S;, com os materiais da fibra e da matriz sendo estendidos até a interface

(Figura 25b).
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Figura 25 — (a) Interfase fibra/matriz e (b) equivalente interface imperfeita.

Matriz S;

Interface

Fibra

(b)

Fonte: Benveniste, 2006.

Usando uma expansdo de Taylor e considerando que a interfase ¢ constituida por um
material isdtropo e homogéneo, Benveniste (2006) mostrou que para uma interfase fina as

condig¢des de descontinuidade nos campos de deslocamento na interface sao:

hrs1 1 h(1l 1

(u1)+ —(uy)- = E(ﬁ - E) (031)+ + E(E - E) (031)— (3.31)
hr1 1 hrs1 1

(ux)y — (ux)- = E(;T - ,u_) (032) 4 + 2 <ll_ - u_> (032)— (3.32)

h h
(uz)y — (uz)- = 5 (M, — nD{(€5)11 + (€5)223+ + E(nf —n;){(€5)11 + (£5)22}-
(3.33)

+h( 1 1 )( NPT L Vo
2\X+ 20 At 2] T2\ X 2 A+ 2pp ) T

onde ( )y e ( )_ representam as variaveis na interface do lado da matriz ¢ da fibra,
respectivamente. Os indices i, m e f representam, nesta ordem, o material da interfase, da

matriz e da fibra, A e u sdo as constantes de Lamé. As deformagdes superficiais sdo dadas por
1 T
&s = > {(gradsu) + (gradsu)”} (3.34)

onde gradgu sdo os gradientes superficiais dos deslocamentos u na interface e
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(3.35)

Considerando agora que a interfase tem as componentes do tensor constitutivo eldstico

(Ci]-kl)i muito menor que as componentes do tensor constitutivo das fases (Ci]-kl)i <
(Cijkl) o (Ci]-kl)m, sendo assim chamada de interfase flexivel, as equagdes de descontinuidade

em deslocamento tomam a seguinte forma (BENVENISTE, 2006)

(u)+ — (u)- = h(F)io3 (3.36)
onde

1 Ai + p
Fudi = — 8y — —— 55 8 3.37
(Fr) oK T o 2 Ok On (3.37)

ou, em uma forma direta (BENVENISTE; MILOH, 2001),

h
(upy —(uy)- = E031 (3.38)
h
(u2)+ —(uy)- = E032 (3.39)
= h 3.40
(uz)y — (uz)- = X+ 210 O33 (3.40)

Como mostrado anteriormente, na formula¢do paramétrica da teoria dos volumes
finitos o dominio ¢ discretizado em subvolumes quadrilaterais e, dessa forma, as interfaces
sao discretizadas em segmentos de reta que sao as faces que separam a matriz da fibra, como
mostrado na Figura 26, onde os nés 1 e 2 tém as mesmas coordenadas geométricas dos nos 3 e
4, respectivamente. Na Figura 26 pode-se ver os graus de liberdade em deslocamento (a) e

tensdes (b) associados as faces do elemento de interface.
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Figura 26 — Elemento de interface com seus graus de liberdade.

a) deslocamento

b) tensoes
Fonte: Autor, 2013.

A partir da Figura 26a pode-se encontrar as descontinuidades no deslocamento nas
dire¢des normal 7 (3") (Equagdo (3.41)) e tangencial £ (2") (Equagdo (3.42)) em fungdo dos

deslocamentos nas faces do elemento de interface, onde os vetores normal e tangencial sdo:
0
n= {cos(e)}
sen(0)

0
t= { sen(0) }
—cos(0)

(3.41)

(3.42)

Figura 27 — Decomposicio dos deslocamentos no eixo normal e transversal.

Fonte: Autor, 2013.
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A Figura 26b mostra as componentes das tensdes nas direcdes dos eixos cartesianos.

De acordo com a Figura 27, pode-se decompor os deslocamentos nas dire¢cdes dos

eixos cartesianos como segue:

t

u
sen(0) = u—z - ub = u,sen(0)
2
uj) u
cos(0) = A u,cos(0)
u%; (3.43)
sen(0) = Lo uj = uzsen(0)
3u§
cos(0) = - ut = —uzcos(0)
3

Dessa forma, as relagdes entre as descontinuidades nos sistemas de coordenadas

cilindricas e cartesianas podem ser relacionadas como segue:

Au,’ -1 0 0 1 0 0 1)
Au,’ ;=] 0 —sen(®) cos(®) 0 sen(6) —cos(8)|:
Aus’ 0 —cos(0) —sen(®) 0 cos(®) sen(0) ]|

! (3.44)

onde os deslocamentos Aus’ e Au,’ podem ser visualizados na Figura 28.

Figura 28 — Variacao de deslocamento associada as direcdes (a) normal e (b) transversal a
interface.

\
Hy N
O3z \. /%

(a) (b)

Fonte: Autor, 2013.
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Em forma compacta, a expressao (3.44) pode ser escrita como

{8} = [T]"{u}

(3.45)

Isolando as tensdes na Equagdo (3.36) e escrevendo-a na forma matricial, tem-se:

1
l_J- 0 0
0-31' 1 1
{t'} ={03y ZH 0 - 0
O3z’ ; :)l 1
| A+ 2p)d

Aull
AuZ’
Au3’

Aull

= [KL] {Auz’
Au3’

(3.46)

}

Agora, com base na Figura 26b, pode-se encontrar a seguinte relagao:

rtgl)\
t(l) —1 0 0
2 0 —sen(B) —cos(6)
tgl) 10 cos(B) —sen(0)
(Tl o 0
@ 0 sen(B) cos(0)
L2 | 0 —cos(0) sen(0) |
Lth)J

(3.47)

Substituindo as Equagdes (3.44) e (3.46) em (3.47), encontra-se a relacdo entre as

tensdes e os deslocamentos, em termos médios, nas dire¢des dos eixos cartesianos (X, x3),

Ccomo seguc:

(t) (u{)
tgl) ugl)
(1) (1)
t u

$ o ¢ = [TIKLTI™S 0t
t Uy
tgz) ugz)
ttgz)J kugz)J

ou, em uma forma compacta:

(3.48)
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{t} = [Kc]{u} (3.49)

onde [K.] = [T][K.][T]T representa a matriz de rigidez do elemento de interface. Com isso,

encontra-se o elemento de interface imperfeita para o problema elastico.
3.5 Coeficientes de expansao térmica efetivos

Partindo-se das propriedades mecanicas efetivas de um composito e dos coeficientes
de expansdo/dilatagdo térmicas (@;;) de cada constituinte, € possivel encontrar os coeficientes
de expansdo térmica efetivos.

Segundo Hashin (1990), para definir as propriedades efetivas termoelésticas de um
composito com interface imperfeita, considera-se que uma condicdo de contorno homogénea

em deslocamento seja aplicada nas bordas livres do composito de dominio infinito
u;(s) = &jx; (3.50)

e a uma mudanca de temperatura uniforme ¢, onde el-oj ¢ um tensor constante. Decorre da
linearidade das equacdes de elasticidade que o tensor de tensdes médio deve ser uma fungao

linear de el-oj. Assim,
Eij = Ci*jklgi(} + F{;d’ (351)

onde Cjjy; € Ij; sdo os tensores efetivos de rigidezes elastico e térmico, respectivamente.
No caso da condicdo de interface perfeita, s?j sao as deformagdes médias no

composito. De acordo com o trabalho de Hashin (1990), no caso de haver descontinuidades

em deslocamento, pelo teorema da deformagao média, tem-se:

Sl-Oj = E:Tl] + ]/ij (352)

1
Yij = ﬁfsi([ui]nj + [wi]n;)ds (3.53)
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onde &;; ¢ a deformagdo média sob o volume das fases ¢ a integral em (3.53) € realizada ao

longo de toda a superficie S; da interface. Se a deformagdo ¢ decomposta em médias
ponderadas das fases, as propriedades efetivas eldsticas podem ser expressas em termos de
deformacdes médias apenas de uma das fases (BENVENISTE, 1985).

Para escrever a inversa da Equagao (3.51), assume-se o caso de uma condi¢do de

contorno homogénea em termos de tensdes
0
T;(s) = o;jn (3.54)

com mudanga de temperatura uniforme ¢, onde 08- ¢ um tensor constante com continuidade

de tensOes nas interfaces

= _ 0
O'ij = O-ij (355)
Assim, o tensor de flexibilidade efetivo Sy, € os coeficientes de expansdo térmica

efetivos a;; sdo definidos por

& = S0y + ajj (3.56)
s 1

&j =5y S(uinj +wyn;)ds (3.57)

[jj = —Cijaai; (3.58)

Em Hashin (1990), o compdsito com fibras unidirecionais ¢ considerado
transversalmente isotropico, na escala macroscopica, com fibras e matriz transversalmente
i1sotropicos. Todos os eixos de isotropia transversal sendo paralelos e na dire¢do da fibra x;,
enquanto X, € X3 Sa0 0s eixos cartesianos transversais. De acordo com as Equagdes (3.51) a

(3.58) as relagdes termoelasticas efetivas de tensao-deformacgao sao
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g =nted +I'ed, + I'eds + T
Gyp = Ul + (k" + GH)ed, + (k* — Gr)eds + T (3.59)
033 = l*&'& + (k" — 67*")332 + (k™ + 67*")5393 +I7¢

[ =—-"ay + 2l"ar)

(3.60)
I =—ay + 2k*ar)
O12 = 26;5?2
Fy3 = 2Gds (3.61)
031 = 26283?1
0 * *
o v
i 11 A 0 A o *
&1 = = — 753022 — =; 033 T ¢
E, E, E,
* 0 *
— Va 02 Vr .
&, = —Eaﬂ T FG"% +ar¢ (3.62)
A T T
vy T 393
53 = —Faﬂ - FUSz tzot argp
A T T

onde 4 e T indicam as dire¢des axial e transversal da fibra, respectivamente, * indica
propriedades efetivas, £ ¢ o modulo volumétrico transverso, G ¢ o modulo de cisalhamento
transverso, £ ¢ o modulo de elasticidade longitudinal, v ¢ coeficiente de Poisson e a € o
coeficiente de expansdo térmico. Os modulos efetivos n* e [* sdo calculados pelo uso das

relagdes de isotropia transversal, como segue:

n* =E; + 4k*1/;{2
[* =2k*v;,

(3.63)

As relagdes termoelasticas tensdo-deformacao locais nas fases tém as mesmas formas
que as relagdes (3.59) a (3.62) mostradas anteriormente, sendo atribuidos os indices f, m ou i
as propriedades.

No trabalho de Hashin (1990) as andlises sdo realizadas utilizando-se os métodos CCA
(Composite cylinder assemblage) e Esquema Auto-Consistente Generalizado (GSCS -
Generalized self-consistent scheme). Segundo Hashin (1990), o CCA foi introduzido por

Hashin e Rosen (1964) onde o composito era analisado através de métodos variacionais. A
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analise foi simplificada por meio do método da substituicdo (Hashin, 1972) e foi generalizado
para fibras e matrizes transversalmente isotropicas em Hashin (1979). A base do método
consiste em um composito cilindrico, com fibra no nicleo e uma casca concéntrica de matriz,
submetida a uma condicdo de contorno homogénea superficial em deslocamento (Equagao
(3.50)), resultando em tensoes superficiais também homogéneas como na Equacdo (3.54).

Assim, o compdsito cilindrico é exatamente equivalente a um cilindro homogéneo
transversalmente isotropico. Dessa forma, o método da substituicdo resulta em formas
fechadas para as propriedades axissimétricas n*, l*, k*, E,, v, a;, ar € G4, mas ndo para as
propriedades Er, Gy ¢ vr. No entanto, essas ultimas podem ser limitadas por métodos
variacionais.

O GSCS ¢ uma aproximacao pelo qual o estado médio de tensdo e de deformacao de
qualquer fibra é estimado pela incorpora¢dao de um cilindro de material composto, como o
empregado no modelo CCA, em um material homogéneo transversalmente isotropico infinito
que tem as propriedades efetivas do composito a serem determinadas. E importante ressaltar
que em todos os casos onde o modelo CCA permite resultados por equagdes fechadas, o
modelo GSCS retorna precisamente aos mesmos resultados do modelo CCA (Hashin, 1990).

No trabalho de Hashin (1990), a interface foi introduzida na fibra, onde as seguintes

consideragoes foram feitas

2h
Vi =— <1
a (3.64)

ki9 GTio EAi < kfa GTfs EAf

onde a € o raio da fibra e h ¢ a espessura da interfase. Dessa forma, Hashin (1990) encontrou

a seguinte equacao

kr
k,=—L—
142
na (3.65)
n=—

Sendo k, o modulo volumétrico transverso equivalente da fibra. Percebe-se que se h = 0,

k. = kg, retornando assim para a propriedade da fibra.
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Através de algumas manipulagdes matematicas e utilizando GSCS e considerando que
todas as fibras tém o mesmo didmetro e os mesmos pardmetros da interface, Hashin (1990)

encontrou as seguintes propriedades efetivas para o compdsito:

k' =k Y
=fm 7 . m (3.66)
K=k, TE, + G,

1 1
(=) (= ) oy
m e
Vg = ViU + Va0 + SR 1 (3.68)
ke "Fm ' Gm
ay = am + (aAf - am)[Pu(Sﬁ — 511) + 2P15(S1, — S13)] (3.69)
+ 2(an - am)[P12(5f1 — ST1) + (Pay + P3) (St — S12)]
ar = Gy + (aAf - am){Pn(sz — 812) + P13[S3, + S35 — (825 + 52501}
+2(ars — @ ){P12(Si2 — ST3) (3.70)
1
+ > (Paz + Py3)[S3, + S35 — (832 + S23)13
onde:
11 D
AS,,
P, = — 3.71
AS;,
P P,; =
22 + P23 D

D = ASII(ASZZ + A523) - 2A5122 (372)
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1
ASll = E__S{rzl

Af
vAf
AS,, = ————ST
=g Sh (3.73)
11  4vie e
ASy; + ASy3 = E k_ + EAf - (522 + 523)
e
1
S = —
11 E,
V.
gm — _ ™
12 E. (3.74)
1—-v
ST 4+ S = = L
m
S, = -
11 — EZ
. _ Va
S12 = _E_A* (3.75)

11wy
522+523:§ F"‘ R
A

Com isso, a partir das propriedades elasticas efetivas do composito reforcado por

fibras, pode-se obter os coeficientes de expansao térmica efetivos ay e ar.

3.6  Exemplos e Resultados

Neste topico resultados para homogeneizacao de propriedades elasticas e coeficientes
de dilatagdo térmica serdo apresentados. Tais resultados foram comparados com resultados
numéricos utilizando o método dos elementos finitos e, em alguns casos, comparados com

resultados experimentais encontrados na literatura.
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3.6.1 Estudo da Influéncia da Interfase nas Propriedades Efetivas Elasticas de

Compositos reforcados por Fibras

Neste exemplo, estuda-se o comportamento do mddulo de elasticidade longitudinal de
um compdsito reforgado por fibras com inclusdo de uma fase de transicdo entre a matriz e a
fibra, conhecida como interfase.

Os exemplos tratados nesta secdo, em comparacdo com trabalhos anteriores de
obtencdo de propriedades efetivas utilizando a Teoria dos Volumes Finitos, tém como
diferencial a presenca de interfase, uma vez que a homogeneiza¢do de compositos com duas
fases ja foi bem estudada e detalhada em outras referéncias, como Cavalcante et al. (2006a,b),
Gattu et al. (2008) e Cavalcante e Pindera (2013a,b).

O modelo aqui estudado trata-se de um composito peridodico com fases isotropas, com
arranjo quadrado e em estado plano de deformagdes generalizado. As propriedades
mecanicas, modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson, sdo as mesmas encontradas em
Matzenmiller e Gerlach (2005), onde a matriz ¢ uma resina ep6xi com modulo de elasticidade
E,, = 3,11 GPa e coeficiente de Poisson v, = 0,34, as inclusdes sdo fibras de vidro com

Ef =77 GPa e vy = 0,2 e as propriedades da interfase sdo fungdes das propriedades da

matriz através de um escalar k, como pode ser observado nas equacdes 18 e 19 de
Matzenmiller e Gerlach (2005), transcritas na sequéncia como: K; = kK, e G; = kG,,,, onde
K e G sdao os modulos de elasticidade volumétrico e transversal, respectivamente. Pode-se
verificar que essas equacdes resultam em E; = kE,, e v; = v,,. A inclusdo utilizada tem raio
rf = 6 um com fracdo volumétrica ¢ = 46,2% e a interfase tem espessura constante h =
0,3 pm.

A seguir sdo mostrados os resultados encontrados para o modulo de elasticidade

longitudinal na direcao 2 perpendicular ao eixo longitudinal da fibra (Figura 29).
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Figura 29 — Comparacio entre resultados obtidos para homogeneizacio elastica com a
TVF e o MEF para compésito com interfase.
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Fonte: Autor, 2014.

Percebe-se, claramente, a excelente concordancia entre os resultados obtidos com a
TVF e o MEF em fungdo da variagdo do mddulo de elasticidade da interfase. Também pode

ser visto a curva de diferenca normalizada percentual onde em boa parte do grafico a

diferen¢a se mantém abaixo de 0,5%, tendo seu valor maximo igual a 1,3% para log, (EE—‘) =
3.
3.6.2 Estudo das Propriedades Elasticas Efetivas Considerando a Presenca de uma

Interface Imperfeita entre a Fibra e a Matriz

No presente exemplo sdo apresentados os primeiros resultados para o modelo de
interface imperfeita desenvolvido neste trabalho para a versdo paramétrica da teoria dos
volumes finitos.

No trabalho de Hashin (2002) ¢ apresentado um problema de um composito refor¢ado
por fibras com distribuicdo hexagonal. Esse mesmo problema, posteriormente, também foi

estudado por Wiikner et al. (2013) e Wiikner et al. (2014). No primeiro trabalho de Wiikner et
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al. (2013), a célula unitaria € modelada com se¢do transversal rombica com angulo a = 60° e

I = 1, (Figura 30).

Figura 30 — Arranjo rombico e célula unitaria considerada.

v [®/0/0/8/
praee) =

o/e/0/0/ “

Y2

>

Fonte: Wiikner et al., 2013.

No caso do segundo trabalho, o arranjo da célula unitaria também ¢ rémbico, mas com

forma retangular (Figura 31), onde

ly = 2cos (%)

(3.76)
l, =2sen (%)

Figura 31 — Arranjo rémbico e célula unitaria retangular.

Fonte: Wiikner et al., 2014.

Em todos os trés trabalhos, o modelo tem condi¢do de contorno periddica nas duas
direcdes e as respostas sdo praticamente as mesmas, pois representam o mesmo problema,

onde a fragdo volumétrica e a distribuigdo de fibras sdo mantidas constantes.
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A fracdo volumétrica de fibras ¢ de 40% e a relagdo entre os mddulos de elasticidade

., G . .
transversal da fibra e da matriz ¢ dada por G—f = 10. Os coeficientes de Poisson da fibra e da
m

matriz sdo, respectivamente, vy = 0,2 e v, = 0,35. As propriedades da interface imperfeita
sdo obtidas a partir das Equagdes 18 ¢ 19 do trabalho de Matzenmiller e Gerlach (2005) em
termos de G; e v;. Neste exemplo, o coeficiente de Poisson da interfase ¢ fixado em v; = 0,3
enquanto que o modulo de elasticidade transversal varia em fun¢ao do G,,.

A espessura da interfase h ¢ dada em funcao do parametro adimensional 77 e do raio da

fibra unidirecional, como segue:

n= (3.77)

h
Tr

Neste exemplo, assim como nas referéncias citadas (Hashin, 2002; Wiikner et al., 2013
e 2014), foi adotado n = 0,001.

A malha utilizada ¢ mostrada na Figura 32.

Figura 32 — Malha de Volumes Finitos (920 subvolumes).

Fonte: Autor, 2014.

Os resultados obtidos através da TVF foram comparados com os trabalhos citados e
com o software comercial Ansys”, mostrando-se ser uma boa alternativa para obtencio das
propriedades homogeneizadas de compositos com interface imperfeita.

Os graficos das Figuras 33 e 34 mostram os resultados para os modulos efetivos de

cisalhamento longitudinal e volumétrico transversal normalizados, respectivamente.



Figura 33 — Médulo de cisalhamento longitudinal efetivo normalizado.
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Figura 34 — Mddulo volumétrico transverso efetivo normalizado.
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Pode-se perceber a boa concordancia entre os resultados, tanto para os modelos com as
trés fases distintas (matriz, interfase e fibra), quanto para os modelos com a consideragdo da
interface imperfeita. Para o método dos elementos finitos, os resultados apenas para o modelo
com as trés fases foram obtidos.

Uma caracteristica importante verificada através deste exemplo ¢ que, a partir de
determinado valor de G;, as curvas para os modelos com interface imperfeita tendem a uma

assintota horizontal enquanto para os modelos com 3 fases as propriedades efetivas continuam

G.
a crescer. Neste exemplo, esse afastamento entre as curvas ocorreu para de log (G—L) > 3.
m

3.6.3 [Estudo do efeito de tamanho da inclusdo no médulo de Young transversal efetivo
considerando a presenca da interface imperfeita

Este exemplo apresenta o comportamento do médulo de Young transversal efetivo E5,
com a variagdo do raio da inclusdo. Sao considerados dois modelos para o estudo do
comportamento do composito. O primeiro com a inser¢do de uma interfase, de espessura
constante, entre a fibra e a matriz, e o segundo, onde a interfase ¢ substituida por uma
interface imperfeita do tipo mola. Uma premissa geralmente adotada na teoria do
comportamento mecanico de materiais compdsitos € a exigéncia de continuidade de tensoes e
deslocamentos nas interfaces dos constituintes. Neste segundo modelo, a continuidade em
deslocamentos sofre uma modifica¢ao e relaxamento, buscando considerar defeitos internos e
imperfeicdes que possam existir no composito, resultando assim em uma descontinuidade em
deslocamentos nas interfaces dos constituintes.

No compodsito a fibra € isotropa de carboneto de silicio, com modulo de elasticidade
longitudinal Ef = 450 GPa e coeficiente de Poisson vy = 0,15. A fragdo volumétrica de
inclusoes € de 30%, com raio variando de 0,5 um a 100 um.

A matriz € o aluminio com modulo de elasticidade E,,, = 69 GPa e coeficiente de
Poisson v,, = 0,34. A interfase tem moédulo de elasticidade E; = E,,,/100 e coeficiente de

Poisson v; = 0,34, com espessura constante de 20 nm.
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Figura 35 — Médulo de elasticidade transversal efetivo em fun¢do do raio da inclusao.
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Fonte: Autor, 2014.
Através da Figura 35, observa-se a grande influéncia do raio da fibra na propriedade

efetiva do compdsito. Também se pode ver que a medida que a dimensdo da fibra ¢

aumentada, a influéncia da interfase/interface diminui, tendendo para a resposta de um

composito bifasico sem a presenga de interface imperfeita.
A resposta também se mostra muito boa em comparagdo com a solug¢do obtida pelo

método dos elementos finitos, através da ferramenta computacional Ansys®, para um

composito com 3 fases.

3.6.4 Influéncia da rigidez da interfase/interface imperfeita
Neste exemplo, busca-se estudar o comportamento do mddulo de elasticidade efetivo

transverso do composito refor¢gado por fibras unidirecionais para variacdes da rigidez da
interfase e da interface imperfeita. Como visto anteriormente, para o problema de
condutividade térmica, espera-se encontrar um comportamento similar aos dos graficos das

Figuras 13, 14 e 15. O modelo ¢ definido através de um arranjo quadrado, com fibras de raio

r = 100 um, para trés fragdes volumétricas de fibras, que sdo 30%, 50% e 70%.
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O material da fibra foi escolhido como sendo o carboneto de silicio, com propriedades

mostradas no exemplo anterior. O mddulo de elasticidade da matriz segue a equagdo abaixo

Enm(K) = kE; (3.78)

onde, neste exemplo, k tem os seguintes valores k = [0,02; 1; 10; 50], com coeficiente de
Poisson constante de v,,, = 0,34.

A interfase considerada tem espessura constante h = 20 nm, com coeficiente de
Poisson igual ao da matriz e seu modulo de elasticidade também segue uma lei similar a
Equagcdo (3.78) em funcdo do E,,. Nesse caso, o fator escalar varia de 1073, para considerar

uma interfase muito flexivel, a 103, para o caso de uma interfase muito rigida.

Figura 36 — Médulo de elasticidade transverso efetivo versus variacao da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumétrica de 30%.
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Figura 35 — Mddulo de elasticidade transverso efetivo versus variaciio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fraciao volumétrica de 30%.
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Figura 35 — Mddulo de elasticidade transverso efetivo versus variaciio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fraciao volumétrica de 30%.
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Fonte: Autor, 2014.

Figura 37 — Médulo de elasticidade transverso efetivo versus variacao da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumétrica de 50%.
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Figura 36 — Mddulo de elasticidade transverso efetivo versus variacio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fraciao volumétrica de 50%.
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Figura 36 — Mddulo de elasticidade transverso efetivo versus variacio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fraciao volumétrica de 50%.
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Figura 38 — Médulo de elasticidade transverso efetivo versus variacio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracio volumétrica de 70%.
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Figura 37 — Mddulo de elasticidade transverso efetivo versus variaciio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracao volumétrica de 70%.
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Figura 37 — Mddulo de elasticidade transverso efetivo versus variaciio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas e para fracao volumétrica de 70%.
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De posse dos resultados, percebe-se que, para baixa rigidez da matriz (Figuras 36a,
37a e 38a), a variacdo da rigidez da interfase/interface imperfeita ndo gera afastamento entre
as curvas, mostrando a grande influéncia das propriedades da matriz. Nas outras comparagdes,
pode ser observado o afastamento entre os resultados para o médulo de elasticidade transverso
efetivo para valores de Ep,/E; proximos a 10. Esse resultado permite confirmar a
aplicabilidade do elemento de interface imperfeita para baixa rigidez da interfase, quando

comparada as da fibra e da matriz.

3.6.5 Homogeneizacao Elastica de Compoésito Laminado com Microestrutura

Ondulada e Interface Imperfeita

Como foi mostrado anteriormente, para problema de condutividade térmica efetiva, as
ondulacdes das laminas tém significativa influéncia nas propriedades homogeneizadas de

compositos laminados. Sabendo disto, neste topico busca-se obter similar efeito na obtencao
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de propriedades elasticas efetivas, considerando também a influéncia de interfases e interfaces
imperfeitas.

Neste exemplo, os modelos tém a mesma discretizagdo apresentada no estudo da
condutividade térmica efetiva de compdsitos laminados. Os materiais do refor¢o e da matriz
sdo, respectivamente, o carboneto de silicio, com E = 420 GPa ¢ v = 0,25, e o Aluminio,
comE =72,4GPaev =0,33.

A Tabela 3 mostra os resultados das propriedades efetivas para os modelos com duas

fases, ou seja, sem interfases.

Tabela 3 — Modulos elasticos homogeneizados para compdsitos laminados.

E;, (GPa)
5% 10% 15% Plano

G35 (GPa)
5% 10%

G{; (GPa)
5% 10% 15%

Fragao Volumétrica

Plano 15% Plano

1 camada 1422 | 1324 | 116,4 | 105,8 | 32,7 | 34,2 | 37,4 | 40,0 | 32,7 | 33,3 | 34,8 | 36,8
2 camadas 1422 | 132,5 | 117,0 | 106,8 | 32,7 | 34,4 | 37,9 | 40,6 | 32,7 | 33,3 | 34,9 | 36,9
4 camadas 1422 | 132,6 | 117,3 | 107,2 | 32,7 | 34,5 | 38,1 | 40,9 | 32,7 | 33,3 | 34,9 | 37,0

1 camada 211,7 | 192,6 | 162,1 | 142,9 | 40,9 | 43,6 | 49,5 | 54,7 | 40,9 | 41,9 | 44,4 | 47,7
2 camadas 211,7 | 191,2 | 161,1 | 142,6 | 40,9 | 439 | 49,9 | 54,9 | 40,9 | 41,9 | 44,5 | 47,9
4 camadas 211,7 | 191,1 | 161,1 | 142,8 | 40,9 | 439 | 50,1 | 55,1 | 40,9 | 41,9 | 44,5 | 48,0

1 camada 281,1 | 258,4 | 220,2 | 194,9 | 54,7 | 58,6 | 67,3 | 75,1 54,7 | 56,0 | 59,4 | 64,0

2 camadas 281,1 | 2549 | 215,77 | 191,4 | 54,7 | 588 | 67,3 | 74,4 | 54,7 | 56,0 | 59,5 | 64,1

4 camadas 281,1 | 254,0 | 214,4 | 190,3 | 54,7 | 58,8 | 67,2 | 74,3 | 54,7 | 56,1 | 59,5 | 64,1
Fonte: Autor, 2014.

Observam-se pequenas variagdes entre as propriedades para os casos de aumento de
camadas, mantendo-se a fracdo volumétrica constante, mas, quando se aumenta a curvatura da
célula unitaria, percebe-se uma diminui¢do do modulo de elasticidade longitudinal E5,, pois
na dire¢do 2 existe maior contribuicdo do material mais flexivel, que tem fracdo volumétrica
consideravel, e um aumento dos modulos de elasticidade transversais G5 € G153, devido ao
aumento da superficie de contato entre os materiais.

As Figuras 39 e 40 mostram comparacdes de resultados entre os modulo de
elasticidades longitudinais efetivos na direcdo 2 normalizados para o compdsito com interface
imperfeita e interfase. Devido a proximidade e semelhanga dos resultados e graficos, alguns
sdo omitidos, sendo apresentados aqueles para os modelos plano e com ondulagdo de 10%

para 1 e 2 camadas.



Figura 39 — Mddulo de elasticidade longitudinal efetivo versus variaciao da rigidez da

interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas para laminado plano.

6.0
-<- Interface Imperfeita - vf = 20%
5.5 | —3 fases - vf=20%
-<- Interface Imperfeita - vf = 40%
201 3 fases -vf=40%
45 | = Interface Imperfeita - vf = 60%
—3 fases - vi=60%

4.0 -
@ . PPN PN S NEPNTNPUNNSN OB =G — © -G- 6 660W
M 3.5

3.0 PNy P A = -V~ N OF= = = - © =& 6E0P
2.5
20 C RS S == = il lacddoic T 5o}
1.5 T T T T T
0.001 0.01 0.1 1 10 100
G/G,,

a) Laminado plano com 1 camada.

Fonte: Autor, 2014.
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b) Laminado plano com 2 camadas.

Fonte: Autor, 2014.
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Figura 40 — Médulo de elasticidade longitudinal efetivo versus variacio da rigidez da
interfase para interfaces imperfeitas/perfeitas para compdsito com 10% de ondulagao.
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Fonte: Autor, 2014.
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Através dos resultados obtidos, percebe-se que para valores de G;/G,, menores que 10
a diferenca entre as curvas para os modelos com 3 fases e com interface imperfeita ¢
praticamente inexistente. No entanto, para G;/G,, > 10 inicia-se o afastamento entre as
respostas para a mesma fracdo e nimero de camadas. Este efeito foi obtido em exemplos
anteriores € vem mais uma vez confirmar que a formulacdo desenvolvida tem restri¢des para
interfases muito rigidas.

E importante ressaltar que nos exemplos elasticos, as respostas dos modelos com 3
fases se distanciam daquelas do modelo com interface imperfeita, que tendem a horizontal.
No caso dos problemas térmicos, esta caracteristica ocorre de forma contraria. Esse efeito esta
relacionado a relagdo constitutiva do modelo de interface imperfeita, ou seja, se a propriedade

do modelo ¢ direta ou indiretamente proporcional a descontinuidade gerada.

3.6.6 Coeficiente de dilatacdo térmica efetivo (CTE efetivo)

Aqui, serdo apresentados dois exemplos para comprovar a aplicabilidade da Teoria dos
Volumes Finitos frente a obtencdo dos coeficientes de expansdo térmica efetivos, sendo
comparado com o Método dos Elementos Finitos e com a solucdo analitica. O primeiro
exemplo foi retirado da tese de doutorado de Tang (2008), que desenvolveu uma ferramenta
chamada Variational Asymptotic Method for Unit Cell Homogenization (VAMUCH). Tal
ferramenta pode ser incluida em softwares comerciais de analise com o método dos elementos
finitos como Ansys” e Abaqus®. O segundo exemplo encontra-se em Hashin (1990). A seguir,

os exemplos sdo descritos.

3.6.7 CTE’s efetivos para compdsito bifasico

Neste primeiro exemplo, um compdsito boro/aluminio ¢ estudado. Os dois
constituintes sdo isotropicos com moddulo de Elasticidade E = 379,3 GPa, coeficiente de
Poisson v = 0,1 e coeficiente de expansio térmica @ = 8,1 - 1076/°C para as fibras de boro, €
E = 68,3 GPa, coeficiente de Poisson v=10,3 ¢ a = 23,0-10"6/°C para a matriz de
aluminio. As fibras apresentam arranjo quadrado e se¢do transversal circular.

A obtencdo de a; e ar foi realizada utilizando-se as Equagoes (3.69) e (3.70), tanto
para a TVF quanto para o MEF, enquanto que a solucdo analitica pode ser encontrada no
trabalho de Rosen e Hashin (1970), tendo a seguinte forma para fases transversalmente

isotropicas:



onde

1 v, v
N_nu . ®»
k) "k kg

* — (m) pm
ijkl = Z UmSijrs Brski

m
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(3.79)

(3.80)

B,-¢x1 € 0 componente do tensor concentracao de tensdo, v; e k; sdo, respectivamente, a fragao

volumétrica e o modulo volumétrico da fase i.

Nas Figuras 41 e 42 sdo apresentados os resultados para os coeficientes efetivos de

expansdo térmica axial e transversal, respectivamente.

Figura 41 — CTE efetivo axial.
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Fonte: Autor, 2014.
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Figura 42 — CTE efetivo transversal.
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Fracao Volumétrica de Fibras
Fonte: Autor, 2014.

Observa-se uma boa aproximagado entre os resultados obtidos pela teoria dos volumes

finitos, pelo método dos elementos finitos e pela formulagdo analitica.

3.6.8 CTE’s efetivos para compdsito com interface imperfeita

Aqui sdo apresentados os resultados obtidos para um composito com a inser¢ao de
interfaces imperfeitas através da consideragdo encontrada em Hashin (1990), onde o mddulo
volumétrico da inclusdo (kf) € substituido por um modulo equivalente (k., ver Eq. 3.65) que
leva em consideragdo as propriedades mecanicas (k; e G;) da interfase além de sua espessura e
do raio da fibra. As propriedades dos constituintes podem ser encontradas em Hashin (1990).
A matriz ¢ isotropica com as propriedades da resina epoxi, com modulo de elasticidade
E,, = 3,45 GPa, coeficiente de Poisson v, = 0,35 e coeficiente de expansdo térmica
@, = 35-107%/°F. A fibra é de carbono, considerada transversalmente isotropa, onde, na
dire¢do axial, E, = 231 GPa, v, = 0,30, G, = 22,0 GPa ¢ a, = —7,40-1077/°F e, na
direcdo transversal E; = 22,4 GPa, vy = 0,35, kr = 17,5 GPa, Gy = 8,3 GPa ¢ ar = 3,91 -
1076 /°F.
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No trabalho de Hashin (1990), fez-se o estudo do comportamento do coeficiente de
expansdo térmica transversal com a variacdo da fracdo volumétrica de fibras para diferentes
valores do fator kr/na. Tal fator estd associado diretamente a influéncia da interface, onde
para ks /na = 0 tem-se interface perfeita, ou seja, a ligagdo entre a matriz e a fibra € perfeita.

Adotando-se ky/na = 10 para interface imperfeita, obtém-se os resultados da Figura
43, que mostra a variacdo do coeficiente de expansao térmico transversal efetivo normalizado
em func¢do da fracdo volumétrica. Esses resultados sdo comparados com os obtidos

analiticamente no trabalho de Hashin (1990).

Figura 43 — Comparacao dos resultados do CTE efetivo para o modelo de interface imperfeita e
a solucao analitica (Hashin, 1990).
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Fonte: Autor, 2014.

Para fragcdes volumétricas superiores a 10%, percebe-se que existe uma Otima

correspondéncia entre os resultados numéricos e a solugao analitica.
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4 PROPRIEDADES VISCOELASTICAS EFETIVAS

Como forma de simplificar e representar o comportamento viscoelastico dos materiais,
alguns modelos foram desenvolvidos utilizando-se elementos unidimensionais, os quais sao
representados por combinagdes de molas (modelos Hookeanos) e amortecedores (modelos
Newtonianos). E apresentado a seguir o modelo da viscoelasticidade linear conhecido como
Maxwell generalizado que, neste trabalho, foi utilizado para obten¢ao dos modulos complexos

do material.

4.1 Método das variaveis internas

O modelo de Maxwell generalizado ¢ um modelo viscoeldstico complexo, que
proporciona uma boa representagao do comportamento dependente do tempo dos materiais
solidos. Esse modelo consiste na ligagdo em paralelo de uma mola com um ou mais modelos

de Maxwell.

Figura 44 — Modelo de Maxwell generalizado (modelo Maxwell-Wiechert).

Ew

— W

Fonte: Autor, 2013.

Para materiais viscoelasticos lineares, a relacdo uniaxial entre a tensdo e a deformacao

€ expressa por:

de(s)
ds

o(t) = ft G(t—>s) ds 4.1)
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onde t € o tempo, s ¢ a variavel de integracdo, o € a tensdo, € ¢ a deformacao e G ¢ a fungdo

modulo de relaxagdo. Decompondo o intervalo de tempo, tem-se

0~ ot t
o(t) = f_w G(t—s) dz(:) ds+f_ G(t—s) dz(ss) ds+f0+(;(t—s)dz—(ss)ds 4.2)

onde o primeiro termo apods a igualdade € nulo, uma vez que para t < 0 ndo existe aplicagao
de carga ou deformacdo, ¢ em t = 0 existe uma descontinuidade. Dessa forma, a Equagao

(4.2) pode ser reescrita como:

o(t) = G(1)£(0) + f G(t—s) dz(ss)
0+

ds (4.3)

A func¢do moddulo de relaxagdo G(t) para o modelo de Maxwell generalizado ¢ dada por:

t

N
G(t) =Eo + Z Eie(_Ti) 4.4
i=1

onde N ¢ o numéro de elementos viscoelasticos em paralelo. E, e E; sdo constantes elasticas
das molas mostradas na Figura 44.
Para o caso de materiais iso6tropos, pode-se escrever o tensor de tensdo a(t) como a

composicao de um estado hidrostatico com um estado desviador de tensdes, como segue:

tr(o(t)) = Gk(t)tr(s(O)) + ftGk(t - s)tr(é(s))ds (4.5)
0

t

dev(o(t)) = G,(t)dev(g(0)) +f G, (t—s)dev(&(s))ds (4.6)
0

onde tr e dev representam o traco e o tensor desviador do estado de tensdo definido por o (t),
respectivamente. Os indices k e p indicam propriedades correspondentes aos estados
hidrostatico (bulk) e desviador (shear), respectivamente. As fungdes relaxagdo Gy (t) e Gy (t)

do modelo podem ser expressas como
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 aiceel )
Gi(t) = 3Ko + Z 3Kee\ T 4.7)
i=1
el )
Gu(D) = 2pe + Z 2ue T (4.8)
i=1

Apos algumas manipulagdes algébricas (TRAN et al.,, 2011) e substituindo as
Equagodes (4.7) e (4.8) nas Equacdes das tensdes ((4.5) e (4.6)), chega-se as seguintes

expressoes para o tempo t + At:

t+At

N N
tr(o(t+ AY)) = z qi(t + At) + Z y}‘e_ T tr(64,(0)) + tr(ow (t + Ab)) (4.9)

t+At

N N
dev(o(t+ Av)) = Z qi' (t+ Av) + Z vie W dev(6,(0)) + dev(o,(t + Ab)) (4.10)
i=1 i=1

onde 04 (t+ At) = Co:€(t+ At) e as grandezas q¥(t+ At) e q?(t + At) sdo conhecidas

como variaveis internas e dadas, respectivamente, por:

_At
1—e™®

S (tr((roo(t+At))—tr(coo(t))) (4.11)

At
Tk
q¥(t+ At) = e T qi(D) + ykek

e

_at T
q"(t+AD) = e T (D) + i ! Ai (dev(coo(t +Ab) — dev(cm(t))) (4.12)

-

Substituindo as expressoes (4.11) e (4.12) nas equacdes (4.9) e (4.10), tem-se
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N N N
tr(o(t+A)) = > A%QF¥(®) + ) (1 +BOtr(6o,(t+40)) — ) Bitr(o, (1)
2 M0+, 2

. (4.13)
+ Ciktr(ooo(O))
2
N N
dev(o(t+40) = > Algl(® + ) (1 +Bl)dev(ow(t + AD)
i=1 i=1
N N (4.14)
~ > Bidev(c,(0) + ) Cfdev(c.(0)
i=1 i=1
onde
_At
A e T (4.15)
1-A?
Bf = vit} ( i ‘) (4.16)
_tHAt

com a = k ou y, para estado hidrostatico ou desviador, respectivamente.
Usando-se a estratégia de decomposicao do estado de tensdo em estados hidrostatico e

desviador, pode-se escrever
1
o(t+ At) = §tr(6(t +At)) -1+ dev(o(t+ At)) (4.18)

onde 1 ¢ o tensor unitario de segunda ordem.

Substituindo as Equagdes (4.13) e (4.14) em (4.18), pode-se chegar a



N N N
o(t+At) = %(Z ARgk(t) + 2(1 + BOtr(oo(t+ AY)) — Z Bitr(64,(1))
i=1 i=1 i=1

N N
+ ; Ciktr(ooo(O))> 14 ; Al'ql(v)

N N
+ ) (1+B)dev(os,(t+AD)) — ) Bl'dev(os, (1))
2 2

N
+ Ci“dev((roo (0))
2

que, por simplificag¢do, pode ser escrita como segue:
N

o(t+At) = Z @ 1AKGK (D) + A?qf(t)) + E};%tr(aoo(t +AD)-1

i=1

+ Bldev(o,(t+ At)) — <§§%tr(ow (©)) -1+ B} dev(o,, (t))>

+ Ck%tr(cm(O)) -1+ C*dev(0,(0))

onde
N N
BY = ) (1+B9 BY= > (1+B!
i=1 i=1
N N
BE = Z BX B} = Z B!
i=1 i=1

Usando as propriedades do tensor de tensdes (Apéndice A), chega-se a

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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N
1
o(t+ AD) = z Z1ASGE (D) + APQRD) | + 0o (t + AD: T, — 600 (): Ty
£ 3 A (4.24)
+ 0,(0): 1,
onde aparecem tensores de 4* ordem dados por:
I, = B§Jy + BJ2 (4.25)
Iy = BEJ1 + B} (4.26)
I. = C¥Jq + C¥J; 4.27)
1
Ji= 5811-81(1 (4.28)
1 1
J2 = > (88 + 8udjx) — §5ij5k1 (4.29)

sendo 8,,, 0 delta de Kronecker.

Buscando-se escrever a Equagdo (4.24) de forma simplificada e mais parecida com a

lei de Hooke, pode-se chegar a seguinte formatagao:

o(t+ At) = H(t) + 0, (t + At): I, (4.30)
onde,
N
1
H(t) = z <§ 1AqK(0) + A‘i*qi'“(t)) — 00 (D): Iy + 6, (0): I (4.31)

i=1

Considerando-se que 0, (t + At) = C.: €(t + At), as componentes do tensor tensdo

dado pela Equag¢ao (4.30) podem ser expressas na forma

o3 (t + At) = Hyj(t) + Cijjg&ra (t + AY) (4.32)
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onde

Ciia = 3KeoBiT1ijk1 + 2GeoBa 21k (4.33)

No Apéndice B encontra-se a deducdo da Equacao (4.33). No topico seguinte serd
apresentada a formulacdo da teoria dos volumes finitos com a incorporagdo do modelo

viscoelastico apresentado aqui.

4.2 Formulac¢do paramétrica viscoelastica da teoria dos volumes finitos para estado

plano de deformacao generalizado

Aqui, apresenta-se um modelo numérico para a analise bidimensional de estruturas de
materiais heterogéneos com constituintes viscoelasticos lineares. Tal modelo tem como base a
formulagdo paramétrica da teoria dos volumes finitos (TVF) proposta em Cavalcante (2006) e
emprega as formulacdes de variaveis internas e de homogeneizacdo apresentadas,
respectivamente, por Tran et al. (2011) e Gattu et al. (2008).

A formulacdo paramétrica da teoria dos volumes finitos ¢ uma técnica numérica de
solugdo de problemas de engenharia, assim como o método dos elementos finitos. Para tal, o
dominio do problema deve ser discretizado em subvolumes (Figura 45) de geometria

quadrilateral.

Figura 45 — Discretizacio do dominio em subvolumes quadrilaterais.

\

I

Fonte: Autor, 2010.

Cada subvolume tem geometria e localizagdo definidas pelos quatro vértices e quatro
faces como mostrado na Figura 2, onde também se apresenta o esquema de mapeamento

expresso por uma correspondéncia entre coordenadas (y»,y3) cartesianas e (1, §) paramétricas.
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No problema de estado plano de deformacgdes generalizado, a dire¢cdo perpendicular ao
plano ndo ¢ discretizada, mas as equacdes para esta direcdo existem e sdo aplicadas em
conjunto com as do plano. Neste problema, pode-se tirar partido do desacoplamento entre as
equagoes no plano (in-plane) e fora do plano (out-of-plane) como visto em Gattu et al. (2008),
onde foi utilizada a versdo paramétrica da teoria dos volumes finitos para homogeneizagdo de
propriedades eldasticas.

Os deslocamentos flutuantes dentro de um subdominio e relativos a um tempo t sdo

aproximados por polindmios do segundo grau conforme mostrado abaixo (Escarpini Filho,

2010):

- _ - 1 -
i (1) = Uiy (V) + nUj10) (V) + EUjony (D) + 5 (3% = DUz (1)
(4.34)

1 -
+ > (38 = DUjo) (D)

onde os valores ﬁit(mn) representam coeficientes dos campos polinomiais de deslocamento
flutuante G;(t), comi = 1,2,3.
Para um passo de tempo j + 1, os deslocamentos flutuantes podem ser expressos na

forma:

- _ _ 1 - 1
Uij+1 = Ujo)j+1 + MUicoyj+1 + EUicon),j+1 + 2 (3n* - DUioyj+1 + 2 (3¢ (4.35)

— DUio2)j+1

Derivando-se os campos de deslocamentos flutuantes dados pela Equagdo (4.35) em

funcdo das coordenadas paramétricas (1 e ), obtem-se:

aﬁ"'+1 s~ ~

alr]| = Ujoyj+1 + 3nUio0)j+1 (4.36)
aﬁ"'+1 s~ ~

(;% = Ujon),j+1 + 38Uic02)j+1 (4.37)

Os valores médios das derivadas que figuram nas Equagdes (4.36) e (4.37) nas faces

do subvolume sao definidos a seguir:



a1; - _
(a)j+1,f=2,4 = Ui(10),j+1 * 3Ui(20),i+1

o, _
(B_E)j+1,f=2,4 = Uico1),j+1

o -
(E)jﬂ,f:m = Ui(lO),j+1

o ~ ~
(6_E>j+1’f=1’3 = Ujon),j+1 £ 3Uj02),j+1

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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onde f representa a face na qual se esta aplicando ou calculando a quantidade considerada.

Com isso, para f variando de 1 a 4, tem-se a seguinte sequéncia de faces § = —-1,n1=1,§ =1

ot . e .
e n=-1. Os termos (6_1’]1)]'+1,f=1,3 representam a média da derivada do campo de

deslocamentos flutuante {i;;4, nas faces para f=1 e 3. Assim como em Escarpini Filho

(2010), as Equagdes (4.38)-(4.41) podem ser organizadas na forma de matrizes, para o passo

de tempo j + 1, para as derivadas fora do plano (out-of-plane), como seguem:

(6ﬁ1) fﬁ1(10)\
El 1 0 43 0 U1(01)
!(am) =lo 1 o o | Uy o0 | (4.42)
k az }j+1,f=2,4 UI(OZ) j+1
(6ﬁ1> U1(10)
on _ [1 0 0 O ] Uicon 4.4
2, “lo 1 0 #3104, (4.43)
OE j+1,f=1,3 U1(02) j+1

No plano (in-plane), as equagdes acima tomam a seguinte forma:
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(015 ) @2(10)\

(E) 92(01)

0z, 1043 0 0 0 0o o]]|Y2eo0

a3 01 0 0 0 0 0 0])Uzm2

~ = Q4 ~
<(%>> 00 0 010 +3 0Ty (4.44)
661”? 00 0 001 0 olig -

) U
\( aE >J j+1,f=2,4 ~3(20)

A= \U3(02)/ i+1

(015 ) @2(10)\

(E) 22(01)

0z, 100 0 000 07|00
<a§> o1 0 43 0 0 0 0<Uz(oz)>

Al “looo 0 100 0|)Uu (4.45)
G 000 0 010 #3]|

o 3(01)

-3 U

\( 0% >J j+1,f=1,3 63(20)j

\23(02)7 544

Pode-se encontrar as derivadas dos campos de deslocamentos flutuantes médios nas
faces do subvolume em relagdo as coordenadas cartesianas com aquelas relativas as

coordenadas paramétricas através da matriz inversa da Jacobiana, conforme indicado abaixo:

oy oy
?,ﬁj =[] J ggi l (4.46)
= Gy

0 0 .
Y3 } j+1,f=1,2,3,4 § j+1,f=1,2,3,4

onde [J] é a inversa da matriz Jacobiana e encontra-se no Apéndice C.
A relacdo entre as deformagdes médias nas faces e os gradientes médios do campo de

deslocamentos flutuantes para fora do plano é expressa como:
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aﬁl)
<V12)} {}712} E
=2t LY
{0’13) j+1f=1234 V13 (%) (4.47)
k 0y3 }j+1,f=1,2,3,4
Para o plano, tem-se:
(0T,
(5o
y2
ot
(€22) (€22) Gy,
(€33) = {(&33) ¢ + [E] aﬁz > (4.48)
(Y23) j+1,f=1,2,3.4 (V23) (E)
ot
L<a_3)
Y3/ j+1,f=1,2,3,4
onde [E] tem a seguinte forma:
1 0 0 O
[E]=10 0 0 1 (4.49)
0 1 10

Para o caso de estado plano de deformacgdes generalizado e utilizando a formulagao

viscoelastica apresentada, pode-se escrever a relagdo constitutiva como:

= (1) + 1€ ) (4.50)

022 Hj, _ €22
033 = H33 + [C]in 833 (451)
023)j41 Hy3); Y23)j41

Aplicando-se a féormula de Cauchy, obtém-se a relacdo entre o vetor e o tensor de

tensdo na forma

{}j+1 = [0]j41{n} (4.52)



ou

N3
{ti}j+1 = [O12 013544 {n3}

{tz} :[022 023] {nz}
t3), 023 033 n;

j+1

(4.53)

(4.54)
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onde t; e n; representam as componentes de tensdo e do vetor unitario normal externo na face

em questao e na direcdo i, respectivamente. Assim, para cada face, tem-se:

{t}out,j+1,f=1,2,3,4 = ([nz n3]{°'}0utd'+1) f=1,2.3.4

n, 0 n3
{Cinj+1=1234 = ( ]{G}in'+1)
: 0 n; n : f=1,2,3,4

onde {G}gut,jﬂ = [012 013]j+1 © {G};l;l,jﬂ = [022 033 023]j+1-

Reescrevendo-se na forma matricial, chega-se a:

({B+16=1) ({6}41,=1)

(V41122 L ) !{ irates L
{{:}j: | =N] L{Z}ji |

{4 16=4 {0}j41,6=4

(4.55)

(4.56)

(4.57)

onde [N] ¢ uma matriz composta pelas componentes dos vetores normais as faces do

subvolume (Apéndice D).

Substituindo-se as Equagdes (4.50) e (4.51) na (4.57), resulta:



{+1,6=1 {elj41,i=1

{t}j+1,f=2 _ _ — {£}j+1,f=2

Q=3 NJ{H]; + [NILC] {elj41,6=3
k{t}j+1,f=4) k{f}j+1,f=4}

onde [C] e {H} encontram-se, respectivamente, nos Apéndices B e D.

Em termos médios, tem-se

{(t)}j+1 = [NI{H}; + [N][C]{{&)}j+1

Substituindo-se as deformacdes médias na equacao acima, chega-se a:

{641 = [NI{H}; + [AN{O}, | + [N][C]{e}

~~T ~ ~ ~ ~
onde {U}out'j+1={U1(1o) Uio1) Uizo) U1(02)}-
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(4.58)

(4.59)

(4.60)

€

~ T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ N
{U}in'jJrl:{Uz(m) U2(01) U2(20) Uz(oz) U3(1o) U3(10) U3(10) U3(10)}]-+1 sao 0S8

vetores com os coeficientes dos campos de deslocamento flutuante e [A] ¢ composta por

outras matrizes que sao encontradas no Apéndice D.

Isolando-se tais coeficientes das Equacgdes (4.38)-(4.41), pode-se encontrar suas

relagdes com os deslocamentos flutuantes médios nas faces:

1, . .
Uitio),j+1 = 3 ((U)ja1m2 — (Ui)jspa)

1
Uion),j+1 = P ((ui>j+1,f=3 - <ui)j+1,f=1)

~

1 ~
Ui(zo),j+1 = E ((ui>j+1,f=2 + <ui)j+1,f=4) - Ui(OO),j+1

~

1 ~
Ui(02),j+1 = P ((ui>j+1,f=1 + <ui)j+1,f=3) - Ui(OO),j+1

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

Considerando-se que os coeficientes Ujgpyj+1 ainda sdo desconhecidos, faz-se

necessario o uso das equagdes de equilibrio, que podem ser as equacdes diferenciais de
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equilibrio ou, equivalentemente, as equagdes de equilibrio de for¢a nas faces do subvolume.
Diferentemente de Escarpini Filho (2010) e Cavalcante (2006), neste estudo, assim como em
Aquino (2010), utiliza-se o equilibrio do subvolume em fun¢ao dos vetores tensao médios nas
faces do mesmo. A Figura 46 mostra um subvolume submetido as tensdes médias {(t)} em

suas faces e suas for¢as volumétricas {b,}. As tensdes atuam na face f com area AD

Figura 46 — Componentes do vetor tensio média nas faces do subvolume para j + 1.

Ys

Y1
Fonte: Autor, 2014.

Aplicando-se as equagdes de equilibrio de for¢as médias em cada dire¢do, encontra-se:

4
D HTAD + by = 0 (4:65)
f=1

Substituindo na Equagao (4.65) as Equagdes (4.60)-(4.64) e agrupando os coeficientes

U1(00),j+1> U2(00),j+1 € U3(00),j+1 Na forma de um vetor, obteém-se:
{ﬁoo}jﬂ =[] [w]{E} + [Pp]*[0]{W} .1 + [¢]*[LI[D]{Z}; (4.66)

As matrizes [@], [w], [0], [L], [D] e o vetor {Z} sdo apresentados no Apéndice D.
Substituindo-se as Equagdes (4.61)-(4.64) e (4.66) em (4.60), chegando-se ao seguinte

sistema de equacgoes:



122

{t}j+1 = [SI{g} + [K{u};.1 + [FI{Z}; (4.67)

onde

[K] = ([D][M_][C][E][B][A][P] — [D][M.][C][E][B][A][N][¢]*[6 ]) (4.68)

[S] = ([D][M_][C] — [D][M_][C][E][B][A][N][¢]~ ' [w]) (4.69)

[F] = ([D] - [D][M_][CI[E][B][A][N][¢]~*[L][D]) (4.70)

sendo [K] a matriz de rigidez local. As Equagdes (4.67)-(4.70) servem para os problemas fora

do plano e no plano, com as devidas matrizes e vetores, que podem ser encontradas no

Apéndice D.

4.3 Tensores relaxacao e fluéncia efetivos

As fases viscoelasticas dos compositos estudados sdo assumidas serem viscoelasticas
lineares e com geometria arbitrdria. Com isso, pode-se demonstrar que o comportamento
efetivo ou macroscopico do compdsito permanece viscoeldstico linear (HASHIN, 1965 e

1970a) e geralmente caracterizado por:

t d
(o3(D) = fo cC(t—-1 (@) dt + C*(t){€(0)) 4.71)

onde (a;;(t)) = (Tj)v € (&;;(T)) = (&;;)v, onde ( )y é amédia no volume da célula unitéria.
De acordo com Tran et al. (2011), a relacdo entre as deformagdes médias e as

deformacdes macroscopicas pode ser escolhida na forma
(e(t)) = H(t)E (4.72)

onde H(t) é a func¢do degrau e € é um estado de deformagdo elementar. Introduzindo (4.72)

em (4.71), obtém-se:
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t
(o3;(D) = J. C'(t—1DEQ 8(r)dt (4.73)

onde 6(t) ¢ a funcdo delta de Dirac. Com ajuda da propriedade

t
f f(t — 1) 8(r)dt = f(t) (4.74)

chega-se a seguinte expressao:
(o3;(1) = C*(DEY (4.75)

onde (o(t)) ¢ a tensdo média na célula unitaria e € a deformagdo macroscopica aplicada na
condi¢do de contorno homogénea. A deformagdo macroscdpica serd utilizada para encontrar

as matrizes de concentracdao de deformagdes de Hill através da seguinte expressao:
()Pt + At) = AW (t + At)E (4.76)

onde ()M (t + At) e AM(t + At) sdo a deformagdo média e a matriz de concentragio de
deformagdo no subvolume k para um tempo (t+ At), respectivamente. A matriz de
concentragdo de deformagdo ¢ obtida pela aplicagdo das deformagdes macroscopicas no
tempo, resolvendo-se a Equagao (4.67).

Substituindo a relacdo constitutiva dada pela Equacao (4.32) na Equacao (3.28), tem-se,

na forma indicial, a seguinte relacao:

Nk Ny
oy(t+ A = 2 vOO(H; ()X + Z vi9CE, O e (t + A0)M (4.77)
k=1 k=1

Substituindo a Equacdo (4.77) na Equagdo (4.76) discretizada no tempo, pode-se
encontrar a relacdo constitutiva utilizando a matriz de concentracdo de deformacao, como

segue:
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Nk Nk
By(t+ 80 = ) vOH®)O + ) v AR (t+ A0Em, (4.78)
k=1 k=1

Vale ressaltar que a deformagao macroscdpica independe do tempo, uma vez que a mesma

¢ aplicada como condi¢do de contorno para um ensaio de relaxagdo. Para o tempo t = 0, as
variaveis internas q]i((O) e q;‘ (0) sdo nulas, assim, o tensor H(t), o qual estd definido na

Equacdo (4.31), toma a seguinte forma:
H(0) = —0,(0): I + 6,,(0): I, (4.79)

Para t < 0, tem-se H(t) = 0, podendo-se reescrever a Equagao (4.78) como segue:

Ny

— = o (k k =

55(0) = Cmnn = ) VT ® AL, (0)Zmn (4.80)
k=1

onde o tensor relaxacdo efetiva pode ser expresso como

Ny
* oo (k k
Cia(0) = ) v0Ci,® AR, (0) (431
k=1

que corresponde ao tensor constitutivo efetivo eldstico. Dessa forma, em um tempo t + At

qualquer, pode-se chegar a seguinte relagao:

Nk
) _ w (&) 5k _
Cija(t+ ADE = Z v [(Hij ©)® + Ci]'kl( AR e+ At)imn] (4.82)
k=1

onde as componentes do tensor relaxagio efetivo viscoelastico Cij (t + At) podem ser obtidas

a medida que a deformagdo macroscopica € aplicada ao problema. Nesta etapa ja se tem
A®

klmn

conhecida a matriz (t + At). Por exemplo, aplicando-se €=[1 0 0 0 0 0]%,

pode-se encontrar a primeira coluna do tensor C*.
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As componentes do tensor relaxagao efetivo Ci*jkl (t) serao calculadas numericamente
para tempos discretos t,, os quais podem ser interpolados para se obter uma fungdo de
relaxacdo no tempo. No presente trabalho, a fun¢do de interpolacdo escolhida tem a mesma
forma que a fung¢do de relaxagdo para o modelo viscoeléstico linear de Maxwell generalizado,
que ¢ a série de Prony dada pela Equacao (4.4).

A fungdo interpoladora pode ser ajustada para a quantidade de parametros/elementos
de Maxwell que for desejado, buscando-se a melhor correlagdo com os dados efetivos e o
custo computacional.

De posse da fungdo de relaxacao efetiva, pode-se facilmente usar a transformada de

Laplace para obté-la no dominio de Laplace, na seguinte forma:

E. <~ E
G(s) = -2 4 Z i (4.83)
. T
1

Retornando para a relacdo entre o historico de tensdo e o de deformagdo Equagdo

(4.84), que pode ser escrita utilizando-se a integral de convolu¢do de Duhamel, tem-se

t
o(t) = j G(t—1) % e(t)dt + G(t)e(0) (4.84)
0

onde G(t) ¢ a funcdao de relaxagdo. Através do uso da fungdo de fluéncia J(t), pode-se

expressar, alternativamente, a rela¢do entre tensao e deformagao como:

t d
e(t) = f Jt—1) I o(t)dt +J(t)o(0) (4.85)
0

Usando transformada de Laplace, resultam das Equacdes (4.84) e (4.85) as seguintes

expressoes:

6(s) = sG(s)g(s), £(s) = sJ(s)a(s) (4.86)
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onde s ¢ o parametro da transformada de Laplace. Pelas Equagdes (4.86), a relagdo entre as
transformadas de Laplace da fungio de fluéncia, J(s), e da fungdo relaxagdo, G(s), pode ser

obtida como segue:

J®) = 5== (4.87)

Dessa forma, obtida a funcdo relaxagdo efetiva G(t) através do processo de
interpolagdo acima referido, pode-se obter a correspondente fungdo de fluéncia utilizando-se a
Equagio (4.87). E importante salientar que nem sempre a inversio do dominio de Laplace
para o dominio do tempo pode ser realizada analiticamente, necessitando muitas vezes a
realiza¢do de uma inversao numérica. Nestes casos, uma nova interpolacao pode ser feita para
se obter uma série de Prony para a funcdo de fluéncia efetiva. Os procedimentos envolvidos

nesta operagado estdo apresentados sequencialmente no esquema da Figura 47.

Figura 47 — Esquema de obtencio da funcio de fluéncia efetiva.

G
o| o 8
| Homogenelragio » .. 1 Interpolacio | 6(t) = Eo + ZEge\
p——————— i> _______ t i) ______________
| Compésito ! /" RelaxagBo Y, { Relaxagio M + Relamgio
------- - + Discreta ¢ \ Interpolada s \__MeDL
T ~F " ewersio N o Es B
. i Inversio £ Fludnca Y G(s)=—
1 1 ¢ 1 Interpolacko 1 . | 1 1 ) Z 1
1(:)=k—.+ZE,(1—e‘ﬁ)) Nl 4. i CET = RN L St
—— Y ¢ peeany

Fonte: Autor, 2014.

4.4 Elemento de interface imperfeita para homogeneizagao viscoelastica

Na literatura existem alguns modelos de interface imperfeita com interfase
viscoelastica. Dentre esses encontram-se Li e Weng (1996), que estudaram os efeitos da
interfase viscoeldstica no comportamento na fluéncia, na tensdo e na deformacdo de
compositos; Gosz et al. (1991), que estudaram o comportamento transversal de compdsitos
com microestrutura periddica hexagonal e com interface viscoelastica utilizando o método dos
elementos finitos; Hashin (1991a), que determinou através do principio da correspondéncia os

moddulos efetivos de relaxa¢do e fluéncia para compoésitos com refor¢o unidirecional e
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particulado; Fisher e Brinson (2001), que utilizaram modelos tedricos da micromecanica para
predizer as propriedades efetivas e compararam com andlises em elementos finitos; Friebel et
al. (2006), que encontraram as propriedades efetivas utilizando homogeneiza¢ao de campos
médios; Monchiet ¢ Bonnet (2010), que desenvolveram modelos interfaciais para interfase
viscoplastica e; Pan et al. (2013), que estudaram os efeitos do deslizamento interfacial
dependente do tempo na fluéncia, na relaxagdo da tensdo, na sensibilidade da taxa de
deformacao e nos modulos de armazenamento e perda de compositos de nanotubos de
carbono com matriz polimérica.

Esta se¢do tem por objetivo mostrar o desenvolvimento do elemento de interface do
tipo mola com constituinte viscoelastico, tendo como base os trabalhos de Benveniste (1985,
2006), Benveniste ¢ Miloh (2001) e Rubin e Benveniste (2004), nos quais a interfase ¢
elastica, fina, curvada arbitrariamente, de espessura constante h e localizada entre a fibra e a
matriz de um material compdsito.

Dessa forma, pretende-se modelar um elemento de interface imperfeita viscoelastica
tomando como base o elemento de interface imperfeita elastica (Equagao (3.49)), utilizando,
para isso, o principio da correspondéncia como em Hashin (1991b).

Como nos modelos desenvolvidos para os problemas térmico e eldstico, aqui o
objetivo ¢ substituir a interfase por uma interface que leva em consideragdo a continuidade em
tensdo e descontinuidade em deslocamento, gerando, assim, uma interface imperfeita. Esse
tipo de interface ¢ conhecido como interface do tipo mola, pois sua rigidez relativa ¢ muito

menor em comparacao com as dos outros constituintes.

Para o modelo descrito, considerando 2 « 1, sendo a o raio da fibra ¢ E; < Eg, tem-se
tf =t = D;((u) — (up)-) (4.88)

onde t’; ¢ a tensdo na diregdo 1 (s — eixo saindo do plano, t — tangente a interface, n — normal a
interface apontando para matriz) e no material j (f — fibra ou m — matriz). D; e u; sdo a rigidez
e o deslocamento na dire¢do 1, respectivamente.

Hashin (1990) mostrou que para a interface do tipo mola as equagdes constitutivas
elasticas e viscoelasticas apresentam formas equivalentes pelo principio da correspondéncia.
Também mostrou que as equacdes de descontinuidade em deslocamento podem ser escritas na

forma de integrais de convolugdo, como segue:
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t

0
t = D@L + | Dite—t) 55 [ ()lde (489)

0

onde t;, D; e u; representam, respectivamente, a tensdo, a fungdo modulo de relaxacao e o
deslocamento na dire¢do i. [u] representa a descontinuidade em deslocamento, t é o tempo e
t' é a variavel de integragio.

As fungdes de relaxagdo para o modelo viscoelastico linear de Maxwell generalizado

tem a seguinte forma:

N
D; = Djo, + D;je” /M (4.90)
j=1

sendo N o numero de elementos do tipo Maxwell.

Substituindo (4.90) em (4.89), tem-se:

t

t;(t) = (Dioo + ZN 1Di]-e‘t/Tii> [u;(0)] + f Die [u(t)] dt’
1= 0

N ottt
+Z_ f Dye @ [a(t’)] dt’
j=1Jo

. ) . Dij . .
onde ( ) representa derivada em relagdo ao tempo. Adotando yj; = Di e introduzindo
o]

4.91)

t—t’

t
ql](t) = f Dije_ Tij IIU(t’)]] dt’ (492)
0

como variavel interna, pode-se chegar a:

N N
ti(t) = 21_:1 40 + Diew ) vie~™ [u3(0)] + Djoo [ ()] (4.93)

j=1
que apresenta forma similar & Equacgdo 6 de Tran et al. (2011), mostrada a seguir

N N t
o(t) = ai(0) + z Vi€ T 0 (0) + 0o (1) (4.94)
j=1 i=1
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Aplicando o mesmo procedimento incremental no tempo encontrado em Tran et al.

(2011), as variaveis internas podem ser reescritas da seguinte forma

At
n+1 —At/Tj; 4D l—e T n+1 n
qjj  =¢€ iqjj + DieoYij Ty At ([[Ui ]] — [uj ]]) (4.95)
ou simplificando
;i At
—_ . 1 .
q%+1 =e At/‘[l]qli} + A_;(l —e T1]> ([[u;l+1]] _ IIu}’lIl) (496)

Dessa maneira, a forma incremental da Equacao (4.93) se torna:

N N D+l g
7= O D ) e ]+ D[] @97)
]=

=1

A Equagdo (4.97) encontra-se definida no sistema de eixos curvilineo de acordo com a
Figura 25. Para incorporar tal equagdo, que representa a relagdo constitutiva viscoelastica da
interface imperfeita, na versdo paramétrica da teoria dos volumes finitos necessita-se
transforma-la para o sistema de eixos cartesianos. Este procedimento ¢ realizado através da
aplicagdo de uma matriz de transformagdo, [T], definida com os cossenos diretores entre os
eixos do sistema de coordenadas curvilineo e cartesiano. Assim, o sistema de equagdes para o

sistema de eixos cartesianos € dado pela expressao:
[t]" = [Kq 1" u]® + [Ko][u]™* = [Ks][u]” + [K4][q]® (4.98)

onde



[u]*” [ul uf uf uP uP uP”
[K, 1™ = [TIT[FI[G]"**[T]
[K,] = [TIT[FI[T] + [T]T[H][T]
[Ks] = [TIT[FI[H][T]
[K,] = [T]T[M]
com
-1 0 0 1 0 0

[T]=| 0 —sen(®) cos(®) O sen(B) —cos(0)
0 —cos(B) —sen(B) 0 cos(B) sen(B)

[Gi,o 0 0 1
1l o Gl 0 I
Fl=g1 " ™ 4|
|0 0 KLO+—GLOJ

3

r N (n+1
ZYlle 1 0 0
j=1
N (n+1
[G]n+1 — 0 zyzje Tyj 0
=1
N _tn+1
0 0 ysje 3
=1
a;, 0 0 N . At
[H =10 a, 0] - a; =zl<1—e Tll)
t

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)
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ze'f_u' 0 0
=1
Noo_ac
M =| o Ze W0 (4.104)
j=1
N _ac
0 0 Ze T

| j=1 a

Considerando que o material da interfase seja isétropo, viscoelastico em cisalhamento

(shear) e elastico em estado volumétrico (bulk), tem-se

Di(t) = Dg(t) = $ (4.105)
_ KU 4GH(D)
Dn(t) —K+§T (4106)

4.5 Exemplos e Resultados

4.5.1 Estudo do comportamento de materiais com constituintes viscoelasticos

Buscando verificar o desempenho da formulagdo desenvolvida para homogeneizagao
de compositos viscoelasticos, tomando como base o trabalho de Tran et al. (2011),
inicialmente foram estudados problemas de relaxacao para modelos simples, como expostos a
seguir. Na sequéncia, a técnica de homogeneizagao viscoelastica foi utilizada, considerando-

se a interfase.

4.5.2 Modelo uniaxial com 5 elementos do tipo Maxwell Generalizado

Este exemplo refere-se ao estudo da relaxacdo de tensdes em uma chapa homogénea
quadrada de 20x20 cm, submetida a um deslocamento prescrito 6 = 0,1 cm em sua
extremidade direita e restricdes de translacdes na extremidade esquerda, para uma malha com
16 subvolumes. O material considerado para a chapa tem comportamento viscoeldstico em
estado desviador e volumétrico de tensoes, e apresenta as propriedades encontradas na Tabela

4.
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Tabela 4 — Propriedades elasticas e viscosas do material (TRAN et al., 2011).

o0 1 2 3 4 5
Molas
Modulo de Elasticidade Volumétrico (K em MPa)
9500,68 | 96,25 | 178,89 | 35417 | 26250 | 384,67
Modulo de Elasticidade Transversal (G em MPa)
5537,02 | 10500 | 134,17 | 163462 | 28636 | 23080
Amortecedores

Tempo de Relaxagao Volumétrico (n em MPa-dias)
- | 83833,33 | 141944,40 | 290750,00 | 209583,30 | 438466,67
Tempo de Relaxacao Transversal (n em MPa-dias)

- | 9245455 | 106458,30 | 134192,30 | 228636,40 | 263080,00
Fonte: Autor, 2014.

Os resultados obtidos pela TVF foram comparados com a resposta analitica para o

modelo de Maxwell Generalizado, expressa como:

- (_i) (4.107
a(t)=<Ew+ZEie Ti)e ) '
i=1

onde a deformacdo ¢ dada por

_ 9 (4.108
€71 )

Figura 48 — Relaxacio das tensoes para problema de deslocamento prescrito uniaxial.
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Fonte: Autor, 2014.
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A partir da Figura 48, percebe-se claramente a excelente concordancia entre as

respostas encontradas com aquelas obtidas analiticamente.

4.5.3 Comportamento de bloco viscoelastico confinado

Como se pode observar no exemplo anterior, a formulagdo desenvolvida mostrou-se
uma Otima ferramenta para estudar/modelar problemas viscoelasticos uniaxiais. No atual
exemplo, estuda-se a relaxacdo de tensdes no dominio bidimensional em estado plano de
deformacdes, onde um bloco viscoelastico ¢ confinado em um container rigido e pressionado

em sua unica superficie livre por uma pressiao p, = 10 MPa, de acordo com a Figura 49.

Figura 49 — Modelo de confinamento em container com a discretizacio utilizada.

: Po

ety

Fonte: Escarpini Filho, 2010.

Respostas para esse exemplo podem ser encontradas no trabalho de Escarpini Filho
(2010), onde também foi utilizada a TVF, porém para o modelo viscoelastico de Kelvin
Generalizado. No exemplo atual, o estudo ¢ realizado com o modelo de Maxwell

Generalizado, onde as propriedades para ambos os modelos viscoeldsticos encontram-se na

Tabela 5.
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Tabela 5 — Propriedades elasticas e viscosas do bloco confinado

G, = 0,00001MPa

G, = 3846,15400MPa

K = 8333,333MPa

— W —

Kelvin

n=400MPa-s

G = 0,00001MPa

K = 8333,333MPa o—

— W —

Maxwell

G, = 3846,15399MPa
11.=400MPa-s

Fonte: Escarpini Filho et al., 2010.

No grafico de comparacao dos resultados (Figura 50), percebe-se a boa concordancia

encontrada.

Figura 50 — Comparacéo dos resultados para a tensiao horizontal.
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Fonte: Autor, 2014.
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4.5.4 Homogeneizacido de compdsito reforcado por fibra elastica com matriz

viscoelastica

Neste topico, um problema de homogeneizacdo de compdsito viscoelastico com fibras
longas ¢ modelado e comparado com a solucdo analitica apresentada em Luciano e Barbero
(1995). Neste exemplo, o modelo de Maxwell generalizado ¢ simplificado para possibilitar a
modelagem de um modelo de Maxwell simples, considerando-se a mola em paralelo tendo
rigidez aproximadamente nula.

A matriz é considerada viscoelastica linear através do modelo de Maxwell, com
coeficiente de Poisson constante v, = 0,38, moddulo de eclasticidade E = 3,27GPa e

viscosidade 17 =300 GPa-h. A fibra ¢ elastica com E = 68,67 GPa ¢ vy =0,21. O

composito apresenta 54% de fracdo volumétrica de fibras.

Figura 51 — Relaxacdo do mddulo de elasticidade transverso efetivo.
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\x —Solucdo Analitica I
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Fonte: Autor, 2014.

A partir do problema de homogeneizagio, pode-se encontrar as fungdes de relaxacdo
efetiva do composito. Na Figura 51 apresenta-se a reducdo sofrida pelo modulo de
elasticidade transverso efetivo do composito ao longo do tempo. Percebe-se a boa
concordancia entre os resultados obtidos através da teoria dos volumes finitos e aqueles
encontrados pela solu¢do analitica, onde foi utilizado o PMM (Periodic Microstructure

Method) para problemas viscoeldsticos inicialmente apresentado em Luciano e Barbero

(1995).
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4.5.5 Estudo da influéncia da interfase em compdsitos com constituintes viscoelasticos

Aqui, serdo apresentados dois exemplos. O primeiro trata-se do exemplo encontrado
em Wiikner et al. (2013), onde aqui ¢ refeito considerando-se que tanto a matriz quanto a
interfase/interface imperfeita sdo viscoelasticas. O segundo exemplo foi retirado do trabalho
de Hashin (1991c), que apresenta solugdo analitica para obtencdo das propriedades efetivas

considerando a presenca da interface.

4.5.6 Homogeneizacio Viscoelastica — Exemplo Wiikner

Os parametros viscoelésticos foram considerados de forma que para o tempo inicial
(t = 0s) as respostas se igualem as da Figura 33. Assim, tem-se para a matriz G, = 0,5 GPa,
v=20,35 G; =1,35GPa ¢ n =50 GPa-s. As propriedades da fibra sdao G = 10 GPa ¢
v =0,2. Como no exemplo puramente eldstico, as propriedades da interfase/interface
imperfeita variam em fun¢do das propriedades da matriz, considerando-se o tempo de
relaxagdo constante e de valor igual ao da matriz (n = 50 GPa - s).

Para o caso do modelo com trés fases, a resposta dependente do tempo segue na Figura

52, onde para o tempo t = 0 tem-se exatamente a resposta encontrada na Figura 33.

Figura 52 — Comportamento dependente do tempo para modelo 3 fases.
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Fonte: Autor, 2014.



137

De forma similar, encontra-se a resposta para o modelo com interface imperfeita

(Figura 53), que, no tempo zero coincide com o resultado encontrado na Figura 34.

Figura 53 — Comportamento dependente do tempo para modelo com interface imperfeita.
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Fonte: Autor, 2014.

Nos graficos apresentados, a legenda lateral representa a faixa de variagdo das
propriedades efetivas, sendo seu uso apenas para facilitar a visualizacao.

Percebe-se que, ao longo do tempo, as propriedades, independente da razdo G;/Gy,,
diminuem, mostrando a existéncia de uma reducdo. Para uma melhor visualizacdo dos

resultados, na Figura 54 sdo apresentados os resultados para alguns tempos de simulagao.
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Figura 54 — Comparacio entre as respostas obtidas para diferentes tempos.
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Fonte: Autor, 2014.

Como pode ser observado, as respostas para os dois modelos em todos os tempos
analisados foram boas, apresentando pequenas diferencas no intervalo 0,0001 < G;/G,, <
0,01. Essa variacdo entre as respostas ocorreu devido a pouca discretizacdo no eixo

horizontal.

4.5.7 Homogeneiza¢io Viscoelastica — Exemplo Hashin

Para uma melhor comparacdo dos resultados obtidos até o presente momento, buscou-
se comparar a versdao paramétrica da teoria dos volumes finitos com exemplos que
apresentassem solucdes experimentais e/ou numéricas e/ou analiticas. Dessa forma, neste
exemplo a TVF é comparada com a solugdo analitica apresentada por Hashin (1991c), que
obtém as propriedades efetivas de um compdsito com fibras longas, considerando a presenca
de interfase viscoelastica entre a fibra e a matriz, que sdo consideradas elésticas.

Esse estudo ¢ realizado com um compdsito ceramico, consistindo de 50% de fibras de

SiC e 50% de matriz de BSi. As propriedades mecanicas tém os seguintes valores: Ef =
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193 GPa, vy = 0,2 para a fibra ¢ E;;, = 62,7 GPa ¢ v,,, = 0,22 para a matriz. De acordo com
Hashin (1991c), o coeficiente de Poisson inicial da interfase € v;(0) = 0,375 e sera adotado o
tempo de relaxagdo t; = % = 1.

Hashin (1991c) define um pardmetro adimensional q = g%’ cujos valores adotados

sdo os seguintes: ¢ = 10, h = 20 nm (espessura da interfase), r = 100um (raio da fibra) e

G; = 1,608 - 107°GPa.

Figura 55 — Comparacio entre as respostas numérica e analitica para os mdédulos de elasticidade
transversais para o eixo axial.
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Fonte: Autor, 2014.

De acordo com o grafico da Figura 55, pode-se observar a grande concordancia entre
os resultados numéricos para os modelos com 3 fases e com 2 fases e interface imperfeita em
relagdo ao resultado analitico encontrado por Hashin (1991c), obtendo-se uma diferenca
maximo de aproximadamente 2%. Esse valor ocorre devido a dois fatores: 1) a consideragao
da terceira fase (interfase), que faz com que a fracdo volumétrica de fibras e de matriz ndo
seja exatamente 50%, e o segundo consiste na geometria da célula unitaria, a qual, no modelo
de Hashin, conhecido como composite cylinder assemblage (CCA), ¢ admitida como circular,
diferente da forma quadrada adotada no presente trabalho. Ressalta-se que Hashin utiliza um
artificio para incluir a interfase, que consiste na substituicdo das propriedades da fibra por
propriedades equivalentes, as quais consideram a influéncia da interfase e mantém as fragdes

volumétricas iguais a 50%.



140

4.5.8 Homogeneizacao viscoelastica de compdsito laminado com microestrutura

ondulada e interface imperfeita

Este ultimo exemplo trata de um compésito laminado com ondulagdo e com
constituinte viscoelastico. Neste compdsito sdo estudados os efeitos nas propriedades efetivas
com a consideracdo de interfase e interface imperfeita.

Os modelos aqui estudados sdo compostos de laminados planos e ondulados (10% de
ondulacao), com uma e duas camadas, com 20% de fracdo volumétrica de inclusdes/reforgo.
As interfases, quando consideradas, t€ém espessura h = 20 nm.

A matriz ¢ considerada viscoelastica através do modelo de Maxwell generalizado, com
propriedades E,, = 72,4 GPa e v, = 0,3, E, = 36,2 GPa e n = 100 GPa - s. O material de
reforco empregado ¢ o carboneto de silicio com modulo de elasticidade E = 420 GPa e
coeficiente de Poisson v = 0,25. A interfase, por sua vez, ¢ considerada elastica com
E =32GPacv =0,3.

A seguir, sdo mostrados os resultados para a componente 22 do tensor relaxacdo
efetivo para cada um dos compositos laminados descritos, onde o comportamento dependente
do tempo ¢ estudado para diferentes relagdes k = G;/G,y,.

De acordo com a Figura 56, percebe-se uma excelente concordancia entre os
resultados para os modelos de 3 fases e interface imperfeita, tanto para k = 0,001 quanto para
k = 1. No caso de k =1000, a resposta para o modelo 3 fases se afasta da resposta para o
modelo de interface imperfeita, que estd de acordo com o modelo matematico empregado para

simular a interfase.
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Figura 56 — Respostas para os laminados planos com 1 camada.
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Fonte: Autor, 2014.

Na Figura 57 a componente de tensor relaxagdo efetiva C;, para as laminas com 3
fases e com interface imperfeita sdo comparadas, apresentando comportamentos similares aos
encontrados na Figura 56. Percebe-se que o aumento da quantidade de laminas, para k = 0,001
e k =1, resultou em pouca variacao entre as respostas comparadas. No entanto, para k = 1000,
a diferenga entre as respostas para os laminados com 3 fases e com interface imperfeita ficou

bastante evidente. Essa diferenca também pode ser visualizada nos exemplos elésticos.
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Figura 57 — Respostas para os laminados planos com 2 camadas.
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Fonte: Autor, 2014.

As Figuras 58 e 59 exibem com clareza a boa correlacdo entre o0 modelo de interface
imperfeita desenvolvido para TVF com o modelo de 3 fases. Percebe-se também que para k =
0,001 as propriedades C5,/C35, para o laminado ondulado com 2 camadas, sdo muito baixas
em relacdo as outras respostas, tanto para o modelo com 3 fases quanto para o modelo de

interface imperfeita.



Figura 58 — Respostas para o laminado com ondulacio de 10% e com 1 camada.
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Figura 59 — Respostas para o laminado com ondulagio de 10% e com 2 camadas.
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Fonte: Autor, 2014.

Esse efeito esta relacionado a ondulagdo nas camadas e a baixa relagdo G;/G,,. Para o
tempo inicial (t = 0 s) e o tempo final (t = 20 s), pode-se observar a varia¢ao nas propriedades

C;,/C5% em fungdo de k nas Tabelas 6 ¢ 7 para 1 e 2 camadas, respectivamente.

Tabela 6 — Variacao das propriedades efetivas em funcio de k para os modelos com ondula¢ao
de 10% com 1 camada.

C32/C3;
k parat=0s parat=20s
3 fases Interface 3 fases Interface
Imperfeita Imperfeita

0,001 0,387 0,389 0,275 0,275
0,01 0,566 0,552 0,449 0,435
0,1 1,280 1,240 1,047 1,018
1 1,895 1,889 1,455 1,454
10 2,015 2,022 1,525 1,530
100 2,036 2,036 1,539 1,539
1000 2,112 2,038 1,602 1,540

Fonte: Autor, 2014.

Tabela 7 — Variacao das propriedades efetivas em funcio de k para os modelos com ondulac¢io
de 10% com 2 camadas.

C22/C33
k para t=0s parat=20s
3 fases Interface 3 fases Interface
Imperfeita Imperfeita

0,001 0,123 0,137 0,087 0,098
0,01 0,245 0,245 0,207 0,205
0,1 0,913 0,874 0,786 0,757
1 1,785 1,777 1,393 1,393
10 2,007 2,020 1,524 1,537
100 2,048 2,049 1,552 1,553
1000 2,196 2,052 1,675 1,555

Fonte: Autor, 2014.

Visualizando esses resultados em forma de grafico, tém-se as Figuras 60 e 61. Nelas
pode-se observar a variacdo das propriedades efetivas em fungdo de k para o tempo inicial e
para o tempo final de analise, onde com o aumento do tempo as propriedades decrescem e
com o aumento de k as propriedades aumentam, chegando a abertura entre as curvas dos

modelos de interface imperfeita e 3 fases.



Figura 60 — Variacdo de C5,/C75 em funcio de k para modelo com 1 camada e 10% de
ondulacao.
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Figura 61 — Variagio de C5,/C%, em fung¢io de k para modelo com 2 camada e 10% de
ondulacao.
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5 CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho foi realizada uma revisdo bibliografica cronoldgica sobre o
tema materiais compositos, suas propriedades, obtencao das propriedades efetivas e
aplicagdes em problemas térmicos, mecanicos e de natureza reologica. Também foi abordada
a técnica numérica conhecida como formulagao paramétrica da teoria dos volumes finitos, que
foi utilizada neste trabalho para a analise de materiais com constituicdo periddica, podendo
ser aplicada para problemas térmicos, mecanicos e viscoelasticos, onde esta Ultima foi
desenvolvida pelo autor em dissertacdo de mestrado para problemas de analise estrutural
(ESCARPINI FILHO, 2010). Para cada uma dessas formulacdes, foi desenvolvido neste
trabalho um elemento de interface imperfeita, que se trata de um artificio matematico
utilizado em formulag¢des de materiais compositos para incluir uma terceira fase, de transigao,
entre a matriz e as inclusoes, sem a necessidade de modelar esta terceira fase numericamente
por meio de um refinamento consideravel da malha.

Como pode ser observado ao longo do texto, a interface imperfeita pode ser dividida
em vdrios tipos, dentre os quais, encontra-se a interface do tipo mola ou sof?, que relaciona de
forma direta fluxo ou tensao com as descontinuidades em temperatura ou deslocamento para
os problemas térmico e mecanico, respectivamente. Nesse tipo de interface as propriedades
apresentam valores menores que as dos demais constituintes do composito, garantindo assim
continuidade de fluxo ou tensao na transi¢do inclusao — matriz (BENVENISTE, 1987).

No presente trabalho, a escolha do modelo de interface imperfeita se deu por conta do
grau de derivacdo necessaria para se chegar ao sistema de equagdes lineares para a montagem
da matriz de rigidez/condutividade térmica do elemento, pois existe uma restrigdo quanto as
equagdes que definem os campos de deslocamento e temperatura para a formulagdo
paramétrica da teoria dos volumes finitos. No caso da interface imperfeita do tipo rigida, ha a
necessidade de derivagdes nos campos locais, o que levam a valores constantes ou nulos, uma
vez que tais campos sdo polinomios de segunda ordem (polindmios de Legendre de 2* ordem),
ja para o caso de interface do tipo mola a relacdo entre tensao/fluxo de calor e respectivas
descontinuidade nao necessita de derivada.

Continuando no texto, foram apresentados os exemplos, divididos em exemplos
térmicos com e sem interfase e interface imperfeita. Nesses exemplos, pode-se observar a

grande concordancia dos resultados obtidos pela teoria dos volumes finitos quando
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comparados com respostas analiticas da micromecanica, numéricas com elementos finitos e
experimentais. Dentro dos exemplos térmicos, pode-se estudar a influéncia na condutividade
térmica da variagdo da fracdo volumétrica dos constituintes, tanto para arranjos quadrados,
quanto para hexagonais. Também foi possivel observar a resposta para varios niveis de
discretizacdo empregando-se a formulagdo paramétrica da teoria dos volumes finitos,
comparando-se os resultados com aqueles obtidos pelo método dos elementos finitos,
variando-se as propriedades da fibra.

O exemplo seguinte tratou do efeito de tamanho, onde se variou o raio da fibra para
uma mesma fragio volumétrica. Neste exemplo, utilizou-se o software comercial Ansys® para
comparagdo, onde os resultados mostraram uma 6tima correlagdo. Na sequéncia, estudou-se a
condutividade térmica efetiva em materiais com aumento de poro ¢ o afastamento entre as
respostas para o modelo com 3 fases e o modelo de interface imperfeita. Por fim, foi estudado
o efeito da interface imperfeita térmica em compdsitos laminados com diferentes niveis de
ondulacao.

ApoOs os exemplos térmicos, iniciaram-se os exemplos mecanicos com a
homogeneizag¢do de compositos com interfase eldstica, que apresentou erro maximo da ordem
de 1,3% na avaliagdo do moddulo de elasticidade longitudinal transverso efetivo quando
comparado com o método dos elementos finitos, para E; = 1000E,,. O uso da interface
imperfeita elastica foi realizado no exemplo seguinte, onde um modelo encontrado nos
trabalhos de Hashin (2002), Wiikner et al. (2013) e Wiikner et al. (2014) foi simulado através
da teoria dos volumes finitos. Neste exemplo, estudou-se a variagdo dos modulos de
elasticidade transversal axial e volumétrico transverso efetivos em fun¢do da rigidez da
interfase. Como pdde ser observado, os resultados foram precisos comparados com aqueles
obtidos por Wiikner et al. (2013) e através do Ansys”.

Assim como nos exemplos térmicos, também foram estudados o comportamento das
propriedades efetivas do composito em funcdo da variacdo do raio da fibra, o afastamento das
curvas para os modelos de 3 fases e interface imperfeita e o efeito da ondulagdo sobre as
propriedades efetivas de compositos laminados.

Seguindo no trabalho, estudaram-se as propriedades termomecanicas de compositos,
onde foram obtidos os coeficientes efetivos de expansdo térmica axial e transversal para
compositos bifasicos sem interface imperfeita e, posteriormente, para compdsitos com a
presenca da interface imperfeita elastica. Em ambos os exemplos os resultados encontrados

apresentaram excelente concordancia com as respostas analiticas.
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Por fim, foram apresentados os resultados para a formulagdo viscoelastica da teoria
dos volumes finitos, onde se iniciou com problemas de cunho estrutural, mostrando a
confiabilidade da formulagdo desenvolvida e implementada. Na sequéncia, um problema de
homogeneizacao estudado anteriormente foi refeito assumindo-se comportamento
viscoelastico para os constituintes interfase e matriz.

No exemplo seguinte, o elemento de interface imperfeita viscoelastica e o modelo de 3
fases, com interfase viscoelastica, foram comparados com a solugdo analitica encontrada em
Hashin (1991c), apresentando uma boa concordancia. Continuando, o modelo laminado com
dois tipos de camadas foi estudado, uma mais rigida e outra mais flexivel viscoelastica. Entre
essas camadas foi adicionada uma camada de transicdo elastica (interfase). Os resultados
encontrados nesse ultimo exemplo foram discutidos e exibidos em graficos e em tabela,
apresentando boa correlagdo entre o modelo desenvolvido (elemento interface imperfeita) e o
modelo de 3 fases.

Assim, ao final deste trabalho, conclui-se que as formulagdes desenvolvidas
demonstraram eficiéncia, mostrando-se relativamente simples no desenvolvimento e
implementagao computacional e apresentando o6timos resultados quando comparados com
modelo de 3 fases, elementos finitos, resultados analiticos e experimentais.

Como sugestdes para trabalhos futuros, sugere-se as seguintes atividades:

e Encontrar os tensores de concentracao de deformacgoes de Hill com formulagao
de Levin para 3 fases, para a obtencdo dos coeficientes de expansdo térmica
efetivo;

e Utilizar a formulagdao generalizada da TVF para modelar interfaces com
descontinuidades nos dois campos, fluxo de calor e temperatura e tensdo e
deslocamento;

e Realizar analises relacionadas ao tempo computacional gasto pelas duas
formas de andlise mostradas no texto: modelo com 3 fases e com interface
imperfeita;

e Realizar andlises, com a TVF, considerando o acoplamento termomecanico.
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Apéndice A - Dedug¢io do Estado de Tensao

Partindo-se da Equacao (4.20) e comparando-a com a Equacdo (4.18), percebe-se que
existem constantes diferentes aplicadas aos termos hidrostaticos e aos termos desviadores.
Nestas condicdes, busca-se neste apéndice mostrar a transformagao realizada na passagem da
Equagao (4.20) para a (4.24).

Sabe-se que o(t+ At) = %tr(o(t + At)) -1+ dev(a(t + At)) ou na forma indicial

1 1 , - ~
o;j = gakk&-j + (aij — EakkSij) que ¢ a decomposi¢ao do estado total de tensdo, em um

estado hidrostatico ou volumétrico com um estado desviador. Estudando o segundo membro
da equacao, e aplicando-se constantes diferentes em cada um dos termos, busca-se encontrar o

que acontece com o estado total de tensdes. Dessa forma, aplicando-se constantes A e B, tem-

Se:
1 1
Ago-kk(sij + B (o-ij - §o—kk6ij) = O'km:]] (Al)
Expandindo os indices:
1 1 1 1
A§O'kk5ij + B (E kaSiijm + Eakmaim6jk - §O-kk5ij> = Okgm- I (AZ)

1 1 1 1
A5 GnBinByy + B (5 0enBuSim + 5 GmOmdyi = 5 GinBemBy) = Gims 1 (A3)

1 1 1
Agakm5km6ij + Bka (E (61k6jm + SImSJk) - §5km5U) = Ogm- I (A4)
Com isso, deduz-se a expressao:
1 1 1
G (A5 Bioniy + B (E (8Sim + SimBii) — §5km5ij) — (A.5)

a qual pode ser reescrita com a ajuda dos tensores que aparecem nas Equagdes (4.28) e (4.29),

resultando:
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Orm: (AJ1 + BJ2) = O 1 (A.6)

Dessa forma, chega-se a Equacao (4.24).
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Apéndice B - Matriz Constitutiva Viscoelastica

Partindo-se da Equacao (4.32), pode-se chegar as seguintes equagdes matriciais para

in-plane e out-of-plane, respectivamente:

022 Hy, C2222 C3233  C2o23| (€22
033 = JHazzp +[C3322 C3333 (33231833 (B.1)
O23)j,1  \Haz)y  |C3hap C3hss  Cidps| \Y23)j44
012 {Hu} Ci212 Ci%w] Y12

= + (o] (o] .
{013}j+1 Hys j Ciz12  Ci313 {Y13}j+1 (B-2)
ou ainda
{O'}j+1 = {H}j + [C” ]{€}j+1 (B.3)

Substituindo a Equagdo (4.33) em (4.32), tem-se:

4 2
I[ B +5GuBl KuBY—3GoBY 0 ]I

w 2. < 4

€ Jin = l 5 oBY KoBS+3GaBY 0 (B4)
0 Goo Bl
GoBY 0

Coo — c=a _ B.5
[ ]out l 0 GooB;ll ( )
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Apéndice C - Transformacio de coordenadas em subvolume

De acordo com a Figura 2, a parametrizacdo da geometria do subvolume ¢ feita

utilizando-se as seguintes expressoes:

x1(M,§) = Ni(n, E)Xil) + N, (n, E)ng) + N3(n, E)X?) + N, (n, E)X§4)

(C.1)
(1,8 = Ny, x5 + No(n, Dx5” + Ns (0, 9x5” + Na (0, 9)x5”
onde os N; sdo as fun¢des de forma, dadas por:
1
Ni(n.8) =71 -m(1-8
1
N8 = 7 (1 + (1 - D)
(C.2)

1
N:(m,8) = 1(1 +)(1+3)

1
Ns(m,8) = 1(1 -1 +3)

Aplicando-se a regra da cadeia, podem-se obter as derivadas de um campo qualquer F

em relacdo as coordenadas paramétricas, como seguem:

E: JF dy, N JF dy;
on  dy, on  dyz On
OF 0OF dy, OF Oys
0t~ dy, 0t = dy; 0%

(C.3)

Representando-se as equac¢des acima na forma matricial, tem-se:

oF OF
on| _ ady
&J—ma; (C.4)

@) o)

onde [J] é a matriz Jacobiana, dada por:
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02 20
U]=|aﬂ on | _[Ar+A§ Ay +AsS (C.5)
[0y2 Oys| lAs+An A+ Ash '
F3
com
1
(1) (2) (3) )
Ay —Z(_Yz Ty FY2 Y2 )
1
— ® (2) (3) (4
A, —Z(Yz —Y2 TY2 Y2 )
1
Az =7 (38" =i + v + 1)
(C.6)
1
— (1) (2) (3) (4)
Ay —Z(_Y3 Ty Ty Y3 )
1
— ® (2) (3) (4
As —Z(Y3 —Y3 TY3' Y3 )
1
(1) (2) (3) ©))
Ag Z(_Y3 —y3 ty3 tYy; )

onde os ygi) e yg) da Equacao (II1.6) representam as coordenadas dos nos i do subvolume.

De acordo com Cavalcante (2006), admite-se um valor constante para a matriz
Jacobiana, que pode ser avaliada de forma aproximada para qualquer ponto dentro do

subvolume como segue:

5 _1 1 1 B A1 A4_
m~t=g | manse=[y0 ] ()

Assim, a matriz inversa da Jacobiana pode ser estimada por:

[As A4
ot~ 0=t = | AA} ©8)
A, A

onde
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A7 = A1A6 - A3A4 (C9)
Dessa forma, pode-se encontrar a seguinte relacdo a partir da Equacao (C.4).

)
2 P
! o t=0) oF (©19)

] &
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Apéndice D - Matrizes para a Formulacdo Viscoelastica da Versao

Paramétrica da Teoria dos Volumes Finitos

[De=1]  [0] [0] [
[0]  [De=2] [0] [
[0] [0]  [De=s] |
[0] [0] [0]  [D=4]

[N] =

0]
0]
0] (D.1)

onde [D] é a matriz composta pelas normais em cada face do subvolume e tem a seguinte

forma para in-plane e out-of-plane, respectivamente:

[Dlow = [M2 13 (D2)
n, 0 n
D= ¢ 0 o] (D.3)
[E] [0] [0] [O]
o1 [E [0 [o]
[F]‘lm] 0] [E] [0]‘ 04
0] [0] [0] [E]

onde cada [E] ¢é a seguinte matriz:

1 0 0 O
[E]Z[O 0 O 1] (D.5)
0 1.1 0
[0 01 D) o
o o o o P
lou o o 0 o) )
0] [0 [0] [
M [ [ [ [ [ [o]
O 01 [0 [0 [0] [0] [0] [0]
o] [0 1 [0 [0 [0] [0] o]
|0 0 0 ;oG (o (o o
Bl =llo] o) [0 [0] 1 [0 [0 [0 ®D
O [0 [ [ [0 [ [o] [o]
0] 0] [0 [0 [0] [0] [] [0]
0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [i]




onde cada []] é a matriz inversa da matriz Jacobiana.

[[Af=1]]
_ |[As=2]
[A]out - | [Af=z] | (DS)
l[Af=4]J
[[Af=1]]
_ |[A¢=2]
l[Af=4]J
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onde as matrizes [A¢—j]out e€ncontram-se nas Equagdes (4.42) e¢ (4.43)e as [A¢—i]lin nas

Equagoes (4.44) e (4.45).

[K]out = [N]out[C] [B]out[A]out (D.10)

[Alin = [N]in[CI[F][Blin[Alin (D.11)

onde [C], nas equagdes acima tem as seguintes formas

) [ [0 o))

o @ o o

[C]‘[w] 0 [ [9]‘ (D-12)
o [0 [ [k

Hey
{H}; = {g:} (D.13)
Hf—,4

para i = in ou out, sendo:

_ (Hiz
{H}out,f - {ng}

Hy,
{H}in,f = {H3;3
Hys

(D.14)
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L, 0 0 L, 0 0 Ly 0 O L, 0 O
[L]=0 L, 0 0 L, 0 0 Ly 0 O L, O (D.15)
0O 0 L, 0 0 L, 0 0 Ly 0 0 L,

[#] = [LID]MCIETBILAILN] (D.16)

(] = [LI[D][M][C] (D.17)

[01 = [LIDIM,[CIEIBIAI[P] (D.18)
N _ﬂ N _ﬂ

M, = (Z ke T L4 ) e 112> (D.19)

M, = 1+ Z(YrkArlf)> Ji + ( Z(Vr AH)) > (D.20)

N
Z(yl‘A"))Jh <Z(Y#A¢)>Hz> (D.21)
=1

N At
(2 = My){o.} - [M){o.}; + %Z( + (hk)){l}

N " (D.22)
£y <e<‘¥>{h¢}j>

At

(h); = (e jor 4 vEAE (tr([];) - tr([0w]-)) (D.23)
()

(1) = )+t (dev(lonl)) - dev((o.];-1)) (D.24)

®

onde, L; representa o comprimento da face 1 do subvolume, n;” ¢ a componente do vetor

normal na dire¢do i1 da face fe J; e J, encontram-se no Apéndice A.
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(D.25)
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