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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento, a aplicacéo e a analise de uma
sequéncia didatica destinada a promogdo da aprendizagem do esboco de graficos de funcGes
que diferem de determinadas funcbes por isometrias e homotetias destinada a estudantes do
segundo ano do Ensino Médio. Trabalha-se o comportamento dos gréficos das funcdes seno,
poténcia e modular ao serem submetidos a translacdes (verticais e horizontais), reflexdes no
eixo das abscissas, homotetias (dilatagbes e contracbes que deixam um ponto fixo) e
composicao dessas transformac6es. Os recursos didaticos para aprendizagem utilizados nessa
proposta sdo o software de geometria dindmica GeoGebra e o lapis e papel. Foram utilizados
como referenciais tedrico-metodoldgicos a Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau,
a Teoria de Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval e a Engenharia
Didatica de Artigue. A Engenharia Didatica € uma metodologia que busca estudar os
trabalhos desenvolvidos em sala de aula por meio de um processo de validacao interno, isto é,
confrontando aquilo que o aluno sabia antes de ter contato com o instrumento didatico com
aquilo que ele conseguiu compreender ap6s a realizacdo do trabalho. Esta pesquisa reforca,
como resultado final, a hipGtese de que, mesmo sem o dominio conceitual formal das
isometrias e das homotetias, os estudantes podem revelar um 6timo desempenho no esboco de
gréficos de funcbes que diferem de outras fungdes de graficos previamente conhecidos pela
composicdo de isometrias e homotetias quando é utilizado 0 GeoGebra como recurso didatico
auxiliar para a visualizacdo dos efeitos nos registros geométricos das operacdes de tratamento
correspondentes as isometrias e homotetias realizadas no &mbito dos registros algébricos.

Palavras-chave: GeoGebra. Graficos de Fungfes. Representacfes Semidticas. Isometrias e
homotetias. Engenharia Didatica.



ABSTRACT

This work has as main goal the development, implementation and analysis of an instructional
sequence designed to promote learning sketch graphs of functions that differ by isometries of
certain functions and homotheties aimed at students of the second year of high school. Work
Is the behavior of the graphs of sine functions, and modular power when subjected to
translations (vertical and horizontal), Reflections in the x-axis, homotheties (expansions and
contractions that leave a fixed point) and composition of these transformations. Teaching
resources for learning used in this proposal are the dynamic geometry software GeoGebra and
pencil and paper. Were used as theoretical and methodological Theory of Didactic Situations
of Guy Brousseau, Theory of Semiotics Representation Registers Raymond Duval and
Engineering Curriculum Artigue. The Didactic Engineering is a methodology that seeks to
study the work done in the classroom through a process of internal validation, that is,
comparing what the student knew before having contact with the teaching tool with what he
was able to understand after carrying out the work. This research reinforces the final result,
the hypothesis that, even without the formal conceptual domain of isometries and
homotheties, students can reveal a great performance in sketch graphs of functions that differ
from other graphics functions previously known by the composition of isometries and
homotheties when using GeoGebra as a teaching resource to assist the visualization of
geometric effects in the records of processing operations corresponding to isometries and
homotheties held under the algebraic records.

Keywords: GeoGebra. Graphs of Functions. Representations Semiotics. Isometries and
homotheties. Didactic Engineering.
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INTRODUCAO

O conceito de funcéo € central na matematica. Esse conceito além de ser fundamental
para a compreensdo dos conteldos matematicos é um conceito estruturante e unificador para
as diferentes areas dessa ciéncia. Ele esta presente também em um grande ndmero de
aplicacBes em diferentes areas do conhecimento, tais como Fisica, Quimica, Biologia,
Engenharia, Economia. Sua inclusdo no curriculo do ensino médio se encontra, portanto,
firmemente respaldada.

Entretanto, em experiéncias vividas durante atuacdo como professora substituta na
Universidade Federal de Alagoas (UFAL) pude perceber que a pratica do ensino do célculo
tem revelado que um grande numero de estudantes que ingressam nas universidades
apresentam lacunas de conhecimento sobre esse conceito. Os alunos trazem consigo uma
deficiéncia enorme no que diz respeito ao esboco de gréficos de fungdes reais.

As disciplinas Fundamentos de Matematica | e Fundamentos de Matematica Il estéo
presentes na matriz curricular do curso de Licenciatura em Matematica da UFAL justamente
para reparar as lacunas existentes no Ensino Médio, ja que a maioria desses alunos da forma
que ingressam no curso ndo se encontram aptos a cursar a disciplina de Calculo Diferencial e
Integral sem encontrar muita “turbuléncia” no caminho no decorrer do semestre. Na pratica
docente temos constatado, nas corre¢des de prova, que grande parte do mau desempenho
desses estudantes no Calculo Diferencial e Integral se deve a falta de uma compreensdo
adequada do conceito de funcdo. Particularmente, a falta de habilidade no esboco e na
interpretacdo dos graficos das funcbes € um dos principais aspectos revelados por muitos

estudantes que ingressam nas universidades.

Segundo Oliveira (2006),

Os graficos representam uma importancia muito grande para o aprendizado da
matematica, uma vez que eles séo fotografias da compreensdo e do entendimento da
solucdo de um problema matematico e, na maioria das vezes, é uma solucéo
geométrica que nos permite apresentar a solugdo do problema de forma analitica. E
tdo importante que é usado com frequéncia como recurso didatico para o ensino da
matematica, pela visdo de conjunto e rapidez do problema. (p. 10).
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Temos observado, também, em muitos livros-texto do Ensino Médio, tais como
Ribeiro® e Diniz&Smole? que as abordagens do eshoco de gréficos tém dado pouca énfase ao
emprego das isometrias e das semelhancas. Esse aspecto do conceito de funcdo € largamente
explorado e requerido no estudo do Calculo Diferencial e na geometria analitica. Em alguns
livros de Célculo esses contetdos sdo abordados em capitulos introdutérios, ver Stewart
(2006).

Em vista disso, estabelecemos como objetivo principal deste trabalho desenvolver e
testar uma sequéncia didatica, com o apoio de um software de Geometria Dindmica, para o
ensino-aprendizagem do efeito das transformaces geométricas do plano sobre graficos de

funcdes reais, voltada para estudantes do Ensino Médio.

A principal motivacdo desta pesquisa, como ja mencionado anteriormente, emergiu da
constatacdo empirica das dificuldades em esbocar graficos de funcdes apresentada por muitos
estudantes do Ensino Médio e de uma grande parte deles recém-chegados aos cursos de

matematica, da fisica, da quimica e das engenharias apresentarem.

Diante disso, tomamos como questdo norteadora inicial desta dissertacdo a seguinte:
como elaborar uma sequéncia didatica que favoreca a aprendizagem por parte de estudantes
do ensino médio do esboco de graficos de fungdes que difiram de outras por composi¢édo de

isometrias e de homotetias?

Apos as andlises prévias dessa questdo norteadora, chegamos a seguinte questdo
investigativa: dada uma funcéo que difere por isometrias e homotetias de uma outra cujo
grafico é previamente conhecido, até que ponto a visualizacdo dos gréaficos na tela do
computador produzidos como efeitos de certos tratamentos efetuados na representacao
algébrica da funcéo de grafico conhecido pode favorecer a aprendizagem da execucéo,

no ambiente papel e lapis, do esboco do gréafico da funcédo dada?

Os sujeitos desta pesquisa sdo os estudantes do 2° ano do Ensino Médio do Programa
de Apoio a Escolas Publicas do Estado de Alagoas (PAESPE), programa desenvolvido pelo
Centro de Tecnologia (CTEC) da Universidade Federal de Alagoas (UFAL) - que tem por

! RIBEIRO, Jackson. Matematica: ciéncia, linguagem e tecnologia, 1. Ensino Médio. Sdo Paulo: Scipione, 2010.
? Diniz &Smole, M. I. & K.S. Matematica Ensino Médio, 1. Saraiva.



17

finalidade principal oferecer uma preparacdo complementar a estudantes do Ensino Médio de

escolas publicas do Estado em todas as disciplinas avaliadas pelo ENEM.

No que diz respeito ao suporte tedrico, optamos pela Teoria de Registros de
Representacdo Semiotica, de Raymond Duval, pela Engenharia Didatica de Michele Artigue e
pela Teoria das Situa¢cfes Didaticas de Guy Brousseau como subsidios na constru¢do do nosso

produto educacional, a qual é uma sequéncia didatica.

Esta dissertacdo esta dividida em cinco capitulos.

O capitulo | traz a tona a base tedrica do ponto de vista dos registros de representacdo
semiotica, segundo Duval. Nele destacamos alguns aspectos basicos da aprendizagem em
ambientes informatizados, explicamos a escolha do software e fazemos também uma

abordagem de alguns aspectos conceituais acerca das transformacGes geométricas

O capitulo 11 trata do ensino de Fung¢des no Brasil, com base em documentos oficiais

(PCN e PNLD) e como esse contetdo adentrou a matriz curricular das escolas brasileiras.

O capitulo 111 versa sobre os caminhos metodoldgicos seguidos nesta pesquisa, ou
seja, apresento as fases e os principios norteadores da elaboracdo e da aplicacdo da sequéncia
didatica.

O capitulo IV diz respeito a metodologia de pesquisa, aqui descrevemos 0S
procedimentos especificos de coleta e analise de dados. Relatamos como ocorreu a

experimentacédo e apresento os resultados.

No capitulo V, relatamos como ocorreu a experimentacdo, descrevendo como foram
executadas as oficinas, uma a uma, e em seguida é feita uma analise dos dados recolhidos
durante a experimentagdo. Para finalizar esse capitulo, confrontamos os dados obtidos no
questionario aplicado antes das oficinas com o questionario aplicado apés as oficinas, com 0

intuito de verificacdo de aprendizagem.
Por fim, seguem-se as consideragdes finais.

Acreditamos que essa proposta possa contribuir efetivamente para o aprimoramento
tanto dos conhecimentos que os estudantes j& possuem como para a construcdo de novos

conceitos.
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1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Visando a criacdo de uma sequéncia didatica que propicie a aquisicdo de determinados
saberes matematicos convém, inicialmente, evidenciar alguns pressupostos que fundamentam

nossas escolhas neste trabalho. Este capitulo € destinado a apresentacéo desses pressupostos.

Este capitulo esta dividido em sete secdes. Na secdo 1.1, encontram-se alguns aspectos
da teoria dos registros de representacdo semiotica de Raymond Duval, destacando suas
relagbes com o conceito de funcdo. Na secdo 1.2, apresento o conceito de visualizacdo
segundo autores que trabalham na area da Educacdo Matematica. Na secdo 1.3, destaco a
hipétese que norteara este trabalho. A secdo 1.4 traz uma base conceitual acerca da
aprendizagem em ambientes informatizados. Na secdo 1.5, apresento as razdes pelas quais
escolhi 0 GeoGebra neste trabalho. A se¢do 1.6 contém uma revisdo bibliogréfica de trabalhos
relacionados ao objetivo deste trabalho. E, por fim, na secdo 1.7, apresento alguns aspectos
conceituais das transformacGes geométricas (isometrias e homotetias) e das funcdes

compostas.

1.1 As funcgbes do ponto de vista representacional

Acerca do ensino da matematica de um modo geral, e sobre o ensino de fungdes de um
modo particular, a teoria dos registros semidticos de Raymond Duval tem alcancado grande
receptividade e destaque. Um registro semi6tico € um modo tipico de representar um objeto
matematico, um problema ou uma técnica (Duval, 1999). Distinguem-se em sua teoria varios
tipos de representacdes: as linguisticas ou vernaculas, as algébricas ou simbolicas, as gréaficas,

as tabulares.

Por exemplo, no caso das representacfes das fungdes quadraticas, as representagdes
desse objeto matematico sdo: o desenho de uma parabola (representacdo geométrica), as
palavras funcdo quadratica (representacdo linguistica ou vernacula), a formula f (x) = ax? +
bx + ¢, a # 0 (representacdo simbolica ou algébrica), as tabelas com duas entradas, uma

para 0 X e outra para o f(x) (representacdo tabular).
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Nessa teoria, as representacdes semidticas possuem dois aspectos: uma forma (uma
representacdo) e o contetdo (o representado). Desse modo, embora haja varias formas de

representar um objeto matematico todas se referem a um mesmo conteddo.

Decorre da teoria de Duval, que uma proposta que tenha como objetivo a promocao da
aprendizagem de certos objetos matematicos, como as fungbes, envolva a preparacdo de
atividades nas quais estejam previstas pelo menos dois modos de representacdo semidtica, de

modo que se permita o exercicio da conversdo de um tipo de representacdo em outra.

Esse autor tem, também, desenvolvido importantes ideias em torno das conexdes entre
as ideias de visualizacéo e de representacdo. Em Duval (1999), destacam-se a representagéo e
a visualizacdo como centrais para a aprendizagem matematica. Em Duval (2000) ele apresenta
essas suas ideias de um modo mais articulado e completo. Segundo esse autor, as
representacdes podem ser classificadas, do ponto de vista cognitivo, em intencionais e em

automaticas.

As representacfes automaticas se encontram associadas ao fenémeno da visdo e se
referem a passagem do objeto para a memodria — ou seja, & disponibilidade interna de algo
que ja foi visto (isto ¢, imagens mentais) — ou a reproducdo de configuragdes percebidas por

imitacdo ou por simulacéo.

J& as representacgdes intencionais se encontram ligadas a visualizagdo e se caracterizam
por denotar um objeto matematico como um registro discursivo (isto é, referentes a expressao
e abrangendo a lingua vernacula e a linguagem simbolica ou formal) ou como um registro
ndo-discursivo (isto é, referente a visualizacdo e abrangendo aspectos ndo iconicos — tais

como graficos, figuras e esquemas — e iconicos — tais como desenhos ilustrativos e esbogos.

E necessério neste ponto esclarecer que Duval estabelece uma distin¢ao entre visdo e
visualizacdo. Para ele a visdo de um objeto € a associacdo desse objeto a um repertorio de
imagens ja guardadas na memoria. Por exemplo, a visdo de um sinal semaférico por um
motorista em transito provoca nele reagdes intuitivas, tais como atencdo, desaceleracao,

freada brusca, aumento de velocidade etc.

Ja& a visualizacao se refere a capacidade de enxergar além do que esta estaticamente
representado. Por exemplo, diante de um conjunto de setas (vetores) indicadoras de um campo

vetorial representativo de um campo elétrico o fisico entende o campo elétrico como a
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visualizacdo das trajetorias indicada por essas setas, isto €, para a compreensdo do campo
elétrico é necessario que ele enxergue as trajetérias daquele campo a partir das setas

estaticamente representadas. As setas neste caso funcionam como unidades representacionais.

Na perspectiva de Duval, faz parte da visualizacdo a decisdo acerca de questdes tais
como: quais conversdes sao necessarias fazer para converter um registro semiotico em um
outro? Quais os tratamentos que precisamos realizar para resolvermos um problema? (No
capitulo 3 deste trabalho, apresento mais detalhes acerca dos conceitos de conversao e de

tratamento.)

Acredito que a promogdo da aprendizagem matematica requer do professor criacéo de
situacdes que estimulem tanto os sistemas de representacdo semidticas como a operacdo de
visualizacdo. Na proxima secdo, destacaremos mais alguns estudos que tém sido

empreendidos sobre o estudo da visualizag&o.

1.2 Visualizac¢ao no Ensino da Mateméatica

Segundo Presmeg (2006), os estudos sobre visualizagdo comegaram a ganhar corpo no
ambito da Educagdo Matematica no final da década de 70 e inicio dos anos 80. No inicio da
década de 90 a visualizacdo se estabeleceu como uma linha de pesquisa. Desde entdo, varias
pesquisas tém, de um lado, enfatizado a importancia da visualizacdo e do raciocinio visual
para 0 ensino-aprendizagem da matematica (Presmeg, 1986; Zimmerman E Cunnigham,
1991; Dreyfus, 1991; Arcavi, 1999) e, de outro, preconizado a ideia de que softwares
matematicos e tecnologias podem ter papel fundamental no desenvolvimento da visualizacéo
(Nemirowsky e Noble, 1997; Borba e Villareal, 2005).

Zimmerman e Cunnigham (1991) tém chamado a atencdo para o fato de que o0s
estudos acerca da visualizacdo nos ambitos da psicologia e da Educacdo Matematica tém
apresentado objetivos distintos. Enquanto em psicologia os estudos tratam da capacidade de
formagdo e de manipulacdo de imagens mentais, na Educacdo Matematica os interesses se
voltam ao estudo da habilidade do estudante em lidar com os aspectos visuais para alcancar a
compreensdo da matematica. Na acepg¢do desses dois autores, a visualizagdo € o “processo de

formacédo de imagens (mentais, ou com lapis e papel, ou com o auxilio de tecnologias) usando
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essas imagens de forma eficaz para a descoberta e a compreensdo da matematica (1991, p.3,
traducdo de Flores et al., 2012, p.34).

Cifuentes (2009) tem se posicionado a favor dessa concep¢do de visualizacdo de
Zimmerman e Cunnigham e tem ressaltado a importancia desse processo na compreensao da
matematica ao afirmar que “visualizar ¢ ser capaz de formular imagens e estd no inicio de
todo processo de abstragcdo”. Ja Duval (1999), como ja temos frisado anteriormente, tem
observado que a visualizacdo é uma atividade cognitiva que transcende a mera percepcao

visual.

Em Flores et al (2012) encontra-se 0 estado da arte das pesquisas acerca da
visualiza¢do no ensino da matematica no Brasil no periodo de 1998 a 2010. Num universo de
cerca de 2000 trabalhos produzidos para o ENEM (Encontro Nacional de Educacdo
Matematica) nesse periodo, esses autores encontram 66 deles tratando da visualizacdo na
Educacdo Matemética. Num levantamento das defini¢bes do termo visualizacdo utilizadas
nesses 66 trabalhos, enunciados de forma explicita ou implicita, foram encontradas sete

acepcoes:

a) Processo de construcdo e transformacdo de imagens visuais mentais, bem como de
todo tipo de inscrigdes de natureza espacial (em 12 trabalhos).

b) Interpretacdo e compreensdo de modelos visuais e a capacidade de traduzir em
informacdo de imagens visuais o que é dado de forma simbdlica. (a visualizagdo como
um processo Util para apoiar a intuicdo e a formacéo de conceitos na aprendizagem da
matematica) (em 2 trabalhos).

c) Descoberta das relacbes abstratas pela atuacdo sobre possiveis representacfes
complexas (em 3 trabalhos).

d) Processo de formacéo de imagens (mentais, ou com lapis e papel, ou com o auxilio de
tecnologias) e utilizagdo dessas imagens para descobrir e compreender matematica
(em 9 trabalhos).

e) Um tipo de atividade de raciocinio baseada no uso de elementos visuais ou espaciais,
seja mental ou fisico, realizada para resolver problemas, ou provar propriedades
(imagens mentais, representacdo externa, processos de visualizacdo e habilidade de

visualizacdo) (em 3 trabalhos).
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f) Uma atividade cognitiva que € intrinsecamente semidtica e o uso da visualizacdo na
matematica requer um treino especifico, ou seja, visualizacdo esta ligada aos registros
semidticos (em 16 trabalhos).

g) Uma forma de pensamento que tem como fungdo contribuir na construcdo de
significados e de sentidos, bem como servir de auxilio na compreensao da resolugéo
de problemas (visualizar ndo € apenas ver o visivel, mas tornar visivel aquilo que se vé
extraindo padrdes das representacfes e construindo o objeto a partir da experiéncia

visual) (em 21 trabalhos).

Baseando-se em Presmeg (2006), Flores et al. (2012) elencam sete tendéncias para a

pesquisa sobre visualizacdo em Educacdo Matematica nos préximos anos:

Estudo qualitativo identificando o pensamento visual de estudantes.
Desenvolvimento curricular e visualizagao

Influéncia da tecnologia no pensamento visual

Questdes de género e uso de imagens na construcdo de conhecimentos.
Relutancia dos estudantes em lidar com informagdes visuais.

Aspectos semioticos e representacionais na visualizagdo matematica.

N o~ wNoe

Teorizagdo da visualizagéo para a pesquisa.

1.3 Hipdtese

Tendo em vista as consideracOes feitas nas duas se¢des anteriores, proponho a seguinte
hipotese: uma proposta didatica acerca dos efeitos das transformacGes geométricas sobre as
funcdes que estimule a visualizagdo e a transi¢do entre registros de representacdes semidticas
desses objetos matematicos pode favorecer a aprendizagem dos estudantes sobre esse

conteldo.

Tendo como objetivo a criacdo de uma proposta didatica que propicie a visualizagao
de funcdes, a escolha de um ambiente informatizado aparece como uma opcao adequada para

essa finalidade.
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1.4 Ambientes informatizados construtivistas

Inicio esta secdo abordando alguns aspectos concernentes da matematica de um modo
geral. Como ressaltam Gravina e Santarosa (1998), a aprendizagem da matematica numa
perspectiva construtivista requer do sujeito acOGes caracterizadoras da producdo do saber
matematico: “experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair, generalizar e

enfim demonstrar” (idem, p. 73).

Essas autoras distinguem duas etapas na construcdo do saber matematico nessa
perspectiva: a primeira compreende a criacdo de conceitos e de descobertas de relacGes, as
quais resultam de muita investigacdo e exploracdo de possibilidades. Numa segunda etapa,
verifica-se a formalizacdo e a organizacdo dos resultados obtidos na primeira etapa. Ou seja,
uma etapa de investigacdo e descobertas e outra de formalizacdo e apresentacdo dos
resultados obtidos. Em vista disso, essas autoras propdem que o0 processo de aprendizagem da

matematica se assemelhe a esse mencionado processo de construgdo do saber matematico.

No ambito da didatica da matematica, muitos estudos tém sido produzidos visando a
promocdo de modos alternativos de ensino que possibilitem uma aprendizagem numa
perspectiva construtivista. VVarias metodologias de ensino tém sido propostas: resolugdo de

problemas, jogos didaticos, modelagem, materiais manipulativos, softwares educativos.

Como bem se sabe a utilizagdo de um recurso didatico inovador por si s6 ndo garante
uma mudanga significativa na aprendizagem. Para que uma mudanca relevante aconteca no
processo de ensino-aprendizagem € necessario que a utilizacdo do recurso didatico acontecga
de modo que os sujeitos da aprendizagem assumam um lugar ativo nesse processo. E para isso
é necessario que o professor projete as atividades a serem desenvolvidas: “S80 os desafios
propostos pelo professor que vao orientar o trabalho, desafios estes que se tornam de genuino
interesse dos alunos, desde que nédo sejam eles privados de suas agdes e exploragdes” (idem,
p. 86).

Alguns ambientes informatizados permitem a execucdo de a¢0es tipicas relacionadas a
producdo do saber matematico, tais como a visualizacdo, a experimentacdo, a conjectura e a
inducdo. Os ambientes informatizados nos quais podem ser executadas essas acdes Sao
chamados construtivistas. Apoiando-se em Kaput (1992) e Mellar et al. (1994), Gravina e

Santarosa destacam as caracteristicas dos ambientes informatizados construtivistas:
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a) dinamismo: oferecem a possibilidade de efetuar manipulacGes diretas sobre a
representacdo de um objeto matematico de modo a evidenciar invariancias ou
relacdes entre seus elementos;

b) interatividade: oferecem a possibilidade de realizar concretizacGes e agdes mentais
do estudante, ou seja, ndo frusta o estudante em seus procedimentos exploratorios
associados as suas acfes mentais. Dito de outro modo, uma agdo que o estudante
planeja mentalmente dentro dos marcos permitidos pelo ambiente pode ser
executada com os recursos oferecidos pelo ambiente;

C) recursos de modelagem e de simulagdo: oferecem a possibilidade de explicitar,
manipular e compreender as relages que controlam um fendmeno por meio da
resposta visual oferecida pela maquina. Conceitos avancados podem ser

investigados por meio de experimentos simulados.

E de fundamental importancia, para a compreensdo do processo de ensino-
aprendizagem em ambientes informatizados, a caracterizacdo da natureza dos objetos
produzidos na tela de um computador fornecida por Hebenstreint (1987, apud Gravina e
Santarosa, p. 78): “O computador permite criar um novo tipo de objeto — os objetos
‘concretos-abstratos’. Concretos porque existem na tela do computador € podem ser

manipulados; abstratos por se tratarem de realizagdes feitas a partir de construgdes mentais”.

Por exemplo, na tela de um computador uma funcdo ndo é mais somente um objeto
matematico abstrato (dado por uma definicdo formal) acompanhado eventualmente de uma
representacdo estatica (o0 desenho do seu gréfico), mas um objeto que pode ser manipulado e
compreendido a partir de suas invariancias ou do seu comportamento ao Ser submetido a

transformacoes.

Um outro ponto de especial relevancia permitido pelos ambientes informatizados é a
possibilidade da realizacdo de uma grande variedade de experimentos em um curto espaco de
tempo. Por exemplo, pode-se investigar rapidamente o efeito da variacdo do parametro a na
funcdo linear f(x) = ax quando a varia desde valores negativos pequenos até valores

positivos. O estudo dessa variagdo manualmente é bem mais demorado.

De que forma os ambientes informatizados construtivistas podem contribuir para a
aprendizagem dos estudantes? Na perspectiva piagetiana (1967) as acdes sobre 0s objetos

concretos se generalizam em esquemas, enquanto acOes sobre objetos abstratos se



25

generalizam em conceitos e teoremas. De um modo analogo, os ambientes informatizados
construtivistas, segundo Gravina e Santarosa (1998, p.77), ao permitirem a acdo interativa do
estudante com os objetos concreto-abstratos da tela do computador podem propiciar de modo

privilegiado a construcao de conceitos e de teoremas por parte dele.

1.5 A escolha do software

No tocante a preparacao da sequéncia didatica, tendo em vista o que foi visto na se¢éo
1.4, utilizarei como recurso didatico o0 GeoGebra. Nesta secdo apresento algumas informacoes
acerca desse software de geometria dindmica. Pretendo com isso fornecer alguns subsidios
visando ao esclarecimento de alguns detalhes operacionais e algumas escolhas posteriores.
Esse recurso didatico, como se sabe, situa-se no campo das Tecnologias da Informacéo e da

Comunicacéo (TICs).

Nos ultimos anos, a utilizacdo dos recursos tecnolégicos no Ensino da Matematica tem
se popularizado bastante nas instituicdes de ensino. Esse fato tem acontecido pela facilidade
existente nesses softwares, por conseguirmos reproduzir na tela do computador as construgoes

geométricas de forma dinamica.

A caracteristica principal desses ambientes informatizados é o fato de uma vez
concluida uma construgdo no computador, fica possivel altera-la em geral, num simples

arrastar de mouse e observar as alteracdes nos demais elementos.

A maior parte dos ambientes de geometria dindmica oferecem outros recursos, tais
como calculadora com operagdes aritméticas elementares e ferramentas de
geometria analitica. Dentre esses ambientes, 0 Geogebra tem a proposta de integrar
ferramentas geométricas e algébricas (dai o nome software). Assim, é possivel, em
um mesmo ambiente, realizar constru¢des dindmicas em geometria sintética e tracar,
em um sistema de eixos cartesianos, graficos das principais funcdes reais
elementares, estudadas no ensino médio. (GIRALDO, 2012, p. 3).

Esse software permite o estudo de variaveis vinculadas a numeros, vetores e ponto e
permite achar derivadas e integrais de funcfes, no entanto o objetivo nosso € apenas para o

estudo das fungdes sob o efeito das transformagdes no plano.
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A palavra “tecnologia™ vem do grego "tekhne" que signfica "técnica, arte, oficio"
juntamente com o sufixo "logia™ que significa “estudo™. Tecnologia é um produto da ciéncia e
da engenharia que envolve um conjunto de instrumentos, méetodos e técnicas que visam a
resolugio de problemas. E uma aplicacdo pratica do conhecimento cientifico em diversas

areas de pesquisa.

Com a introducdo do computador nas escolas € 0 nimero crescente de programas
educativos e de softwares, como meio motivador da aprendizagem, parece que 0 uso dessas
novas tecnologias em Educacdo Matematica vem dar a geometria euclidiana um sentido mais
dindmico na exploracdo desse universo e, em particular, no trabalho investigativo com as

chamadas transformacdes geométricas.

A introducdo de novas tecnologias nas escolas: computadores, televisores, pen-drive,
acesso a internet, tem levantado diversas questdes. Quando utilizado como recurso didatico, o
computador deixa de ser meramente uma maquina, e ganha um novo status: o de ferramenta
de conhecimento: “Os programas de computadores para uso educacional possuem diversas
capacidades e propriedades que devem ser reconhecidas e aproveitadas, tanto por professores

como por alunos, para obterem resultados eficientes no processo de ensino e aprendizagem”.
(Baldin, 2002. Apud Costa, 2005, p.7).

Um grande numero de estudantes apresenta dificuldades ao manipular figuras
geométricas, 0 que se deve em grande parte a ma compreensdo dos conceitos e das
propriedades por tras do contetido abordado. Essa dificuldade esta sendo amenizada, devido o
surgimento de programas de geometria dindmica’, uma vez que esses programas podem ser
comparados ou vistos como materiais concretos virtuais. Neles os estudantes poderdo, por
meio dos recursos de animag&o, construir, mover e observar, sem alterar as propriedades

basicas das mesmas.

Como dito anteriormente, existem varios softwares no mercado, alguns com mais

recursos do que outros, do ponto de vista das construgdes geométricas e propriedades.

® http://www.significados.com.br/tecnologia-2/ visitado em 20/08/2012.

* E um termo utilizado para nomear (indicar) um método dinadmico e interativo para o ensino e aprendizagem
de geometria e suas propriedades usando ambientes computacionais destinados a esse fim.
http://geometriadinamica.com.br/ visitado em 20/08/12.
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Dentre os programas disponiveis no mercado, gratuitos ou ndo, mencionamos o Cabri-
Geéometre (BAULAC, BELLEMAIN & LABORDE, 1990), The Geometer Sketchpad
(JACKIW, 1992), The Geometric super Supposer (YERUSHALMI & SCHWARTZ, 1993),
GEOLOG (HOLLAND, 1993), Euklid (MECHLING, 1994), Thales (KADUNZ &
KAUTSCHISCH, 1994), o GeoGegra (MARKUS HOHENWARTER, 2001), o Wingeon
(Richard Parris, 2005), o Geoplan (CALEB GATTEGNO) e o Tabulae (UFRJ).

O software GeoGebra serd utilizado no estudo tracado de graficos de funcGes que
empregue isometrias e as semelhancas como conceitos. Essa escolha reside em suas

caracteristicas de ambiente informatizado construtivista, no sentido especificado na se¢éo 1.3.

O uso deste programa permitird uma abordagem diferenciada em relacéo ao papel e o
lapis. A intencdo ao se fazer uso deste software € facilitar para o professor de matematica seu
trabalho cotidiano, sempre tendo cuidado para ndo distorcer conceitos e propriedades, por
erros de interpretacdo da linguagem do programa. Vale ressaltar que o programa é uma das
ferramentas de mediacédo, e que em determinados momentos pode ndo ser a mais apropriada
(o software ndo prova apenas valida conceitos ou inspira conjecturas). Caberd ao professor
estabelecer quando é mais vantajoso para o ensino dos contetdos e qual a dindmica mais
adequada. Vale lembrar que a utilizacdo de software na aprendizagem ndo vem para substituir

livros “tradicionais”, vem sim pra ser adicionado aos livros didaticos.

Embora o GeoGebra proporcione condigfes que permitem ao estudante a construcéo
de conhecimento, o software sozinho ndo pode ensinar coisa alguma, por mais que tenha
manuais de como fazer construcdes. Para que haja aprendizagem com esse recurso é
necessaria a elaboracdo de situacbes didaticas, o que torna indispensavel a presenca do

professor.

O GeoGebra é apenas um meio para que haja aprendizagem, e para que iSSo aconteca,
é necessario que o aluno reflita durante a execucdo das atividades, isto €, que ele busque
experimentar maneiras, percebendo as propriedades, conjecturando e justificando. Por isso
que a papel do professor é de fundamental importancia, pois ele serd o mediador, e fard com
que os estudantes criem novos mecanismos para fazer com que os mesmos reflitam e
percebam o que de fato esta por tras das construcdes que eles estdo fazendo, além de auxilia-

los nas justificativas das construgdes.
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Diversos softwares estdo sendo desenvolvidos objetivando a melhoria do ensino e a
aprendizagem, particularmente, na area de Geometria. A partir deles os estudantes conseguem
manipular figuras, auxiliando na formacéao de conjecturas, conclusdes e justificativas, além do
que, depois de um determinado tempo de uso, 0s alunos j& conseguirdo perceber e entender 0

que esta por tras das construgdes, formalizando assim os conceitos.

Diante do sucesso de construgdes, ou até mesmo, na tentativa de realizar alguma
representacdo relacionada ao contetdo estudado, esse processo pode servir de estimulo para

novas construgc")es.

Outro aspecto importante a ser considerado no estudo das transformacdes é aquele

ressaltado nos PCN:

O estudo das transformacfes que envolvem a ampliacdo e reducdo de figuras é um
bom ponto de apoio & construgdo do conceito de semelhanga. Porém, esse conceito é
geralmente abordado apenas para os tridngulos, tendo como Unica referéncia a
definicdo que ¢ apresentada ao aluno ja na introducdo desse conteudo: “dois
triangulos sdo semelhantes quando e somente quando tém os trés angulos
respectivamente congruentes ou os lados correspondentes proporcionais”. Tal
abordagem ¢ limitada para uma compreensdo mais ampla do conceito de
semelhanca. Isso pode ser favorecido se tal conceito for estudado em outras

figuras, inclusive nas ndo-poligonais (BRASIL, 1998, p.124).

1.6 Revisao bibliogréafica

E vasta a literatura produzida acerca da utilizacio de recursos computacionais, da

visualizacdo e das representacfes semioticas na educagao matematica.

No que concerne a utilizacdo de recursos computacionais, Thikhomirov (1981), autor
da teoria da reorganizacdo, defende que uma ferramenta computacional ndo é simplesmente
acrescida a uma atividade humana, mas transforma-a. Desse modo, 0 computador como
ferramenta de trabalho produz uma transformacéo da atividade humana, inaugurando novas
formas de pensamento humano, de busca, de producéo e de armazenamento de conhecimento:
“Como resultado do uso do computador, a transformac¢ao da atividade humana ocorre e novas
formas de atividade emergem” (idem, p. 271). Essa posigdo ¢ compartilhada com Balacheff e

Kaput (1996), os quais defendem que o uso do computador pode se tornar um grande aliado
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para 0 desenvolvimento cognitivo dos estudantes, viabilizando novos tipos de atividades e de

novas formas de pensar e agir.

Essa posicdo é reforcada por Gravina e Santarosa (1998), ao defenderem que 0s
ambientes computacionais construtivistas oferecem dinamismo as representacfes de modo a
se refletir nos processos cognitivos dos estudantes. Esse dinamismo das representacdes €
obtido pela possibilidade da realizagdo de manipulacdes diretas sobre as representacdes na
tela do computador. Carvalho e Giraldo (2003), por sua vez, tém alertado que novas
tecnologias podem estimular o desenvolvimento de uma atitude investigativa em matematica,
mas podem também gerar obstaculos epistemoldgicos ao entendimento de determinados

conceitos.

Ja no que se refere a visualizacdo, Shama e Dreyfus (1994) e Presmeg (2006) tém
reconhecido o papel dela na resolucéo de problemas. Mas outros estudiosos ressaltam que o
processamento visual por si s6 nédo é suficiente para a compreensdo matematica, constituindo-
se apenas em complemento ao pensamento analitico (Tall, 1991; Goldenberg, 1996). Borba e
Vilarreal (2005) tém ressaltado o papel da visualizagdo nos processos de ensino-aprendizagem

no contexto das ferramentas tecnologicas.

No que diz respeito ao ensino de matematica com auxilio de computadores, alguns
estudos tém mostrado que o emprego de computadores pode aumentar a motivacdo e o grau
de autoconfianga dos estudantes (Sivin-Kachala e Bialo, 2000). Acerca da importancia do
estudo das funcgdes, Vinner (1992) tem observado que o célculo é o ponto de partida da

matematica superior enquanto as fun¢des sdo um conceito-chave no calculo.

Os softwares vém alcangando importancia crescente no ensino da matematica. No
ambito do célculo essa importancia pode ser constatada, por exemplo, em Ahmad Fauzi et al.
(2012)° e no ambito do ensino de fungBes em Zulnaidi e Zakaria (2012). Neste Gltimo
trabalho, os autores mostram por meio de uma pesquisa quantitativa que a utilizacdo do
GeoGebra como ferramenta didatica pode propiciar a aprendizagem das func¢Ges tanto em
nivel conceitual, quanto em nivel procedimental (isto €, naquelas capacidades geralmente

implicitas ou tacitas de uso adequado de um certo conhecimento).

> AHMAD, FAUZI et al. The use of computer in teaching and learning of mathematical calculus
among diploma students: evaluation on the TEMACC package. Cited in Ahmand Fauzi Mohd Ayub
and Ainda Suraya Md. Yunus. Mathematics education and applications technology. Putra
University of Malaysia, 2012. P. 274 — 300.
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Em se tratando das possibilidades geradas pelo emprego de computadores na criacéo e
manipulacdes de representacbes semioticas, Borba (1999) afirma que as novas midias
permitem a deslocacdo da énfase algébrica dada aos estudos de fungdes para uma melhor

coordenacdo entre representacGes algébricas, graficas e tabulares.

1.7 Transformacdes Geométricas: alguns aspectos conceituais.

Esta secdo estd reservada a apresentacdo dos conceitos matematicos das isometrias,

das homotetias e das fungdes compostas, 0s quais serdo utilizados no restante do trabalho.

1.7.1 Isometrias®

Isometria é uma transformacdo geométrica que, aplicada a uma figura geométrica,
mantém as distancias entre seus pontos. Ou seja, 0s comprimentos dos segmentos da figura
transformada sd@o iguais aos da figura original, podendo variar a dire¢cdo e o sentido. Os

angulos também mantém sua amplitude.

Definiremos, seguindo o Lima (1996), isometrias na reta, no plano e no espaco,

respectivamente.

Sejam A e B dois conjuntos. Uma funcdo f: A — B é uma regra que associa a cada

elemento x de A um Unico elemento f(x) de B.

Uma isometria da reta r na reta s € uma funcdo T:r — s que preserva a distancia
entre pontos. Mais precisamente, se dois pontos quaisquer X,Y € r sdo transformados por T
nos pontos X' = T(X) e Y = T(Y) em s, entdo o comprimento do segmento de reta X'Y', que
liga os pontos X’ e Y, é igual ao comprimento do segmento de reta XY, que liga os pontos X e
Y.

Uma isometria entre os planos m e n’ € uma funcdo T:m — 1’ que preserva distancias.

Isto significa que, para quaisquer pontos X,Y € m, pondo X' =T(X) e Y =T(Y), tem-se

6 ~ o . " ~ . o ~ .
Embora a Rotagdo seja uma isometria, ndo a definiremos neste trabalho por ndo ser objeto de nosso estudo.
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d(X,Y) =d(X,Y), isto é a distancia entre os pontos X e Y é igual a distancia entre os

pontos X’ e Y.

Seja E o espaco euclidiano tri-dimensional. Uma fungdo T:E — E chama-se uma
isometria quando preserva a distancia entre pontos de E, isto é, quando d(T(X),T(Y)) =

d(X,Y) para quaisquer X,Y € E.
Como transformacéo, qualquer isometria conserva:

e A colinearidade de pontos;
e A ordem dos pontos em uma reta;
e O paralelismo de retas;

e O perpendicularismo de retas, bem como todos os angulos formados.

A demonstracdo dessas propriedades pode ser encontrada em Lima (1996).

a) Reflexéo

Uma das isometrias fundamentais do plano é a reflexdo, ja que ela é a responsavel por
todas as isometrias, ou seja, é possivel obter qualquer isometria por composi¢do de reflexdes

(Idem). Ela é também conhecida como simetria axial e pode ser definida do modo seguinte.

Seja [ uma reta do plano. A reflexdo R, de eixo [ é a transformacéo do plano no plano

que:

e fixa cada ponto de [, isto €, R;(P) = P paratodo o ponto P em [;

e transforma cada ponto Q que nao pertence a [ num ponto Q' tal que [ é a mediatriz do
segmento de reta que une Q a Q’, ou seja, transforma Q num ponto Q' (distinto de Q)
situado na reta perpendicular a [ que passa por Q e que estd a uma distancia do ponto

de interseccdo das duas retas igual a distancia a que Q esta desse mesmo ponto.

A reta de reflex&o comporta-se como um espelho de dupla face como pode ser visto na

figura 1 seguinte.
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Figura 1 - Reflexao

~ Ale . 1"3“\
> ) J

Fonte: Autora

A descricdo e a demonstracdo das propriedades das reflexdes de eixo ! podem ser

encontradas em Lima (1996).

Observagdo: Em termos de coordenadas cartesianas, a fungao R,,_o: R? - R? dada por

Ry—o(x,y) = (x,—y)
é a reflexdo do plano R? de eixo y = 0.
A funcio R,_,: R? - R? dada por
Ry=o(x,y) = (—x,¥)
é a reflexdo do plano R? de eixo x = 0.

b) Translacdo

No que diz respeito a translacdo na reta, temos a seguinte defini¢do. Dados dois pontos
distintos A, B sobre a reta r, a translagdo T,5: 7 — r € a fungdo que faz corresponder a cada
ponto X € r o ponto X' = T,z(X) tal que XX = 4B e, além disso, 0 sentido de percurso de X
para X’ é o0 mesmo de A para B. Em termos mais precisos, dizer que d(X,X") =d(A,B) e
que os sentidos de percurso A - B e X — X' coincidem equivale a afirmar que o ponto médio

M do segmento AX’ é também ponto médio do segmento BX.

Por outro lado, a translacdo no plano pode ser definida como a seguir. Sejam A, B
pontos distintos do plano . A translacéo T,z: f — B € a fungdo assim definida: dado X € g,
sua imagem X' = T,z (X) é 0 quarto vértice do paralelogramo que tem AB e AX como lados.

Esta nogdo pode também pode ser vista na figura 2, abaixo:
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Figura 2 - Translacdo na reta numérica

X X'

L

Fonte: Lima, 1996.

Esta definicio de T,5(X) se aplica apenas quando A,B e X ndo sdo colineares. E
importante observar que, na defini¢do de T,g, é essencial levar em conta & ordem em que sdo

mencionados os pontos A e B. A translacdo T,z é diferente de T,. Na realidade Tg, =
(Tap) ™"

E importante falar também que a translacdo T, ndo possui pontos fixos. Na realidade,
para todo ponto X € g, comT(X) = X', tem-se d(X,X") = d(4, B).

Exemplo: Seja a um namero real. A funcdo T,: R — R dada por
T,(x) =x+a
é a translacéo na reta real R pelo nimero a.
Exemplo: Seja v = (a, b) um vetor de R?. A funcéo T,: R> - R? dada por
T,(x,y) = (x+a,y+b)

é a translacdo no plano R? pelo vetor v = (a, b).

1.7.2 Semelhangas e homotetias

O principio que permeia todos os processos de reducdo ou de ampliacdo de figuras é o

conceito de semelhanca.
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Segundo o minidicionario Aurelio, semelhanca — Qualidade de semelhante. 2. Relacao
entre seres, coisas ou ideias que tém em si elementos conformes, além dos comuns a espeécie;

analogia.

Quando olhamos para uma fotografia de pessoas, conseguimos facilmente
reconheceras fisionomias que estdo ali, embora que as imagens sejam muito menores que as
pessoas reais e estejam em pedacgos de papeis. Da mesma forma acontece quando assistimos
TV conseguimos reconhecer as caracteristicas mesmo sendo em um objeto audio-visual.
Poderiamos até nos questionar como isso pode acontecer, reconhecermos objetos mesmo que
seja visto com outro tamanho ou em outra posi¢cado? Geralmente isso se deve ao fato de que
todos os detalhes do objeto original estdo representados na imagem e as proporgdes entre 0

objeto real e a imagem sdo as mesmas entre quaisquer duas partes constituintes.
Defini¢do: Dizemos que as figuras F e F’ sdo semelhantes quando:

(1) Existe uma correspondéncia 1 a 1 entre os pontos de F e os pontos de F’.

(2) Existe um numero r > 0, tal que, para todos os pares de pontos X,Y € F e seus
respectivos pontos homdlogos X "Y' € F’, tem-se X'Y'=r-XY (veja a segunda
observagédo seguinte para uma definicdo de pontos homdlogos), onde XY denota o

vetor que liga o ponto X ao ponto Y.

Observagéo: Utilizar-se-4 a notagdo F ~ F' quando essas duas figuras forem

semelhantes.

Observacgdo: Na definicdo anterior, o item (1) garante que para todo ponto X € F
existe um Unico ponto X' € F' que lhe é correspondente e, de igual modo, todo ponto de F' ¢é
correspondente a um Unico ponto de F. Neste caso, diz-se que X e X’ sdo pontos homologos.
Ja no item (2), se encontra definido um fator de escala ou razdo de semelhanca, que é um
namero r > 0 tal que, para quaisquer dois pontos X,Y € F , cujos homdlogos sejam,

respectivamente, X ',Y’ € F’, tenhamos

XY =r-XY.

Note que se r > 1, temos uma ampliagdo, se r < 1, temos uma reducdo e se r = 1,

temos uma congruéncia.
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As transformacdes de semelhanca tém as seguintes propriedades:

1. Preservam a relagdo "estar situado entre", o que permite concluir, de imediato, que
preservam a colinearidade de pontos;

2. Preservam amplitudes de angulos;

3. Transformam:
3.1. Retas em retas, sdo por isso, colinea¢des; semirretas em semirretas; segmentos de

reta em segmentos de reta; triangulos em triangulos semelhantes;
3.2. Retas paralelas em retas paralelas;
3.3. Retas perpendiculares em retas perpendiculares;

Definicdo: Seja um ponto O numa reta (num plano IT ou no espago E) e um nimero
real positivo r. Definimos uma homotetia de centro O e razdo r como uma aplicacéo o: I1—II

(ou o : E — E, para o caso espacial) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ¢(0)=0
2. Para qualquer ponto X # 0, sua imagem X ' = o (X) € 0 ponto na semirreta OX tal que
0X' =r.0X.

Quando o é uma homotetia e F e F'séo figuras tais que F' = o(F), entdo se diz que F

e F’ séo figuras homotéticas.

Obervagdo: Em Lima (1996), as homotetias s&o definidas apenas num plano
bidimensional e num espago tridimensional. Neste trabalho estendi essa defini¢do de modo a
poder falar em fungGes reais de uma variavel real como homotetias. Ou seja, para me referir a
fun¢do o:R — R dada por a(x) = cx, na qual ¢ € um nimero real positivo, como uma

homotetia de centro na origem da reta e de razéo c.

Da definicdo anterior, podemos destacar alguns resultados imediatos. O fato de que
toda homotetia €, na verdade, uma correspondéncia 1 a 1 entre os pontos do plano ou do

espaco; que uma homotetia de razdo 1 é simplesmente a transformacdo identidade; que a
. . ~ , . ~ 1
inversa de uma homotetia de centro X e razdo r é uma homotetia de centro R e razdo -8

finalmente, que uma homotetia de centro O transforma toda reta que passa por O em si

mesma. Observe abaixo o exemplo de homotetia (Figura 3).
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Observacdo: Toda homotetia € uma semelhanca, mas nem toda semelhanca € uma

homotetia.

Figura 3 - Exemplo de homotetia

Fonte: Lima, 1996.

1.7.3 Fungdes compostas

Sejam A, B e C trés conjuntos e f:A—- B e g:B — C duas fungdes. A fungéo

h: A — C dada pelaregra h(x) = g(f(x)) é chamada a fun¢do composta das funcdes f e g.
Exemplos:

1) Seja h(x) = (x — 3)%. Note que h(x) = g(T_3(x)), onde T_;(x) =x—3 é a

translacdo pelo nimero a = —3 e g(x) = x2.

2)Seja h(x) = x% + 5. Note que h(x) = Ts(f(x)), onde Ts(x) = x + 5 é a translacdo

pelo nimero a = 5e f(x) = x2.



37

2 O ENSINO DE FUNCOES NO BRASIL

Neste capitulo, o objetivo principal é destacar alguns pontos levantados na fase das
analises prévias acerca do conceito de funcédo, que julgo basicos para este trabalho. Na secéo
2.1 trato de alguns aspectos historicos e epistemologicos das funcdes e na se¢do 2.2 destaco
muito brevemente alguns aspectos historicos do caso especial de certas fun¢des denominadas
transformacbes geométricas. Na secdo 2.3 trago a tona a abordagem desse tema segundo os
PCN. Na secdo 2.4 destaco esse conceito segundo 0 PNLD e na se¢do 2.3 mostro como se

adentrou o conceito de fungdo no curriculo de Matematica no Brasil.

2.1 O conceito de Funcéo: alguns aspectos historicos e epistemoldgicos

O conceito de fungdo € central na Matematica contemporanea. Mas como esse
conceito comecou a emergir e finalmente ganhou contornos claramente definidos? O nosso
objetivo nesta secdo é construir uma resposta a essa pergunta, visando a compreender 0s

aspectos historicos e epistemoldgicos envolvidos em sua formulagéo.

Vérios foram os povos que trabalharam com funcgdes de forma implicita. De fato, na
operacdo de contagem, por exemplo, a cada elemento de um conjunto associa-se um nimero
natural. Os babil6nios, também, construiram tabelas em argila, e para cada valor na primeira
coluna existia um ndmero na segunda, que era o resultado da multiplicacdo do nimero da

primeira por uma constante.

Embora essas operacfes de correspondéncia estejam de forma implicita presentes
muito remotamente, alguns historiadores tém ressaltado que elas ndo trazem um componente
essencial ao conceito contemporéneo de funcdo: a ideia de variagdo. O cerne do conceito
contemporaneo de funcdo esta na ideia da correspondéncia ou inter-relacdo entre grandezas
que variam (ROQUE, 2012, p. 369-70).

Na Idade Média distingue-se o trabalho de Nicole Oresme, por volta de 1360, bispo de

Lisieux, no qual se apresenta um diagrama ilustrativo da dependéncia de grandezas relativas
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ao movimento de um corpo. Mas ainda ndo se encontra em seus trabalhos o conceito de

variavel.

A representacdo grafica aparece por volta de 1360, quando Nicole Oresme, bispo de
Lisieux, apresenta a latitude das formas (de latitudinibus formarum). Essa representacéo,
também desenvolvida no “Merton College” de Oxford, ¢ retomada por Galileu e acaba se
encaminhando para o formato gréafico consagrado por Fermat e Descartes. Ja a representacao

algébrica de funcédo é mais recente, sua historia data dos Ultimos quatrocentos anos.

Na modernidade, inicia-se o delineamento desse conceito. Os primeiros passos na
direcdo da introducdo da nogdo de variavel podem ser encontrados em Galileu, no &mbito da
fisica matematica, em seus estudos de cinematica registrados no seu Discursos e
demonstracbes matematicas sobre duas novas ciéncias, de 1638. Nessa obra aparecem
relacdes entre razdes de distancias percorridas e razbes dos quadrados dos tempos gastos nos
percursos. Assim as distancias aparecem como grandezas que variam com o decorrer do
tempo (ROQUE, 2012, pp. 311-12).

Em Newton (1642 — 1727) ndo se encontra de modo explicito ainda o conceito de uma
funcdo. No trabalho desse matematico inglés as fungbes sdo utilizadas, mas ndo se encontra
nenhuma defini¢do explicita desses objetos matematicos. Em seu calculo diferencial e integral
aparecem duas ideias fundamentais: a de fluente e a de fluxdo. Os fluentes sdo grandezas e as
fluxdes sdo as velocidades de movimento dessas grandezas. Ou seja, os fluentes
correspondem as integrais e as fluxdes as derivadas. Portanto, em sua teoria, trabalha-se com
as nocdes de grandezas variaveis e com as relacfes de dependéncia entre grandezas variaveis,

mas as fungdes ndo aparecem como um conceito explicito.

O primeiro registro do uso do termo funcéo se encontra em Leibniz (1646-1716), no
seu manuscrito Methodus tangentium inversa, seu de fuctionibus (CAMPITELI E
CAMPITELLI, 2006, p.13). Nesse trabalho, o termo funcdo é introduzido para a referéncia a
certos elementos geométricos ou a certas quantidades geométricas de uma curva, definidas
pontualmente e que variam de ponto a ponto sobre a curva considerada. Mais
especificamente, Leibniz usou o termo apenas para designar, em termos muito gerais, a
dependéncia de quantidades geométricas referentes a uma curva, definidas pontualmente, tais

como subtangentes e subnormais e que variam ao longo da curva. Introduziu igualmente a
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terminologia de “constante”, “variavel” e “parametro”. Vale notar, contudo, que Leibniz usa o

termo fungdo, mas ndo o apresenta ainda como um conceito.

Com o desenvolvimento do estudo de curvas por meios algébricos, tornou-se
indispensavel um termo que exprimisse a relacdo de dependéncia entre quantidades variaveis.
Com esse propdsito, a palavra “fun¢do” ¢ mencionada em uma correspondéncia trocada, entre
1694 e 1698, por Leibniz e Johann Bernoulli (1667-1748). Bernoulli ja empregava o termo
fungéo para designar uma quantidade formada a partir de uma quantidade indeterminada e de
constantes (ROQUE, 2012, p.371).

Em 1718, Bernoulli publicou um artigo, que viria a ter grande divulgagéo, contendo a
sua defini¢do de fungdo. Com suas palavras: “Chamamos funcdo de uma grandeza variavel
uma quantidade composta, de um modo qualquer, desta grandeza variavel e de constantes”
(Bernoulli, apud ROQUE, 2012, p.373).

Um retoque nesta definicdo viria a ser dado em 1748 por Leonhard Euler (1707-1783)
— um antigo aluno de Bernoulli — substituindo termo “quantidade” por “expressdo analitica”
(ROQUE, 2012). Para Euler, uma fungdo ndo necessitava unicamente de uma expressdo
analitica.  Foi ele que também introduziu o simbolo f(x) em 1734-35 (BOYER,
MERZBACH, 2012, p.305). No segundo volume de Introduction in Analysin Infinitorum,
Euler diferenciou as fungdes continuas e descontinuas, levando em consideracdo a lei de
formacdo de cada funcdo. Aquelas que fossem definidas por apenas uma expressao analitica
seria classificada como continua e caso essa lei mudasse em qualquer intervalo do dominio

automaticamente se classificaria como descontinua ou mista (ROQUE, 2012, p. 379).

Porém é importante ressaltar que a andlise infinitesimal desenvolvida até entdo tinha
como principal objetivo estudar as curvas geométricas. Newton e Leibniz ndo tratavam das
funcbes como objetos matematicos abstratos. As fungdes apareciam como ferramentas para a

resolucédo de problemas geométricos e cinematicos.

A nogdo de funcdo era assim identificada na pratica com a de expressdo analitica,
situacdo que haveria de vigorar pelos séculos XVIII e XIX, apesar de cedo se perceber que
conduzia a diversas incoeréncias e limitacbes (de fato, uma mesma funcdo pode ser

representada por diversas expressdes analiticas diferentes). Esta no¢do, associada as nogdes de
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continuidade e de desenvolvimento em série, conheceu sucessivas ampliac@es e clarificacdes,

que Ihe alteram profundamente a sua natureza e significado.

Como consequéncia da evolucao do estudo das fungdes, surgem numerosas aplicacfes
da Matematica e outras ciéncias. Pois, os cientistas partindo de observacGes procuravam uma
formula (uma funcdo) para explicar os sucessivos resultados obtidos. A funcdo era entdo o

modelo matematico que explicava a relagdo entre as variaveis.

O conceito sofreu uma grande evolucao ao longo dos séculos, sendo que a introducao
do método analitico (isto €, o uso de equacdes para representar e analisar as relacdes entre
variaveis de um problema) na definicdo de fungdo (séc. XVI, séc. XVII) veio revolucionar a

Matematica.

Como ja foi falado anteriormente neste trabalho, a histdria do termo funcéo passou por
grandes evolugdes, desde o século XVII por Leibniz, passando por Bernoulli por volta de
1718 e alguns anos depois chegando a Euler, que por sua vez considerava fungdo como uma
equacdo ou férmula qualquer envolvendo variadveis e constantes, que é a no¢do que a maioria

dos estudantes dos cursos de matematica elementar tem.

Esse conceito de funcdo se manteve inalterado, até que Joseph Fourier (1768-1830)
fosse levado a considerd-lo em suas pesquisas acerca das series trigonométricas, onde essas
séries envolviam uma forma de relacdo mais geral entre as varidveis que j& haviam sido

estudadas anteriormente.

Segundo Eves (2004, p. 661) a fim de dar uma definicdo de funcdo ampla, Dirichlet
(1805-1859) chegou a seguinte formulacdo: uma varidvel € um simbolo que representa
qualquer um dos elementos de um conjunto de ndmeros; se duas varidveis X e y estdo
relacionadas de maneira que, sempre que se atribui um wvalor a X, corresponde
automaticamente, por alguma lei ou regra um valor a y, entdo se diz que y é uma funcao
(univoca) de x. A variavel x a qual se atribuem valores em um conjunto é chamada variavel
independente e a varidvel y, cujos valores dependem dos valores de X, é chamada de variavel
dependente. Os valores possiveis que x pode assumir constituem o campo de definicdo da
funcdo e os valores assumidos por y constituem o campo de valores da funcdo. Esse conceito

de funcdo desde o século passado é aceito por todos.
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A teoria dos conjuntos propiciou a ampliacdo do conceito de funcdo de maneira a
abranger relacdes entre dois conjuntos de elementos. Atualmente, a definicdo de funcéo
preferida nos textos de matematica, pela sugestdo de dinamicidade que ela encerra, é aquela
de uma regra que a cada elemento x de um conjunto X associa um Unico elemento y de um

outro conjunto Y .

Um outro conceito de fungéo, de carater mais estatico e menos comum, € aquele de um
conjunto f qualquer de pares ordenados de elementos sujeitos a seguinte condicdo: se
(ai,b1) € f e (ay by) € f ea, =a,, entdo b; = b,. O conjunto A dos primeiros elementos
dos pares ordenados chama-se dominio da funcdo e conjunto B de todos os segundos
elementos dos pares ordenados se diz imagem da funcdo. Assim podemos dizer que uma

funcdo é um tipo particular de subconjunto do produto cartesiano AxB.

Assim o conceito de fungdo que hoje nos parece simples é resultado de uma evolucédo
historica conduzindo sempre cada vez mais a abstracdo, e que s6 no século XIX teve o seu
apogeu. Na atualidade as funcGes estudadas na Analise, e usadas nas aplicacGes, retém no

fundamental a ideia de dependéncia entre variaveis.

A nocdo de funcédo é de importancia central na concepcdo, na modelagem e no estudo
de modelos dindmicos, probabilisticos, de distribuicdo espacial etc., qualquer que seja a sua

natureza, continuando por isso a ser um conceito-chave na Matematica atual.

2.2 Transformac6es Geomeétricas: alguns aspectos historicos

Um tipo destacado de funcbes sdo as transformagdes geométricas. Apesar das
transformacfes geométricas estarem presentes de forma implicita em desenhos decorativos ou
ornamentais em culturas antigas na histéria da humanidade, a formalizacdo desse conceito ndo

se deu tdo cedo. Isso s6 acontecera depois do surgimento da teoria de grupos.

Lagrange foi o unificador do conceito de grupo, e passou boa parte do resto da sua
vida desenvolvendo, aplicando e popularizando a nocao. Klein numa célebre aula inaugural
em 1872, quando se tornou professor em Erlangen, mostrou como esse conceito podia ser
aplicado como um meio conveniente para caracterizar as varias geometrias que tinham

aparecido durante o século XIX.
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Esse programa de Klein, que veio se chamar Erlangen Programm, descrevia a
geometria como o estudo das propriedades das figuras que permanecem invariantes sob um
particular grupo de transformacdes. Portanto toda classificacdo de grupos de transformacdes
torna-se uma codificacdo das geometrias. A geometria plana euclidiana, por exemplo, é o
estudo das propriedades das figuras, inclusive area e comprimento, que ficam invariantes sob
0 grupo de transformacOes obtidas a partir de translacdes, reflexdes e rotacbes no plano
(Boyer,1996, p. 379).

Klein propde um ensino de geometria em que deveria valorizar a intuicdo e a
experimentacdo numa primeira abordagem e, s6 posteriormente, partir-se-ia para uma
sistematizacdo. Configura-se, assim, a necessidade da elaboracdo de uma geometria
propedéutica que teria por objetivo estabelecer uma ponte entre a experiéncia comum do

aluno sobre o espaco e a geometria demonstrativa.

Sobre isso, Klein recomenda:

Em geometria, 0 ensino deve comecar pelos solidos simples, de que se fardo derivar
os conceitos fundamentais, as relagdes de posi¢do de retas e planos e as principais
figuras geométricas. As defini¢cBes cientificas devem ser evitadas. Por métodos
empiricos (translagdo, rotacdo, dobramento e medida) obtém-se as principais
proposicOes relativas a relagBes angulares, areas e circunferéncias. Haver4d uma
transicdo gradual da intuicdo para a demonstracdo. Desde o inicio, as figuras
geomeétricas ndo devem ser consideradas rigidas. Recomenda-se um largo uso do
movimento para o fim de ilustrar e sugerir relacdes geométricas importantes (apud
BRAGA, 2006, p. 54).

Vale destacar e detalhar alguns conceitos relacionados as transformagdes geometricas.

E disso que nos ocuparemos nos proximos paragrafos.

Simetria ¢ um termo originario do grego que significa “justa propor¢do”. A simetria ¢
uma propriedade facilmente encontrada na Biologia, Arquitetura, Arte, Geometria e até na
Poesia. Contudo, é cada vez maior 0 nimero de pessoas que entendem a simetria como
resultado de movimento e, como movimento, pode ser vivida e percebida pelo sujeito como
dindmica, como regularidade. Como movimento, ela ainda pode ser percebida, compreendida
e interpretada por meio dos elementos que a constituem de forma individual ou em conjunto,

sendo eles reflexdo, rotacdo e translacéo.
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2.3 Documentos Oficiais

De acordo os PCN para o ensino fundamental, o estudo de transformagdes isométricas
(para a definicdo, veja a secdo 1.7), é um excelente ponto de partida para a construcdo das
no¢Oes de congruéncia. Desse modo, as transformacdes que conservam propriedades métricas
podem servir de apoio ndo apenas para o desenvolvimento do conceito de congruéncia de
figuras planas, mas também para a compreensdo das propriedades destas (BRASIL, 1998,
p.124).

Os PCN ainda sugerem que as isometrias sejam ensinadas de maneira significativa,
pois assim o estudante desenvolvera o pensamento geométrico e indentificara com mais
facilidade os elementos que sdo variantes e invariantes: “As atividades que envolvem as
transformacbes de uma figura no plano devem ser privilegiadas nesses ciclos, porque
permitem o desenvolvimento de conceitos geométricos de uma forma significativa, além de

obter um carater mais dindmico para este estudo” (idem).

Ja no ensino médio, quando se trabalha com as transformacBGes geométricas, por
exemplo, na comparacdo de graficos de fungdes, ndo se tem tempo devido a condicionantes
curriculares para a introducdo das transformaces geométricas como seria desejavel. Isto &,
ndo se dispde de tempo para introduzir com detalhes esses conteudos que nos ajudam a
compreender melhor a matematica e suas aplicacBes. Dessa maneira, os estudantes ficam
prejudicados em ndo adquirirem um conceito que muito contribuiria na percepcdo de

importantes conexdes entre temas matematicos.

Portanto, necessita-se que se dé muito maior importancia as transformacdes
geométricas. Em primeiro lugar, pela relevancia que elas tém na historia da matematica
recente — veja-se 0 Programa de Erlangen, de Félix Klein, que influenciou o
desenvolvimento da matematica no século XX — mas também porque constituem um campo
rico de conexdes, uma ferramenta muito Gtil para demonstracdes, para resolver problemas e,

de uma maneira geral, para raciocinar sobre o plano e o espago.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (1998):

A primeira vista as transformagdes podem parecer um assunto que ndo tem relacéo
com o dia-a-dia, mas, refletindo e observando um pouco, nota-se, por exemplo, que
as simetrias estdo muito presentes no cotidiano. Em inimeros objetos fisicos
ocorrem aproximagcdes de planos de simetria de reflexdo. Em representacGes planas
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desses objetos, tais planos de simetria reduzem-se a eixos de simetria. No corpo
humano pode-se observar (aproximadamente) um plano de simetria. Assim, também
a imagem de um objeto no espelho é simétrica a ele. Ha eixos de simetria em
diversas criagdes do homem, como desenhos de aeronaves, edificios e moveis
(BRASIL, 1998, p. 124)

As isometrias ndo sdo o Unico tipo de transformagdes geomeétricas interessantes, estas
podem ser vistas como um subconjunto de um universo de transformacdes mais amplo, as
semelhancas. Os PCN recomendam que o estudo de isometrias e homotetias seja introduzido
ainda no ensino fundamental, como um recurso didatico para a compreenséo das congruéncias
ou semelhangas: “Deve-se destacar [...] a importancia das transformacdes geométricas
(isometrias, homotetias), de modo que permitam o desenvolvimento de habilidades de
percepcdo espacial e como recurso para induzir de forma experimental a descoberta, por
exemplo, das condig¢Oes para que duas figuras sejam congruentes ou semelhantes (idem, p.
51).

2.4 As fungdes no PNLD

O Guia de Livros Didaticos do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) analisa 16
obras do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental acerca de como esta sendo a abordagem do
contetdo das transformacg6es geometricas. Os analistas apontam que sdo pouco frequentes as
atividades que contribui para que os estudantes orientem-se e reconhecam a posicao dos
objetos no espaco; e que na maioria das obras sdo exploradas atividades que fazem com que o
aluno seja levado a obsevar os objetos geométricos no mundo fisico com o intuito que eles

compreendam as figuras geométricas, bem como propriedades e classificacao.

De acordo com o PNLD, a maioria das obras possui em seus contetdos o conceito de
simetria, porém, apresentam muitas limitacdes (SILVA, 2009). Este conceito, por vezes,
apresenta-se associado a aspectos estéticos, voltado para artes plasticas e arquitetura. Suas

conexdes a outros conceitos matematicos ou a outras ciéncias ndo sao exploradas.

Ainda falando em limitagdes, posso citar também um namero grande de atividades em
que se exploram a visualizacdo e identificacdo de figuras simétricas de objetos

tridimensionais. Nesse caso, ¢ falado em “eixo de simetria”, mas ndo se fala que esse eixo
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pode existir numa representacdo plana de um objeto e que no espaco tridimensional pode

existir um plano de simetria.
Parto agora para o estudo de Funcdes no emprego de isometrias no Ensino Médio’.

Segundo o Guia do Livro Didatico do PNLD 2012 do Ensino Médio (Matematica),
foram aprovadas 7 (sete) colecdes. Neste Guia sdo mencionadas caracteristicas que se

destacam, positivamente ou negativamente, nos livros.

Para a avaliacdo das obras, o PNLD 2012 dividiu os topicos da Matematica em seis
campos: numeros e operacOes; funcdes; equacdes algébricas; geometria analitica; geometria;

estatistica e probabilidades.

O topico que nos interessa é o de funcBes, e nele foram consideradas: o conceito de
funcdo; sequéncias; fungdes afins e afins por partes; funcbes quadraticas; fungdes exponencial

e logaritmica; funcGes trigonométricas; matematica financeira; e calculo diferencial.

Os sumérios das obras aprovadas revelam bastante uniformidade. De fato, com poucas
excecdes, todos apresentam 0s mesmos topicos matematicos dispostos em uma mesma

sequéncia ao longo dos trés volumes.

Das obras aprovadas, nota-se nos livros da 12 série que h&4 uma clara concentracdo no
campo das fungdes em detrimento dos demais. Em valores aproximados, cinco das cole¢des
dedicam perto de 70% a funcdes, e as outras duas, respectivamente 65% e 60%. Tal excesso
decorre, entre outras razbes, de um tratamento fragmentado e repetitivo, com estudo de

muitos casos particulares.

Ja nos livros da 22 série observa-se o predominio da geometria em cinco das colecdes,
chegando-se, em uma delas, ao porcentual elevado de, aproximadamente, 55% das paginas

dedicadas a esse campo.

Nos livros da 32 série é dada maior atencdo a geometria analitica, em detrimento de
outros campos. Além disso, excetuando-se duas, as obras omitem ou dedicam pouca atengédo a

geometria ou a funcdes.

7 As informacdes a seguir foram retiradas do Guia de Livros Didaticos, PNLD 2012 (Matematica) sofrendo
algumas alteragoes.
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Figura 4 - Painel comparativo da distribuicdo do campo da Matemética por colegéo.

1 série -Comparagao da distribuigdo dos campos da
Matematica por colegéo
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Fonte: Guia de Livros Didaticos 2012.
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Segue na figura 4 abaixo um quadro comparativo do estudo de fungdes na 12 2% e 32

N&o menos relevantes sdo as conexdes entre tdpicos de um mesmo campo. Por

exemplo, no das funcOes, estdo presentes em todas as obras as ligagfes conceituais entre

progressdes aritméticas e funcBes afins e entre progressdes geométricas e fungdes

exponenciais. Contudo, em geral, notamos uma abordagem fragmentada, com divisdo dos

conteldos em muitos casos particulares, tratados isoladamente. Isso é desaconselhavel do

ponto de vista didatico e contribui para o excesso de paginas.
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Para especificar melhor o comentario acima, examinemos, no campo das funcoes,
alguns exemplos de abordagem fragmentada, que é tradicionalmente adotada no ensino e nos

livros didaticos.

Com poucas excecdes, para cada classe de fungdes — afins, quadraticas, modulares,
exponenciais e logaritmicas — dedicam-se itens separados (alguns extensos) para trabalhar os
topicos: crescimento/decrescimento; estudo do sinal; equacdes; e inequagdes. Desperdica-se,
dessa maneira, a oportunidade de enfeixar estes tdpicos como subtopicos de conceitos

unificadores.

Para tratar de outro tema unificador, consideremos uma fungdo f : R — R, que
associa a um numero real x o nimero real y, y = f(x). Tomemos, entdo, um namero real k,

diferente de zero, e formemos as fungGes dadas por:

y=k+f(x) y=fx+k) y=flx) y=kf(x).

As relacdes entre o grafico da funcdo f e os graficos das funcdes que acabamos de
indicar sdo uma rica fonte de conexdes entre as representacdes analitica e grafica das funcdes
em jogo. Em particular, isso permite interpretar mudancas de variaveis como transformagdes
geométricas no plano cartesiano. Esse tema é abordado em todas as obras aprovadas, mas, em
geral, para poucas classes de fungdes. Um dos casos estudados &€ a composicdo das

transformacdes citadas a funcéo y = cos(x), para obter a familia de funcdes:

y=a+b.cos(wx +c)

em que a, b e ¢ sdo nimeros reais quaisquer e w € um namero real positivo.

Observamos que, apenas variando os parametros w e b nessa familia, é possivel
construir fungdes periddicas de qualquer periodo e de qualquer amplitude. Podemos, também,

variar os outros dois parametros, a e ¢, e aumentar a classe de fenémenos periddicos.

Assim, e inegavel que essa familia de funcdes é importante do ponto de vista da
modelagem matematica e, por isso, deveria ocupar lugar de maior destaque no ensino das
fungdes trigonométricas e constituir-se em um coroamento deste ensino. Convém adicionar
que, para construirmos todas as “pecas” dessa familia de fungdes, sdo necessarias poucas

relacbes trigonométricas, 0 que poderia contribuir para evitar o excesso de conteudos nos
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livros didaticos. As colecBes dedicam em torno de 100 paginas ao estudo de trigonometria e

de funcgbes trigonomeétricas, de modo fragmentado e repetitivo.

Todas as obras aprovadas introduzem a nocéo de funcdo de modo intuitivo, apoiando-
a nas ideias de: relacdo ou associagdo entre grandezas variaveis; dependéncia entre grandezas;
correspondéncia entre elementos de dois conjuntos; “regra” ou “lei de formagao” envolvendo
grandezas ou numeros, entre outras. Todas as obras sistematizam o conceito de funcéo
utilizando conjuntos, o que é apropriado. Por outro lado, em duas das obras adota-se a
definicdo de funcdo como um tipo especial de relacdo e esta como subconjunto do produto

cartesiano de dois conjuntos.

No estudo de funcgdes, é importante representd-las de diferentes modos — tabelas,
gréficos, representacdes analiticas (algébricas) — estabelecendo relacdes entre eles.
Frequentemente, um problema inicialmente formulado de maneira algébrica pode ser mais
facilmente resolvido ou compreendido se o interpretarmos geometricamente, e vice-versa. Por
exemplo, a simetria axial presente nas fungdes quadraticas é facilmente perceptivel no grafico
e, no entanto, pode exigir esforco de célculo quando se trabalha com sua representacdo
algébrica. Convém mencionar que o uso de aplicativos computacionais permite visualizar o
grafico de funcBes e ajuda a perceber propriedades por meio de experimentos com maior

riqueza de exemplos.

No estudo das funcdes, os seus graficos no plano cartesiano desempenham um papel
importante. Na avaliagdo das obras inscritas no PNLD 2012, observamos que ndo s&o
tomados os devidos cuidados quando se constroem graficos de funcgdes. Por exemplo, com um
numero reduzido de valores da variavel independente, induz-se o aluno a considerar que é
possivel construir o gréafico cartesiano de uma fungdo. E comum encontrar nos livros
didaticos, uma tabela com trés ou quatro valores de x, associada ao desenho de uma parabola,

sem explicacBes adicionais.

Outra falha € recorrer a graficos estatisticos para construir fungdes reais de variavel
real. No caso das variaveis discretas, o gréfico estatistico pode ser constituido por pontos
isolados no plano cartesiano ou por barras verticais. 1sso ndo permite que, sem nenhum
comentario explicativo, passemos para o grafico de uma funcdo com varidvel independente

continua. Na estatistica, muitas vezes, utiliza-se o procedimento de ligar os pontos isolados de
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um grafico discreto por uma curva continua. No entanto, trata-se apenas de um procedimento

para auxiliar a visualizacdo do comportamento da variavel estatistica.

2.5 Insercéo do tema funcéo nos contetidos matematicos no Brasil®

O processo de inser¢do do tema funcdo entre os conteudos da nossa matematica do
Secundario (nivel de ensino correspondente ao que hoje designamos de Ensino Médio) esta
diretamente vinculado a criacdo, concretizada no ano letivo de 1929, de uma nova disciplina
escolar do ensino brasileiro denominada Matematica, resultante da unificacdo de trés outras,

até ento, independentes: a Aritmética, a Algebra e a Geometria.

Essa fusdo é feita a partir de uma referéncia internacional, centradas nas ideias do
renomado Felix Klein, que propunha uma renovacdo nesse nivel de ensino. Essa
transformacdo estrutural da nossa matematica escolar ¢, em 1931, referendada por uma
reforma educacional mais ampla, conhecida como Reforma Francisco Campos. Detalharemos

COMO iSSO ocorreu a partir de agora.

O matematico prussiano-alemao Christian Felix Klein (1849-1925) — matemaético que
valorizava a intuicdo, muito respeitado pela sua producédo matematica que inclui trabalhos que
intentam estabelecer a fusdo e a combinacdo de ramos aparentemente separados — foi
destaque no movimento mundial de renovacdo do ensino da matematica na escola secundéria

na Alemanha, Inglaterra, Franga e nos Estados Unidos.

Nos anos de 1881 e 1882, Klein trocou correspondéncias com o matematico francés
Jules Henri Poincaré (1854-1912) que também compartilhava ideias de que a intui¢do deveria
ter um lugar de destaque no desenvolvimento matematico. Mas o francés fez com que Klein
abdicasse de uma producdo ainda mais proeminente em novos campos da pesquisa
matematica, que por outro lado acabou empurrando-o para um destino indubitavelmente

auspicioso junto as questdes de ensino e formacao de comunidades cientificas.

No final do século XIX, Klein comec¢ou a se envolver com as questdes do ensino da

Matematica no curso secundario e, em decorréncia, acabou participando de maneira decisiva

® Todas as informacdes presentes neste tépico foram retiradas, sofrendo algumas mudancas, do livro “Func3o:
a alma do ensino da matematica”, de Ciro Braga (2006).
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da criacdo de um organismo emblematico do movimento mundial de sua modernizacdo: a

Comissdo Internacional de Ensino da Matematica (CIEM) em 1908.

Foram diversos os fatores que fizeram com que Klein liderasse uma reformulagdo do
ensino da matematica do secundario na Alemanha. Um dos fatores desencadeante da
necessidade de um movimento renovador residia na heterogeneidade desse ensino reinante
nos seus diferentes tipos de escolas. Uma das origens dessa heterogeneidade estava no fato de
a Alemanha ser constituida por muitos territérios individuais, acentuando tal diversidade, o

seu sistema educacional comportava varios tipos de escolas.

Por ocasido do ingresso nas Escolas Técnicas Superiores, havia uma diversidade na
formacdo matematica dos alunos do secundario. A discrepancia existente no preparo
matematico dos alunos dos diversos tipos de escolas acabava por ndo suprir as necessidades
dos cursos de engenharia, que, para nivelarem o conhecimento matematico dos ingressantes,
terminavam por dispor de um tempo precioso que poderia ser dedicado ao estudo de matérias

mais técnicas.

Schubrig (BRAGA, 2006) observa que Klein, na segunda fase das suas atividades na
década de 1890, levou adiante o seu ponto de vista de que fazer uma reforma na matematica
universitaria requeria levar em consideragdo um sistema mais extenso: o sistema escolar como
alicerce béasico da educacao superior. Assim, comecou a se interessar pelo aperfeicoamento da

formagdo dos professores do secundario.

Ciente de que a mudanca estrutural pretendida deveria partir das bases, Klein langou-
se a participar de encontros, congressos, além de elaborar “aulas” dirigidas aos professores.
Em 1904, organizou um primeiro curso em que analisava o papel dos diferentes tipos de
escolas nos processos de ensino da matematica. As anotacfes decorrentes dessa explanacao
foram publicadas na colecdo Matematica Elementar sob um ponto de vista superior, gestada

em dois semestres também destinados aos professores do ensino secundario alemao.

Nesta obra, Klein expressa muitas de suas ideias que acabaram por converter em
principios do movimento de modernizacdo do ensino da matematica secundaria no inicio do
século XX. O matematico alemdo recomenda a introducdo do Célculo Infinitesimal entre os
contetdos do ensino secundario, em diversos momentos da referida obra, deixando claro a

grande preocupagdo com 0 ensino superior.
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O que Klein propds, a partir de 1900, foi de fato introduzir os contetdos do ensino
preparatorio de matematica das escolas técnicas superiores como assuntos novos e basicos
para os trés tipos de escolas secundarias: geometria analitica e os elementos de célculo
diferencial e integral. Diversos trechos da referida obra fornecem indicios de que a introducao
do Calculo no ensino secundario pode ter sido o objetivo primeiro que lancou Klein ao

movimento modernizador.

Tentativas inabeis de se incluir esse topico, e que resultaram em fracasso, originaram
uma oposi¢do muito forte contra a introducao do Calculo Infinitesimal no ensino secundario,
oposicdo que gerou uma proibicdo oficial do ensino de Calculo nos ultimos decénios do

século XIX.

Essa proibicéo oficial, ao ver de Klein, deveria ser revertida. Assim, procurou elaborar
uma ampla e convincente argumentacdo, desviando o foco das criticas que seriam feitas ao

seu objetivo primordial: a introducéo do Calculo.

Na referida obra, Klein discorre diversas vezes sobre a necessidade de ter-se Célculo
entre os conteudos escolares, chegando a afirmar que “o ensino da matematica deve ir
ascendendo até chegar aos umbrais do Calculo Infinitesimal, de modo que o naturalista e 0
técnico de seguros, tomando, por exemplo, obtenham da escola o instrumento matematico de

que venham a necessitar em seus trabalhos.” (1927, p. VI, Apud. Braga 20006).

A sugestdo de Klein para o ensino de Célculo consistia em, ap6s uma introducédo
intuitiva de limites, apresentar a nocdo de derivada como limite da razdo incremental
(Newton) para, em seguida, prosseguir o curso utilizando-se das notacGes e das técnicas

operacionais de Leibniz.

Algumas tentativas de introduzir o Calculo exclusivamente pelo método de Leibniz
haviam fracassado devido a dificuldade de se assimilar que os infinitésimos podiam ser
desprezados. A razdo dessas discussdes residia no fato de que nem o Caélculo de Leibniz, nem
0 de Newton estavam estruturados sobre bases precisas, o que deixava um flanco aberto para

as severas criticas filosoficas.

Como pesquisador matematico, Klein prop8e entrelacar e coordenar 0s Varios ramos
da matematica escolar, enfatizando o conceito de funcdo com suas diversas representacdes

(tabular, algébrica e gréfica).



52

Cabe observar que o conceito de funcéo revelava-se imprescindivel para a abordagem
por ele proposta para a disciplinarizacdo do Céalculo. Dessa forma, 0 sucesso no ensino do
Caélculo estaria intimamente ligado a um bom dominio do conceito de fungdo por parte do

aluno.

Segundo Braga (2006, p. 52), o assunto fungdo deveria ser introduzido desde as séries
iniciais com a atuacdo do aluno sobre a ideia de variacdo e dependéncia. Aos poucos, com 0
progressivo e constante transito pelas representacGes tabular, grafica e analitica de funcéo, o
aluno caminharia em direcéo a sua formacao funcional. Sendo trabalhado de forma gradativa,
ao longo de todo curso secundério, conectando e intermediando, sempre que possivel, 0s

conceitos e 0s processos empregados na Aritmética, na Algebra e na Geometria.

O objetivo de se inserir o Calculo no ensino secundario alemdo comecou a se
concretizar primeiramente nas Realschulen e em Gysmnasien, este ultimo oferecia resisténcia

cuja quebra passou a ser, de certa forma, uma obsessao para Klein.

No Brasil, a primeira tentativa de implantar o que estava sendo feito por Klein no
movimento modernizador, aconteceu em 1929, no Colégio Pedro Il no Rio de Janeiro. Nela
foi implantada uma nova disciplina escolar, a matemaética, resultante da unificacdo das
disciplinas de aritmética, de algebra e de geometria. Colégio este de referéncia para os demais

estabelecimentos de ensino do pais.

Para a recém-criada disciplina, a Congregacdo do Colégio Pedro Il aprovou o
programa do 1° ano seguido das instru¢fes para a sua execugdo que reservavam para a nogao
de funcdo um papel nunca antes assumido no ensino das matematicas. Atendendo a essas
instrucGes, em meados do 2° semestre de 1929, é publicado o volume | do Curso de
Matemética Elementar de Euclides Roxo — autor do didatico inovador, catedratico do
Colegio Pedro II e diretor de seu externato — um livro didatico considerado revolucionario
para o padrdo da época. Em 1930, ¢ editado o VVolume Il deste curso, destinado aos alunos do

segundo ano.

Acredita-se que, para ter o projeto de unifica¢do curricular das matematicas aprovado
na Ata da Congregacdo do Colégio Pedro Il de 1997, Roxo tenha desenvolvido uma ardua
tarefa, também em bastidores, de convencimento de seus pares, em que tenha pesado, além de
sua funcéo de diretor da instituicdo, a canalizagdo de um trabalho que vinha sendo realizado,
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de forma um pouco subliminar pelo professor Artur Thiré (1853-1924). Com a morte deste
professor em 1924, Euclides Roxo acaba por assumir praticamente sozinho a tarefa de gestar

0 processo de renovagdo do ensino da matematica no &mbito do Colégio.

O carater quase solitario dessa empreitada em direcdo a modernizagédo se revelara de
forma concreta quando do surgimento das primeiras criticas antagdnicas as mudancas
implantadas. Vé-se ai, no desenrolar das polemizagcfes levantadas, que ndo havia grande
envolvimento, nem real comprometimento dos professores que lhe eram préximos, pois foram

poucos os que se Ihe aliaram efetivamente em sua defesa.

Para o convencimento da maioria dos professores do Colégio Pedro Il, Roxo além de
inegaveis atributos intelectuais dispds de um ideario consistente respaldado pelos mais

renomados matematicos internacionais.

O processo de implantacdo dos novos programas do Colégio Pedro Il, que deveria ser
realizado de maneira progressiva, acabou passando por turbuléncias devido a eclosdo da
Revolucdo Vargas que, em 1931, decretou uma reforma do sistema educacional brasileiro —
a Reforma Francisco Campos. Com essa reforma, o ensino secundario passa a ter dois ciclos:
um fundamental de cinco anos, e outro complementar, de dois anos, visando a preparacao

para o ensino superior.

Essa proposta, que pretendia colocar o ensino da matematica do curso secundario
brasileiro ao lado daquele praticado nos paises mais adiantados do mundo, deve ser creditada
basicamente ao empenho determinado de Euclides Roxo, sem duvida, o educador brasileiro

mais inteirado das concepg¢bes modernizadoras internacionais (BRAGA, 2006, p. 73).

Quando Roxo implantou, em 1929, as reformas modernizadoras no Colégio Pedro II,
imaginava concretizar as concepg¢des do movimento internacional primeiramente no ambiente
desse colégio, acompanhando de perto as eventuais e necessarias correcdes de rota impostas

pela realidade da sala de aula.

A Reforma Francisco Campos, ao acampar essas concep¢fes em ambito nacional,
obriga o ensino da matematica secundaria de todo o Brasil a adaptar-se de maneira abrupta.
Na Alemanha, ao contrario, o processo de modernizacdo foi gradativo e a partir do

convencimento do professorado.
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Roxo em seu livro A Matematica na Escola Secundaria publicado em 1937, expressa
seu pensamento sobre o ideario renovador internacional. No caso particular da nocdo de
funcdo no secundario, Roxo revela que tanto ele com Breslich compartilhavam da concepcéo

veiculada por Klein.

Breslich, alemdo, educador que explorou ao maximo o potencial educativo do
pensamento funcional, muitas de suas ideias a respeito do pensamento funcional estéo
expressas no artigo Developing Functional Thinking in Secondary School Mathematics, onde
ressalta a importancia da utilizacdo de funcdo como principio unificador para a reorganizacéo
do ensino secundario nos Estados Unidos. Essa importancia esta diretamente relacionada ao
carater prioritario que assume o desenvolvimento do pensamento funcional na formacéo do
aluno, no sentido de lhe dar uma visdo e uma compreensdo da matematica adequada ao

mundo contemporaneo de entao.

Por ocasido da década de emergéncia da nova disciplina matematica no Brasil em 1930,

escolheram-se algumas colec¢des de carater inovado, dos quais podemos destacar:

1) Curso de Matematica Elementar, 2 volumes (1° e 2° anos) — Euclides Roxo;

2) Matemaética, 2 volumes (1° e 2° anos) — Cecil Thiré e J. C. de Mello e Souza (Malba
Tahan);

3) Curso de Matematica, 3 volumes ( 3°, 4° e 5° anos) - Euclides Roxo, Cecil Thiré e J.
C. Mello e Souza;

4) Elementos de Matemaética, 5 volumes — Jacomo Stavale;

5) LicOes de Matematica, 5 volumes — Algacyr Munhoz Maeder;

6) Curso de Matematica, 5 volumes — Agricola Bethlem.

Os manuais didaticos do periodo da Reforma Francisco Campos, ao que tudo indica,
estdo mais proximos do cotidiano dos professores e alunos do que em qualquer outro periodo
anterior. No entanto, cabe ressalvar que os livros didaticos, mesmo ao lado dos planos
curriculares e das instrucBes pedagogicas, espelham uma imagem apenas parcial do que
ocorre com a disciplina. Apesar disso, ndo deixam de constituir um dos eixos da propria

atividade escolar, em torno do qual gravitam concep¢es pedagdgicas.

Pelo que foi exposto em um relatério do CIEM, relativo ao periodo de 1902 a 1914,

esses doze anos foram insuficientes para a assimilacdo do principio que colocava funcédo e o
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pensamento funcional, como protagonistas da Matematica escolar. Assim, compreende-se que
0 insucesso da aplicacdo dessa concepcao modernizadora nos dez anos de Reforma Francisco

Campos, nao é algo especifico do nosso pais.
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3 REFERENCIAIS TEORICO-METODOLOGICOS

O objetivo desse capitulo é apresentar o referencial tedrico utilizado nessa pesquisa.
Na secdo 3.1 apresentamos a metodologia de pesquisa adotada: Engenharia Didatica. Na
secao 3.2 apresentamos a teoria que subsidiou a elaboracdo da sequéncia didatica e na secao
3.3 apresentamos a conversao e o tratamento de registros segundo a teoria de representacédo

semidtica, por Duval.

3.1 Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica, vista como metodologia de pesquisa, caracteriza-se por um
esquema experimental baseado em realiza¢Ges didaticas em classe, isto €, sobre a concepcéo,

a realizacdo, a observacao, a experimentacdo e a analise de sequéncias de ensino.

A pesquisadora francesa Artigue (1989)° apresenta o trabalho da Engenharia Didatica
comparando-o com o trabalho do engenheiro. Ao realizar um projeto, apoiando-se sobre o
conhecimento cientifico de seu dominio, o engenheiro, assim como o professor ou
pesquisador da Engenharia Didatica, aceita se submeter a um controle cientifico, e a0 mesmo
tempo encontra-se obrigado a trabalhar sobre objetos menos precisos que os cientificos. O
trabalho do professor, ao elaborar ou escolher uma sequéncia didatica, deve levar em conta de
forma integrada: o dominio do conhecimento, o conhecimento prévio do aluno, o papel do
professor e dos seus alunos. Para tanto, em cada sequéncia € necessaria uma definicdo do

significado da aprendizagem.

Artigue (1998, p. 285, apud MACHADO, IN: MACHADO 2010, p. 235), a
Engenharia Didatica é caracterizada “[...] como um esquema experimental baseado sobre
‘realizagdes didaticas’ em sala de aula, isto &, sobre a concepcéo, a realizacao, a observacéo e

a validacdo e andlise de sequéncias de ensino”.

A criacdo de uma sequéncia didatica da-se num processo interativo no qual o objetivo

é a elaboracdo de um grupo de decisbes para que 0s processos tenham significados e as

° Disponivel em: <http://www.c5.cl/ieinvestiga/actas/ribie98/266M.html> Acesso em: 18 setembro 2012.
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estratégias sejam mais efetivas. Levam-se em consideracdo as respostas dos alunos e as
condigcdes as quais estdo submetidas. Dessa forma o processo envolve: uma andlise da
situacdo proposta, das condicdes da organizacdo, da escolha de estratégias baseadas nas
andlises da instrucdo dada, da determinacdo de critérios de avaliagdo, da elaboracdo de
questBes que estejam de acordo com os critérios determinados e uma revisao de todo processo

em funcéo dessa avaliacao.

Um dos cléssicos trabalhos do professor tem sido o de escolher ou organizar
sequéncias de atividades que explorem um dominio do conhecimento. Essas sequéncias de

ensino aparecem, também, como um dos seus principais objetos da Engenharia Didética.

Em uma pesquisa cuja metodologia é fundamentada na Engenharia Didatica podemos
mencionar diferentes fases no seu desenvolvimento: analises prévias; construcdo e analise a

priori; experimentacéo, analise a posteriori e validacéo.

A primeira fase é aquela na qual se realizam as analises preliminares, que pode

comportar 0s seguintes aspectos:
- analise epistemoldgica dos conteudos visados pelo ensino;
- exame do ensino usual e seus efeitos;

- levantamento das concepcOes dos alunos, das dificuldades e dos obstaculos que marcam sua

evolugéo;
- identificacdo das condicOes e fatores de que depende a construcdo didatica efetiva;
- consideracdo dos objetivos especificos da pesquisa;

- estudo da transposicao didatica do saber considerando o sistema educativo no qual insere-se

o trabalho.

J& a andlise a priori € o0 momento no qual se escolhne 0 modo como sera feita a
sequéncia didatica. Compreende a definicdo das variaveis globais e locais com as quais se vai
trabalhar, tendo em vista que a partir do momento que se tem essas variaveis definidas, segue-
se 0 momento no qual sdo planejadas e elaboradas as situa¢Ges didaticas ou estratégias de
ensino por meio das quais se pretende abordar cada uma das varidveis locais. Aqui se
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estabelecem também quais sdo as expectativas de aprendizagem em cada situacdo didatica

proposta. Essa fase de planejamento das situacOes didaticas deve prever os momentos de

validagéo e de institucionaliza¢&o dos saberes abordados.

as variaveis macrodidaticas ou globais sdo aquelas relativas a organizacdo global da
engenharia;
as variaveis microdidaticas ou locais sdo aquelas relativas a organizacdo local da

engenharia, isto é, a organizacdo de uma sessdo ou de uma fase.

O objetivo de uma andlise a priori € determinar como as escolhas efetuadas (as

variaveis que gueremos assumir como pertinentes) permitem controlar os comportamentos

dos alunos e explicar seu sentido. Dessa forma, em uma analise a priori devemos:

Descrever as escolhas das variaveis globais e locais e as caracteristicas da situacao
adidatica desenvolvida.

Analisar a importancia dessa situacdo para o aluno e, em particular, em funcéo das
possibilidades de acGes e escolhas para construcdo de estratégias, tomadas de decisdes,
controle e validacdo que o aluno terd. As ac¢des do aluno séo vistas no funcionamento
quase isolado do professor, que, sendo o mediador no processo, organiza a situacdo de
aprendizagem de forma a tornar o aluno responsavel por sua aprendizagem;

Prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a analise feita permite
controlar seu sentido, assegurando que os comportamentos esperados, se e quando eles

intervém, resultam do desenvolvimento do conhecimento visado pela aprendizagem.

E por fim experimentacdo analise a posteriori e validacdo. Na fase da experimentacéo

sdo executadas, uma a uma, as situacoes didaticas planejadas na fase anterior, ou melhor, € o

momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo construido, corrigindo-o se

necessario, quando as analises locais do desenvolvimento experimental identificam essa

necessidade, o que implica em um retorno a analise a priori, em um processo de

complementacéo.

Ela é seguida de uma fase de analise a posteriori que se apoia no conjunto de dados

recolhidos durante a experimentacdo: observacOes realizadas sobre as sessdes de ensino e as

producdes dos alunos em sala de aula ou fora dela. Esses dados séo, as vezes, completados
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por dados obtidos pela utilizacdo de metodologias externas: questionarios, entrevistas

individuais ou em pequenos grupos, realizadas em diversos momentos do ensino.

A andlise a posteriori de uma sessdo é o conjunto de resultados que se pode tirar da
exploracdo dos dados recolhidos e que contribuem para melhoria dos conhecimentos didaticos
gue se tém sobre as condicBes da transmissdo do saber em jogo. Ela ndo € a crénica da classe,
mas uma anélise feita & luz da analise a priori, dos fundamentos tedricos, das hipdteses e da

problematica da pesquisa, supondo que:

e aobservacdo foi preparada por uma andlise a priori conhecida do observador;
e 0S oObjetivos da observacdo foram delimitados por ferramentas apropriadas, e

estruturados também pela analise a priori.

Assim, a analise a posteriori depende das ferramentas técnicas (material didético,
video) ou tedricas (teoria das situacdes, contrato didatico...) utilizadas com as quais se
coletam os dados que permitirdo a construcdo dos protocolos de pesquisa. Esses protocolos
serdo analisados profundamente pelo pesquisador e as informacdes dai resultantes serdo
confrontadas com a analise a priori realizada. O objetivo é relacionar as observagdes com 0s
objetivos definidos a priori e estimar a reprodutibilidade e a regularidade dos fenémenos

didaticos identificados.

Caracteriza-se também como pesquisa experimental pelo registro em que se situa e
modo de validacdo que lhe sdo associados: a comparacdo entre analise a priori e analise a
posteriori. Tal tipo de validacdo é uma das singularidades dessa metodologia, por ser feita
internamente, sem a necessidade de aplicacdo de um pré-teste ou de um pos-teste. A
Engenharia Didatica pode ser utilizada em pesquisas que estudam o0s processos de ensino e
aprendizagem de um dado conceito e, em particular, a elaboragcdo de géneses artificiais para
um dado conceito. Esse tipo de pesquisa difere daquelas que sdo transversais aos conteddos,
mesmo gue Sseu suporte seja 0 ensino de certo objeto matematico (um saber ou um saber-

fazer).
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3.2 Situacdes Didaticas segundo Guy Brousseau

A teoria das situagOes didaticas de Guy Brousseau trata do processo de ensino-
aprendizagem da matematica e oferece um modelo tedrico de construgdo, analise e
experimentacao de situacfes didaticas em um contexto de ensino tripolar no qual interagem

professor, estudante mediados pelo saber matemaético.

Para esse estudioso francés, “uma concepcdo de ensino requer que o professor
provoque uma adaptacdo em seus estudantes mediante a escolha racional de problemas que
sdo colocados diante deles. Esses problemas sdo escolhidos de tal maneira que permitam ao

aluno pensar e evoluir por seus proprios meios” (Brousseau, 1986, p.46).

Desse modo, uma concepcdao de ensino exige do professor um trabalho de
identificacdo e proposta de problemas capazes de envolver o estudante em acgles de
compreensdo e de resolucdo deles. Uma vez inserido em acgdes de resolucdo de um problema,
o professor se retira de cena e espera que o estudante produza sua proprias resposta para o
problema. Nesse processo de formulacdo de estratégias e tentativas, de erros e acertos o
estudante vai fazendo suas novas aquisi¢cdes de conhecimentos a partir do que ja dispde em

sua estrutura cognitiva. A essa situacdo, Brousseau denomina situacédo adidatica.

Freitas (1999, p.70) tem acentuado que “as situagdes adidaticas representam o
momento mais precioso da aprendizagem, pois o sucesso do aluno nas mesmas significa que

ele, por seu proprio mérito, conseguiu sintetizar o conhecimento”.

Vale registrar que essa teoria encontra-se fundamentada na teoria da aprendizagem de
Piaget, na qual a aprendizagem ocorre por um processo de assimilacdo e de acomodacéo
através do qual estdo envolvidos momentos de desequilibracdo e de reequilibracdo da

estrutura cognitiva do estudante em novos patamares.

De um modo sintético, a teoria das situacdes didaticas propde a promog¢do do ensino-
aprendizagem em quatro fases: de acdo, de formulacéo, de validacéo e de institucionalizagéo.
A fase de acéo se caracteriza pela proposta de uma situacdo na qual o estudante se envolva e
desenvolva agdes de experimentacdo, tentativas, conjecturas, erros acertos visando a

resolucdo de uma questao ou de um problema proposto.
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Ja a fase de formulagcdo é marcada pela elaboracdo e comunicacdo de estratégias
utilizadas em sua propria linguagem, mas sem ainda a intencdo de justificacao da validade das

respostas ou dessas estratégias.

A fase de validacdo € o momento da socializacdo das respostas e das estratégias.
Espera-se aqui que ja sejam elaboradas criticas, reflexdes e justificativas acerca das
estratégias utilizadas. O professor nesse momento assume o lugar de coordenador ou

mediador.

Por fim, a fase de institucionalizacdo é o momento no qual o professor assume o lugar
de protagonizacdo e contribui efetivamente na formalizacdo dos conhecimentos e das

estratégias mobilizadas nas fases anteriores.

3.3 Os tratamentos e as Conversoes segundo Raymond Duval

Em seus estudos acerca da aprendizagem da matematica, Duval propde que uma das
principais dificuldades apresentadas pelos estudantes nessa disciplina é compreenderem que
um mesmo objeto matemético admite diferentes modos de representacdo e, além disso,
aprenderem a estabelecer a correspondéncia entre os diversos modos de representacdo desse

mesmo objeto.

Duval, por sua vez, prop0s em seu trabalho que “a originalidade da atividade
Matematica estd na mobilizacdo de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo
tempo, ou na possibilidade de trocar a todo momento de registro de representagdo” (DUVAL,
2010, p. 14).

Duval (2009, p. 15) denominou por “semidsis a apreensdo ou a producdo de uma
representacdo semidtica” e noésis “a apreensdo conceitual de um objeto”. Conforme Duval
(2010), as representacOes semioticas (semiosis) ndo desempenham a funcdo de comunicar as
representacfes mentais (noesis), mas sao fundamentais para as atividades cognitivas. Para o
autor, é a partir da semidsis que se desenvolve a noésis, ou seja, € por meio da capacidade de
representacdo dos objetos matematicos e da realizacdo de conversdes entre os distintos modos
de representacao de um mesmo objeto que 0s conceitos matematicos sao atingidos.

Segundo Duval (2009), sdo trés as atividades cognitivas de representacdo referentes a

semiosis: a formacdo, o tratamento e a conversao.
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A formacéao refere-se a formacgéo de registros de representagdo “seja para ‘exprimir’
uma representacdo mental, seja para ‘evocar’ um objeto real” (DUVAL, 2009, p. 53). Ao
realizar este procedimento de formacdo, o sujeito seleciona as caracteristicas do objeto
matematico que ele quer representar, criando assim uma representacdo conforme a sua visdo
do objeto e das caracteristicas relevantes para o determinado momento. Ou seja, a formacao
de uma representacdo é dada a partir de um ou mais signos que tenham relacdo com o objeto
matematico a ser representado. Esses signos sdo cultural e historicamente desenvolvidos e
utilizados por outros sujeitos, como, por exemplo, a linguagem natural, os simbolos
matematicos, os graficos, os sélidos geométricos, etc. Duval (2009, p. 55) afirma que “uma
representacdo semiotica ndo deve sair do dominio definido pelas regras que constituem um
sistema semiotico”, isto €, 0 representante precisa atender as caracteristicas inerentes ao
objeto matematico representado.

As outras duas atividades referem-se as transformacdes. O tratamento € a
transformacéo dentro (interna) de um mesmo registro de representacao semidtico. Na maioria
dos casos, o0 tratamento é diretamente relacionado a um determinado sistema de
representacdo. Quando nos referimos a funcdes, por exemplo, os tratamentos inerentes a
forma de representacdo geométrica sdo diferentes dos tratamentos inerentes a forma de
representacdo algébrica.

“Os tratamentos sdo transformacgdes de representacfes dentro de um mesmo
registro: por exemplo, efetuar célculos ficando estritamente no mesmo sistema de
escrita ou de representacdo de nimeros; resolver uma equagdo ou um sistema de
equacles; completar uma figura segundo critérios de conexidade e de simetria. As
conversfes sdo transformacgdes de representagdes que consistem em mudar de

registro conservando 0s mesmos objetos denotados: por exemplo, passar da escrita
algébrica de uma equag@o a sua representacao grafica” (Duval, 2003, p. 16).

A conversdo seria a transformagdo de um registro de representacdo semidtico em
outro, ou seja, uma transformagao externa ao registro de representagéo de partida. Por realizar
esta passagem de um registro de representacdo semiotica a outro, para que a conversdo seja
realizada se faz necessario que o sujeito tenha consciéncia do que € o objeto representado e do
que foi utilizado para se fazer esta representacdo. Quando ndo se tem essa percepc¢do entre
representante e representado bem definida, a conversdo fracassa e a aprendizagem fica

comprometida.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A organizacdo do trabalho de elaboracdo do produto educacional seguiu 0 método da
Engenharia Didatica. Conforme as indicacdes propostas nesse método, subdividimos nosso

trabalho em quatro fases, como a seguir:
Fase 1: Analises prévias.
Essa fase compreende trés momentos:

a) analise histdrica e epistemoldgica do tema (investigacdo do desenvolvimento histérico
do tema. No caso considerado aqui, é o estudo do desenvolvimento histérico do
conceito de funcdo e das transformacdes, chamando a atengdo para as modificacdes
registradas ao longo do tempo);

b) analise didatica do tema (analise de como o ensino das funcdes e transformacgdes tem
sido abordado na literatura especializada e nos textos didaticos do ensino médio);

c) analise cognitiva (levantamento, por meio de questionarios, entrevistas ou de exames

escritos, das habilidades matematicas dos sujeitos da pesquisa).
Fase 2: Andlise a priori.

E o momento no qual se escolhe o modo como sera feita a sequéncia didatica.
Compreende a definicdo das variaveis globais e locais com as quais se vai trabalhar. No que

se segue, especificamos as variaveis escolhidas nesta engenharia didatica:

1) Variaveis globais: GeoGebra, isometrias e homotetias, funcdes;
i) Variaveis locais: translagdes horizontais e verticais, reflexGes no eixo dos X,
homotetias, funcdo seno, funcdes quadraticas, funcdes modulares, fungdes

poténcia.

Tendo definido as varidveis globais, segue-se 0 momento no qual sédo planejadas e
elaboradas as situagOes didaticas ou estratégias de ensino por meio das quais se pretende

abordar cada uma das variaveis locais.
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Aqui se estabelecem também quais sdo as expectativas de aprendizagem em cada
situacdo didatica proposta. Essa fase de planejamento das situacdes didaticas deve prever 0s

momentos de validago e de institucionalizacdo dos saberes abordados.

Fase 3: Implementacédo da experimentacao.

Nesta fase sdo executadas, uma a uma, as situacOes didaticas planejadas na fase

anterior.

Fase 4: Analise a posteriori. Na medida em que se vai executando as situacGes didaticas, vai-
se também analisando os resultados obtidos na experimentacdo e confrontando-os com as

expectativas estabelecidas na analise a priori.

4.1 Questodes investigativas

Investigar até que ponto a visualizacdo dos efeitos de certos tratamentos efetuados na
representacdo algébrica de uma funcdo (os quais correspondem a deformacdes — dilatacfes
ou compressdes — ou translacGes do grafico dessa funcdo) favorecem a aprendizagem da

execucao no ambiente papel e lapis do eshbogo de graficos.
Mais especificamente, investigar:

a) Até que ponto a visualizacdo do efeito das adicdes ou das subtracdes de uma
constante a varidvel independente de uma funcdo se reflete na compreensdo de que isso

corresponde a translacGes horizontais do grafico dessa funcdo, sem deformagéo do grafico.

b) Até que ponto a visualiza¢do do efeito das multiplicagcGes na varidvel independente
de uma funcdo se reflete na compreensdo de que isso corresponde a compressdes ou

dilatagdes horizontais de graficos.

c) Até que ponto a visualizacao do efeito das adi¢des ou subtracfes de uma constante a

uma funcao corresponde a translagdes verticais do grafico dessa fungéo.

d) Até que ponto a visualizacdo do efeito da multiplicacdo de uma funcdo por uma

constante corresponde a deformacdes verticais do gréafico dessa funcéo.
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e) Quais as dificuldades apresentadas pelos estudantes na execucao das atividades das

oficinas.

4.2 Contexto e Participantes

Para verificar se o roteiro de atividades desenvolvido é uma ferramenta eficaz, no
tocante aos objetivos almejados, contamos com a participacdo de uma turma composta por 27
alunos do Programa de Apoio a Escolas Publicas do Estado (PAESPE), programa
desenvolvido pelo Centro de Tecnologias (CTEC) da Universidade Federal de Alagoas
(UFAL) que tem por finalidades principais, preparar estudantes do ensino médio de escolas

publicas do Estado em todas as disciplinas avaliadas pelo ENEM.

4.3 Analise Cognitiva

Antes mesmo do inicio da realizacdo das oficinas de aprendizagem, propomos a
aplicacdo de dois questionarios. O questionario I, a que chamamos de questionario
socioecondmico, visa conhecer a trajetoria escolar dos estudantes e conhecer alguns aspectos
a que consideramos importantes para a sua participacdo. Por outro lado, o questionario Il tem
por objetivo verificar o nivel de aprendizagem dos estudantes quanto ao estudo de Funcdes,

desde a parte conceitual até o esboco de grafico de algumas delas.

No Questionério 11, buscamos trazer problemas do dia-a-dia, pedir 0 esbogo de gréfico

de funcbes simples, como a funcédo afim e quadratica.

Contamos com a participacdo de 27 estudantes do PAESPE e todos eles encontram-se
cursando a 22 serie do Ensino Médio. Nos graficos abaixo seguem informacGes desses

estudantes, recolhidos por meio do questionario I.
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Uma questdo que compunha esse questionario foi a seguinte: Gosta de Matematica?

Dos 27 alunos 22 responderam que sim e 5 responderam que ndo e destacaram como segue no

gréfico 2 o conteldo que menos agradava na area.

Gréfico 2 - Conhecendo a trajetéria escolar |
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Os graficos 3 e 4, descrevem as respostas dadas acerca das questdes no que diz

respeito a questdes pessoais e reflexo da sua trajetdria escolar.
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Gréfico 3 - Conhecendo a trajetoria escolar 11

30
25
20
15
H Sim
10 H Nado
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0 i T T T 1
Sempre estudouem  Vocé trabalha? Jateve aulade  Deseja participar das
escola publica? Matematica em oficinas?
Laboratério de
Informatica?

Fonte: Autora.

Foi feita a seguinte pergunta: A sua casa dispGe de computador? Dos 27 alunos, 21

responderam que sim e 6 responderam que néo.

Gréfico 4 - Conhecendo a trajetéria escolar 111

16
14 -
M Estudar
12
10 A M Lazer
8 - 1 Busca de informagGes na
internet
61 m Jogar
4 -
® N3do informou
2 .
0 .
Faz uso do computador residencial para:

Fonte: Autora.

No Questionario |, todos se mostraram interessados em participar das Oficinas.
verbalmente, eles justificaram que seriam interessantes essas aulas, pois a proposta de se
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trabalhar esse tema com o computador ia trazer atratividade ao contedo, tém consciéncia de
ser importante, mas algo proporciona 0 entrave no entendimento. As respostas do

Questionario Il seguem-se abaixo.



Quadro 1 - Questionario Diagnostico (conhecimentos prévios).

Perguntas do
Questionario Il

Respostas dos alunos

Observacdes

Justificativa dada:

-“Modo de expressar alguma coisa em fungdo de x”;

-“Relacdo de duas incognitas, onde se dermos o valor de uma das
incdgnitas acharemos o valor da outra (pois estamos huma sequéncia)”;

O que é uma Funcao? Né&o sei Justificou -“E um célculo muito usado nas engenharias entre outras utilidades”
responder 4 -“E uma forma de juntar cada valor (nimero) dado a um unico da fungéo
23 f)”;
Os “porqués” do estudo de fungdes serem importante foram da seguinte
maneira (alunos):
- “Uso no dia-a-dia” (5 alunos);
Vocé acha que o estudo Sim N&o N&o respondeu -“Aprender calculos e informatica” (1 aluno);
das funcdes é importante? 16 1 10 -“Por ser aplicado em vérias areas, engenharia e industria” (1 aluno);
(Por qué?) -“Na teoria é importante mas na pratica nao ha importancia” (1 aluno);
-“Ajuda a compreender um grafico” (1 aluno);
- “Descreve as relagdes em graficos” (1 aluno);
-‘Nao sei mas gostaria de saber” (1 aluno);
- Sem justificativa (5 alunos).
Em um  determinado Erro Acerto | Acerto Néo a) Escreva uma fungdo que expresse o ganho mensal do gargom em
restaurante um garcom Parcial Total respondeu funcéo do valor total das contas da mesa que ele atende.
recebe um salario mensal 8 4 3 12
fixo de 678,00 reais e uma Erro Acerto | Acerto Acerto b) Se ao final de um més o valor total das contas das mesas atendidas
remuneragdo adicional de Parcial Total Total por um garcom foi de 5.000,00 reais, quanto ele deve receber?
10% do valor das contas 4 4 8 11
das mesas que ele atende:

Determine dois numeros
cuja soma € 180 e cujo
produto é maximo.

Né&o respondeu

27

Dos 27 alunos, nenhum respondeu esta quest&o.

Fonte: Autora.
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Abaixo, nos graficos 5 e 6, segue as respostas dos estudantes no que diz respeito
ao conhecimento do esbogo do gréfico das fungdes, cujo objetivo era verificar se eles

sabiam identificar a representacdo geomeétrica a partir da representacao algébrica.

Grafico 5 - Conhecimento prévios |

20

18

16

14

W Erro

B Acerto parcial

= Acerto total

B N3o respondeu

f(x)=x-2 f(x)=-x+1 f(x)=x2 f(x)=(x-3)?

Fonte: Autora.

Consideramos erro, aqueles que encontravam corretamente os pontos P(x,y) a
ser marcado no plano cartesiano mas nao conseguiam liga-los corretamente.
Consideramos acerto parcial aquele que, ao marcar os pontos da funcdo afim no plano
cartesiano e em seguida ligar corretamente, obtinha com resultado algo parecido com a
reta, mas ndo a mesma. Fato que ficava evidente o ndo entendimento de representacdo
geométrica de uma funcdo. Também consideramos acerto parcial aquele que obtinha a
reta num determinado intervalo, ou seja, a representacdo encontrada por ele no plano

cartesiano era um segmento de reta.
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Grafico 6 - Conhecimento prévios Il
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M Erro

B Acerto parcial
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 Acerto total
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0 -

f(x)= |x+4]| f(x)= sen(x) f(x) = sen(x+n/2)

Fonte: Autora

Note que o esboco do grafico das duas ultimas funcBes que envolvem a funcgéo

Seno e por sua vez ninguém respondeu.
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4.4 Oficinas

Essa sequéncia didatica, proposta de produto educacional, consiste de dez

oficinas de aprendizagem.

Em todas as sessoes, tivemos como objetivo principal, criar condi¢des para que
os estudantes percebam a relacdo entre o gréfico de uma fungdo e o gréfico de uma
outra que difere dela por uma composicdo de isometrias e de homotetias. O tempo
estimado para realizacdo de cada atividade varia entre 0h50 a 01h40, cada. O publico
alvo sdo alunos do Programa de Apoio as Escolas Publicas do Estado (PAESPE) e o
recurso utilizado € o software de geometria dindmica GeoGebra. Este por sua vez seréd
trabalhado em um laboratério de informatica localizado no Centro de Tecnologias
(CTEC) na Universidade Federal de Alagoas (UFAL).

Os citados alunos do PAESPE sdo atualmente alunos da educagdo bésica do
estado de Alagoas, e participam desse programa cujo objetivo é prepara-los nas
disciplinas que sdo avaliadas pelo ENEM. Encontram-se na faixa etaria entre 14 e 18

anos de idade.

Em decorréncia da analise cognitiva dos sujeitos da pesquisa, resolvi aplicar
uma primeira oficina (de reconhecimento) onde é explicada a utilidade das ferramentas
presentes no GeoGebra, focando nas que utilizaremos nas demais oficinas. Optamos em
abordar os gréficos das funcGes afins nessa oficina de reconhecimento ao examinar o0s
dados da analise cognitiva dos estudantes e perceber que eles apresentavam dificuldades

no esbogo do grafico desse tipo de funcéo.

As atividades que compdem as oficinas encontram-se divididas em etapas. Estas
sdo propostas de tal modo que fornecam situacdes de aprendizagem como se propfe na
teoria das situagdes didaticas de Guy Brousseau. A situacdo de ac¢do € aquela na qual o
estudante encontra-se empenhado na busca de solu¢do de um problema. De formulacéo,
o aluno ja faz algumas afirmacdes relativas ao problema, mas sem intencdo de
julgamento sobre validade embora contenha implicitamente intencdes de validacdo. De
validacéo, aqui se elabora um tipo de “prova” (explicagdo) do que se afirmou em meio a
uma linguagem oral ou escrita em um momento de socializagdo de respostas e

estratégias. E por fim, institucionalizacdo, esta fase visa a estabelecer o carater de
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objetividade e de universalidade do conhecimento. Esté presente nas atividades como a

nossa Ultima etapa de cada oficina.

A oficina | foi reservada a propiciar o reconhecimento dos recursos interativos
do GeoGebra, buscando principalmente familiarizar os participantes da oficina com os

aspectos basicos desse software.

Na oficina Il, os conceitos trabalhados séo de translagdes verticais de funces.

Propomos nesta oficina quatro atividades.

O objetivo aqui é observar até que ponto a visualizacdo dos movimentos
produzidos nos registros geométricos pelas operacfes de tratamento g(x) = f(x) + a
realizadas no ambito dos registros algébricos favorece a compreensdo dessa conversao

no ambiente papel e lapis.

Na primeira atividade, tomamos a funcdo seno pra comecar os trabalhos, por
presumir que seu grafico tem um aspecto que propiciaria a visualizagdo do efeito das
translacdes verticais. Nas atividades 2 e 3 dessa mesma oficina, as funcdes trabalhadas

foram funcéo poténcia e fungdo modular, respectivamente.

Para finalizar a oficina IlI, propomos uma atividade em que o0s sujeitos da
pesquisa ndo deveriam usar o software para desenvolvé-la, ou seja, uma atividade
destinada ao uso de papel e lapis apenas. O objetivo aqui € observar até que ponto o
estudante é capaz de efetuar a conversdo, sem auxilio dos computadores, das operagdes
de tratamento do tipo g(x) = f(x) + a realizadas no ambito dos registros algébricos,
sem 0 conhecimento da expressdo algebrica explicita da funcdo f mas conhecendo a

representacdo de f(x) no &mbito dos registros geométricos.

Na oficina Ill, os conceitos trabalhados sé&o de translacGes horizontais de
funcdes. O objetivo aqui é observar até que ponto a visualizacdo dos movimentos
produzidos nos registros geométricos pelas operagfes de tratamento g(x) = f(x + a)
realizadas no &mbito dos registros algebricos favorece a compreensao dessa conversao

no ambiente papel e I&pis.

As funcdes tomadas nas quatro atividades s&o funcdo seno, funcdo poténcia,

funcdo modular, respectivamente. Os objetivos sdo andlogos aqueles mencionados nas
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oficinas anteriores. A Ultima e quarta atividade desta sessdo consiste na apresentacdo
uma funcdo abstrata (isto é, da qual se conhece o grafico de f mas ndo se conhece
explicitamente a sua expressao algebrica) e na solicitacdo que os estudantes determinem

o grafico de os estudantes deverdo realiza-la fazendo uso apenas do lapis e papel.

A oficina IV esta voltada para conclusdo desejada por nds professores com
relacdo aos conteudos trabalhados até aqui, € uma espécie de resumo das sessdes | e II.
Nela, comegamos a atividade 1 a perguntar qual a diferenca entre a translagao vertical e
a translacdo horizontal. Sugerimos que se necessario usassem tabelas para mostrar os

pontos dos graficos.

O estudo das oficinas V e VI foram destinadas as dilatacGes vertical e horizontal
do grafico de uma funcdo. Na oficina V, sobre homotetias verticais de graficos, o
objetivo € observar até que ponto a visualizacdo dos movimentos produzidos nos
registros geométricos pelas operacbes de tratamento g(x) = af(x) realizadas no
ambito dos registros algébricos favorece a compreensdo dessa conversdao no ambiente

papel e lapis.

Na oficina VI, sobre as homotetias horizontais de fungdes, o objetivo é observar
até que ponto a visualizacdo dos movimentos produzidos nos registros geométricos
pelas operacdes de tratamento g(x) = f(ax) realizadas no &mbito dos registros

algébricos favorece a compreensao dessa conversao no ambiente papel e lapis.

Na oficina VII, composta por uma atividade apenas, visa fazer com que os trios
de estudantes analisem o que foi visto nas oficinas V e VI. Comegamos esta sessdo a
perguntar a diferenca entre a dilatagdo vertical e a dilatacdo horizontal. A socializagéo
dos resultados é um dos pontos mais importante dessa sessdo, pois é nela que cada trio

ira compartilhar o que concluiram.

A oficina VIII se destina a reflexdo de graficos de funcdes com relagdo ao eixo
dos x. O objetivo aqui é observar até que ponto a visualizagdo dos movimentos
produzidos nos registros geométricos pelas operacBes de tratamento g(x) = —f(x)
realizadas no ambito dos registros algébricos favorece a compreensao dessa conversao

no ambiente papel e lapis.
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Nessa, as funcdes estudadas sdo funcdo poténcia, funcdo modular, e

apresentacdo de um gréafico abstrato de uma funcéo escolhida pelo professor.

Para finalizar, as oficinas 1X e X sdo destinadas ao estudo das composicdes de
funcBes com isometrias ou homotetias. As funcgdes trabalhadas nas sessdes acima
envolvem as funcBes seno, poténcia e modular, respectivamente. O objetivo aqui €
observar até que ponto a visualizagdo dos movimentos produzidos nos registros
geométricos pelas operacGes de tratamento g(x) = bf (x + a) + k realizadas no ambito
dos registros algébricos favorece a compreensdo dessa conversdo no ambiente papel e

lapis.

A expectativa inicial é que na concretizacdo das atividades o tempo estimado
para realizagdo delas diminua de atividade para atividade, pois elas encontram-se com

certo grau de semelhanca.

4.5 Coleta de Dados

A coleta de dados foi procedida por observacdo, questionarios, protocolos dos
registros escritos dos estudantes produzidos pelos estudantes durante as aplicacGes das
oficinas e pelo registro num diario de campo das falas dos estudantes produzidas por

eles nas oficinas, nas etapas de socializacéo e de institucionalizacdo dos conhecimentos.
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CAPITULO 5: EXPERIMENTACAO E ANALISE A POSTERIORI

Este capitulo encontra-se subdividido em duas se¢des. Na se¢do 5.1, encontram-
se a descricdo da realizacdo e a analise das oficinas planejadas na fase de andlise a

priori. Na secdo 5.2, apresento os resultados obtidos na analise a posteriori.

5.1 Experimentacdo e Analise a Posteriori

Esta secdo esta reservada para o relato da experimentacdo e a analise a
posteriori, ou seja, aqui descrevo como foram executadas as oficinas, uma a uma, em
momentos nos quais executei o planejamento da analise a priori, e faco a analise dos

dados recolhidos durante a experimentacgéo.

Oficina I: Reconhecimento

Nesta oficina, tive como objetivo apresentar aos estudantes o software GeoGebra
mostrando suas ferramentas e finalidades de uso. Recorri a funcéo afim f(x) = ax + b
como conteudo para se tracar graficos, utilizar controles deslizantes e fazer a verificacdo

de seu comportamento no plano cartesiano.

Essa apresentacdo foi realizada cuidadosamente, j& que esse software era
desconhecido para a turma inteira. Contamos com a presenca de dez estudantes. Notou-
se com aquela atividade, ainda precocemente, como um software munido das

caracteristicas de dinamismo e interatividade conseguia prender a atengéo deles.

Nesta apresentacdo ja comecaram as primeiras construcdes, as primeiras

identificacGes de relagdes entre gréficos, ainda que de forma timida.

A turma foi dividida em duplas. Foram reservados 10 minutos para que as

duplas pudessem discutir o funcionamento do GeoGebra. Como ja esperado, eles
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comecaram a lancar na caixa de entrada funcOes para ver seus graficos e o

comportamento deles uma vez variando seus coeficientes.

Ap0s a socializacdo de ideias, solicitamos que cada dupla investigasse o grafico

da funcédo f(x) = ax nas seguintes situagdes:

) Quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores positivos do
zero, isto é, num intervalo do tipo (0,3), por exemplo;
i) Quando o parametro a varia em uma vizinhanca de valores negativos do

zero, isto é, num intervalo do tipo (-3,0), por exemplo;

No momento da socializa¢do das respostas com os demais colegas de sala, houve
varios manifestos de respostas, apenas uma dupla declarou que o grafico passava pela
origem, outras duplas responderam: “uma ¢ o contrario da outra, pois quando parti do 0
ao 3 ela ta crescendo, e quando parti do -3 ao 0 ela ta decrescendo”; a dupla 3 declarou:
“sdo opostas, quando “toca” entre o (0,3) o grafico pertence ao 1° e 3° quadrante e
quando “toca” entre (-3,0) pertence ao 2° ¢ 4° quadrante”. Por outro lado, a dupla 4

afirmou que: “Elas sdo inversas”.

Ainda que com um vocabulario matematico vago ou impreciso para aquele

conteddo, todas as expectativas foram atendidas.

Oficina I1: Translagdes Verticais de Funcgdes.

Nesta oficina, tragamos como objetivo principal, que os estudantes percebessem
a relacdo entre grafico de fungdes que diferissem por uma translacao vertical. Ou seja, 0
objetivo era criar condi¢cbes para que os estudantes visualizassem com auxilio do
GeoGebra que os tratamentos do tipo g(x) = f(x) + a realizados nos registros de

representacdo algébrica correspondiam a translagdes verticais.

A maioria dos estudantes ja haviam visto no¢6es de trigonometria na escola, mas
de maneira aligeirada, segundo eles, e pouco se lembravam das nocles vistas. Mas,
mesmo assim, foi solicitado na atividade 1 que fosse esbocado o grafico de duas

fungdes que diferiam da fungéo seno f(x) = sen x por translagdes verticais.
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Na problematizacéo dessa atividade, foram atendidas todas as expectativas antes
mesmo que fosse gerada uma discussdo entre os trios. Eles logo perceberam que 0s

gréaficos diferiam por movimentos verticais.

Na atividade 2 e 3, eles logo concluiram que o que valia pra atividade 1 também

valia para as atividades 2 e 3.

As dificuldades encontradas foram no momento em que foi definido um
intervalo de variagdo para as fungdes na ferramenta ‘“controle deslizante”, pois os
estudantes confundiam a alteracdo no intervalo da variacdo do parametro a com a

alteracdo no intervalo da variavel x da funcéo.

Por exemplo, no caso da funcdo g(x) = f(x) + a, a variagdo no controle

deslizante ae(z,, z,) era confundida com a variacdo de x € (zy, z,).

Por fim, a atividade 4 deveria ser realizada sem o uso do GeoGebra. Para isso foi
entregue aos estudantes, numa folha, o grafico de uma funcédo abstrata (isto €, sem a
explicitacdo de sua regra de formacdo) e em seguida solicitado que a partir dela eles
realizassem, sem o auxilio do GeoGebra, uma translacdo vertical de tantas unidades

guanto fosse solicitado pelo professor.

Um dos trios solicitou a representacdo algébrica (como ja esperado) daquela
funcdo para que pudesse fazer a translacdo vertical daquele gréfico. Isso aconteceu,
tendo em vista que até entdo, eles acreditavam que a representacao algébrica da funcao
era necessaria para que a introduzissem no campo algébrico do GeoGebra e obtivessem

0 gréafico da funcéo.

Das nove solugdes entregues, cinco delas estavam corretas e 4 apresentavam o
mesmo tipo de erro: a solucdo estava parcialmente correta por conseguirem transladar
corretamente, mas o grafico apresentava também uma dilatacdo. Observe na figura 5, a

seguir, a resposta de um dos trios com acerto parcial:
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Figura 5 - Resposta de um trio de estudantes da atividade que envolve translacao vertical
de funcdes.

Fonte: Autora

Depois dessa atividade passamos para a oficina seguinte.

Oficina I11: Translac¢des horizontais de Fungdes.

Nesta atividade, dedicamos nossa atencao as translacGes horizontais de funcgdes,
cujo objetivo era que os estudantes percebessem a relacdo entre trés graficos, onde dois
deles eram translacBes horizontais do primeiro. Ou seja, 0 objetivo era criar condigdes
para que os estudantes visualizassem por meio do GeoGebra os tratamentos do tipo

g(x) = f(x + a) realizados nos registros de representacdo algébrica.

Nas trés primeiras atividades, todas as expectativas esbogadas na analise a priori
aconteceram conforme o esperado. As dificuldades ocorreram no momento em que
alguns estudantes quiseram tomar um parametro conveniente para estudar os trés
graficos na mesma tela (uso do controle deslizante). Ou seja, dada a fungdo g(x) =
f(x+ a) com aeZ, caso aeZ™ o resultado era uma translagdo para a esquerda e se

aeZ~ o resultado era uma translacdo para a direita. O desentendimento aconteceu
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guando os estudantes tomavam valores de variacao para o x da funcdo confundindo com
a variacao da constante no controle deslizante, isto é, ae(—4,2) com o xe(—3,3). Olhar
para o enunciado e perceber que o parametro de variacdo era o a (no controle
deslizante) s6 veio acontecer depois da mediacdo do coordenador da oficina, ao explicar

0 papel de cada parametro naquela atividade.

Ainda na atividade 1, depois da socializagcdo das respostas, foi mostrada uma
tabela para que os estudantes entendessem os efeitos, ja que o esbogo dessas atividades
era no GeoGebra. Essa tabela tinha por objetivo esclarecer os “porqués” de o grafico
passar por cada ponto.

Tanto na atividade 2 (Fungdo poténcia) quanto na atividade 3 (Fungdo modular),
as respostas dadas pelos estudantes estavam corretas. As dificuldades, ou erros, no que
diz respeito a observacdo no Geogebra quase ndo aconteciam. Era mais comum as
duvidas nas questdes cuja solucdo devia ser encontrada sem esse recurso.

Para finalizar esta oficina, realizamos a atividade 4, cuja solugdo deveria ser
encontrada sem o recurso do software. Foi entregue a cada trio um gréafico de uma
funcéo abstrata f (x) e foi solicitado que eles esbogassem o gréfico de g(x) e h(x) onde
o gréafico delas era translagdes horizontais do grafico de f(x). Ou seja, 0 objetivo era
que os estudantes, sem o auxilio do GeoGebra, realizassem no registro de representagédo
geomeétrico os tratamentos do tipo g(x) = f(x + a) e h(x) = f(x — a), realizados nos
registros de representacao algébrica.

Nesta atividade, o tempo gasto pelos estudantes pra se achar uma solucdo foi
maior, estava explicitamente visivel a discussdo entre os trios a procura da solucédo, pois
perceber 0 que acontecia no GeoGebra estava claro, mas no momento de colocar no
papel, as dificuldades eram maiores.

Das dez solugbes entregues, nove delas estavam corretas e apenas uma
encontrava-se parcialmente correta. O acerto parcial aconteceu no esboco das fungdes
g(x) e h(x) que além de transladar horizontalmente houve também uma dilatacéo,
tendo em vista que até aqui eles ndo haviam visto a oficina voltada pra dilatacdo de

funcdes. Observe na figura 6 a seguir a resposta com acerto parcial.
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Figura 6 - Resposta com acerto parcial da atividade 4 (translagdes horizontais de fungdes).

Fonte: Autora

Oficina 1V: Sintese do Esboco de Gréaficos com o auxilio das TranslagGes de

Funcdes.

Nesta oficina, tivemos por objetivo que os estudantes comparassem em um
mesmo momento as translagdes verticais e as translagdes horizontais. Assim como na
realizacdo das oficinas, geralmente as aulas de matematica ndo acontecem em dias
consecutivos, pensando nisso usamos de duas aulas para que o0s estudantes procurassem
meios ou formas de destacar e diferenciar os efeitos ocorridos em cada transformagéo

aqui estudada.

Na atividade 1, ja foi lancada uma pergunta em que eles deveriam apontar as
diferengas entre a translacdo vertical e a translacdo horizontal. Diante de tal
questionamento, propomos duas funcbes em que eles deveriam esbocar o gréfico sem o
uso do GeoGebra, onde cada uma delas era uma translacéo vertical da funcéo poténcia e

a outra era a translacao horizontal também da funcéo poténcia.
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Das sete solucdes entregues, todas apresentavam acerto total.

As justificativas, de modo geral, eram como as que se pode ver na figura 7 a

sequir.

Figura 7 - Solucdo dada por estudantes nas atividades de translac¢fes horizontais de

funcgdes.

Fonte: Autora

A segunda atividade para esta oficina envolvia translaces do grafico da fungédo
seno. Na institucionalizacdo foi mostrada uma tabela cujo objetivo era entender melhor
os efeitos dos gréaficos. A dificuldade, ainda que aparentemente, aparecia no esbogo do
grafico da funcédo seno ao sofrer uma translagdo horizontal, haja vista os estudantes ndo
atentassem para o fato de que o 7 era um namero real. Para contornar essa situacdo foi

sugerido gque olhassem o valor de = como sendo 3,14.
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Oficina V: Dilatagdo Vertical de Fungdes

Nesta oficina, tragamos como objetivo principal a promocdo do conceito de
dilatacdo vertical de gréfico de funcBes. Ou seja, 0 objetivo era criar condi¢des para que
o0s estudantes visualizassem, com o auxilio do GeoGebra, que os tratamentos do tipo
g(x) = f(x) + a realizados nos registros de representacdo algébrica correspondiam a
certos tipos de deformacdes do grafico de f(x) no campo dos registros de representacao

geométrica.

Na atividade 1, embora as expectativas fossem atendidas ao final do seu tempo,
notou-se um choque quanto ao comportamento do grafico pois até entdo eles estavam
com a nog¢do de que transladar um grafico, este ou “subia” ou “descia” permanecendo
com sua forma invariante. Depois de um dialogo com suas respectivas duplas chegaram

a conclusdo desejada.

Por outro lado na atividade 2, foi preferivel pelos estudantes usar apenas o
controle deslizante para fazer a verificacdo da problematizacdo. Nesta atividade, no
momento da socializacdo das respostas notava-se que o0s estudantes entendia o que
acontecia geometricamente, mas ndo conseguia expressar claramente (com termos

técnicos) o comportamento. Observe a figura 8 a seguir.
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Figura 8 - Solucéo dada por estudantes nas atividades de dilatagdes verticais de

funcodes

Fonte: Autora

As onze solucBes entregues apresentavam uma linguagem parecida e todas

estavam corretas.

Na atividade 3, os estudantes chegaram a solucdo muito mais rapidamente
devida a semelhanca dessa atividade com a anterior, fato que levava-os a concluir que o

que acontecia pra atividade 2 vinha a se repetir na atividade 3. Observe na figura 9.

Figura 9 - Solucéo dada por estudantes na atividade 3 de dilatagdes verticais de
funcdes

Fonte: Autora
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Para finalizar esta oficina, propomos a atividade 4, cuja solucdo deveria ser
encontrada o uso do GeoGebra como recurso. Foi entregue a cada trio o grafico de uma

funcdo abstrata f(x) (isto é, dada sem a explicitacdo de sua expressao algébrica) e foi
solicitado que eles esbogassem os gréficos de g(x) = 2f(x) e h(x) = %f(x). A minha

expectativa € que eles conseguissem determinar as dilatacdes verticais do grafico de

f(x).

Todos os trios apresentaram a mesma dificuldade. Embora percebessem que 0s
gréaficos sofrem uma deformacdo vertical, eles ndo conseguiram perceber que eles se

intersectam no mesmo ponto no eixo dos X, como pode ser visto na figura 10 a seguir.

Figura 10 - Resposta de um dos trios da atividade 4 de dilatacdo vertical de funcdes.

Fonte: Autora

De modo geral, as expectativas foram correspondidas muito embora que as

duavidas em “onde passa essa parte do grafico exatamente?” insistisse em ser falado.

Oficina VI: Dilatagdo Horizontal de Fungdes.
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Nesta oficina, tracamos como objetivo principal a promocdo do conceito de

dilatacdo vertical de grafico de funcdes.

Na atividade 1, observando as construcdes todos conseguiram chegar a solugéo

desejada. Observe a resposta abaixo de um dos trios.

Figura 11 - Solucdo dada por estudantes em uma das atividades de dilatagGes horizontais

de fungdes.

Fonte: Autora

Nesta oficina os estudantes optaram por nao usar a ferramenta “controle

deslizante” para ver o comportamento dos gréficos.

Na atividade 2, os trios pareciam confiantes nas respostas, usaram de pouco
tempo pra chegar a solugdo. Por outro lado a atividade 3 que envolvia o estudo da
dilatacdo horizontal da funcdo modular, optei por ndo realiza-la ja que as expectativas
até entdo acerca do comportamento dos graficos ao sofrer essa isometria ja tinha sido
realizada. Numa tentativa de n&o ficar uma atividade cansativa.

A atividade 4, foi entregue aos trios de estudantes o grafico de uma funcéo

abstrata f(x) feito manualmente e foi solicitado que eles esbocassem o gréafico de

90) = f(20) e h() = £ (5).

Assim que foi dado o problema alguns alunos se manifestaram dizendo que o

gréafico que toca o eixo y no ponto (0,4) passaria a tocar no (0,2) quando se procurava
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0 g(x) = f(2x). Notou-se claramente uma confusdo com o contetdo da oficina

anterior (dilatacdo vertical).

Dos quatro trios apenas um percebeu que quando se multiplicava por 2 a
variavel dependente o resultado era uma compressao assim como se multiplicAssemos
por ¥ o resultado era uma dilatacdo. Confusos ainda com essa oficina, achavam que
multiplicar por 2 se dilatava, pois estava multiplicando cada ponto do grafico pelo
dobro. Diante dessa dificuldade dos estudantes, investi mais um tempo na discusséo

dessas propriedades.

Oficina VII: Sintese do esboco de graficos que diferem por homotetias.

Na sintese foi conseguido estabelecer com facilidade a diferenca entre as

dilatagdes.

Oficina VI11: Reflexdes Verticais de Funcdes.

Nesta oficina, tivemos como objetivo mostrar os efeitos sobre um grafico de

uma reflexdo em relagdo ao eixo x.

A primeira atividade envolvia o estudo da funcdo poténcia ao ser refletida em
torno do eixo x e mais uma vez a expectativas da analise a priori aconteceram. Na
socializacdo das respostas tivemos como solucdo do trio 3 que “refletiu ponto a ponto

na construgdo a partir do controle deslizante”.

A atividade 2 estava destinada a funcdo modular que por sua vez também

tivemos as solugbes desejadas.

A terceira e Ultima atividade, foi entregue a cada trio o grafico de uma fungéo
f(x) e foi solicitado que eles refletissem o grafico em relacéo ao eixo x. Dos quatro trios
participantes da oficina, dois se manifestaram com a resposta correta assim que foi

entregue a questdo. Os outros dois trios estavam confusos no momento em que
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discutiam com suas respectivas duplas, levando-me a mediacdo da discussdo. Por fim,

conseguiram chegar a resposta correta.

Oficina IX: Composicdo de Translacbes Verticais e Dilatacbes e Oficina X:

Composicao de Translacdes Horizontais e Dilatagdes.

Nestas oficinas, tracamos como objetivo principal a apropriagdo do

conhecimento do tracado de graficos ao compor translacdes e dilatacdes.

Em ambas as oficinas, trabalhamos com a composicdo de translacdo vertical e
homotetia (g(x) =cf(x) +a e h(x) =cf(x)+b) e composicdo de translacdo
horizontal e homotetia (g(x) = ¢cf(x + a) e h(x) = cf(x + b).)

Nessas duas oficinas estdo previstas trés atividades envolvendo,

respectivamente, as fungdes seno, poténcia e modular.

Antes de comecar a atividade, perguntei aos estudantes o que estava por tras da

representacdo geomeétrica dessas fungdes abaixo:
f(x) = sen(x)
g(x) = a sen(x)
h(x) = sen(ax)
k(x) = asen(x)+b
m(x) = asen(x)—c

Ainda que tenha sido breve o dialogo sobre o grafico das funcbes acima, as
atividades foram realizadas e discutidas num tempo menor do que as demais oficinas.
Aqui dedicamos duas aulas para desenvolvé-las. Os estudantes identificaram olhando as
representacdes algébricas os tipos de transformacdes geométricas implicitas nelas e ja
utilizavam os termos transladar em vez de “subir ou descer/ caminhar para direita ou

esquerda” dilatar ou comprimir em vez de “abrir ou fechar”, etc. Para alguns dos
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estudantes, os termos ndo eram lembrados em alguns momentos, mas quando alguém
num trio ndo usava o termo adequado pelo menos um dos outros dois que compunham o

trio lembrava para que pudessem responder.

5.2 Resultados

Nesta secdo confronto os resultados obtidos na analise dos dados fornecidos pela
aplicacdo do primeiro questionario, antes da realizacdo das oficinas, com a analise dos
dados fornecidos pela aplicagdo de um segundo questionario, aplicado apos a realizagao

das oficinas.

Questionario Final

O questionério final foi aplicado no final da dltima oficina. Nosso planejamento
previa uma oficina por encontro, mas as duas ultimas oficinas aconteceram no mesmo
dia, devido ao bom desempenho dos estudantes na apropriacdo dos conteidos previstos.
Reservamos os ultimos 15 minutos do Gltimo encontro para a aplicacdo do questionario

final.

Na aplicacdo do questionério inicial para a analise cognitiva, contamos com 27
alunos. Na aplicagdo do questionario final, contamos com a participacdo de 11 alunos e
nele inserimos questdes para as quais 0s estudantes ndo conseguiram, no primeiro
questionario, chegar a uma solucdo correta. Alguns fatos contribuiram para esse
decréscimo no numero de estudantes: (1) Alguns desses estudantes perderam a bolsa do
PAESPE, apenas 18 estudantes permaneceram na turma frequentando com mais
assiduidade; (2) Desses 18 estudantes, 11 deles mostraram maior interesse e
compareceram a todas as oficinas, os demais compareceram esporadicamente as

oficinas.

Observe a seguir, a sintese dos resultados obtidos na analise dos dados

fornecidos pela aplicacdo do primeiro questionario diagndstico:
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Gréfico 7 - Uma parte do Questionario Diagnostico aplicado antes da realizagéo

das oficinas.
30
25
20
W Erro
15 B Acerto parcial
M Acerto total
10 ~
B N3o respondeu
5 -
O i T T
f(x) = x? f(x) = (x-3)2  f(x)=[x+4] f(x)=sen(x) f(x) = sen
(x+n/4)
Fonte: Autora
Observe o grafico 8 abaixo construido com os dados recolhidos do questionario
final:
Grafico 8 - Questionario Final
12
10
8
B Erro
6 B Acerto parcial
 Acerto total
4
B Ndo respondeu
2
O T T T T 1
f(x) = x? f(x) = (x-3)2 f(x)=|x+4] f(x)=sen(x) f(x)=sen
(x+n/4)

Fonte: Autora
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O que se nota do esboco dos dois Ultimos graficos, € que os estudantes ndo
responderam no questionario diagnostico e quando comparado ao questionario final

todos conseguem acerto total apenas um obtém o acerto parcial. O erro cometido se
refere a ndo percepcdo dos pontos nos quais o grafico da funcdo f(x) = sen(x + g)

deveria intersectar o eixo dos X.

Observe a solucdo de um trio do eshoco dos dois primeiros graficos:

Figura 12 - Esboco do gréfico das funcdes f(x) = x2e f(x) = (x — 3)? no questionario

final dado por estudantes.

Fonte: Autora

Por outro lado na figura abaixo temos o grafico da funcdo modular, resposta de

um trio de estudantes:
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Figura 13 - Esbogo do gréafico da fungdo f(x) = |x + 4| no questionario final dado por

estudantes.

Fonte: Autora

Para finalizar, o grafico da funcdo seno, que no questionario diagnostico ndo

houve solucéo correta. Observe a resposta de um dos trios:

Figura 14 - Esbogo do grafico das funcdes f(x) = sen(x) e f(x) = sen (x + g) do

questionario final dado por estudantes.

Fonte: Autora

A experimentacdo, a analise a posteriori € 0s dados do questionario final
aplicado reforgam as seguintes hipdteses:



a)

b)
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O GeoGebra ¢ software dinamico privilegiado para a promoc¢éo da visualizacéo
de objetos matematicos e para a percepcdo dos estudantes relativas as
possibilidades de conversdes entre 0s registros semidticos algébricos e
geométricos de um mesmo objeto matematico.

A visualizacdo estimulada pelo GeoGebra favorece a compreensao das relacdes
entre as operacOes de tratamento realizadas no ambito dos registros semiéticos
algébricos e as modifica¢Bes produzidas no ambito dos registros geométricos.
Mesmo sem o dominio conceitual formal das isometrias e das homotetias os
estudantes podem revelar um bom desempenho no esboco de graficos de
funcBes que diferem de outras mais simples por composicGes de isometrias e
homotetias quando utilizam o GeoGebra como recurso didatico auxiliar para a
visualizagdo dos efeitos das operacBes de tratamento, correspondentes as

isometrias e homotetias, entre 0s registros algebricos e geometricos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os conceitos de funcdo e de transformacdo geométrica emergiram como duas
categorias da matematica na segunda metade do século XX. A emergéncia do conceito
de funcdo se deu no campo da Anélise Matematica, a qual trata de questdes
concernentes aos processos infinitos, enquanto a emergéncia do conceito de
transformacdo geométrica se deu no ambito da geometria no Programa Erlangen de
Felix Klein. Do ponto de vista de Klein, estudar uma geometria € estudar as
propriedades que se mantém invariantes pela acdo de um grupo de transformacoes

isométricas.

Atualmente, as fungdes ocupam um lugar de destaque nos curriculos dos ensinos
médio e superior. Como bem observa Vinner (1992), o céalculo estd na base da
compreensdo da matematica superior e as fungdes sdo um conceito-chave do calculo.
Esses dois aspectos ressaltados por esse autor respaldam a inclusdo desse topico nos

curriculos da educacéo bésica e superior.

No século XX os estudos acerca do processo de ensino-aprendizagem da
matematica se estabeleceram como um campo de pesquisas. Na Ultima década do século
XX, a teoria dos registros semioéticos de Raymond Duval tem angariado uma grande
aceitacdo na abordagem dos processos cognitivos envolvidos na aprendizagem da

matematica.

Segundo essa teoria, 0 trago caracteristico do saber matematico é o fato da
utilizacdo de varios tipos de registros semidticos para a representagdo de um mesmo
objeto matematico. Além disso, ressalta que grande parte das dificuldades da
aprendizagem da matematica reside na dificuldade da aquisicdo da competéncia de

transitar entre os registros semidticos de um mesmo objeto matematico.

Duval, também, destaca a necessidade de uma melhor compreensdo das relagdes
entre visualizagdo e representacdo. Na década de 90 do século XX, os estudos acerca da
visualizagdo ganharam corpo e atualmente constituem uma &rea de pesquisa em
Educacdo Matematica. As pesquisas acerca da visualizacdo tém revelado uma grande

potencialidade dos softwares dindmicos como recursos didaticos para a visualizagao.
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No &mbito dos softwares dindmicos, o GeoGebra tem se destacado como uma
ferramenta relevante no ensino da matematica, haja vista a sua gratuidade de acesso e,
principalmente, pelo seu carater dindmico e interativo aliado & possibilidade de
propiciar o transito entre trés tipos de registros semioticos: o algébrico, 0 numérico e o

geométrico.

O objetivo geral posto no inicio deste trabalho foi criar uma proposta didatica
que favoreca a aprendizagem do esboco de graficos de fungdes que diferem de outras

por meio da composicéo de certas isometrias e homotetias.

ApOs as etapas das andlises prévias da Engenharia Didatica, o objetivo foi
reformulado nos seguintes termos: identificar até que ponto uma proposta didatica
baseada na utilizacdo do GeoGebra que favoreca a visualizacdo e as conversdes entre 0s
registros semioticos algébrico e geométrico de funcdes que diferem de outras por
composicao de isometrias e homotetias pode contribuir para a aprendizagem do esboco

de gréaficos dos graficos desses tipos de funcdes no ambiente papel e lapis.

Foi entdo proposta como questdo investigativa basica a seguinte: investigar até
que ponto a visualizagdo com o auxilio do GeoGebra dos efeitos geométricos de certos
tratamentos efetuados no @mbito dos registros semioticos algébricos de uma funcgéo (os
quais correspondem a deformac¢des — dilatagdes ou compressdes — ou translagdes
horizontais e verticais do grafico dessa funcdo) favorece a aprendizagem do esbogo de

graficos no ambiente papel e lapis.

A criacdo da sequéncia didatica teve como referéncia a teoria das situacdes

didaticas de Guy Brousseau e a teoria dos registros semioticos de Duval.

A experimentacdo e a andlise a posteriori dos dados reforcaram as seguintes

hipoteses:

a) O GeoGebra é um software dindmico privilegiado para a promoc¢do da
visualizacdo de objetos matematicos e para o estimulo da percepcdo do
estudante das possibilidades de conversbes entre 0s registros semidticos

algébricos e geométricos de um mesmo objeto matematico.
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b) A visualizacdo estimulada pelo GeoGebra favorece a compreenséo das relacdes
entre as operacOes de tratamento realizadas no ambito dos registros semidticos
algébricos e as modificagGes produzidas no ambito dos registros geométricos.

c) Mesmo sem o dominio conceitual formal das isometrias e das homotetias os
estudantes podem revelar um bom desempenho no esboco de graficos de
funcdes que diferem de outras por composi¢cdes de isometrias e homotetias
guando o GeoGebra é utilizado como recurso didatico auxiliar para a
visualizagdo dos efeitos das operaces de tratamento correspondentes as

isometrias e homotetias entre os registros algebricos e geometricos.

Embora, tenha incluido no questionério final fun¢cGes com poucas composi¢des
de isometrias e homotetias, presumo que os dados coletados revelam que os estudantes
apresentaram, ap6s a aplicacdo da sequéncia didatica proposta, um grau de
conhecimento da dindmica dos movimentos causados nos graficos de funcBes por essas
transformacfes geométricas que j& permite o desvencilhamento dos computadores e um
trabalho complementar do professor de criacdo de condi¢cOes para a identificacdo de
composicdo presentes em funcbes mais complexas, isto é, que envolvam mais
composicdes. Apds a aplicacdo das oficinas, obteve-se um contexto extremamente
favoravel para o exercicio da composicdo de funcGes e para a formalizacdo dos

conceitos de isometrias e homotetias.
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APENDICES

APENDICE A - Questionario socioecondmico

Dados Pessoais

1. Nome:
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2. ldade:

Questionario I:

1. Cursa que série/ano:

2. Sempre estudou em escola publica?
Sim( ) N&o( ) Qual

3. Gosta de Matematica?

Sim( ) Qual o contetdo da mesma que mais lhe atrai

Néo( )

Com base no que vocé estudou até agora, o que menos lhe agrada nesta

disciplina?

4. \/océ trabalha?

Sim( ) Em que?

5.Reserva qguanto tempo pra estudar

escolar?

N&o( )

fora do seu ambiente

7. A sua casa dispde de computador?

Sim( ) Vocé usa para

Néo( )

8. Ja teve aula de Matematica em laboratorio de informatica?

Sim( ) Nao( )
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9.Deseja participar das oficinas sobre fungdes no laboratorio de informatica?
Sim( )
Por qué?
Né&o( )

Por qué?
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APENDICE B — Questionario Diagnéstico - Verifica¢do dos conhecimentos prévios

Questionario I1:

1. O que € uma Func¢éo?

( ) N&o sei responder.

2. Vocé acha que o estudo das funcdes é importante? Por qué?

3. Esboce os gréficos das funcBes seguintes:
Q) f(x) =x—2
b) f(x) =—x+1

4. Esboce os graficos das fungdes seguintes:
a) f(x) = x*
b) f(x) = (x —3)?

5. Esboce os graficos das funcdes seguintes:
a) f(x) = |x + 4]

b) f(x) = senx

c) f(x) = sen(x + g)

6. Em um determinado restaurante um gargom recebe um salario mensal fixo de 678,00
reais e uma remuneracdo adicional de 10% do valor das contas das mesas que ele
atende:

a) escreva uma funcdo que expresse o ganho mensal do gargom em funcdo do valor
total das contas da mesa que ele atende.

b) Se ao final de um més o valor total das contas das mesas atendidas por um
garcom foi de 5.000,00 reais, quanto ele deve receber?

7. Determine dois nimeros cuja soma é 180 e cujo produto é maximo.
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APENDICE C - Questionario Final - Instrumento de Verificacio de Aprendizagem
QUESTIONARIO IlI:

1) Esboce os graficos das fungdes seguintes:
a) f(x) = x*

b) f(x) = (x — 3)?

c) f(x) =senx

d) f(x) =sen(x + g)





