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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo detalhado do problema de
Cauchy para a equacao nao-linear ctibica de Schrédinger, com dados
iniciais em espacos de Sobolev no toro. Especificamente, provare-
mos que este modelo é localmente bem posto para dados em H,,,,
com s > 0. Em particular, para dados iniciais em L? o modelo
é globalmente bem posto, devido a lei de conservacao da equagao

neste espaco.

Além disso, provaremos que os resultados obtidos sao os melhores
possiveis, visto que exibiremos exemplos que mostram que o fluxo
da equacao nao é localmente uniformemente continuo para dados

iniciais com regularidade menor que L2

Palavras-chave: Problema de Cauchy, Espacos de Sobolev per-
iodicos, Equagao nao-linear de Schrédinger, Boa colocacao local,

M4 colocacao.



Abstract

In this work we study, in details, the Cauchy problem of the non-
linear Schrodinger equation, with initial datas in periodic Sobolev
spaces. Specifically, we prove that this problem is locally well posed
for datas in Hp,,, with s > 0. Particularly, for initial datas in L?

the problem is globally well posed, due to the conservation law of

the equation in this space.

Moreover, we prove the this result is the best one, seeing we
expose examples that show that the equation flow is not locally

uniformly continuous for initial datas with regularity less than L2.

Key words: Cauchy problem, periodic Sobolev spaces, non-linear

Schrédinger equation, locally well-posed, ill-posed.
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Introducao

Neste trabalho realizamos um estudo sobre a boa colocacao local da
equacao nao-linear de Schrodinger ctibica unidimensional em espacos de Sobolev

periodicos, isto é, a boa colocacao do problema de Cauchy

(1)

iy + Uy = |u)’u
u(x,0) = wug(z) € H?

per*

Este modelo ¢ de grande interesse fisico e aparece no contexto da mecancia
e optica nao-linear, como pode-se ver nos trabalhos [5] e [11].
Vamos definir, precisamente, o que entendemos por boa colocacao na

seguinte

Definigao 0.1. (Boa Colocag¢do) Dados X eY espagos de Banach e Ty €

(0,00), dizemos que o problema de Cauchy

{atu(t) = F(tul)eX )

u(0) = ¢€v,

onde F : [0, Ty]| xY — X € uma funcao continua, € localmente bem-posto

se

(a) existe T € (0,Ty] e uma fungio uw € C([0,7];Y) tal que u(0) = ¢ e a

equacao diferencial € satisfeita no sentido que

u(t+h)—u(t)

lim

lin ~ F(tu(t)

=0, Vtel0,T],
X

onde as derivadas em 0 e T sao calculadas a direita e a esquerda;

12



(b) o problema (2) tem, no mdzimo, uma solu¢io em C ([0,T];Y);

(c) a aplicagio ¢ — u é continua. Mais precisamente, sejam ¢, € Y,
n=12...,00, tal que ¢, ER oo, € sejam u, € C([0,T,];Y) as
correspondentes solugoes. Seja T € (0,T). Entdo as solugoes u,
podem ser estendidas ao intervalo [0,T] para todo n suficientemente

grande e

lim sup |, () — u (£)]y = 0.

Se qualquer uma dessas condicoes nao for satisfeita, o problema é dito mal-

posto.

Objetivamos verificar que (1) é localmente bem posto para s > 0 e mal
posto para s < 0. Para tanto, dividimos nossa dissertacao em trés capitulos.
No primeiro listamos os principais resultados de analise funcional e medida
que usaremos. Seguimos com um capitulo dedicado as defini¢oes e resultados
de anéalise de Fourier na reta para os casos periddico e continuo, bem como
definimos os espagos de Sobolev periddico, Hy,,., e continuo, H*, com suas
respectivas particularidades.

No capitulo 3 apresentaremos, na secao 3.1, um estudo para o caso ho-
mogéneo do problema (1), e seguimos, nas segdes restantes, o estudo do
problema (1) dividindo-o em trés partes. Na primeira, estudamos a boa
colocagao local do problema (1) para s > 1/2. Como esse estudo é um pouco
mais antigo que os apresentados nas segoes posteriores, hd uma literatura
mais vasta abordando o assunto. Seguiremos, de perto, a obra de R. Iorio e
V. Iorio [7].

Em seguida estudaremos a boa colocagdo local do problema (1) para
0 < s < 1/2. A necessidade de dividir o estudo da boa coloca¢ao em s >
1/2 e 0 < s < 1/2, parte do fato de H,,. ndo ser uma édlgebra de Banach

para s < 1/2, logo os métodos aplicados no caso s > 1/2 ja ndo sdo uteis.

13



Usaremos a moderna teoria de Bourgain [2]| e [3] para concluir nosso estudo
sobre a boa colocacdo, apoiandonos também nos trabalhos de Linares [9] e
Terence [12].

Por fim, demonstraremos a méa colocacao para s < 0 apresentando um
exemplo que contraria o item ¢) da defini¢do de boa colocacao local. Precisa-
mente, mostraremos um exemplo onde o fluxo nao é uniformemente continuo.

Aqui, seguiremos o trabalho de Burq, Gérard e Tzvetkov [4].
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos as definicoes e resultados bésicos de Anélise
Funcional, Teoria de Medida e outras teorias que serao necessarios ao longo

de todo texto.

1.1 Alguns resultados de analise funcional e me-
dida

No que se segue, a nao ser que afirmemos explicitamente o contrério,
lidaremos com espacos vetoriais sobre o corpo C dos niimeros complexos.

Dado p € [1,00), 0 espago ¥ = (P (Z) das sequéncias complexas o =

D fonl? < o0

ne”L

(atn),ez tais que

¢ um espago vetorial, com a soma e a multiplicacao por escalar definidos

componente a componente

(an) + (ﬁn) = (an + 571)
AMan) = (Aay).

15



O espaco P munido da norma

1/p
el = (Z Ian|p> (1.1)

neL

¢ completo. O espago (* = (> (Z) das sequéncias complexas limitadas é

também um espaco de Banach, com a norma
[lerll oo = sup || (1.2)
nez

Seja C ([a,b] ;R) = C ([a,b]) o espago das funcoes continuas de [a, b] em
R. Para cada p € [1,00), defina || - ||;, em C ([a, b]) por

wmm:(lﬂqu¢QU5 (1.3

Entao, qualquer que seja p € [1,00), (C ([a,b]),] - ||;») € um espago vetorial
que nao é completo. Fixado p € [1,00), o completamento de tal espago é
denotado por L? [a, b], ou simplesmente por LP caso nao haja davidas quanto
ao intervalo [a,b]. A norma | f||;, é chamada a norma L?, 1 < p < oo.

Os espacos (% e L?[a,b] = L? sao espagos de Hilbert, com os produtos
internos

mm=Z%Ee(Mh/f@ﬂ@m

nez

onde a, 3 € ? e f,g € L2
Os espagos (7, L? e C ([a,b]), para p € [1,00) — {2} e com as normas
definidas nos exemplos acima, nao sao espacgos de Hilbert.

O espaco C' ([a,b]) é um espaco de Banach em rela¢do a norma

[flloe = sup |f(x)]. (1.4)

z€[a,b]

Os resultados apresentados aqui valem para intervalos de qualquer tipo:
abertos, abertos e fechados, limitados e ilimitados, bem como para funcgoes

complexas.
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Denotamos por Cp,. = Cb ([-m @), k = 0,1,2,..., a colegao das
funcoes f : R — C periddicas de periodo 27 e de classe C*. No caso k = 0
denotaremos Cger simplesmente por Che,. E claro que, para k = 0,1,2, ...,

C’]jﬂ ¢ um espaco vetorial e, de fato, é um espaco de Banach em relagao a

norma

k
1llog, =S [179].. - (1.5)
5=0
O espago Cpe, pode ser identificado, de maneira natural, com

{feC(-mn]); f(=m)=f(m)}.

Portanto, podemos definir a norma LP, 1 < p < oo, em Cp,, como em (1.3),
com a = —7 e b= m. Note que C’}’,fe,, nao ¢ completo em relacao & norma LP,
1<p<oo.

Na demonstracao da boa colocac¢do do problema de Cauchy (1) para s >
1/2, usaremos o fato dos espagos de Sobolev H;  formarem uma élgebra de
Banach, quando s > 1/2. Assim, vale a pena apresentar alguns conceitos
que apresentamos agora.

Uma algebra de Banach é um espaco de Banach X, com um produto

(z,y) € X x X — zy € X tal que, para todo z,y, z € X e para todo r € C,
(@) (zy)z =z (y2),

(b) r(zy) = (rz)y =z (ry),

(c) (z+y)z=xzz+yzex(y+z) =y +axz,

(@) llzylx < llllx lyllx-

Seja X um espaco de Banach. Um semigrupo a um-parametro forte-
mente continuo em X (ou, simplesmente, um C’-semigrupo), ¢ uma apli-
cagao

S :[0,00) = B(X)

tal que
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(a) S(0) =1 (aidentidade em X),
(b) S(t+s)=5()S(s),Vtsel000),
(€) lim 1S ()6 — S (s)olly =0. Ve el0.00), peX.
Se
IS Dllgxy <1 ¥Vt €]0,00), (1.6)

dizemos que S (t) ¢ um semigrupo de contragao.
Enunciaremos, aqui, alguns teoremas da teoria dos espacos de Banach

que serao usados ao longo do texto.

Teorema 1.1. Sejam V e W espacos vetoriais normados e sejal -V — W

uma transformacao linear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes
(a) T € continua em V;
(b) T é continua em 0 € V;
(¢) 3c>0 tal que ||Tv|ly, < cllvll,,, YveW

Demonstra¢ao. Ver teorema 2.7-9 em Kreyszig [8], pagina 97. O enunciado

em [8] é equivalente. O

Sejam H;, j = 1,2, espagos de Hilbert. Um operador U € B(H,, Hs) é
uma isometria se |[Uh||y, = ||kl , ¥ h € Hy, em particular U ¢é injetiva.
U é unitario se é uma isometria sobrejetiva em Hs.

Seja H um espaco de Hilbert. Um grupo unitario a um parametro
fortemente continuo em H é uma aplicacao t € R — U (t) € B(H) tal

que
(a) U (t) é unitario Vt € R,
(b) U(t+s)=U{)U(s), Vi, s€eR,

() lm |[U (16— U (s)6ll, =0, YLER, g H.

18



Note que tomando t = s = 0 em (b) concluimos que U (0) = [. Dai
segue-se que todo grupo unitario a um parametro fortemente continuo é, em
particular, um C%-semigrupo.

Sejam o = () ez, © B = (Br) ey, duas sequéncias de niimeros complexos.

A convolugao de a e 3 é a sequéncia « *x 3 definida por

(axB),=> ;B

JEL
sempre que o segundo membro dessa equagao fizer sentido.

Proposi¢ao 1.1. (Teorema de Young) Seja o € (' ¢ 3 € (. Entio
axBel?e

[l *5”42 < ||04||£1 ||5||e2‘

Em particular, para todo o € (' fizo, a aplicagdo [ —— o * 3 define um

operador linear limitado de (* nele mesmo.

1/2 1/2

Demonstragao. Escrevendo |oj| = |oy| 7 |a;| " e aplicando a desiguldade de

Cauchy-Schwarz obtemos, para todo k € Z,

(axB)l < > oyl

JEZ

e (IRE wm)]

LjEZ

- 1/2 1/2
: ] [Z || |5k—j!2]

1/2
1/2 2
= Jald [Z’%Hﬁkﬂ] :

JEZL

IN
¢
L2

Elevando ao quadrado, somando sobre k e intercalando a ordem da soma,
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chegamos a

laxBllz = D |(axp),[

kEZ
2
< lallngy DD Loyl 18]
kE€Z jeZ
2
= alln D oyl > 18kl
jez keZ
1/27 2
2
= |l (Z\aﬂ) (Z |ﬁm|>
JEZ MmEZ
2 2
= el [181l7e -

]

Teorema 1.2. (Desigualdade de Hdlder) Sejam f € LP e g € L9, onde
1 1 .
p>le =1 Entio foe Lt el fgllp < (1 fllzo gl o

Demonstragcao. Observe que e” é convexa, logo dados a,b > 0, temos

ab = eab = hatinb _ gylnaPgndt o 1eln"p + 1elan = la” + 1bq. (1.7)
p q p q
Sejam a (z) = |f(x)|, b(z) = M Dai
11z 91l s
/a(x)b(x)dx = Jxj | - q'dx
X z b (1.8)
= | (x) g (x)] dx
HfHLP g1l g /
e, por (1.7)
1 L | e
Ul o [ [P 6],
1712z ol w |2 17, 4 Tally (L9
1 1
< S4-=1
p q
A desigualdade segue de (1.8) e (1.9). O

20



Corolario 1.1. (Desigualdade de Hoélder generalizada) Sejam f € L?

I R T
cg el ondep>Tle = Entao fg €L e fglly < IFllg oy

Demonstragcao. Basta aplicar a desigualdade de Holder com p; =
1

q_/r'

Teorema 1.3. (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € L?, p > 1, entdo

f+gelle

1
— €
p/r Q1
]

If =+ gl < Ufllge +llgllze -

Demonstracao. Ver proposi¢ao 6.11 em Bartle [1], pagina 57. O]

Teorema 1.4. (Desigualdade de Minkowski) Se f ¢ mensurdvel entdo

(L (L) w) Ve (fyeora)w

Demonstracao. A afirmacao é clara se p = 0o. Se p < oo fazemos F (z) =

/ |f (z,y)| dy e, por dualidade, temos

I = o ( / |f(w,y)|dy) da

- dxd
glsilfg/y/xv(x’y”g(f) xdy

< swp / ol I (291l dy
Y

llgll e <1

= [ 17 @Dz v
Y

1.2 Outros resultados importantes

Teorema 1.5. (Desigualdade de Gronwall) Sejam «, 3,6 € C ([a,b]; R),

21



tais que 3 >0 e
d(x)<a(x)+ [ B(s)d(s)ds. (1.10)

Entao

d(x)<a(x)+ [ B(s)a(s)e’s ds. (1.11)

o

Em particular se o (x) = K constante, temos

x

B (s)ds
5 (z) < Kewo . (1.12)

Demonstracao. Seja w () = / B(s) 6 (s)ds. Entdo, w' (z) = B (z)d (x). E
dai, usando (1.10), "

w'(z) < B (x) () + B () w(z)
que pode ser escrita como
[w(z)e PP <6 (2)a(x) e P,

onde B’ (z) = 3 (z). Dai se segue

w(x) e B < / "5 (s)a(s) e P ds,

Zo

e finalmente, por (1.10)
d(x) <al(x)+ eB(’”)/ B(s)a(s)e BOds,
z0

o que implica (1.11). A verificagdo de (1.12) é imediata pois, valendo (1.11)

22



S < K+/:ﬁ(s)Ke/:5(U)duds

0
= K (1 — / e“du)
i Bwdu
B (u) du
= K |elm
H

Lema 1.1. Sejam a,b € [0,00) e s > 0. Entdo existem constantes positivas

ms e M, dependendo apenas de s, tais que
ms (a® +b°) < (a+0)° < M, (a® +b°). (1.13)

Demonstracao. Se a = 0 ndo ha o que provar. Assuma a > 0. Entdo (1.13)

¢ equivalente a

b\°* b\°* b\°*
ol (@) ]2 0ed) =0 [+ ()]
a a a
entao é suficiente provar que existem mg, e M, tal que

ms(1+7r°) < (1+7r) <M;(1+7r%), Vre|0,00).

Isso segue do fato da funcao

(1+7r)°

F(T): 1+7rs

ser limitada.

De fato, observe que para todo r, s > 0, tem-se

1<(1+7r)° e r<(1+7).

23



Logo,
1+7r°<2(1+47r),

ou seja,

N | —
VAN
-
+
S

Agora, para r > 1 tem-se

(14+r) <(r+r)°=(2r).

Portanto
(14+7r)" <2°(1+7r%),
ou seja,
(1+7r) <o
14+rs —
. Q+r) -
Observe que a funcao r — = ¢ continua em [0, 1] e ndo se anula
/r-S
. . . [(1+7r)°
nesse intervalo. Logo, existe C;| = min > 0. Tomando C' =
ref0,1] | 147
max {2°, C }, vemos que
(1+47r) <c
1+7rs —
e isso conclui a prova. O
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Capitulo 2
Espacos Funcionais

Neste capitulo apresentaremos dois dos principais espagos necessarios ao
nosso estudo, quais sejam espacos de Sobolev periddico e na reta. Na primeira
secao apresentamos os espagos de Sobolev periddicos e alguns resultados que
usaremos no decorrer do texto. Concluimos o capitulo com uma secao ded-
icada aos espacos de Sobolev na reta, importante ao estudo dos espacos de

Bourgain (apresentado no capitulo 3), e algumas de suas propriedades.

2.1 Espacos de Sobolev Periodicos

2.1.1 Série de Fourier

Seja f : [a,b] — C uma funcao integravel. Seja L o comprimento do

intervalo [a,b]. O k-ésimo coeficiente de Fourier de f & definido por

~ 1/ 4
f(k)= E/ f(x)e 2mka/lqy ke . (2.1)
A série de Fourier de f ¢ dada (formalmente) por

Zf(k> 62mm/L, (2.2)

keZ
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e denotaremos a n-ésima soma parcial por

Su(f) =" f(k)e™/t neN. (2.3)
[k|<n
A menos de menc¢ao contraria, usaremos [a, b = [—m, 7.

Sejam f, g € Cpe,. A convolucao de f e g, denotada por fxg, é definida

por
f*g(x):%/_ﬂf(x—y)g(y)dy- (2.4)

Proposigao 2.1. (Propriedades da convolugao)

Sejam f, g, h funcoes integraveis. Entao valem
(a) f g é continua, se f ou g for continua
(b) frg=gxf
(¢) f(g+h)=fxg+[fxh
(d) fx(gxh)=(fxg)xh
() Frgk)=F (k)G (k).
Demonstracao. Deixaremos a prova como exercicio para o leitor. L]

Teorema 2.1. (Identidade de Parseval) A série de Fourier restrita a
L? ([-m,7]) € uma bije¢io entre L*([—m,x|) e €*(Z). Além disso, vale a
tdentidade de Parseval,
1 2
— e, 2.5
LI (25)

2
02

7

ou, equivalentemente,
(76), - X F0TH = o [ 7@5@ =5 Mlo)e (20
2 2 ) . 2m L
ke
Demonstrac¢ao. Ver corolario 2.54 em R. Iorio e V. Iorio [7], pagina 109. O
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2.1.2 Distribuicoes Peri6dicas
Seja P = Cp¢, a colegao de todas as fungoes ¢ : R — C que sao € e

periddicas, com periodo 27. O espaco vetorial P nao é completo com relacao
as normas em C), . introduzidas no capitulo anterior. Podemos, todavia,

definir uma distancia natural em P dada por

4 H¢(J‘) — ¢(J‘)H
d(p, ) =Y 277 : < g, P. 2.7
(6,9) 21; T e oy OY € (2.7)

Observacao 2.1. A distdncia d introduz uma métrica em P. Além disso,
On, G ¢ se e somente se H¢$g> — ¢

i =0,1,2,....

— 0 quando n — oo, para todo

[e.o]

Apresentaremos alguns resultados importantes & teoria apresentada aqui.

Teorema 2.2. (P, d) é um espaco métrico completo. Além disso, se consid-

erarmos {¢,} CP e ¢ € P, entio
P 4 o= Hcﬁﬁf) - ¢(j)”m — 0 para todo j > 0.

Demonstragao. Ver teorema 3.1 em R. Iorio e V. Iorio [7], pagina 133. [
Corolario 2.1. Para todo ¢ € P, S, (¢) converge a ¢ em P.
Demonstracao. Ver corolario 3.2 em R. Iorio e V. Iorio [7], pagina 134. O

Denotamos por S (Z) o espago das sequéncias rapidamente decres-

centes, isto ¢, o conjunto de todas sequéncias complexas (ay),., tal que

> [P ok < 00 VjEN.

kEZ

Observe que d definida por

- o= Bl
d(a,m:%z Trfa—gl “P€5@
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com

ey = sup (Lo [KF)
keZ

também define uma métrica em S (Z), com a qual, S (Z) é um espa¢o métrico
completo.

Seja o € S (Z). A transformada inversa de Fourier de « é a fungao
a(x) = Z age™ 1 eR.
keZ

Teorema 2.3. A transformada de Fourier ~ : P — S(Z) é um isomor-
fismo e um homeomorfismo, isto é, € linear, bijetiva sobre S (Z), e continua

com uma 1nversa continua.

Demonstrac¢ao. Ver teorema 3.6 em R. Iorio e V. Iorio [7], pagina 135. O
Um funcional linear em P, T : P — C, é chamado uma distribuicao
periddica se existe uma sequéncia (,),5, C P tal que

T()=(T.¢)=lim [ ¥n(z)d(z)ds, VHEP

n—oo
m

O conjunto de todas as distribuicbes periodicas sera denotado por P'.

Exemplo 2.1. E facil ver que f € Cher define uma distribuicao periodica W ¢

pela formula

W)= [ F@owads oeP,
Dizemos que a sequéncia {¥;} C P’ converge a ¥ em P’ se
(Uj,0) = (¥,¢), quando j —oo VoeP.

A operacao de diferenciacao nas distribuicoes é definida de tal maneira
que elas sejam infinitamente diferencidveis.

Seja f € P'. Sua derivada distribucional f € P’ ¢ definida pela
relacao

(fi6)==(f.6), oeP.
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Em geral

2.1.3 Série de Fourier em P’

A Transformada de Fourier de f € P’ ¢ a funcéio ]?: 7, — C definida

pela formula

Fiy = L (f et

2

= — x)e dx, k€.
| f@
A n-ésima soma parcial da série de Fourier associada a f é dada por

S0 (F) (@) = S (Fr2) = 3 F (k) e,

|k|<n

Teorema 2.4. Seja f € P'. Entio S, (f) € P paratodon € N e S, (f) LR f.
Demonstracao. Ver teorema 3.166 em R. Iorio e V. Iorio |7], pagina 187. [

Corolario 2.2. Seja ¢ € P e f € P'. Entio,

(f.o) =21 f(k)o(—k).

keZ
Demonstragao. Ver corolario 3.167 em R. Iorio e V. Iério [7], pagina 188. [

/ A .
Denotamos por S (Z) o espago das sequéncias lentamente cres-
centes, isto ¢, o conjunto de todas sequéncias complexas (ov),cz, Para qual

existem C' > 0 e n € N tal que
| < C k", VkeZ.

Teorema 2.5. Seja a € S (Z). Entio existe uma tnica f € P’ tal que
f: o. Reciprocamente, se f € P’ entdo ]?E S (7).

Demonstracao. Ver teorema 3.172 em R. Iorio e V. Iorio |7], pagina 191. O
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2.1.4 Definicao de espacos de Sobolev peri6édicos

Seja s € R. O espaco de Sobolev periddico de ordem s é o conjunto

< oo},

Hyp = Hyyy (=miw)) = {f € P

per per

onde
‘ 2

1£] )" \f (k)

i% =2r Y (14 |k (2.8)

k€EZ

O espago M, ¢ um espago de Hilbert com respeito ao produto interno

(F19)ss, =27 > (1+[k[*)" T (k)G (R). (2.9)

keZ

Comecaremos nosso estudo sobre os espacos de Sobolev perioédicos provando
que eles formam uma sequéncia decrescente de espacos de Hilbert e carac-

terizar seus respectivos espacos duais.

Proposicao 2.2. Sejam r,s € R, s > r. Entao H,. — H'__, isto é, H®

per per’ per

continuamente e densamente merqulhado em Hp . e

1AW by, <

per

) vf €H per

Em particular, se s > 0, H5, C L*([-m,7]). Mais ainda, (H; ),, o dual

per per

topoldgico de H,,,, é isometricamente isomorfo a H,; para todo s € R. A

dualidade € realizada pelo par

(f.9),=2n>_ f(k)G(k), f€Hy,, g€ty

kEZ

Demonstragao. Ver proposigao 3.193 em R. Iorio e V. Iorio |7], pagina 201.
O

Agora apresentaremos um resultado que significa o fato dos espacos de
Sobolev proverem uma classificacdo dos elementos de P’ em termos de sua

suavidade.
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Proposicao 2.3. Sejam € N. Entdo f € H), se e somente se If=fue
Liw j€10,1,2,...,m} onde as derivadas sdo tomadas nos sentido de P’.

Mais ainda, ”f“Hp";T e

/1

m 1/2
o2
e~ (10015 210
j=0
sao equivalentes, isto €, existem constantes positivas C,, e C’;n tais que

2 2 ! 2
Om ||f”H[7]é, S ||fHHgéT S C’m HfHHgérv v f S H;relr'

Demonstracao. Ver proposigao 3.194 em R. Iorio e V. ITorio |7], pagina 203.

0
Teorema 2.6. (Lema de Sobolev) Se s > 1/2, entio H, . — Cper €
Il < |[7]],, <€A, ¥ f € i 211)
Demonstracao. Observe que
s/2 |~
_ (L+ k)" | F (o)
CIEDS (2.12)

keZ vz (L+ |k?|2)8/2

Como s > 1/2, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (2.12),

temos
~ [ o] 1/2
S Fw| < |3+ k) || ] [E (1+ W)S]
kez | keZ e
- 1/2
= Z(l—i-“ﬁ?)—é] Hf’ngr < 00,
| kez
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ou seja,

1/2
> || < [Z (1+ |k|2)‘5] 1£1l,,- (213)

kEZ

Logo (f(k;))kez € (!, portanto

converge absolutamente e uniformemente em [—7, 7|. Assim, g € Cp,. Afir-
mamos que f e g coincidem como distribuicoes. Caso contrario, pelo corolario

2.2 e a convergéncia uniforme das séries, teriamos

(6,6) = /”g<x>¢<x>dx

—T

-/ ’ (Z 7 (k) ) 6 () de

T \keZ

= Z f(kj) ! o () e*rdr

keZ

= 7Y FRS(-H)

= (f,d) VoeP,

donde f = g no sentido de P’. A desigualdade (2.11) segue de (2.13) pois

f@l < S|Fmw)]

kEZ
1/2
< [Z (1+ |l<:|2)‘1 1f s, V€[]
kEZ
A continuidade do mergulho é uma consequéncia imediata da inclusao
P C Hp,,. O

Sejam f, g € H%,., s > 1/2. Devido o lema de Sobolev, podemos definir

per?
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o produto fg € Cpe, C P’ pela formula

Uodh= [ 1@ g@ o, voeP. 214

A importancia deste produto ¢ que, com ele, os espagos H,, ., s > 1/2,

tornam-se uma algebra de Banach.

.. € uma dlgebra de Banach. Em particular,

Teorema 2.7. Se s > 1/2, H;

existe uma constante Cy > 0, dependendo apenas de s tal que

/9]

s, < Csllf] s, » ¥ fg € Hp, (2.15)

S
H3,,

Demonstra¢ao. A prova do Lema de Sobolev mostra que, para s > 1/2, a
série de Fourier de uma fun¢ao em H,,, converge absolutamente e uniforme-

mente em [—7,7]. Portanto, se f, g € H>, temos

fo) = o [ F)g@e i

- [ (Z ) ) g (@) e de

JEZ
= 2 F0) [ g@e
JEZL i
= > FGak—3),

JEZ

ou seja,

Fak)=>"F()gk—j) (2.16)

JEZ

O lema 1.1 implica que

(1+ k)"

IN

K (1+ |k[7)
< K(+k—=j+ ) Yk jeZ,
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onde K, é uma constante nao-negativa. Portanto

Y Figk—1)

JET

< KD [+ k=GP + 11 FG) k=)

(1+ k)"

< Ké\fwmj))
| +Ks%]f<j>\|<k—j>sa<k—j>|
+KS]§€Zj IO
Como

(mFm) o (G ), €

(f(m)>mez’ (G (m)) ez € O N,

o Teorema de Young combinado com (2.16) mostra que

(<1+|k|2)8/2 Zf(j)@(k—j)) e

IF9l? = 320+ k)" Fa )]
= S+ FGak i)
kezZ JEZ
K. (|, e+ 167G Ol |7, + |07 7O, 181

INIA

Cs ”f”H;ET. ||g||H;€,. :

Isto termina a prova.

34



2.2 Espacos de Sobolev na Reta

2.2.1 A transformada de Fourier na reta

Se f:R — C é uma func¢io integravel (no sentido de Riemann) em R e

[fllz < o0,

diremos que f é absolutamente integravel. Se f é absolutamente inte-

gravel, para todo x € R, existe a integral impropria
[ r@e
R

Definimos a transformada de Fourier de f como sendo a func¢ao f:
R — C dada por

-~

ﬂaz@m*@/ﬂ@awm,xeR

Proposicao 2.4. Sejam f,g: R — C absolutamente integrdveis. FEntao

~

(@) (f+X2) () =F(&)+Xg(¢), VAeC (eR,

(b) T(6)=J(-¢), VEER,
(c) SeyeR e f,(x)=f(x—y), z €R, entio f, (€)= f (&) e Y,
@ [F©] < @) 7l vrer

(e) fxg(&)=[7(&).
Proposicao 2.5. Se f € absolutamente integravel, entdao J? ¢ uniformemente
continua e limitada com H]?H < (2m)71? I fll -

Demonstrac¢ao. Ver proposicao 2.2 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 190. O
Proposicao 2.6. (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja f : R — C ab-

solutamente integrdvel e suponha que f € seccionalmente continua em cada

intervalo [a,b] C R. Entdo f(£) — 0, quando |§| — oc.

Demonstracao. Ver proposicao 2.3 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 191. O
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2.2.2 A transformada de Fourier no espaco de Schwarz

O espago de Schwarz, denotado por S (R), é a colegdo das fungoes
f R — C tais que
feC>(R)

£l = sup a1 (2)] < o
S

para todo par (a, 3) € N2, Note que toda fun¢ao em S (R) ¢ absolutamente

integravel. S (R) é um espago métrico completo quando munido da distancia

1f = 9llag
d(f, g) _ Z 2—a—ﬁ a, '
P

Seja C§° (R) a colecio das fungbes f : R — C de classe C* e suporte
compacto. Temos que C§° C S (R). Finalmente, observe que, se f € S (R),
entdo 22 f?) € S (R) e, além disso, 2° ¥ (x) tende a zero quando |z| tende
a infinito, para todo «, 3 € N.

Agora vamos iniciar o estudo do comportamento da transformada de

Fourier em S (R). Nosso primeiro resultado é

Teorema 2.8. Seja f € S(R). Entio f € S(R) para todo a € N e

(f ) () = (iz)* f (), zeR.

Demonstragao. Ver teorema 3.1 em R. Iorio e V. Iério [6], pagina 195. [

(67
O teorema acima diz que o operador — agindo em S (R) é transfor-

mado no operador de multiplicagao por (iz)". Podemos, portanto, transfor-
mar equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes em equacoes
algébricas, por isto é importante tentar identificar a imagem de S (R) sob a
transformada de Fourier e descobrir se podemos inverter. A resposta vem

nos seguintes resultados

Teorema 2.9. Seja f € S(R). Entdo FeS®).
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Demonstragao. Ver teorema 3.2 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 195. [

Teorema 2.10. Seja f € S (R). Entao vale o formula de inversao

fla)=en ™ [ Fo) ey
para todo x € R.

Demonstragao. Ver teorema 3.3 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 196. [

Se f € S (R) defina a transformada inversa pela formula

f(z) = (2m)"2 / f (y) evdy.

O teorema acima mostra que

fr=f=r

para todo f € S (R). Em particular,” : S (R) — S (R) é bijetiva.
Introduzindo o produto interno e a norma L? em S (R), temos o seguinte

resultado

Corolario 2.3. Sejam f,g € S (R). Entao valem a identidade de Parseval
(f19) = (F13) .

e a identidade de Plancherel

17112 = ||7]

2’

Demonstracao. Ver corolario 3.4 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 198. [
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2.2.3 Distribuicoes temperadas

Uma distribui¢ao temperada é um funcional linear 7' : S(R) — C

com a propriedade que existe uma sequéncia {¢,}, . C S (R) tal que

T(¢) = lim [ i, (z)¢ (x)dx

para todo ¢ € S (R). A colegao de todas as distribui¢oes temperadas forma
um espaco vetorial sobre os complexos e sera denotado por S’ (R). Além

disso adotaremos, no que segue, a notagao
T(¢)=(T,¢), TES (R), pcS(R).

Teorema 2.11. Seja f : R — C continua e limitada. Entao f define um

elemento Ty € S' (R) através da férmula

@) = [ f@) 0@ ds, veS®).

Demonstracao. Ver teorema 5.1 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 205. O

. - ’ . ! 2
Visto o teorema acima, ¢ natural dizer que T € S (R) provém de uma
funcao continua limitada se, e so se, existe uma tal funcao com a propriedade

que T'= T. Escreveremos simplesmente

(f, ) =Ty ¥), ¢veS(R)

se a distribuicao em questao provém da funcao f.
Diremos que {T,,}, .y C S (R) converge a T € S’ (R) e escrevemos T, 2,
T se, e sO se,

lim (75, ) = (T, ¢)

n—oo

para todo ¢ € S (R).

Se f € S’ (R), defina sua derivada no sentido das distribuigdes, ou
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derivada distribucional, denotada por f', através da formula

()= (fv), vesS®).

As derivadas de ordem mais alta podem ser definidas da mesma forma. Se
f e suas derivadas até ordem « sao continuas e limitadas, integrando por

partes «a vezes, temos

(@ 0) = (1) (f,0)

para toda 1 € S (R). Observe que com a defini¢do acima, todo elemento de
S’ é infinitamente diferenciavel.
Suponha que f € S (R). Entao fes (R) define um elemento de S’ (R)

da maneira usual. Logo

(7v) -

para todo ¢ € S (R). Assim, se f € S’ (R) a transformada de Fourier de
f € definido por
(Fw)=(f0), veSM®).

De maneira analoga, a transformada inversa ¢ dada pela férmula,

(fo)=(f.¥), veSR).

/

Teorema 2.12. A aplicagio = : S (R) — S (R) ¢ bijetiva e valem as

formulas

F=r=5
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para todo f € S (R). Mais ainda, a aplica¢do € continua com inversa con-
tinua, no sentido que se f, S, f entao {fn} e {fn} oy tendem a fA e f,
neN n

respectivamente, no sentido de S’ (R).
Demonstracao. Ver teorema 5.3 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 212. O

Uma fungao ¢ € C* (R) é dita de crescimento lento se, e s6 se, para
todo a € N existem C' = C (a) > 0e k =k («) € N tais que

0 ()| < € (1+ |22)"

para todo z suficientemente grande. Seja f uma funcao continua e limitada.
Entdo ¢ f define um elemento de S* (R) pela formula

(Wf.6) = / b (@) f (2) 6 (x) da
= (f.é0)

para todo ¢ € S(R). Portanto, se f € S (R), é natural definir o produto
de f e vy por
(Wf,0)=({f,vd), ¢€SR).

Teorema 2.13. Seja f € S (R). Entao,

onde xaj? denota o produto da fun¢ao i (x) = x“ com a distribui¢do temper-

ada | (respectivamente f ).

Demonstracao. Ver teorema 5.4 em R. Iorio e V. Iorio [6], pagina 213. O
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2.2.4 Definicao de espaco de Sobolev na reta

Seja s € R. Definimos espagco de Sobolev na reta de ordem s,
denotado por H*® (R), por

H R) = {f €S ®); (1+1¢P) F(&) e 2®R)},

com norma || - ||z = - [[,, definida por

1f]

Hs = H(l + |§’2)S/2ﬂ

Lz
Da definicao apresentada deduzimos as seguintes propriedades
Proposicao 2.7. (a) Se 0 < s <r, entao H" C H".

(b) H® € um espaco de Hilbert com respeito ao produto interno (- |- )y =

(-]-), definida a sequir
e fg € H° (R), entdo (flg), = [ (1+1€)" F(©)7(6)de.
R
(c) Para todo s € R, o espago de Schwarz é denso em H®, ¥V s € RT

(d) Ses; <s<sy coms=0s+(1—0)sy, 0<60<1, entdo

0 1-6
”st,Q S ||f“sl,2 ”f||52,2 :

Demonstracao. Ver proposi¢ao 3.6 em Linares e Ponce [10], pagina 48. [

Teorema 2.14. (Imersao de Sobolev) Se f > 1/2 + k, entao H® € con-
tinuamente mergulhado em C% (R), o espago das funcées com k derivadas e
que anula-se no infinito. Em outras palavras, se f € H®, s > 1/2+ k, entao
(depois de uma possivel modificacao de f em um conjunto de medida nula)
feCt (R)e

Ifllex <eslifllsz-

Demonstragao. Ver teorema 3.11 em Linares e Ponce [10], pagina 50. O
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Teorema 2.15. Se s € (0,1/2), entdo H® (R) € continuamente mergulhada
em LP (R), com p = 2/(1 —2s), isto é, s = 1/2 — 1/p. Mais ainda, para
feH*(R), se(0,1/2),

1Al < Cus 1D fll 2 < cllf]

Hs»

onde
D*f = (i) F ]~
Demonstrac¢ao. Ver teorema 3.13 em Linares e Ponce [10], pagina 51. O

Teorema 2.16. Se s > 1/2, entao H® € uma dlgebra com respeito ao produto
de fungoes. Isto €, se f,g € H®, entao fg € H® com

1£gllsa < sl fllszllgllsz2-

Demonstrac¢ao. Ver teorema 3.14 em Linares e Ponce [10], pagina 52. O

Teorema 2.17. (Regra de Leibniz) Sejam a € (0,1), a5, as € [0,a] com
a = a1+ ag. Sejam p, p1, ps € (1,00) tais que

1/p=1/p1 +1/ps.

Entao

1D (fg) — fD%g — gD*fll .o < c[|[D* fll o 1Dl 1oz -

Demonstragao. Ver lema 7.11 em Linares e Ponce [10], pagina 150. [

Finalizamos apresentando uma generalizacao da definicao de espaco de
Sobolev na reta. Precisamente,definimos espaco de Sobolev na reta de ordem

s e peso p, denotado por H*P? (R), por

s/2

H*” (R) = {f €S’ [(1 +1¢P) ﬂVe Lp} .
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Capitulo 3

A Equacao Nao-Linear de
Schrodinger em espacos de alta

regularidade

3.1 As propriedades do problema homogéneo

Nesta secao mostraremos que o problema de Cauchy, também dito prob-
lema de valor inicial (PVI),
u € C([0,00);Hs,)

0w+ %u = 0 (3.1)

u(0) = ¢€H,

er?

¢ localmente bem-posto, para todo s € R. Mais precisamente, provaremos
que (3.1) tem uma tnica solu¢ao que depende continuamente dos dados ini-
ciais. Nosso método é considerar a equacao diferencial parcial (EDP) (3.1)
como uma equagao diferencial ordinaria (EDO) em um espaco de Banach
apropriado. Como veremos, pelo menos dois desses espacos sao necessarios,
em geral: um onde as solu¢oes vivem, e outro para acomodar suas derivadas
temporais.

Nosso primeiro passo é esclarecer o significado da derivada temporal em
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(3.1). Observemos que

2 —2
o = —10,f € Hp.”

Vf e H

Entdo, se u € Hj,. ¢ uma solugdo de (3.1), devemos ter dyu € Hj,?. Portanto

¢ natural requerer que a derivada temporal exista nesta topologia, isto é,

u(t+h)—u(t)

. 92 _
llllir(l) i07u (1) 0. (3.2)

Hpe?
Em t = 0, a derivada é tomada a direita.
Teorema 3.1. (Unicidade) O problema (3.1) tem, no mdzimo, uma solugdo.

Demonstracao. Suponha que nao temos unicidade. Assim, sejam v; e v9 duas

solugbes de (3.1). Entao w = v; — vq satisfaz o PVI

. 62 —

ot o (3.3)
w(z,0) =

Como s — 2 < s, temos que Hj,. — H> ? Dai, (wielw) grs-2 € (w|wy) a2

estdo bem definidos (pois 2w € H3.?) e segue dai que

d 2 d 2 §—2 | ~ 2
o Ol = %(%Z(Hk) |w<k,t>|>

kEZ

= (wi|w) gz + (wlwr) s>

= 2Re (wi|w)pys-2 -
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Observe ainda que

(PPwlw) e = 20y (L+K) 7282w (k,t) @ (k1)
" keZ
_— 1 —
- 92 2 —
7> (14" (ik) Opw (k, 1) 0w (k. 1)
keZ
— 2
= —2ry (1+ k)7 0w (lm)(
kEZ
= — |0z} < 0.
Portanto,
d 2
EHw(t)HH;j = 2Re (wt|w)H;;2

= 2Re (iQ2w|w)

H3o?

2

HS —2 ) - 0 .
per H;;TQ

Assim, ||w (t)]| é constante para todo ¢ > 0. Da condigdo inicial, conclui-

— 2Re (—i 18, 0]

mos que v; = Vsg. UJ

Usando um método classico no estudo de EDPs, a transformada de Fourier,
podemos encontrar um candidato a solu¢ao do PVI (3.1). Agora, valendo-nos
de tal método, apresentaremos o candidato a solucao e logo depois verificare-
mos que, de fato, este é a solucao.

Aplicando a transformada de Fourier no PVI (3.1), na variavel espacial,

obtemos a seguinte familia de EDOs, em funcao da variavel temporal.

C([0,00) ;43 (Z))
0 (3.4)
6 (k) € H;

per’

v €

onde (% & a colecdo das sequéncias complexas o = (), tal que

Z (1+4%)° || < 0.

k
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As solugbes de (3.4) sao
Ok, t)=e "G (k), VkeEZ, tel0o00).

Assim, a transformada de Fourier da solucdo de (3.1) ¢

TIPS
et }
{e™a},,

e o candidato natural a solucao, pelo teorema 2.3, é

V(e t) = He_ik%(g (k:)} ] “(2). (3.5)

kEZ

Teorema 3.2. A aplicagio S : R — B (H},,.) tal que S (t) = e "% ¢ um
grupo unitdrio a um-pardmetro fortemente continuo. Em particular, a apli-
cagio ¢ € H),, — S(t)¢ € H,,,. € continua no seguinte sentido. Para todo

r e R, tem-se

1S(8) o1 = S (1) P2l gy < M9 — P2llyy » VEER.

Demonstracio. E claro que S (0) = 1.

IS (&) Sl = 27> (1+E)"[(S(t)¢) (k)

per
kEZ

= 2ty (1+K%)

kEZ

= 2ty (1+K%)

kEZ

2

e (k)

Hr.. 0

per

SH| =19l

para todo ¢ € H .. Além disso, quaisquer que sejam t,h € R, escrevendo

46



S (t+ h) f em funcdo de sua série de Fourier, temos

S(t + h) o= Ze—ikQ(Hh)f(k,) ik

kez '
_ Zefzk tefzk hf (k) ezkm
kel (3.6)

_ Zeﬂ'k%g (k) eikx

kEZ

= S(t)g,

onde g ¢é tal que g (k) = e‘ik?hf(k), V k € Z. Observe que, escrevendo a
série de Fourier de g é S (h) f, por definicao

g(z) =™ f (k) et =S (h) f (x).
Dai,
S{t+n)f=58(1)Sh)f

Agora vamos tratar a continuidade. Seja t € R fixo e h # t. Entao

IS (t+h) 6 —S () ol

per

2

—_—

=21 ) (1+K) " |S(t+h)o(k)—S(t) (k)
_ 27T:z:§ (14 1) [e G (k) — =5 (k)] .
= or 3 (LK) e WG (k) (e 1)
- 27T:Z: (1+ k)" o (k) (e—iW - 1) ’2.
Como ¢ € HY, e
(1+#)" | (k) (e*ih’* - 1) (2 <a(1+1)|dw) (3.8)

o teste-M de Weierstrass implica que a série em (3.7) converge absolutamente
e uniformemente com respeito a h. Combinando esta observagao com o fato

que o primeiro membro de (3.8) tende a 0 quando h — 0, para todo k € Z
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fixo, concluimos que

lim |5 (¢ +h) 6 — 5 () Iz, = 0. (3.9)

per

Em seguida vamos a diferenciabilidade.

Teorema 3.3. Tem-se

lim

h—0

—i0%v (t)

v(t+h)—o(t) B
. —0 (3.10)

Hper?
uniformemente com respeito a t > 0, onde v é dado por (3.5).

Demonstracao. Seja t > 0 fixo. Entao, por (3.5),

2

v(t+h)—o(t)

3 —Wﬁ@)mx
_§:U+%ﬂ“26@12fﬁ“)_@5@)2

keZ
- Z O R e T 310

k

TR I e e

keZ

—ihk? _

para todo h > 0. Como, por L’Hopital, }lLir% — + ik?| = 0, é suficiente
provar que a série no segundo membro de (3.11) converge uniformemente com

respeito a h. Aplicando o Teorema do Valor Médio obtemos

)
e—zhk -1

2
| <|¥|. Vkez
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Portanto

—ihk?
(1+k2)s ’ _Ztkng(k)r e . 1 —I—Zk‘Q
<a(148) 7R |8 (k) (
_ 2
=4 (14 k%) (1+k2
<4(1+k)° (k)‘27 ¥ h>0.

Uma aplicacao do teste-M de Weierstrass conclui a prova da existéncia da
derivada a direita. Um argumento similar, com ¢t > 0 fixo e h € (0,t/2),
mostra que a derivada a esquerda também existe e ¢ igual a i0%v (t). Isto

conclui a prova. O

Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 implicam que (3.1) é bem-posto. Resumiremos

1sto no

Corolario 3.1. O problema (8.1) é bem-posto. Sua tnica solu¢ao, que de-

pende continuamente dos dados iniciais, é dada por (3.5).

3.2 Problema nao-homogéneo
Finalmente voltamos ao problema nao-homogéneo

u € C(0.7):H,)

iu +Pu = |u)’u (3.12)
u(z,0) = ¢(z) € Hy

per:

Como no caso homogéneo, vamos apresentar um candidato a solucao do PVI
(3.12). Para tal objetivo, usaremos o método de variagdo de parametros.
Tomando a transformada de Fourier, com relacao a varidvel espacial x, da

equacao diferencial parcial e a condi¢ao inicial, obtemos uma familia de EDOs
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{i@(k,t)—kzﬁ(k‘,t) = [ulu (k) (3.13)
U(k,0) = ¢(k).

Fixado k € Z e multiplicando a EDO (3.13) pelo fator de integracio e,

temos

d 2.2 -5 1.2
= (m(k;,t) ek t) = [uf?u (k, t) €,

Integrando no intervalo [0,¢], usando a condicao inicial e aplicando a trans-

formada de Fourier inversa, obtemos

t
u(t) :S(t)gb—i/ S(t—7)|ul>u(r)dr. (3.14)
0
Proposigio 3.1. Seja u € C ([0,T]; H,,) uma solugio de (8.12). Entao, u
satisfaz
t
u(t) = S(t)gb—z’/ S(t—s)u(s)*u(s)ds, (3.15)
0
onde S (t) = exp(—itd2). Reciprocamente, se u € C((0,T]; Hs,) € uma
solugdo de (8.15), entaou € C* ([0, T]; H5,?) e satisfaz (3.12) com a derivada
temporal calculada por
t+h)—ult
lim || ) = u ®) — i (0% (t) — [u () u (1)) —0.  (3.16)
h—0 HZG—T2
Demonstracao. Como
S(t) o (x) =y e ™G (k),
keZ
temos que
is (t) o (iL‘) _ ZZ ek (_k267ik2t$(k)>
di keZ '
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De (3.5), temos

d

=S (1) (2) = 102 (1) ¢ (). (3.17)

Agora, pelo teorema do valor médio, tomando w = |u\2 u, temos que
t+h
/ St+h—7)w(r)dr = S{t+h—7)w(y)h, (3.18)
t

onde v € (t,t+ h).
Dividindo ambos os membros de (3.18) por h e calculando o limite quando

h tende a zero, temos que
t+h

im~ [ S(+h—m)w(r)dr = w(l). (3.19)

h—0 ¢

Por outro lado,

t

hm% S(t+h—7)—S(t—7)w(r)dr

h—0 0
bd
= /0 atS (t—T7)w(r)dr (3.20)

::iagjg S (t — ) w () dr.

De (3.19) e (3.20) temos que

d t

at /. S(t—r)w(r)d7=w(t)+i8§/0 S(t—T1)w(r)dr. (3.21)

Derivando ambos os membros de (3.15) com relagdo a variavel temporal,
de (3.17) e (3.20), temos (3.12). O

3.2.1 Caso s> 1/2

Observacao 3.1. Observe que a aplicag¢io g, dada por g (u) = |u]2 u, satis-

faz, para s > 1/2, as propriedades

(a) g leva H?,,. nele mesmo, e g (0) = 0;

per
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(b) g satisfaz a condi¢do local de Lipschitz

lg (v) = g ()l <L ( w) o=l (3:22)
para todo v,w € Hp, ., onde L(-,-) € uma fungdo continua, ndo-

decrescente com respeito a cada um dos argumentos.

Demonstracio. E claro que g (0) = 0. Se u € Hj,,, entao
ull2 =27 (1+[k[*)" [ (k) < oc. (3.23)

kEZ

Como u é continua e periddica, sabemos que tem um méaximo M. Assim,

de (3.23), segue que

2

NP ul® = 203 (14 18P) |[ul®w (k)

keZ
< 2w2(1+|k|2)8’M/\2u(k:)‘2
keZ
= M2r ) (1+[kf*)" [a (k)
k€EZ
= M?|

per

< 0o0.

Logo, |ul*u € H?

per>

ou seja, g(HS ) C H}

per per*

Agora, observe que

lg (v) — g (W)l

= H|v|2v — |w|2v + |w|2v — |w|2

2 2
o= o= Jwl

= || (Jo* = [w*) v + Jw]* (v — w)]

ngr
2 2 2
< (P = o) o]y + [l 0 —wmgw
2
= [lol” = fw P, N0l v =Wl
= Al +A2

02



Pelo teorema 2.7 e o fato de ||u|

i, = Hﬂ”ngp para todo u € H,,.

Ar = ol —Jwl’|

s 0l

< (Iw=w) EF ), + 100 =Tl ) 10l
< G (o= wlu, N0+ wllyy, +17 0 = w) 40 @= D)y, ) 0],
< G (Il = wlly, o+ wlyy, + 200l o= wllyy ) ol

2
e ||w|HST||U|H5€T+3||U|H5”) o=l
[
2
Ay = [l v = wllgy,
J— 2 —
= ||w|H§ET [v w|Hﬁer’

concluimos que

lg (@) = g @)llys, <L (10l el ) o= wly
2 2
onde L (vl s, s, ) = Cs (Il + el Nollgg, + 310l ). O
Proposigao 3.2. Sejam s > 1/2 e ¢, € Hy,, eu,v € C ([O,T] ;H;e,,) duas

solugoes do problema (3.12) satisfazendo u (0) = ¢ e v (0) = . Entao

lu () = v Ol s, < N6 =l MM Ve [0,T],

per per
s .
Hpe, }

onde My é dado por

s v (0)
[0,7]

M, = M (u,v) = max 4 sup [|u (¢)]
(0,7

Em particular, (3.12) tem, no mdzimo, uma solug¢do.
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Demonstracao. Equagao (3.15) implica

u(t)—v(t) = S() (¢t—¢)

3.24
—i/ S(t—7) (luu(r) - [oP o) ar. 2
0
Como S (t) ¢ unitério em H; . segue que
K 2 2
o) =0 Ollg, < No= by, + [ el u() = o ()], b
< 16—l
t
[ (Ol o O, ) T ) =0 g,
t
< 6=l + L) [ ur) =0y dr
por (3.22). A desigualdade de Gronwall implica o resultado. O

Teorema 3.4. Seja ¢ € Hy,,.. Entao eriste um T > 0 e um unico u €
C ([0, T]; Hj,

per) satisfazendo (3.12), com a derivada temporal calculada como
em (3.16).

Demonstracao. Seja v > 0 fixo. Observe que

AT ,0) = {v e C(0,T): 1) <o () = S0 lly,, <7, Ve 0,T]}

com a distancia
d (v, w) = sup|jv (t) —w (t)]

[07T] H;S’!'
¢ um espaco métrico completo.
Considere a aplicacao
t
(Av) (t) =S (t) ¢ — z/ S(t—r7) sz (1) dr, (3.25)
0

v e AT,v,¢). E facil verificar que Av € C ([0,T]; Hj,,) para todo v €
A(T,~v,¢0) eT > 0.

24
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Mostraremos que existe um 7" > 0 tal que A é uma contracao estrita em
A(T,~, ). Combinando o fato que S (¢) é unitdrio em H;_ e a desigualdade
(3.22), obtemos

1(Av) (t) = S () Slly,. = H—z/ St—r1)[v(r)dr

s/HSt—Tlv 0 (D)l A7

= /H\v\zv Ny
0
t

< [ L (Il 0) I (7, dr
0

Como v € A(T,~, ¢), temos
oMy, < 0@ =S @) bl + 1S ()&l (3.26)
< ws o VT E,T].

Portanto

(a0 () -5l < [ L(

o )(

Dai segue que Av € A(T,v,¢), Vv e A(T,~,p), sempre que

) (4ol )] =a o

0) (749l )

)

IN

qualquer que seja t € [0, 7.

0<T< [ ( H) . (3.27)
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A seguir, tome T satisfazendo (3.27) e sejam v,w € A (T,~, ¢). Entdo

dr

s
Hper

1(Av) () = (Aw) ()| 5., S/O [l v (7) = |w]*w (7)]

< [ (v

t
<L (v ol v+ 16lg,) [ o) =0l ar

<L(y+l¢] i, ) Td (0,0).

s dT

0 ()

) 0 (1) = w (7))

H., Yt ||¢|

para todo t € [0,7T]. Portanto,

A (Av, Aw) < L (5 + o]

PO ngr> Td(v,w). (3.28)

Observe que o coeficiente de d (v, w) torna-se menor que 1 se tomarmos

0<T <L (y+ 10l 7+ Mol ) =5 (10l ). (329)

er

Combinando (3.27) e (3.28), concluimos que A é uma contracdo em

A(T,~, ¢) sempre que

0<T<T=T(%H¢!

g, ) = min {a (7.0l ) .8 (310

per

3., ) J(3.30)

e isto conclui a prova.

]
HS
Teorema 3.5. Sejam ¢, € Hy,., n=1,2,...,00, tal que ¢, = ¢so. Sejam
u, € C <[O,fn] ;H;e,,), onde T, =T (fy, | Onll 1 ), as solucoes construidas
per

no teorema 3.4. Seja T € O,TOO . Entao as solugoes u,, sao definidas em

[0,T] para todo n suficientemente grande e

lim sup ||uy, (t) — too ()|l 5= = 0.

n—oo [07T] per

Demonstragio. Como T <7, @] 1 > ¢ uma fungdo continua de ¢, existe
per

ng € N tal que Tn >T,Y n > ng. Entdo u, é definida em [0, T| para todo n.
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Dai, segue que, u, € A(T,7, ¢,), ¥ n > nyg, e satisfaz

[un (2)]

iy, S M Onllgy, +7 < K+ (3.31)

onde K = sup||¢n||;s . Combinando a proposiao 3.2 com (3.31) obtemos

[tn () = tooll gy < lbn — booll gy €5on”

per per

onde

Portanto,

[[n (£) = uoo (1))

H < ||¢n — ¢OOHH;W et

er

para todo t € [0, 7. Isto conclui a prova.

3.2.2 Caso0<s<1/2

A dificuldade do método empregado no secao anterior para dados iniciais
¢ €H,

tais valores de s. Nesta secao contornamos este problema trabalhando num

com s < 1/2 é o fato de H?,. nao ser uma algebra de Banach para

er per

subespago de Hj,,., denotado por X e conhecido na literatura como espagos
de Bourgain.

Como na demonstracao da boa colocacao local usamos, fortemente, a
desigualdade de Strichartz periodica, apresentada mais adiante, temos dai
que s > 0.

Seja ¢ uma fungao C'* (R) com suporte supp ¢ C (—2,2) tal que ¢ (t) =
1, para t € [—1,1]. Seja ¢r () =1 (- /T). Consideremos agora a equagao

integral associada ao problema (3.12), isto é
' 2
u(t) = rS Ouo — ivr | S(t=7) ful*udy (3:32)
0
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Seja A o espaco das fungoes [ tais que
(i) f:[0,L]xR—C
(ii) f(z,-) € S, para cada z € [0, L]
(iii) f(-,t) € C>~ (|0, L]), para cada t € R.

Para s € R se define o espago X;; como sendo o completamento de A

com relagao & norma

/1

xou = || (7 402" F (. 7)

: (3.33)

a2

onde (- )=1+]"|

Proposicao 3.3. A defini¢ao dos espagos Xy € tal que

/]

xop = 15 (=0) Fll o (3-34)

t “per

Demonstracao.

—

1S (=) flpms,, = 7)) S0 f (n,7)

t " per

0212

n—T
—

_ Z/Rm?b (n)?* S(—t)f(n,T)‘QdT

ne”

_ Z <7_>2b <n>28 /ez‘thJ?(n’T) e~ 0t

nez R

- /R 2y | [ e F (n, ) dt

neL

= Z/<T>2b (n)* f(n,T—nQ)‘ dr

ne”L R

_ Z/R<””2>% (n)?*

(n)* (7 +n2)" [ (n.7)

= |/l

2Lz

Xs,b '
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Lema 3.1. Sejam s € R e b > 1/2, entao

1915 (2) uol

Xop < c¢|Juo|

.. (3.36)

Demonstrag¢ao. Das definicoes dos espagos X, e da funcao 1, bem como
do fato de S ser um grupo unitario que age s6 na variavel espacial, ¢, estar

em funcao do tempo e uy em funcao do espaco, podemos deduzir que

IS O ually,, = 1615 () voll s,
~ 150 vl (3.37)
||¢1U0||HEH;ET
= Yl loll .
obtendo-se (3.36). O
No que segue usaremos a seguinte notacao
t
S wn f i —ivr [ S(-1)f0)dy (3.38)
0
e
t
LH @ =vr [ 10)an (339
0
Proposicao 3.4. As sequintes desigualdades sao equivalentes
(a)
=S *x fllx,, <cllfllx (3.40)
(b)
1) gy, < gy (3.41)

Demonstra¢ao. Vamos provar, inicialmente, que se vale (3.41) entdo também
vale (3.40).
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Seja f € X 3. Da definigao, S (—t) f € HPH?,,. Sendo assim

per*
||(Lg)||thngr <c ||9||H§>'H;er = ¢ Hf“xs,b 5

onde g = S (—t) f.

Resta provar que [[(Lg) ()l = 115 #a fllx.-
t

) Oy, = |[0r [ 96
0 HbHs

t “*per

_ wT/OtS(—V)f(v)dv

HYH

per

_ S(—t)wT/OtS(t—V)f(”Y)d’Y

HYH

s
per

- w/o S(t—~)f(y)dy

= =i5*r flx,,-

Xs,b

Reciprocamente, se g € HPHS, entdo S(—t)[S(t)g] € HPHS,., e pela

per per?

defini¢ao de X, temos que S (t) g € X, . Dai

|[=iS *r f]

xon Sl =gl

onde f = S(t)g.
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Resta provar que ||—iS xg f] Xop — 1(Lg) )l gops -

t “Tper

I=iS *n flly,, = —z'wT/O S(t—7)f () dy

Xs,b

= —in/OtS(t)g(’y)d’y .
= SKt){—iﬂwlng(v)dv}’
= _i¢T/Ot9(7)d7

Xs,b

HYHS

per

= wT/Otg(v)d’y

= [I(Lg) Ol ., -

b7
Ht H;cr

Lema 3.2. Sejam b<0<b<b+1eT < 1. Entio

Iy < Ty + T i) o 7, b a2

lor (S xn D, < VB {0 ) (4 40)7 ]
+eV2 {7 £l )

%M} (3.43)

com c igual em (3.42) e (3.43).
Além disso, se b> —1/2, entao

LS gy < T "1 £1] 5 (3.44)

|7 (S *r )]

x, SISl (3.45)

com a mesma constante ¢ em (3.44) e (3.45).

Demonstracao. Defina J (t) = (Lf)(t). A transformada de Fourier de J em
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relagao a t é dada por

Ty = [ Foy = =tilny, (3.46)

t
De fato, se g (t) = / f (v)dy, das propriedades de transformada de Fourier
0

e convolugao, tem-se
7 = o ([ rea o)
= / W (T =) fi(v) dy
R g R
B /wT(T_j)_wT(T)J?(v)d’VWT/Mdv
R vy R Y

/RwT(T_Z)y_W(T)

f()dy

pois, usando a formula de inversao temos

J

~

Z.(J)dv = /R’g\(v)dv

- /Re“”? (7)dy =g (0) =0.

Seja A={r €R; |7|T > 1}. Agora, escrevemos f = f, + f_ com

i =FfM&xs e f (r)=F(r)Xa

e respectivamente J = J, + J_.

Assim, a transformada de Fourier de J_ com relacao a t é dada por

Iw=cf [ T (5r) - ) dna. (3.47)
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De fato, observando-se que

/01 (@ZT)I(T—)\’y)d)\:@T(T—r}’/j_wt(T)7

tem-se

J_ (1) = J(1) X

= fmxﬁ%“‘Q‘W“M

=i [P [ () -

- 1/¢/L]C1fl(v)(i%)l(f-—kv/)dkdv-

Agora, observe que, pelo lema 1.1, tem-se

~

() <e(() +lr+ T,
sempre que |A| < 1, pois

IT| = |T=Xy+ M\
T = X[+ [A\]

IN

IN

[T =M+ 7],
logo,

IL+|r] < 14y + |7 =M
(T) (v) + 17—\

IA

e pelo lema 1.1

)+ I+ X1’
)" 17 =2l").

(

o
=2

VRS

(3.48)
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Multiplicando (3.47) por (r)°, tomando a norma L? e usando a desigual-

dade de Minkowski, vemos que

1l <

(T — Ay ) dAdy

12

|T M PF(3) (=2 )y
L2

//! 7
+c//‘f_

IN

wT (1 — M) d)\dfy

= 2" (wT) [
f_‘dv/ )
‘dv/ X

+Hf_
, L

dAdv (3.49)

+c

~

iz (¢T) I

IA

LE)

- F (o)

()

c(

Agora, observe que

brk) = o [ wre

_ —ikt
= 27r Rwl (t)T) e "™dt

) iT/wl() ey, (3.50)
2
— T (KT),
(JT>/ (k) = T? (&1) (KT) . (3.51)
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(3.52)

=

Além disso, das propriedades do suporte de f_, temos

0|7 0] < <%> o= D70 < 27 o),

portanto,

(2R =1 12 (3.54)



De (3.49), (3.52), (3.53) e (3.54), temos

1ol < e (@8((9) ||+ (2) )Hf—\
¢ 1| 2 1|2 Ll
, " , i (3.55)
< a (|6, ] @), IELL
12 1|2 Ll
Provaremos, ainda, que
|7, < e 1 (3.56)

De fato, por Hélder, as propriedades do suporte de f_ e pelos dados na

hipotese, temos

~ 1 ”5/2/\
|7, - | er
g <7>b/2 Ly
—b/2 b/2 7
< o) e 2,
< (147727 f_‘ )
L (3.57)
— (14717 Tbe_) i
~ Py HY
< (1+T2)1/2T”Hf_’ )
HbY
_NN\L2 0 | T
< eryer],
— 12 f,‘ i
Hb
Combinando (3.55) e (3.56), teremos
1=l < T2 YL f= g5 (3.58)

para qualquer b< 1/2 e, em particular, para qualquer b <0.

Agora estimaremos J,. E facil ver que

L =e(()7B) b @)+ cle ) [T Fdn (59
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Assim, escreva J, = J; + J, tais que

o~

@ =e(() ) br @) e R =cin(n) [ 47 F () an

Comegamos a estimar J;. Pela desigualdade de Minkowski e por (3.48)

com A = 1, vemos que

[AY "

Observando que

IN

IN

IN

Ik

C

C

3,
@ ()R 2,

/]R<T>b (T—’Y)_lﬁr(T—f}/) QZT (7) dry B
/R (¢r ="+ 1) (0 =)™ i (=) by () dy

L2

| [ == Fetr =T )y ) (3.60)

+c /RMb(T—v)l Fo (r =) dr () dy L
e [Jle=»t =0 Fe =), for o] @

ve [ =0 Fete =, [ o )]
el R ]|+ [ AL v,

[or @], = |ravenl,

= /T‘{Z)\l (TT)‘dT
(3.61)

dz

- /z%(z)
= ||
Ll
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i 3r ()|,

_ HW%@ (TT)HM

_ /T|T|b
— /T_b]z\b‘{ﬂ\l(z)‘dz
RN

@1 (TT)‘ dr

com argumentos semelhantes aos usados em (3.57), temos

[P

L2

IN N

IN

H 1 f+

2- b+bT (1+b) ||f—|—||Hb>

2

CONCIE
|f+||Hb

e, com 0 mesmo argumento usado em (3.63), segue que

| @ Fe)

De (3.60), (3.61), (3.62), (3.63) e

L2

S H7.—1< > b+b

Ll g
S 2—5+bT (1 b+b> HerHHb

(3.64), vemos

1l < T f s

para todo b >b—1.
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Finalmente teremos que

1ol = |3 5],
= ||(") cdbr (7) / v () dy B
< o [ E @[,

IA
o

(7 E|, e rden) (3.66)
()" ﬁr L (/ ‘<T>bTZ/ﬂ\1 (tT) 2d7) :

< oo &, ([lemrrnenfa)”

I
o

Lt
= | ()R

~

(5

2! 2’

Para provar (3.44) observamos que para bo> —1 /2, a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e propriedades do suporte de ﬁr implicam que
17 1/24b _
HT JqHL1 < Y| fl] s (3.67)

Esta dltima desigualdade junto com (3.58), (3.66) e (3.66) produzem a de-
sigualdade (3.44).
As desigualdades (3.43) e (3.45) sao obtidas aplicando (3.42), (3.44) ¢ a
proposicao 3.4 para n fixo, multiplicando (n)zs e tomando a norma (2.
[

Como discutido anteriormente, quando b > 1/2 é claro que
Xs,b — C (Rv HS)

(pela identidade (3.34) e o lema de Sobolev). Se b < 1/2 isto nao é certo
e teremos que encontrar um substituto para este resultado. Aqui aparece o

espaco X, definido por via

/]

x. = | (r ) F )

(3.68)

2Ll
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Lema 3.3. Seja f € X,. Entao S xg f € C(R; H®).

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor s = 0. Como
S(-) é um grupo unitario fortemente continuo em ¢?, é suficiente provar

a continuidade em ¢ de S~1S *p f para f € Xj, que é equivalente a con-
t

-~

tinuidade em L? de F (z,t) = / f (z,s)ds para (1) f (n,7) € (2L

0
Usando a transformada de Fourier podemos escrever

F(x,t) = / (e"" —1) 7 (z,7) dr. (3.69)
Observe que, pelo Teorema do Valor Médio, considerando a funcao t —
e, temos
‘(ei” — ei”) 7"1| < Oy litr —irt| Tt = Cy |t — 7| (3.70)
e,

(e — ")t <27l (3.71)

Como queremos demonstrar a continuidade de (3.69) em L?, suporemos
[t —r] <1 em (3.70).

Note que, para |7| > 1 segue que

m < 2(n)
donde, de (3.71), vemos
[(e" =€) 77 <2 (ry~! (3.72)
e para |T| < 1, temos que
L<2(n)
donde, de (3.70), vemos
|<€m — ei”) 7'_1‘ <Cilt—r| <0y <7‘)71 ) (3.73)
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Portanto, de (3.70), (3.72) e (3.73), segue que

1 (n,8) = F (n,7) 1

=c) / w2 (1) dr / (e — i) F-Lf (7) dF

(3.74)

nez
:CZ/(eit‘r_ zr‘r) _lf( )( —itr —er) —lf( )de;
nez
ScZ/mm{]t—ﬂ }m1n{|t—r] }f T)drdT
nez
-1 7 2
<o 7o,

O integrando na pentltima desigualdade em (3.74) tende a zero pon-
tualmente em n, 7, T quando |t —r| — 0 e é limitado uniformemente em
|t — 7| pela expressao obtida depois de retirar |t — | nos minimos, a qual
¢ integravel como mostra a ultima desigualdade em (3.74). Portanto, pelo
teorema da convergéncia dominada segue-se que || (n,t) — F (n,7)]|, tende

a zero quando |t —r| — 0. O
O seguinte resultado nos permite extrair regularidade adicional.

Lema 3.4. Sejam ¢, ¥y € C° (R), para 0 < T < 1, como em (3.32).

Entao, se 1/2 > b > b >0o0ul>b> b> —1/2, a sequinte desigualdade ¢é

satisfeita

lerfllx , < (3.75)

Demonstrac¢ao. Primeiro suporemos 1/2 > b > b > 0.

Sejam p, p, q, ¢ > 0 tais que

(a) b=1/2—1/q

(b) b—b=1/2—1/p

(c) I/p+1/p=1/qg+1/g=1/2
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Entdo para g € HY, pelo teorema de Plancherel, Holder generalizado e

propriedades da transformada de Fourier, temos

Sejam I = [[¢r| s |

lorglly = [ g
< H@/)TQH
= HngHLmLH (it)” (3.76)
< ozl gl + Db(@/)Tg)

por b > E, temos que

I

<
<

[zl llgll s + || D (4r9)

9lls 1o = || D (wrg) |,

L2

2’

. Pela regra de Leibniz e

[l 191l Lo
Nl 1191 s
cllrllLe gl ge -

(3.77)

Pelas desigualdades de Minkowski, de Hoélder generalizada, regra de Leib-

niz, para f =Y, a = ay =be ay; = 0, e pelo teorema 2.15, temos que

I

IA

IN

IN

IN

IN

DZ(QZJTQ)‘B
DY (4prg) — gD f — szg} - HgD”f - begH
C ol [ D%, + ol [P + el | %]

b/2 b/2 .
C » + b

el {(| ?) } ol [(m) ﬂ s
| Norll [(\ 2" } el |rgum>
H™
C el || 00272 (113" 5 +||wT||Hz,qugqu)
L?

C (Ierllpo + 107l o) gl -
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De (3.76), (3.77), (3.78) e das propriedades do suporte de 17, temos

IN

C (67l + 1l 1) gl
¢ (s /Dl + |05 @], ) talle
c (Tl/p il o+ T el ) D]

T lgll o -

HngHHE

IN

(3.79)

IAINA

Para f € X, segue-se, de (3.79), que

el = 1SC)er iy,
= ||¢TS( ) )f”HEngr

rs (3.80)
< S C) fllomg,,

Intercambiando b e b o caso 0 > b > b > —1/2, usando dualidade,
desigualdade de Cauchy-Schwarz e (3.79) segue-se que

[Yrgllys = sup  (¢¥rg, h)
Il 5=
< sSup <ga¢Th>
Il =1 (3.81)
< sup gl lorhll -
Bl 5=
< T lglle -
De (3.79), (3.80) e (3.81) concluimos o resultado. O

Proposigao 3.5. (Desigualdade de Strichartz periodica)

Temos
ull paps < Cllullx,, (3.82)

para qualquer u € S.

Demonstracao. Escrevemos u = ZuM, onde M € {2";n € N}, e uy =
M
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[uXa,,]  onde

Ay ={(k,7) €ZxR;M < (1 — k) <2M}

Observe que, pelo Teorema de Plancherel, a dualidade e o suporte de w,y,

temos

2
L2e2

ZM3/4HUMHing = ZHM?’/BUJ\\/{
M M
< |-
M
= ZHUMH?(OWS
M

2
= Jul,,..

2

L2e2

Além disso, obeserve que

||u||2 o |:/ (|U|2)2d$dt:| 1/2
LfLi -

N M<N 1212
x

2 2 luartinllzaes

N M<N

IN

Assim, se provarmos que

Z Z HUMENHLng < CZM3/4 HUMHLng , (3.83)

N M<IN M

concluimos que vale (3.82).
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Como

ZZ ||UMUN||L§L3 = Z Z ||UMU2mM||LgL% , (3.84)
N M

meN M

se provarmos que existe ¢ > 0 tal que dado m > 0 tem-se
D Mgl g2z < 275> M lug | 725 (3.85)
M M

de (3.84) e (3.85), segue-se que

> 2 lwinllige = 303 llunrtomarllpee
m M

N M<N
< Dy M unl
M

m

< e MM ualas
M

pois ZCQ’”” também converge. Assim, basta provarmos (3.85) para con-

cluirmos (3.83).

Por Cauchy-Schwarz temos que

D2 M (gl e (7MY il
M

—em 9 1/2 3/ ) 1/2
<2 (ZMM3/4|yuMHL3Lg) (ZM(z MY* HuQmMHL%L%) (3.86)

<27y M lunll72 2 -
M
Assim, se provarmos que
lunrtiamar ||z < C27 MY [lung | g2z (2" M)Y® uamas || 21z, (3:87)

de (3.86) e (3.87), concluimos (3.83).

Supondo que uy; e ugmyr sdo unitarios em LZL2, por Plancherel e Parseval,
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temos que

HUMUWMHLng = H(UMUT”M)AHLaeg

= m
M * Ugm M || 120

‘ k (3.88)

Z/@(r—@k—j)@(t,j)dzf
J
donde provar (3.87) reduz-se a provar que

)

L2

< C2B/E=Em 34 (3.89)

L2

S [ @ k= jor = 0) @ Gt
J

Agora observe que, por Fubini e pela normalizacao de uy; e ugmys, vem

1/2]|?
‘(Z/@(kjvTt)|2{@(jat)|2dt>

Lze2

= finr (k= g7 = O [dmny (,1)| dtdr
L/E fise-iwon

— |@(kz—j,¢—t)|2d7> \@(;’,t)fdt
2/(=/ <
=3 [ Vil Tz )

J
-y / (Tymas (G, 1)) d
J

2|
= m
2m M L?Z?

=1.

3.90)

Aplicando Cauchy-Schwarz em Z /@ (1 —t,k — j) tgmar (t,5) dt, com re-
J
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speito as fungoes X (j,t) e tny (1 —t,k — §) @gmpz (, §), temos

Z/mr—t,k—j)@(t,j)dt
! 1/2(3.91)

1/2
< <Z/XE(j7t)dt> (Z/}@(T—t,k—j)@(t,j)ﬁdt) )

onde E C supp @y N SUpp Ugmay.

Provar (3.89), por (3.90) e (3.91), reduz-se a provar que

> / dt < C2B/4=2em N r3/2, (3.92)
J

para todo k, 7.

E facil ver que

supp Unr = (Byj—a U By jmr) N (U Cj) ;
i

onde
Bk’77_M:{(ZE,t)GRQ;T—(k—$)2—2M+1§t<T—(k—ZL‘)2—M+1},

Biow = {(z,t) ERY 7 — (k—2)’ + M —1<t<7—(k—a)’+2M -1},
Cj={(z,t) e Rz = j},

e que
supp Ugmar = (D_gmpr U Dampr) N <U Oj) ;
J

onde
D_omy = {(z,t) e R¥2* = 2" "M + 1 <t <az®—2"M + 1},
Dymyy = {(2,t) € R%2* +2"M — 1 <t < a” + 2" M — 1}

77



AN

Figura 3.1: Blj()’_g N D_2 N <U Cj>

J

Como para todo z € R, em particular para x € 7Z, temos

/ Lt — / 1t = M,
Byr,— M By,r, M
/ 1dt:/ 1dt = 2™ M,
D_om Dom pr

/ X (j, 1) dt < M,

donde,

para todo E C supp @y N Supp Gam .

Assim, vemos que provar (3.89), por (3.92), reduz-se a provar que

> X (j) < C2BMAmmp 2, (3.93)
J

onde E C supp iy N supp damay.
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Observe que

(r=2= (k=37 < {F—t=(k=j)) +{t-%
= O2"M)+ 0 (M) (3.94)
- 0@2"M),

donde
T=7+ (k-5 +0@2"M).
Além disso
72+ (k= §)° =25 (k — j)

= 2(2+ (k=) -G+ (k—4)" (3.95)
= 2r—kK*+0Q2"M).

(k—25)" = ((k —j) — j)°

Portanto, como (k — 2j)2 esta contido num intervalo de comprimento
O (2™ M), entao 2j—Fk esta contido num intervalo I de comprimento O (2/2M1/2).
Assim
Jje %(k +1)=J

e como comprimento de .J é majorado por O (2™/2M'/?), concluimos que o

resultado segue tomando ¢ = 1/8 em (3.93).

O
Teorema 3.6. O problema de Cauchy
. 2
g+ Upy = |ul"u (3.96)
u(x,0) = wug(xr) € Hp,. .

¢ localmente bem posto para s € [0,1/2].

. . 2
Demonstracao. Seja w = |u|” u.

Vamos estimar
t
(Au) (t) =1 (t) S (t) ¢ — irhy (1) / S(t—7)w(r)dr. (3.97)
0
Mostraremos que (3.96) satisfaz o principio de contragdo nos espagos
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X ([0,6]), para b € (1/2,5/8) e 6 > 0 pequeno suficiente.

Pelos lemas 3.1 e 3.2, temos

I(Aw) Dlx,, < Nt (@) S @) olx

SC<

onde tomamos b = b — 1.

+ ’g/)l(t)/OS(t—T)w(T)dT

s,b ‘

Xs,b

i ol )

Agora, vamos trabalhar com |lw|y , -

Por dualidade, temos que

b1
ol = [ (=)0,
— sup ((n)s (X — n2>b_1 w, cn)\) ,
Jons gz 1 a1
nly

— sup Z / o ( — n2>b71 wd.

HC”’\”e?L§<1 n
Mostraremos que a formula integral
t
u(t):S(t)¢—i/ S(t—7)w(r)dr, (3.98)
0
equivalente ao PVI (3.96), satisfaz o principio de contragdo nos espagos

X ([0,6]), para b € (1/2,5/8) e 6 > 0 pequeno suficiente.

Observe que

(fg)” = ( g
|
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em particular

—_

[ul* (n,A) = wi(n, )

= Uxu(n,\)

_ Z/ (n = nu, A= A1) (01, Ar) dA
Z/ﬂ(n—nl,/\—Al)ﬂ(—nl,—/\ﬁd)q
= _Z/ (n+n1, A+ M) @ (n1, Adr)dAs,
portanto, temos

Z/ n—n1+n2,)\ /\1 +/\2) (ng,)\g) (TLl,Al)d/\ld)\Q.

ni,n2

Vamos estimar

1
Z / i '”' _ eoa (n, ) dA (3.99)
(14 A —n2)""

que é menor que

1+ |n])?
3 N
wrimms (L4 A = n2))'™ (3.100)

x‘ (nQ,Az)‘y (71, A1) dArdAad)s

onde ng=n—n;+ngeA3=XA— X + A\
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Observe que

In| < cmax {|n4|, |naf, |ns|}.

Assumindo |n| < ¢|ny], temos que (3.100) é limitada por

Cp, S [~
S Al (1 4 7 ()
1+ A —n2)'" (3.101)

(
X |ﬁ (TLQ, )\2)| |ﬁ (ng, )\3)| d/\ld)\gd/\g

ni,n2,n3

Tomando uma func¢ao de corte 15, 0 < 1hs < 1, q/ﬁ; >0, s =1 em [0, 0],
supp s C [—24, 2] e substituindo u por uws, vemos que

[ul < [l * s = ([ul s) "

Escrevendo f e v tais que

definimos
F(z,t) = ‘ﬂv(x,t), (3.102)
G (2.1) = [A]"(z.1), (3.103)
H(x,t) =[] (2, 1) (3.104)

Assim, temos que (3.101) é menor que

o = Z /ﬁ (n, )\) (H@/}g)/\(nl, )\1) (G¢5)A(n2, )\2) (G’w(g)/\(ng, /\3) d)\1d>\2d)\3,

ni,n2,n3
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que é igual a

o= > / F (1, \) (Gtbs Y (na, A2) dAdAs

n,n2

< 3 [ (EOay 000 (Gt s = iAo+ da = A)

= > / F (0, \) (G5 (na, Ao) [HGUZ] (1 4 1, A+ o) dAd g

n,n2

=y / F (n, N / (Ghs) (2, Xo) [HGUF] (0 + na, A+ A2) dAadA

=y / FnANY / (Gs) (2, \o) [HGYZ] (0 + na, A + Aa) dAad

= Z/ﬁ(n, A)Z/ (Gos) (=na, =A9) [HGYF (0 — (=n2) , A = (=A2)) dAadA

— Xn: / F(n,\) [—; / (G5 ) (n2, Ao) [HGE] (0 — nay A — Ao) dXa | dA
S / B (n, \) [HG203](n, \) dA

=S / F (. 0) [HG22] (n, \) dA

-y / F (=n, =) [HG2?] (n, A) dA

= [FHG*¥;]70,0),

onde usamos o fato de F (n,\) = F (n, \), por F (n,\) ser um ntimero real.

Como
FHGHN0.0) < | FHG .,
que, pela desigualdade de Holder, é menor que
NG s 1 H g I F sl g (3.105)

concluimos que (3.101) & menor que (3.105).
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Pela desigualdade periodica de Strichartz, temos que

Gl ars < cllGllx, ,,, = cllully,, (3.106)

|H s < cllHllx,, , =l (3.107)

Xs,3/8 "7

que decorrem imediatamente da definicao de G e H.
Como b € (1/2,5/8) temos que 1 —b € (3/8,1/2), e pela desigualdade de
Strichartz periddica e o lema 3.4, temos que
1EYsllpaps < cllFsllx,,
5/8—b
co HFHXOJ,;, (3.108)

655/8!6

IN

IN

pois
2 1-b 7
IFl, < [[(r=n%)""F]

= =]

<1

IN

r2e2

e

chJHng%

Por (3.106), (3.107) e (3.108) temos que (3.101) ¢ menor que

< ulk,,, . (3.109)

b 2
”wHXSJ, < 055/8 ’ HUHXO,a/s HU‘ Xs3/8 —

Assim, temos

1(Aw) B, < e (I8l + 6"l )

e para ¢ suficientemente pequeno, dependendo de ||¢|| ;. , T mapeard uma
per
bola no espago X, nele mesmo.

De fato, dada uma bola B, = {u € Xopi llullx , < a}, com o = 2c ||| s
s, per
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, . 1 7570
é facil ver que Au € B, se § < P ETIT . O
82 1015,

Observagao 3.2. Note que este método serve nao sd para 0 < s < 1/2, mas

para todo s > 0.

3.2.3 Caso s<0

Teorema 3.7. Seja s < 0. Entao o problema de Cauchy

g+ gy = |ul*u
(3.110)
u(x,0) = wug(xr) € Hp,.
nao € localmente bem posto para dados em Hp,,.
Demonstracao. Vamos provar por reducao ao absurdo.
Dado n € N, observe que
u, (.I‘, t) _ Oefit(n2+02)emx7
onde C € R serd determinado mais adiante, é solu¢ao do PVI
i+ P = |ulfu
P ful (3.111)
u(z,0) = Cem.

Fixe k € (0,1) e para cadan € Z, tome C' = kn~*. Seja k,, uma sequéncia,
que especificaremos depois, que converge para k. Definamos
(n2+k2n725) inx

_s —it
Uy = kn e’ e,

Tn (Z[‘, t) = Uk,n (:L‘7 t) = Ukp,n (:L‘7 t) :
Note que

o (2, t) = kn™%e™* — k,n"%e™®

(b e (3.112)
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assim,

7 (O, =[Ok = hen) ””\H;W
= 3 ()’ [k = ) oot ()]
meZ
2\ S —s 1 " inT ,—imx ’
:T;Z(l-wm\) (k—kn)n %/_ﬂe e dx

= (1+ )" (k= ko) 0|

_ (1+ |n|2>8(k_k %
nl* !

< (k—k,)*.

Assim, quando n — oo, temos que ||r,, (- ,0)||;. — 0.

Agora, dado t > 0 temos

r (:C, t) _ knfse—it(nQ—I—an*%)einm

e —it(n24k2n—28)
knn Se zt(n +kin )eznac
412, — 28 _itl2,,—2s _ it 2
(1{36 itk“n k;ne itksn >n S itn eine
e dai

lra (- 1)

e _ (1 + |m|2)5 ’(ke—ithn_2s . kne—itk%n_25> n—se—ithgZ?L (m)

per

2
1.2, —25 4120 —25
ke itk“n k’n6 itkin

+ (ksen (—tk*n=2%) — knsen(—thn_Qs))2)

1+‘n |

<1J|FT|L|nQ|> k: cos (—tk?n=2%) — k, cos (—tk?n=2))?

) (k* + k2 — 2kk,cos (—tn=% (k* — k2)))

€7
<1+ |TL| ) —2s
> 25 (2kk,, — 2kkycos (—tn=2 (k? — k2))),

pois
a?+b*>2ab, Va, beR,
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2n)* > 1+ n|*, YneZ

Dali,

> 2% (2kky — 2Kk, cos (—tn~% (K2 — k2))

252kk,, (1 — cos (—tn=2% (k* — k2)))
2571 kL, |1 — cos (—tn=2% (k* — k2))|
95t ek |1 — o itn ™2 (K2 k7)) +isen (—tn 2% (k? — ki)))
95tk ([1 — it (B=k2) | lisen (—tn=>* (k* — ki))l)
2 ek, (|1 — e (k) | n‘5) :

[l (-5 )]

AV

Y]

para todo n € N e para algum d > 0 real tal que
n~" > sen (—tn_Qs (k2 — ki)) ,

para todo # < §. Supondo que a sequéncia (k,) é decrescente, concluimos

que

itk () =t (8 Vg 2 2 ey (|1 = 7 ()

per
— nia) ,

> C (‘1 _ pmitn 2 (k2 -k2)
donde temos que tal constande C independe de n e §, pois C = 25T1E2

n_5>(3.113)

Como supomos que (3.110) é localmente bem-posto em H,,, s < 0, entdo

lim [emien > )

n—o0

— 1‘ =0. (3.114)
Observe que, se tomarmos a sequéncia (k,), tal que k2 = k% + an?*8,
onde «, § € R e [ satisfaz a desigualdade 2s + 3 < 0, temos que

oitn = (K2=k7) pitn % (—an?**7)

— eiomﬁt.

Para tal sequéncia, (3.114) falha.
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