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Resumo

O objetivo desta dissertagao é apresentar um anélogo discreto do operador lapla-
ciano, ou seja, um operador linear definido no conjunto das fungoes lineares
por partes em uma malha de tridngulos que possua o maximo de propriedades
analogas ao operador laplaciano continuo sobre uma superficie. Em particu-
lar, mostraremos que se a malha satisfaz ao critério de Delaunay, o laplaciano
obedece a uma versao discreta do principio do maximo, que possui importancia
semelhante ao principio do méximo na teoria das funcoes harmoénicas. Apre-
sentamos ainda trés aplicagoes do laplaciano discretizado: a primeira tem como
objetivo obter parametrizagoes de malhas para efeito de mapeamento de textura;
a segunda consiste na suavizagao de malhas por meio do processo de difusao;
a terceira e ultima aplicagao visa identificar formas e simetrias de objetos por
meio das curvas de contorno associadas as autofuncgoes do laplaciano.



Abstract

The main goal of this work is to present a discrete analogous of the laplacian
operator, that is, a linear operator on the set of piecewise linear functions over
a triangular mesh that has similar properties to the continuous laplacian over
a surface. Particularly, we will show that if the mesh satisfies a Delaunay
criterion, the laplacian obeys a discrete version of the maximum principle, which
importance in the discrete setting is similar to the importance of the maximum
principle in the theory of harmonic functions. We also present three applications
of the discrete laplacian: the first one has as objective to get parametrizations
of meshes for texture mapping; the second one consists of mesh smoothing
by a diffusion process; the third and last application aims to identify forms
and symmetries of objects by means of the contour curves associated to the
eigenfunctions of the laplacian operator.
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Capitulo 1

Introducao

E consenso hoje que a Computacdo Grifica é uma necessidade em quase to-
das as areas do conhecimento, pois através dela é possivel visualizar objetos
em fase de projeto ou fora do alcance de nossa percepgao visual, bem como
fora da nossa realidade tridimensional. A realidade do dia a dia consiste em
um universo regido pelas leis da fisica, e para compreender os fendmenos e
objetos existentes neste mundo fisico, inicialmente langamos mao de modelos
matematicos abstratos, geralmente continuos, ou seja, que nao sao encontra-
dos no mundo fisico. Em seguida, procuramos uma representagao simbdlica e
finita desse modelo matematico, ou seja, buscamos uma discretizagdo do mode-
lo matemético que permita sua implementacao e visualizagdo por meio de um
computador.
Como exemplo podemos citar o operador laplaciano definido em fungoes
f:R™ — R duas vezes diferenciaveis, cuja expressao para n = 3 é dada por
o%f o%°f  0%*f
Af=—=+ —+ —.
ox?  Oy? 022
Este operador surge de forma natural no estudo dos processos de difusao térmica,
aparecendo no segundo membro da chamada equacao de difusao,
u _ nAu,
ot
onde u = u(z,y, z,t) representa o campo de temperatura; também aparece em
processos vibratoérios na equacao da onda,

Af = \f

onde X é um coeficiente associado ao meio pelo qual a onda se propaga.

No transcorrer deste trabalho serd apresentado um laplaciano continuo intrin-
seco a uma superficie, ou seja, um laplaciano definido em fungdes cujo dominio
é uma superficie, mas nosso principal objetivo serd determinar um laplaciano
discretizado que se aproxime ao maximo do laplaciano continuo, ou seja, um
laplaciano cujo dominio seja o conjunto das fung¢ées definidas em uma superficie
discretizada. E possivel obter esta discretizagao de diversas maneiras e depen-
dendo da escolha pode-se priorizar informagoes combinatodrias ou geométricas de
uma malha. Um das maneiras de se discretizar o laplaciano continuo é através de



diferencas finitas, s6 que este método limita-se ao uso de malhas de retangulos,
limitacdo que pode acarretar uma série de dificuldades. Apresentamos neste
trabalho um método de discretizacdo que se destaca por priorizar informacoes
geométricas da malha e por possuir varias propriedades do laplaciano continuo,
entre elas uma versao discreta do principio do maximo, caso a triangulagao da
malha satisfaga um critério de Delaunay.

Concluiremos exemplificando trés das diversas aplicagoes do laplaciano dis-
creto: a primeira é o mapeamento de textura, onde inicialmente determinamos
uma malha cuja triangulacao é a especial triangulacao de Delaunay, na qual
o laplaciano discretizado satisfaz ao principio do méaximo, possibilitando esta
propriedade a construcao de uma parametrizagao homeomorfa da superficie dis-
cretizada (malha) em uma regiao poligonal do plano. De posse desta parametri-
zacdo, faz-se o mapeamento de textura do plano na malha. A segunda aplicagao
sdo as curvas de nivel das autofungoes do laplaciano, também chamadas de cur-
vas de contorno, permitindo conhecer a sua geometria. Por fim, utilizaremos
o laplaciano para suavizagao de superficies, isso porque ao aplicd-lo em uma
malha, uma pequena pertubagao é dispersada em sua vizinhanga, suavizando
assim regices com altas freqiiéncias, enquanto a forma principal da malha é
apenas levemente deformada.

Este trabalho teve como fonte principal o artigo [I] na parte tedrica e os
artigos [3],[I3],[] e [5] na parte de aplicagdes.



Capitulo 2

Operador Laplaciano

Neste capitulo vamos definir o operador laplaciano em uma superficie, apresen-
tar algumas das suas propriedades e resultados e encontrar um anélogo discreto
deste operador, ou seja, determinar um laplaciano definido em uma malha de
triangulos que possua o maior numero de propriedades similares as do laplaciano
continuo definido em uma superficie.

2.1 Operador Laplaciano Continuo

O operador laplaciano surge naturalmente do estudo de processos de difusao
térmica, aparecendo no segundo membro da equagao do calor, também chamada
de equacgao de difusdo. Existem diversas variagoes para a equacao do calor, a
mais classica é:

— =nAu, (2.1)

onde u = u(x,y, z,t) representa o campo de temperatura, Au é o laplaciano de

u no R? dado por

Pu  0%u  0%u

Ox? + Oy + 072

e 1 é o coeficiente de difusao. Essa equagdo descreve a maneira como o calor se

difunde em um meio homogéneo, isotrépico e que nao possua fontes de calor.
Também em processos vibratorios estudados pela fisica o laplaciano aparece

no segundo membro da equacao da onda,

Au =

0%u

w = CAU, (22)

onde c representa coeficiente associado ao meio pelo qual a onda se propaga.
Esta equagao modela as vibragoes transversais de baixa amplitude de uma mem-
brana S fina fixada em um aro com formato 95: se 3S é um retangulo, estare-
mos estudando as vibragoées de uma membrana retangular; se 95 é um circulo,
estudamos as vibragbes de uma membrana circular (um tambor), e assim por
diante.

A equagao da onda e a sua relacao com o laplaciano foi estudado de forma
ladica pelo fisico Ernest Chladni, em seu livro “Discoveries Concerning the
Theories of Music” publicado em 1787. Neste livro ele informa as observagoes



obtidas ao por areia sobre um prato de metal fino em vibragao, notando que
a areia acumulava-se em certas zonas, formando padroes surpreendentemente
complexos (figura 2.1]). Este comportamento pode ser explicado pela teoria das
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Figura 2.1: Padroes formados pela areia acumulada em algumas regioes de um
prato de metal submetido a vérias vibragdes (experimentos de Ernest Chladni-
1700).

ondas estaciondrias, que podem ser representadas pelas solugoes da equagao

Af =X,

ou seja, pelas autofungoes do laplaciano. Os zeros destas autofungoes, denomi-
nados de conjuntos nodais, correspondem aos locais onde a areia se acumula no
prato de Chladni.

Veremos nas préximas segoes mais detalhes sobre estas autofungoes. Por
hora, comecaremos com alguns conceitos e resultados de geometria diferencial
que serao utilizados neste trabalho e por isso faz-se necessario conceituéa-los.

2.1.1 Geometria Diferencial

Como vimos anteriormente, o laplaciano estd definido em um espaco de fungoes
f € C?(R") e quando n = 3 o laplaciano é dado por
_Of | Pf S

+ 55+

Al =gzt gz T oz

Nesta se¢ao nosso objetivo é encontrar uma expressao para o laplaciano definido
em funcoes f € C%(S) onde S é uma superficie regular, ou seja, queremos um
laplaciano intrinseco a uma superficie regular. Mas o que é uma superficie regu-
lar? Vejamos a defini¢ao segundo [8], nossa principal referéncia neste assunto:

Definigao 1 (Superficies Regulares). Um subconjunto S de R® diz-se uma su-
perficie regular se, para cada p € S, existirem uma vizinhanga aberta V C R3
de p, um aberto U C R?, e uma bijecio ¢ : U — V NS com as sequintes
propriedades:

i) @ € de classe C*;
it) @ € um homeomorfismo;
1) para qualquer ¢ € U a matriz jacobiana Jo(q) tem posto dois.



Uma fungao ¢ com tais caracteristicas é dita uma parametrizacao local de
S, ou seja, uma vizinhanga parametrizada de p contida em S. Denotaremos
os pontos de U por (u,v), sendo u e v pardmetros locais de S. As derivadas
parciais de ¢ denotaremos por ,, e @,.

Ainda precisamos de mais dois conceitos para definir o laplaciano intrinseco
de fungoes f € C?%(S), o gradiente e o divergente de f.

Definicao 2 (Gradiente). Seja S uma superficie reqular e f : S — R uma
funcao diferencidvel. O gradiente de f é o campo de vetores tangentes com
valores em S, denotado por V f, assim definido: Dadop € S e ve 1,8, onde
T,S € o plano tangente a S em p, temos:

dfy(v) = (VF(p). V)

onde dfp(g) é a derivada de f em p.

De acordo com a defini¢do 2l e sabendo que dfy, () = fu € dfp (90) = fus
verifica-se que o gradiente em coordenadas é dado por:

Vi= qu_va .fvE_qu

I ="5G=F " BEG_F? ¥
onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental (maiores de-
talhes consultar []). Observe que se S for o plano R?>, E =G =1e F =0,
sabendo que no plano R? ¢, = (1,0) e ¢, = (0,1), o gradiente de f definido no
R? ¢, portanto,

(2.3)

V= (futfo)-

Vejamos agora qual a definicio do divergente de f € C?(S), uma vez que,
como ja mencionamos anteriormente, é fundamental para o conceito do lapla-
ciano.

Defini¢ao 3 (Divergente). Seja w um campo de vetores definido em U C S, a
divergéncia de w € a aplicagao div w: U C S — R tal que, para cada p € U,
div w (p) € o trago da aplicagdo linear D Ep,

onde D Ep é a matriz da derivada covariante de w no ponto p € S. Explici-
taremos D Ep com relagao as bases {(1,0), (0, 1)},{¢u, ¥v}:

a, +all; + 0}, a, +al'}, + b3,
D w,= (2.4)
by +al'%3, + 0%, b, +al'%, + b3,

sendo w = aw,+bp, e Ffj os simbolos de Christoffel (maiores detalhes consultar
[8]). A partir da defini¢ao Bl e de 2l concluimos que,

div(w) = (ay + al'}y +bT1,) + (b, + al'3y + 0T'%,). (2.5)

Finalmente estamos prontos para definir o laplaciano e obter uma equagao
para expressa-lo em uma superficie regular. Vejamos primeiro a definicao e logo
apés o explicitaremos.



Defini¢do 4 (Operador Laplaciano). Dado uma superficie S associaremos a
ela um operador diferencial de sequnda ordem, o operador laplaciano, definido
como Af = div(Vf) onde f € C*(S), ou seja, f: S — R é uma funcdo real
definida em S duas vezes diferencidvel.

A partir de 23 e o operador laplaciano de uma fungio f € C?(S) onde
S é uma superficie regular em coordenadas é dado por:

Af = (ay +al'}y +bI'1y) + (by + al'fy + bI3,), (2.6)
sendo
:qu_va e b:fvE_qu
EG — F? EG—F2

Observe que no caso particular do plano a = f, e b = f,, consequentemente o
laplaciano de f € C?(R?) é dado por

Af = fuu+fvv~ (27)

Um resultado importante e que nos interessa neste trabalho é o teorema da
divergéncia cuja demonstragao pode ser vista em [§],

Teorema 1 (Teorema da Divergéncia). Seja f um campo de vetores tangentes
a uma superficie S, e Q C S uma regidgo poligonal. Entdo

/div(f)clA:/f.nds7 (2.8)
Q ¥
onde y(s) € a fronteira de Q e n é o vetor unitdrio ortogonal a v'(s) e que

aponta para fora de €.

A importancia deste teorema estd no fato dele possibilitar a demonstragao
do corolério seguinte também conhecido como primeira identidade de Green.

Corolario 2 (Primeira Identidade de Green). Sejam f,g:Q C S — R fungoes
escalares definidas em uma regidgo 2 C S que possuem deriwadas parciais e
continuas entao,

/QAfgdA:/g%ds—/QVf.ngA, (2.9)

onde v € fronteira de Q C S e S uma superficie reqular.
Demonstrag¢ao. Substituindo em w por gV f obtemos,
div(gV f) = (gua+ gau + gal'j; + gbl'1s) + (9ub + gby + gal'y, + gbl's,) (2.10)
por 23] sabemos que
_ JuG - o F foE = fuF

VIi=Gg_r ¥t Eg_pE ¢
(§]
_ guG — ng ng — guF
V=" P T TEG - pE o
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Com essas duas equagoes é facil mostrar que,

VfVg=ag,+ bg,, (2.11)
onde
_ qu_va e b= fvE_qu
~ EG - F?  EG-F?°

Substituindo agora 2-T1] em e usando obtemos
div(gVf) = VgV [+ gdiv(VYf),

logo
div(gVf) =V [fVg+ gAf. (2.12)

Fazendo v = gV f em 2.§ obtemos
/ div(gV f)dA = /gi.nds. (2.13)
Q v

Por fim, substituindo [2.12] em 2.13] obtemos

/AfgdA:/gg—fds—/Vf.ngA,
Q ~ on Q

onde V f.n que aparece na integral de linha de[2.13]foi substituida por 2%7 sendo
assim a derivada direcional de f na diregao do vetor normal n, também chamada
de derivada normal de f. O

A primeira identidade de Green terd fundamental importancia nesse tra-
balho, pois ela possibilitard definir o laplaciano em um conjunto de fungoes
lineares por partes definidas em uma malha de tridngulos, ou seja, um lapla-
ciano discretizado.

2.2 Propriedades do Laplaciano
Na secao anterior definimos o laplaciano em uma superficie,
Au = div(Vu).

Apresentamos a seguir algumas propriedades desse operador onde o produto
interno utilizado é:

(v, u) o2 (s) :/uvdA
s
sendo u , v € C%(S).

1. Elemento neutro
Au = 0 sempre que u for uma constante. Este resultado é ébvio pela
propria definigao do laplaciano.

2. Simetria
(Au, v) o2 gy = (U, Av) a5y sempre u, v € C2(S) e se anulem em 9S. Esta
propriedade é facilmente verificada usando

11



3. Precisao linear
Au = 0 Sempre que S for parte do plano euclidiano e u = ax +by+cz é a
funcao linear do plano. De acordo com 2.7 Awu envolve apenas soma das
derivadas parciais de u de segunda ordem, como u é uma fungao linear
definida no plano temos Au = 0.

4. Suporte Local
Para algum par de pontos p # ¢ Au(p) independe u(q), ou seja, alterando
o valor da funcao nao afetara o valor local do laplaciano.

5. Principio do maximo
Au = 0 no interior de S, entdo u nao possui um méximo (ou minimo)
no interior de S, exceto quando u = cte. A verificacao desta propriedade
pode ser vista em [12]

2.3 Discretizagao do Laplaciano Continuo

Uma discretizagao do laplaciano pode ser obtida de maneiras diferentes, po-
dendo conter mais informagoes combinatérias ou mais informagoes geométricas
a depender da discretizagao escolhida. Se considerado apenas o aspecto combi-
natério, informagoes métricas sao desprezadas, como o comprimento de arestas
ou angulos da malha. Veremos mais tarde que esse tipo de discretizagao do
laplaciano, em geral, ndo é uma boa escolha.

Definiremos, na proxima secao, o laplaciano discreto para uma malha M de
triangulos, mas antes vejamos qual a definigao para uma malha de triangulos.

Definicao 5 (Triangulacdo). Dado um conjunto V = {vy, v, ...... ,Un} de pon-
tos de uma superficie S, uwma triangulacao de V é um complexo simplicial M
de ordem dois, ou seja, € um conjunto de triangulos, em que dados quaisquer
dois triangulos, uma das quatro situacoes ocorre: eles sao disjuntos, eles tém
exatamente um vértice em comum, eles tém exatamente uma aresta em comum
oUu SGO 1gUaLs.

Vejamos agora a definicao do laplaciano em malhas de triangulos.

Definigao 6 (Operador Laplaciano Discreto). Considere uma malha triangular
M de uma superficie S, com um conjunto de vértices V', conjunto de arestas E
e um conjunto de faces F'. Definimos o operador laplaciano discreto Ay para
M pela agao linear de fungoes w; definidas nos vértices, como:

(Baw), = 3 wis (i — ) (214)

onde v e j sao indices associados aos vértices.

O fator determinante na definigao [fl ¢ justamente o peso w;;. Verificaremos
nas proximas segoes que w;; estd associado a cada aresta da malha M, e que
este valor determinard que aspecto da malha serd priorizado. A préxima se¢ao
destaca algumas propriedades do laplaciano discreto Ay.

12



2.4 Propriedades do Laplaciano Discreto

Cada propriedade a seguir do laplaciano discreto Ay tem sua motivagao centrada
em uma propriedade do laplaciano continuo, essas propriedades sao verificadas
a partir das propriedades da matriz cuja as entradas sao os pesos w;;, sendo que
w;; = 0 sempre que 7 e j nao sao vértices de uma mesma aresta de M.

1. Simetria
wi; = wj;. Matriz simétrica com autovalores associados a autovetores
ortogonais. Esta propriedade é verificada devido ao fato de e;; e ej; re-
presentarem a mesma aresta.

2. Suporte local
Mudando o valor da fungdo u; néo alterard a agdo do laplaciano (Agu);,
se i e j nao formam uma aresta na malha. Laplaciano é um conceito local.

3. Precisao Linear
(Aqu); = 0 em cada vértice, sempre que se tenha uma malha mergulhada
no plano e u é uma funcao linear deste plano.

4. Principio do Maximo
Caso w;; < 0, sempre que ¢ # j, o principio do maximo também ¢é satis-
feito. Esta propriedade sera verificada em segao seguinte.

2.5 Laplaciano Discreto Geométrico

Nosso objetivo nesta segao é obter um laplaciano discretizado que considere
propriedades geométricas de uma malha qualquer M.

Como foi mostrado em o operador laplaciano definido sobre uma su-
perficie M satisfaz a primeira identidade de Green:

o1
AfgdA = ——ds — Vf,Vg)dV 2.15
[ Areia= [ g5has— [ w1.90) (215)

quaisquer que sejam f,g € C*°(M), sendo 7 a fronteira de M. Suponhamos
M sem bordo e definindo a forma bilinear

B(f,9) = — /M (Vf,Vg)dv, (2.16)

temos

(Af.g) = /M AfgdV = B(f.g), (2.17)

logo, o operador A é o operador linear associado & forma bilinear B, com respeito
ao produto interno usual em C*(M).

Nosso objetivo é encontrar um analogo discreto do laplaciano continuo, ou
seja, um operador linear A4 definido sobre o espaco £L(M) de todas as fungoes
lineares por partes definidas em uma malha de tridngulos M no R3, e que
satisfaca 2.I0] pois essa condigdo garante que —Ay seja simétrico, positivo e

13



semi-definido. Como a forma bilinear B(f, g) faz sentido para quaisquer fungoes
fsg € L(M) definiremos o laplaciano discreto geométrico como segue:

Definicao 7 (Laplaciano Discreto Geométrico). Seja L(M) o conjunto de todas
as fungoes continuas e lineares por parte definidas em uma malha M, definimos
o laplaciano discreto geométrico como o inico operador linear Ay que satisfaz,

(Aaf,g) == B(f.9) (2.18)
para todo f,g € L(M).

Tomando a base canonica de £(M), ou seja, as fungoes 5; € C(M) tais
que f3; é linear em cada simplexo de M e 3;(v;) = d;;, para todo v; € V, toda
funcéo h € L£L(M) pode ser escrita como

h=>aif;

F=Yaf . g=>_bip; (2.19)

Substituindo as equagoes de [Z.19 no segundo membro da equagao [2.1§ obtemos,

/M (VEVgy == > > ab, /M (VBi, VB;),

v, EV (M) v;€V (M)

dai

fazendo os pesos
wi; = / (VBi, V3;)
M

obtemos,

S A ZEEED SR SpE (2.20)

v €EV(M) v eV
Para continuar desenvolvendo o segundo membro de 218 precisamos do

seguinte lema, cuja demonstracao serd omitida aqui:

Lema 3. Sejam p,q e r pontos do R? ndo colineares e f € L(M) uma funcdo
linear por parte, tal que f (p) =1, f(q) =0 e f(r) =0. Entdo,

1. a direcao de V f € perpendicular a aresta eq,, com extremidades nos vértices
ger.

2. |V f| € igual ao inverso da altura do triangulo com rela¢do a aresta eqr (

ver figura [23).

Desenvolveremos w;; em 220, pois o seu valor serd de fundamental im-
portancia para o préximo capitulo desse trabalho, logo, é necesséario aqui deter-
minar sua expressao, dividiremos em dois casos:

1. caso i # j
Neste caso w;; # 0 apenas quando v; e v; sdo vértices de uma mesma
aresta, ( ver figura [2.3)).

Pelo lema [3] temos,
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hP

rq

Figura 2.2: Tridngulo de vértices p,q e r, com f (p) =1, f(qg) =0e f(r) =0.

Vi

U
Vg th to w

Figura 2.3: tridngulos t; e t2 em que a aresta e;; ¢ incidente.

1 1
IVBille, = 5 VBl | = — (2.21)
hjk ’ th
VBl = 21+ V8]l = = (2.22)
ztz_h§l7 th_h_Zl7 .
onde h;k ¢ a altura do tridngulo ¢; relativa a aresta ej;, além disso,
L(VBi,VB) oy =7 — 0% | Z(VBi, Vi) |1, =7 — 0, (2.23)
logo
/ (VB:i,VB3;) =/ (VBi,VB;) =/ <Vﬁi7vﬁj>+/ (VBi,VB;) =
M t1Ut2 t1 to

=(VBi, V) |t Ar +(VBi, VB)) |1, Ar,
onde Ay e A; sdo as areas dos triangulos t; e ty respectivamente. Usando
2271 2221 e 2:23] sabendo também que

cos (W*Gk) =—cosf0® e cos (’/T*ol) = —cos@',
obtemos
1 1 w1 i 11 IS S
/M (VB:, VBj) = —@h—zk cos @ 3 [U50k| Iy, — h—;lh—zl cosd 3 ronE
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1 1 — 1
(VBi,VB3;) = —= | —cos 0¥ |jk| + — cos b [T717] |,
/M J 2 hik ‘ ’ hzl J
mas

L 7o) 1 |yl
sen O hzk sen f! h;.l ’

1 [cos@* cosé!
/M (Vi V) = 2 (senﬂk * sen91> '

Concluimos entao que

1
/ (VB;,VB;) = —= (cotg 8" + cotg §') ,
M 2

ou seja,
1
Wij = =5 (cotg 0" + cotg 01) : (224)

2. casot =}

Para este caso temos w;; 7# 0 apenas nos triangulos em que v; é um vértice
incidente (ver figura 2.4)).

Como consequéncia temos:

77N

Ul

Figura 2.4: [v;, vk, v;] representa um tridngulo qualquer de M em que o vértice
v; € M é incidente, ¥ e ' angulos opostos ao vértice v; em cada um desses
triangulos.

wy; = /M (VBi, V) = /U[%UM[] VB, VB)= ) /

[vi v o)€M 7 Visvesv

] (VBi, Vi)

2
Wiy = Z ‘vﬂz| A[vi,vk,vl]v

[vi, vk, v1]EM

onde [v;, Vg, v;] sdo tridngulos de M em que v; é incidente e Apy, 4, v, @
area desses triangulos.
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Usando mais uma vez o lema [3] e observando a figura [Z4] concluimos que

1 hi
Wy = Z (hi )2 X |Ukvl2| f= |;qu}l|
[vi,ok,v]eM K [vi,vg,vi]EM ki
i T i
wi= <tg9k Y / (2hia)
[vi, v, v ]EM
1 1
wi= ) (2tgok + 2tg91> '
[vi, vk, v ]EM
Finalmente para este caso temos,
1
wi = 5 Z (Cotg 0% + cotg 91) , (2.25)
[vi,vK,v1]EM

onde 6% e 0! sao angulos opostos ao vértice v;.

Alcancamos o objetivo deste capitulo apresentando um laplaciano discretizado,
caracterizado pelos pesos w;;. Veremos no préximo capitulo que se a malha
de triangulos considerada for de Delaunay esses pesos serao todos negativos e
como consequéncia teremos um laplaciano discretizado obedecendo ao principio
do méaximo.
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Capitulo 3

Triangulacao de Delaunay
Intrinseca

Finalizamos o capitulo anterior com as seguintes expressoes para 0s pesos w;:

1
wij = =3 (cotg 6" + cotg 0') (3.1)
quando i # j e,
1 k 1
wi = 5 Z (cotg 8" + cotg 0') (3.2)
[vi, vk, v1]EM

quando ¢ = j. Vimos também que se os pesos w;; forem todos negativos, o
laplaciano discretizado satisfaz a um principio do maximo. Entretanto, estes
pesos dependem dos angulos da triangulacao. Como um mesmo conjunto de
vértices V' = {v1,v9, -+ ,v,} possui mais de uma triangulacdo M, néo estd
claro se o principio do méaximo sera sempre satisfeito ou nao.

Neste capitulo mostraremos que, para uma aresta e;; € M com extremidades
nos vértices v;,v; € V, w;; < 0 se, e somente se, e;; satisfaz a um critério
de Delaunay local. Logo, para termos um laplaciano discreto obedecendo ao
principio do maximo basta que todas as arestas da malha M sejam de Delaunay.
Descreveremos também um algoritmo que aplica modificages locais na malha
de modo a obter uma triangulagao onde todas as arestas sejam de Delaunay.

Devido as varias propriedades da triangulagao de Delaunay e a sua im-
portancia no resultado final deste trabalho, separamos este capitulo para des-
crevermos esta ferramenta importantissima em computacao grafica, bem como
em outras dreas. A sua importancia estd na propriedade de maximizar o menor
de todos os angulos internos dos seus triangulos.

3.1 Triangulacao de Delaunay no Plano

Na definicao [l do capitulo anterior, foi apresentado a definicao de uma tri-
angulacdo M de um conjunto de pontos do plano R2, iniciaremos esta secio
apresentando alguns resultados desta definicdo em seguida definiremos a trian-
gulacao de Delaunay.
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Em geral M nao é unica, mas embora nao seja unica a quantidade de
triangulos e de arestas em qualquer triangulagao de V é a mesma, é o que
veremos no teorema a seguir.

Teorema 4. Seja V = {v1,va,.....,vn} um conjunto de pontos do plano, toda
triangulacao de V' possui exatamente 2n —u — 2 triangulos e 3n —u — 3 arestas,
onde u € o numero de pontos de V' que estdo na fronteira do fecho convexo de
M denotado por Conv(V') ( maior poligono convexo do plano que contém todos
0s vértices de V).

Demonstragao. Uma triangulacao de V' determina uma subdivisao do plano em
T + 1 faces, onde T é o nimero de triangulos da triangulagao. Portanto, pela
férmula de Euler temos que

n+(T+1)=a+2, (3.3)

onde a é o nimero de arestas. As u arestas da fronteira de Conv(V') sdo comuns
a um triangulo e a face externa. Todas as demais arestas figuram em exatamente
dois triangulos. Logo, somando o nimero de arestas de todas as faces, processo
no qual cada aresta é contada duas vezes, encontramos

3T + u = 2a,

dai
3T +u
a=—-—.

2

Substituindo em [3.3] e resolvendo para T e depois para a, concluimos a demons-
tracao com
T=2n—-—u—2 e a=3n—u-—3.

O

.,

E consequéncia imediata deste teorema que o problema de triangulacao é
linear no nimero de elementos de V.

Embora todas as triangulacoes de V' tenham o mesmo nimero de triangulos,
em determinadas aplicagoes é importante que os triangulos da triangulagao se-
jam ”robustos”, ou seja, que nao apresentem triangulos com angulos internos
muito pequenos.

A triangulacao de Delaunay é caracterizada por ter cada uma de suas arestas
um circulo circunscrito aos seus vértices e que nao possui nenhum outro vértice
em seu interior, sdo os chamados “circulos vazios”. Esta propriedade serd a
base principal na construcao do algoritmo que descreveremos a seguir e uma
consequéncia importante dela é maximizar o menor de todos os dngulos internos
dos triangulos que compoe a triangulacdo. Antes de apresentar o algoritmo
precisamos de trés defini¢bes: aresta de Delaunay, triangulo de Delaunay e
triangulagao de Delaunay.

Definicao 8. Seja V um conjunto de pontos do plano e M uma triangulagao
de V, uma aresta e;; € dita de Delaunay quando existe um circulo Ci; circuns-
crevendo e;;, ou seja, circunscrevendo os vértices v; e v; excluindo todos os
outros vértices de V. Semelhantemente um triangulo t;;;, € M ¢€ dito Delaunay,
quando existe um circulo Cjj, circunscrevendo tijk, ou seja, circunscrevendo 0§
vértices v;,v; e vy, excluindo todos os outros vértices de V.
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A seguir apresentamos a defini¢do formal da triangulagdo de Delaunay.

Definicao 9 (Triangulagdo de Delaunay). Seja V' um conjunto de pontos do
plano e M uma triangula¢do de V., M é denominada Triangulagdo de Delaunay
se todos os seus triangulos sao de Delaunay.

Iniciamos este capitulo mensionando o teorema seguinte, vejamos agora a
sua demonstragao.

Teorema 5. Seja V' um conjunto de pontos do plano e M uma triangulagdo de
V', todos os triangulos de M sdo de Delaunay se, e somente se, todas as arestas
de M sao de Delaunay.

Demonstra¢do. Primeiro vamos mostrar que se todos as arestas e € M sao de
Delaunay entao todos os triangulos t € M sao de Delaunay.

Suponhamos por absurdo que exista t;;, € M que nao seja de Delaunay,
entao existe um circulo Cj;i que circunscreve t;;, possuindo um vértice v € V
de M no seu interior (ver figura [B.1]).

Uj

Cijk

Figura 3.1: Circulo circunscrevendo os vértices v;,v; e vy

O fato de v estd no interior de Cj;;, implica que uma das arestas de ¢;;; nao
é de Delaunay. Sem perda de generalidade suponhamos que v esteja no interior
da regido limitada por e;; e o circulo Cjji. Afirmamos que qualquer circulo
que circunscreve e;; possui no seu interior ou o vértice vy ou o vértice v, como
esse fato contraria a hipotese, concluimos que todos os triangulos ¢t € M sao de
Delaunay.

Mostremos agora que se todas as arestas e € M sao de Delaunay entao todos
os tridngulos ¢;;; € M sao de Delaunay. Seja ¢;;; € M um tridngulo qualquer,
como M é de Delaunay, existe um circulo Cjji, que circunscreve ¢, e que nao
possui nenhum outro vértice de M no seu interior, este circulo C};; mostra que
todas as arestas de ¢t sdo de Delaunay, e como t;;; é um triangulo qualquer,
temos que todas as arestas e € M sao de Delaunay. O

Vejamos agora através do lema a seguir qual a condigao para que uma aresta
e € M seja de Delaunay:

Lema 6. Sejam v;v; e vipv, segmentos do plano que se interceptam em O. Entdo
para existir um circulo passando por v; e v; e tal que vy e v, sejam exteriores
a esse circulo, € necessdrio e suficiente que os dngulos do quadrildtero v;v;viv,

sejam tais que ¢t + (;S{CZ > 7 (equivalentemente QSfJ +¢f < 7).
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Demonstrag¢do. Suponhamos que exista tal circulo (ver figura 3.2). Sejam vy e
. ~ , - ! 7

v, as intersecgoes do segmento viv, com o circulo. Entao gbfj +9¢5; < (j)fj +¢5; =

7 (j& que o quadrilatero v;vy v;v, é inscritivel em um circulo). Reciprocamente,

Figura 3.2: Circulo circunscrevendo v; e v; com vy, € v, externo.

se d)fj + ¢7; < m, existem pontos v e v, tomados sobre o segmento viv, de

k z k' 2 _ :
tal modo que ¢;; + ¢7; < ¢;; + ¢;; = m. Estes pontos, juntamente com v; e v,
determinam um circulo que exclui vi e v,. O]

Na préxima secao apresentamos um algoritmo que tem como entrada uma
triangulagao qualquer de um conjunto de pontos do plano e retorna a trian-
gulacao de Delaunay.

3.2 Algoritmo de Flip de Arestas no Plano

O cléssico algoritmo que iremos descrever utiliza uma triangulagao qualquer
para chegar a triangulacao de Delaunay. Este algoritmo é baseado na mudanca
de aresta, segundo o qual a aresta que nao obedece ao critério local de Delau-
nay é trocada, ou seja, para esta aresta deve existir um circulo que contenha
apenas os seus vértices e que nao possua nenhum outro vértice no seu inte-
rior (sdo chamados circulos vazios). O algoritmo para quando todas as arestas
obedecerem a este critério.

Um importante dado de entrada da malha sao as combinagoes de seu grafo
de arestas, assim como o comprimento de cada aresta. Com esses dados a veri-
ficagao do critério local de Delaunay pode ser feita apenas com o comprimento
das arestas e das combinagoes locais das mesmas. Um fato importante é que este
procedimento nao muda a geometria da malha e nao é dificil verificar que este
procedimento para no momento em que todas as arestas da malha obedecem ao
critério local de Delaunay, como faremos a seguir.

O algoritmo que descreveremos a partir de agora tem como entrada uma
triangulagao qualquer Mg de um conjunto V' de pontos do plano e como saida
a triangulacao de Delaunay.

Seja o complexo K = (V, E,T') de vértices, arestas e tridngulos, seja também
[ uma métrica Euclidiana , tal que, l;; = ||v; — v;|| é o comprimento da aresta
eij € E, a partir destes dados criamos o cédigo seguinte.

Entrada: (K,I)
Saida : (K’,l') triangulagdo de Delaunay

Ve € E Mark(e)

Stack s — F

While s # ¢ do

Desempilhe e;; de s e desmarque e;;
If 'Delaunay(e;;) then
err < Flip(e;;) e calcule ey
For all e € {ey;,eji, e, e} do
If Mark(e) Then
Mark(e) e coloque em s
end If
end For
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end If
end While
Nosso objetivo a seguir é mostrar que este algoritmo para em um nimero
finito de etapas.

Teorema 7. O algoritmo de flip de arestas no plano pdra em um numero finito
de passos.

Demonstracdo. Seja V um conjunto de pontos do plano e M uma triangulagao
de V. Para cada tridngulo ¢ € M tome A(t) como a drea do circulo que
circunscreve t. Esta drea pode ser calculada com os comprimentos a,b e ¢ das
arestas do tridngulo ¢, utilizando a férmula seguinte,

(abc)?

L e T ey

onde s = 2(a+b+c¢) é o semi-perfmetro de t. Tomemos agora uma funcio H
definida no conjunto de todas as triangulagoes de V', sendo, H(M) = >~, .\ A(t).
Seja Mg, My, Mo, M3, ..... uma sequéncia de triangulagdes de V', onde Mg é
uma triangulagao qualquer e My, Mo, M3, ..... uma sequéncia de triangulagoes
originadas a partir do flip de aresta (algoritmo). A partir do teorema 6.1 de
[10] podemos concluir que H(My), H(M;1), H(Ms),....., é uma sequéncia es-
tritamente decrescente, (geometricamente é facil verificar este fato por meio
da figura 3.3). Como o numero de triangulagoes de um conjunto de pontos do

\v/

Figura 3.3: (1 e Cy sao os circulos circunscritos aos triangulos da malha antes
do flip. C5 e Cy s@o os circulos circunscritos aos novos triangulos inseridos na
malha. Observe que C3UCy C CqUC5 e isso mostra que H(M,,) > H(M,,41).

plano é finita e que H(My), H(M;y), H(Mas), ....., 6 uma sequéncia estritamente
decrescente, ela atinge um valor minimo em um ntmero finito de flips, o que
mostra que o algoritmo de flip no plano para em um numero finito de etapas

(flips). O

A verificacdo da condicao local de Delaunay é fundamental para a imple-
mentagao do algoritmo, bem como o calculo do comprimento da nova aresta,
caso uma aresta seja trocada. Tanto o teste de Delaunay como o calculo
da nova aresta, pode ser feito usando apenas o comprimento das arestas dos
triangulos incidentes da aresta de teste. Vamos verificar esta afirmagao uti-
lizando a proposicao que segue.
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Proposicao 1. Sejam a,b e ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo e ¢
o angulo oposto ao lado de comprimento a, entdo

tg¢:\/ (a—b+c)(a+b—c)
(a+b+c)(—a+b+c)

2

Demonstracdo. Da trigonometria sabemos que

; 2¢fsen2§ 1—cos¢
& 2 7(3052% - 1+COS¢.

Figura 3.4: Triangulo com lados de comprimentos a,b e ¢ e angulo ¢ oposto ao
lado de comprimento a.

Usando a lei dos cossenos

b2 4+ % —a?

cos ¢ = 2bc
na equacao [3.4] obtemos
g2l = - TR Mo
20 —c2+a?  —(0*—2bc+ P —a?)
C 2+ b2+ —a® (b+¢)® —a?
B a2 — (b—c)? _(at+c—b)(a+b—c)

(b+c—a)(b+c+a) (b+c—a)(b+c+a)

dai concluimos o teorema com

¢  [lad+c—b)(a+b—c)
tg_\/(b+ca)(b+c+a)'

: (3.5)

O

Com a equagaoB.Hlcalculamos a cotangente de ¢ utilizando a seguinte relacao
trigonométrica

1-— tg%
2tg%

cot g = (3.6)
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Utilizando e associando a cada aresta e;; incidente a dois tridngulos t;;x e
;5. 0 peso seguinte,

1 z
wij = =3 (cotg ¢§j + cotg ¢7;) , (3.7)

serd facil verificar, conforme faremos a seguir, que se cotg qbfj + cotg ¢7; for nao
negativo a aresta e;; satisfaz o critério local de Delaunay, caso contrario esta
aresta deve ser trocada por ey, e calculado o comprimento desta nova aresta.

Pelo lemaffl e;; é de Delaunay se, e somente se ¢fj +o5 <

Proposicao 2. . Sejam v;,v;, v, e v, vértices coplanares de um quadrildtero,
enta@o qﬁfj + ¢, <7 se e somente se

cotg quj + cotg ¢7; > 0

Vi

Uk: w vz

Demonstragao. Temos que

cos gbfj Cos ¢

sen ¢f;  sen ¢

cotg (;5% + cotg ¢7; =

cos ¢ sen ¢F; + cos ¢7; sen ¢F; _ sen (oF; + 95))

sen (;Sfj sen ¢7; sen (bfj sen ¢7; ’
logo
X . sen( fj + %))
Oy + OB = o g sen g, o
17 17
como
k
temos
sen ¢ sen ¢7; > 0, (3.9)
se (;5?]» + ¢7; < m entao
sen (¢ + ¢7;) > 0. (3.10)

De e B-10 concluimos que

sen ( §j+¢fj) >0

k _
cotg gi; -+ cotg 9 = sen ¢F sen 7.
i ij
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Vamos mostrar agora que se cotg (bfj + cotg ¢7; > 0 entao qf)fj +o¢7 <.

Se cotg ¢f; + cotg ¢7; > 0 entdo o numerador e o denominador de B8 tem
0 mesmo sinal ou o numerador é zero, mas sen gbfj sen ¢;; ¢ sempre positivo
conforme visto em 3.9} logo sen ( fj + ¢;) > 0, conclufmos entao que (;Sfj +¢7; <
.

Quando é feito o flip de uma aresta é necessario calcular o comprimento
da nova aresta a ser inclusa na malha. A seguir utizaremos mais uma vez
a tangente do arco metade para determinar uma expressao que permite este
célculo, envolvendo apenas os comprimentos das arestas dos novos triangulos
incidentes a esta nova aresta. A partir da seguinte relagao trigonométrica,

Figura 3.5: f é o comprimento da nova aresta que pode ser calculado a partir
dos comprimentos a, b, ¢, d, e.

tg (¢+a> _ g5 +tg5
2 l—tg%tg%

chegamos a,

1—tg? (‘b%)
cos(¢p +a) = ——= (3.11)
1+ tg? (252)
e concluimos que,
f=b~+c2—2cos (¢ +a) (3.12)

Nesta secao apresentamos um algoritmo que retorna a triangulagao de De-
launay a partir de uma malha de tridngulos no plano R?, nosso objetivo na
préxima secdo é estender este algoritmo para malhas no R3.

3.3 Extensao do Algoritmo de Flip Para Malhas
no Espaco R?

Na secao anterior apresentamos o algoritmo de flip de aresta para obter a tri-
angulacdo de Delaunay de um conjunto de pontos V' C R2, nosso objetivo
a partir de agora é generalizar este algoritmo para uma malha de tridngulos
M do R3, onde o conjunto de pontos singulares V é também o conjunto de
vértices da triangulacao. Veremos que de forma idéntica ao algoritmo de flip de

25



aresta no plano, pode-se construir a estrutura de uma triangulagao de Delaunay
intrinseca a uma superficie S C R? a partir de uma malha triangular qualquer
de S, isso porque, ao tomar um par de tridngulos adjacentes no R? sua geome-
tria intrinseca pode ser visualizada pelo mapeamento isométrico deles no plano

(veja figura B3).

h”LA*l)L,Lm)L

Figura 3.6: Dado um par de tridngulos no R? sua geometria intrinseca pode ser
visualizada pelo mapeamento isométrico no plano. Uma aresta que nao é de
Delaunay é trocada e inserida uma nova aresta na superficie original.

Portanto, dada uma malha qualquer de tridngulos no espaco R?, uma aresta
que violar o critério local de Delaunay é trocada, e calculado o comprimento
da nova aresta, exatamente como feito para o algoritmo de flip no plano. Esse
processo é repetido até que todas as arestas obedegam ao critério local de De-
launay.

Sabemos que no caso planar o nimero de triangulagoes de um conjunto de
pontos € finito, e esse fato foi fundamental para que o algoritmo de flip no plano
parasse em um ntimero finito de etapas. J4 no caso do espaco R? o nimero de
triangulagoes geodésicas de um conjunto de pontos possivelmente ¢ infinito, no
entanto veremos que mesmo com essa complexidade a mais o algoritmo de flip
também para em um ndmero finito de etapas. Antes de demonstrarmos essa
afirmagao, vejamos algumas defini¢cbes que serao mencionadas.

Ja falamos anteriormente em uma superficie plana por partes, vejamos agora
qual é a sua definicao.

Definigao 10 (Superficie Plana por Partes). Um espag¢o métrico compacto M
€ uma superficie com singularidades cénicas, ou Superficie Plana por Partes
de forma mais simples, se todo ponto admite uma vizinhancga isométrica a um
disco do plano euclidiano ou a um cone euclidiano.

Embora a definicdo anterior seja bem abrangente, neste trabalho nosso in-
teresse estda em malhas de triangulos, que sdo casos particulares de superficies
planas por partes.

Definicao 11 (Geodésica). Considere M uma superficie plana por parte, uma
geodésica em M € uma curve o : [0,1] — M que localmente minimiza distancias.
A distancia geodésica entre dois pontos p,q € M é o comprimento do menor
caminho unindo p a q.

O préximo teorema mostra que o algoritmo de Flip em malhas no espago
euclidiano R3 também péra em um nimero finito de etapas, mas antes de apre-
senté-lo precisamos da proposigao seguinte que sera de fundamental importancia
para a sua demonstragao.

Proposicao 3. Seja M uma superficie plana por partes, para algum par de pon-
tos p,q € M e um numero real L > 0, o numero de geodésicas de comprimento
menor que L unindo p a q € finito.
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Demonstracao. Visto que M é uma superficie plana por partes, duas geodésicas
unindo p e g ou sao nao-homotodpicas ou juntas elas formam a fronteira de uma
regido contendo pelo menos uma singularidade (veja a prova no coroldrio 2 de
[9]). Em particular, se o é uma geodésica unindo p e ¢, podemos encontrar uma
vizinhanga U de « formada por arcos simples unindo p e ¢ em M no qual « é
a Unica geodésica em U. Agora seja A,q(L) uma colegdo de todas as geodésicas
a : [0,1] — M parametrizada de velocidade constante unindo p e ¢ e de com-
primento menor ou igual a L. Em particular, a familia A,q(L) é uniformemente
de Lipschitz (com a constante de Lispchitz L) e pelo teorema de Arzela-Ascoli
¢ um conjunto compacto (da topologia uniforme). Esses argumentos mostram
que cada o é um ponto isolado em A,,(L), portanto A,,(L) é um conjunto
finito. O

Como consequéncia temos o seguinte corolario:

Corolario 8. O conjunto dos comprimentos de todas as geodésicas unindo pares
de pontos em uma superficie plana por partes M € um subconjunto discreto em

R.

Mostraremos agora que o algoritmo de flip de arestas em malhas no espago
euclidiano R3 também péra em um ntmero finito de passos. Ja sabemos que
a geometria intrinseca de um par de triangulos adjacentes no espago euclidiano
R3 pode ser visualizada pelo seu mapeamento isométrico no plano, esse fato
permite construir toda a demonstracao de forma idéntica ao teoremal7l da secao
anterior no caso planar.

Teorema 9. O algoritmo de flip de arestas em malhas no espaco euclidiano R3
pdra em um numero finito de passos.

Demonstra¢ao. Seja M uma triangulacao geodésica de uma superficie plana por
partes S. Para cada tridngulo 7' de M denotemos por A(T) a drea do circulo
circunscrito a uma cépia isométrica de T no plano R?. Definamos agora uma
funcao H no conjunto de todas as triangulacoes geodésicas por

HM) = Y AT),

TeM

pelo corolério §l a imagem de H é um subconjunto discreto de R. Seja M, M,
Ma,... uma sequéncia de triangulagoes geradas pelo algoritmo de flip, a partir do
teorema 6.1 de [I0] podemos concluir que H(M), H(M;), H(Ma),....., é uma
sequéncia estritamente decrescente, como a imagem de H é um subconjunto
discreto de R esta sequéncia atingira um minimo em um nimero finito de passos,
0 que mostra que o algoritmo de flip para em um numero finito de etapas. [

Com este teorema terminamos a parte tedrica do nosso trabalho. No préximo
capitulo estudaremos algumas aplicagoes do laplaciano discreto em computagao
grafica.
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Capitulo 4

Aplicacoes do Laplaciano
Discreto

Neste capitulo apresentaremos trés aplicagoes do laplaciano: a primeira tem
como objetivo obter parametrizacoes de malhas para efeito de mapeamento de
textura; a segunda consiste na suavizagao de superficies por meio do processo de
difusao, ou seja, eliminacao de ruidos ou regides de altas frequéncias da malha;
a terceira e ultima aplicacao visa identificar formas e simetrias de objetos por
meio das curvas de contorno associadas as autofungoes do laplaciano.

Todas as figuras apresentadas nestas aplicagoes foram geradas a partir das
implementacgoes que fizemos no MATLAB.

4.1 Mapeamento de Textura

Nosso objetivo nesta aplicacdo é obter parametrizacoes ¢ : M — Q C R? de
malhas de triangulos M para efeito de mapeamento de textura. Em particular
é necessario que ¢ seja injetiva para ser uma parametrizacao de M.

Existe uma teoria pronta e bem conhecida para o contexto continuo, o teo-
rema de Rado-Kneser-Choquet:

Teorema 10 (Radé-Kneser-Choquet-RKC). Seja D uma regido fechada do R?.
Suponhamos que uma funcdo ¢ : D —  C R? é um mapeamento harménico,
que mapeia OD homeomorficamente em 0, sendo Q C R? uma regido convera
do R2. Entdo ¢ € injetiva.

Uma funcao ¢ é dita harménica se Ap = 0. Em particular quando D C R?
temos ¢ = (¢1 (z,y), @2 (x,y)) e portanto:

Agﬁl =0
Atpg =0.

Serda que existe uma teoria analoga deste problema no caso discreto? Ou

seja, uma parametrizagao
0: M—QCR?
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injetiva tal que,

Agpr =0
AdQDQ =0.

Sendo A4 o laplaciano discreto definido no capitulo 2 e M uma malha de
tridngulos. A resposta para esta pergunta é sim. Essa teoria ja foi construida
por Michael Floater que demonstrou em [I3] um teorema andlogo ao de RKC
para o caso discreto garantindo neste teorema que a parametrizagao seja injetiva.
Para entender o teorema de Floater precisamos da seguinte definigao:

Definicao 12. Seja f : M — R wma fungdo linear por partes, e suponha
que para todo vértice v; no interior de M, existam pesos \;; > 0, tais que
Z1’jeNi Aij=1lef(v)= ZUjENi Xij f (vj), onde

N; = {vj; ei; € uma aresta de M }.
Denominaremos a fun¢ao f de funcao de combinacao convexa.

De forma similar denominaremos ¢ = (f, g) : M — R2, um mapeamento de
combinagdo convexa se ambas as componentes f(x,y,z),g(x,y,z) de ¢ forem
funcoes de combinagao convexa.

Defini¢ao 13 (Triangulacao fortemente conexa). Uma triangulagio M é dita
fortemente conexa se toda aresta interna de M possui pelo menos um vértice
no interior de M.

Teorema 11 (Teorema de Floater). Supondo M uma triangulacdo fortemente
conexa e ¢ : M — Q wm mapeamento de combinacdo convera que mapeia
homeomorficamente a fronteira OM na fronteira 02 de uma regido convexa
fechada Q2 C R2. Entdo ¢ ¢ injetiva.

O ponto chave da teoria de Floater é que as fung¢oes de combinagdes convexas
sao as analogas discretas das fungdes harmonicas no caso continuo, visto que es-
tas fungoes também satisfazem ao principio do maximo, conforme mostraremos
a seguir, tendo esse fato similar importancia quanto tem as fungoes harmoénicas
no caso continuo.

No corolério a seguir veremos que se uma funcao f : M — R, onde M é uma
malha de triangulos, é de combinacao convexa, entdo ela satisfaz ao principio
do maximo.

Coroldrio 12 (Principio do Maximo Discreto). Seja f : M — R uma fungdo
de combinagao convera, onde M é uma malha de triangulos. Se para algum
vértice v; no interior de M tivermos f(v;) > f(v;) qualquer que seja v; € N;
entdo f(v;) = f(v;) para todo v; € Nj.

Demonstragdo. Por hipétese f(v;) > f(v}) para todo v; € N;, suponhamos por
absurdo que exista v; € N; tal que f(v;) > f(v}). Entao,
> Ay (f (i) = f(v) > 0. (4.1)
vj EN;
Por outro lado temos

SN (F @)= f)) =3 Nif ()= > Niif (v5) = f (v1) = f (vi) =0,

v; EN; v; EN; v; EN;

29



o que nos leva a uma contradigao por €Il A contradi¢io surgiu ao considerar a
existéncia de v} € N; , logo f(v;) = f(v;) para todo v; € N;. O

No capitulo 2 quando definimos A4 associamos os pesos w;; a cada aresta
ei; de uma determinada malha de tridngulos M, sendo

1
wZJ = —5 (COtg 9k + COtgel) ) i 7é j? (42)

onde 0% e 0 sdo angulos opostos a aresta e;; dos triangulos em que e;; é uma
aresta incidente e

1 k l .
wis = 5 Z (cotg 6* + cotgh') , i=j, (4.3)
[vi, vk, v1]EM

onde [v;, vk, v;] € M sdo triangulos em que v; é incidente e 8%, §' Angulos opostos
ao vértice v; nesses triangulos. Foi visto também no capitulo 3 proposigao 2] que

cotg 0F + cotg 6"

é ndo negativo se, e somente se 8% + 6! < 7, ou seja, se e somente se e;; satisfaz
ao critério local de Delaunay.
Aqui associaremos a cada aresta e;; os coeficientes
—w;

Aij = —=,

Wi
0 que nos leva ao seguinte resultado:

Corolério 13. Seja f: M — R uma fung¢ao linear por partes tal que Agf = 0.
Se M € uma triangulacdo de Delaunay entao f é uma func¢do de combinagao
conveza.

Este corolario mostra a importancia da triangulagao de Delaunay na dis-
cretizacdo do laplaciano Ag4 que escolhemos, pois, basta que a malha M de
triangulos seja de Delaunay e fortemente conexa para que um mapeamento
linerar por partes ¢ : M — Q C R? seja injetivo.

Descreveremos a partir de agora o método linear que utilizamos para imple-
mentar a parametrizacio de uma malha M no espaco R3.

Se ¢ é um mapeamento linear por partes, ele é completamente determinado
pelos seus pontos ¢(v;) € R? para v; € V.

Denotaremos por V; o conjunto de vértices interiores de M e Vg o conjunto
de vértices da fronteira. O primeiro passo do método é escolher alguns pontos
#(v) € R?, para v € Vg, tal que a fronteira OM de M seja mapeada homeo-
morficamente num poligono ¢(dM) do plano R2. O segundo passo é escolher
para cada v; € V7 um conjunto de valores \;; estritamente positivo, tal que

> =1
v; EN;
Na implementagao que fizemos foram utilizados

—wy;
Aij = —,

Wi
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Figura 4.1: Parametrizacao injetiva apés flips de arestas

onde w;; esta definido em e wy; em Assim os pontos ¢(v;) € R? sdo as
tnicas solugoes do sistema linear de equagoes

P(vi) = Z Aijp(vi) v €Vp (4.4)
v; EN;

Como consequéncia temos que cada ponto ¢(v;) é uma combinagdo convexa
de seus vizinhos ¢(v;).
Vamos reescrever 4] na seguinte forma,

do)— Y Ao = D Nio(vy) (4.5)

UjE(NiﬁVI) UjE(NiﬂVB)
Reescrevendo agora na forma de uma equacao matricial temos:
Azr =0,

onde x = (¢ (v;)), ¢y, ¢ um vetor coluna a determinar, b ¢ um vetor coluna
J
cujo os elementos sao formados pelo segundo membro da equacao[H] e a matriz

A= (aij)vi,v]-EVI tem dimensdo n X n, com n = |V;|, e elementos
1, Vi = Vj
Q5 = —)\i]', (S N;
0, outros casos

de posse da matriz A e da matriz b no MATLAB é muito facil determinar a
matriz incégnita x, basta aplicar o comando z = A/b e o MATLAB retorna a
matriz z cujas linhas so as coordenadas de cada ponto ¢(v;), onde v; € V7.

As figuras de[Ila 4.3 sdo parametrizacoes de algumas malhas no R? a partir
das implementacoes que fizemos no MATLAB.

A figura 4.4 é um exemplo que confirma a necessidade da triangulagao da
malha ser de Delaunay. Neste caso a malha original nao era de Delaunay e
como consequéncia obteve-se uma parametrizagao nao injetiva, ja apds o flip de
aresta a parametrizagao obtida em 4.5 é injetiva. Como o nosso objetivo final é
aplicar uma textura sobre a malha, esse resultado mostra a necessidade real de
se aplicar o algoritmo de flip de aresta na malha, caso contrario poderd ocorrer
problemas na aplicagao da textura.

31



Figura 4.3: Parametrizacao injetiva apds flips de arestas

o

Figura 4.4: parametrizagao nao injetiva sem fazer flips de arestas.

o

Figura 4.5: parametrizagao injetiva apds flips de arestas.

Obtida a parametrizagao da malha aplicamos uma textura sobre a mesma.
Nas figuras 4.7 e 4.9 a aplicacao da textura foi feita por meio de um programa de-
senvolvido usando a biblioteca OPENGL, precisando apenas informar os vértices
de cada face da triangulacao obtida da parametrizagao via algoritmo descrito
acima e os vértices das suas correspondentes faces na malha. Feito isso, o pro-
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grama se encarregou de aplicar a textura.

VAVLv
RRES

X S,
R e
A vty
SR,

i ST vy

R RIRSAIKN O

AVa v' X
e YA A ATATATA

SANANAN

AVAVAVAVAVAYAVANANANAY,
D a VAVAVAVANAVAS

KA

LK

Figura 4.7: Aplicagdo da textura apds parametrizacao

Figura 4.8: Parametrizagao injetiva do cubo
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Figura 4.9: Aplicagdo da textura apds parametrizagao

4.2 Suavizacao de Superficies

Conforme mencionado na introdugao, o laplaciano aparece no segundo membro
da equacao de difusao
of

Para suavizar uma malha, basta resolver essa equacao usando como condigao
inicial as fungoes coordenadas da malha. Com um ligeiro abuso de notacao,
representaremos este processo pela equagao

oM

T AA (M), (4.6)
onde M representa uma malha de triangulos.

Voltando a equagao e integrando M com relagao a ¢, uma pequena
perturbacao serd rapidamente propagada em sua vizinhanga, essa perturbagao
suaviza as regioes de M com altas frequéncias, enquanto a forma principal da
malha é levemente afetada.

Desenvolvendo obtemos:

ML= M™ + NdtA(M™), (4.7)
onde M™ = M(t) e M1 = M(t + dt), logo uma sequéncia de malhas pode
ser construida através da seguinte equacgao:

ML = (I + AdtA)YM™. (4.8)

Com a matriz de Ay definido no capitulo 2 e a equagao .1 criamos um c6digo
para gerar uma sequéncia de malhas cada vez mais suaves. A implementagao
requer como dados de entrada o comprimento Adt, a matriz de Ay, a malha M
e o namero n de malhas a serem geradas, e como saida tem-se uma malha apés
n iteracoes bem mais suavizada.
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A figura 4.10 é um exemplo de malha com vérias rugosidades que foram
suavizadas ap6s uma sequéncia de iteracoes a partir do cédigo que implementa-
mos no MATLAB:

%

o

Figura 4.10: Malha original, malha apds 30 iteragoes, malha apds 50 iteracoes
e malha apds 100 iteragoes de suavizagao, respectivamente. Para todas Adt =
0,008

A figura 4.11 mostra que é possivel obter resultados similares aos anteriores
aumentando o valor de Adt o que possibilita a dinuicdo do nimero de iteragoes
de suavizagao e como consequéncia tem-se um menor tempo de processamento.

S

Figura 4.11: Esquerda malha original e a direita malha apds 80 iteragoes de
suavizacao sendo Adt = 0,01

A figura 4.12 é um exemplo claro de uma malha com regioes de altissimas
frequéncias, suavizadas apds 60 iteragoes.

“ C

Figura 4.12: Esquerda malha com altissimas frequéncias e a direita malha apos
60 iteragoes de suavizagao, sendo \dt = 0,008
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4.3 Identificacao de Formas e Simetrias de Ma-
lhas

Nesta secao nosso objetivo é determinar curvas de nivel das autofuncées do lapla-
ciano que permitem identificar formas e simetrias em malhas bem como uma
certa ordenagao dos seus vértices. Faremos um hiato para falar dos conjuntos
nodais inicialmente.

4.3.1 Conjuntos Nodais

Estes conjuntos foram estudados pelo fisico Ernest Chladni e publicado em
seguida no seu livro “Discoveries Concerning the Theories of Music”. As ex-
periéncias de Chladni consistiram em colocar areia em um prato de metal sub-
metido a vibragoes de diferentes intensidades, ele constatou que para cada vi-
bragao a areia se concentrava em determinadas regioes do prato, formando zonas
com padroes complexos. Este comportamento pode ser modelado pelas auto-
fungoes f do laplaciano que satisfazem a equagao de propagagao da onda

Af = \f. (4.9)

Muitos matematicos tém estudado a convergéncia do espectro do operador
laplaciano, mas nos limitaremos aqui a estudar a geometria das autofungoes
deste operador, na verdade vamos estudar os conjuntos nodais, definido como
o conjunto de zeros das autofuncoes, ou seja, {:1: e R?; f(z) = O}, onde f é uma
autofuncao do laplaciano. Este conjunto corresponde as zonas onde a areia se
acumula no prato vibrante de Chladni.

Uma forma de aproximar o operador laplaciano além da que ja apresentamos
no capitulo 2, é utilizando aproximacao linear em cada vértice pelo operador
umbrella (guarda-chuva), sendo este o laplaciano pontual

(Au), :% > (ui—uy), (4.10)

vj EN;

onde v; s@o os vizinhos do vértice v; e m o nidmero desses vizinhos (valéncia).
Observe que os pesos w;; nesta aproximagao sao uniformes, ou seja, w;; = %
para todo v; € IV;, e neste caso ndo é levada em consideracdo a geometria nem
as combinagoes existentes na malha, por esta razao apresentamos no Capitulo 2
um laplaciano discreto geométrico Ay que leva em conta a geometria da malha.

Vejamos quais as etapas da implementacao no MATLAB para gerar as curvas
de nivel que no caso desta se¢ao sao os conjuntos nodais, ou seja, curvas no nivel
zero de fungoes definidas em malhas planares.

Criamos um c6digo para gerar a matriz de Ay no MATLAB calculamos seus
autovetores que correspondem as autofungoes lineares por parte do laplaciano
discretizado, ou seja, com o comando eigs(A,) é fornecido pelo MATLAB uma
matriz A, «m,» onde n representa o numero de vértices da malha, e m o nimero
de autofuncoes de Ay, sendo que cada coluna desta matriz corresponde aos
valores destas autofungoes nos vértices da malha, Com esses valores usamos
interpolacao linear para calcular os conjuntos nodais de cada autofungao, ou
seja, os valores z € R? em que cada autofuncio se anula.
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A figura 4.13 foi gerada a partir da implementagao que fizemos no MATLAB
e representa os conjuntos nodais de varias autofuncoes de uma malha planar
com fronteira quadrada.

N
e

S
AR

LN

TS = SSP
Y S (D) B = = | €5 DEE
(JO@C)(]oQ@[]” 8 @f\gg&@c
SV Shaia ﬁ:j V(L OJD@:@:@@C

Figura 4.13: Conjuntos nodais de varias autofunc¢oes de uma malha planar com
fronteira quadrada

Na préxima segao vamos estudar as curvas de nivel das autofungoes do lapla-
ciano em malhas no espaco R?, mas agora nio apenas no nivel zero. Nosso obje-
tivo é obter para cada autofuncéo curvas sobre a superficie em varios niveis, ou
seja, fixando véarios valores para uma autofungao obter os pontos da superficie
onde ela assume esses valores.

4.3.2 Curvas de Contorno

O primeiro autovetor da matriz do laplaciano discretizado A4 definido no capitulo
2 é (1,1,...,1) e estd associado ao autovalor 0. O segundo autovetor é denomi-
nado autovetor de Fiedler, e tem varias aplicagoes, como ordenagao de vértices
e tridngulos em uma malha, essa aplicagao pode ser verificada em [11].

Na figura [.14] apresentamos curvas de niveis do autovetor Fiedler em Trés
malhas distintas, geradas a partir da implementacao que fizemos no MATLAB,
estas curvas também sao denominadas de curvas de contorno e permitem obter
uma ordem dos vértices e tridngulos da malha, como também visualizar sime-
trias em cada um dos objetos. A figura mostra uma diferenca nitida en-

Figura 4.14: Curvas de contorno do vetor de Fiedler que permitem identificar
formas e simetrias nos objetos, bem como ordenagao dos seus vértices.

tre a discretizacao do laplaciano usando o operador umbrella e operador Ay.
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A geometria das curvas de nivel diferem bastante, enquanto no operador Ay

temos curvas bem suaves usando o Laplaciano umbrella as curvas apresentam
ondulagoes.
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Figura 4.15: Curvas de contorno da 7* autofuncao do Laplaciano umbrella a

esquerda e a direita do Laplaciano Ay cujo os pesos sdo somas de cotangentes
apresentadas no capitulo 2.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertagao apresentamos um operador laplaciano cujo dominio sao fungoes
definidas em uma superficie, no entanto vimos que para obter resultados praticos
é necessario uma versao discreta desse operador, constatamos essa necessidade
na parametrizagao de malhas de triangulos para efeito de mapeamento de tex-
tura, onde foi mostrado que em uma malha que possui todas as suas arestas
obedecendo ao critério local de Delaunay e é fortemente conexa é possivel obter
uma parametrizacdo injetiva, evitando problemas como faces sobrepostas na
aplicacao da textura; também foi necessario uma discretizacao do laplaciano
para suavizar malhas por meio do processo de difusdo, onde, malhas com altas
frequéncias foram suavizadas apds certo numero de iteragoes; por fim, obser-
vamos formas e simetrias em malhas de triangulos ao utilizarmos as curvas de
nivel associadas as autofungoes do laplaciano discretizado, destacando-se nesta
aplicacao o vetor de Fiedler.

Embora na escolha da discretizagao do laplaciano tenhamos optado por uma
que utilizasse pesos que eram somas de cotangentes, portanto uma discretizagao
geométrica, verificamos resultados nao satisfatorios em algumas aplicagoes, como
distorgoes de grandes proporgoes quando aplicado a textura sobre determinadas
malhas, que poderiam ser minimizadas se escolhida uma parametrizagao mais
adequada. Na suavizacao de malhas constatamos um leve encolhimento da
malha, ou seja, uma leve diminui¢ao de valor nas coordenadas da malha, oca-
sionando assim leve mudanga na sua forma geral.

As dificuldades citadas anteriormente servirdo de base para estudos futuros,
como encontrar parametrizagdoes que permitam minimizar distor¢oes quando
aplicado a textura sobre malha, assim como buscar alternativas que paralela-
mente aplicadas a suavizagao da malha permitam a invariancia na forma geral
da malha. Outra fonte de pesquisas futuras bastante promissora é a ordenagao
de vértices em malhas grandes, utilizando-se das curvas de nivel dos autovetores
da matriz do laplaciano discretizado, dando destaque para o vetor de Fiedler,
tendo este estudo diversas aplicagoes.
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