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Resumo

Neste trabalho estudaremos a boa colocagao local e global para
equagao nao linear de Schrédinger, com dados iniciais em L?(RY),

a saber

iug(t, ) + Agult, x) = v |ul(t, )| u(t, x)

u(x,0) = p(z) € LARY), rxeRN teR.

onde u é uma funcao de valores complexos e a < %.

Palavras-chave: Analise Harmoénica, Estimativas de Strichartz,

Equacao de Schrédinger.



Abstract

In this work we will study local and global well-posedness to

Schrédinger nonlinear equation, with initial data in L?(RY), thatis

iu(t, @) + Apu(t, x) = v |u(t, )| u(t, z)

u(z,0) = p(z) € L*RY), zeRM teR.

where u is a complex value function and 0 < a < %.

Keywords: Harmonic Analysis, Schrodinger’s equation.
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Introducao

O objetivo deste trabalho dissertativo é estudar o problema de Cauchy para a equacao nao

linear Schrodinger com dados iniciais em L2(RY), isto &,

iug(t, x) + Agu(t, ) = |u(t, z)|" u(t, x)
(1)
u(r,0) = p(x) € LARY), zeRN teR,

onde u ¢ uma fun¢ao de valores complexos e a < + (baseado nas referéncias 3] e [7]). Temos
o caso critico quando o = + e para consultas temos como reférencias [3] e [7].

A equagao (1) é chamada equagao nao linear de Schrodinger (NLS) devido ao fisico austriaco
Erwin Schrédinger que publicou em 1926 quatro trabalhos nos quais desenvolveu a sua famosa
teoria: Mecanica Quantica Ondulatoria.

O caminho usado em nosso trabalho para obter uma solucao para o problema de Cauchy

(1) sera encontrar um ponto fixo para o operador

O(u)(t) = S(t)p + iv/o S(t —s)|u(s)|* uds. (2)

Esta equacao tem sido o motivo de varias pesquisas, pois ela modela varios feno6menos
fisicos: no caso unidimensional, a equacao nao linear de Schrédinger com nao-linearidade
lu(t, z)|” u(t, z) modela a propagacao de ondas pacotes na teoria de ondas aquéticas.

Estudaremos a existéncia , unicidade e dependéncia continua das solugoes de seus dados
iniciais para o problema de Cauchy (1) (no sentido de Hadamard) e diremos que o problema
(1) é bem posto localmente. Veremos ainda que podemos estender estas trés propriedades para

qualquer intervalo de tempo [T, T| e assim mostraremos que o problema de Cauchy (1) é bem
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posto globalmente. Contudo, antes de mostrarmos estas propriedades necessitamos de alguns
resultados preliminares. Partindo deste pressuposto estruturamos nosso trabalho da seguinte
maneira:
No Capitulo 1, iremos estudar alguns topicos de andlise harmonica, nos quais
estabeleceremos algumas ferramentas importantes para a compreensao dos proximos capitulos.
Em seguida, faremos, no capitulo 2, o estudo do problema de Cauchy para a equacao linear

de Schrédinger, a saber,

3) iug(t, x) + Agu(t,x) =0
u(z,0) =p(z) € L*RY), zeRY teR.

Consequentemente, obteremos uma familia de solugbes para o problema de Cauchy (3), a
qual denotaremos por S(t)p, e mostraremos que esta familia de solugdes é um grupo unitario
em L?. Além do mais, usando alguns resultados do capitulo 1, encontraremos a estimativa

fundamental para a equacao de Schrodinger, a saber,
. ,E(lfl)
1S(@)ell < (dim [t]) 27 ool s

a qual serd usada para provar as famosas estimativas de Strichartz, no capitulo seguinte.

No capitulo 3, iremos estudar os efeitos regularizantes para a equacao de Schrodinger, e
assim, provaremos as estimativas de Strichartz, que seré o principal resultado para a obtencao
da teoria local e global em L?(RY). Inicialmente, as estimativas foram obtidas por Strichartz
como uma restricio da transformada de Fourier e foi generalizada por Ginibre e Velo em
1979. Recentemente, foi obtida uma generalizacao das estimativas de Strichartz em variedades
Riemannianas.

No capitulo 4 iremos inicialmente, mostrar que a solu¢do para o problema de Cauchy (1)
satistaz a equacao integral (2), sendo este resultado uma a aplicagdo do principio de Duhamel.
Em seguida, provaremos a existéncia e unicidade de solucoes locais com dados iniciais em
L*(RY), bem com a dependéncia continua das solugoes de seus dados iniciais. Para finalizar,
provaremos uma lei de conservagio em L*(RY) | via aproximagio de solugoes em H'(RY),

permitindo isto estender nossas solu¢oes locais em L2(RY) a toda reta.
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Capitulo 1

Preliminares e alguns topicos de Analise

Harmonica

Neste capitulo introduziremos conceitos e resultados bésicos da Anéalise Harmonica.
Estudaremos as propriedades principais do operador Transformada de Fourier que tem um

papel fundamental na teoria que sera desenvolvida neste trabalho.

1.1 Espacos L?

Definigao 1.1. Seja 1 < p < oo e X C RY. Denotaremos por LP(X) o conjunto das fungoes

f: X — C mensurdveis, tais que

(/ \f(x)|pdx)p<oo, se 1<p<oo
£l = X
inf {A >0; u(Ay) =0} <oo, se p=o0,

onde Ay ={z € X ; |f(z)] > A\} e u denota a medida de Lebesgue em RN,

Definigao 1.2. Sejam p,q € [1,00]. Dizemos que p e q siao conjugados quando

11
—+-=1 1.1
s (1.1)

Denotaremos por p' o conjugado de p. Além disso, dizemos que 1 e 0o sao conjugados.
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Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p < oo, X CRN, fe LP(X) eg e L”.
Entao, fg € L' e vale a desigualdade

gl < 1Al llgll o -

Demonstragao. Ver teorema 3.5 de [§]. O
Corolario 1.1. Sejam 1 <p <r < g < oo tais que

1 6 1-4
+
r p q

Suponhamos que f € LP(X) N LY(X). Entao, f € L"(X) e além disso, vale

0 1-6
11 e < 1A 1z

Demonstracao. Notemos que, %’” + @ =1 de onde - + —— = 1. Logo,
or (1-0)r

Jasrae = [ 110

or
([urtae)” ([ 1n0re )
X X

- (/X\frpdx)e'f(/x|f|qu)w.

Elevando ambos os membros da desigualdade acima a poténcia %, obtemos o resultado esperado,

(1-6)r

IN

ou seja,
1-9

(/errdx)’l"g (/erfdx)z(/xwfr‘wx) q

Teorema 1.2. Os espacos LP(X) com 1 <p < oo e X CRY sdo espagos de Banach.
Demonstragao. Ver teorema 3.11 de [§]. O
Teorema 1.3. O espago L*(X) é um espago de Hilbert.
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Demonstragao. Ver teorema 3.11 de [§]. O

Teorema 1.4. Sejam 1 <p<oco e X CRN. Se f € LP(X), entao

HfHLpsup{/ f(x)g(x)dz; gz )\|L,,,—1}.

Demonstracao. Ver teorema 1.3 de [2]. O

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski). Sejam X, Y C RN e a fungio f : X x Y — C

mensurdveis. Entao, para todo 1 < p < oo vale a desigualdade

(e« (e

Demonstragao. A afirmacdo é clara se p = 0o. Se p < oo fazemos F(z) = [, |f(z,y)|dy. Pelo

teorema de dualidade e pela desigualdade de Hélder, segue que

WPl = s [ ato) ([ e iay) as

B dud
9F2?=1/§//)(|f<x7y)|g($) vy

< s[5l lolly dy

loll, =1 /Y

AL
(o) )} = (e o

Deste modo,

O
Denotaremos por Co(RY) a colecao de todas as fun¢oes continuas de suporte compacto.
Teorema 1.6. Seja 1 < p < co. Entdo, Co(RY) € denso em LP(RY).
Demonstragao. Ver o teorema 3.14 de [8]. O
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Defini¢ao 1.3. Sejam I C R e p,q > 1. Denotamos por LY (I; LL(RYN)) o espago das fungoes
mensurdveis f : RY x I — C tais que

TP :(/Hf DI, ) < oo,

Para facilitar a nota¢do no caso em que I = [0,7], com 7" > 0 ou I = R, denotaremos
LY(I; LA(RY)) por LE.LY e LY LY, respectivamente.

Teorema 1.7. Seja f : RY x I — C. Entdo
+o0 .
Hf”Lf(R;LZ) = sup {/_OO BN f(x,t)g(x,t)dtdx, ||g||Lf/(R;Lg/) = 1} :
A demonstragao ¢ andloga a do teorema 1.4.

1.1.1 Convolucoes

Consideremos f,g € L! (]RN ) Denotaremos por convolugao de f e g a funcao definida por:

(fxg)(x) = . flx —y)g(y)dy. (1.2)

Uma observagao importante a ser feita é que a integral em (1.2) existe. De fato, pelo teorema
de Fubini temos que a funcdo y — [, f(z — y)g(y)dy pertence a L'(RY), para todo z fora
de um conjunto de medida nula. Além disso, temos que

Ireal = [ ][ s- ><>dy]d:c

g/RNdx/RNux— (v)]dy
= [ wnla [ 1= plds

= Al llglle -

Teorema 1.8. A convolucao de funcoes mensurdveis quando definidas, tem as sequintes

propriedades algebricas:
1. fxg=gxf
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2. (fxg)xh=fx(g=h)
3. (f+g)xh=f*xh+gxh.
Demonstragao. Ver torema 1.3 do capitulo 9 de [5]. O

Teorema 1.9. Sejam f € LY(RY) e g € LY(RYN), entio f xg € LY(RY) e, além disso, vale a
desigualdade
1f*glle < WAl llgllze (1.3)

Demonstracao. Sejam g € [1,00) e p o seu conjugado. Entao,

@ =) =f@—y)7 |f@—y)|7g(y)]. (1.4)

Agora, integrando (1.4) em relagao a variavel y, segue que

|fxgl =

[ e =gt

< [ 1=l e =)l ol dy

< (AN|f(x_y>|dy);(4N|f(x_y)||g(y)|qdy>3,

onde usamos a desigualdade de Holder para obter a tltima desigualdade acima. Novamente,

integrando em relacao a variavel x e elavando a poténcia ¢, obtemos

[arearas < ([ 1s@=nta)” [ [ 1 ollar as
= 1615 [ lotwray [ 156 -l ds

q
= Az 1Al o gz
= A7 Ngllza -

hSATS)

Portanto,
1 gllpe < Wz Nlgll o

como desejavamos mostrar. L]
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No caso em que f € LP(RY) e g € LY(RY), entao f* g € L"(RY) onde | = -+ — 1, para
todo p,q € [1,00). Este resultado é conhecido como Desigualdade de Young e sua demosntracao

faremos na proxima secao.

1.2 Interpolacao de Operadores

Seja H um espaco de Hilbert e A um subespaco vetorial de H. Denotamos por B(A, H) a

colecao de todos os operadores limitados 7' : A — H munido da seguinte norma:
|7 =inf{C > 0; |TfI <Cfll, VfeA}
Teorema 1.10. Sejam H um espaco de Hilbert e A um subespaco vetorial de H. Entao,
1. (B(AH),|I-|l) é um espago de Banach.

T
2 T =sup LI — o gy v T e B 1)
0 IfI =

3. O operador T € B(A, H) admite uma tinica extensio T € B(A, H), onde A ¢ o fecho de
A em H. Além disso,
170 = 1171

Demonstragao. Ver o teorema 2.10.1 e 2.10.2 de [6]. O

Teorema 1.11 (Teorema das Trés Linhas). Seja F uma funcdo continua e limitada definida
na faira
S={z=x+iy /0<x<1},

tal que F ¢ analitica no interior de S. Se para cada y € R
[F(iy)l < My e |F(1+uy)| < My,
entao, para todo z = x + iy € S, seque-se que
|[F(a +iy)| < My~ "My
Antes da demonstragao iremos enunciar o seguinte lema.

18



Lema 1.1. Sejam F satisfazendo as hipdteses do teorema anterior e S um retdngulo compacto.
Se |F(z)| <1 para todo z € S, entao para todo z € S tem-se que |F(2)| < 1.

Demonstragao. Ver lema 3.10 de [4] O

Demonstracao. (Prova do teorema 1.11) Sem perda de generalidade podemos supor que
My, M, > 0. Considerando a fun¢ao F(z)/M, *M?, reduzimos nossa demonstragio ao caso em

que My = M; = 1. Deste modo, segue que
[Fliy)l <1 e |[F(1+uwy)| <1
Queremos mostrar que |F(z)| < 1 para todo z € S. Primeiramente, suponhamos que

lim F(z+iy) =0,

lyl—o0

uniformemente, para 0 < z < 1. O resultado segue do lema anterior, pois neste caso exite
yo > 0 tal que |F'(x + iy)| < 1 para |y| > yo, ou seja, |F(z + 1y)| < 1 na fronteira do retangulo

com vertices

iy07 1 + iy07 _iy07 1- ZyO

Logo, o lema garanti a estimativa no interior do retangulo.

No caso geral, consideraremos a funcao
F,(2) = F(z)eD/n Vn e N
Mostraremos que F;, converge uniformemente para 0 em 0 < z < 1. Com efeito,

|Fn(z)| == |F(I’ —|— 2y)| 6_y2/n6($2—1)/n
< |F(z +1iy)| oV 0,

uniformemente, quando |y| — oo, em 0 < x <1, com |F(iy)| < le |F(1+dy)| <1.

Portanto, segue da afirmacao acima que |F,(z)| < 1. Fazendo n — oo, obtemos

IF(z)| <1 VzeSs.
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Teorema 1.12 (Riesz-Thorin). Sejam X C RN, Y C RY, py # p1, @0 # ¢ e seja
T e B(LP(X), L*(Y)) N B(LP(X), L1 (Y)) com

T . T ,
My = sup IS Moy o I @l
20 o 70 N1l

Entao, T € B(LP*(X),L%(Y')) com a norma My tal que
My < M3OMY,

onde 1 1-6 1 1 1-6 1
Do Do D1 qe 4o q1

Demonstracao. Usaremos os seguintes resultados em nossa demonstracao, denotando por

(h,g) = /Y h(y)g(y)dv(y).

Pelo argumento de dualidade, segue que

17l = sup{[(h, )|« llgllpe =1}

TN, = sup {(Tf, )| = gl = 1F1le =1}, (1.5)

1,1 _q_1,1
0ndep+p, —1—q+q,.
No caso em que p,q = oo o resultado é imediato. Por outro lado, se p < oo e ¢ < oo,

podemos assumir que f, g sao fungoes simples de suporte compacto, isto é,
flx) =) a;Xa,(x) e g(x) =) bjXp,(2),
J k
onde os A; sao disjuntos para todo j e os By sao disjuntos para todo k. E, além disso,

£, = Nlglly, = 1.
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Consideremos agora 0 < Rez < 1 e definamos

1 1—=2 z 1 1—2 z
= + +
p(2) Po y4i q(2) do q1

Po_ N\ Po_
e emrg(aj)p(z) XAj (I)

plz) = ¢l z) = Iy

J

i war Lo_
(z) = bla,2) = Y [ef7 O K, ().

k

Notemos que, p(2) = ¢(x,z) € LPi, onde j = 0, 1. De fato,

()" =

D laslP ereen x, ()

J
= (Daﬂﬁ%
J
= Z|aj|p(;iz)pXAj(gj)’
J

p
eiarg(aj)‘ XAj (33))

onde usamos fortemente o fato de que os conjuntos A; sao disjuntos . Portanto,

(/X|s0(z)|pdx>; _ Z|aj|;22)p/XXAj(l')dI

= 3 Jay TP u(4;) < oo
J

Assim, a fungdo ¢(z) = p(z,2) € LPi, onde 7 = 0,1. Analogamente, mostra-se que
W(2) = p(x,2) € L%, onde j = 0,1. Logo, Tp(z) € L%, onde j = 0,1. Claramente, notamos
que ¢'(z) € LPi o/ (z) € L% e (T)(z) € LY para 0 < Rez < 1.

Definamos a funcao

F(z) = (Tp(2);¢(2)) -

Logo, F' ¢é limitada, continua em 0 < Rez < 1 e ¢ analitica em seu interior. Mostraremos

que F satistaz as hipoteses do teorema das trés linhas. De fato,
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Po

(i = 0 core) 0y (o)

Z |a;

J

= Dl
J

Lo
p(ity PO XAJ- (;p)

Por outro lado,

Do 1— it it
——=DPo = PoPo + popo | —
p(it) Do P1

PoPoil
b1

= pg+ilpg (—1 + @> .
b1

= pg — itpy +

Portanto,

Lo _
Py PO XA]' (QZ)

()™ = > la
J
— Z |aj\p9+itpe(—1+%?) Xy, ()
J

= (Z n XAj(x)> .

Assim,

letiol, = (/. rsow)rmdx)”l“
_ (/X (Z\ajyxAj@))mdx)m

p
L0pg

_ /}((Z\aj|xAj(x)>m du
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Claramente,

sty = ([ ()" a)°

= |
~ =1,
Similarmente,
. Py
e +in)l, = ||l =i =
€

loGill, = oL +it), = 1.

Dai, usando a desigualdade de Holder e as hipoteses do teorema, obtemos que

[F(it)] = [{Te(it); v (it))|
| Telityu(it)dv(y)
< /|Tg0 (it)(it)| dv(y)

= TGl
< ATt o 1)l o

< My
e
[F(L+a)| = [Te(l+idt);¢(1+it))]
< T +at)|| po [l0(1 + it)]|, o
< M.

Observamos que ¢(0) = f, ¥(0) =g e F(0) = (T'f,g). Assim, pelo teorema das trés linhas
temos que

(Tf,9)] < My~ M.

Tomando o supremo e usando (1.5), temos o resultado desejado, ou seja,
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onde

= +—=; == +— 0€(0,1).

]

Aplicaremos o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin para demonstrar a desigualdade de

Young.

Teorema 1.13 (Desigualdade de Young). Sejam p,q € [1,00) com é + % > 1. Se f € LP(RY)

e ge LIRY), entio f+g e L'(RY), onde + =+ + ]l? — 1. Além disso,

q

1+ gl < M1l 191l o -

Demonstragao. Seja g € LY(RY) e definamos o operador

Tf)=(fxg)@)= | flz—y)gly)dy
R
Provamos em (1.3) que o operador T : L' — L7 ¢ limitado, ou seja,

1T fll e < 11z Mlgllze -

Donde, concluimos que

1T f]
||TH0 = sup L < HgHLq .
r#0 |1l

Por outro lado, vemos que

Tf(x)] =

[ e =t

/RN |f(z —y)g(y)| dy

1
ol

IN

IN

= W fllze 19l o -
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Portanto,
ITf (@) oo < Nl llgll o

Logo,
1T (@) oo

11l o

/ » . . .
Em outras palavras, o operador T': LY — L & limitado. Dessa maneira, o toerama de

171, = sup < llgllzo -
I#0

Riesz-Thorin nos assegura que o operador T : LP(RY) — L"(RY) ¢ limitado tal que

1-0 0
1Tl < 1ITlo " ITl;

1-6 6
< lgllza gl
= gl
onde
1 1-0 9_1 0
p 1 q q
¢ 1 1-0 1 0
= 4 0=- (1——)—1:—+——1
r q q q q P
Portanto,

1T Al = WS * gl < AN 2o 1911 o -
O

Definicao 1.4. Seja 0 < o < N. O potencial de Riesz de ordem «, denotado por I, € defiinido

por

If(z) = (Ja/ /W) (1.7)

N—a
RN [z —y|
onde Coy = 1 227°T(N/2 — a/2) /T (t/2).

Teorema 1.14 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Sejam 0 < a« < N el < p < ¢ < 00, com
1 _ 1 a

¢ p» N
1. Se f € LY (RY), entdo a integral (1.7) é absolutamente convergente para algum x € RY.
2. Sep>1, entao Lo f(x)l e < C|f]L-

Demonstragao. Ver teorema 2.18 de [7]. O
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1.3 Transformada de Fourier em RY

Nesta secao, iremos estudar os principais resultados para o operador Transformada de

Fourier, os quais terao uma grande importancia para a compreensao e desenvolvimento dos

préoximos capitulos.

1.3.1 Transformada de Fourier em L'(RY)

Defini¢ao 1.5. Seja f : RY — C pertencente a L*(RY). A Transformada de Fourier de f ¢

a aplicacio f = F(f) : RN — C dada por:
f&=@m™ [ f(x)ede,
RN
onde x = (Ilax% 7xn) s 5 = (51)627 7€n) € RN €

r.§ = Z ;&
i=1

Teorema 1.15. Sejaf a Transformada de Fourier de f € L*(RY). Entao,

1. f— f define uma Transformagao linear, satisfazendo

f < (21)7
7], = em

Fllpr-

2. f é continua

3. Vale o lema de Riemann-Lebesque, isto é, lim f(f) =0.

|§]—o0
4. Se fu(z) = f(z + h), entao

-~

(Fn)(&) = F(©)e™ e (eh€f) = F(& —h).

Demonstragao. Ver teorema 1.1 do capitulo 9 de [5].

(1.8)

(1.9)

]

O resultado a seguir mostrara a relacao entre a convolucao e a Transformada de Fourier.
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Teorema 1.16. Sejam f, g € L'. Entao,

v|2

(f * gV (&) = (2m)2 £(£)4(9). (1.10)

Demonstragdo. Sabemos que se f,g € L', entao f * g € L'(RY). Logo, podemos calcular a

Transformada de Fourier da convolucao.

(frgr(6) = (2m)™2 / ([ rg) (@) e S
= e [ i [ e gy

Dai,

Frar© = 0 [ gty [ e
= (n) /R 9(y)dy /R e f(z — y)do
J

g(y)e “Vdy / e S fz — y)da

RN

2m)™/? f(€) (2m)? §(€)

Consideremos agora a fungao f : R — R, dada por:

)L se xel-11]
fw) = { 0, se z¢[-1,1]

Claramente, f € L'(R). Portanto, podemos calcular a sua Transformada de Fourier e nao

é dificil verificar que é dada por:

o @)Y se £ £ 0
f<§>_{ (27r)7N/2 , se £€=0

Entretanto, f ¢ L'(R). Concluimos que, em geral, nem sempre podemos recupera a fungao
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f através da Transformada de Fourier, isto é, uma vez conhecida a Transformada de Fourier
de uma dada fungido em L'(RY), ndo garantimos que exista uma aplicacdo que seja a inversa
da Transformada de Fourier. Este fato indica que devemos estudar a Transformada de Fourier
em subespagos de L'(RY) nos quais possamos definir uma aplicagdo que seja inversa para a

Transformada de Fourier. Para maiores informacoes e exemplos ver se¢ao 9.1 de [5].

1.3.2 Transformada de Fourier no espaco de Schwartz

Vimos que nem sempre f € LY(RY) implica que f € L'(RY). Uma das grandes aplicacoes
da Transformada de Fourier é reduzir o grau de dificuldade de um dado problema e depois
apresentar a solucao. Contudo, faz-se necessario obtermos uma inversa para a Transformada
de Fourier. Estudaremos a Transformada de Fourier em espacos nos quais podemos definir uma
aplicacdo inversa da Transformada de Fourier. Para maiores referéncias consultar [2] e [5]

Algumas Notacoes e Defini¢oes: Seja N o conujunto dos ntimeros naturais e NV =

NxNx..xN SeaeNV a=(a,a..,ay) é chamado de multi-indices. Além disso,

N
dados z € RY e o multi-indices, definimos

N
la| = Zaj ;o= g 2. (1.11)
7j=1

@)@

Definigao 1.6 (Espaco de Schwartz). Denotamos por S(RY), a colegdo de todas as aplicagoes
f:RY — C tais que f € C°(RY) e

||f||aﬂ = sup ‘xaaﬁf(x)‘ < 00. (1.13)

zERN

Definimos a toplogia do espago de Schwartz S(RY) como sendo a familia das semi-normas
dadas em (1.13).

Teorema 1.17. Seja f € C(RY). Entdo, f € S(RY) se, e somente se,

lim z*0°f(z) =0, Vo, €NV

|z|—o0

28



Demonstragao. Ver teorema 1.11 de [2]. O
Proposigao 1.1. O espago de Schwartz S(RY) ¢ denso em LP(RYN).
Demonstracao. Ver teorema 1.12 de [2]. O

Definigao 1.7. Dizemos que uma seqiéncia {fr} em S(RY) converge para f € S(RY) quando
lim ||y~ fls=0 VapB €NV

Quando nos referirmos a definicao precedente, usaremos a seguinte notacgao

S

Je — [

Lema 1.2. Sejam p € [1,00] e fx 5, f. Entao, fy = f.
Demonstragao. Ver Lema 5.1 do capitulo 9 de [5]. O

A transformada de Fourier de uma fungdo f € S(RY) & definida igualmente a féormula
estabelecida em (1.8).

Teorema 1.18. Se f € S(RY), entio f € S(RY) ¢ valem as formulas:

a) (=)l f) " (&) = €2 f(€).

b) (=)l(z"f )(€) = (8*f )(©)-

Demonstragao. Ver teorema 2.2 e 2.3 de [2]. O
Lema 1.3. Seja a € C/ {0}, com Re(a) >0 ¢ g(z) = e, Entio, §(¢) = e i (2a) 2.
Demonstragao. Ver lema 2.1 de [2]. O

Teorema 1.19 (Férmula de Inversdo). Sejam f,g € S(RY), entao ]/“\ € S(RY). Por

consequéncia, vale a formula de inversao, ou seja,
fla)y=@m)™? | fz)esdg (1.14)
RN

e, além disso,
| ti=[ is
RN RN
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Demonstragao. Ver teorema 2.4 de [2]. O

Definamos o operador f = F~!: S(RY) — S(RY) como segue:
f=0em™ [ feetds. (1.15)
RN

Observemos que f esta bem definido, pois S(RY) C LY(RY) e * & limitada. Assim, pela
férmula de inversao temos que

f@) = (/) (©)

De maneira simples podemos mostrar que

flz) = (f)" (@).

Assim, o operador Transformada F : S(RY) — S(RY) ¢ limitado e bijetor. O proximo

resultado é conhecido como a identidade de Parserval em S(RY).

Teorema 1.20. Sejam f,g € S(RY). Entao,

(fo) = [ F@g@de = | J€5E0d=(f.9).

Equivalentemente,

1z = ||]

2

Demonstragao. Ver teorema 2.3 do capitulo 9 de [5]. O

De forma geral, dada uma f € L? a Transformada de Fourier definida em (1.8) ndao faz

f(:)s):{ 0 se xe€(—o0,l]

Y se (1,400).

sentido. Por exemplo,

Claramente, f € L?(R"Y), mas ndo pertence a L'(RY). No entanto, utilizando alguns
resultados podemos definir a Transformada de Fourier em L?(RY). Usando a proposigio 1.1,
obtemos que S(RY) ¢ denso em L?(RY) e utilizando a identidade de Parserval vemos que
o operador Transformada de Fourier e sua inversa satisfazem as hipdteses do toerema 1.10,

portanto podemos estender o operador transformada para um operador em L*(RY).
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Definigao 1.8. Dada f € L*(RY) e {f.} qualquer segiiéncia em S(RY) tal que f, — f em
L*(RY), seque que

n—oo n—oo

onde o limite € visto no sentido de L*(RY).

Teorema 1.21. Transformada de Fourier em L*(RY) ¢ definida como a tinica extensio da
transformada em S(RY) a L*(RY).

Demonstragao. Ver teorema 2.7 de [2]. O

1.3.3 Distribuicoes Temperadas

Na secao precedente observamos que o espago de Schwartz possui propriedades interessantes
referentes a Transformada de Fourier e de forma natural estenderemos estes conceitos para as

chamadas fung¢oes generalizadas ou distribui¢oes Temperadas.

Defini¢io 1.9. Dizemos que o operadores T : S(RY) — C é uma distribui¢ao temperada, se
1. T € um operador linear
2. T é continuo, isto €, se py S5, 0, entao Ty, — 0 quando k — oo.

Denotaremos por S'(RY) a cole¢io de todas as distribui¢des temperadas. Em outras
palavras, S’'(R") ¢ o dual topologico do espago de Schwartz. Vamos considerar alguns exemplos
importantes para o estudo da teoria das distribuigoes.

Primeiramente, os elementos de LP onde 1 < p < oo definem distribuicoes temperadas

através da formula

Ti(p) = | flx)p(z)dz, [feLP(RY), ¢eSRY).

RN

De fato, usando a desigualdade de Holder temos,

1) = |[ faes
< [ el ds
< Wil gl
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onde }D + % = 1. Usando o lema 1.2 temos o resultado desejado.
Um outro exemplo bem conhecido é a distribuicio § de Dirac centrada no ponto x € R,

definida por
0a(p) = p(z),  © € SERY).

Facilmente, podemos verificar que § de Dirac centrada no ponto x € RV é linear. Além

disso, temos que
102(0)| < llépl| oo -

onde 0 é continua. Logo, 6 € uma distribuicao.

Definigao 1.10. Sejam {1y} uma segiiéncia em S'(RY) e T € S'(RY). Dizemos que {T}} ¢

convergente para T quando

lim Tp(p) =T(p) Ve € SRY).

k—o00

Quando estivermos de agora em diante nos referindo a definicdo acima escreveremos,
s ~ N . . L?
T, = T. Esta nogao de convergéncia é muito fraca. De fato, sejam f, € LP(RY) e fr = f.

Usando a desigualdade de Holder obtemos,

Ty, () = T ()| =

[ = D@ptayds

/RN (fi = F)(@)] ()| da
< fe = Fllz @)l

IA

onde %%—% = 1. Fazendo k — oo, vemos que Tj — Ty, visto que p(xr) € S(RV).
Logo, mostramos que a aplicagdo f € LP(RY) — T} € S'(RY) & continua e ainda injetiva.
Portanto, podemos identificar L?(R") como um subconjunto de S'(RY). Passaremos a denotar

os elementos de S’(RY) com a notagao usual de funcoes f, g. Iremos adotar a seguinte nota¢ao

flo)=(f.¢), feSRY) »eSRY) (1.16)

Em particular, se f € LP(RY) com 1 < p < 0o, escrevemos

(f.o)= | [l@)p(z)de ¢eSRY). (1.17)

RN
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Agora, definiremos a derivida, a convolugao e a Transformada de Fourier de uma distribuicao
temperada. Para maiores informacoes consulte a secao 7 do capitulo 9 de [5] e secao 4 do
capitulo 1 de [2].

Definigao 1.11 (Derivada). Sejam o € NV e f € S (RY). A derivada 0“f de f € o funcional

of + S(RY) — C
p o (D)Ff0%).
Defini¢io 1.12. Sejam ¢ € S(RY) e T € S'(RY). A convolugio de T com ¢ € a aplicagdo
Tx*p:SRY) —C
dada por
Txp(d)=T(px0), ¥oeSRY).
Definig¢ao 1.13. Seja f € S'(RY). A Transformada de Fourier de f ¢ a distribui¢io temperada

F(f) = f dada por

flo)=f(@) VYepeSRY)
e a Transformada inversa de f, denotada por F~(f) = f ¢é dada por

f(e) = f().
Teorema 1.22. A aplicacio F : S'(RY) — S'(RY) € um isomorfismo.
Demonstragao. Ver o teorema 2.8 de [2]. O

Vamos agora estabelecer a relagao entre a derivada e a Transformada de Fourier em S'(RY),
mas antes definamos a colegao Q(RY) das fungoes pertecentes a C°°(RY), de crescimento lento,
isto é, ¢ € Q(RY) quando ¢ € C*®(RY) e, para todo a € NV, existe uma constante C'() e um

namero natural n(«) tais que
10%¢(z)| < C(a)(1 + |z[H)™® V2 eRN

Definigao 1.14. Sejam T € S'(RY) e ¢ € Q(RY). Definimos a distribui¢io ¢T, chamada de
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produto da distribuicao T com a funcao ¢, por

T (p) =T(dp), V pe€SRY).

Teorema 1.23. Seja f € S'(RY). Denotamos por z°f o produto da funcio ¢(x) = x® com a

distribuicao temperada f. Entao,

L (9 fy=ileef;

2. 0°(f) = (=) (z" ).

Demonstracao. Ver teorema 2.9 de [2]. O

1.3.4 Os Espagos de Sobolev do tipo L*(RY)

Nesta se¢ao introduziremos os conceitos classicos dos Espacos de Sobolev do tipo L?(RY),
de ordem s € R, mediante a Transformada de Fourier em S’(RY). Os espagos de Sobolev serio
denotados por H*(RY).

Definicao 1.15. Seja s € R. Os Espagos de Sobolev de ordem s sio subconjuntos de S'(RY)
dados por

H'®RY) = {f € SRY): A f(§) = (1+ )3 € PRY)} (1.18)

com norma ||-||, definida por

/]

m=Mvm=(Lﬂ+mWf@ﬁ@5 (1.19)

Observemos que se s > s, entdo H*(RY) C H*¥(RY). Com efeito, seja f € H*(RM).
Provaremos que f € H¥(RY), isto é, |f|
(L[> < (1+]€°)3. Vemos que,

e = [ 0l

< [ sy
= I

e < 00. Notemos que, s > s implica que

1f]

flo)| ae

fle)| de

2
s < 00.
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Logo, H*(RN) C H¥ (RV).

Teorema 1.24. Os Espacos de Sobolev H*(RY) sdo espaco de Hilbert quando

= [+ 1) FOTEE (1.20)

Proposicao 1.2. Sejam s,s' € R. Entao,
1. (H*RV)) = L2(RN, (1 + |¢]*)*da).
2. O dual topoldgico de H*(RY) é isometricamente isomorfo a H™*(RY).
Demonstragao. (Ver proposicao 8.1 do capitulo 9 de [5].) ]

Teorema 1.25. Seja m € N. Entdo, f € H™(RY) se, e somente se, 0°f € L*(RY) para todo

multi-indice |a| < m, onde as derivadas sao calculadas no sentido das distribuicdes.

Demonstragio. Primeiramente, se f € H™(RY), entdo 0°f € L*(RY), isto &, [|0%f]| . < oo.

De fato, usando o teorema (1.23), segue que
(0" fy=1i¢f.

Por outro lado,

€% = 16" 6
< (+IERHT L a+eHF
< 1+ )%-
Assim, para |a| < m, segue que
10 f1I7. = (0" )HLz
= / \dx
_ / 204]3 g
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Portanto,
lo°fllz= < / (1 + I o) | de
RN

< [ asierr|ie
= I

2

dg

Hm < Q.

Deste modo, 9°f € L*(RY).
Reciprocamente, suponhamos agora que 0°f € L*(R") para todo a € N tal que |a| < m.

Aplicando o teorema binomial, obtemos

2

a+ i |fo)| = i SHIG]

L2
fo‘f(f)) . Portanto, estas fungoes

n a2
Notemos que Z ¢; €[ ‘f(f)‘ ¢ uma combinacao linear de
J

sao integraveis devido as hipoteses feitas no teorema (1.23). Logo,
avm | 7 en [P
1l = [ @rletm |F)] a
RN
- [ el
B

Assim, f € H™(RY) O

2 < 0.

f(€)

:

Teorema 1.26 (Imersao de Sobolev). Seja s > 2.  Entio, H™(RY) pode ser imerso

continuamente em Coo(RY) (a colegio das fungoes continuas de RN em C que tendem a zero

w ([ arien) (L2

quando |x| — o0) e vale a desigualdade

=

1£ll < 2m)7% ||

36



Demonstracdo. Seja f € H*(RY). Primeiramente, mostraremos que f € L'. Com efeito,

e =/

= [ ey | de (1.22)

([ o) ([ avieey
= W ([ i) <o

Aplicamos a desigualdade de Holder em (1.22). Portanto, usando a desigualdade analoga do

f(e)| de

IA

f(f)rdf);

item (1) do teorema (1.15) para transformada inversa, obtemos

< (2%)_%

L(X}

/]

1l = |

(f)”

Lt

f
w ([ a+ien)

Comentarios: Para maiores informagcoes consultar [3].

IN

(27?)_%

1. Denotaremos por W™ o espaco das fungdes u : RY — C tal que D% € LP(RY) no

sentido das distribuic¢des, para todo multi-indice a com || < m, munido da norma

[ullyym s = Z 1 D%ul|f -

la<m

Teorema 1.27 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Sejam 1 < p,q,r < oo e j,m

numeros inteiros tal que 0 < 7 < m. Se
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para algum 0 € [%, 1], entao eziste C'= C(n,m,j,0,q,7) tal que

0

« a —0
S Dt < | > ID% | ullg,

|a=j |af=m
para todo u € S(RY).
Demonstragao. Consultar a demonstragao em [1]. O

2. Em particular, se u € H™(RY) e v € L?, entdo

(U V) grm gr-m = [RN u(z)v(z)de. (1.23)

3. Em particular, definido o operador linear continuo A : H' — H~! a forma linear
Au € H™' em H' é definida por

(Au,v) 1 :/ Vu(z)Vo(z)de. (1.24)

RN

Antes de finalizar este capitulo definiremos o seguinte operador. Dado € > 0, o operador J,
em H'(RY) é definido por
Jouw= (I —eA) . (1.25)

Logo, se u € H~Y(RY), entdo u. = Ju € H*(RY) ¢ a tnica solugao de
ue — €Au, = u. (1.26)

Proposigao 1.3. Sejam A >0, u € H'(RY) e f € H'(RY), satisfazendo —Au+ M= f. Se
f € LP(RY), para algum p € [1,00), entio u € LP(RY) e vale a sequinte desigualdade

Mullge < I

Demonstragao. Ver a proposicao (1.5.1) de [3]. ]

Em geral, vale || J.f|x < ||fllyx, onde X = HYRY), H Y(R") ou LP(R") onde p € [1,00).

Em particular, J. pode ser estendido continuamente para algum operador B(X) com norma
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| Jefllx < 1. Além do mais, temos o seguinte resultado:
Proposigao 1.4. Se X ¢ algum dos sequintes espagos H'(RY), H ' (RY) ou LP(RY), onde
p € [1,00), entdo

1. <Jef7g>x,x* = (f, JEQ)X,X*? Vie X, ge X*
2. Jof — f em X quando ¢ — 0 para todo f € X

3. Se f. é limitada em X quando ¢ — 0, entdo (J.f. — f) — 0 em X quando ¢ — 0.

Demonstracao. Ver a proposicao (1.5.2) de [3].
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Capitulo 2
O grupo livre de Schrodinger

Neste capitulo iremos estudar o problema de Cauchy para equacao linear de Schrodinger,

dada por:

{ g + Ayu=0 (2.1)

u(z,0) = ¢(x).

Nosso objetivo serd encontrar o grupo livre de Schrédinger e estudar as suas propriedades as
quais serao de suma importancia para obtermos as estimativas de Strichartz e, por consequéncia,
para o estudo da boa colocagao do problema de Cauchy da equacao nao-linear de Schrodinger
nos espagos L2(RY).

Sejam ¢ € S(RY) e u € C*°(R; S(RY)). Aplicando a transformada de Fourier em (2.1),

obtemos

{ iy — 4[] @ = 0 (2.2)

(&, 0) = ¢(&).

Assim, reduzimos o problema de equacoes diferenciais parcias a um problema de Cauchy para
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Por outro lado, a solucdo de (2.2) é dada

por:

a(t) = e 4kl (2.3)
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Usando a condigao de valor inicial em (2.3) temos que
~ —idr2 (g%t 4
a(t) = eI L(.), (2.4)

Dai, aplicando a transformada inversa de Fourier encontramos uma familia de solucoes do
problema (2.1) dada por:
u(t) = (e () (2.5)

ou, equivalentemente,
u(t) = (e7)(). (2.6)

Para maior comodidade denotaremos por S(t) = e~*2 o operador livre de Schridinger.

Assim, (2.6) é expressado por:

u(t) = S(t)e(). (2.7)

2.1 Propriedades do Grupo Livre de Schrodinger

Faremos agora um breve estudo das propriedades do operador S(¢). Primeiramente, notemos

que
F(S(t)p)(€) = e ™t (¢) (2.8)

Teorema 2.1. A familia de operadores {S(t)} ¢ um grupo unitdrio de operadores em L*(RY),

ou seja,

1.YteR ;S(t): L*(RY) — L*(RY) ¢é uma isometria, isto é,
”S(t)me(RN) = ||f||L2(RN) Vfe LQ(RN>-
2. S(t)S(s) = S(t+s) com S(t)~' = S(—t) = S(t)*.

3. S(0)=1.

4. Para cada f € L*(RY) tem-se que a fungdo ¢; : R — L*(RY) definida por ¢ = S(t)p

é uma aplicacio continua, isto é, ¢; descreve uma curva em L*(RN) .

Observacao 2.1. Notemos que ¢ medida em que f é mais reqular, isto é, f € C?* temos que
¢y € C*1 (baseado em O,pp = Agy).
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Demonstracao. 1. Seja f € L?(RY). Entdo, utilizando a igualdade de Plancherel

ISEfII7: = ||(e 1 f)-
_ e*i47r2|§\2tf

L2

Al =11,
Portanto, o operador S(t) : L*(RY) — L?(RY) ¢ uma isometria.

2. Basta observar que,

Staas = (e ) -
_ (e—i47r2|§\2t6—i47r2|§|25f> .

[ (o) ] )

Asgsim,

S(t+s)f {—’4”2‘5“5 f]A}*
S(t) o S(s)(f)-

Logo, S(t+ s) = S(t)S(s). Além disso, aplicando a igualdade de Plancherel, temos

SOLahe = [ () Gl

€i47r2|§|2t§($)> dr

(
- /RNf(m) di

= f(ei4”2|f‘2t§(x))vdx




Portanto,

3. 5(0) = I. De fato,

- <f> = f (2.10)

4. Mostraremos agora que ¢(t) é continua em L?(RY). De fato,

lim [|¢7(t) = ¢p(7)l . = Lm |[S@)f = S(T)fl,

— lim (e—z‘47r2|e\2<t> f>v_ <e—z‘4rr2|5|2(7) f>v
t—T1 L2
— 1 —idm2[e’(t) f_ p—idnle(r) )
fim | (e 0 f O ) |
= lim [<67i4w2|5|2<t>_efm?\a?(f)) f}v
t—T1 L2
= 0,
onde a tdltima igualdade decorre do teorema da convergéncia dominada. O]
Além disso, segue de (2.8) que
—idn2|¢)?t ~
FSO) )] = oI5 (@)]
o =6
= |&(2)],

para todo t € R e € RY. Portanto, V s,t € R, obtemos que

[N

15Ol = [ (IRl

_ /R (1+1¢1°) 2 13(e) | de = ||

Hs -
Desta maneira, sendo S(R”) denso em H*(RY) para todo s € R, podemos estender a familia
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de solugoes {S(t)} para todo t € R a um grupo unitario em H*(RY).
O teorema seguinte caracterizara grupos unitarios de operadores. Este resultado permitira

estendermos o grupo livre Schrodinger para os espacos de Hilbert.

Teorema 2.2. (M.H Stone) A familia de operadores {T'(t)}, t € R, definida no espaco
de Hilbert H, ¢ um grupo unitdrio se, e somente se, existe um operador auto-adjunto A,

densamente definido em H, tal que
T(t) = e, (2.11)

Mas, precisamente, denotado por D(A) o dominio do operador A (o qual é denso em H), se
f € D(A), entao

Tt f —
ym—Q%—i:ww. (2.12)
Demonstragao. Ver teorema 4.5 de [7] O

Lema 2.1. Dado t # 0, defina K, sendo a aplica¢ao dada por:

m@g:(?%) s (2.13)

Entao, S(t)p = K; x ¢, isto €,

ije—y|?
/RNe 7 p(y)dy (2.14)

VE£0 eV e S(RY).
Demonstrac¢ao. Ver exemplo 1.26 de [7]. O

Proposicao 2.1. Sejam p € [2;00] et # 0. Entdo, S(t) : LV (RY) — LP(RN) € continuo e
vale a desigualdade
1Sl oy < (4 1E) 770 o ) (2.15)

Vo€ LPV(RY)

Demonstracdo. Seja ¢ € S(RY). Utilizando o lema precedente e a desigualdade de Young,

obtemos que
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SO @l = [1K*ll

< @) @)
- H<4m>“¥e“ff (@)1 (216)
-
— | @itm)™ % | (@)l
Portanto,
181l < |(@itm) 73|l (2.17)

Logo, o operador S(t) : LY(RY) — L*°(RY) & limitado e sua norma é dada por:

[S@ |l oo
Il s

N4

1S(8)]ly = sup < |(aitm)” (2.18)

Por outro lado, o teorema 2.1, diz que o operador S(t) : L*(RY) — L*(R") é limitado,
com norma
IS¢l
el 22
Assim, pelo teorema de interpolagdo de Riesz-Thorin, obtemos que o operador S(t)

LP(RY) — LP(RY) & limitado e, além disso ,

[1S@)]l, = sup =1. (2.19)

ISOl, < IS@l™" IS
= 10 (4 ft])

— (4r|t]) 2, (2.20)
onde
%:%"—k& e %:% Ve (0,1).
Observamos que,
S=s0 = S —1=0
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Segue por (2.20) que

. _Np
SOl < @imft) =" llell L

_E(L_l)
= (dam[t]) 2\ 7 [l o - (2.21)
Por outro lado, obtemos

1,1 1_q_1

» + o= 1 = ==1 >
Logo,

_N({_1
15@) el < (in [t 075 1]l (2.22)

O

Este resultando é conhecido como a estimativa fundamental para a equacao de Schrodinger

e seréa utilizada no capitulo seguinte para provarmos as estimativas de Strichartz.
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Capitulo 3

As estimativas de Strichartz

Neste capitulo, estudaremos os efeitos regularizantes para a equacao de Schrdédinger.

Inicialmente, definiremos o conceito de par admissivel e em seguinda, provaremos as estimativas

de Strichartz.

Definigao 3.1. Dizemos que o par (q,r) € admissivel se,
2 1 1
q 2 r

2<r<

N -2

(3.1)

(3.2)

Para N > 3 fixado, temos o seguinte segmento de reta no qual podemos localizar os pares

admissiveis.
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Observacao 3.1. Notemos que, em (3.2), se N = 1, temos que 2 < r < co. No caso N = 2

em (3.2), temos que 2 < r < 00

Observacao 3.2. Se (q,r) € algum par admissivel, entio 2 < q < oo. Observamos que (00, 2)

é admassivel.

Observacao 3.3. Nossa demonstracio das estimativas de Strichartz excluird os pontos

2N 2N

N_g, PO1S MO Caso em que T = y—; 4 provas das estimativas sao mais

delicadas e foram demonstradas por Keel e Tao. Para maiores informagaes, consultar [3].

extremos, isto €, r #*

Teorema 3.1 (Estimativas de Strichartz). As seguintes propriedades sao vdlidas:
1) Para todo ¢ € L*(RN) a funcio t — S(t)p pertence

LR, L'(RY)) N C(R, L*(R™))
Além disso, existe C' tal que
1S el o @y < Cllell: Vo€ L*(RY). (3.3)

2) Sejam I um intervalo de R, J = I ety € J. Se (q,7) é um par admissivel e f €
LY(I, L™ (RY)), entdo a fungio t — 04(t), V t € I definida por

t
6,(t) — / S(t— 8)f(s)ds.
to
pertence a LI(I, L™ (RY)). Além disso, existe uma constante C independente de I tal que
165y 1y < CNfll g Vi € L*(RY), g, #2. (3.4)

3) Se (q,v) é um par admissivel e f € LY(I,L"(RN)), entdo, a fun¢io 0;(t) pertence a
C(I,L*(R™)) e vale a sequinte desigualdade

1051 ooz < CNFll oz -

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao em alguns passos, para maior comodidade.

Inicialmente, provaremos as propriedade 2 e 3. Por conveniéncia, assumiremos que I = [0,T)
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para algum T € (0,00) e tg = 0. A prova é a mesma para o caso geral. Iremos definir o

operador ¢ (onde t € (0,7)) o qual auxiliard em nossa demonstragao.

of(s) = /Ot S(t—r1)f(r)dr Vs € [0,7T). (3.5)

Passo 1: Prova de 2). Para todos (¢, r) pares admissiveis, as aplicacoes ¢y e 7 sdo continuas
em L9 (I, L"(RY)) — Li(I, L"(RY)). De fato, faremos a prova somente para o operador 0,

pois, para o operador ¢y, a demonstracao é similar.
Seja f € L7 (I, L" (RY)), entdo

oty = (][ st=ssas] ar) 36

< / (/ S(t S)f(S)VdfC)idt

- / 1(t = 5)£(5)]], ds (3.7)
< / (It — s ™G 1 7)o ds

0

- / (It = sy =% 1], ds (3.8)
_ / Koz (1t = )77 | flle ds < L(£(5)]0)- (3.9)

Usamos em (3.6) a desigualdade de Minkowski, em seguida aplicamos em (3.7) a estimativa
fundamental (proposigao 2.1) e o = —% +1.

Verificaremos agora, que (3.9) satisfaz as hipoteses do teorema de Hardy-Littlewood-
Sobolev, para o = —§+1 (ver teorema 1.14). De fato, da observacao (3.2) temos que 2 < ¢ < o0,

logo 0 < a < 1. Por outro lado, temos que

1 1 2
—+—-=1l=a+-.
q q

=)

Dai,
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q q
11
q
Portanto, 1,(f(s)) é um potencial de Riesz (ver defini¢ao 1.4) em relagao a variavel temporal
satisfazendo as hipoteses do teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev para N =1 e a = —% + 1.
Logo,
100 s, < IHallF () )l g
< C ||f||Lg:Lg/ : (310)
Logo,
167050, < Cllflgpy (3.11)

para todo par admissivel (g, 7).
Passo 2: Prova de 3). Para todo par (¢,r) admissivel, a aplicagdo 6; é continua em
LY (I,L"(RN)) — C(I, L*(RY)). De fato, seja f € L (I, L" (RY), entdo

ol = ([ s-9eoas, [ sie-nier) .
= /RN/OS(t—s ds/St—T T)drdz

:/R/O OSt—s VS(t —7)f () drdsd
://t S(t — 5)f ()5 — 1) f(r)dadrds

- /0 /0 (S(t = 5)f(s), S(t = 7)f(7)) 2 drds.

Agora, aplicando as propriedades do grupo livre de Schrédinger, obtemos

HW(@H; = / / 5’* t— s) [S(t _ T)f(T)Dm drds
N / / —t+5) [S(t — 7)f(7)]) 2 dTds.
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Segue que
Hef(t)Hiz = /0/0(f(s),S(s—T)f(T))LQdeS

_ /Ot (f@), OtS(s—T)f(T)dT)LQdS
= [,

- /0 RNf(s)qbf(s)dxds.

Aplicando a desigualdade de Holder em relacao a variavel espacial, segue que

017 < /||f(S)HL;' 165 (s)ll, ds
0

< Al gy 105 ()l gy (3.12)
2
= CHfHL%/L;’ .

Aqui, para obtermos (3.13), utilizamos a desigualdade de Hélder em relagdo ao tempo e
aplicamos em (3.14) a estimativa do item 2 do teorema. Logo, tomando o supremo em relacao

a variavel tempo, obtemos o resultado desejado:

10002 < C I fll g (3.14)

Passo 3: Prova de 1). Queremos mostrar que, para qualquer par (¢, r) admissivel, temos

que

||S(t)90||Lq(R,LT(RN)) <Cllell, Vee LQ(RN)-

Inicialmente, consideremos os operadores

6f(t):/RS(t—s)f(s)ds e [0,7). (3.15)
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D(t) = /R S(—t)f(tydt  vtelo,T). (3.16)

Notemos que, pelo passo 1, o operador d(t) : LY (I, L" (RN)) — L4(I, L"(RY)) é limitado, ou
seja,

187l o ry < C Ny gy (3.17)

para qualquer par admissivel (g, 7).

Além disso, podemos mostrar de forma analoga ao passo 2 e utilizando (3.18) que o operador
Ts(t) : LY (R, L" (RY)) — C(R, L*(RY)) é limitado e satisfaz

1000 < C N (3.18)

Dai, segue que

[ s@etr v = | [ o500, a

_ / /RN )dxdt’
_ /RN / S dida

- 4N>mwd

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schawarz e utilizando (3.19), temos que

Awwwmwmmﬂzwwmmwm\
el ITo (0] (3.19)
ol 19l (3.20)

IN

IN

O resultado, segue do fato de que

me%wpw

1365, =510 {

Ve CEREY) Wy, =1}
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Portanto,
1S@ell ey < llellz2 -
O]

Corolario 3.1. Sejam (qo,po), (q1,p1) pares admissiveis. Entao, ¥ T > 0 vale a seguinte

estimativa

||¢f(t)||Lq1(],Lp1(RN)) < C Hf||Lq6(I,L”6(RN)) . (3'21)

Demonstracao. Pela hipotese, os pontos (qo,po), (¢1,p1) estdo contidos no segmento entre

P=(0,1/2)eQ= <% - %5 ﬁ) com p(N) = oo, se N = 1,2. Caso contrario,p(N) = 2%,

se N > 3. Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que py € [2,p;1). Logo,

aplicando a desigualdade de Hélder, obtemos

. .
lorlg = ([ los0t at)
r L
(A wxw%ﬁ”wwﬂwﬁﬁﬁ)

' .
sup o1 ([ estolgtar)”
(0,T] 0

IN

IN

desde que,
6 1-46
Po B p1 2’
isto é,
_ 12— po)
Po(2 —p1)

Por outro lado, usando o fato de que (qo, po), (¢1,p1) s@o pares admissiveis, sabemos que
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Obtemos que

ﬁ _ Po _ P1
4 qp—2) qlp—2)
Assim,
@ _p2-—p) 1
qi B p1(2—p0) 0
Portanto,

@1 = qof.

Segue de () que

0
T a1
1-6
lorlgar < los@1550 ([ 1001, )
(1-6) 0
= (lor®lzrz)  (lor®lpgpm)
Agora, aplicando as estimativas dois e trés do teorema 3.1 de Strichartz, segue que
(1-6) 0
lor@lgr < € (I,n)  (lgp,)
ANt ot
Para finalizar a prova, usando o arguemento de dualidade, obtemos a desigualdade desejada

]

As estimativas do teorema 3.1 podem ser generalizadas para varios espacos envolvendo

derivadas. Por exemplo, sejam (po, qo) e (p1,q1) pares admissiveis. Para todo m > 0, segue que

1S@ el Lgwmr < Cll@ll g (3.23)

H¢f<t)Hqu(17Wm,po) S C HfHLq’l (LWm,p’l) . (3.24)
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Capitulo 4

Teoria de existéncia de solucoes locais e
globais em L?(R)

Neste capitulo, faremos o estudo da boa colocacao para problema de Cauchy da equacao

nao linear de Schrodinger com dados iniciais em L?(RY):

iug + Agu =7 |ulu yeR (1.1)
u(z,0) = ¢(z) re RNt eR, '
onde S(t) é o grupo livre de Schrodinger.
Salietamos que u é solugao de (4.1) se, e somente se, u satisfaz a equagao integral
t
u(t) = S(t)e+ v [ St ) u(s)" uls)ds (42)
0

Este resultado é conhecido como Principio de Duhamel. Vejamos a prova desta afirmacao.
Seja f(t) = v |u(t)|* u(t). Definamos

Entao,

Segue que
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w(s + h) —w(s) S(t—s—h)u(s+h)—S({t—s—h+h)u(s)
" S(t — s — h)u(s + h) " S(t — s — h)S(h)u(s)
S(t — s — h)u(s + h) iLS(t — s — h)u(s)
S(t — s — h)u(s) — Z‘(t — s — h)S(h)u(s)

+h

L S—s—p [ 2—u(s)_(5’(h)u(s)—u(s)>}

h

Fazendo h — 0, temos que
u(s +h) — u(s)
h

Além do mais, pelo teorema 2.2, segue que

— Osufs).

Logo,

w'(s) = S(t—s)(Osu(s) —iAu)
= 1S(t—s)f(s).

Portanto, integrando ambos os membros de 0 a 7, onde 7 € [0,¢). Obtemos,

| wsas=i [ s - 95(s)as

Dali,

St —1)u(r) — S(t)u(0) = i/OT S(t—s)f(s)ds.

Fazendo 7 — ¢, temos que
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S(O0)ult) — S(t)u(0) = i /0 S(t— 8)f(s)ds.

Portanto,
u(t) = S(t)p + iv/() S(t — s)|u(s)|* u(s)ds.

Afirmacao 4.1. Sejam o < % e (q,r) um par admisivel tal quer = a+2 e q = %. Entao,
a a+1
lul*ull e =l

Demonstracao. De fato,

I ul™ u

——
-
L x

= lullz;”

Afirmacao 4.2. Sejam «, q e r satisfazendo as hipoteses da afirmacao anterior. Entao,

< 705 a3

I ful” ul

/
q /
LL Ly

Demonstracao. Com efeito,
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I ful* ]

T , 7
_ (<8 q
s = ([ 11 alf i)
T %
, q
(/ L [Jul| e dt) .
0

Aplicando a desigualdade de Holder em relagdo a varidvel temporal com p = m e
p = m, segue que
r B T (a+l)g —i, R v
I el ully,, < {(/ 1dt) (/ o dt) } (4.3)
- 0 0
_ (/ 1dt) (/ lull, dt)
0 0 !
%*Ll a+1
= o) Jufstt,
_1_atl a+1
= 707 iy,
= 7075 a5y,
—af2 a+1
= 70" uli5s,
—Na a+1
= T0=%) Jull5e, -
O

Afirmacao 4.3. Sejam o, q e r satisfazendo as hipoteses das afirmacoes anteriores. Entao,
Il 0= fol* ol < OO (g + ol ) o= vl g
Lema 4.1. Seja g : C — C definida por:
9(z) = I2[" 2.

Entao,

| |21]% 21 — |22 22| < C (J21]™ + |22|7) |21 — 22|

Demonstracao. De fato, facamos a prova para o — 1 < 0, pois para o caso contrario a prova é
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anéloga. Suponhamos, sem perda de generalidade, que |z;| < |23|. Portanto,

||21|a21—|22|a22| = ||Zl|a21— |Zz|a21+|22|a|21—22||

< 2l lza =2l + 4l lal® =2/

Aplicando o teorema do valor médio com 6 € (0, 1), obtemos

IA

’ |Zl\a21 - \2210 2| \sza |21 — 22| + 21| (1 = 0) [21] + 0 |Z2Da_1 | [21] = |22] |
o a—1
|22]™ |21 — 2| + |21] @ [21]" 7 |21 — 22

<z = 2] (| ]+ [22]%)

IN

Fagamos agora a prova da afirmacao (4.3).

Demonstracao. Aplicando o lema anterior, temos que

Il = ol vll gy < © (1 Jul" = ol + 1) 1ol Ju = vl ) - )

Por outro lado, r = a 4+ 2 implica que ' = 22, Logo,

1 _ 1,1 _r
oL = = —|—r1,0nde ry = ~. Portanto,

T T

aplicando a desigualdade de Holder,

I ul™ fu = vlll < I Tul g lu = vl (4.4)
= Hqu; lu — UHL; :
Analogamente,
I ol™ fu = ol < 0 ollz lluw =l -

Segue que

1
7

(0% r (0% q, ?
ot o= ol = ([ (o= olly)" )
0

. )
< ([ (il 1))

Agora, aplicando a desigualdade de Holder em relacao a variavel temporal, com p = m e

!
i flu ol
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p = m, obtemos

T
o = ol < (1 (0l = o) )’

1 a+l

U

IN

Na T —t 4
= ([l ol )
0

T Jd q T _q
(/’1ﬁ) (/'Hmuﬁuu vmy“da
0 0

(at+1)

(4.5)

(at1)

Novamente, utilizando a desigualdade de Hélder com p = "‘H e p =a+1, segue que

+1
Il = el < TN /wMHladt /Mu—uwl

s :
_ o (/ Hqurdt) </ Hu—v||qrdt>
0 ¥ 0 ¥

_Na
= T HUH%‘?TL; lu — UHL‘ITL; :

Logo,

I ful™ fu = wll]

Semelhantemente,

ol fu = o[l g,

Portanto, utilizando (4.7) e (4.8) em (%) temos que

_Na
Ly Ly <7 HUH%QTL; |u— UHL‘ITL; :

_Na
< [0ll3s gy 75 flu = vll g

Q=

_Na
Il = ol vll o < CTO (g + M5 1 ) = 0l
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4.1 Teoria local em 2

Nesta se¢ao estudaremos a boa colocagao local para o problema de Cauchy (4.1) com dados
iniciais em L*(RY).

4
N

© € L*(RY). Entdo, existem T = T(||pl|2) > 0, M = M(||¢ll,2) > 0 e uma dnica solu¢io u

Teorema 4.1. Sejam v € C, a < er = a+ 2. Consideremos (q,) um par admisivel e

para o problemade Cauchy (4.1) tal que
”uHLqTL;, < M. (4.9)

Demonstracao. Existéncia: Mostraremos, de fato, que existem solucoes para o problema de
Cauchy (4.1) com dados iniciais em L?(R”). Para isto, basta considerar o operador integral ®

para (4.1), ou seja, t
D(u) = S(t)p + i’y/o S(t—s) |u(s)|” u(s)ds. (4.10)

Desejamos encontrar um ponto fixo para @, isto é,
O (u) = u.
Assim, definamos para T > 0 e M > 0, a bola,
E-= {u € L ([0,7); L'(RY)) N C ([0, 7], LARY)) = lullyg,, < M} . (4.11)
Logo, (E, Dg) & um espago métrico completo munido da métrica
Dp(u,v) = [lu =l 19, -

Mostraremos que ®(u) € E, para todo u € F, e ainda mais, que ® é uma contragao. Com

efeito, seja u € F, entao

olgsy = [She+iv [ 00=5)uls)" utsas

LLLy
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Aplicando as estimativas de Strichartz e a afirmagcao 4.2, obtemos

t
olgar < I5Olgs; + bl [ 50 =s)le) uisyis
0 LLLy
< Gollellze + Gl ful®ull (4.12)
Nay o
< Collgllz + T3 [lul347,
< Collpllye + TOTEM,
Escolhendo M = 2 ||¢]|,;2 e T > 0 com
O, 7O ot < M
-~ 2 9
temos que
M M
oWl g, < 5 t5 =M (4.13)
Portanto, ¢(u) € E.
Sejam agora u,v € E. Aplicando a estimativa de Strichartz, segue que
T
D) ~ D)l gy = I \ 8= (ul"u— o) (s)as
0 LILy
< Ol ful®u = ol vl
_Na o «
< T (Jlulfy gy + 0l§ys ) e —vll gy, (419)
_Nay. oo
< CTU M fJu— |, -

Tomando T satisfazendo (4.13) e a condigao

Segue que
1
12(w) = @) gr, < 5 llu =2l

isto &, ®(u) é uma contracdo. Logo, pelo teorema do ponto fixo de Banach garantimos que existe
uw e LLLY tal que ®(u) = u em E. Portanto, com este argumento mostramos a existéncia de

solugao para o problema de Cauchy (4.1).
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Unicidade

Sejam u,v € LLL" solucoes de (4.1) no intervalo [0,7). Mostraremos que u = v.

Definamos, 0(7) = ||u(7) — v(7)| 4., onde 0 < 7 < T. Observemos que

0(0) = u(0) = v(O)ll 1o,
= lle(@) = e(@)ll o, =0.

Vamos supor que 6(t) > 0V ¢t # 0 e definir

ty = inf {t € [0,T] / 0(t) > 0},

Notemos que o gréafico de 6 é o que estd eshocado acima, pois 6 é continua.

tn e to.

0t) = ||lu = vll; Vou(ta)

L

N [

L

Aplicando o teorema da convergéncia dominada, obtemos
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lim O(ta) = Tim [l = o], Ko, ()

n—oo

Lq

T
= = vl Jimn o),

= = vl Aoanto)]|,
LT
Portanto, a funcao 6 é continua.

Por consequéncia, u(ty,x) = v(tp,x) = (z). Entdo, definindo u(t) = u(t + to) e

0(t) = v(t + to), onde 4,V sdo respectivamente solucoes de

{ i+ Ayl = |0 @ (415
u(z, to) = ¥(2)
{ i+ A = || @ (416
0z, to) = (2)

Assim, procedendo de forma analoga a (4.14), obtemos

~ ~ _Na ~ ~ ~ ~
1= ol gy < O8O (Jalgap, + 190505, ) 1= Tll sz,

onde § € [0, — t].
Definamos agora
0(6) = l1all3ary + 19054, -
Claramente, 6 é continua pelos mesmos motivos que . Assim, podemos tomar § > 0 tal que

0(5) < 1, pois 8(0) = 0. Segue que

~ ~ _Na ~ ~
i~ 3l oy < O8O i — ]
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Escolhendo d > 0 menor possivel, caso necessario, tal que

C50=) < %
temos que
i~ ol g < 5 N~ 0l
Logo,
@ — 17||L§L; =0.
Portanto,

O:Ha_@HLgL; = HU_U||L§O+5L;

= Oty +9).

Logo, 0(to + d) = 0 0 que é uma contradigao, pois definimos ¢y como o menor dos t tal que
0(t) > 0. Portanto, 0(t) = 0 para todo t € [0,T'), ou seja, u = v. ]

Teorema 4.2. Sejam v € C, a < &+ er = a+ 2. Consideremos (q,7) um par admisivel e

N
o € L*(RY). Entao,
1. 3T*(p) > 0 e uma dnica solu¢ao mazimal u em [0,T*) tal que w € LLLY, ¥V T < T*

2. Alternativa de explosao: uma das duas possibilidades abaizo ocorre

o " = o0, isto €, temos uma solucao global ou

o "< e tlir%l* |u(t)]| ;2 = oo, isto €, temos uma explosiao em tempo finito.

3. (Dependéncia Continua ) Seja T < T*. FEntdo, existem § > 0 e C > 0 tais que se
lo — |2 <9, entao T*(¢p) > T e vale

Ju— UHL%?L% + Ju— UHLQTL; < Cllo =9l

Demonstracao. Faremos a demonstracao de forma sucinta.
1) Basta definir 7* = sup{7' >0/ 3 u € LIL! solugao de (4.1)}
2) Vamos supor que T* < oo tal que 3 ¢, — T* e M > 0 tal que

[ut)ll 2 < M
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Considerando v, = u(t,), obtemos que |[¢),||;» < M. Seja v,(t) uma solu¢ao de (4.1) com
dado inicial ,,. Notemos que v,(t) esta bem definida em [0, 7(M)), pelo teorema (4.1).

Counsideremos
u(t), set <t

Un(t) =
®) {vn(t—tn), set, <t<t,+T(M).

Temos que @, (t) é solu¢do de (4.1) em [0,¢, + T(M)). Usando o fato de que t,, — T, entdo
existe ng > 1 tal que t,, + T'(M) > T*. Logo, i, (t) € uma solu¢do em [0,t,, + T(M)), o que

¢ uma contradigao, pois o intervalo [0,7*) é maximal. Portanto,
T =00 ou

T" <0 e tlir%l* u(t)]] > = oo.

3) Provaremos agora a dependéncia continua das solugoes de seus dados iniciais.

12 A

Sejam T'< T* e M =2 sup |Ju(t)||--
0<t<T
Considerando ¢ € L* tal que ||¢]| ;2 < M, obtemos do teorema 4.1 que existem K (M) > 0,

T (M) > 0 e uma unica solugao v de (4.1) verificando

v(0,2) = () e vl < K(M).

T(AI)LQTC -

Podemos considerar 1, e v, tais que |[¢;]|;. < M, onde j = 1,2 e vy, vy sd0 solugdes de
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(4.1) em [0, T(M)], com dados iniciais ¢ e 1, respectivamente. Agora, aplicando Strichartz e

a desigualdade (4.14), obtemos que

lor = vall o 2 < IIS(t)( — Vo)l e

T LE FonLE
+ S(t —8) (J1]™ v1 — |v2|* v2) (s)ds
L5 L2
< Go le ball gz + P llvr — vl o (4.17)

Tonk
onde P = C,T(M)(=%) K (M)®. Ainda,

lor = vall g g < CT(M)' ™5 |for = va)]

T(M) T(M)L )

Portanto,

lor—vallize e+ llor—valliy o < Colltr = ol +

+ P (Iloy = vall

ozl =l ).

onde P' = Cop T(M)75.
Escolhendo T'(M) sufientemente pequeno tal que C’aﬁMT(M)l_% < =, obtemos que

N =

Hvl - U2HL°°<M>

2 T o1 — U2HL‘1T(M>L; < 2C [|Yy — ¢2HL§ (*)

em [0, T(M)].

Vimos que solugoes de (4.1) definidas no mesmo intervalo com dados inicias diferentes, tém
uma certa dependéncia continua dos dados inciais. Agora, provaremos a dependéncia continua
das solucoes para intervalos diferentes com dados inicias proximos.

Fixemos agora a solu¢ao u de (4.1) em [0, 7. Escolhendo A =max{1,2C}, existe n € N
tal que 7' < nT'(M). Em seguida, definimos 6 = 5. Sendo u solugdo em [0, 7], temos

M
lu(O)llz2 = llelle < -
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Assim, tomando ¢ tal que ||t — ¢l|;2 < 6, entdo ||¢|| ;2 < ||¢]|;2 + J. Logo,

M
o2 < 5 +6 <M.

Portanto, pelo teorema (4.1), existe uma solugdo v com dado inicial ¢ no intervalo [0, T (M)].
Considerando o intervalo [0, %], onde u e v sao solugdes de (4.1) com dados iniciais ¢ e ¥

respectivamente, vale a seguinte desigualdade (x):

lu — U”L;o/nLg + fu— U”L;/nL; < Al - 90HL§ :

Além do mais,

pela definigao de M. Assim,

@ = GGG
v — = vl —|—ul— +llu | —
n /)l e n n /)| 2 n /)l e
M
< Al - el + 5

IN

M

SHORE
ﬂ(t):u(tvL%), ﬁ(t):v(t—kg)

onde a(t) e o©(t) sdo solugoes com dados inicias @, 1 respectivamente em [0,7/n].

Definimos, entao

Equivaletemente, significa dizer que u, v estao definidas em [T'/n, 2T /n] e satifaz a desigualdade
|u— UHLgsf/nLg + [Ju— UHLgT/nLg < A%y — SDHLg : (4.18)

Repetindo o mesmo argumento n vezes, podemos definir u; solu¢do em [(i — 1)L L] onde
n n
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1=1,2,3,...,n, tal que

[Ju; = U||Lg;/nLg + Jui = v||L§T/nL; <Ay~ SOHLg :

Assim, pela unicidade podemos redefinir u tal que
U |[(¢-1)§,¢%1 = Wi

Logo,

ot = 0l gz + e = vl oy < Cllo = el

Portanto, as soluc¢oes de (4.1) dependem continuamente dos dados iniciais.

4.2 Teoria local em H!(RY)

Nesta se¢do mostraremos a existéncia de solugoes para o problema de Cauchy (4.1) com
dados iniciais em H!(RY). Isto sera 1til no estudo das solugdes globais em L2?(RY), pois
necessitamos da existéncia de solugoes em H'(RY) para podermos aproximar solugdes em

L*(RY) atraves de solugoes em H'(R”), no momento de obtermos quantidades conservadas.

Teorema 4.3. Sejo o < . Entio, se o € H(RY), existem T = T(||¢|| ;1) > 0 e uma tnica

solucdo u da equagao integral (4.2) no intervalo [0,T), com

u € C([0,T], H'(RY)) € LU([0, T], W' (R™))

onde r = %, q = % e WLT(RY) denota o espago das funcies f € L"(RY) com

derivadas de ordem 1 no sentido das distribuigoes. Mais ainda, a aplicagio ug — u(t) €
localmente Lipschitz.

Demonstracao. Definamos,

E={ueC(0,T],H'RY)) c L"([0, T}, W' RY) : ||ull; < R}
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onde
q

T
fully = sup -+ ([ IOl + Va0l ot
[0,7] 0
Mostremos que o operador ® : £ — FE
t
D(u) = S(t)p + i’y/ S(t — ) |u(s)|* u(s)ds.
0

¢ uma contracao . De fato, usando a desigualdade de Holder, obtemos que

ul® Vully < Ol ul®ll, [Vull,
= Cllullzg Vull, ,

1 _ 1.1
ondeg—l—l—r.

Além disso, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg parap=al, 6 =1, m =1, j =0

temos que
[ull7er < [Vull,
e
I ul® Vull,y < CVullz™
onde é = % — %, ou seja, % = 2 — %. Por outro lado,
1 1 1 1 2
L r r ror r
Portanto,
a  a ] 2 N a  N+a
r N r r  N(a+2)
Assim,
Il ullyrr < Cllulfis (%)
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Agora, mostraremos que ®(u) € E. Com efeito,
T 2
[@(u)lly = Sup 1 ()l + (/ 1@ (u)ll7; + IV (u)ll, dt)
bl 0

< sl + ([ @i, +Ivewi,) a)’

[0,7]
= 2@l g + 12 g w1

Notemos que, utilizando a desigualdade triangular e as estimativas de Strichartz, obtemos que

T
/ S(t — s).y |ul* uds
0

< Cllellg + Ol ol ull

[0 < IS0+

L H!

’
q 1,7 *
LT W

Além disso,

T
[0 g < 15O gapnr + | [ 5= 90 1ul” s
0 Liwtr

< Cllell + Ol Tl ull gy -

Logo,

2@l < Cliellg +Cl ul wll gy

S
7

T , q
— Ol +C ( |l . dt)

Aplicando (%) na desigualdade acima, temos que

1

T q
le@ll, < 0||go|rH1+( [ a2 dt)

Agora, fazendo céalculos analogos da afirmagao 4.2, obtemos que

a+1
le@)lly < Nellg +T° lull i
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onde § =1— 2 =1- W. Escolhendo R = 2C'||¢|| 1, obtemos que

[@@ly < Mg +T° fullz™
R Ra—i—l
< 2407 ———
— 2 + (2C)a+1
< R,

desde que, T seja suficientemente pequeno tal que

R~ 1
é

- <z
cr (20)a+1 - 9

Assim, ® : F — FE é um operador bem definido. Prosseguindo de forma anéloga ao
teorema 4.1 podemos verificar que ® ¢ uma contragao, logo, pelo teorema do ponto fixo, existe
uma solucao u tal que ®(u) = u. A dependéncia continua segue andlogamente da demonstracao
do teorema 4.2 O]

4.3 Teoria global em L*(RY)

Observamos que, os resultados da se¢do 4.1 mostraram a boa colocagao local em L?(RY)
para o problema de Cauchy (4.1). Uma pergunta a ser feita: Serd que existem solugoes globais

em L?(RY) 7 A resposta é sim. O teorema seguinte mostrard essa afirmagao.

Teorema 4.4. Sejam v € R e u satisfazendo os teoremas (4.1) e (4.2). Entdo,
[ut, @)l 2 = llp(@)l. VT € [0,77)

Antes da prova do teorema iremos mostrar que a solugao para o problema (4.1) pode ser
aproximada por solugoes com dados iniciais em H'(RY), pois solugdes neste espago sao mais
regulares. Definamos o seguinte operador.

Dado € > 0, o operador J, & definido em H~(RY)

Jauw= (I —eN)"u (4.19)

com dominio em H~1(RY) . Além disso, para g(u) = v |u|” u, defini-se g.(u.) = J.g(J.u). Logo,
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pelo teorema 4.1, existe T' = T'(||¢]| ;2) € ue = Jeu. em [0,T] tal que

i (ue), + Agtie = ge(ue) (4.20)
ue(x,0) = p(z).
onde Jou, € LLLY e (¢,7) sao admissiveis. Dali, segue o seguinte fato:
H'RY) — L' (RY) = L"(RY) — HY(RY)
assim,
g(Jeu) € LELY «— LYH;!
e
Ge = eg(JEue) € L%H;
Portanto,
i(ue), + Ague = ge(ue) = f € LLH] (4.21)
ue(z,0) = p(z) € H'(RY).
Observemos que, se u é solucao de
iuy + Ayu = f(t, ) (4.22)
u(z,0) = 0.

entao, u € C(R, L*(RY)). De fato, usando a estimativa de Strichartz temos que
[ull fo 2 < C “fHL‘g’L;’ ;

onde (g, 7) sdo admissiveis e f € Lf/L;/.

Consideremos uma seqiiéncia f, € C=(R,RN) tal que f, — f em LY L. Defina

Up = i/tS(t — 8) fu(s,x)ds
0

Assim, pela estimativa de Strichartz temos que u, € C(R, L2(R")). Aplicando novamente a
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estimativa de Strichartz,

z'/o S(t—s)(fn— f)(s,x)ds

< Can - fHLg/L;/ — 0.

lu— unHLgOLg
LiLs

Portanto, u,, — u. Logo, u € C(R, L*(R")).

Agora, podemos provar o teorema 4.4.

Demonstracao. Inicialmente, provaremos o resultado para u, solugao de (4.21) em um intervalo

suficientemente pequeno. Notemos que sendo u, solu¢ao de (4.21), temos a seguinte equagao

i (ue)t + Axus = ge(ue)

Multiplicando ambos os membros da equacio por 7., obtemos

1 (ue)t E + mAmue = mg€(u€)

Integrando a equagao acima encontramos

/ i(ue)thx#—/ Agjuemdm:/ ge(ue)iucdx
RN RN RN

Agora, aplicando a identidade de Plancherel

/ i (@), iuudz + / Nuviugds = / G (u)iundz
RN RN

RN

Assim,

1 o o= / 1 — o=
(), (1+ wedr  + —Au (1 + uedx
[ 0 i [ )
1 N
= —— G (u) (1 + 1uedx
[+ e

Tomando a parte real da igualdade acima, obtemos

<i (U’e)tviu€>H*1’H1 + <Amu6>iu6>H*1,H1 = <g€<uﬁ)7iu€>H*1,H1
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Observemos que

Além disso,

Portanto,

Logo,

<Axuea iue>H—1

<g€(u€)7 2.ue>H—l7Hl

La
2 qp NMell

L ez +i (1
2dt

7H1

<Jsg(<]eue)7 qu)H_l,Hl
(9(Jeue), iJe(ue)) -1

2
(ue)|* " d.

=il [ 1

— / iuei(ue ) dx
RN

— (i (Ue)y s Tue)

(1AgUe, i) g1 g

H-1.H1

Va2 — /

e olhando para a parte real, obtemos

1d

52 Il )32 = 0
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Entao,

[ue(t, 2) || 2 = llue(0,2)|[ > = llo(2)]l 2

Mostraremos que u, — u quando € — 0 em L>(I, L*(R")). Notemos que

ue = S(t)p + 2'/0 S(t — 8)ge(ue)ds.

Assim, t
U— U = i/o S(t—s) (g(u) — ge(ue)) ds.

Aplicando Strichartz, temos que

l|lu — ue||L%oL% < Cllg(u) - 96<“6>“L§/Lg’

e = udllugz < Cllgl) = gelulug sy

Desta maneira, temos que

= uellpgers + = welligry < Cllo(w) = gewolly e

Por outro lado,

lg(u) = ge(ullpy = Mlge(ue) = ge(w) + ge(w) = Je(g(w)) + Je(g(w)) = g(w)|| Ly

A

< lge(ue) = ge(@)lll g e + lge(u) = Je(g())ll 1 10
+ [[Jelg(u) = g()ll a1
I+ 11+ 111.

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

Iremos calcular cada uma das normas precedentes. Aplicando a afirmacdo (4.3), temos que

1—Na

1= llge(we) = 0e(w)lll 1 < CTO ) (el + Nl ) ese — el
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Tomando T' suficientemente pequeno tal que

1
(1-2e2) a a -
CTO=) (Jhullfy oy + Il ;) < 5

segue que

1
I'=llge(ue) = ge(wll py 1 < 5 ue = ullpg (4.33)

Por outro lado, J.(u) — wu quando ¢ — 0, pela proposi¢ao 1.4. Portanto, pelo teorema

da convergéncia dominada

11 = lge(u) = J(g@)ll g = Ieg(er)) = J(g(u))ll
= Je(g(ew) = gl a1

Mais ainda,
e—0
HI = [[Je(g(u) = g(wll g e — 0

Seja a. = II + 111, entao

lg(u) — gé(“s)HLtz’Lw e = ull o pr + ac
Tz T x

2

para T suficientemente pequeno. Logo,

1
o = uellpgers + llu = uellpgpy < 5 llwe = ull g py + ac

Fazendo ¢ — 0 obtemos que u, — u.

Portanto, pela equagao (4.27) temos que

lut, )l 2 = o (@)l 2 (4.34)

para 1" suficientemente pequeno.

Finalmente, no caso geral em que ¢ € L2(RY). Iremos aproximar ¢ € L?(R") por seqiiéncia
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0, € HY(RY), ou seja, v, L o, pois HY(RY) & denso em L?*(RY).

Consideremos u, solu¢ao de (4.1) com dados iniciais ¢,. Assim, pela densidade, temos que
2
Uy, Yy Entao,

lun(t; )2 = llen(@)l] 2
\LTL—K)O \Ln—mo
lut o)l = [le)]] .

para T suficientemente pequeno. Aplicando o mesmo argumento de extensao usado para

dependéncia continua, obtemos
[u(t, z)ll 2 = o). VEe[0,T7).

Portanto, a existéncia global de solucoes segue da alternativa de explosao. Finalmente,

podemos estender as solugoes locais para solucoes globais. O]
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