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Resumo

Construimos uma rede truncada usando a difracao de Fraunhofer com feixes Laguerre-
Gauss por uma abertura quadrada. Verificamos numericamente e experimentalmente
que uma perfeita rede ética de intensidades ocorre somente para valores pares de carga
topolégica. Explicamos a origem deste comportamento baseado na decomposicao dos
padroes. Propomos uma solucao analitica para estes padroes de difracao em diferentes
valores de cargas topoldgicas e o utilizamos este resultado para descrever o motivo do
truncamento dos padroes de difragao com feixes possuindo MAQO. Também estudamos
a evolucao da formacao de redes pela observacao da transicao de primeira ordem para
a proxima ordem variando as cargas topoldgicas fracionarias do momento angular orbi-
tal (MAO).

Palavras-chave: Vortices 6ticos; Difragao e ruidos; Abertura; Difracao.



Abstract

We engineer an intensity square lattice using the Fraunhofer diffraction of a Laguerre-
Gauss beam by a square aperture. We verify numerically and experimentally that a
perfect optical intensity lattice takes place only for even values of the topological charge.
We explain the origin of this behavior based on the decomposition of the patterns. We
propose an analytical solution for these diffraction patterns at different values of topolog-
ical charges and find the reason for the truncation difraction patterns with beam having
OAM. We also study the evolution of the lattice formation by observing the transition
from one order to the next of the orbital angular momentum varying the topological
charge in fractional steps.

Keywords: Optical vortices; Difraction and gratings; Apertures; Difraction.
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Introducao

O estudo das ondas eletromagnéticas vém expadindo as fronteiras da ciéncia desde o
século IX até os dias atuais. Segundo a teoria eletromagnética de Maxwell a luz transporta
energia, momento linear e angular [1]. Dessas trés grandezas fisicas, o momento angular
orbital da luz vem recentemente atraindo especial atencao. Nao somente por apresentar
novos conceitos basicos, mas sobretudo, por ter uma gama de aplicacao em diferentes
dreas do conhecimento, tais como informagao quantica [4], comunicagao 6ptica [5], pingas
Gticas [7] e bioffsica [8] que sdo apenas alguns exemplos de dreas de pesquisa que explora
a luz possuindo momento angular orbital (MAQO). Em particular, dentro desse universo,
efeitos interessantes tém motivado cientistas a pesquisar a relagao entre a fase azimutal e
o fendmeno de difragao da luz possuindo MAO.

O momento angular da luz tem duas componentes, a saber, o momento angular in-
triseco ou spin e o momento angular orbital ou extrinseco. A contribuicao intriseca é
também chamada de contribuigdo angular e estd associada com a polarizacao [1], ja a
outra corresponde a distribuicao transversal do campo elétrico [2].

Estados de polarizagao circular no sentido horédrio ou anti-horédrio sao exemplos de
momento angular de spin. Estes estados podem ainda ser decompostos em estados de
polarizacao linear, como uma superposicao de feixes linearmente polarizados com uma
diferenga de fase de 7/2. J4 a distribuic¢ao transversal do campo elétrico que corresponde
ao momento angular extrinseco estd relacionada com MAQO que possui uma componente

azimutal do momento linear da luz presente em feixes com uma frente de onda helicoidal

13
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[6].

Um grande marco nos estudos do MAO usando feixes em 6tica, foi o trabalho realizado
por Allen et all. [3]. Eles demonstraram que um feixe de luz com uma dependéncia
azimutal na fase da forma exp(—il¢) possui MAO de [k por f6ton, e é independente do
estado de polarizacao da luz [3], onde ¢ é a coordenada azimutal na segao transversal do
feixe e [ € o niimero inteiro positivo ou negativo, conhecido como indice azimutal ou carga
topoldgica (CT).

Portanto, campos escritos da forma F(r, ¢) = Eyexp(il¢) possuem uma singularidade
de fase no centro do perfil do feixe. Na 6tica, tais singularidades sao conhecidas também
como vortices 6pticos [9]. A frente de onda deste campo é composta de superficieis he-
licéidais entrelacadas que resultam em uma intensidade nula no centro da secao transversa,
cuja orientacao é dada pelo sinal de [. De fato, vértices sao sistemas tinicos que exibem
comportamentos interessantes em varios ramos da fisica tais como o condensado de Bose
Einstein, supercondutores, superfluidos, corrente de fluidos e 6tica [10] - [11].

A formacao de redes éticas é atualmente uma drea de pesquisa muito ativa. Esta
tem sido estudada em varios meios, tais como meios nao lineares [12] - [14], condensados
de Bose-Einstein [15], e estruturas fotonicas periddicas [11]. O MAO da luz tem sido
estudado no espaco livre através da interferéncia de trés ondas planas [16] - [18].

Um aspecto interessante é o estudo de luz possuindo MAO sendo difratados por objetos
ou aberturas. Até mesmo problemas tradicionais de difracao por uma fenda simples [19],
dupla fenda [20] e abertura circular ganham novas interpretacoes fisicas devido a uma
distribuicao de fase nao usual da luz com MAQO. Um exemplo desse fato é o trabalho
publicado por Hickmann e colaboradores [21]. Eles mostraram resultados interessantes
onde uma rede éptica triangular truncada foi revelada no plano de Fourier quando a
luz com MAO foi difratada por uma simples abertura triangular. Através do padrao de

difragao medido é possivel determinar a magnitude e o sinal da CT.

Instituto de Fisica - UFAL
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Embora existam védrias pesquisas sobre difracao, nenhuma até o momento estudou
a formacao do padrao de difracao de Fraunhofer de feixes possuindo MAO por uma
abertura quadrada. Nesta dissertacao nos propusemos estudar a formacao de uma rede
de intensidades devido a difracao da luz possuindo MAO por uma abertura quadrada.

No primeiro capitulo dessa dissertagao discutiremos a teoria do MAO da luz trans-
portado por um feixe de luz monocromaético. Sua origem, teoria e a partir de deducoes
de expressoes matematicas mostraremos a analogia entre o MAO e o spin, como tam-
bém a independéncia entre eles. A fim de mostrar esse fundamento, fizemos uso do feixe
Laguerre-Gauss que possui uma frente de onda helicoidal para [ # 0. Apresentamos o
grafico da fase desse feixe para diferentes valores de [, e também mostramos a existéncia
da singularidade de fase nos feixes com MAO.

Apresentamos uma técnica para estudar as propriedades da propagacao do plano de
onda, onde esta se baseia na apresentacao do campo eletromagnético como uma trans-
formada de Fourier, e sua formulagao é conhecida como a 6tica de Fourier. A ética de
Fourier abordada nesta dissertacao trata apenas da teoria de difracao, transformada de
Fourier e teoria de difragao de Fraunhofer. E por fim, introduziremos uma abordagem
sucinta sobre holografia com intuito de mostrar como é feito o registro e a reconstrugao
de ondas dticas.

No segundo capitulo apresentaremos resumidamente os resultados de difracao com
feixes possuindo MAO por diversos tipos de aberturas no limite de Fraunhofer. Anal-
isamos a dependéncia desses padroes para diferentes valores de CT.

No terceiro capitulo desta dissertacao nos propusemos a estudar a formacao de uma
rede de intensidades devido a difracao da luz possuindo MAO por uma abertura quadrada.
Em contraste com o trabalho publicado na referéncia [21], cuja rede truncada triangular
de intensidades é sempre gerada para qualquer valor de MAQO, mostraremos que em nosso

caso ha somente uma rede truncada quadrada de intensidades bem definida para valores

Instituto de Fisica - UFAL
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pares de CT. Para valores impares de CT a rede nao é bem formada. Estudamos ambos
0s casos sob os aspectos tedrico e experimental.
E finalmente, no quarto capitulo apresentaremos nossa conclusao geral do trabalho e

as perspectivas.

Instituto de Fisica - UFAL



1 MAO em feixes Laguerre-Gauss e Difracao de Fraunhofer

1.1 Introducao

Neste capitulo, discutiremos a teoria do MAO da luz transportado por um feixe de luz
monocromético. O MAO da luz tem duas componentes: o momento angular intrinseco ou
spin, o qual estd associado aos estados de polarizagao; e o momento angular orbital (ex-
trinseco) que estd relacionado com a distribuigao transversal do campo eletromagnético.

Abordaremos ao longo dessa dissertacao somente a descricao do MAQO, mostrando a
partir de dedugoes de expressdes matemdticas a analégia entre o MAO e o spin, como
também a independéncia mmitua entre eles.

A fim de mostrar esse fundamento, fizemos uso do feixe Laguerre-Gauss que pertence
uma familia de feixes com MAOQO, e que possuem uma frente de onda helicoidal para [ # 0
onde [ ¢ um niimero inteiro positivo ou negativo que representa o indice azimutal ou carga
topolégica. Mostramos o grafico da fase desse feixe para diferentes valores de [, bem como
o seu perfil de intensidade.

Apresentamos uma técnica para estudar as propriedades da propagacao do plano de
onda, onde esta se baseia na apresentacao do campo eletromagnético como uma transfor-

mada de Fourier; sua formulagao é conhecida como a 6tica de Fourier. A ética de Fourier

17



1.2 Momento Angular Orbital 18

abordada neste capitulo trata apenas da teoria de difracao através da transformada de
Fourier e teoria de difracao de Fraunhofer.
E por fim, introduziremos uma abordagem sucinta sobre holografia com intuito de

mostrar como é feito o registro e a reconstrugao de ondas éticas.
1.2 Momento Angular Orbital

Existe de fato uma teoria bem fundamentada na literatura sobre o momento angular
de spin, no entanto, com relagao a idéia da luz carregar MAQO ¢é relativamente recente.
Somente em 1992, um grupo de pesquisadores da Universidade de Leiden na Holanda
mostrou que um feixe de luz com uma dependéncia azimutal na fase da forma exp(—il¢)
tem um MAO de [ por féton e é independente do estado de polarizagdo da luz [3], onde
¢ € a coordenada azimutal na secao transversal do feixe e [ é o niimero inteiro positivo ou
negativo, conhecido como fndice azimutal ou carga topoldgica.

Iniciamos a abordagem tedrica assumindo que um feixe de luz monocromatica com

polarizacao linear seja definido pelo potencial vetor a seguir:
= — — . n
A(7 ) =u(7 ) expli(kz — wt)]i (1.1)

onde k = 27/ é o médulo do vetor de onda, i & 0 vetor unitério na direcao do eixo z, \ é
o comprimento de onda do feixe, u(7") ¢ uma funcdo complexa que descreve a distribuicao
de amplitude do feixe e w é a freqiiéncia angular. Vale ressaltar que a Equacao (1.1) acima
satisfaz o calibre de Coulomb SZ = 0. No vécuo, a densidade de momento linear '
¢ dada pelo produto vetorial entre o campo elétrico e a indugdo magnética [1], ou seja,
7 =cE x B).

A medida dessa grandeza fisica é dada pela parte real do produto vetorial entre os

campos em questao, como mostra a Equagao (1.2), ou seja,

<7>:§R[50<§x§>} :f;r)(ﬁ*xﬁqtﬁxﬁ*) (1.2)

Instituto de Fisica - UFAL



1.2 Momento Angular Orbital 19

H
Sabemos ainda que o campo FE pode ser escrito na forma,

-
E = —aa—’? = iwu(T) expli(kz — wt)[i (1.3)
_
e campo magnético B
B=Vx A= 3_[ u(r’) expli (kz—wt)]]j 8_y[ u(7") expli (kz—wt)]]k (1.4)
B = | 2% ik | expliths — wt)j — 2 fexplith= — wt)] B (1.5)
Assim, o primeiro termo da Equacao (1.2) fica,
-, = , Ju~  Ou~
E* x B = —iwu* [8_34‘7 + 3_4 + wkul*k (1.6)

como g“ = 0 que representa o calibre de Coulomb, a Equacao (1.6) pode ainda ser escrita

—

o . * 27,
E* x B = —iwu*Vu+ wk|u|“k (1.7)
O mesmo vale para o segundo termo da Equagao (1.2),
= —>>k . * 27
E x B* =iwuVu* + wklu|*k (1.8)
Logo a média da densidade de momento linear do campo eletromagnético ¢ dado por:
(7)== [50 <E> X §>] == [E’)* x B+ B* x ﬁ] = M;O (uVu* — u*Vu) + gowk|ul? k
(1.9)

Este resultado também se aplica para coordenadas cilindricas, onde u é escrito como

u(r, ¢, z). Seja qualquer campo da forma :

u(r, ¢, z) = up(r, z) exp(ilg), (1.10)

o qual obedece as condigoes da aproximagao paraxial [22]. Fazendo uso dessas aproxi-

magoes podemos escrever a densidade de momento linear como:

TWeg oug L Oug
= Ug — U
or O or

l
>A 60w|uo| ¢ + eowkuo|*k (1.11)
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onde 7, ¢ e Z sao versores em coordenadas cilindricas. No espaco livre, a densidade de
momento linear (por unidade de volume) é proporcional ao vetor de Poynting, que é

representado da seguinte forma,
H
S Poyntin,
7= —5 (1.12)
Ao substituirmos a Equagao (1.11) na Equacao (1.12) que descreve o fluxo de energia do

campo eletromagnético no espaco livre, temos:

5 [twey ,  Oug leqw

e Jug ~ -
SPoynting =cC 9 (U/OE - uaa_ro>r + |UO|2¢ + €0w/€|u0|2k (113)

r
Ao fazer isto, vemos que esta equacao descreve uma trajetéria na forma de um helicéide
ao longo da direcao de propagagao, sendo que a componente 7 esta relacionada com a
dispersao do feixe, a componente ¢ é responsivel pelo surgimento do MAO na diregao
de propagacao e a componente z estd relacionada com o momento linear na dire¢do z. A
. . . , =1 - 2 2 2 . ,
densidade de energia em tal feixe é w = ceq <E X B> = ceqwkl|ul® = gqw?|ul?, isto é, a
z
velocidade da luz multiplicada pela densidade de momento linear [23].
Sendo o feixe em questao polarizado linearmente, o MAQO é descrito através da equacao
- — — e . , . — ~ 7T el .
L = 7" xp’, onde 7" em coordenadas cilindricas ¢é escrito como " = rr+zk. Substituindo
é

ﬁ
o 7 e p representado pela Equacio (1.11) em L neste produto vetorial, teremos a

densidade de momento angular em coordenadas cilindricas através da equacao:

" 5 (o —uoﬁ)z+22’kr|u0|2 a—{—leowluo\%\ (1.14)

— lwegz|ugl?® . iwe ou?, ou

<L>:— 0|0|r+ 0[( 0 « OUo
H

Integrando < L > e (') no volume do feixe, constatamos que restard apenas a compo-

nente paralela ao sentido de propagacao, pois as outras componentes sao simétricas em

relacao ao eixo z.

A razao entre o momento angular de spin e sua energia é representa pela relagao

abaixo;
= ol g3
(5)- — iu _ il (1.15)
w [ eoE3d?r w
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1.3 Feixes Laguerre-Gauss 21

O MAO por unidade de energia do feixe é representado por:

(f)z B de:”r _ [leowluePdPr 1

= = = — 1.16
W Jwddr  [eow?|uol?d®r  w (1.16)

A relacao entre o MAO e o momento linear pode ser expressa como:
(L),  [ITIdPr  [leawluold?r 1 IA w17

(?)Z C [1PNBr  [eowklugl2d®r k2w
onde k = 2w /X é o nimero de onda.

Percebemos uma analogia entre as equagoes (1.15) e (1.16) que descrevem as razoes
entre o spin e o MAO por unidade de energia. Esta se d4 pelo fato de tanto §> e T serem
representados por w. E também através desta comparagao feita entre as Equagoes (1.15)
e (1.16), percebemos que o feixe polarizado linearmente contém MAQO carregando [ por
féton. Essa analogia entre mecénica quéntica e ética paraxial sugere que tais feixes sao

H
autovetores do operador momento angular L , e transportam um MAO de [h por féton.
1.3 Feixes Laguerre-Gauss

Como ja mencionado, os feixes Laguerre-Gauss fazem parte da familia de feixes que
sao portadores de MAO [3]. Estes também sao solugoes da equacao paraxial de Helmholtz

em coordenadas cilindricas (r, ¢, 2),

1 2
g ( o Loy . 0y
e (r 67‘) +7’28¢2 + 2tkr 5, =0

onde a solucao geral para amplitude complexa do feixe Laguerre-Gauss é dada por:

vy = ] () ) )+

2
#(Z) —d+ i(l+2p+ 1)§(2}

exp [—«k:z —«k

A equagao (1.18) corresponde a um feixe Laguerre-Gauss percorrendo o eixo z. Vamos

analisar os principais componentes responsdveis pela formacao desse feixe. Sendo p o
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1.3 Feixes Laguerre-Gauss 22

indice radial, onde o nimero de anéis é representado por (nimero de anéis = p + 1).
Inicialmente devemos ter o valor de p = 0. Outra caracteristica fundamental é a fase
exp(—ilg), onde [ corresponde ao indice azimutal (ou carga topolégica). Nesta equagao
encontramos também os polindmios de Laguerre generalizados representados por Lé. Em
seguida temos W (z) representando a cintura do feixe, R(z) o raio de curvatura da frente
de onda, ¢(z) a fase de Gouy e W, ¢ a cintura do feixe em z = 0 [24] e sdo dados

respectivamente por:

Wi(z) =Wy, 1+ — (1.19)

2R

_ ZR\?
R(z) ==z [1 + ( - > 1 (1.20)
o(2) = tan"! (i) (1.21)

<R
Wy — 4| 228 (1.22)
™
onde Zp é o comprimento de Rayleigh,

2, = WKVO (1.23)

As frentes de onda dos feixes LG possuem uma caracteristica diferente devido a fase
azimutal exp(il¢). Esta caracteristica pode ser observada através da Figura (1.1) abaixo.
Percebemos uma frente de onda helicoidal para valores de carga topoldgica a partir de

[ =1, e que o nimero de espiras helicoidais é proporcional a [.
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Figura 1.1: Frente de onda dos feixes Laguerre-Gauss ao longo do eixo z para
l=0,1e2.
[=0

Fonte: (http://www.aip.org/png/2005/229.htm acessado em 20/10/2011)
A distribuicao da fase dos feixes LG sao representados pela Figura (1.2). Observamos
a variagao de fase em mdédulo de 0 a 27, para cada valor inteiro de [, e assim temos para

diferentes valores de (.

Figura 1.2: Distribuigao de fase de um feixe Laguerre-Gauss para um feixe com

carga topolégica [ =0,1,2 e 3.
=1
=3
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O perfil de intensidade do feixe LG apresenta um padrao de intensidade anelar [25]
conhecido como vértice 6ptico, como ilustra a Figura (1.3).

Figura 1.3: Perfil de intensidade de um feixe Laguerre-Gauss para os valores de
(@) l=0(b)l=1(c)l=3e(d) | =6, em ambos os casos p = 0.

(a) =0 (b) I=1

Fonte: (Autor, 2011)

A partir das consideragoes da andlise das Figuras (1.1), (1.2) e (1.3) que representam,
respectivamente, as frentes de ondas, distribuicoes de fase e perfis de intensidade dos feixes
LG, chegamos as seguintes conclusoes.

i) Percebemos através da Figura (1.1) que a fase azimutal exp(il¢) é responsavel pela
frente de onda helicoidal, onde o niimero de espiras da frente de onda do feixe é propor-
cional ao valor da carga topolégica, conforme podemos observar através do crescimento
de . No entanto, na auséncia dessa fase azimutal, ou seja, quando [ = 0, a fase do feixe
ao longo da propagacao é constante.

i1) Na Figura (1.2) que representa a distribui¢ao de fase dos feixes LG. Percebemos
a existéncia de singularidade de fase em tais feixes. Esta singularidade ocorre no centro
do padrao de distribuicao de fase para qualquer valor de [, onde neste ponto a fase nao é
definida. Vimos também através da mesma figura que, a fase do feixe aumenta em médulo
de 27 para cada acrescimento de unidade de [.

i71) E por fim, a Figura (1.3) apresenta o padrao de intensidade com forma anelar [25].

Isso ocorre devido a uma singularidade de fase no centro do feixe, conforme vimos na
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Figura (1.2), e consequentemente, a intensidade do feixe é nula no seu centro.
1.4 Otica de Fourier

Nesta secao, apresentaremos uma técnica matematica de grande utilidade para estudar
as propriedades de propagacao do plano de onda. Esta técnica é baseada na represen-
tacao do campo eletromagnético como uma transformada de Fourier, e sua formulacao é

conhecida como 6tica de Fourier. Trataremos como exemplo a difracao de Fraunhofer.
1.4.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta matemadtica utilizada para fazer uma
mudanca do espago real (x,y) para o espaco reciproco (v,,v,), que é o espago das fre-
quéncias. A transformada de Fourier (espectro de Fourier ou espectro de frequéncia) de
uma funcao g(z,y) de (valor complexo, em geral) possui duas varidveis independentes x

e y representada por F {g} e definida por

Flg) = J ] gla.y)exp|-2n (v + v,y)]dudy

onde v, e v, sao freqiiéncias espaciais. Da mesma forma, a transformada inversa de

Fourier de uma fungao G(v,,v,) serd representada por F{G} e é definida como
FHGY = [ [ Gvg,vy) exp [ @27 (vpz + vyy)] dv,dy, (1.24)

A transformada inversa de Fourier é muitas vezes referida como a representacao in-
tegral de Fourier de uma funcdo g(x,y). Assim, a transformada de Fourier realiza uma
transformacao do espaco real para o espago das frequéncias, que é conhecido como plano
de Fourier. Logo em seguida veremos que a transformada de Fourier é feita experimen-

talmente através do uso de lentes.
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1.4.2 Difracao da luz

De fato, a teoria de difracao da luz é um fenémeno ja bem estabelecido. O passo inicial
para sua evolucgao foi feita por Christian Huygens no ano de 1678. Huygens estabeleceu
o principio no qual a propagacao de uma onda de luz pode ser prevista se assumirmos
que cada ponto da frente de onda atua como uma fonte de uma onda secundéria que
se propaga em todas as direcoes. O envelope que se forma em torno de todas as ondas
secunddarias é a nova frente de onda. Em 1818, Fresnel fez suposicoes sobre a fase e
amplitude das ondas secunddrias de Huygens, permitindo que vdrias ondas interferissem
mutuamente. Com isso foi possivel calcular o padrao de difracao da distribuicao da luz,
complementando o trabalho de Huygens. Um passo de enorme importancia ocorreu em
1860 quando Maxwell identificou a luz como sendo onda eletromagnética.

Em seguida, Kirchhoff mostrou que as amplitudes e fases obtidas por Fresnel eram
conseqiiéncias diretas da natureza ondulatéria da luz. No entanto, as consideracoes de
Poincaré (em 1892) e Sommerfeld (em 1894) apresentaram inconsisténcias na formulacao
de Kirchhoftf. Com isso o tratamento de Kirchhoff passou a ser tratado como uma aprox-
imacao, mas que concorda perfeitamente bem com os resultados experimentais.

Geralmente evidenciamos a difracao quando uma onda 6tica é transmitida por orificios
e/ou obstdculos cujas dimensoes sao da ordem de grandeza do comprimento de onda da
luz que esta propagando, no entanto, cabe enfatizar que a difracao ocorre simplesmente
através da propagacao da luz. No tratamento detalhado da difracao é usual distinguir-
se dois casos gerais conhecidos como difracao de Fraunhofer e Fresnel. Qualitativamente
falando, a difragao de Fraunhofer ocorre quando as ondas incidente e difratada sao planas.
Este é o caso quando as distancias r; e r, sao tao grandes que a curvatura da frente de
onda pode ser desprezada, como mostra a Figura 1.4 (a). Por outro lado, se a fonte e o

ponto de observacao estao suficientemente préximos da abertura temos entao difragao de
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Fresnel na Figura 1.4 (b).

Figura 1.4: Tipos de difracao (a) Fraunhofer (b) Fresnel [26].

Limite de (b) L;;l‘l:t: c}:,
(a) Fraunhofer esne

¥ ! Ten Fonte - B
I Clo,. L I, Detector

Fonte: (Fowles, 1975)
A simples teoria da difracao ¢ baseada na suposicao que a onda incidente é trans-
mitida através da abertura sem sofrer variacoes de intensidade, mas se reduz a zero em

toda regiao fora da abertura.

1.4.3 Aproximacao de Fraunhofer

A difracao de Fraunhofer é uma teoria de transmissao da luz através de aberturas,
assumindo que a onda incidente é multiplicada pela funcao que depende da abertura e
que usa a aproximacao de Fraunhofer para determinar a propagacao da luz no espaco
livre além da abertura [Veja Figura 1.5].

Seja uma onda U(x,y) transmitida através da amplitude de transmitancia da aber-
tura p(z,y) gerando uma onda com amplitude complexa f(z,y) = U(x,y)p(x,y). Como
U(z,y) e f(z,y) sdo amplitudes da onda imediatamente para a esquerda e direita da tela

(Figura 1.5), respectivamente, concordando entdo com essa suposigao, temos que

f(z,y) = U(z,y)p(z,y)
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onde

(2,1) = 1, dentro da abertura
P\ Y) = 0, fora da abertura

é chamada de funcao abertura.

Figura 1.5: A fungao U(z,y) pela fungao abertura p(z,y) gera uma onda de
amplitude complexa f(z,y) [27].

observagao

U(xy)

p(x.y)

Plano de
abertura

g(x.y)

v

Fonte: (Saleh, 2007)

Depois de propagar a uma distancia d no espago livre, a amplitude complexa gerada
serd chamada de g(x,y) e o padrao de difracao é a intensidade I(x,y) = |g(z,y)|>. Este
padrao é conhecido como a difracao de Fraunhofer, pois neste caso a propagacao no espaco
livre é descrita usando a aproximacao de Fraunhofer conforme a Figura (1.6).

A Figura (1.6) apresenta uma onda eletromagnética que atravessa uma tela opaca com
uma abertura de dimensao b (por exemplo a metade do lado da abertura) obtendo um
campo descrito por uma fungao f(x,y). Este campo percorre uma distancia d a partir
da abertura até a tela opaca que registra um campo representado pela fungao g(z,y) que
representa uma imagem semelhante a abertura e possui dimensao de lado a. A condigao

para que ocorra a difragao pela propagacao da luz em tais aberturas dé-se pelo nimero de
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Fresnel Nr. Este mimero define-se como Nr = b?/\d onde \ é o comprimento de onda, b
é o tamanho (por exemplo o raio) da abertura, e d é a distancia a partir da abertura até
a tela opaca.

Dependendo do valor de Np, a difracao pode ser de dois tipos (ou casos) especiais:
Difracao de Fraunhofer para Nrp < 1 e Difracao de Fresnel para Np = 1.

A aproximacao de Fraunhofer é vilida se a distancia d de propagacao entre a abertura
e o plano de observacgao for suficientemente grande de modo que o niimero de Fresnel seja
Np =b*/Md < 1 [27].

A propagacao da luz no espaco livre é descrita convenientemente pela andlise de
Fourier. Vamos abordar somente a difracao através de um campo distante através de
ondas paraxiais.

Ja que a difracao de Fraunhofer acontece numa propagagao a uma distancia d sufi-
cientemente longa, somente as ondas planas contribuem para a amplitude complexa num
ponto (z,y) e fora do plano existe uma onda formando angulos com diregoes 0, = x/d e
6, =~ y/d com eixo 6tico. Estas ondas tem componentes de vetor de onda k, = (z/d)k
e ky, = (y/d)k e amplitude complexa F'(v,,v,) e possuem v, = z/\d e v, = y/A\d como
frequéncias. As amplitudes complexas f(z,y) e g(z,y) das ondas planasem z =0e z = d
sao dadas por:

g9(z,y) = hoF (v, vy) (1.25)

onde F(v,,v,) é a transformada de Fourier de f(z,y) e g(z,y) descreve a propagagao no
espago livre como a transformada de Fourier onde hy = (j/\d) exp(—jkd) € o fator de fase
da propagacao segundo a formulacao do espectro angular. As contribuicoes de todas as
outras ondas se cancelam como resultado de interferéncia destrutiva. Esta aproximacao
é conhecida como a aproximacao de Fraunhofer.

Assumindo que a onda incidente é uma onda plana com intensidade I; percorrendo a
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direcdo z de modo que U(z,y) = +/T; em z = 0, onde f(z,y) = /I;p(z, y). Na aproximacao

de Fraunhofer [Veja a Equagao (1.25)] temos que,

9(x,y) = \/LhoP(v;, v,) (1.26)
onde
P(vg,vy) = //_OO p(x,y) exp [j2m(v,x + vyy)] dady (1.27)

é a transformada de Fourier de p(z,y) e hg = (—j/Ad) exp[—jkd] é o fator de fase da

propagacao. O padrao de difracao da intensidade pode ser representado como,

Iwy) = (AZ)z P (5 va) ‘2 (1.28)

sendo o padrao de difragdo num ponto (z,y) a uma distancia d, proporcional ao quadrado

da magnitude da transformada de Fourier da funcao abertura p(z,y) calculada nas fre-

quéncias v, = z/Ad e v, = y/Ad.

Figura 1.6: Aproximagao de Fraunhofer [27].

A

7t
b

X

K

Fonte: (Saleh, 2007)
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1.4.4 Difracao de Fraunhofer por uma abertura retangular

Consideremos uma abertura retangular com amplitude de transmitancia dada por

£a(u,0) ; U ; v
_ r v
alu,v) =rec 5D, ec 2D,

onde a func¢ao rect é definida como a fungao retangular da abertura. As constantes D,

e D, sao larguras médias da abertura em suas respectivas direcoes u e v sao as coordenadas
que sao paralelas a x e y no plano de Fourier. Se a abertura ¢ iluminada por uma tnica
amplitude, normalmente uma onda plana monocromatica incidente, entao a distribuicao
do campo por toda a abertura é igual & funcao transmitancia t4. Deste modo, fazendo
uso da Equacao (1.28) para o padrao da difragdo de Fraunhofer na abertura retangular a

uma distancia d, conforme a Figura (1.7), temos que a intensidade serd

. D.x\ . D,y
2 (Lo 2 [ Ly
I(x,y) = Iysinc ( " ) sinc ( ¥ ) (1.29)

onde Iy(D,D,/\d)*I; & o pico de intensidade e a fungao sinc é definida como sinc(z) =
sin(mx)/mx [28]. Verificamos que os zeros deste padrao ocorrem em z = £ A\d/D, ey = +

Ad/D,, de modo que a divergéncia angular da difracao da luz é dada por

ex:_7 ey:

A
b B, (1.30)

Se D, < D,, o padrao de difragao serd maior na dire¢ao y do que na diregao de =, como

¢ ilustrado na Figura (1.7).
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Figura 1.7: Difracao de Fraunhofer por uma abertura retangular [27].

Padrao
de difragdo

Abertura

Fonte: (Saleh, 2007)
1.4.5 Transformada de Fourier usando lentes

Uma das mais extraordindrias propriedades utéis das lentes estd inerente a capacidade
de executar a transformada de Fourier em duas dimensoes. Esta complicada operacao
pode ser desempenhada com uma simplicidade extrema em um sistema 6tico coerente,
fazendo proveito das leis bésicas da propagacao e difracao da luz.

Nesta secao descreveremos varias configuracoes do desempenho da transformada de
Fourier. Em todos os casos a iluminagao serd assumida como monocromética. O campo é
introduzido através do uso de lentes que executam a transformada de Fourier no sistema
otico. No plano focal dessa lente situado a uma distdncia f encontra um dispositivo
ou tela que contém uma amplitude de transmitancia. Em alguns casos este dispositivo
pode consistir de uma transparéncia fotografica, enquanto em outros, eles podem ser
nao fotograficos, como um modulador espacial de luz, capaz de controlar a amplitude

de transmiténcia em resposta ao externo fornecimento elétrico ou informacao 6tica. Tal
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dispositivo serd discutido no Capitulo 2 com mais detalhes.

Os componentes da ondas planas que a constituem podem ser separadas pelo uso de
uma lente. Uma fina lente esférica transforma uma onda plana em uma onda parabdlica
focada para um ponto no plano focal da lente. Se a onda plana chega com angulos
pequenos 0, e 0, ondas parabdlicas sao centradas aproximadamente no ponto (0, f,0,f)
onde f é o comprimento focal [Veja a Figura (1.8)].

Figura 1.8: Focalizando uma onda plana em um ponto usando uma lente. A
diregao 0 e ¢y sao mapeados dentro do ponto (z,y) = (0z f, 0y f) [27].

Plano focal

[ ———¥

Fonte: (Saleh, 2007)

Em referéncia a sistemas 6pticos, vamos adotar que a luz é decomposta em vérias ondas
planas, conforme a Figura (1.9), onde f(z,y) é a amplitude complexa da onda éptica no
plano z = 0 e percorre uma direcao formada com pequenos angulos 6, = \v, e 0, = \v,
em relagao ao eixo z, onde possui uma amplitude complexa proporcional a transformada
de Fourier F'(v,,v,). Estas ondas sao focalizadas pelas lentes dentro do ponto (x,y) no
plano focal onde x = 0, f = Av,f ey = 0,f = Av,f sao as coordenadas do plano real.
A amplitude complexa para o ponto (x,y) no plano de saida é portanto proporcional a

transformada de Fourier de f(x,y) calculada em v, = z/\f e v, = y/Af de modo que,

9(@,y) o< F Lﬁf Aif} (1.31)
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Para determinar o fator de proporcionalidade na Equacao (1.31) analisamos a fungao
entrada f(z,y) dentro das componentes de Fourier e tragamos as ondas planas corre-
spondentes para cada componente através do sistema éptico. Entao superpomos as con-
tribuigoes destas ondas para o plano distante para obtermos g(z,y). Assumindo que estas

ondas s@o paraxiais e usando a aproximacao de Fresnel [28], obtemos:

g(x,y) = hyexp jm(a” +)\yf22)(d — f)] F [)\if’ %1 (1.32)

Figura 1.9: Focos de ondas planas associadas com componentes harmonicos de
Fourier da fungao f(z,y) dentro de pontos no plano focal [27].
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Plano focal

Fonte: (Saleh, 2007)

onde hy = Hoho(j/\f)exp|—jk(d + f)] é o fator de propagagdo. Deste modo, os
coeficientes de proporcionalidade na Equacgao (1.31) contém o fator de fase que é a fungao
quadrdtica de = e y na Equacao (1.32). Desde que, |h;| = 1/Af isto resulta a partir da

Equagao (1.32) que a intensidade 6tica no plano de saida serd

F (Aif Aif)‘ (1.33)

A intensidade da luz para o plano de saida é portanto proporcional ao valor do

[(l'ay):ﬁ

quadrado absoluto da transformada de Fourier da amplitude complexa da onda no plano
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de entrada, sem levar em conta a distancia d. O fator de fase desaparece na Equacao

(1.32) se d = f, de modo que

g(z,y) = W F (i i) (1.34)
onde hy = (j/Af) exp|—j2kf].
1.5 Holografia

Holografia é a técninca que envolve o registro e reconstrucao de ondas 6ticas. Um
holograma é uma transparéncia que contem cédigos registrados de ondas éticas, incluindo
as propriedades de amplitude e fase [27]. O estudo da holografia teve inicio em 1949 por
Dennis Gabor que teve a idéia de registrar a amplitude e a fase de uma onda 6tica incidente
em uma placa fotogrifica. Apresentaremos alguns métodos de como criar hologramas.
Um deste, é através do registro da amplitude e fase das frentes de onda, por meio da
interferéncia entre a luz vinda de uma onda objeto (Up) e um feixe de referéncia (U,)
como é mostrado através da Figura 1.10(a). J4 a reconstrugao da frente de onda original,
é feita a partir da incidéncia do feixe de referéncia sobre o holograma formado através da

Figura 1.10(b).

Figura 1.10: (a) Registro do holograma sobre uma placa hologréfica e (b) re-
construgao da onda original pela iluminacao da onda de referéncia através do

holograma formado [27].
Objeto
Referéncia s
g
I
& >

@ Holograma Holograma
Objeto
(a) (b)

Fonte: (Saleh, 2007)

Referéncia
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Vamos considerar que uma onda 6ptica monocromdtica cuja amplitude complexa num
plano inicial como em z = 0, serd chamada de onda objeto representada por Uy(x,y). E
por outro lado, um feixe de referéncia U,, andlogo a uma onda plana, interefere com U
no plano z = 0 conforme a Figura 1.10(a). Neste plano encontra-se uma transparéncia
fina com amplitude de transmitancia complexa t(z,y) que fornece um registro completo
da onda e onde registramos o padrao de interferéncia destas ondas.

A Figura 1.10(b) apresenta que a onda obejto Uy pode entdo ser reconstruida sim-
plesmente pela iluminacao da transparéncia com uma onda plana uniforme de amplitude
unitdria percorrendo uma direcao z de propagacao. A onda transmitida deve ter uma
amplitude complexa no plano em z = 0 de valor de U(z,y) = 1.t(z,y) = Up(z, y).

Como um exemplo, ilustremos que uma onda plana uniforme que forma um angulo 6
com respeito z ao plano x — z com uma amplitude complexa Up(z,y) = exp(—jkz sind).
O registro desta onda na transparéncia é representada pela amplitude complexa de trans-
mitancia t(z,y) = exp(—jkxrsinf). Tal transparéncia atua como um prisma que dobra
uma plana incidente exp(—jkz) por um angulo 6, deste modo reproduzindo uma onda orig-
inal, segundo a Figura 1.10(b). A transmiténcia ¢ é proporcional a soma das intensidades
resultantes das duas ondas Uy e U, registradas sobre a transparéncia de transmitancia de
amplitude complexa ¢, conforme a Figura 1.10(a), onde a transmitancia pode ser calculada
como,

t oc |Up + Uy )2 = |Uo]® + |U)? + UgU, + UpU
=1+ 1o+ UiU, + UU;
t =1, 4+ Iy + 2/ 1.1y coslarg(U,) — arg(Up)] (1.35)

onde [ e I, sao respectivamente, as intensidades das ondas objeto e referéncia no plano

z = 0. A transparéncia é chamada de holograma e contém claramente um cédigo de
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informacao pertinente a fase e amplitude da onda Uj.

O padrao de interferéncia no holograma funciona como uma rede de difragao devido
a interferéncia destas duas ondas. Podemos também expressar a obtencao deste padrao
de intensidade fazendo uma analogia com um conjunto de N fendas simples de abertura
de lados, mas para isto, é essencial que usemos as consideragoes andlogas feitas na dupla

fenda. Assim, podemos definir a intensidade deste padrao por N fendas como,

I(z,y) = I, {Smﬁw)} 2 (;251\8)2 (1.36)

onde 5 = (bksinf)/2 e a = (aksinf)/2 sdo dimensoes de cada fenda que compoem a
geometria de multi-fendas que podem ser conferidas através da Figura 1.11 (a). Uma
onda plana incidindo sob este aparato forma o padrao de interferéncia representado pela

Equagao (1.36) e descrito através da Figura 1.11 (b).

Figura 1.11: (a) Geometria de Multi-fendas. (b) Padrao de multi-fendas.

z

(a) (b) ‘
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\
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Fonte: (Hecht, 2002)

Para codificar a informacao no holograma e reconstruir a onda objeto, a onda de

referéncia U, estd novamente iluminando o holograma conforme a Figura 1.10 (b). O
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resultado serd uma onda com amplitude complexa,
U=tU, < U.I +U.Iy + Uyl + UsU? (1.37)

= U, (I, + Iy) + Upl, + USU? (1.38)

no holograma no plano z = 0. Na Equagao (1.38) encontra-se toda a informagao da onda U,
onde o primeiro termo representa a onda referéncia U, que multiplica-se as intensidades
das ondas objeto e referéncia. O segundo termo ¢ a onda original multiplicada pela
intensidade I, da onda de referéncia. Por fim, o terceiro termo trata-se de uma versao
conjugada da onda original modulada por UZ.

Deste modo, se a onda de referéncia for uma onda plana uniforme U, = /I, exp(—«kz)
que percorre o eixo z, entao no plano r —y em z = 0 teremos uma onda que serd constante
e independente de x e y. Agora vamos dividir a Equagao (1.38) pela onda plana U, em

2z =0 que é igual & U, = /I, temos,

O primeiro termo da Equacao (1.39) representa a intensidade da onda plana, isto é, a
onda de referéncia percorrendo a direcao z. O termo seguinte corresponde a intensidade
da onda objeto viajando na direcao z com uma pequena propagacao angular. J& o ter-
ceiro termo é proporcional & amplitude da onda original, e por 1ltimo, o quarto termo é
proporcional a amplitude da onda conjugada.

Podemos separar o sinal desejado, Uy(x,y)v/I,, dos termos restantes da onda recon-
struida para assegurar que suas frequéncias espaciais variem separadamente de modo que
suas direcoes permanecam separadas. Consideremos a adicao de um "carrier" na forma

Uy = f(z,y) exp(—«kzxsin ). Desta maneira a Equagao (1.39) torna-se

U(z,y) o< L+ | f(2,9) /1 f (2, y) exp(—<kzsin )4/, [*(z,y) exp(+ «kzsin 0) (1.40)
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O primeiro termo da Equacao (1.40) corresponde a uma onda plana viajando na diregao
z, 0 segundo termo ¢é geralmente conhecido como termo de ambigiiidade. O terceiro termo
é uma réplica da onda objeto, o qual tem uma deflexao na direcao 6. A presenca do fator
de fase exp(+«kxsinf) no quarto termo indica uma deflexdo na diregao —6.

Um exemplo de equipamento utilizado para fazer hologramas é o modulador espacial
de luz (SLM-Spatial Light Modulator) que é um dispositivo que impde uma variagdo na
modulacao espacial de fase do feixe. A vantagem do SLM é ter a possibilidade de controlar
dinamicamente a amplitude e a fase ou mesmo, os estados de polarizagao da luz [41]. A
diferenca entre a holografia cldssica e a holografia computacional, realizada com o uso do
modulador de luz, estd no processo de construcao do holograma. No primeiro caso, as
frentes de onda sao registradas em um holograma utilizando a interferéncia como processo
de gravacao. No segundo caso, o registro das frentes de onda sao feitos no holograma por
meio de técnicas computacionais. Em ambos os processos, a reconstrucao éptica das ondas
gravadas é obtida pela difracao da luz.

E no apéndice desta dissertagao apresentamos uma breve abordagem direcionada na
formacao e utilizacao dos hologramas aplicado aos nossos propdésitos. Concluimos que
uma das formas mais vidveis para gerar hologramas é através da técnica computacional,
pois esta é feita através do uso de "computers generated holograms- CHG’s que sao
implementados a um modulador espacial de luz (SLM-Spatial Light Modulator) que é um

dispositivo que impoe uma variacao na modulagao espacial de fase do feixe.

1.6 Conclusao

Iniciamos nosso estudo abordando o momento angular orbital, onde mostramos que
um feixe de luz que possui MAO tem uma fase azimutal da forma exp(il¢), onde esta é
responséavel pela frente de onda helicoidal para [ # 0, onde [ representa o fndice azimutal

ou carga topoldgica do feixe. Mostramos também que essa fase azimutal nao possui relagao
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com spin.

Em seguida apresentamos os feixes Laguerre-Gauss, dos quais possuem MAQO. Mostramos
o gréifico da fase e o perfil de fase desse feixe para diferentes valores de [, e também
mostramos a existéncia da singularidade de fase nos feixes com MAO.

Abordamos a 6tica de Fourier que trata somente & aplicacao de nossa pesquisa, assim,
falamos de teoria de difracao, transformada de Fourier, a teoria de difracao no limite de
Fraunhofer através de aberturas na propagacao no campo distante e também através do
uso de lentes. Mostramos que a amplitude complexa da luz em um ponto (x,y) atrds do
plano focal (diregao de propagacao) de uma lente de comprimento focal f é proporcional
a transformada de Fourier da amplitude complexa na frente do plano focal calculado com
as frequéncias de Fourier.

E por fim, mostramos que o registro e a reconstrucao de ondas 6ticas é feito por meio
da interferéncia entre a luz vinda de uma onda objeto (Up) e um feixe de referéncia (U,).
Percebemos também que onda pode entao ser reconstruida simplesmente pela iluminagao
da transparéncia com uma onda plana uniforme de amplitude unitéria percorrendo uma
direcao z de propagacao. Vimos que tal transparéncia atua como um prisma que dobra
uma plana incidente exp(—«kz) por um angulo €, deste modo reproduzimos uma onda
original. A transparéncia é chamada de holograma, onde contém claramente um cédigo
de informagao pertinente a fase e amplitude da onda U.

O padrao de interferéncia no holograma funciona como uma rede de difracao devido
a interferéncia destas duas ondas. Um exemplo de equipamento utilizado para fazer
hologramas é o modulador espacial de luz (SLM-Spatial Light Modulator) que é um

dispositivo que impoe uma variacao na modulagao espacial de fase do feixe.
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2 Estudo da difragao com feixes Laguerre-Gauss

2.1 Introducao

Apresentaremos resumidamente alguns resultados dos trabalhos de padroes de difragao
de feixes possuindo MAO em diversos tipos de aberturas no limite de Fraunhofer. Padroes
estes obtidos através de feixes possuindo MAO em fendas simples, dupla e triangular para
diferentes valores de cargas topolégicas.

Inicialmente apresentaremos os padroes com as fendas dupla e simples obtidos fora do
regime de Fourier. E logo em seguida, apresentaremos os padroes de difracao da fenda

triangular e fenda simples com feixes possuindo MAO obtidos no regime de Fourier.

2.2 Padroes de difragcao com feixes Laguerre-Gauss

Apresentaremos agora uma abordagem de padroes de difragado por aberturas usando
feixes LLG. Comecaremos a apresentar os padroes seguindo a ordem cronolégica de suas

respectivas pesquisas.
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2.2.1 Fenda Dupla

Um dos padroes de difracao mais abordados na literatura é o padrao da fenda dupla.
Richard Feynman gostava de dizer que toda a mecénica quintica pode ser adquirida a
partir do estudo cuidadoso nas implicagoes desta tinica experiéncia.

O estudo dos padroes de interferéncia com feixes de luz que possuem MAO propagando-
se ao longo de diversas aberturas tém sido pesquisado em varios trabalhos recentes. Um
destes padroes a serem pesquisados com feixes possuindo MAQO foi obtido através da
difracao usando a fenda dupla. Os primeiros a retratarem este padrao de interferéncia
por uma dupla fenda de Young com um feixe LG transportando MAO foram Sztul e
Alfano [20].

A interferéncia desses feixes na fenda dupla, por sua vez, mostra uma dependéncia
azimutal ocasionada pelo feixe LG. Esta interferéncia fornece uma nova percepcao entre
a estrutura da fase helicoidal do feixe e tem um potencial de aplicacoes para medicoes do
momento angular orbital, bem como a magnitude e o sinal da carga topolégica. Podemos
observar a variacao de fase em toda a frente de onda ocorrendo ao longo das duas fendas,
conforme a Figura (2.1).

Figura 2.1: Fase da frente de onda de um feixe LG ao longo da dupla fenda,
com a singularidade de fase entre as fendas [20].

il
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Esta interferéncia acontece em razao da diferenga de caminho em adi¢ao a contribuicao
de fase devido a estrutura da frente de onda, ocasionando assim uma mudanca no padrao
usual de fenda dupla, como veremos na Figura (2.2). Esta figura descreve vérios padroes
de interferéncia por uma dupla fenda com feixes LG possuindo diferentes valores cargas
topolégicas de 1,0, —1. Embora os padroes apresentem uma diferenca entre os valores
—1 e 1, podemos assim distinguir o sinal da CT, onde essa distin¢ao nao é evidente para
valores de CT maiores que 2. Sendo, de fato, uma técnica limitada para caracterizar tanto

o valor como o sinal da CT.

Figura 2.2: Padroes de interferéncia com feixes LG sobre uma fenda dupla com
seus respectivos valores de [ (a) simulacoes e (b) experimentais [20].

AT

(b)

Fonte: (Sztul, 2006)
Estes padroes de interferéncia comprovam que através da fenda dupla podemos iden-

tificar o valor e o sinal da carga topoldgica em feixes com MAO.
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2.2.2 Fenda Simples

Em 2009, Ghai e colaboradores [19] estudaram o padrao de difragdo de um feixe
6ptico com MAQO por uma fenda simples. Sendo que, para uma onda plana uniforme, a
distribuicao de campo dentro da fenda é a mesma ao longo de todo o comprimento da
fenda e assim franjas em linha reta sdo observadas no padrao de difracao [26].

No entanto, quando um feixe com vortice 6tico passa através de uma fenda vertical, tal
que, este feixe estd no centro da fenda, é verificado um padrao de difracao de tal maneira
que o nicleo central do padrao contém um rachadura inclinada, onde essa inclinacao
depende do sinal de [. E as franjas proximas ao centro sofrem uma inclinacao de acordo
com a inclinagao da rachadura que é provocada pela singularidade de fase existente nesses
feixes. Vejamos as Figuras 2.3(a) e (b) para os valores de [ = 1 e [ = —1, respectivamente.
A direcao de inclinacao é inversa com a mudanga no sinal da carga topolégica conforme
podemos observar através das figuras.

Isto acontece devido a dependéncia de fase azimutal e o padrao nao ter sido obtido
no regime de Fourier, as franjas de um feixe contendo vértice éptico sofrem um desvio
continuo, enquanto passam pelo centro do padrao e exibem um deslocamento da esquerda
para direita ou da direita para esquerda, dependendo do sinal da carga topolégica do
feixe. Desta forma o deslocamento das franjas no padrao de difracao pode ser usado para

obter o valor e o sinal da carga topolégica.
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Figura 2.3: Padroes de difragao de uma fenda simples de um feixe singular com
cargas (a) [=1¢e (b) [ = —1.

Fonte: (Ghai, 2009)

Para carga topoldgica [ = 2, a inclinacao das franjas é tal que uma franja escura-clara
na metade superior se alinha com a franja clara-escura brilhante da metade inferior [Veja
a Figura 2.4]. A dobra das franjas é revertida com a mudanga de sinal de carga topoldgica
do feixe com vértice. Este método, no entanto, nao pode ser usado efetivamente para a

medicao dos valores inteiros grandes de carga topoldgica.

Figura 2.4: Padrao de difragao de uma fenda simples de um feixe singular com
carga topolégica [ = 2.

Fonte: (Ghai, 2009)
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2.2.3 Fenda Triangular

O préoximo padrao a ser pesquisado com feixes possuindo MAO foi realizado em
uma abertura triangular. Hickmann e colaboradores [21] mostraram como se comporta
o padrao de difragao de um feixe com frente de onda helicoidal por abertura triangular
no plano de Fourier usando a difracao de Fraunhofer. Foi observado no plano de Fourier
uma rede truncada triangular para cada valor de carga topolédgica [, sendo esta rede
feita de mdximos de intensidade, onde a quantidade desses médximos de intensidade sao
proporcionais a [. Até o momento, esta técnica é a mais vidvel e eficiente para se obter o
sinal e magnitude da carga topolégica de feixes com MAQO usando a difracao.

O padrao de difragao do campo distante E, é feito no plano de Fourier é usando
a aproximacao de Fraunhofer, onde este é obtido através transformada de Fourier do
campo incidente E; com a fungao abertura 7(r ), ficando representada pela integral de

Fraunhofer [28],

Ed(kj_) = /Oo T(rL)Ei(rL)e*ik”Ler (21)

—00

Utilizando um argumento qualitativo para analisar o efeito da fase azimutal sobre as
bordas da abertura triangular, onde cada borda foi analisada separadamente, e a partir
do vértice 6ptico exp(—ile) eles obtiveram uma aproximagao vélida ao longo de qualquer

uma das bordas, onde a fase é descrita por

¢(s) = arcsin ( i 52> (2.2)

onde s é uma coordenada com origem no centro da fenda triangular e estd variando de
[‘7‘1, %] onde a é o tamanho do lado do tridngulo eqiiilatero.

Logo em seguida, fizeram uso somente do primeiro termo da expansao de Taylor, pois
aproximaram as bordas do tridngulo para fendas infinitamente finas que pudessem ser
tratadas como deltas de Dirac, fazendo assim, puderam ignorar a variacao de amplitude

do campo. Ao fazer isto, encontraram uma expressao bastante simples para o campo ao
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longo da fenda, sendo possivel a resolucao da integral para a difracao de Fraunhofer ao

longo de uma fenda com feixe contendo MAOQO, sendo esta da forma
Bk k) ~ [ 8(u)eWeleeberdudy = 5(k, — 251/a) (2.3)

onde z e y sao coordenadas tranversas no plano da abertura, onde £, e k, sao coordenadas
transversas no plano de Fourier, e 6(y) é a delta de Dirac. Para resolver esta integral
utilizaram o "shift theorem"em duas dimensdes [28], que indica que a translagao da fungao
no dominio espacial introduz um deslocamento de fase linear no dominio da frequéncia.

Podemos ver neste resultado, uma fenda infinitesimal ao longo do eixo = produzindo
um deslocamento na diregao k, (isto é, um deslocamento no centro do padrao) por uma
quantidade proporcional a [, que é o valor da carga topolégica. Assim, na Figura (2.5)
podemos ver o padrao de difracao formado quando o feixe com MAQO passa através da
abertura triangular. E notemos que o valor de [ estd diretamente relacionado com os
pontos externos da rede formando o tridngulo. A carga total é dada por [ = N — 1, onde
N é o niimero de pontos de qualquer lado externo do tridngulo.

Hickmann e colaboradores também verificaram que a mudanca do sinal da carga
topolégica gera uma rotacao de 180° no padrao de difracao triangular, tornando assim,
este padrao na direcao oposta ao anterior, conforme o sinal da carga topoldgica atribuida.
A Figura (2.6) apresenta os padroes de difragao triangular obtidos com valores de [ = —7
e 7, respectivamente. O sinal da carga topoldgica é determinado através da comparacao
destes padroes.

Desta forma eles demonstraram um método simples para obter a magnitude e o sinal

da carga topoldgica.
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Figura 2.5: Padroes de difragao da luz com MAO por uma abertura triangular
para diferentes cargas topolégicas [ = 1,2 e 3 [21].

=1 =2 =3

Teoria

Experimento

3

Fonte: (Hickmann, 2010)

Figura 2.6: Efeito na mudanga de sinal da carga topolégica no padrao de difragao
por uma abertura triangular com [ = -7 e 7.
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Fonte: (Hickmann, 2010)
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2.2.4 Fenda simples no plano de Fourier

Nesta se¢gao abordaremos o estudo da difracao da luz com MAO por uma fenda simples
no plano de Fourier. Neste caso, Ferreira e colaboradores [29] estudaram a difragao de
Fraunhofer levando em conta dois casos diferentes [Veja a Figura 2.7(a)]. No primeiro
caso, a fenda se encontra na posicao central do perfil do feixe, ou seja, encontra-se na
origem do feixe.

Ja no segundo caso, a fenda foi deslocada do centro do perfil do feixe para uma
distancia d do centro do feixe ao centro da fenda. O arranjo experimental é mostrado
esquematicamente na Figura 2.7(a) que descreve o perfil de intensidade de um feixe LG
gerado por um SLM sobre uma fenda simples, onde 2a é o comprimento da fenda e d ¢é a
distancia do centro do feixe ao centro da fenda. Os resultados numéricos para a simulagao
da distribuicao da intensidade ao longo de toda a fenda para | = 0, =2 e [l = 5 com
d = 0 para todos os casos, sao apresentados através da Figura 2.7(b).

Figura 2.7: (a) Arranjo de uma fenda simples inserida num feixe LG gerado por
um SLM; onde 2a é o comprimento da fenda e d é a distancia do centro do feixe

ao centro da fenda. (b) Simulagdo numérica da distribuigao de intensidade na
fenda para [ =0,1=2,e =5 [29].

fenda ‘ | feixe LG =0

: 1=2
R\ | X -_— = -

(a) (b)

Fonte: (Ferreira, 2011)
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Estes padroes de difracao causados pela luz com MAO sobre a fenda simples sao

obtidos através da integral de Fraunhofer que é dada por [27],
E(z,y,2z) < [[E(,y, O)e’ig(’:'“yly)dx’dy’ (2.4)

onde k = 27w /\ é o vetor de onda e v, = /A2 e v, = y/\z sdo as frequéncias espaciais
nas direcoes z e y.

Os resultados numéricos e experimentais da Equagao (2.4) que descreve os padroes de
difracao de Fraunhofer com feixes possuindo MAO para esta fenda simples para d =0 e

[ =0,1,2,4 e 5 sao apresentados através da Figura (2.8).

Figura 2.8: Padroes de difragao para [ = 0,1,2,4 e 5 para d = 0. (a) Resultados
numéricos da Equagao (2.4), (b) Resultados experimentais e (c) Diagramas de
fase ao longo da fenda [29].

=2
d]n “ n n

-03 0 03 - 0 3-03 0 03-03 0 —0.3 0.
() __- - .:c: }C'_
T

LS

- T T N nt —N T -7

Fonte: (Ferreira, 2011)

Para o primeiro caso, em que a fenda é colocada no centro do perfil do feixe, isto é,
em d = 0 foram observados padroes de interferéncia simétricos. Sendo que para [ = 0
temos o tipico padrao de difragao por um feixe gaussiano na fenda simples. No entanto,

para feixes com MAO em tal fenda, os padrées encontrados sao similares aos padroes
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de interferéncia da dupla fenda de Young. Notemos que para d = 0 e [ # 0 existe um
maximo central para valores pares de [ e minino central para valores impares de [. Estes
efeitos foram medidos e estao apresentados pela Figura 2.7(b). Percebemos que este efeito
ocorreu devido a distribuigao de fase ao longo da fenda que esta exposta através da Figura
2.8(c). Esta figura apresenta uma diferenca de fase de 27 para valores pares de | > 2,
e uma diferenca de fase de 7 para valores de ordens impares de MAO entre os méximos
de intensidades. Estas diferencas de fase sao responsdveis pela formacao de méximos e
minimos centrais de intensidade através de interferéncia construtiva e destrutiva.

Ainda foi percebido que para valores com [ # 0 os padroes posuem dois picos de
intensidade com uma separacao entre elas que dependem do MAO. Isto pode ser conferido
através da Figura 2.7(b) para valores de [ = 2 e [ = 5 que descreve um aumento na
distancia entre picos de intensidade devido o aumento de [.

Este resultado corrobora com o padrao de interferéncia da dupla fenda em que o
nimero de franjas de interferéncia aumenta com o acréscimo da distancia entre as fendas.

Também foi verificado que o nimero de franjas de interferéncia aumenta com a quan-
tidade de MAO pois a distancia entre os picos de intensidade aumenta com o aumento de
l.

Ferreira e colaboradores [29] também investigaram situagoes para d # 0, isto é, quando
a singularidade de fase nao estd no centro da fenda. A Figura 2.9(a), (b) e (c) mostra
simulagoes numéricas, resultados experimentais e distribuicao de fase entre os méximos
de intensidade para d = 0.2R, respectivamente, onde R é o raio do feixe. Em contraste
com os resultados tedricos e experimentais mostrados na Figura 2.8(a) e (b), os padroes

de intensidade da Figura 2.9(a), (b) sdo assimétricos e deslocados do centro.
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Figura 2.9: Padroes de difracao paral =0,1,2,4 e 5 parad = 0,2R. (a) Resultados
numéricos e (b) Resultados experimentais e (c¢) Diagramas de fase ao longo
da fenda [29].

d) n
=03 0 03~
()

- n

Fonte: (Ferreira, 2011)

Analisando a distribui¢ao de fase ao longo do maximo de intensidade sobre a fenda,
vimos que a variacao de fase é aproximadamente linear sobre o maximo de intensidade
para valores pequenos de CT como [ = 2 e 3. No entanto, para valores a partir de
[ > 4 essa variacao de fase ao longo do méximo de intensidade torna-se nao linear com o
aumento de [.

Podemos ver nestes resultados que, a difracao de Fraunhofer com feixes LG por uma
fenda simples é andlogo ao padrao de difracao da dupla fenda de Young usando feixes sem
MAOQ, devido a forma anelar do feixe LG na fenda simples.

Também foi verificado que a fase azimutal presente em tais feixes determinam a for-
macao de franjas de interferéncia. A posicao de méximos e minimos dos padroes de
interferéncia podem ser controlados pela mudanca da quantidade de MAO.

Deste modo, verificamos que os padroes de difragao obtidos no regime de Fourier
feitos por Ferreira e colaboradores [29] apresentaram uma diferenga entre os padroes de

difracao obtidos fora do regime de Fourier feitos por Ghai e colaboradores [19]. No regime
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de Fourier encontramos padroes tipicos da fenda dupla que sao formados mediante a
singularidade de fase no centro de tais feixes, que de certa forma atua como a drea de
bloqueio semelhante a drea da distancia da fenda dupla. E no segundo caso temos um
aparecimento de uma singularidade de fase no centro do padrao gerando assim uma quebra

no perfil de intensidade.

2.3 Conclusao

Apresentaremos resumidamente as conclusoes dos trabalhos com padroes de difragao
de Fraunhofer utilizando feixes possuindo MAO em diversos tipos de aberturas. Foram
estudados os padroes de difragao com feixes possuindo MAO nas fendas simples, dupla e
triangular para diferentes valores de cargas topoldgicas.

Inicialmente foi estudado o padrao de interferéncia da fenda dupla. Foi identificado
no padrao de difracao neste tipo de abertura uma interferéncia em razao da diferenca de
caminho em adicao & contribui¢ao de fase devido a estrutura da frente de onda, ocasio-
nando assim uma mudanca no padrao usual de fenda dupla. Esta interferéncia fornece
uma nova percepcao entre a estrutura da fase helicoidal do feixe e tem um potencial de
aplicacoes para medicoes do momento angular orbital, bem como a magnitude e o sinal
da carga topoldgica.

No entanto, quando um feixe com vértice 6tico passa através de uma fenda vertical
simples, foi verificado um padrao de difracao de tal maneira que o niicleo central do padrao
contém uma rachadura inclinada, onde essa inclinagao depende do sinal de [. E as franjas
proximas ao centro sofrem uma inclinagao de acordo com a inclinacao da rachadura que
é provocada pela singularidade de fase existente nesses feixes.

Foi apresentado a existéncia de uma mudanca na direcao de inclinagao devido a mu-
danca no sinal da carga topoldgica paral =1 el = —1. Assim, esta inclinacao das franjas

no padrao de difracao pode ser usado para obter o valor e o sinal da carga topolégica.
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Este método, no entanto, nao pode ser usado efetivamente para a medicao dos valores
inteiros grandes de carga topolégica.

Ja na fenda triangular foi observado no plano do campo distante uma rede truncada
triangular para cada valor de carga topolégica [, sendo esta rede feita de maximos de
intensidade, onde a quantidade desses méximos de intensidade sdo proporcionais a [. Até
o momento, esta técnica é a mais vidvel e eficiente para se obter o sinal e magnitude da
carga topoldgica de feixes com MAO.

Foi apresentado que o processo de analise do MAO neste tipo de abertura estd di-
retamente relacionado com os pontos externos da rede que forma o tridngulo. A carga
topoldgica total do feixe é dada por [l = N — 1, onde N é o niimero de pontos de qualquer
lado externo do triangulo.

Hickmann e colaboradores também verificaram que a mudanca do sinal da carga
topoldgica gera uma rotacao de 180° no padrao de difragao triangular, tornando assim,
este padrao na direcao oposta ao anterior, conforme o sinal da carga topoldgica atribuida.
Assim, o sinal da carga topolégica era determinado através da comparacgao destes padroes.

Logo em seguida vimos novamente o padrao de difracao da fenda simples com feixes
possuindo MAQO, mas agora no regime de Fourier. Este padrao de difracao é andlogo ao
padrao da fenda dupla de Young usando feixes sem MAO devido & forma anelar do feixe
LG na fenda simples. No entanto, também foi verificado que a fase azimutal presente em
tais feixes determinam a formacao e a simetria das franjas de interferéncia. A posicao de
maximos e minimos dos padroes de interferéncia podem ser controlados pela mudanca da
quantidade de MAO.

Deste modo, verificamos que os padroes de difracao obtidos no regime de Fourier
feitos por Ferreira e colaboradores [29] apresentaram uma diferenga entre os padroes de
difrac@o obtidos fora do regime de Fourier feitos por Ghai e colaboradores [19]. No regime

de Fourier encontramos padroes tipicos da fenda dupla que sao formados mediante a
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singularidade de fase no centro de tais feixes, que de certa forma atua como a drea de
bloqueio semelhante a drea da distancia da fenda dupla. E no segundo caso temos um
aparecimento de uma singularidade de fase no centro do padrao gerando assim uma quebra

no perfil de intensidade.
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3 Construindo uma Rede Quadrada com Momento Angular Orbital
da Luz

3.1 Introducao

Estudamos a difracao de Fraunhofer de feixes LG a partir de uma abertura quadrada.
Propomos uma solucao analitica para este padrao de difragao para diferentes valores de
cargas topoldgicas, como também o motivo do truncamento dos padroes de difracao com
feixes possuindo MAO.

E por fim, encontramos os fatores responsaveis pela formacao de uma rede 6tica trun-
cada quadrada de intensidade que é composta de um conjunto de picos de intensidade.

Para entender essa formacao destes padroes de difracao, fizemos uso da regra de Born.
Seguindo esta regra, analisamos os padroes de difracao da fenda quadrada de forma de-
composta em padroes que se originam a partir de cada fenda ortogonal e um par de fendas

paralelas.
3.2 Motivagao

No segundo capitulo dessa dissertagao vimos o estudo dos padroes de difracao com

feixes possuindo MAO em diversos tipos de aberturas juntamente com seus resultados

56



3.3 Construindo uma rede truncada quadrada com MAO 57

e conclusoes. Os padroes de difracao por fenda rentangular e quadrangular ji foram
pesquisadas [27], mas somente com feixes que nao possuem MAOQO, tais como feixes gaus-
sianos, conforme a Figura (3.1).

Como ainda nao existe registro de padrées de difracao com feixes possuindo MAO em
uma abertura do tipo quadrada, nos motivamos a pesquisar o padrao de difragao neste
tipo de abertura. Os resultados e conclusoes estao apresentados a partir da préxima secao

deste capitulo.

Figura 3.1: Difracao de Fraunhofer por uma abertura retangular [27]

Padrio
de difragio

Abertura

Fonte: (Saleh, 2007)
3.3 Construindo uma rede truncada quadrada com MAO

Determinamos o padrao da difracao de Fraunhofer no plano de Fourier por uma
abertura quadrada usando um feixe carregando MAQO. Se estamos interessados apenas

nas intensidades relativas a um plano fixo colocado na posi¢ao z = 0, a difracao do campo
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E4 seré representado pela Equagao (2.1):

Ed(kj_) = /_Oo T(I‘J_)EZ'(I'J_)GiikJ‘rJ‘dZ'

oo
onde, E; representa a distribuicao do campo distante obtida através da transformada de
Fourier do produto da fungao abertura 7(r ) pelo campo incidente F;(r ), onde 7(r,)
neste caso é uma abertura quadrada. Note que o vetor de onda transversal k; pode
ser associado com o sistema de coordenadas do campo distante representando o espaco
reciproco.

A integral apresentada na Equacao (2.1) é calculada numericamente usando feixes
Laguerre-Gauss de alta ordem com uma condicao inicial para o campo elétrico. Para
feixes Laguerre-Gauss com p = 0, temos o padrao de Fraunhofer para diferentes valores
de [ estendendo-se de 1 a 12 como mostramos na Figura (3.2). Esta figura mostra que a
rede de intensidade quadrada se forma com o crescimento de [. No entanto, a rede é bem
formada somente para valores pares de TC com [ = 2n onde n € Z. Para valores impares
de [, os méximos de intensidade nao sao bem definidos, e assim, nao hd uma formacao de
rede truncada quadrada. Isto pode ser visto que existe uma relagao entre o nimero de
méximos de intensidade laterais NV e da TC, ou seja, [ = 2N — 2 | que resulta em somente

para valores pares de [ [42].

Instituto de Fisica - UFAL



3.3 Construindo uma rede truncada quadrada com MAO 59

Figura 3.2: Padroes de difragao correspondentes a resultados numeéricos da
Equacao 2.1 [42].

Fonte: (Autor, 2011)

Para entender a formagao da rede de intensidades, nés analisamos o diagrama de fase
no plano de Fourier mostrado nas Figuras 3.3(a) e 3.3(b) para | = 5 e [ = 6, respec-
tivamente. Note que, somente na Figura 3.3(b) a fase tem uma distribui¢ao uniforme,
principalmente na regiao central. Saltos de fase, cujos padroes tem forma quadrada, sao
claramente observados na Figura 3.3(b).

Em contraste, algumas partes no centro da Figura 3.3(a) cujo valor [ é impar, a
distribuicao de fase é suficientemente suave, o que torna impossivel identificar claramente
os saltos de fase. Estes comportamentos sao igualmente observados em todos os diagramas
para diferentes valores de [, em corcondancia com a quantidade e paridade de MAO.
Como consequéncia, os padroes de intensidade mostrados na Figura (3.2) tem diferentes
comportamentos dependendo da paridade de [, onde uma rede de intensidade bem definida

é obtida somente para valores pares de [.
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Figura 3.3: Padrao da fase correspondente para o padrao de difragao para (a)
[l =5 e (b) | =6. O quadrado vermelho tracejado é usado somente para realgar
o centro do padrao [42].

—T

Fonte: (Autor, 2011)

3.3.1 Arranjo Experimental

A configuracao usada em nosso experimento ¢ descrita na Figura 3.4(a). Um laser
Nd:YAG laser operando em 532 nm iluminando um CHG - "computer generated holo-
grams"escrito com um modulador espacial de luz (Hamamatsu model X10468-01- spatial
light modulator (SLM) para produzir feixes Laguerre-Gauss de altas-ordens, e juntamente
com estes, fendas quadradas de tamanho proporcional que se adequam a cada feixe, con-

forme a Figura 3.4(b).
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Figura 3.4: (a) Arranjo experimental (b) Um feixe com MAO dentro de uma
abertura quadrada (topo) e o diagrama de fase para | = 3 (base) F' — density
neutral filter; f; — lens; SLM — spatial light modulador; SF — spatial filter [42].

(a) (®)
Nd:Yag

Laser
@532 nm

- | I

f = 0
f| | f] s }:
E -

Devido a cintura do feixe Laguerre-Gauss crescer com o aumento de [, nés usamos

Fonte: (Autor, 2011)

mascaras quadradas com lados que variam de 1,8 mm a 3,3 mm para diferentes feixes de
LG. Estas mdscaras podem ser sobrepor todo o holograma no SLM. O efeito é similar para
um feixe LG incidente numa abertura quadrada como é ilustrado na Figura 3.4(b)(topo).
Note que temos alinhar cuidadosamente o feixe no centro da abertura para evitar assimé-
trias nos padroes. Temos utilizado o holograma (tipo 1) para codificar a amplitude e a
fase sendo primeiro proposto por Kirk et all. [31].

A transformada de Fourier é executada através de uma lente de 50 e¢m de foco (f3) e
a imagem da difracdo da luz é coletada por uma lente de 20 c¢m de foco (f4) e a direciona

na camera (CCD) - Charge Coupled Device.
3.3.2 Resultados experimentais e discussoes

Os painéis apresentados na Figura (3.5) mostram os resultados experimentais dos

padroes de difracao por um feixe com MAQO por uma abertura quadrada para [ =
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0,1,2,3,4,5,6,7,8,11,12, -1, -2, -7, —8.

Observamos um padrao de uma rede 6tica bem formada somente para valores pares
[, confirmando a simulagao dos resultados. A mudanca do sinal de [ nao muda a forma
global do padrao por que este é invariante por uma rotacao de 7 rad. Naturalmente,

para [ = 0, temos usual padrao de difracao por uma abertura quadrada com o feixe sem

MAO [28].

Figura 3.5: Padroes de difracao correspondentes a resultados experimentais
para valores inteiros de cargas topolégicas [ [42].

I=-1

Fonte: (Autor, 2011)

3.3.3 Cadélculo da difracao de feixes com MAO pela abertura

quadrada

O padrao de difragao no plano de Fourier através de uma abertura qualquer é descrito
através da integral (2.1). Como vimos, esta integral foi resolvida numericamente para uma
abertura triangular [21] fazendo uso de algumas consideragoes apresentadas na se¢ao 2.2.3
do capitulo anterior. Consideracoes estas, que proporcionaram a resolucao aproximada

da Equacao (2.1) apresentada pela Equagao (2.3).
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Agora, propomos a resolugao da Equagao (2.1) de forma analitica, fazendo uso de algu-

mas aproximacoes e consideracoes. Tais consideragoes se baseiam nas regras da transfor-
mada de Fourier para feixes Laguerre-Gauss propostas por Ivan Maleev [30], juntamente
com a andlise feita através do gréfico de cada termo que compoe o feixe LG. Com a ajuda
da Figura (3.6) podemos chegar a algumas conclusoes satisfatérias.

O feixe usado foi o LG,

s ] () ) o ()

2
exp [—z‘kz - z’kﬂ;(z) —ilg+i(l+2p+ 1)§(z)] (3.1)
Para z = 0, podemos considerar que, A;,, e (1/W;)! sdo constantes que podem ser nor-
malizadas. Alguns termos da funcao exp |—ikz — ik#ﬁz) — il +i(l+2p+ l)g(z)] nao

existem em z = p = 0, restando somente o termo exp(—il¢). As fung¢oes dos polindmios
de Laguerre L=1,(2r? /W§), o termo guassiano exp(—r?/W) do feixe e 7! serdo analisados
dentro da fenda quadrada conforme o grifico na Figura (3.6).

Agora a Equagao do feixe U;, resume-se a seguinte forma,
Up(r, ¢,z =0) =r'e = E (3.2)

Observando o gréafico das fungoes embutidas no feixe LG podemos perceber que a
fungao gaussiana e os polindémios de Laguerre em p = 0 sao aproximadamente despreziveis,

pois exibem uma variacao insignificante em relacao a r!, conforme podemos observar pela

Figura (3.6).
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Figura 3.6: Analise das fungoes: (a) linear, (b) Polindmios de Laguerre e (c)
Gaussiana pertencentes ao feixe LG.

(mfr=r""
(o) (r) = L7 W)
(C).f(l) exp(-r* /W})

Fonte: (Autor, 2011)

Agora o feixe com MAO tem a forma E; = r'e’® podendo esta ser ainda escrita como
rle® = (x +iy)!, onde (r, ¢) sdo coordenadas polares que sdo medidas com respeito ao
centro do feixe.

Assim, o padrao da difracao de Fraunhofer por uma abertura quadrada com feixes
possuindo MAO no plano de Fourier, que é representado através da Equagao (2.1), pode

ser escrito da forma,

E = /a /a (2 4 iy)le” W= tvvy) dody (3.3)
onde [ é a carga topoldgica e representa ordem [ - enésima do campo F; que transporta
MAO.

Para resolver a integral na Equagao (3.3) usaremos a técnica proposta por Mallev [30]

que usa a seguinte relacao,

. 1 o a\"
A\ —i2n(Veztryy) . . —i2m (Vo x+ryy)
(x +1iy)e = @ (Zaum 8uy) e (3.4)

onde o médulo da carga topoldgica é utilizado para corroborar que [ deve ser positivo no

expoente do termo da derivada na respectiva Equacao (3.4), tornando-se entao,

1
1 N 77, T\ Vg X1V
Ei(ve,vy) = (2m)l ( v, > / /_a et t) dady (3.5)
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Esta integral torna-se facil de resolver, pois a integral tem a seguinte forma

1
/ eFdk = —e* (3.6)

a

Assim, resolvendo a integral da Equagao (3.5) temos,

U it gpgy — [T [T
el —12TV, | _, | —127vy |,

_ sin(27v,a) sin(27v,a) (37)

MV, Ty

E substituindo o resultado da integral na Equacao (3.5) temos a forma geral do campo

E; tendo a seguinte forma,

Eva) — 1 <a ay>'” (sin(QWan)sin(Qﬂyya)) (38)

7 —
Qo) \ v, v Ty wz

onde esta pode ser resolvida simplesmente derivando-a para cada valor correspondente-
mente escolhido para /.
Iniciamos este processo de verificagao resolvendo a Equagao (3.8) para o valorde [ =1

tornando-se da forma,

E1<V3;, Vy) -

isin(2nvya) (27?an cos(2mv a) — sin(27rl/xa)> N

2 2
22y, TS

(3.9)

_ sin(27v,a) <27rauy cos(2mvya) — sin(27r1/ya)>

2 2
2méy, 2

Em seguida, calculamos novamente a Equagao (3.8), mas agora para [ = 2, onde obtemos

iniciamente o campo Fy como sendo,

Ea(va, ) = 1 ( 0? i0? i0? 82) (sin(27wxa) sin(27r1/ya)>

— - +
(2m)2 \ o2  Ov, v, Ov,0v, Ov2 Ty Ty

(3.10)
onde derivando o campo FEs termo a termo separadamente a fim de facilitar a visualizacao

da equagao, temos os seguintes termos, como seguem, iniciando por

02 <sin(27rl/xa) sin(?wuya)>

o2
ov? Vg TV,
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_ sin(2rvya) [4mwa® sin(2rv,a) n 4a cos(2mvya) B 2sin(27v,a)
v, Vg V2 T3

. , . . - .02 -02
Como o termo do meio é uma derivada cruzada, conferimos que a equacao 72— — —2 =
’ vz vy OvyOvy

2 2

2i02 9 _
OvaOvy ~ Ovylv,

- Ovy0vy

é vélida, pois as derivadas sao continuas e tem a relacao como

satisfeita. Assim, temos que para o termo do meio serd,

240 (sin(27v.a) sin(2rvya)
ov,0v, -

TV, Ty

Y |:26LCOS(27TVICL) sin(27w$a)] |:2(LCOS(27TVyCL) sin(27wya)}
— 9 _

2 2
Vs T2 vy ez
E por fim, a resolugao do terceiro termo desta equagao é analéga a primeira, sendo da

forma

0? <sin(27rl/xa) sin(?wuw)) B

2
o TV, Ty

V2 T3

TVg y Yy y

_ sin(27v,a) { 4ra®sin(2mvya)  4acos(2rvya) 2Sin(27wya)]
v

Finalmente, a Equacao (3.10) que representa o campo E, que passa por uma abertura

quadrada de lado a tem a forma analitica como sendo,

1 sin(2 dma® sin(2mv,a) | 4a cos(2 2sin(27v,
Ey(va, 1) = sin(27vya) l ma® sin(27mv,a) acos(2mvya) B sin(27v a)}

(2m)?2 wy, Vy V2 vl

_(271T o [2& cos(2mv,a) sin(27ruxa)1 {2@ cos(2mvya) sin(27ruya)1

Vg Z Uy ez

- — (3.11)

Y Y )

1 sin(27v,a) l47ra2 sin(27v,a) N 4a cos(2mvya) QSin(Zﬁyya)]
v

(2m)?  w,
As intensidades dos campos F; e E5 foram calculadas de forma analitica e numérica para
feixes com MAO. Os resultados dessas intensidades sao comparados através dos padroes

apresentados na Figura (3.7) abaixo para valores de cargas topoldgicas | = 1, 2.

Instituto de Fisica - UFAL



3.3.3 Calculo da difragao de feixes com MAO pela abertura quadrada
67

Figura 3.7: Padroes de difragao de Fraunhofer com feixe por uma abertura
quadrada para [ = 1 e 2, resolvidos analitica e numericamente.

Resolvida analiticamente

Simulacdo-ntimerica

Fonte: (Autor, 2011)

Acreditamos que a resolugao das Equagoes (3.9) e (3.11) ndo seja suficiente para con-
firmarmos a forma generalizada da Equagao (3.8) que descreve o campo E; como res-
olugao analitica da difracao de Fraunhofer com feixes possuindoMAQO por uma abertura
quadrada. Por este motivo, resolvemos analiticamente a Equacao (3.8) para diversos val-
ores de [, os quais nao sao estao expostos aqui em virtude de sua extensa quantidade de
contas desnecessdrias a esta leitura. Deste modo, apresentaremos somente os padroes de

difracao dos resultados entre as formas analitica e numéricas, como seguem a partir das

Figuras (3.8) e (3.9) abaixo.
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Figura 3.8: Padroes de difragao de Fraunhofer com feixe por uma abertura

quadrada para | = 3 e 4, resolvidos analitica e numericamente.

Resolvida analiticamente Simulagdo numerica

=3 I=3
o9
Ped
Qa0

=4 I=4

Figura 3.9: Padroes de difragao de Fraunhofer com feixe por uma abertura
quadrada para [ = 8 e 11, resolvidos analitica e numericamente.

Fonte: (Autor, 2011)

Simulagdo nimerica

Resolvida analiticamente

v
-
.
*
.
-

Fonte: (Autor, 2011)

Ao comparar as intensidades das resolucoes analiticas e numéricas através das figuras

Instituto de Fisica - UFAL



3.3.4 Por que os padroes sao truncados? 69

acima, encontramos uma semelhanca notoria entre os padroes de difracao obtidos. Assim,
acreditamos que a resolugao analitica da Equacao (3.8) descreve a difracao destes padroes
de intensidades. As intensidades do campo FE; resolvidos analiticamente sao andlogas as
intensidades do campos que descrevem a difragao de Fraunhofer com feixes possuindo
MAO por uma abertura quadrada resolvida de forma numeérica, conforme observamos
através das figuras acima. Deste modo, apresentamos a resolucao da integral (3.5) como
a forma generalizada do campo E; através da Equac@o (3.8) para valores diferentes de

cargas topoldgicas.
3.3.4 Por que os padroes sao truncados?

O truncamento dos padroes de difragao em aberturas triangulares e quadradas com
feixes possuindo MAO ¢é um aspecto interessante a ser investigado. Podemos utilizar a
Equagéao (3.8) que descreve o campo F; para feixes com MAO em aberturas quadradas
para fazer tal anédlise.

A anslise da formagao da rede truncada quadrada sera feita através de andlise dos
padrdes de intensidade dos campos F; e Ey dados pelas Equagoes (3.9) e (3.11). Comegare-
mos nossa andlise pelo campo E; paral = 1 que é descrito pela Equacao (3.9). Este campo
complexo possue partes real e imagindria que sao descritas por um conjunto de quatro
funcoes com dependéncia em v, e v, conforme a representacao analitica da Equagao (3.9).
As funcoes deste campo serao apresentadas a partir de agora por uma notacao simplifi-
cada dadas a partir da Equagao (3.13) até (3.16) com o intuito de simplificar os resultados

e facilitar nosso entendimento. Assim, o campo F; tem a seguinte forma,

Er(ve,vy) = ifi(vy) fo(va) + fi(ve) fa(vy) (3.12)
onde as funcoes
fulyy) = 220) 3,13
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2rav, cos(2mva) — sin(27va)

fo(vz) = 2 (3.14)
filve) = —W (3.15)

2mav, cos(2mv,a) — sin(2mvya)

falvy) = (3.16)

2

v

representam as partes real e imagindria do campo F;. Deste modo, a intensidade total
, 2 .

do campo Eé representada por I1 = |E;|” = E; x E obtendo a seguinte forma em nossa

nomenclatura
I = fi(vy)* fa(ve)? + fr(va)? fa(vy)? (3.17)

onde estes quatro termos da Equagao (3.17) descrevem a intensidade total do campo Fj.

Com a finalidade de encontrar o motivo do truncamento dos padrées, calculamos
separadamente as fungoes acima recompondo o padrao /; conforme indicado na Equacgao
(3.17). Assim, chegamos aos seguintes resultados.

A fungdo fi(v,)? significa somente uma parte do primeiro termo da fungao intensidade
descrito pela Equacao (3.17). A segunda parte deste termo ¢ fo(v,)? que possui duas
fungdes distintas em v,, conforme a Equacao (3.14). Esta fungao difere em relacao a
primeira, pois possui duas formas funcionais em v,, ao invés de somente uma em v,,
como mostra a Figura 3.10(b).

O produto das fungdes fi(v,)? f1(v,)? reflete uma parte da intensidade real obtida pelo
primeiro termo da Equacao (3.17). Podemos conferir isto através da Figura 3.10(c).

Também podemos ver que o truncamento na formacao deste padrao dé-se através
do produto dessas duas fungoes fi(vy)?f1(v;)?. Este produto causa uma eliminagao das
fungdes além deste produto, conforme a Figura 3.10(c). Concluimos que este padrao

representa a metade do padrao total da intensidade do campo E;.
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Figura 3.10: Padroes das funcgoes f1 (Vy)2 e fl(l/x)z feitos separadamente e o pro-
duto entre eles.

(a) (b) (c)

£,) L) UM g

Fonte: (Autor, 2011)

Dando continuidade a anédlise das fun¢oes do campo FE; prosseguimos para o segundo
termo da Equagao (3.17). O préximo termo a ser analisado separadamente & fi(v,)%.
Este padrao possui somente uma variagdo em v,, conforme mostra a Figura 3.11(a). A
fungao fo(v,)? possui duas variagoes em v, descritas através da Equacdo (3.16) e que
consequentemente, torna um padrao diferente do padrao obtido anteriormente, conforme
mostra a Figura 3.11(b). E por fim, a fungao obtida pelo produto destas duas fungoes
gera um padrdo que representa o segundo termo da Equacao (3.17). A Figura 3.11(c)
mostra este padrao obtido através do produto entre os quadrados das Equagoes (3.15) e
(3.16).

Percebemos que os padroes do segundo termo da Equagao (3.17) seguem a mesma
interpretacao dos padroes das fungoes para o primeiro termo da mesma equacao, em que
ambos os casos as fungoes descrevem aspectos semelhantes. Estes diferem entre si no
que tange as variagoes em v, por v, que ocorrem de maneira contrdria, gerando assim,
padrdes andlogos mas com uma diferenca notavel observada através das Figuras (3.10) e
(3.11). Percebemos que os padroes destas fungds sdo idénticamente perpendiculares entre

si, e juntos formam o padrao de intensidade total obtido através da Equagao (3.17) que é
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representando através da Figura (3.12).

Figura 3.11: Padroes das fungoes f1 (Vx)2 e fz(yy)2 feitos separadamente e o pro-
duto entre eles.

(a) (b) (c)

v L) L) H(v,)

Fonte: (Autor, 2011)

Portanto, com esta andlise podemos realmente conferir os padroes obtidos para cada
termo em questao. Verificamos que o primeiro padrao obtido através do termo da Equagao
(3.17) estd representado pela Figura 3.10(c) e que o segundo termo desta equacao é rep-
resentado conforme a Figura 3.11 (¢). Assim, confirmamos a definigdo da Equagao (3.17)
através da soma destes dois padroes perpendiculares entre si, representa o padrao de
intensidade total do campo FE; representado pela Figura (3.12) abaixo. Este resultado
analitico também j& foi comparado com o resultado nimerico para este mesmo campo F1,

conforme a Figura (3.7).
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Figura 3.12: Padrao de intensidade /] resolvido analiticamente.

-

‘[1 o f]‘(]’;} )lfl(]’"x): = f‘](l"’.\-)lf‘l (V_\ )-

Fonte: (Autor, 2011)

Vamos agora calcular o padrao de intensidade do campo para [ = 2 onde o campo
E, é representado através da Equagao (3.11). A anélise deste campo serd feita de forma
andloga a anterior, onde analisaremos os padroes de cada funcao separadamente. Assim,
para tal fim, tivemos que calcular analiticamente os padroes das funcoes termo a termo
a fim de confirmar nossa hipétese sobre a andlise do campo E;. Também fizemos uso de
uma notac¢ao para simplificar os termos do campo FE, pois estes sao maiores em nimero e

em tamanho em relacdo a E;, assim representaremos a Equagao (3.11) da seguinte forma,

Eo(vg,vy) = fi(vy) fs(Va) = 2ifo(va) f2(vy) — fr(va) f3(vy) (3.18)

onde os termos em questao sao descritos por,

filvy) = —Smfz%“) (3.19)
filvs) = W (3.20)
falva) = 2a cos(2mvza)  sin(27vga) (3.21)

Vg T2
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2a cos(2mvya)  sin(2nvya)

— 3.22
Fa(vy) ” " (3-22)
Ara®sin(2rv,a)  4dacos(2mv.a)  2sin(27v.a
fa(ve) = ( )4 (2 ) _ Zsin( - ) (3.23)
Vg V2 v
4Ama? sin(2nv,a 4a cos(2mv,a 2sin(27v,a
f3(Vy) — ( Y )+ (2 Yy )_ ( 5 Y ) (3‘24)
Vy v, (%

Deste modo, a intensidade do campo E5 com a notacao acima terd a seguinte forma
L =Bl = fi(ry)* fa(ve)® — 2f1(vy) fs(va) f1(Va) fa(vy)

H1(Va) f5(vy)* + 4 f2(v0)? fa(vy) (3.25)

A funcao intensidade do campo FEs possui quatro termos que, juntos representam a
intensidade do padrao de intensidade [;. Analisaremos os padroes de cada funcao de
forma andloga a anterior, sendo feita de padrao a padrao, e logo em seguida com a soma
dos padroes para confirmacao do padrao total.

O primeiro termo da fungao intensidade do campo E> é composto do produto dos
quadrados de duas fungoes, a saber, fi(v,)? f3(v.)?. Nos gréficos do campo FE; nao
utilizamos a indicagao do grau de intensidade do campo através da fungao barra de valores,
mas a partir de agora utilizaremos desta ferrramenta para analisarmos o valor real de cada
intensidade do padrao.

Iniciaremos esta andlise com o padrdo de quantidade da funcdo fi(v,) ilustrado na
Figura 3.13(a). Este padrao é similar aos padroes obtidos anteriormente, pois trata-se de
uma funcao descrita pela Equagao (3.19). A funcao f3(v,) é exibida através da Equacgao
(3.23) cujo padrao é descrito pela Figura 3.13(b). Podemos ver através da barra de valores
que estes dois padroes diferem bastante em valor entre seus padroes. Esta diferenca no
valor da quantidade é percebida através da Equacao (3.23) que exibe termos multiplicados
a fungoes desta equagao. O produto de f1(v,)? com f3(v,)? gera um padrao descrito pela

Figura 3.13(c) que representa o primeiro termo da intensidade total do campo Es,. E de
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forma andloga ao campo FEj, encontramos uma forma de truncamento no padrao devido

ao produto destas duas funcoes acima citadas.

Figura 3.13: Padroes das fungoes f1(vy) e f3(vz) feitos separadamente e o produto

(b) (c)
H4 I F700 - N 2800
k&l |
| 0 _
io i 0 0

L) £ ) L) L)

entre eles.

(a)

Fonte: (Autor, 2011)

O segundo termo da Equagao (3.25) que é representado pelo produto das fungoes
descritas pelas Equagoes (3.19), (3.20), (3.23) e (3.24) indicam a segunda parte da in-
tensidade total do campo FE,. O primeiro padrao a ser analisado refere-se ao termo
—2f1(vy) fs(vz) que tem a seguinte Figura 3.14(a) como padrao. A partir de agora
podemos observar através da barra de valores que alguns padroes em diante exibem um
valor negativo.

Ja o segundo produto indicado por fi(v,)fs(v,) representa o préximo padrao a
ser analisado, conforme mostra a Figura 3.14(b). Nao hd nada de novidade neste padréo,
pois ele permeia entre os modelos anteriores. Seguindo nossa linha de andllise, o préximo
padrao é apresentado através da Figura 3.14(c) que foi obtido através do produto entre
as fungoes anteriores. Este padrao ostenta um valor negativo bastante acentuado, como
revela a barra de valores. Veremos futuramente que o aparecimento deste padrao resulta
consideralvemente no truncamento do padrao, pois este valor serd superposto com outros

padroes no mesmo ponto.

Instituto de Fisica - UFAL



3.3.4 Por que os padroes sao truncados? 76

Figura 3.14: Padroes das fungoes —2f1(vy)f3(vz) e f1(vz)f3(vy) feitos separada-
mente e o produto entre eles.

(a) (b)
20 , : :
: ’ 5 i .E
— -100 ] 5500
-2£,(v,)fi(v,) AUSIAUN) R AUSTACSTAUSTALS

Fonte: (Autor, 2011)

O terceiro termo da Equacao (3.25) que é representado através do produto das fungoes
J1(v2)? f3(vy)? serd o préximo padrdo a ser analisado. Prosseguimos nossa andlise com

2 mostrado através da Figura 3.15(a). Este padrao contem

o padrao da fungao fi(v,)
caracteristicas similares aos padroes obtidos anteriormente, pois trata-se de uma func¢ao
descrita pela Equacao (3.20). A Equacdo (3.24) exibe a funcao f3;(v,) cujo padrao ha
3 formas funcionais em v, seguidas de termos multiplicativos conforme é descrito pela
Figura 3.15(b).

Por este motivo, a barra de valores deste padrao descreve um valor consideralvemente
superior em relagdo ao padrao da fungao fi(v,). O préximo padrao serd o produto
de fi(vy)? com f3(v,)* gerando um padrao descrito pela Figura 3.15(c). Este padrao
representa o terceiro termo da intensidade total do campo FEs, e que de forma andloga ao

padrao de intensidade da Figura 3.13(c) também aborda uma forma de truncamento no

padrao devido ao produto destas duas funcoes acima citadas.
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Figura 3.15: Padroes das funcgoes f1 (Vm)z e f3(uy)2 feitos separadamente e o pro-
duto entre eles.

d)

fiv,) LW fi(v,)

Fonte: (Autor, 2011)

O quarto e ultimo padrao parcial do campo E5 é composto do produto das fungoes
4f2(ve)? f2(vy)®. A primeira parte deste padrao a ser analisado é referente ao termo
4f2(v,)? que ¢ ilustrado através da Figura 3.16(a). Conferimos neste padrao a existéncia
de duas formas funcionais em v, que corroboram com a Equacao (3.21). O segundo
padrao da fungdo f»(v,)? possue duas formas funcionais em v, que sao indicadas através
da Figura 3.16(b) que também confirmam a veracidade da Equacgao (3.22). E por fim,
o ultimo padrdo que é descrito pelo produto entre as fungoes 4 f>(v;)? fa(v,)? tem como
representagdo a Figura 3.16(c).

Nao é de admirar que nesta figura também observarfamos um truncamento do padrao
através do produto dessas funcoes, e que de forma andloga aos padroes de intensidade

estudados anteriormente, este também sofreria uma forma de truncamento no padrao.
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Figura 3.16: Padroes das fungoes 4f2(yx)2 e jQ(Vy)z feitos separadamente e o
produto entre eles.

(a) (b) (c)

!120 l30
l.

4f,(v.) ) 4f,(v,) f(v,)

3500

IO

0

[

Fonte: (Autor, 2011)

Percebemos que este padrao de intensidade é o principal responsavel pela formacao
da rede truncada quadrada. Isto pode ser analisado através da soma entre os padroes
descritos pelas Figuras 3.13(c) e 3.15(c) que juntos somam um valor que ¢ adicionado ao
valor do padrao apresentado pela Figura 3.14(c), valor este que é nulo. A comprovacao
da soma destes padroes é feita pela propria Equagao (3.25) que descreve a intensidade do
campo Fbs.

Conclusivamente, vamos apresentar o padrao de intensidade do campo F, através
do célculo analitico que é representado pela Equagao (3.25). A Figura (3.18) apresenta
a soma de todos os padroes parciais ja anteriormente calculados dos quais estao todos
superpostos na mesma figura em questao.

Ao comparar as Figuras 3.16(c) e (3.18) percebemos uma pequena diferencga entre estes
padroes de intensidade. O padrao da Figura 3.16(c) apresenta um formato exclusivamente
redondo dos picos de intensidades do padrao, diferindo entao do padrao de intensidade
total I exibido pela Figura (3.18). Por isso calculamos a soma dos trés primeiros termos
da Equagao (3.25) que causam essa diferenca entre os padroes. Diferenca essa feita com

a soma dos trés primeiros padrdes obtidos através das Figuras 3.13(c), 3.14(c) e 3.15(c),
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obtendo a seguinte Figura (3.17) como resposta.

Figura 3.17: Padrao das funcoes obtido através da soma dos trés primeiros
padroes parciais da intensidade 2.

1000

"4
0.9

Fonte: (Autor, 2011)

Assim, podemos ver através que este padrao de intensidade adicionado ao padrao de
intensidade da Figura 3.16(c) gera o padrao total do campo FE,. Este padrao de intensi-
dade total I5 estd na Figura (3.18) abordando a soma de todos os padroes de intensidade
parciais calculados anteriormente. O resultado analitico deste padrao corrobora o resul-
tado numérico do padrao de intensidade. Comparacao esta que ja foi apresentada na

Figura (3.7).
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Figura 3.18: Padrao de intensidade /2 resolvido analiticamente.

3500

oQ

Qo

0
L=fw) ) -2/ LAV f,)
AW L) +4L0) L,

Fonte: (Autor, 2011)

Outra forma de explicar o truncamento dos padroes é feita através da anédlise do padrao
de intensidade. Esta se baseia na decomposicao da abertura quadrada em quatro fendas
simples, que consequentemente, fornecerd padroes similares encontrados na referéncia [29].

Isto serd apresentado na préxima secao.
3.3.5 Decomposicao dos padroes de intensidade

Os resultados experimentais mostrados na Figura (3.5) podem ser obtidos a partir da
soma das contribuicoes de fendas simples e duplas, um resultado em que, na ética quantica
¢ conhecida como a regra de Born [32]. Nés associamos como uma fenda cada canto do
quadrado. Note que ambos; cantos e fendas laterais do quadrado tem configuragoes muito
similares nos padroes de difragdo. A Figura (3.19) mostra estes padroes de difragdo para

todas as combinacoes com [ = 2,3,4,5 e 6.
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O padrao total Pspcp € obtido através da soma dos seguintes padrdes [32]:
Pypcp = Pap + Pac + Pap + Ppc + Ppp — 2Py — 2Pp — 2P — 2Pp (3.26)

onde A, B,C e D representam cada fenda do quadrado e P; e P, para ¢,j = A, B,C, D
representam os padroes devido cada fenda ortogonal e cada par de fendas paralelas, re-
spectivamente. Os padroes P; associados com a fenda simples, mostram que quando [
aumenta, o nimero de franjas também aumenta e todos os padroes sao alterados [29].
No entanto, os padroes P;; dos pares de fenda exibem diferentes comportamentos.
Para a configuragao das fendas ortogonais podemos ver que os padroes constam de picos
de intensidade e onde o nimero destes picos aumenta com o aumento do valor de [. Em
contraste, para a configuracao de fendas paralelas podemos ver que existem dois tipos
de padroes, um para valores pares de [ e outro padrao para valores fmpares de [. Esta
observagao indica que os padroes Pac € Pgp obedecem a uma importante regra no processo

de formacao da rede 6tica de intensidades que sao dependentes da paridade de [.

Figura 3.19: Padroes de difracao produzidos por combinagoes de fendas. Cada
combinagao de fenda é mostrada no topo de cada padrao [32]

Fonte: (Autor, 2011)
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Na Figura (3.20) superpomos os padrdes de intensidade Pac e Pgp paral =>5el = 6.
No primeiro caso, observamos que os picos de intensidade nao se combinam. No entanto,
para [ = 6 os picos no centro de cada padrao coincidem. Este padrao produz uma rede
Otica de intensidade para valores de | quando todas as contribuicoes de todos os padroes
sao levados em conta.

Note que para os casos em que o padroes de intensidade Psc e Pgp se combinam no
centro, a fase correspondente da rede quadrada 6tica de intensidade é similar & mostrada
na Figura 3.3(b).

Outro argumento que consiste na explicacao do truncamento dos padroes estd na
andlise dos padrdes de intensidade. Se fizermos uso da regra de Born [32], através do
uso da Equagdo (3.26) que descreve o padrao de intensidade, veremos que o padrao de
intensidade total é composto de varios padroes de intensidades de fendas simples e fendas

ortogonais, gerando assim o padrao usual de difracao.

Figura 3.20: Padroes de intensidade superpostos das combinagoes das fendas
laterais PAC' e PBD paral =5 el =6 [42].

10°

0

Fonte: (Autor, 2011)

Finalmente analisamos a evolucao do padrao para o perfil azimutal r'e’® para CT

fraciondrias. Este fato deu-se através de acréscimos fracionais de [ de 0,1 adicionados a
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cada padrao de intensidade. Um feixe com perfil azimutal tem uma boa aproximacao
com um feixe LG pois ambos possuem o mesmo comportamento na fenda quadrada. Os
painéis mostrados na Figura (3.21) refletem os resultados de tais simulagoes de padroes
de carga topoldgica fraciondria. Estes padroes deixam evidentes que existe uma transi¢ao
continua entre as duas redes 6ticas que correspondem a dois valores inteiros consecutivos

de [, e nao existe nenhuma rede intermedidria entre eles para qualquer CT fracionéria.

Figura 3.21: Padrao de difragao correspondente a resultados experimentais para
cargas topolégicas fraciondrias [42].

[=2,2 )
~N
\o

[\J

Lok
LW

[=3,0

=38 [=3,9 [=4,0

Fonte: (Autor, 2011)

3.4 Conclusoes

Estudamos a difracao de Fraunhofer de feixes LG a partir de uma abertura quadrada.
Propomos uma solugao analitica para este padrao de difracao em diferentes valores de
cargas topoldgicas. Comparamos os resultados analiticos e numéricos com o intuito de
ratificar veracidade da solucao analitica para estes tipos de padroes. Ao comparar estes

padroes notamos uma semelhanca notéria entre os padroes obtidos analitica e numerica-
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mente, o que nos leva a concluir que essa solucao analitica é satisfeita para descrever os
padroes de feixes possuindo MAO por uma abertura quadrada.

Encontramos o motivo do truncamento dos padroes de difracao com feixes possuindo
MAO. Esta analise foi feita através da comparacao dos padroes de intensidade obtidos
analiticamente.

Concluimos que o truncamento dos padroes deve-se principalmente a dois fatores. O
primeiro deles é comprovacao do truncamento através do produto entre as fungoes que
descrevem o padrao. O outro motivo foi percebido através da nossa andlise ao comparar
os valores de intensidade e concluir que eles se cancelam mutuamente. Ainda utilizamos
a decomposicao dos padroes de intensidade para explicar este assunto.

Com relacao & formacao da rede truncada quadrada, observamos que para valores
pares de cargas topoldgicas existe uma formacao de uma rede 6tica truncada quadrada
de intensidade que é composta de um conjunto de picos de intensidade rotacionalmente
simétricos. Por outro lado, o padrao resultante nao é bem definido para valores ifmpares de
carga topolégica. Para entender essa formacao de padrao de difracao, nos concentramos
separadamente nas fendas ortogonais e laterais da abertura quadrada, e nao na abertura
quadrada.

Como a interferéncia vem aos pares, seguindo a regra de Born de que os padroes de
difragao da fenda quadrada sao decompostos em padroes que se originam a partir de cada
fenda ortogonal e um par de fendas laterais. Descobrimos que os padroes que resultam
de configuracoes das fendas paralelas é que sao responsédveispor dois diferentes tipos de
padroes: um para fmpar e outro para valor par de carga topolégica.

Em contraste com o caso de valores fmpares da carga topolégica, para valores pares de
carga topolégica existe uma boa correspondéncia entre a intensidade méxima no centro do
padrao. Isso se reflete na formagao de uma rede 6tica truncada quadrada de intensidade.

Finalmente, usamos argumentos intuitivos na observacao da existéncia de uma tran-
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sicao continua entre as duas redes éticas que correspondem a dois valores consecutivos de

valores de [, e nao existe nenhuma rede intermedidria entre eles.
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4 Conclusao geral

Iniciamos nosso estudo abordando o momento angular da orbital. Mostramos que um
feixe de luz que possui MAO tem uma fase azimutal da forma exp(il¢),onde esta fase é
responsavel pela frente de onda helicoidal para [ # 0. O indice azimutal ou carga topoldg-
ica do feixe é representado por [. Comprovamos através da secao 1.2 dessa dissertagao
que o0 MAO estd associado a fase azimutal do feixe.

Em seguida apresentamos os feixes Laguerre-Gauss juntamente os graficos da fase e o
perfil de fase desses feixes para a comprovacao da existéncia da singularidade de fase nos
feixes com MAQO em diferentes valores de [.

Prosseguimos este capitulo abordando a 6tica de Fourier que trata da teoria de difracao,
transformada de Fourier, a teoria de difracao no limite de Fraunhofer. E por fim apresen-
tamos uma breve sintese sobre holografia com o intuito de mostrar como ¢é feito o registro
e a reconstrucao de ondas dticas.

No segundo capitulo apresentamos resumidamente as conclusoes dos trabalhos com
padroes de difracao de Fraunhofer utilizando feixes possuindo MAO em diversos tipos de
aberturas. Foram estudados os padroes de difracao com feixes possuindo MAO nas fendas
simples, dupla e triangular para diferentes valores de cargas topolégicas.

Inicialmente foi estudado o padrao de interferéncia da fenda dupla. Foi identificado no

padrao de difracao neste tipo de abertura uma interferéncia em razao da diferenca de cam-

86



4. Conclusao geral 87

inho em adigao a contribuicao de fase devido a estrutura da frente de onda, ocasionando
assim uma mudanca no padrao usual de fenda dupla.

No entanto, quando um feixe com vdrtice 6tico passa através de uma fenda vertical
simples, foi verificado um padrao de difracao de tal maneira que o niicleo central do padrao
contém uma rachadura inclinada, onde essa inclinagao depende do sinal de [. E as franjas
proximas ao centro sofrem uma inclinagao de acordo com a inclinacao da rachadura que
¢é provocada pela singularidade de fase existente nesses feixes.

Foi apresentado a existéncia de uma mudanga na direcao de inclinacao devido a mu-
danca no sinal da carga topoldgica paral = 1 el = —1. Assim, esta inclinacao das franjas
no padrao de difracao pode ser usado para obter o valor e o sinal da carga topolégica.
Este método, no entanto, nao pode ser usado efetivamente para a medi¢ao dos valores
inteiros grandes de carga topolégica.

J& na fenda triangular foi observado no plano do campo distante uma rede truncada
triangular para cada valor de carga topoldgica [, sendo esta rede feita de méaximos de
intensidade, onde a quantidade desses méximos de intensidade sao proporcionais a [. Até
o momento, esta técnica é a mais vidvel e eficiente para se obter o sinal e magnitude da
carga topoldgica de feixes com MAO.

Foi apresentado que o processo de andlise do MAO neste tipo de abertura estd di-
retamente relacionado com os pontos externos da rede que forma o tridngulo. A carga
topoldgica total do feixe é dada por [ = N — 1, onde N é o niimero de pontos de qualquer
lado externo do tridngulo.

Hickmann e colaboradores também verificaram que a mudanca do sinal da carga
topoldgica gera uma rotacao de 180° no padrao de difragao triangular, tornando assim,
este padrao na direcao oposta ao anterior, conforme o sinal da carga topolégica atribuida.
Assim, o sinal da carga topolégica era determinado através da comparacgao destes padroes.

Logo em seguida vimos novamente o padrao de difracao da fenda simples com feixes
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possuindo MAQO, mas agora no regime de Fourier. Este padrao de difracao é andlogo ao
padrao da fenda dupla de Young usando feixes sem MAO devido & forma anelar do feixe
LG na fenda simples. No entanto, também foi verificado que a fase azimutal presente em
tais feixes determinam a formacao e a simetria das franjas de interferéncia. A posigao de
méximos e minimos dos padroes de interferéncia podem ser controlados pela mudanga da
quantidade de MAO.

Deste modo, verificamos que os padroes de difragao obtidos no regime de Fourier
feitos por Ferreira e colaboradores [29] apresentaram uma diferenga entre os padroes de
difracao obtidos fora do regime de Fourier feitos por Ghai e colaboradores [19]. No regime
de Fourier encontramos padroes tipicos da fenda dupla que sao formados mediante a
singularidade de fase no centro de tais feixes, que de certa forma atua como a drea de
bloqueio semelhante a drea da distancia da fenda dupla. E no segundo caso temos um
aparecimento de uma singularidade de fase no centro do padrao gerando assim uma quebra
no perfil de intensidade.

Ja no terceiro capitulo, estudamos a difracao de Fraunhofer de feixes LG a partir de
uma abertura quadrada.

Propomos uma solucao analitica para este padrao de difragao em diferentes valores de
cargas topolégicas. Comparamos os resultados analiticos e numéricos da solucao analitica
para estes tipos de padroes. Comparamos os padroes e notamos uma semelhanca notéria
entre os resultados dos padroes obtidos analitica e numericamente, o que nos leva a con-
cluir que essa solucao analitica é apta para descrever os padroes de feixes possuindo MAO
por uma abertura quadrada.

Encontramos o motivo do truncamento dos padroes de difragao com feixes possuindo
MAO. Esta anélise foi feita através da visualizacao e comparagao dos padroes de intensi-
dade obtidos analiticamente.

Concluimos que o truncamento dos padroes devem-se principalmente a dois fatores.
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O primeiro deles é comprovacao do truncamento através do produto entre as fungoes que
descrevem o padrao. O outro motivo foi percebido através da nossa andlise ao comparar
os valores de intensidade e concluir que eles se cancelam mutuamente.

Em relacao a formacao da rede truncada quadrada, observamos que para valores pares
de cargas topolégicas existe uma formacao de uma rede 6tica truncada quadrada de inten-
sidade que é composta de um conjunto de picos de intensidade rotacionalmente simétricos.
Por outro lado, nao formagao de rede bem definida para valores impares de carga topolég-
ica. Para entender essa formacao de padrao de difragao, nos concentramos separadamente
nas fendas ortogonais e laterais da abertura quadrada, e nao na abertura quadrada.

Como a interferéncia vem aos pares, seguindo a regra de Born, que os padroes de
difragao da fenda quadrada sao decompostos em padroes que se originam a partir de cada
fenda ortogonal e um par de fendas laterais. Descobrimos que os padroes que resultam
de configuracoes das fendas paralelas é que sao responsédveispor dois diferentes tipos de
padroes: um para impar e outro para valor par de carga topoldgica.

Em contraste com o caso de valores impares da carga topolégica, para valores pares de
carga topoldgica existe uma boa correspondéncia entre a intensidade maxima no centro do
padrao. Isso se reflete na formagao de uma rede 6tica truncada quadrada de intensidade.

Também usamos argumentos intuitivos para mostrar que existe uma transi¢ao continua
entre as duas redes 6ticas que correspondem a dois valores consecutivos de valores de [, e
nao existe nenhuma rede intermedidria entre eles.

E por fim, concluimos que a difracao por uma abertura quadrada nao é o método mais

adequado para a medicao da carga topoldgica quanto a abertura triangular

Instituto de Fisica - UFAL



Apéndice A

Formacao e utilizacao de hologramas

Como ja introduzimos uma breve abordagem sobre holografia no segundo capitulo dessa
dissertacao, agora vamos tratar alguns métodos de como gerar hologramas. Basicamente
existem dois tipos de holografia, a saber: a cldssica e a computacional. A diferenca
entre a holografia cldssica e a holografia computacional estd no método da construgao
do holograma especificamente. No caso da holografia classica, as frentes de onda sao
registradas em um holograma utilizando a interferéncia como processo de gravacao, onde
podemos ver conforme mostra a Figura (A.1).

J& no segundo caso, o registro das frentes de onda sao feitas por meio de técnicas com-
putacionais através do uso do modulador espacial de luz (SLM - Spatial Light Modulator)
que desempenha o processo de construcao do holograma, através da leitura de campos
arbitrarios criados pelo meio da técnica computacional através dos "computer generated
holograms", conforme a Figura (A.2). Em ambos processos, a reconstrucao 6ptica das
ondas gravadas ¢é obtida pela difracao da luz que é feita através da interferéncia das ondas
objeto e referéncia j4 citadas no capitulo anterior.

Atualmente, uma das formas mais vidveis para gerar hologramas é o da técnica com-
putacional, onde utilizamos o SLM, que é um dispositivo que impoe uma variagao na
modulacao espacial de fase e a amplitude do feixe. A vantagem do SLM é ter a possibili-

dade de controlar dinamicamente a amplitude e a fase ou mesmo, os estados de polarizagao
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da luz [41].

Figura A.1: Holograma gerado pela interferéncia da onda referéncia com a onda
objeto.
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Fonte: (Autor, 2011)

Figura A.2: Holograma gerado por um SLM.
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Fonte: (Autor, 2011)
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A produgao de campos 6ticos escalares complexos com amplitudes e fases espaciais
moduladas que sao especificadas independentemente umas das outras é uma tarefa im-
portante na Otica contemporanea. Um método prético e versatil para a criacao destes
campos arbitrarios complexos é baseado no uso do “computer generated holograms —
CHG’s” [36] - [38].

Em particular, o uso do CHG da referéncia [39] é especificamente conveniente, porque
sua eficiéncia é relativamente alta e possui alta qualidade [40] em relagdo ao uso da
holografia classica [33] - [35].

Quando um SML utiliza um CGH na reconstrucao do holograma, a qualidade na re-
construgao do campo pode ser seriamente afetada por ruidos originados pela contribuicao
de alta ordem de difracao do campo. Por este motivo existem véarios tipos de fases de
CHGs que codificam campos complexos escalares arbitrérios [39].

Uma boa tarefa destes CGH’s é possibilitar uma significante redugao na intensidade
relativa da difracao de alta-ordem da contribuicao do campo que compartilha dominios
das freqiiéncias espaciais do campo codificado.

Um dos propostos hologramas citados na referéncia [39] pode ser executado com a fase
do SLM que fornece uma reducao no tamanho da fase de quase 7 rad. Nosso proposito é
gerar campos 6ticos arbitrdrios complexos cujas modulacoes espaciais de amplitude e fase

fossem especificadas independentemente. Este campo complexo pode ser expresso como

s(w,y) = a(z,y) explid(z,y)] (A1)

onde a amplitude a(z,y) e a fase ¢(z,y) tomam valores nos intervalos [0,1] e [—m, 7],
respectivamente.

Os valores da amplitude complexa da fungao s(z,y) pertencem a um conjunto de
numeros complexos com médulos iguais ou menores que um. Nosso objetivo é codificar

um campo complexo s(z, y) por meio de uma fase da transmitancia CGH. A fase da trans-
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mitancia do CGH é expressa como uma funcgao explicita dependente de uma amplitude

a(x,y) e fase do campo codificado s(x,y), onde é dado por

h(z,y) = explity(a, §)] (A.2)

onde ¥ (a, ¢) ¢ a fase de modulagao do CGH. A dependéncia explicita da amplitude e fase
nas coordenadas espaciais (x,y) tem sido omitidas na Equacao (A.2).

Nosso proposito ¢ determinar fungoes com fase da forma na Equagao (A.2) que fornecem
um cédigo do campo complexo s(z,y). Um proveitoso método para determinar formas
apropriadas da fase da modulagao do holograma estd baseada na representagao de h(zx,y)
como um série de Fourier no dominio de ¢. Desenvolvendo esta série de Fourier, a trans-

mitancia pode ser expressa como

h(z,y) = q_ij)oo hq(z,y) (A.3)

onde
he(w,y) = cj exp(iqe) (A.4)
== [ eplivs, 0 expl-igolds (A5)

Na Equacao (A.5) nota-se que apds a integracao na varidvel ¢, os coeficientes Cq
permanecem explicitamente depedentes da amplitude a. Portanto, os coeficientes ¢ sao
implicitamente dependentes das coordenadas (x, y). O sinal do campo s(x,y) é descoberto
da primeira ordem do termo h;(x,y) na série de Fourier conforme a Equagao (A.3) se a
identidade,

i = Aa (A.6)

é satisfeita para A sendo uma constante positiva. E esta identidade é referida como

a condicao do sinal codificado. Uma condicao suficiente e necessédria para satisfazer a
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Equagéao (A.6) sao dadas pelas seguintes equagoes:

| sintoo.0) = dldo =0 (A7)

—T

/7r cos[t(p, a) — Pldp = 2w Aa (A.8)

—Tr

As Equagoes (A.7) e (A.8) fornecem uma base 1itil para a determinagio de apropriados
CGHs. As fungoes da fase 1(¢,a) que obedecem estas equagoes definem uma classe
especifica de fases de CGHs. Notamos que o méximo da integral na Equacao (A.8) é 2.
Deste modo, o maximo valor possivel da constante A na condicao de codificagao através
da Equagao (A.6) ¢ 1. Este resultado fornece um limite para a eficiéncia dos CGHs que
pertencem a esta classe de hologramas [39)].

Focamos nossa atengao nas funcoes da fase ¥(¢, a) com simetria impar na varidvel ¢.
A simetria de tais fungoes asseguram que a Equagao (A.7) sera satisfeita.

Faremos uso de somente um destes CGHs em nossa pesquisa através do uso do SLM.
Usamos a fase do CGH que ¢ essencialmente equivalente ao holograma sintético ja encon-
trado na literatura 6tica [33]. A fase de modulacao deste holograma pode ser expresso da

seguinte forma
U(¢,a) = fla)p (A.9)
onde o fator f(a) permanece indeterminado no momento. O coeficiente enésimo ¢ da série

de Fourier para este CGH calculado com a Equacgao (A.5) é
cg = sinclg — f(a)] (A.10)
onde a fungao sinc é representada através da forma
sinc(§) = (€)™ sin(m¢)
Se f(a) é obtida através da relagao

sinc[l — f(a)] = a, (A.11)
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entao a condi¢ao de codificacdo na Equacao (A.6) é satisfeita com o valor de A = 1. Para
uma completa defini¢do da fase do CGH, a funcdo f(a) é numericamente invertida da
Equagao (A.11) para

f(a) =1 — sinc *(a) (A.12)

Assim, como temos o valor de f(a),agora podemos calcular o campo codificado h(z,y)
e substitui-lo na Equacao (A.2) que expressa a amplitude e a fase do campo codificado,

onde torna-se entao
h(z,y) = explit(a, ¢)] = explif(a)¢] (A.13)

A Figura (A.3) descreve um feixe gaussiano viajando na dire¢do z que passa por um
telescopio transformando o feixe em uma onda plana de fase constante que incide sobre
o SLM que contém um cédigo holografico com a modulagao de fase 1(a, ¢). Este feixe
possui uma fase da forma explit)(a, ¢)] que incide um espelho e se propaga ao encontro
da lente que executa a transformada de Fourier do campo e logo em seguida encontra um
filtro espacial para a filtragem do termo exigido a ser detectado por uma cadmera CCD

(Charge-Coupled Device) conectada a um computador.

Figura A.3: Arranjo experimental com o SLM.
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Fonte: (Autor, 2011)
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