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” A matemdtica é sobre entender coisas

e conectar coisas”



Resumo

Este trabalho apresenta um teorema provado inicialmente por Marshall Hall
[1947], que conecta um problema de Teoria dos Numeros a soma de Conjuntos
de Cantor. o Teorema de Hall nos diz que todo nimero real pode ser escrito como
soma de dois nimeros cuja expansao em fragoes continuas ndo contém coeficien-
tes maiores que 4.

Para deixarmos o texto autocontido, apresentaremos algumas propriedades da
expansao em fragoes continuas, em seguida falaremos sobre alguns conjuntos de
Cantor, sendo o principal deles C(4), apresentando suas construgdes e algumas
propriedades.

Mostraremos uma prova topoldgica para o Teorema de Hall, e em seguida mostra-
remos como este resultado pode ser obtido utilizando o Gap Lemma de Newhouse,
gue apareceu pela primeira vez em um trabalho de S. Newhouse no contexto de

dinadmica hiperbdlica.

Palavras-chave: Fragoes Continuas, Conjuntos de Cantor, Teorema de Hall, Gap

Lemma de Newhouse
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1 Introducao

O bastante conhecido Conjunto de Cantor Ternario, obtido a partir do
intervalo [0,1] ao removermos sucessivamente os tergos médios dos intervalos, é
o conjunto dos pontos cuja expansdo na base 3 possui apenas os digitos 0 ou
2. Algumas propriedades interessantes deste conjunto também estad presente em
outros conjuntos de Cantor. Aqui estudaremos o conjunto C(N), formado pelos
numeros reais cuja expansdo em fracGes continuas nado possui quocientes parci-
ais maiores que N. Este conjunto possui propriedades similares ao Conjunto de
Cantor Ternario, por exemplo, ambos sdo conjuntos perfeitos e possuem medida

nula.

Analisando a soma C(N)+ C(N) nem sempre obtemos um intervalo de
comprimento maior que 1, por exemplo, para N = 3 isto ndo é valido. Para o caso
N =4, Marshall Hall provou, em 1947, que qualquer numero real pode ser escrito

como soma de um nimero inteiro e dois nimeros em C(4), isto é,
Z+C(4)+C(4)=R
Este teorema é uma consequéncia do fato de

C4)+C(4)=[vV2—-1,4v2—4]

Em nosso trabalho, apresentaremos duas provas para a soma C(4)+C(4) =
[ VvV2—-1,4+/2— 4] isto nos fornecerd duas provas distintas para o Teorema de Hall.
Para a primeira usaremos resultados de topologia na reta, para a segunda usare-
mos o Gap Lemma de Newhouse, um importante resultado para conjuntos de

Cantor.
Daremos agora um breve detalhamento de como se dividird nosso texto.

Iniciaremos o segundo capitulo definindo fragbes continuas e apresentando
a Transformagao de Gauss, que nos da uma forma alternativa de obter a expansao
em fragoes continuas, desta vez com a iteragdo de um mapa. Também provaremos

algumas propriedades desta expansao.
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No terceiro capitulo, Falaremos um pouco sobre conjuntos de Cantor re-
gulares, mostrando alguns exemplos destes conjuntos. Apresentaremos também
duas construgoes para C(N), a primeira sera uma construgao topoldgica, a se-
gunda uma construcdo dindmica, que faz de C(N) um conjunto de Cantor re-
gular. Neste capitulo mostraremos ainda algumas propriedades de C(N) que sdo

consequéncia de sua construgao.

No quarto capitulo, estudaremos melhor o conjunto de Cantor C(4), pro-
varemos algumas propriedades deste conjunto, que serao utilizadas em ambas as
provas do resultado sobre a soma de C(4). Apresentaremos o Teorema de Marshall

Hall, e uma demonstracao para o mesmo utilizando argumentos topoldgicos.

Finalmente, no capitulo cinco, traremos definigdes tteis para o estudo de
conjuntos de Cantor, como a nogao de espessura e, em seguida, apresentaremos
o Gap Lemma de Newhouse, que da condigbes suficientes para que a intersegao
entre dois conjuntos de Cantor seja nao vazia, e usaremos este resultado para
estudar a soma de dois conjuntos de Cantor, isto nos permitira provar o Teorema

de Hall com um novo argumento.
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2 Fragoes Continuas e a Transformacao

de Gauss

Neste capitulo, apresentaremos a expansdo em fragées continuas de um
numero real e algumas propriedades basicas desta expansdo que serdo bastante
utilizadas posteriormente. Falaremos também da Transformagdo de Gauss, que
serd fundamental em nosso estudo sobre fracdes continuas e em todo nosso traba-
lho.

Definiremos a expansao em fragoes continuas de um numero real z através

da seguinte sequéncia £ = zg,an = |z, | € se an # Z,, definimos

1
Tnt1 =
a:n - an
assim,
1
T =2Ig=0ag+
1
ai+
1

as +

a3+ —
para simplificar nossa notagao, escreveremos
T = [ao;a1,02,03,...]

como a expansdo em fragdes continuas de z. Chamaremos os a;s da expansdo de

quocientes parciais.

Esta mesma expansdo pode ser obtida através da iteragao da Transformacgdo

de Gauss, que apresentaremos a seguir.

Defina T': [0,1) — [0, 1) por

T(z)=
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Grafico de T(x)

Entéo se z € (0,1) é tal que z = [0;a1,a2,as,...|, temos
a; = L as = ! Qn = L
1— T ) 2 — T(x) RS | n — T'"'_l(:z;)
e segue que
T(z) = [0;a2,0a3,...|, T*(z) = [0;a3,a4,...],..., T™(%) = [0;@n+1,0n42,.-.]

e obtemos a expansdo em fragbes continuas de qualquer z € [0,1) através da

iteragdo de T'(z).

Para obtermos a expansdo em fragbes continuas de qualquer z € R basta

fazermos, como antes, ag = |z] e temos

1 1 1
=0+ ——=—~=0a0+ =..=Qag+
a1+ T(z) 1 1
a1+ ———— a1+
' e+ T (2) ' 1
as +
) 1
- an+T"(z)
Assim, z = [ag;a1,02,...,an +T™(z)].
541
Exemplo 2.1. Ache a expansdo em fragdes continuas de Vot (a razdo

durea).
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Vb+1

Solugao. Sejaz = temos, |z| = 1, assim,

1 ! 1 ! 1 !

1 VE—-1 T

—|—T(z

BRCIET
consequentemente,a expansao sera dada por
1
r=1+ ——=[1;1,1,1,..]
1
1+
1

1+ —

Se z € (0,1] possui expansdo finita, ou seja, z = [0;a1,as,...,an], temos
T (z)=0ez€cQ.

Por outro lado, se z € Q, € tal que z = %, com a < b, pelo Algoritmo da

Divisao,
a = agb+m
= air1+7re,
1T = Qgro+7T3
Tn—1 = QnpTn-+ Tn+1

como este nimero € racional, 41 = 0 para algum n. Sendo 7 0 menor numero

com tal propriedade, fazendo a = r1,b = ry temos,

n

T r r
$:TO($): —1, T(:I}): 72"“’ Tn_l(ll): ’ Tn($): n+1 —0
ou seja, ¢ = [0;a1, a2, ...,an] € T possui expansdo finita.

Além disso, observe que, como n € o menor nimero com tal propriedade,

an > 2, temos
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podemos entao escrever

Disto temos,
z = [0;a1,a2,...,a,] = [0;a1,a2,...,0n — 1,1]

de modo que existe uma duplicidade na representacdo de nimeros racionais.

Pelas observagoes anteriores, z € irracional se e, somente se T"(z) # 0 para

todo n > 1. Neste caso, denotaremos z = [0;a1, a3, ...].

Definicao 2.1. Seja = = [ag;a1,a2,...]| um nimero real defintmos, para cada

Dn ~ . - Dn
n >0, =— = [ag;a1,0a2,...0G,|, onde p, e g, SGo primos entre si, chamamos —

n dn
de convergentes de ordem n da fragdo continua de .

Para entendermos melhor os convergentes de uma fragdo continua, fare-

. - . Po .
mos a segumte construgao recursiva: ag = —, da1, Po=2agp € qo = 1.
qo0

Agora,

1 ajag+1
[ao;al]:ao—l—[O;al]:ao_Ff:&:&

ai ai q1
e temos p1 = ajap+1eq =az.
Continuando,
1 asai1ap+ag+az P2
lag;a1,02] = ao+ [0;a1,a2] = ag + = — e
1 aza;+1 P
a1+ —
az

de modo que p; = az(a1a0+1)+ap € g2 = aza; + 1.
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. D
Indutivamente, [ag;a1,a2,...,an] = —, onde

dn

Pn = GnDPpn—1+DPn—2 € @n = GnQn—1+gn—2 (2-1)
Algumas vezes, € conveniente considerar os convergentes de ordem —1,
definindo p_1:=1eq_1:=0.

As relagoes acima sao uma consequéncia da seguinte proposigao:

Proposicao 2.1. Seja z = [ag;a1,a2,...,an—1,Zn|, Tn > 1, entdo, para todo n >
1. 17— TnPn—1-+Dn—2

B Tndn-1 +Qn—2 '

Demonstragao. Pela definigdo da expansdo, temos = = [ag;a1,a2,...;Gn—1,Zn]

provaremos a proposicao por indugao sobre 7.
Paran =1, temos

[ag;z1] = ao+ 1 _mootl_Zipotp
’ z1 z1 Z190+4-1

Para n = 2, temos

1
[ag;a1,T2] = [ag; a1 + —]

)
e usando o caso anterior,
(a1+ : Jao+1
a1+ —)a
[ao;a1+ —] = ' Z2 ° _ z2(aoa1+1)+ao _ z2p1+Ppo
) - 1 - —
Z2 ay+ — zoa1+1 Z2g1+qo
)
Suponhamos agora que
TnDn— _
[ao;a1,a2,...n—1,Tn] = nPn-17+Pn-3
Tndn—1+qn-2

entao

]

[@0;@1,02,...,an—1,8n,Tnt+1] = [@0;Q1,82, ..., @n—1,8n +
Tn+1
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usando a hipétese de indugao,
1

n+1

(an + - )pn—l +pn—2

[ao;a1,02,...,an—1,0r + | =
-’ETL~|—1 (an_|_

)Qn—l + dn—2
Tn+1

m‘n—i—l(anpn—l +pn—2) +pn—1
m'n-l-l(anQn—l + Qn—Z) + dn—1
Tn+1Pn +DPn—1
Tn+19n tqn—1

E a proposicao esta provada. O

DPn+ Tn(m)pn—l

Corolario 2.1.1. Para todon>1, z = .
an +Tn($)Qn—1

Demonstragao. Como
T = [a0;01,02,...,Qn—1,Tn] = [@0;01,02, ...,Qn—1,8n +T"(Z)]

Temos T, = an +T"(z), usando isto, segue da proposicdo anterior que

_ (a'n + Tn(m))pn—l +pn—2 _ 0nPn—1 +pn—2 + Tn(m)pn—l — Dn + Tn(x)pn—l
(an+Tn($))Qn—1 +Qn—2 andn—1 +Qn—2 +Tn($)Qn—1 Qn‘i‘Tn(x)Qn—l

E temos o requerido. O

Veremos mais alguns resultados a respeito dos convergentes.

Proposicao 2.2. Para todon >0 temos pp—1qn —Pndn—1=(—1)" e, paran >1

temos dnPn—2 — Dndn—2 = (_1)n_1an-

Demonstragao. Para o primeiro resultado multiplicamos a primeira equagao de
(2.1) por gn—1, a segunda por p,_1, agora subtraindo a primeira da segunda ob-

temos
Pn—19n — Pndn-1= —(qn—-1Pn—2 — Pn—1qn—2)
aplicado repetidas vezes e observando que gop—1 — Pog—1 = 1, temos o requerido.
Para obtermos a segunda igualdade, multiplicaremos a primeira equacao

de (2.1) por g,—2 € a segunda por p,_s e subtraindo a primeira da segunda, temos

gnPrn—2 — Pndn—2 = @n(gn—1Pn—2 — Pn—1qn—2)
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Aplicando o resultado provado anteriormente concluimos a prova. O

_ -1)"
Corolario 2.2.1. Para todo n > 1, Pn-1 _ Pn _ (=1) e, para todo n > 2,

dn—-1 dn dndn—1

pn—2__£ﬁ__ (_1)n_1an

dn-2 dn dndn—2

Como consequéncia deste corolédrio, temos que os convergentes de ordem
par formam uma sequéncia crescente e os de ordem impar uma sequéncia decres-
cente. Além disso, os convergentes de ordem impar sdo maiores que 0s convergen-

tes de ordem par.

Proposicao 2.3. Temos, para todo n > 0, In-1 _ [0;Gn,0n—1,...,01].
an
Demonstragao. Basta notarmos que
dn—1 dn—1 dn—1 1
= = =
dn Anqn—1+Qqn-2 dn dn-2
aln +

n-1
e aplicar isto recursivamente.

O

Outro interessante resultado diz respeito a diferenca entre fragoes conti-

nuas.

Proposicao 2.4. Sejam [ap;a1,a2,...,an—1, t1] € [ao;a1,a2,...,0n—1, 2] duas ez-
pansées em fragdes continuas que coincidem nos n primeiros quocientes

parciais, entao

(2 — p1)(=1)"
K2qn + qn—1)(K1Gngn—1)

[@o;a1,a2,...,an—1,41] — [@0; 01,82, ..., Gn—1, f2] = (
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Demonstragao. Usando resultados anteriores temos que

U1Pn +DPn—1 _ H2Pn + Pn-1
H1qn +qn—1 K2qn +qn—1
GnPr—1(K2 — p1) + dn—1Pn(H1 — Ko)

[@o;a1,a2,...,Gn—1,41] — [@0; 01,82, ..., Qn_1, U2] =

(#19n + qn—1)(H2qn + qn—1)
(p2 — p1)(gnPr—1 — Pngn—1)
(B1qn + gn—1)(B2gn + gn-1)
(p2 — p1)(=1)"
(41qn + gn—1)(H2gn + qn-1)

O

Corolario 2.4.1. Sejam z1 =[ag;a1,a2,...,an—1, 41] € T2 = [Q0;Q1,Q2, ..., Gn_1, 2]

onde p1 < a. Entdo semn € impar 1 > Ta, sen € par 1 < To.

Um outro importante resultado pode ser obtido usando a proposigao 2.1,
calculando

T & _ Tn+1Pn +DPn—1 . Zﬁ
dn Tn+1qn+qn-1 qn
Qn($n+1pn +pn—1) - pn(wn—i—l(In + Qn—l)
Qn($n+1Qn +Qn—1)
="
Qn(xn—HQn +Qn—1)
(="

Q%($n+1 +

dn—1
an

Dai,
Dn 1
T——|=

In| @A(zn+2)

In—1

Como ant1 < Typt1+ < Gp41+ 2 temos

n

1
(a'n-l-l + 2)‘1%

1

On+1 q’l%.

Dn
Tr— —

an

< <

Por outro lado, de ¢, = angn—1+ gn—2, Segue que,

<@ <gp<..<gp<..
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Ou seja, lim g, = oo.
Ja, M gn
Estas observagoes provam a proposicao que segue.

. - . Dn A p :
Proposicao 2.5. Seja — a sequéncia dos convergentes de um nimero irra-
n

. ~ 1. DPn
cional z, entgo lim — =1<.
n—oo qn
Ao analisarmos a representacao decimal de nimero real conseguimos fa-
cilmente localiza-lo na reta, dividindo-a em intervalos e analisando cada um dos
digitos do niumero. Veremos agora como fazer essa mesma andlise na expansao em

fracoes continuas, estudando a dindmica da Transformacdo de Gauss.

> 1 1
Escrevamos (0,1) = | J Ix onde, I = [,), entdo os extremos de
= k+1'k

cada Iy sdo exatamente os pontos de descontinuidade de T'(z), quando desconsi-

deramos a origem.

Teremos entao que

1
zel, < J=a1=k

T
T(z)elxy & L ax=k
k _T(x)_ - 2 —
De modo geral, teremos que
T(z)"ely < L =any1=k
k Tn(:[;)_ - TL+1 -

Para estudarmos o comportamento desta expansao, basta entao estudarmos os
iterados da Transformacao de Gauss. Esta andlise é particularmente util para

estudarmos o comportamento de expansoes infinitas.
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3 O Conjunto C(N)

3.1 Conjuntos de Cantor Dinamicamente Definidos

Antes de apresentarmos os conjuntos de Cantor dinamicamente definidos,

falaremos sobre o Conjunto de Cantor Ternario K.

Iniciaremos com sua construgdo topoldgica, tomaremos inicialmente o in-

1 2
tervalo [0,1] C R e dele retiraremos o intervalo (3, 3), o qual chamaremos de [,

, . . . . 1 2
apos isto restarao dois intervalos, sao eles |0, 3 e 3 1|, que chamaremos de Iy

e I, respectivamente. Observe que os numeros pertencentes a Iy sdo os que ini-
ciam em 0 na sua expansdo na base 3, da mesma forma os niumeros pertencentes
a I; e I, iniciam em 1 e 2, respectivamente quando expandidos na base 3. Em
outras palavras, na primeira etapa da construgdo de K eliminamos os nimeros
que iniciam em 1 na expansao na base 3.

Na segunda etapa da construgao removeremos de Iy o intervalo Iy; =

12 . , . . . .
<9, ) cujos numeros iniciam sua expansao na base 3 em 01, restando assim dois

intervalos, Ipg = [O, 9] gue contera os nimeros cuja expansao na base 3 inicia em
21 . . . . .
00 e Ipp = 9'3 que contera os numeros cuja expansao na base 3 inicia em 02 .
. 7 8 27 . .
De I, removemos o intervalo Iy; = 3'9 restando Iy = 39 CUujos NUmeros

C . 1 . .
iniciam em 20 na sua expansao na base 3 e Iy = [8’ 1| cujos elementos iniciam

em 22 na base 3. Sendo assim, na segunda etapa da construcao removemos os

numeros cujo segundo digito de sua expansdo na base 3 € 1.

De modo analogo, na terceira etapa removeremos os nimeros cujo ter-
ceiro digito da expansao na base 3 € 1 e, de maneira geral, na n-ésima etapa da

construgdo removemos os nimeros cujo n-ésimo digito da sua expansao na base
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3é1.

Seguimos esse processo indefinidamente e, no fim restardo apenas os nu-
meros cuja expansao na base 3 nao contém o digito 1, a este conjunto de pontos

chamamos Conjunto de Cantor Ternario.

Geometricamente, em cada etapa da construgao foi removido o tergo mé-

dio de cada intervalo.

Observe ainda que todo numero z neste conjunto pode ser identificado
como uma lista contendo apenas 0's e 2's, onde a n-ésima entrada desta lista esta
totalmente determinada pelo intervalo ao qual z pertence na n-ésima etapa da
construgao.

Uma outra forma de obter K, a qual sera particularmente importante para

1 2
nds, é através da iteragdo da fungdo ¥ : [O, 3] U lB, 1] — [0, 1], definida por

\p(x) B 3z, TE F,;]

Grafico de ¥(z)

Observe que o dominio de ¥ € a primeira etapa da construgao, isto &,
TIoU I,

(o]

2 a
3 1] talquez = ) =k —0,a1aza3..., entdo

U
k
k=1 3

1
Agora, sejaz € [0, 3

(o]

Ok+1
Y(z)=> 3—: =0,a2a304...
k=1
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ou seja, ¥ apagao primeiro digito da expansao.
9 = L 4o 12 78 .
Como VoW = ¥* nao estd definida para z € 9'9 U 9'9 )’ o dominio
de ¥2 corresponde aos z que nao possuem o segundo digido de sua expansédo na
base 3 igual a 1, isto &, W2 : Iog U Igy U Iz U Ioo — [0,1].

Seguindo este mesmo raciocinio, o dominio de ¥™ corresponde a n-ésima

etapa da construcao de K, desta forma,

00
K= ﬂ \I’_n(fou.lz)

n=0

Esta segunda forma de obter K explica a definicao de conjunto de Cantor

dinamicamente definido.

Definicao 3.1. Seja X € R um conjunto, o fecho convexo de X, que denota-

remos por X € o menor conjunto fechado e convexo que contém X.

Observacao: O menor fechado convexo que contém X € a intersecdo de
todos os fechados convexos que contém X.

Definicao 3.2. Sejam I1,I,,...I, intervalos fechados disjuntos, I o fecho con-
vexo de I = L1ULU..Ul,, e f:1ULU..UI, — I wma funcao de classe
CT, r>1, tal que |f'|1,| > 1, fl1, € o fecho convero de uma unido de in-
tervalos I; para 1 <k <n e, para m suficientemente grande, f™|r, D I.

Entio K = (| f~™(I) é chamado Conjunto de Cantor Dinamicamente De-
n>0
finido, ou Congunto de Cantor Regular. Se f|1,, 1 <k <n é sobrejetora, ou

seja, m =1 para todo 1 < k <n, diremos que K é um Conjunto de Can-
tor Dinamicamente Definido (ou Regular) do Tipo Bernoulli. Chamamos de
R=A{hL,1Is,...,I,} Particdo de Markov e I o Dominio de Markov associados
a K.

Veremos alguns exemplos de conjuntos de Cantor dinamicamente defini-

dos onde m > 1 para ao menos um dos intervalos de definigao.
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1 2 3 4
Exemplo 3.1. Seja f(z) uma funcgdo f: l0,5] U [5,5 U 5,1] — [0,1],
5z T e -0 L
? I ’5-
6 2 3
=3z 22
f(z) T—g,  TE =5,5J
3:z:+17 TE ! 1
5’ 5’

Grafico de f(x)

1 2 3 4
entdo |f'(z)| > 1. Fazendo I; = [o,] , Ih = [ ] , I3 = l5,11 , temos

f(h) =1
f(B) = hUL= fA(L)=1I
f(I3) = LUlz= f3(I3) =1

Segue que
Ki= (1)
n>0

€ um conjunto de Cantor regular.

Podemos estudar algumas caracteristicas deste conjunto. Em nosso pri-
meiro exemplo, do Conjunto de Cantor Ternario, cada elemento pode ser repre-
sentado de modo tnico como uma sequéncia em {0, 2}N , consequentemente, existe
uma quantidade ndo enumeravel de elementos neste conjunto. Afim de obter

afirmacoes similares em outros conjuntos de Cantor regulares identificaremos os
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pontos de um conjunto de Cantor K cuja particao de Markov possui n elementos
com um subconjunto do espago das sequéncias em n simbolos X, = {1,2, ...,n}N .

Denotaremos este subconjunto por X

Para encontrarmos Yix,, observamos inicialmente que nem todas as sequén-

cias de X3 sao permitidas, consideramos entdo a matriz de adjacéncia de K.

Definigao 3.3. Seja K um conjunto de Cantor e R = {I1,...In} sua parti¢do
de Markov associada, diremos que a sequéncia de numeros ij, t,7 =1,...,n €

permitida se f|1, D I; e, neste caso, diremos que f|;, cobre I;.

Definicao 3.4. Seja K um conjunto de Cantor cuja particao de Markov
contém n intervalos, definimos sua Matriz de Adjacéncia por Mpxn, ms; =1

se1j € permitido e m;; =0 caso contrdrio.

A imagem de I, cobre apernas I; e I, o digito 2 s6 podera ser seguido
por 1 ou 2, similarmente, 3 s6 podera ser seguido por 2 ou 3, logo, a matriz de

adjacéncia de Ky, que denotaremos por Mg, sera dada por

Mg, =

o = =
[ N =Y
= O =

de modo que
Z}Kf ={z= ($1$2$3"');m$i$i+1 =1V}

observe que {1,2}Y C & K;, logo, Ky € ndo enumerével.

1] [
Exemplo 3.2. Seja g uma funcéo g : l0,4 U 2,1] — [0,1],
[ 1
—2z+1, ze€|0,-
4
g(ZE): '1
22-1, z€|}1
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Grafico de g(x)
I . . . 1 1
temos |g'(z)| > 1, além disso, seja I} = O’Z el = 5,1
g(I) = L=g¢*L)=1I
9(l) = I
dai,

Ko=) g(D)
n>0

€ um conjunto de Cantor regular.

Sua matriz de adjacéncia, Mk, serd dada por

01

Deste modo, sequéncias com (12),(22),(21) sdo permitidas, enquanto sequén-
cias com (11) ndo sdo permitidas. Podemos chamar 0 = (12), 1 = (22) e 2 = (21),

de modo que sequéncias de 0's e 1s sdo sempre permitidas, segue que
{0, 1} C EKg

logo K, é ndo enumeravel.

3.2 A Construgao de C(N)

Primeiro, definiremos o conjunto C(N), onde N > 2 é um numero inteiro,
por
C(N)={z=[0;a1,a2,..] € R;a; < N Vi > 1}



Capitulo 8. O Conjunto C(N) 26

Para construirmos C(N), iniciaremos com o intervalo (0, 1), pois para todo
z € (0,1),a0=0.

Observando o quociente parcial aj, pelo corolario 2.4.1, o maior elemento
de C(N) é da forma [0;1,a2,as,...], a0 analisar a, temos que o elemento maximo

é [0;1,N,as,a4,...]. Continuando, teremos que

max(C(N))=1[0;1,N,1,N,..] =[0;1,N]

De modo semelhante, o menor elemento de C(N), serd

min(C(N)) = [0;N,1,N,1,...] = [0; N, 1]

Aplicaremos este raciocinio para acharmos o maior e menor elemento dos
intervalos mantidos em cada etapa.

Na primeira etapa queremos manter apenas os z tais que a1 < N, serao

mantidos entao os intervalos

J1 = [[0;1,1,N],[0;1, N, 1]]
J2 - [[0’2)1)N]’[0)2)m]]

Jy = |[[0;N,1,N],[0; N, N,1]|

Na segunda etapa, manteremos os z tais que a; < N, para isto, em J;

conservaremos os intervalos

Jiu = [[0;1,1,N,1],[0;
Jiz = [[0;1,2,N,1],[0;1,2,1, N

Jiv = [[0;1,N,N,1],[0;1,N,1,N]]

em J, restarao

Jo1 = [[0;2,1,N,1],[0;
Joo = [[0;2,2,N,1],[0;2,2,1, N]|

J2N = [[0121N7N11]7[012’N117NH
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e finalmente, tem Jy restarao

Jvi = [[0;N,1,N,1],[0;N,1,1, N]]

JN2 = [[0;N727N7 1]7[0;N72717N]]

Jvn = [[0;N,N,N,1],[0; N,N,1,N]|

Na terceira etapa, manteremos os z tais que az3 < N e, continuando a

construgao como feito na terceira etapa teremos ao fim desta os intervalos Ji11,

Ji12, J113, J114,--, Juin, J121, J122,..., Jinn, Jo11,..., INNN.

Para aplicar este mesmo raciocinio a cada intervalo na n-ésima etapa da
construgao, fixaremos aj,as,...,anp com 1 <a; < N;2=1,2,...,n, seja Jy,a,...a, UM

intervalo da n-ésima etapa da construgdo. Se n é par
Jalag...an — [[01 a1,a2,...,0n, N: 1]) [01 a1,@2,...,0n, ]-) N]]
se n é impar

Jala,g...an - [[O;G'I)a2’ «eey A,y ]-’N]: [0;0'1:0'2) "')an)N) 1]]

Continuamos indefinidamente a construgdo e o conjunto resultante sera
C(N).

Podemos entdo concluir que o fecho convexo de J;U JoU...UJy € [[0; N, 1],[0; 1, N]].

Consideraremos agora a Transformagao de Gauss T, definida na secao
1, e a partir dela construiremos uma nova fungao cuja iteragdo ird nos auxiliar

numa nova forma de obter C(N).

Considere ®: J;U J,U...UJy — [[0; N, 1],[0; 1, N]],

fII_l—]., zeJp
16_1—2, z e Jo

z!—N, zely
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Observamos entdo que o dominio de $ é formado pelos z € (0,1) tais que

1 <aj; < N, isto é, a primeira etapa da construgdo de C(N).

Além disso, seja z = [0;a1,a2,...], entdo $(z) = [0;a2,as...], sendo assim,
&2 esta definida apenas para os z tais que 1 < ay < N, mais precisamente, 2 esta
definida apenas nos intervalos Jg,,, Obtidos na segunda etapa da construgao an-
terior. Semelhantemente, 3(z) est4 definida apenas para  nos intervalos Ju, 4545,

obtidos na terceira etapa da construgao anterior.

De modo geral, teremos que a n-ésima etapa da construgido de C(N) cor-
responde ao dominio de ®"(z), assim, C(N) é o conjunto dos pontos nos quais

®"(z) estda bem definida para todo n > 1. Assim,

o) = () & "([0; 7,1, [0:T, N])

n=0

Por fim, chamemos $x(z) a restricdo de ® ao intervalo Jg, entdo,

%()] = \—

e ainda,
®r(Jk) = x([[0;%,1,4],[0;k,4,1]]) = [[0;1,4],[0;4, 1]]
paracadal <k < N.

Segue que C(N) € um conjunto de Cantor regular.

3.2.1 Consequéncias da Construgao

Vimos anteriormente que o espaco das sequéncias de n simbolos nos auxi-
lia no estudo simbdlico de conjuntos de Cantor, usaremos agora Xy para estudar

C(N). Iniciaremos definindo uma métrica neste espago.

Definicao 3.5. Seja £y =4{1,2,..., N} o conjunto das sequéncias de N sim-
bolos. Dadas duas sequéncias z,y € Ly, ¢ = (T12223...), ¥ = (y1Y2Y3...), defi-
nimos a distdncia entre x e y por

o0

z; — yil
d(z,y) =) —
- M
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Neste espaco podemos definir o operador shift, denotado por o, 0 : &ny —
YN, tal que se z = (z12223...), 0(z) = (z223Z4...), este operador, de defini¢do sim-
ples, pode ser usado para estudar propriedades interessantes de C(N), para isso,
usaremos o conceito de conjugagdo topoldgica, que nos permite estudar proprie-

dades comuns a dois mapas, desde que sejam topologicamente conjugados.

Definicao 3.6. Sejam f: A— A eg:B— B, A,B CR duas fung¢des, dizemos
que f e g sao topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h :
A— B tal que hof =goh.

Dois mapas topologicamente conjugados possuem as mesmas propriedades
dindmicas, provando que existe um homeomorfismo h : C(N) — Ty tal que ho
o = T o h, poderemos estudar os elementos de C(N) a partir das sequéncias de
N simbolos. Seja z = [0;a1,as...)] € C(N) definirmos h: C(N) — Zy por h(z) =
(a1az...). h estd bem definida. Tomando z € C(N), temos

assim, uma sequéncia de intervalos Jy,, Ja;as, Jaiagas; --- determina um unico ele-
mento (ajazas...) e, dada uma sequéncia (ajazas...) podemos construir a sequén-
cia de intervalos Ju,, Jayas, Jatazas, --- que determina um dnico elemento de C(N),
logo, h é uma bijegdo. Resta verificarmos que esta fungdo é continua, bem como
sua inversa, que é dada por h~!: ¥ — C(N), h~(z) = [0;a1,a2,a3,...], onde

z = (a1az203...).
1
Dados z = [0;a1,0a2,a3...] € C(N) e € > 0, podemos tomar n tal que N <€
e considerar J,, 4, tomando também § > 0 e y = [0;y1,Y2,¥3,...| € C(N) tal que

’113 _y’ < 6= /AS Jal...an

temos que h(z) e h(y) coincidem nos n primeiros elementos, assim

(o]

|a; — yi
h@)-h)l= > <
1=n+1

dai, A é uma fungdo continua.
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Agora, dados z = (a1azas...) € Ty e € > 0, exite n tal que | J,,. 4, | <E, isto

é sempre possivel, uma vez que |J;,. q,| — 0. Tomando 6 = N temos que

lz—y| <d=y=(a1..-@nYn+1-..)
assim
2yl <=7 (2) =T ()| < Vayanl <€
de modo que h é um homeomorfismo.

Por fim, veremos que isto é uma conjugagao entre T e . De fato, basta

notar que dado z = (a1a2a3...) € TNy

hoo(z) = h((azas...))
= [0;az,as,...]
= T([0;a1,a2,as,...])
= T(h((a102a3)))
= Toh(z)

3.2.1.1 C(N) ¢é Um Conjunto Perfeito

Definicao 3.7. Seja X C R um conjunto, dizemos que é um Conjunto Per-

feito se € um conjunto fechado e cada ponto de X € um ponto de acumulagdo.

Veremos que C(N) é um conjunto perfeito. Claramente C(N) é um con-
junto fechado, pois trata-se de um intervalo fechado do qual removemos, do
seu interior, sucessivamente, intervalos abertos. Resta mostrarmos que que todo
ponto de C(N) é um ponto de acumulagdo, para isso usaremos a conjugagao to-

poldgica com o shift.

Tomemos z € &y com z = (ajazas...), definimos a sequéncia

zn = (a102...anbp41...)
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) . 1
onde b; € {1,2,...,N},2 > (n+1). Entdo, dado € > 0, tomamos n tal que N <€,
de modo que

O |zn, — x4 1
Zn—z|= > TR < <e
1=n+1 N N7

assim, £, — « e como h é uma funcao continua,
Tn — T = h(zn) — h(z)

onde h(z,) é uma sequéncia de elementos de C(N) convergindo para h(z). Além
disso, h(z) é arbitrario em C(N), uma vez que h é uma fungdo invertivel, se-
gue que todo ponto de C(N) é um ponto de acumulagdo. Portanto, C(N) é um

conjunto perfeito.

3.2.1.2 C(N) Tem Medida Nula

Mostraremos agora que C(N) tem medida nula, para isso faremos uso
de resultados de teoria ergddica, que ndo é o foco deste texto, por isso suas
demonstracoes serao omitidas, o leitor interessado poderd consulta-las nas fon-
tes citadas.

Definicao 3.8. Sejam (X, x) um espago de medida e f : X — X uma transformagao
mensuravel, A C X um subconjunto de X, A € dito invariante por f se
f7Y(A) = A. uma medida u é dita invariante por f se u(f~1(A)) = u(4).

Definicao 3.9. Sejam (X, x) um espago de medida e u uma medida de proba-
bilidade invariante por uma transformacdao mensurgvel f : X — X, o sistema

(f, 1) € dito ergddico quando para todo subconjunto invariante A C X tem-se
u(A) =0 ou u(A) =1.

Definiremos agora uma medida de probabilidade invariante por T'(z), dada

por

1 dz
A) = /
HA) log(2) Jal+z
chamada Medida de Gauss.

Denotaremos por £ a medida de Lebesgue em R.



Capitulo 8. O Conjunto C(N) 32

. 1 dr .
Proposicao 3.1. A Medida de Gauss u(A) = / T ¢ uma medida de
log(2) Jal+z
probabilidade invariante pela Transformagdo de Gauss T(z).

Estas proposigoes estdo demonstradas em [8].

Além disso, como

£(A) {(A)
2102 <) = 15502

para qualquer mensuravel A C [0,1), £ e i possuem os mesmos conjuntos de me-

dida nula.

Proposicao 3.2. (T, u) € um sistema ergddico.

A demonstragdo dessa proposicdo pode ser encontrada em [8].

Como C(N) é o conjunto dos pontos z € [0,1) tais que T™ estd definida
para todo n, este conjunto €, por definigao, invariante por T', mas em cada etapa
da construgdo removemos intervalos com medida positiva, deste modo C(N) ndo

pode ter medida total, logo, possui medida nula.

E possivel mostrarmos que C(N) possui medida nula estimando o compri-
mento dos intervalos remanescentes em cada etapa, estratégia comumente utili-
zada para mostrarmos que o Conjunto de Cantor Ternario possui medida nula.

Esta prova nao serd apresentada aqui.
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4 O Teorema de Hall

Neste capitulo, conheceremos o teorema principal do nosso trabalho, o
Teorema de Hall, que trata da soma C(4)+ C(4), para isso, iniciaremos definindo

o que é a soma de dois conjuntos de nimeros reais.

Definicao 4.1. Sejam A,B C R, defintmos A+ B={a+b;ac Aebc B}

Quando consideramos o Conjunto de Cantor Ternario temos K + K =
[0,2]. Depois de estudarmos as propriedades anteriores nos surge o questiona-
mento: Valeria algo similar em C(N)+ C(N)? No caso em que N = 4 a resposta

é sim! Entdo voltaremos nossa atengdo para C(4).

Em 1947 Marshall Hall provou que C(4)+C(4) = [v2—1,4v/2—4], e
como consequéncia disto, todo nimero real pode ser escrito como a soma de um
numero inteiro e dois elementos de C(4). Aqui apresentaremos duas provas para
o teorema de Hall, uma usando argumentos basicos com conjuntos compactos, e
uma segunda prova que nos mostra uma conexao entre este teorema e a espessura
de um conjunto de Cantor através do Gap Lema. Antes disso, vamos entender

melhor a construgao do C(4).

Seguindo alguns argumentos anteriores, max(C(4)) = [0;1,4], fazendo z =
[0;1,4], temos

- - +4z-4=0
1+
44z 44z

como queremos um elemento de C(4), z =2 v/2 -2, com calculos analogos,

Vv2-1

2

min(C(4)) =y = [0;4,1] =

Vamos identificar os intervalos abertos removidos numa dada etapa, da

construgdo de C(4), tais intervalos serdo também chamados de gaps de C(4).
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Tomemos um intervalo qualquer da n-ésima etapa, Ju,q,..a,, iRicialmente, supo-
remos n par e fixaremos a = a1as...a,, € considerando a ordem estabelecida por

esta paridade, J, se divide é dividido nos intervalos

ng — O;Q)l)ma O)@)lim
Ja2 — O;Q127m: O;Q727m

i [ ]
Ii [ ]
Jaz = [[O;Q;&mi[O;Q:S)m]
Ii [ ]

Ja4 — O;Q147m1 O7Q,47m

Os intervalos removidos serdao entao

0y = ([0;0,2,41),[0;8,1,1,4])
Oi — ([0,@,3,4,1],[0)Q127T4J)
Og — ([0,@,4,4,1],[0)Q131m)

A configuragao neste caso esta ilustrada na figura abaixo

Ja

(
\

) —
Jg4 02 JQ3 O; JgZ O; ng

—~
'

Fixaremos Jg,q,..a, = Jo Na n-ésima etapa, os proximos resultados sdo
vélidos para os intervalos Ju1, Ja2, Ja3, Jas, Ok, O2 e O3 que resultam de J, na

(n+ 1)—ésima etapa.

Proposicao 4.1. Os intervalos removidos satisfazem |03 < |O2| < |O;].

Demonstra¢cao. Primeiro, calcularemos o comprimento de cada um desses inter-

V2+1
2

valos. Fagamos p = [1,4] = , € entdao podemos escrever

O} =[(0,2,2,44], [0, 1, u]] = [[0;,2 + 41#1, 00,1+ ;n



Capitulo 4. O Teorema de Hall 35

O; = [[0;a,3,44],[0;a,2, u]] = [[0;a,3+ 41#] & a’2+;“

0% =[[0;a,4,44),[0;a,3, u]] = [[0;0,4 + 41u] & a’3+,1ﬂ]

Os comprimentos destes intervalos sao dados por

14+ -2-4 P!
((2+1)qn+qn 1)(1+ 5)an +dn-1) qn(2+ +q” ) (14, + 2t

Oal =

1_ o 1 2
02 uo :

& ((3+ﬁ)Qn+Qn—l)(2+%)Qn‘FQn—l) qn(3‘|‘ +qn 1)(2+ +q7517;1
3+ —4—4 -1

((4+ 4 )qn+qn 1)(3+ )dn +qn-1) qn(4+ +q” )3+ 1481

|Oal =

Como todos possuem o mesmo numerador, mas

1 1 g 1 gn 1 g
<2++q ><1++q” 1) < <3++q”’ 1><2++q" 1)
4 gn L gn 4 gn K Gn

1 gn 1 g 1 g 1 gn_
<3++q" 1><2++q” 1) < <4++q” 1><3++q” 1)
4 gn L gn 4 gn K Gn

segue que

O3] < 103] < 1Og]
a

Lembre que este resultado foi obtido suponto n par, porém, se tivéssemos

n impar, fixando a = a1as...a,, os intervalos seriam

Ja = [[0;a,1,4,1],[0;a,1,1,4]]
Jo2 = [[0;a,2,4,1],[0;a,2,1,4]]
Jos = [[0;a,3,4,1],]0;a,3,1,4]]
Jaa = [[0;a,4,4,1],]0;a,4,1,4]]

e os intervalos removidos
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ol = [[0;a,1,1,4],[0;a,2,4,1]
0 = [[0;a,2,1,4],[0;a,3,4,1]
03 = [[0;a,3,1,4],[0;a,4,4,1]

A figura abaixo ilustra a configuracao neste caso

— )
ng Oé Jg2 Oé Jg3 Og Jg4

—~~
~—
=

Entao a proposicao continua valida para o caso em n € impar.

Argumentos similares também mostram que |Jaa| < |Ja3| < |Ja2| < |Ja1|

Proposigio 4.2. Os intervalos satisfazem |O)] < |Jai|, 1=1,2, |O3| < |Jai|, i =
2,3 e |03 < |Jail, 1=3,4.

Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade n par. Tomando y =

241 1 1
1,4| = \/_;_ , Nos sera conveniente observar que — =4y —1 =2 V2—-2e " =
7
v2-1
uw—1= . podemos escrever

2

1 1
Jaa = [[0;0,4,1,4],[0;a,4,4,1]] = [[0;a,4 + ;], [0;a,4+ @]]

uo;a,3+i],[o;a,3+1n

JQ3 — [[O)@)‘?’)M) [0;@)3)4) 1]]

1 1
Ja2 =[[0;a,2,1,4],[0;a,2,4,1]] = [[0;a,2 + ;], [0;a,2+ @]]
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e temos
Jadl g4 2
@ (44, + &=t 1)(4+ +92-1) qn(4+ ) | e TR )
Jes 3*a =9 T
a3 —q (?,jL _|_‘In 1)(3+ +qn 1) qn(3+ _|_qn 1)(3+ _I_qn 1)
Jea a2 =
a2 _q (2—|— _|_‘1n 1)(2_|_ +Qn 1) qn(2+ _|_Qn 1)(2+ +qn 1)
J
Acharemos o valor minimo de | 9:|
1¢r1
| Jad] oA+ ) B+ Lt
O3] _( 1)(4+ +q” 1)(4+ +qn In1y
(=~ 3f)(3+2\f 24 %1
4.1
(3f3 1)(4+2v2-2+ 1) (4.1)
(3342)(2v2+ 1+ %21
(342=5)(2+2 2+ %)
dn-1
~ On

encontrar seu minimo em [0, 1] que serd alcangado em 0, dado por

3—3¢§
£(0) = ( )(2v2+1)

(S\f 5)(2+2\/—)

>1,300... >1
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J
Para o valor minimo de ‘| (;;’ |‘
|Jg3| (3+ +Qn 1)(2+ +Qn 1)

|Oé|_( 1)(3+ +‘1n 1)(3+ +q
(=52 3f><2+2f 2+ =)

sf 3 o 1 (4.2)
( —1)(3+2v2-2+971)
(3 3f)(2\/_+qn n1)
(3\[ 5)(1_|_2\/__|_Qn an1)
cujo valor minimo em [0, 1) que serd alcangado em 0, dado por
3-3v2y3,/2
3\(/5 s )2v2 >1,212...>1
(*2=2)(1+2+2)
J
Finalmente, " (;12 “
|J92‘ B (2+ +Qn 1)(1+ +Qn 1)
0il (& 1)(2+ +q” 1)(2+ +q
(3 3f)(1+2\/_ 2+Qn 1)
(4.3)

(3\[ 3 1)(2+2\/_ 2_|_Qn 1)
(522 VE-14%)
(B va+ i)
que terd seu valor minimo em [0, 1) alcangado em 0, dado por
(=32)(2v2-1)
(23922

Com as contas acima e as desigualdades entre os intervalos remanescentes,

>1,060... > 1

temos

[Jas| > |Jaal > |G|
[Ja2| > |Jas| > |OG]
a1l > |Ja2| > |0
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como queriamos.

O

Os lemas a seguir sdo validos para quaisquer intervalos de niimeros reais
satisfazendo as hipdteses solicitadas, estes resultados nos auxiliardo na prova do

Teorema de Hall.

Lema 4.1. Sejam A e B intervalos fechados de numeros reais. Suponha que
um wntervalo aberto I € removido do meio de A, deizando os intervalos
A1 e Ay a esquerda e a direita de I, respectivamente. Se |B| > |I|, entdo
A+B=(A1UA)+B.

Demonstragao. Primeiro, observe a ilustragao abaixo:

Ay {I\ As
\ ]

B

Podemos escrever estes intervalos usando seus extremos A = [a1,a2], B =
[b1,b2], assim, A1 = [a1,a1+|A1]] e Ay =[a1+|A1|+|]|,az]. Os intervalos somados

sao fechados, logo, resultam em intervalos fechados.

O extremo a esquerda de A+ B e A; + B é dado por a; + b; e o extremo
a direita de A+ B coincide com o extremo a esquerda de A; + B, que é dado por
as +bsy.

Agora, A+ B = (A1 + B)U(Az+ B) se, e somente se, A1+ B e A+ B
possui intersegdo nao vazia, isto é, a1 + [A1|+|I| < a1+ |41+ |B| & |I| < |B|.

O

Lema 4.2. Seja B a unido de um niumero finito de intervalos compactos

de numeros reais Ai,As,...,A,. Suponha que um intervalo I € removido do

metio de A; dewxando dois intervalos Ani1 e Anys a esquerda de a direita
n+2

de I, respectivamente. Seja B' = | J A;. Se |A;] > |I|, 2 <i<n+2, entdo
i=2

B'+B'=B+B.
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Demonstragao. A figura abaixo ilustra os intervalos

Aq

I

Ant1 \ Anto
)

(
\

A

A

Fazendo A' = Ap1U A2, temos pelo Lema 1,

A1+ A

e ainda

para 2 < 7 <n. Entao

B+ B

(Ant1UAnp2)+As
A+ Ay
A+ A
(Ant1UApi2)+ A
A+ A

A+ A; = A+ A

n

U (4i+A4;)
ij=1

n n
Ui+ 4)u [ (Ai+4))
i=1 ij=2
n
U
=1
n—+2

U (4i+A4;)
i j=2
B + B

n
Al—l-Ai)U U (Ai—l-Aj)
1,7=2

O

Lema 4.3. Seja A1, A, ... uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos

(o0) (00) (o0)
de nimeros reats, isto €, Aiy1 C A;1=1,2,..., entdo [ Ai+ [ 4i= [ (Ai+

A).
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Demonstragao. Para provar este resultado mostraremos ambas as continéncias.

S o0
() Ai+ () Ai ={z+vy; z,y € A para todo 7}, assim,

8

(e 0]
[1Ai+ [ A C [)(Ai+A)

s
I
—
o
I
_
o
I
—

Agora, seja T = {(z,y) e RxRjz+y =t} e Vi ={(z,y) e RxR;z,y €
A;}, entdo T é fechado e V; é compacto. Segue que TNV;, 1 =1,2,... forma uma

sequéncia decrescente de compactos, assim

o0 o0
N(TNV)=Tn(Vi#0

(o]
e cada um dos seus elementos estd em [ ](4; + 4;).
1=1
Tomemos t € TNV;, entdot =z +y, z,y € 4;, 1=1,2,... e temos que

(o0) (oe)
te A+ ()4
i=1 i=1
dai,
(o 0) (o0) (o0
N Ai+ (A2 [ (Ai+ A)
1=1 1=1 1=1

Os lemas acima sdo validos, em particular, se considerarmos intervalos da
n-ésima etapa da construgdo de C(4).

Teorema 4.1 (Teorema de Hall). Qualquer numero real pode ser escrito na
forma a+[0;b1,bs,...] +[0;c1,c2,...], 1 < b;yci <4, a €Z. Em outras palavras
R=Z+C(4)+C(4).

V21
2
que C(4) pode ser obtido a partir de Iy removendo-se em cada etapa uma quan-

Demonstrag¢ao. Iniciaremos com o intervalo Iy =

,24/2 — 2] . Sabemos

tidade finita de intervalos abertos disjuntos.
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Ao fim da construgdo, obtemos C(4) removendo de Iy uma quantidade
infinita de intervalos abertos disjuntos, os quais organizaremos em ordem decres-
cente de tamanho, no caso dos intervalos de mesmo tamanho, os organizaremos
na ordem em que aparecem de [y da esquerda para a direita. Chamemos Uy, Uy, ...
esta sequéncia de intervalos (observe que isto é uma ordenagdo de todos os gaps
obtidos na construgao). Definimos ;11 como sendo I; removido U;. Temos entdo
uma nova construgdo de C(4) obtida a partir da remogio dos gaps em ordem
decrescente de tamanho.

A sequéncia construida é tal que I; D I; 11 e ﬁ I, =C(4).

1=0

Na remogao de U; restam dois intervalos compactos, um a direita e outro
a esquerda de U;, que chamaremos I;1, ;5. Consideremos entdo nossa construgao
inicial de C(4). Como U; é um dos gaps Op, r = 1,2,3, se I;1 D Jgj, 3 = 1,7 +1,
pela proposigéo 4.2, |Og| < |I;1]. Se I;1 C Jgj, entdo, do lado oposto a U; teremos
um gap que foi removido anteriormente, digamos U,, entdo |U,| > |U;|, temos
entdo que |Up| intersecta J,;, mas como ele é um gap, deverd ser removido em
alguma etapa posterior na construcdo de C(4),restando intervalos adjacentes a
ele que terao comprimento maior que ele, novamente pela proposicao 4.2, chame-
mos de J,q, entdo, Jyor C i1, assim, |I;1] > |Jaa'| > |Un| > |U;|. Com argumentos

andlogos temos |I;2| > |U;|.
Podemos agora usar o lema 4.2 e temos I; + I; = I; 11+ I;+1. Como
L+lh=[vV2-1,4v2—4]

temos
(o]

NE+ L) =[vV2-1,4v2-4]
1=0
e pelo lema 4.3

NE+ L) =L+ NE=C) + (3
1=0

Assim, C(4) 4+ C(4) cobre um intervalo de comprimento maior que 1, logo, todo

numero real pode ser escrito na forma
a+[0;b1,b2,...] +[0;c1,¢2,-..], 1 < bj,c; <4,a€Z

como queriamos. |
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4.1  Um Pouco Sobre o Espectro de Lagrange

Nesta secao, derivaremos um resultado sobre o espectro de Lagrange que
sao uma consequéncia do Teorema de Hall. Para isso, primeiro apresentaremos o

problema proposto.

. . . . . 1
Seja a um numero irracional, a desigualdade | — Z < q—2 tem uma quan-
tidade infinita de solugoes racionais B. Eiste resultado é conhecido como teorema

q
de Dirichlet, e € uma consequéncia da proposigao 2.5.

Fixando a, estamos interessados em encontrar k£ para os quais a desigual-

1
a-? < Py tenha infinitas solugées racionais P Vamos denotar por k(o)

q q q
a maior constante com tal propriedade, entao

k(a)= limsup <‘1D

P,9€EZ,q—00 Q(qa _p)

dade

onde k(a) € RU{+oo}. Os casos de interesse serdo aqueles onde k(a) < +00,
isto é, L = {k(a);a € R\Q,k(a) < 400}, este conjunto é chamado Espectro de

Lagrange.

Seja a = [ap;a1,az2,...|, sabemos que
Dn| 1
e
dn qn(an-l-l +,6n)

onde o, = [@n+1;@nt2,-..] € Bn = [0;an,...,a1].

Obtemos entdo uma férmula para L(a). Seja Ap(a) = an+ Bn
L(o) = limsup A ()
n—o0
para n € Z, onde ap = [@n+1;An+2,n+3,---] € Bn = [0;Cn—1,8n—2,...,01].
Usando o Teorema de Hall podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.2. O espectro de Lagrange contém [6,+00).

Demonstra¢ao. Suponhamos A > 6, pelo Teorema de Hall

A=a+[0;b1,b2,...] +[0;c1,c2,...] 1<bj,c; <4
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Uma vez que A > 6, temos a > 5. Definimos
o= [bky; bk —1,--,01,8,€1, oy Chy y bkyy 01,0, C14 oo, Chy O, ... = @0} 01,02, ...

onde k, é uma sequéncia qualquer estritamente crescente de inteiros positivos.

Temos que
L(a) = limsup Ap(a)
n—oo

o limsup sera alcancado quando a,+1 = a > 5 nestes casos
An = a+[0;by,...,bg, ] +[0;c1, -, Cky |
como k,, € estritamente crescente, quando n — oo temos A, — A, logo
Lia)=X

ou seja, A € L, segue que [6,+00) € L. O
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5 O Gap Lemma de Newhouse

Neste capitulo, usaremos o Gap Lemma, para provar dar uma prova al-
ternativa ao Teorema de Hall, utilizando propriedades de Conjuntos de Cantor.

Para isto, iniciaremos com algumas definigGes.

Definicao 5.1. Seja U um gap de um Conjunto de Cantor K e u € 0U,
chamamos de ponte entre K e u ao intervalo mazimal que contém u em
sua fronteira e separa U de um gap maior mais proximo a ele. Para cada
gap teremos duas pontes, uma a esquerda Ey e outra a direita Dy, como

tlustrado abaizo.

Uy Uz Us

——
Ey, Dy,

N~

(
\

Definigao 5.2. Seja U um gap limitado de um Conjunto de Canto K, defini-
D E

mos Tp(U) = ’]U?H eTr(U) = ’\U{]]’ Chamamos Tp(K) = i%f{TD(U)} a espes-

sura direita de K, similarmente, Tg(K) = i}I}f{TE(U )} € a espessura esquerda

de K. 7(K) =min{tp(K),7g(K)} € a espessura de K.

Com estas definicbes podemos apresentar nosso préoximo resultado.

Teorema 5.1 (Gap Lemma). Sejam Ki, K2 conjuntos de Cantor. Se T(K7)-
T(K3) > 1, entdo ou K; estd contido num gap de Ko ou Ko estd contido num
gap de K1 ou K1N Ky # 0.

Demonstracao. Suponha que K; nao esta contido num gap de K> e que K3 ndo

estd contido num gap de K7, mostraremos que K1 N Ky # 0.

Como nenhum deles estd contido num gap do outro, existe um par de gaps
(U1,Us), com Uy € K e U, € K7 se intersectando, podemos supor, sem perda de
generalidade a configuragao abaixo.
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K ( )
U.
K> ( )
E D
Como 7(K1) 7(K3), temos ||UE]1|| : ||UU2|| > 1= |Ey,| > |Uz| ou |Dy,| >
1 2

|U1|, entdo Ey1 NOU; # 0 ou Dy, NOU; # 0, suponhamos, sem perda de generali-
dade, o primeiro caso e seja u € Ey, N8Us, se u € K1, temos K1 N Ks # 0, uma vez
que 8U; C K. Se u ¢ K71, entéo existe um novo gap U} tal que u € U}, neste caso
repetimos a construgdo para (U},Us), fazendo isso sucessivas vezes construimos
uma sequéncia de gaps (U7*,U3") convergindo para um ponto de acumulagédo de
K1N K5, como este ponto esta na fronteira de uma sequéncia de gaps, ele devera

pertencer a ambos os conjuntos de Cantor logo, K1 N K3 # 0.

O

A préxima proposigdo nos mostra como o Gap Lemma sera utilizado para

provar o Teorema de Hall.

Proposicao 5.1. Sejam K7 e Ko conjuntos de Cantor tais que 7(K1)T(K2) > 1
e I1,1; os fechos convezos de K1 e Ky, respectivamente. Suponhamos que, I
tem comprimento maior que qualquer gap de Ky e que Iy tem comprimento
maior que qualquer gap de K, entao K1+ Ky =11+ 1.

Demonstracao. Consideramos os Conjuntos de Cantor Kj e Ks, cujos fechos
convexos correspondem a I e I, respectivamente. Tome k € I + I3, entao k — K3
ainda é um conjunto de Cantor e sua espessura € preservada, uma vez que com-
primentos de intervalos sdo invariantes por translagio e esta propriedade seguira
para seu infimo. Como 7(Kj)-7(K32) > 1, temos 7(k— K1) -7(K2) > 1. Além disso,
os gaps de K; e k— K7 possuem o mesmo comprimento, segue que k — K1 nao
estd contido em qualquer gap de K», e K5 nédo estd contido em qualquer gap de
k — K1. Usando o Gap Lemma, temos (k— K1) N Ky # 0, dai k£ € K1 N K,. Como
k é arbitrario em I + I, temos K1+ Ky = I1 + I. O
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Calcularemos a espessura de C(4). Fixada uma etapa n, com n impar, o

comprimento do maior gap da (n + 1)-ésima etapa € dado por

14+4-2-4 21
Ok = % 2 o i
((2+ 4#)Qn+l +Qn)(1 + 4 )Qn—f—l +qn) Qn—|—1(2 + 4# + Gni1 )(1 + -+ an +1)
Sabemos que gn+1 = 1qn + gn—1, assim, q;"’l =1+ q’;_l. Lembramos ainda que
n n
qg_l =[0;an,an-1,...,a1], pela construcdo das etapas, cada um destes elementos
Ti .. . ., dn—1 p
estdo entre 1 e 4, como n € impar, o maior valor possive para . serd alcangado
n
quando

[0;an,an_1,...,a1] =[0;1,4,...,1,4,1] > [0;1,4]
dn+1
dn

[O;a’n-i-l)a’n) "'70'1] S [0)4; 1]

e o menor valor para

e 0 menor valor para Int1 serd alcancado em 7+ [0;4,1].

dn

Com estas informacoes acharemos as pontes da etapa fixada. Inicialmente,

devemos encontrar os gaps maiores mais proximos

2 n
Oal qn+1(2+4#+q"+1)(1+ + o)
|Oail G2+ + 50+ +52)
2 3+f dn dn
— <Qn+1> ( +qn+1)'(2\/__1+q+1)
n (%¥+%ﬂ(%@4+%ﬁ
> 1,44-1,051-1,061
— 1,605
2 n n
%al qn+1(2+4u+qq+1)(1+ +.20)
gl G+ + 5N+ +52)
2 3+f dn dan
— <Qn+1> ( +q+1).(2\/_ 1+q+1)
n Wf*%% (2v2+7)

> 4,840-0,731-0,696
— 2.462
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2 n
[eX _ qn+1(2+4y+qq+l)( + = +qn+1)
033 g2 (4+ 4, + 22 1)(3+f+q"f1)
2 3+[ n n
_ <qn+1> (%3 +qq+1).(2f 1+ 2)
o) EE ) B
> 10,240-0,561-0,518
— 2,975
2 n n
03] _ qn+1(2+4y+qq+l)(1+ + )
|024] @2 (4+ g, + )3+ + 121
2 3+[ n n
— <Qn—|—1> ( +qZ+1) (2\/_ 1+qq+1)
T <7+2f+qg—;> (2v2+1+%2)

> 17,64-0,561-0,518
— 5,126

Concluimos entdo que o maior gap a direita mais préximo de O, € ol
Para o gap maior a esquerda, o qual denotaremos por U, temos U, # Oal, Oal,
pelos resultados obtidos na proposigéo 4.1, fazendo @’ = a1...a,,_1, entdo se a, =1,

0 proximo gap sera Oi, e pelas contas acima,
|Og| > |Ogi1| = |Og| > Ogy|

e obtemos
EOil = Ja12U Oil U ngg U O;l U Jg4

é a ponte a esquerda e

é a ponte a direita. Além disso,
Eogl = ngg U 031 U JQ14
Eps = Jaus

Dogl = Ja13
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Os demais valores de a,, nos dao conclusoes similares.

Para O3, temos que Og € 0 gap maior a direita mais préoximo e Oé 0 gap

maior a esquerda mais préximo, segue que

Bor, = Ja22U05 U Ja23 U055 U Jazs
Doy, = Jan

Boz, = Ja23U0gU Jazs

Doz, = Jaz

Eps, = Ja2a

Dos, = Ja23

Para O,3 0 gap maior a esquerda mais préximo € Oé , enquanto a direita é

O3, e temos

Boy, = Jazz2U 023U Ja33U 023U Ja34
Doéa = Ja31

Eogg = JQ33 U Ogg U Jg34

Doz, = Jaz2

Eos, = Jan

Dos, = Ja3s

Finalmente, para Oy, 0 gap maior & esquerda mais préximo é O3, para o

ap a direita, fazemos, novamente, a' = a1...ar_1, €, se a, = 4
) ) ) ) ) )

|Ogss| > |Og1a] = 05| > |Oga]

dai,
Boi, = Jaa2U034U Jas3UOg4 U Jaus
Doy, = Jau
Boz, = Jaa3UOgU Jass
Doz, = Jasz
Ens = Jaas

DO3 — Ja43
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Proposigao 5.2. C(4) tem espessura maior que 1, ou seja, 7(C(4)) > 1.

Demonstra¢do. Seja n um numero natural impar fixado e a = a1as...an

Ea)

1
al = [[O)@)1)1)4 )[0)@)1)4)1]] — [[01Q)1+ 7])[07Q)1+
M

4
e temos
T 1+ﬁ—1—l
T A N0 )
-3
A1+, + 21 (1+ 4 + 22
244, —4—
JaUO2UJaUO3 U | = il
|22 a a3 a Q4| Qn(4+ _I_Qn 1)(2+ +‘1n 1)
—3
A4+, + 212+ 4 + )
344 —4-1

Qn(4+ _I_Qn 1)(3+ _I_‘In 1)

-3 _
_ 4p

A4+, + 213+ 4 + )

usando isto podemos calcular

| Ja1| (T3)(1+ —|—q” 1)(2+ +Qn 1)
sl (G -1+ +"” 1)(1+ +q
_ ( )2+ 4, +‘1" -1
(1 1)(1+ +qn ! -
((3 32[)(‘[2+3+qg;1

- (3\/25—3)( \/§2+1 4 o=t

dn

> 2,990...
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[Ja2UOQ2U JgaU0S U Jae| (3 2)(1+ +qn1)(2+ + o=t

|04l

_1)(4+%+% (5.2)
=21y (23 - 14 B2
(F2)(2+2v2+2)

> 2,621...

a2l (F)2+ 5+ 223+ 4 + 2= 1)
O (G -De+g +"” 1)(2+ +q
_ ( ICR +‘1n -1)
(4 1)(2+ +q” ! 59
((3 32[)(‘[2+5+qg;1

- (3\/25—3)( x/§2+3 4 In-1

qn
> 2,384...
[JasUO3UJaa| (g5 — 1B+ 4 +B-1)(2+ ; +5-1)
o2 (DG +qn B1)(31 L +qn1
-3 "
:(@‘1)(“#%)
(o~ D@+ +2=1) 5.4)

(1 3[)(2\/__’_%; 1)
(BY3=2)(2+2v2+ 1)
> 2,508...
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sl ()3 + 5+ 24+ 4 + 2= 1)
O3 (G -DB+a +"” 1)(3+ +q
_ ( 24+ 4, +‘1" -1
(1 1)(3+ +q” : 55
((3 Szf)(‘/;+7+qg;1

(3\/25—3)( \/§2+5 + qZ;I

> 2,152...

Pelas equagodes 5.1 e 5.2, as espessuras de Oéi sao dadas por

Jaio UO2. U Jai3UO3. U Jgia
T8(0L) = JaizU Oy ‘(;“’ @ Ql|22,621...

J .
D(0g;) = ||O“1’.| > 2,999...
ar

Assim, 7(O};) > 2,621....

Usando as equagoes 5.3 e 5.4, as espessuras de Ogi serao dadas por

Jaizs O3 U Ty
T5(0%) = e |c9%1- 914‘22,508...
TD(Ogiz) = "0‘“2" > 2 384...

E temos T(Oéi) > 2,384...

Por fim, usando as equacgodes 4.1 e 5.5, as espessuras de O;i sao dadas por

J4
ra(0%) = L2l

> 1,300...

| gi|
‘Jai?)’

‘ az’

(D) > 2,152.

E obtemos 7'((9;) > 1,300..., de modo que 7(C(4)) > 1,300...
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Usando as proposigoes 5.1 € 5.2,
C4)+C(4) = [vV2-1,4v2-4]

provando o Teorema de Hall.

O leitor interessado pode consultar [6], onde vemos que 7(C(4)) =1, 300....

No texto referenciado encontramos ainda que 7(C(3)) = 0,822, usando isso temos
T(C(3))-7(C(4)) > 1

como a intersecdo entre tais conjuntos nao € vazia, podemos aplicar argumentos

similares aos feitos anteriormente, e obtemos
7Z+C(3)+C(4)=R

Para Z + C(3) + C(3) este resultado nédo ¢ valido. Nosso objetivo com estes co-
mentarios é incentivar a continuidade da leitura, por isso ndo traremos maiores
detalhes.
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6 Conclusao

Em nosso trabalho, apresentamos algumas propriedades dos conjuntos de
Cantor regulares que nos ajudaram a estudar de forma mais profunda as propri-
edades de C(N), e entdo voltamos nossa atengao para C(4), no qual estudamos o
Teorema de Hall, que trata da soma C(4)+ C(4).

Para provarmos o Teorema de Hall, inicialmente estudamos os compri-
mentos dos gaps deste conjunto, relacionando com os tamanhos dos intervalos
restantes em cada etapa. Supondo condicdes, que mostramos ser satisfeitas em
C(4), provamos resultados para a soma de conjuntos de nimeros reais, com estes

resultados apresentamos uma primeira prova para o Teorema de Hall.

Em seguida, apresentamos o conceito de espessura de conjuntos de Can-
tor e, desta vez relacionamos os tamanhos dos gaps e suas respectivas pontes para
calcular a espessura de C(4). Para provar o Teorema de Hall fizemos uso do Gap
Lemma de Newhouse que nos deu condigoes suficientes para a intersecao entre
dois conjuntos de Cantor ser ndo vazia, € uma proposicao que seguiu como co-
rolario do Gap Lemma, desta vez nos dando condigdes para a sua soma. De posse

destas informagoes derivamos uma nova demostragao do Teorema de Hall.

A beleza dos resultados aqui apresentados reside no fato de um problema
inicialmente construido por uma propriedade numérica ter solucdo a partir de

uma interpretagao dindmica.
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