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”A matemática é sobre entender coisas

e conectar coisas”



Resumo

Este trabalho apresenta um teorema provado inicialmente por Marshall Hall

[1947], que conecta um problema de Teoria dos Números à soma de Conjuntos

de Cantor. o Teorema de Hall nos diz que todo número real pode ser escrito como

soma de dois números cuja expansão em frações contínuas não contém coeficien-

tes maiores que 4.

Para deixarmos o texto autocontido, apresentaremos algumas propriedades da

expansão em frações contínuas, em seguida falaremos sobre alguns conjuntos de

Cantor, sendo o principal deles C(4), apresentando suas construções e algumas

propriedades.

Mostraremos uma prova topológica para o Teorema de Hall, e em seguida mostra-

remos como este resultado pode ser obtido utilizando o Gap Lemma de Newhouse,

que apareceu pela primeira vez em um trabalho de S. Newhouse no contexto de

dinâmica hiperbólica.

Palavras-chave: Frações Contínuas, Conjuntos de Cantor, Teorema de Hall, Gap

Lemma de Newhouse
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1 Introdução

O bastante conhecido Conjunto de Cantor Ternário, obtido a partir do

intervalo [0;1] ao removermos sucessivamente os terços médios dos intervalos, é

o conjunto dos pontos cuja expansão na base 3 possui apenas os dígitos 0 ou

2. Algumas propriedades interessantes deste conjunto também está presente em

outros conjuntos de Cantor. Aqui estudaremos o conjunto C(N), formado pelos

números reais cuja expansão em fracões contínuas não possui quocientes parci-

ais maiores que N . Este conjunto possui propriedades similares ao Conjunto de

Cantor Ternário, por exemplo, ambos são conjuntos perfeitos e possuem medida

nula.

Analisando a soma C(N)+C(N) nem sempre obtemos um intervalo de

comprimento maior que 1, por exemplo, para N = 3 isto não é válido. Para o caso

N = 4, Marshall Hall provou, em 1947, que qualquer número real pode ser escrito

como soma de um número inteiro e dois números em C(4), isto é,

Z+C(4)+C(4) = R

Este teorema é uma consequência do fato de

C(4)+C(4) = [
p
2�1;4

p
2�4]

Em nosso trabalho, apresentaremos duas provas para a soma C(4)+C(4)=

[
p
2�1;4

p
2�4] isto nos fornecerá duas provas distintas para o Teorema de Hall.

Para a primeira usaremos resultados de topologia na reta, para a segunda usare-

mos o Gap Lemma de Newhouse, um importante resultado para conjuntos de

Cantor.

Daremos agora um breve detalhamento de como se dividirá nosso texto.

Iniciaremos o segundo capítulo definindo frações contínuas e apresentando

a Transformação de Gauss, que nos dá uma forma alternativa de obter a expansão

em frações contínuas, desta vez com a iteração de um mapa. Também provaremos

algumas propriedades desta expansão.
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No terceiro capítulo, Falaremos um pouco sobre conjuntos de Cantor re-

gulares, mostrando alguns exemplos destes conjuntos. Apresentaremos também

duas construções para C(N), a primeira será uma construção topológica, a se-

gunda uma construção dinâmica, que faz de C(N) um conjunto de Cantor re-

gular. Neste capítulo mostraremos ainda algumas propriedades de C(N) que são

consequência de sua construção.

No quarto capítulo, estudaremos melhor o conjunto de Cantor C(4), pro-

varemos algumas propriedades deste conjunto, que serão utilizadas em ambas as

provas do resultado sobre a soma de C(4). Apresentaremos o Teorema de Marshall

Hall, e uma demonstração para o mesmo utilizando argumentos topológicos.

Finalmente, no capítulo cinco, traremos definições úteis para o estudo de

conjuntos de Cantor, como a noção de espessura e, em seguida, apresentaremos

o Gap Lemma de Newhouse, que dá condições suficientes para que a interseção

entre dois conjuntos de Cantor seja não vazia, e usaremos este resultado para

estudar a soma de dois conjuntos de Cantor, isto nos permitirá provar o Teorema

de Hall com um novo argumento.
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2 Frações Contínuas e a Transformação

de Gauss

Neste capítulo, apresentaremos a expansão em frações contínuas de um

número real e algumas propriedades básicas desta expansão que serão bastante

utilizadas posteriormente. Falaremos também da Transformação de Gauss, que

será fundamental em nosso estudo sobre frações contínuas e em todo nosso traba-

lho.

Definiremos a expansão em frações contínuas de um número real x através

da seguinte sequência x= x0;an = bxnc e se an , xn, definimos

xn+1 =
1

xn�an

assim,

x= x0 = a0+
1

a1+
1

a2+
1

a3+
1

: : :

para simplificar nossa notação, escreveremos

x= [a0;a1;a2;a3; :::]

como a expansão em frações contínuas de x. Chamaremos os a0is da expansão de

quocientes parciais.

Esta mesma expansão pode ser obtida através da iteração da Transformação

de Gauss, que apresentaremos a seguir.

Defina T : [0;1)! [0;1) por

T (x) =

8><
>:
x�1�bx�1c; x , 0

0; x= 0
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Gráfico de T(x)

Então se x 2 (0;1) é tal que x= [0;a1;a2;a3; :::], temos

a1 =

$
1

x

%
; a2 =

$
1

T (x)

%
; :::; an =

$
1

Tn�1(x)

%

e segue que

T (x) = [0;a2;a3; :::]; T
2(x) = [0;a3;a4; :::]; :::; T

n(x) = [0;an+1;an+2; :::]

e obtemos a expansão em frações contínuas de qualquer x 2 [0;1) através da

iteração de T (x).

Para obtermos a expansão em frações contínuas de qualquer x 2 R basta

fazermos, como antes, a0 = bxc e temos

x= a0+
1

a1+T (x)
= a0+

1

a1+
1

a2+T 2(x)

= :::= a0+
1

a1+
1

a2+
1

: : :+
1

an+Tn(x)

Assim, x= [a0;a1;a2; :::;an+Tn(x)].

Exemplo 2.1. Ache a expansão em frações contínuas de

p
5+1

2
(a razão

áurea).
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Solução. Seja x=

p
5+1

2
temos, bxc= 1, assim,

x= 1+
1$

1

x

%
�T (x)

= 1+
1

1+

p
5�1

2

= 1+
1

x

consequentemente,a expansão será dada por

x= 1+
1

1+
1

1+
1

: : :

= [1;1;1;1; :::]

Se x 2 (0;1] possui expansão finita, ou seja, x = [0;a1;a2; :::;an], temos

Tn(x) = 0 e x 2Q.

Por outro lado, se x 2 Q, é tal que x =
a

b
, com a < b, pelo Algoritmo da

Divisão,

a = a0b+r1

b = a1r1+r2;

r1 = a2r2+r3
:::

rn�1 = anrn+rn+1

como este número é racional, rn+1 = 0 para algum n. Sendo n o menor número

com tal propriedade, fazendo a= r1; b= r0 temos,

x= T 0(x) =
r1

r0
; T (x) =

r2

r1
; :::; Tn�1(x) =

rn

rn�1
; Tn(x) =

rn+1

rn
= 0

ou seja, x= [0;a1;a2; :::;an] e x possui expansão finita.

Além disso, observe que, como n é o menor número com tal propriedade,

an � 2, temos

an = an�1+
1

1
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podemos então escrever

x=
1

a1+
1

a2+
1

: : :+
1

an

=
1

a1+
1

a2+
1

: : :+
1

an�1+
1

1

Disto temos,

x= [0;a1;a2; :::;an] = [0;a1;a2; :::;an�1;1]

de modo que existe uma duplicidade na representação de números racionais.

Pelas observações anteriores, x é irracional se e, somente se Tn(x) , 0 para

todo n� 1. Neste caso, denotaremos x= [0;a1;a2; :::].

Definição 2.1. Seja x = [a0;a1;a2; :::] um número real definimos, para cada

n� 0,
pn

qn
= [a0;a1;a2; :::an], onde pn e qn são primos entre si, chamamos

pn

qn
de convergentes de ordem n da fração contínua de x.

Para entendermos melhor os convergentes de uma fração contínua, fare-

mos a seguinte construção recursiva: a0 =
p0

q0
, daí, p0 = a0 e q0 = 1.

Agora,

[a0;a1] = a0+[0;a1] = a0+
1

a1
=
a1a0+1

a1
=
p1

q1

e temos p1 = a1a0+1 e q1 = a1.

Continuando,

[a0;a1;a2] = a0+[0;a1;a2] = a0+
1

a1+
1

a2

=
a2a1a0+a0+a2

a2a1+1
=
p2

q2

de modo que p2 = a2(a1a0+1)+a0 e q2 = a2a1+1.
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Indutivamente, [a0;a1;a2; :::;an] =
pn

qn
, onde

pn = anpn�1+pn�2 e qn = anqn�1+ qn�2 (2.1)

Algumas vezes, é conveniente considerar os convergentes de ordem �1,
definindo p�1 := 1 e q�1 := 0.

As relações acima são uma consequência da seguinte proposição:

Proposição 2.1. Seja x= [a0;a1;a2; :::;an�1;xn], xn � 1, então, para todo n�
1, x=

xnpn�1+pn�2
xnqn�1+ qn�2

.

Demonstração. Pela definição da expansão, temos x = [a0;a1;a2; :::;an�1;xn]
provaremos a proposição por indução sobre n.

Para n= 1, temos

[a0;x1] = a0+
1

x1
=
x1a0+1

x1
=
x1p0+p�1
x1q0+ q�1

Para n= 2, temos

[a0;a1;x2] = [a0;a1+
1

x2
]

e usando o caso anterior,

[a0;a1+
1

x2
] =

(a1+
1

x2
)a0+1

a1+
1

x2

=
x2(a0a1+1)+a0

x2a1+1
=
x2p1+p0

x2q1+ q0

Suponhamos agora que

[a0;a1;a2; :::an�1;xn] =
xnpn�1+pn�2
xnqn�1+ qn�2

então

[a0;a1;a2; :::;an�1;an;xn+1] = [a0;a1;a2; :::;an�1;an+
1

xn+1
]
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usando a hipótese de indução,

[a0;a1;a2; :::;an�1;an+
1

xn+1
] =

(an+
1

xn+1
)pn�1+pn�2

(an+
1

xn+1
)qn�1+ qn�2

=
xn+1(anpn�1+pn�2)+pn�1
xn+1(anqn�1+ qn�2)+ qn�1

=
xn+1pn+pn�1
xn+1qn+ qn�1

E a proposição está provada. �

Corolário 2.1.1. Para todo n� 1, x=
pn+Tn(x)pn�1
qn+Tn(x)qn�1

.

Demonstração. Como

x= [a0;a1;a2; :::;an�1;xn] = [a0;a1;a2; :::;an�1;an+Tn(x)]

Temos xn = an+Tn(x), usando isto, segue da proposição anterior que

x=
(an+Tn(x))pn�1+pn�2
(an+Tn(x))qn�1+ qn�2

=
anpn�1+pn�2+Tn(x)pn�1
anqn�1+ qn�2+Tn(x)qn�1

=
pn+Tn(x)pn�1
qn+Tn(x)qn�1

E temos o requerido. �

Veremos mais alguns resultados a respeito dos convergentes.

Proposição 2.2. Para todo n� 0 temos pn�1qn�pnqn�1 = (�1)n e, para n� 1

temos qnpn�2�pnqn�2 = (�1)n�1an.

Demonstração. Para o primeiro resultado multiplicamos a primeira equação de

(2.1) por qn�1, a segunda por pn�1, agora subtraindo a primeira da segunda ob-

temos

pn�1qn�pnqn�1 =�(qn�1pn�2�pn�1qn�2)

aplicado repetidas vezes e observando que q0p�1�p0q�1 = 1, temos o requerido.

Para obtermos a segunda igualdade, multiplicaremos a primeira equação

de (2.1) por qn�2 e a segunda por pn�2 e subtraindo a primeira da segunda, temos

qnpn�2�pnqn�2 = an(qn�1pn�2�pn�1qn�2)



Capítulo 2. Frações Contínuas e a Transformação de Gauss 17

Aplicando o resultado provado anteriormente concluímos a prova. �

Corolário 2.2.1. Para todo n � 1,
pn�1
qn�1

� pn

qn
=

(�1)n
qnqn�1

e, para todo n � 2,

pn�2
qn�2

� pn

qn
=

(�1)n�1an
qnqn�2

.

Como consequência deste corolário, temos que os convergentes de ordem

par formam uma sequência crescente e os de ordem ímpar uma sequência decres-

cente. Além disso, os convergentes de ordem ímpar são maiores que os convergen-

tes de ordem par.

Proposição 2.3. Temos, para todo n� 0,
qn�1
qn

= [0;an;an�1; :::;a1].

Demonstração. Basta notarmos que

qn�1
qn

=
qn�1

anqn�1+ qn�2
) qn�1

qn
=

1

an+
qn�2
qn�1

e aplicar isto recursivamente.

�

Outro interessante resultado diz respeito a diferença entre frações contí-

nuas.

Proposição 2.4. Sejam [a0;a1;a2; :::;an�1;�1] e [a0;a1;a2; :::;an�1;�2] duas ex-

pansões em frações contínuas que coincidem nos n primeiros quocientes

parciais, então

[a0;a1;a2; :::;an�1;�1]� [a0;a1;a2; :::;an�1;�2] =
(�2��1)(�1)n

(�2qn+ qn�1)(�1qnqn�1)
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Demonstração. Usando resultados anteriores temos que

[a0;a1;a2; :::;an�1;�1]� [a0;a1;a2; :::;an�1;�2] =
�1pn+pn�1
�1qn+ qn�1

� �2pn+pn�1
�2qn+ qn�1

=
qnpn�1(�2��1)+ qn�1pn(�1��2)

(�1qn+ qn�1)(�2qn+ qn�1)

=
(�2��1)(qnpn�1�pnqn�1)
(�1qn+ qn�1)(�2qn+ qn�1)

=
(�2��1)(�1)n

(�1qn+ qn�1)(�2qn+ qn�1)

�

Corolário 2.4.1. Sejam x1= [a0;a1;a2; :::;an�1;�1] e x2= [a0;a1;a2; :::;an�1;�2]
onde �1 < �2. Então se n é ímpar x1 > x2, se n é par x1 < x2.

Um outro importante resultado pode ser obtido usando a proposição 2.1,

calculando

x� pn

qn
=

xn+1pn+pn�1
xn+1qn+ qn�1

� pn

qn

=
qn(xn+1pn+pn�1)�pn(xn+1qn+ qn�1)

qn(xn+1qn+ qn�1)

=
(�1)n

qn(xn+1qn+ qn�1)

=
(�1)n

q2n(xn+1+
qn�1
qn )

Daí, �����x� pn

qn

�����= 1

q2n(xn+1+
qn�1
qn

)

Como an+1 < xn+1+
qn�1
qn

< an+1+2 temos

1

(an+1+2)q2n
<

�����x� pn

qn

�����< 1

an+1q2n

Por outro lado, de qn = anqn�1+ qn�2, segue que,

q0 � q1 < q2 < ::: < qn < :::
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Ou seja, lim
n!1qn =1.

Estas observações provam a proposição que segue.

Proposição 2.5. Seja
pn

qn
a sequência dos convergentes de um número irra-

cional x, então lim
n!1

pn

qn
= x.

Ao analisarmos a representação decimal de número real conseguimos fa-

cilmente localizá-lo na reta, dividindo-a em intervalos e analisando cada um dos

dígitos do número. Veremos agora como fazer essa mesma análise na expansão em

frações contínuas, estudando a dinâmica da Transformação de Gauss.

Escrevamos (0;1) =
1[
k=1

Ik onde, Ik =

"
1

k+1
;
1

k

!
, então os extremos de

cada Ik são exatamente os pontos de descontinuidade de T (x), quando desconsi-

deramos a origem.

Teremos então que

x 2 Ik,
$
1

x

%
= a1 = k

T (x) 2 Ik,
$

1

T (x)

%
= a2 = k

De modo geral, teremos que

T (x)n 2 Ik,
$

1

Tn(x)

%
= an+1 = k

Para estudarmos o comportamento desta expansão, basta então estudarmos os

iterados da Transformação de Gauss. Esta análise é particularmente útil para

estudarmos o comportamento de expansões infinitas.
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3 O Conjunto C(N)

3.1 Conjuntos de Cantor Dinamicamente Definidos

Antes de apresentarmos os conjuntos de Cantor dinamicamente definidos,

falaremos sobre o Conjunto de Cantor Ternário K.

Iniciaremos com sua construção topológica, tomaremos inicialmente o in-

tervalo [0;1]�R e dele retiraremos o intervalo

 
1

3
;
2

3

!
, o qual chamaremos de I1,

após isto restarão dois intervalos, são eles

"
0;
1

3

#
e

"
2

3
;1

#
, que chamaremos de I0

e I2, respectivamente. Observe que os números pertencentes a I0 são os que ini-

ciam em 0 na sua expansão na base 3, da mesma forma os números pertencentes

a I1 e I2 iniciam em 1 e 2, respectivamente quando expandidos na base 3. Em

outras palavras, na primeira etapa da construção de K eliminamos os números

que iniciam em 1 na expansão na base 3.

Na segunda etapa da construção removeremos de I0 o intervalo I01 = 
1

9
;
2

9

!
cujos números iniciam sua expansão na base 3 em 01, restando assim dois

intervalos, I00 =

"
0;
1

9

#
que conterá os números cuja expansão na base 3 inicia em

00 e I02 =

"
2

9
;
1

3

#
que conterá os números cuja expansão na base 3 inicia em 02 .

De I2 removemos o intervalo I21 =

 
7

9
;
8

9

!
restando I20 =

"
2

3
;
7

9

#
cujos números

iniciam em 20 na sua expansão na base 3 e I22 =

"
1

8
;1

#
cujos elementos iniciam

em 22 na base 3. Sendo assim, na segunda etapa da construção removemos os

números cujo segundo dígito de sua expansão na base 3 é 1.

De modo análogo, na terceira etapa removeremos os números cujo ter-

ceiro dígito da expansão na base 3 é 1 e, de maneira geral, na n-ésima etapa da

construção removemos os números cujo n-ésimo dígito da sua expansão na base
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3 é 1.

Seguimos esse processo indefinidamente e, no fim restarão apenas os nú-

meros cuja expansão na base 3 não contém o dígito 1, a este conjunto de pontos

chamamos Conjunto de Cantor Ternário.

Geometricamente, em cada etapa da construção foi removido o terço mé-

dio de cada intervalo.

Observe ainda que todo número x neste conjunto pode ser identificado

como uma lista contendo apenas 00s e 20s, onde a n-ésima entrada desta lista está

totalmente determinada pelo intervalo ao qual x pertence na n-ésima etapa da

construção.

Uma outra forma de obter K, a qual será particularmente importante para

nós, é através da iteração da função 	 :

"
0;
1

3

#S"2
3
;1

#
! [0;1], definida por

	(x) =

8>>>><
>>>>:
3x; x 2

"
0;
1

3

#

3x�2; x 2
"
2

3
;1

#

Gráfico de 	(x)

Observe que o domínio de 	 é a primeira etapa da construção, isto é,

I0[ I2.

Agora, seja x 2
"
0;
1

3

#
[
"
2

3
;1

#
tal que x=

1X
k=1

ak

3k
= 0;a1a2a3:::, então

	(x) =
1X
k=1

ak+1

3k
= 0;a2a3a4:::
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ou seja, 	 apagao primeiro dígito da expansão.

Como 	 �	 = 	2 não está definida para x 2
 
1

9
;
2

9

!S 7
9
;
8

9

!
, o domínio

de 	2 corresponde aos x que não possuem o segundo dígido de sua expansão na

base 3 igual a 1, isto é, 	2 : I00[ I02[ I20[ I22! [0;1].

Seguindo este mesmo raciocínio, o domínio de 	n corresponde a n-ésima

etapa da construção de K, desta forma,

K =
1\
n=0

	�n(I0[ I2)

Esta segunda forma de obter K explica a definição de conjunto de Cantor

dinamicamente definido.

Definição 3.1. Seja X 2 R um conjunto, o fecho convexo de X, que denota-

remos por X̂ é o menor conjunto fechado e convexo que contém X.

Observação: O menor fechado convexo que contém X é a interseção de

todos os fechados convexos que contém X.

Definição 3.2. Sejam I1; I2; :::In intervalos fechados disjuntos, Î o fecho con-

vexo de I = I1 [ I2 [ :::[ In, e f : I1 [ I2 [ :::[ In ! Î uma função de classe

Cr; r > 1; tal que jf 0jIk j > 1, f jIk é o fecho convexo de uma união de in-

tervalos Ij para 1 � k � n e, para m suficientemente grande, fmjIk � I.

Então K =
\
n�0

f�n(I) é chamado Conjunto de Cantor Dinamicamente De-

finido, ou Conjunto de Cantor Regular. Se f jIk ; 1� k � n é sobrejetora, ou

seja, m = 1 para todo 1 � k � n, diremos que K é um Conjunto de Can-

tor Dinamicamente Definido (ou Regular) do Tipo Bernoulli.Chamamos de

R = fI1; I2; :::; Ing Partição de Markov e I o Domínio de Markov associados

a K.

Veremos alguns exemplos de conjuntos de Cantor dinamicamente defini-

dos onde m> 1 para ao menos um dos intervalos de definição.
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Exemplo 3.1. Seja f(x) uma função f :

"
0;
1

5

#
[
"
2

5
;
3

5

#
[
"
4

5
;1

#
! [0;1],

f(x) =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

5x; x 2
"
0;
1

5

#

3x� 6

5
; x 2

"
2

5
;
3

5

#

�3x+ 17

5
; x 2

"
4

5
;1

#

Gráfico de f(x)

então jf 0(x)j> 1. Fazendo I1 =

"
0;
1

5

#
, I2 =

"
2

5
;
3

5

#
, I3 =

"
4

5
;1

#
, temos

f(I1) = I

f(I2) = I1[ I2) f2(I2) = I

f(I3) = I2[ I3) f2(I3) = I

Segue que

Kf =
\
n�0

f�n(I)

é um conjunto de Cantor regular.

Podemos estudar algumas características deste conjunto. Em nosso pri-

meiro exemplo, do Conjunto de Cantor Ternário, cada elemento pode ser repre-

sentado de modo único como uma sequência em f0;2gN, consequentemente, existe

uma quantidade não enumerável de elementos neste conjunto. Afim de obter

afirmações similares em outros conjuntos de Cantor regulares identificaremos os
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pontos de um conjunto de Cantor K cuja partição de Markov possui n elementos

com um subconjunto do espaço das sequências em n símbolos �n = f1;2; :::;ngN.

Denotaremos este subconjunto por �K .

Para encontrarmos �Kf
, observamos inicialmente que nem todas as sequên-

cias de �3 são permitidas, consideramos então a matriz de adjacência de Kf .

Definição 3.3. Seja K um conjunto de Cantor e R= fI1; :::Ing sua partição

de Markov associada, diremos que a sequência de números ij, i; j = 1; :::;n é

permitida se f jIi � Ij e, neste caso, diremos que f jIi cobre Ij.

Definição 3.4. Seja K um conjunto de Cantor cuja partição de Markov

contém n intervalos, definimos sua Matriz de Adjacência por Mn�n, mij = 1

se ij é permitido e mij = 0 caso contrário.

A imagem de I2 cobre apernas I1 e I2, o dígito 2 só poderá ser seguido

por 1 ou 2, similarmente, 3 só poderá ser seguido por 2 ou 3, logo, a matriz de

adjacência de Kf , que denotaremos por MKf
será dada por

MKf
=

0
BBB@
1 1 1

1 1 0

0 1 1

1
CCCA

de modo que

�Kf
= fx= (x1x2x3:::);mxixi+1 = 1 8ig

observe que f1;2gN � �Kf
, logo, Kf é não enumerável.

Exemplo 3.2. Seja g uma função g :

"
0;
1

4

#
[
"
1

2
;1

#
! [0;1],

g(x) =

8>>>><
>>>>:
�2x+1; x 2

"
0;
1

4

#

2x�1; x 2
"
1

2
;1

#
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Gráfico de g(x)

temos jg0(x)j> 1, além disso, seja I1 =

"
0;
1

4

#
e I2 =

"
1

2
;1

#

g(I1) = I2) g2(I1) = I

g(I2) = I

daí,

Kg =
\
n�0

g�n(I)

é um conjunto de Cantor regular.

Sua matriz de adjacência, MKg será dada por

MKg =

0
@0 1

1 1

1
A

Deste modo, sequências com (12);(22);(21) são permitidas, enquanto sequên-

cias com (11) não são permitidas. Podemos chamar 0 = (12), 1 = (22) e 2 = (21),

de modo que sequências de 00s e 1s são sempre permitidas, segue que

f0;1g � �Kg

logo Kg é não enumerável.

3.2 A Construção de C(N)

Primeiro, definiremos o conjunto C(N), onde N � 2 é um número inteiro,

por

C(N) = fx= [0;a1;a2; :::] 2 R;ai �N 8i� 1g
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Para construirmos C(N), iniciaremos com o intervalo (0;1), pois para todo

x 2 (0;1);a0 = 0.

Observando o quociente parcial a1, pelo corolário 2.4.1, o maior elemento

de C(N) é da forma [0;1;a2;a3; :::], ao analisar a2, temos que o elemento máximo

é [0;1;N;a3;a4; :::]. Continuando, teremos que

max(C(N)) = [0;1;N;1;N; :::] = [0;1;N ]

De modo semelhante, o menor elemento de C(N), será

min(C(N)) = [0;N;1;N;1; :::] = [0;N;1]

Aplicaremos este raciocínio para acharmos o maior e menor elemento dos

intervalos mantidos em cada etapa.

Na primeira etapa queremos manter apenas os x tais que a1 � N , serão

mantidos então os intervalos

J1 = [[0;1;1;N ]; [0;1;N;1]]

J2 = [[0;2;1;N ]; [0;2;N;1]]
:::

JN = [[0;N;1;N ]; [0;N;N;1]]

Na segunda etapa, manteremos os x tais que a2 � N , para isto, em J1

conservaremos os intervalos

J11 = [[0;1;1;N;1]; [0;1;1;1;N ]]

J12 = [[0;1;2;N;1]; [0;1;2;1;N ]]
:::

J1N = [[0;1;N;N;1]; [0;1;N;1;N ]]

em J2 restarão

J21 = [[0;2;1;N;1]; [0;2;1;1;N ]]

J22 = [[0;2;2;N;1]; [0;2;2;1;N ]]
:::

J2N = [[0;2;N;N;1]; [0;2;N;1;N ]]
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e finalmente, tem JN restarão

JN1 = [[0;N;1;N;1]; [0;N;1;1;N ]]

JN2 = [[0;N;2;N;1]; [0;N;2;1;N ]]
:::

JNN = [[0;N;N;N;1]; [0;N;N;1;N ]]

Na terceira etapa, manteremos os x tais que a3 � N e, continuando a

construção como feito na terceira etapa teremos ao fim desta os intervalos J111,

J112, J113, J114,..., J11N , J121, J122,..., J1NN , J211,..., JNNN .

Para aplicar este mesmo raciocínio a cada intervalo na n-ésima etapa da

construção, fixaremos a1;a2; :::;an com 1� ai �N;i= 1;2; :::;n, seja Ja1a2:::an um

intervalo da n-ésima etapa da construção. Se n é par

Ja1a2:::an = [[0;a1;a2; :::;an;N;1]; [0;a1;a2; :::;an;1;N ]]

se n é ímpar

Ja1a2:::an = [[0;a1;a2; :::;an;1;N ]; [0;a1;a2; :::;an;N;1]]

Continuamos indefinidamente a construção e o conjunto resultante será

C(N).

Podemos então concluir que o fecho convexo de J1[J2[:::[JN é [[0;N;1]; [0;1;N ]].

Consideraremos agora a Transformação de Gauss T, definida na seção

1, e a partir dela construiremos uma nova função cuja iteração irá nos auxiliar

numa nova forma de obter C(N).

Considere � : J1[J2[ :::[JN ! [[0;N;1]; [0;1;N ]],

�(x) =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

x�1�1; x 2 J1
x�1�2; x 2 J2
:::

x�1�N; x 2 JN
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Observamos então que o domínio de � é formado pelos x 2 (0;1) tais que

1� a1 �N , isto é, a primeira etapa da construção de C(N).

Além disso, seja x = [0;a1;a2; :::], então �(x) = [0;a2;a3:::], sendo assim,

�2 está definida apenas para os x tais que 1� a2 �N , mais precisamente, �2 está

definida apenas nos intervalos Ja1a2 Obtidos na segunda etapa da construção an-

terior. Semelhantemente, �3(x) está definida apenas para x nos intervalos Ja1a2a3,

obtidos na terceira etapa da construção anterior.

De modo geral, teremos que a n-ésima etapa da construção de C(N) cor-

responde ao domínio de �n(x), assim, C(N) é o conjunto dos pontos nos quais

�n(x) está bem definida para todo n� 1. Assim,

C(N) =
1\
n=0

��n([[0;N;1]; [0;1;N ]])

Por fim, chamemos �k(x) a restrição de � ao intervalo Jk, então,

j�0k(x)j=
������ 1

x2

������ 1

[0;1;N ]2
> 1

e ainda,

�k(Jk) = �k([[0;k;1;4]; [0;k;4;1]]) = [[0;1;4]; [0;4;1]]

para cada 1� k �N .

Segue que C(N) é um conjunto de Cantor regular.

3.2.1 Consequências da Construção

Vimos anteriormente que o espaço das sequências de n símbolos nos auxi-

lia no estudo simbólico de conjuntos de Cantor, usaremos agora �N para estudar

C(N). Iniciaremos definindo uma métrica neste espaço.

Definição 3.5. Seja �N = f1;2; :::;Ng o conjunto das sequências de N sím-

bolos. Dadas duas sequências x;y 2 �N , x = (x1x2x3:::), y = (y1y2y3:::), defi-

nimos a distância entre x e y por

d(x;y) =
1X
i=0

jxi�yij
N i



Capítulo 3. O Conjunto C(N) 29

Neste espaço podemos definir o operador shift, denotado por �, � : �N !
�N , tal que se x= (x1x2x3:::), �(x) = (x2x3x4:::), este operador, de definição sim-

ples, pode ser usado para estudar propriedades interessantes de C(N), para isso,

usaremos o conceito de conjugação topológica, que nos permite estudar proprie-

dades comuns a dois mapas, desde que sejam topologicamente conjugados.

Definição 3.6. Sejam f :A!A e g :B!B, A;B �R duas funções, dizemos

que f e g são topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h :

A!B tal que h�f = g �h.

Dois mapas topologicamente conjugados possuem as mesmas propriedades

dinâmicas, provando que existe um homeomorfismo h : C(N)! �N tal que h �
� = T �h, poderemos estudar os elementos de C(N) a partir das sequências de

N símbolos. Seja x= [0;a1;a2:::)] 2 C(N) definirmos h : C(N)! �N por h(x) =

(a1a2:::). h está bem definida. Tomando x 2 C(N), temos

x=
1\
i=1

Ja1a2:::ai

assim, uma sequência de intervalos Ja1 ;Ja1a2 ;Ja1a2a3 ; ::: determina um único ele-

mento (a1a2a3:::) e, dada uma sequência (a1a2a3:::) podemos construir a sequên-

cia de intervalos Ja1 ;Ja1a2 ;Ja1a2a3; ::: que determina um único elemento de C(N),

logo, h é uma bijeção. Resta verificarmos que esta função é contínua, bem como

sua inversa, que é dada por h�1 : � ! C(N), h�1(x) = [0;a1;a2;a3; :::], onde

x= (a1a2a3:::).

Dados x= [0;a1;a2;a3:::]2C(N) e � > 0, podemos tomar n tal que
1

Nn
< �

e considerar Ja1:::an, tomando também � > 0 e y = [0;y1;y2;y3; :::] 2 C(N) tal que

jx�yj< �) y 2 Ja1:::an

temos que h(x) e h(y) coincidem nos n primeiros elementos, assim

jh(x)�h(y)j=
1X

i=n+1

jai�yij
N i

< �

daí, h é uma função contínua.
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Agora, dados x= (a1a2a3:::)2�N e � > 0, exite n tal que jJa1:::anj< �, isto

é sempre possível, uma vez que jJa1:::an j �! 0. Tomando � =
1

Nn
, temos que

jx�yj< �) y = (a1:::anyn+1:::)

assim

jx�yj< �) jh�1(x)�h�1(y)j � jJa1:::anj< �

de modo que h é um homeomorfismo.

Por fim, veremos que isto é uma conjugação entre T e �. De fato, basta

notar que dado x= (a1a2a3:::) 2 �N

h��(x) = h((a2a3:::))

= [0;a2;a3; :::]

= T ([0;a1;a2;a3; :::])

= T (h((a1a2a3)))

= T �h(x)

3.2.1.1 C(N) é Um Conjunto Perfeito

Definição 3.7. Seja X � R um conjunto, dizemos que é um Conjunto Per-

feito se é um conjunto fechado e cada ponto de X é um ponto de acumulação.

Veremos que C(N) é um conjunto perfeito. Claramente C(N) é um con-

junto fechado, pois trata-se de um intervalo fechado do qual removemos, do

seu interior, sucessivamente, intervalos abertos. Resta mostrarmos que que todo

ponto de C(N) é um ponto de acumulação, para isso usaremos a conjugação to-

pológica com o shift.

Tomemos x 2 �N com x= (a1a2a3:::), definimos a sequência

xn = (a1a2:::anbn+1:::)
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onde bi 2 f1;2; :::;Ng; i� (n+1). Então, dado � > 0, tomamos n tal que
1

Nn
< �,

de modo que

jxn�xj=
1X

i=n+1

jxni�xij
N i

<
1

Nn
< �

assim, xn �! x e como h é uma função contínua,

xn �! x) h(xn)�! h(x)

onde h(xn) é uma sequência de elementos de C(N) convergindo para h(x). Além

disso, h(x) é arbitrário em C(N), uma vez que h é uma função invertível, se-

gue que todo ponto de C(N) é um ponto de acumulação. Portanto, C(N) é um

conjunto perfeito.

3.2.1.2 C(N) Tem Medida Nula

Mostraremos agora que C(N) tem medida nula, para isso faremos uso

de resultados de teoria ergódica, que não é o foco deste texto, por isso suas

demonstrações serão omitidas, o leitor interessado poderá consultá-las nas fon-

tes citadas.

Definição 3.8. Sejam (X;�) um espaço de medida e f :X!X uma transformação

mensurável, A � X um subconjunto de X, A é dito invariante por f se

f�1(A) = A. uma medida � é dita invariante por f se �(f�1(A)) = �(A).

Definição 3.9. Sejam (X;�) um espaço de medida e � uma medida de proba-

bilidade invariante por uma transformação mensurável f :X!X, o sistema

(f;�) é dito ergódico quando para todo subconjunto invariante A�X tem-se

�(A) = 0 ou �(A) = 1.

Definiremos agora uma medida de probabilidade invariante por T (x), dada

por

�(A) =
1

log(2)

Z
A

dx

1+x

chamada Medida de Gauss.

Denotaremos por ` a medida de Lebesgue em R.
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Proposição 3.1. A Medida de Gauss �(A) =
1

log(2)

Z
A

dx

1+x
é uma medida de

probabilidade invariante pela Transformação de Gauss T (x).

Estas proposições estão demonstradas em [8].

Além disso, como

`(A)

2 log(2)
< �(A)� `(A)

log(2)

para qualquer mensurável A� [0;1), ` e � possuem os mesmos conjuntos de me-

dida nula.

Proposição 3.2. (T;�) é um sistema ergódico.

A demonstração dessa proposição pode ser encontrada em [8].

Como C(N) é o conjunto dos pontos x 2 [0;1) tais que Tn está definida

para todo n, este conjunto é, por definição, invariante por T , mas em cada etapa

da construção removemos intervalos com medida positiva, deste modo C(N) não

pode ter medida total, logo, possui medida nula.

É possível mostrarmos que C(N) possui medida nula estimando o compri-

mento dos intervalos remanescentes em cada etapa, estratégia comumente utili-

zada para mostrarmos que o Conjunto de Cantor Ternário possui medida nula.

Esta prova não será apresentada aqui.
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4 O Teorema de Hall

Neste capítulo, conheceremos o teorema principal do nosso trabalho, o

Teorema de Hall, que trata da soma C(4)+C(4), para isso, iniciaremos definindo

o que é a soma de dois conjuntos de números reais.

Definição 4.1. Sejam A;B � R, definimos A+B = fa+ b;a 2 A e b 2Bg

Quando consideramos o Conjunto de Cantor Ternário temos K +K =

[0;2]. Depois de estudarmos as propriedades anteriores nos surge o questiona-

mento: Valeria algo similar em C(N)+C(N)? No caso em que N = 4 a resposta

é sim! Então voltaremos nossa atenção para C(4).

Em 1947 Marshall Hall provou que C(4) +C(4) = [
p
2� 1;4

p
2� 4], e

como consequência disto, todo número real pode ser escrito como a soma de um

número inteiro e dois elementos de C(4). Aqui apresentaremos duas provas para

o teorema de Hall, uma usando argumentos básicos com conjuntos compactos, e

uma segunda prova que nos mostra uma conexão entre este teorema e a espessura

de um conjunto de Cantor através do Gap Lema. Antes disso, vamos entender

melhor a construção do C(4).

Seguindo alguns argumentos anteriores, max(C(4)) = [0;1;4], fazendo x=

[0;1;4], temos

x=
1

1+
1

4+x

) x=
1

5+x

4+x

) x2+4x�4 = 0

como queremos um elemento de C(4); x= 2
p
2�2, com cálculos análogos,

min(C(4)) = y = [0;4;1] =

p
2�1

2

Vamos identificar os intervalos abertos removidos numa dada etapa, da

construção de C(4), tais intervalos serão também chamados de gaps de C(4).
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Tomemos um intervalo qualquer da n-ésima etapa, Ja1a2:::an, inicialmente, supo-

remos n par e fixaremos a = a1a2:::an e considerando a ordem estabelecida por

esta paridade, Ja se divide é dividido nos intervalos

Ja1 = [[0;a;1;1;4]; [0;a;1;4;1]]

Ja2 = [[0;a;2;1;4]; [0;a;2;4;1]]

Ja3 = [[0;a;3;1;4]; [0;a;3;4;1]]

Ja4 = [[0;a;4;1;4]; [0;a;4;4;1]]

Os intervalos removidos serão então

O1
a = ([0;a;2;4;1]; [0;a;1;1;4])

O2
a = ([0;a;3;4;1]; [0;a;2;1;4])

O3
a = ([0;a;4;4;1]; [0;a;3;1;4])

A configuração neste caso está ilustrada na figura abaixo

Ja

Ja4

( )

O3
a

Ja3

( )

O2
a

Ja2

( )

O1
a

Ja1

Fixaremos Ja1a2:::an = Ja na n-ésima etapa, os próximos resultados são

válidos para os intervalos Ja1, Ja2, Ja3, Ja4, O1
a, O2

a e O3
a que resultam de Ja na

(n+1)�ésima etapa.

Proposição 4.1. Os intervalos removidos satisfazem jO3
aj< jO2

aj< jO1
aj.

Demonstração. Primeiro, calcularemos o comprimento de cada um desses inter-

valos. Façamos �= [1;4] =

p
2+1

2
, e então podemos escrever

O1
a = [[0;a;2;4�]; [0;a;1;�]] = [[0;a;2+

1

4�
]; [0;a;1+

1

�
]]
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O2
a = [[0;a;3;4�]; [0;a;2;�]] = [[0;a;3+

1

4�
]; [0;a;2+

1

�
]]

O3
a = [[0;a;4;4�]; [0;a;3;�]] = [[0;a;4+

1

4�
]; [0;a;3+

1

�
]]

Os comprimentos destes intervalos são dados por

jO1
aj=

1+ 1
� �2� 1

4�

((2+ 1
4�)qn+ qn�1)(1+ 1

�)qn+ qn�1)
=

3
4� �1

q2n(2+
1
4� +

qn�1
qn

)(1+ 1
� +

qn�1
qn

)

jO2
aj=

2+ 1
� �3� 1

4�

((3+ 1
4�)qn+ qn�1)(2+ 1

�)qn+ qn�1)
=

3
4� �1

q2n(3+
1
4� +

qn�1
qn

)(2+ 1
� +

qn�1
qn

)

jO3
aj=

3+ 1
� �4� 1

4�

((4+ 1
4�)qn+ qn�1)(3+ 1

�)qn+ qn�1)
=

3
4� �1

q2n(4+
1
4� +

qn�1
qn

)(3+ 1
� +

qn�1
qn

)

Como todos possuem o mesmo numerador, mas

 
2+

1

4�
+
qn�1
qn

! 
1+

1

�
+
qn�1
qn

!
<

 
3+

1

4�
+
qn�1
qn

! 
2+

1

�
+
qn�1
qn

!

e  
3+

1

4�
+
qn�1
qn

! 
2+

1

�
+
qn�1
qn

!
<

 
4+

1

4�
+
qn�1
qn

! 
3+

1

�
+
qn�1
qn

!

segue que

jO3
aj< jO2

aj< jO1
aj

�

Lembre que este resultado foi obtido suponto n par, porém, se tivéssemos

n ímpar, fixando a= a1a2:::an, os intervalos seriam

Ja1 = [[0;a;1;4;1]; [0;a;1;1;4]]

Ja2 = [[0;a;2;4;1]; [0;a;2;1;4]]

Ja3 = [[0;a;3;4;1]; [0;a;3;1;4]]

Ja4 = [[0;a;4;4;1]; [0;a;4;1;4]]

e os intervalos removidos
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O1
a = [[0;a;1;1;4]; [0;a;2;4;1]

O2
a = [[0;a;2;1;4]; [0;a;3;4;1]

O3
a = [[0;a;3;1;4]; [0;a;4;4;1]

A figura abaixo ilustra a configuração neste caso

Ja

Ja1

( )

O1
a

Ja2

( )

O2
a

Ja3

( )

O3
a

Ja4

Então a proposição continua válida para o caso em n é ímpar.

Argumentos similares também mostram que jJa4j< jJa3j< jJa2j< jJa1j

Proposição 4.2. Os intervalos satisfazem jO1
aj< jJaij; i=1;2, jO2

aj< jJaij; i=
2;3 e jO3

aj< jJaij; i= 3;4.

Demonstração. Suponhamos, sem perda de generalidade n par. Tomando � =

[1;4] =

p
2+1

2
, nos será conveniente observar que

1

�
= 4��1 = 2

p
2�2 e

1

4�
=

��1 =

p
2�1

2
. podemos escrever

Ja4 = [[0;a;4;1;4]; [0;a;4;4;1]] = [[0;a;4+
1

�
]; [0;a;4+

1

4�
]]

Ja3 = [[0;a;3;1;4]; [0;a;3;4;1]] = [[0;a;3+
1

�
]; [0;a;3+

1

4�
]]

Ja2 = [[0;a;2;1;4]; [0;a;2;4;1]] = [[0;a;2+
1

�
]; [0;a;2+

1

4�
]]
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e temos

jJa4j=
4+ 1

4� �4� 1
�

q2n(4+
1
� +

qn�1
qn

)(4+ 1
4� +

qn�1
qn

)
=

�3
4�

q2n(4+
1
� +

qn�1
qn

)(4+ 1
4� +

qn�1
qn

)

jJa3j=
3+ 1

4� �3� 1
�

q2n(3+
1
� +

qn�1
qn

)(3+ 1
4� +

qn�1
qn

)
=

�3
4�

q2n(3+
1
� +

qn�1
qn

)(3+ 1
4� +

qn�1
qn

)

jJa2j=
2+ 1

4� �2� 1
�

q2n(2+
1
� +

qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)
=

�3
4�

q2n(2+
1
� +

qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)

Acharemos o valor mínimo de
jJa4j
jO3

aj

jJa4j
jO3

aj
=

�3
4� (4+

1
4� +

qn�1
qn

)(3+ 1
� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(4+ 1

4� +
qn�1
qn

)(4+ 1
� +

qn�1
qn

)

=
(3�3

p
2

2 )(3+2
p
2�2+ qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 �1)(4+2

p
2�2+ qn�1

qn
)

=
(3�3

p
2

2 )(2
p
2+1+ qn�1

qn
)

(3
p
2�5
2 )(2+2

p
2+ qn�1

qn
)

(4.1)

e como 0 � qn�1
qn

< 1, podemos olhar essa expressão como uma função em x e

encontrar seu mínimo em [0;1] que será alcançado em 0, dado por

f(0) =
(3�3

p
2

2 )(2
p
2+1)

(3
p
2�5
2 )(2+2

p
2)
� 1;300::: > 1
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Para o valor mínimo de
jJa3j
jO2

aj
jJa3j
jO2

aj
=

�3
4� (3+

1
4� +

qn�1
qn

)(2+ 1
� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(3+ 1

4� +
qn�1
qn

)(3+ 1
� +

qn�1
qn

)

=
(3�3

p
2

2 )(2+2
p
2�2+ qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 �1)(3+2

p
2�2+ qn�1

qn
)

=
(3�3

p
2

2 )(2
p
2+ qn�1

qn
)

(3
p
2�5
2 )(1+2

p
2+ qn�1

qn
)

(4.2)

cujo valor mínimo em [0;1) que será alcançado em 0, dado por

(3�3
p
2

2 )2
p
2

(3
p
2�5
2 )(1+2

p
2)
� 1;212::: > 1

Finalmente,
jJa2j
jO1

aj
jJa2j
jO1

aj
=

�3
4� (2+

1
4� +

qn�1
qn

)(1+ 1
� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(2+ 1

4� +
qn�1
qn

)(2+ 1
� +

qn�1
qn

)

=
(3�3

p
2

2 )(1+2
p
2�2+ qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 �1)(2+2

p
2�2+ qn�1

qn
)

=
(3�3

p
2

2 )(2
p
2�1+ qn�1

qn
)

(3
p
2�5
2 )(2

p
2+ qn�1

qn
)

(4.3)

que terá seu valor mínimo em [0;1) alcançado em 0, dado por

(3�3
p
2

2 )(2
p
2�1)

(3
p
2�5
2 )2

p
2

� 1;060::: > 1

Com as contas acima e as desigualdades entre os intervalos remanescentes,

temos

jJa3j > jJa4j > jO3
aj

jJa2j > jJa3j > jO2
aj

jJa1j > jJa2j > jO1
aj
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como queríamos.

�

Os lemas a seguir são válidos para quaisquer intervalos de números reais

satisfazendo as hipóteses solicitadas, estes resultados nos auxiliarão na prova do

Teorema de Hall.

Lema 4.1. Sejam A e B intervalos fechados de números reais. Suponha que

um intervalo aberto I é removido do meio de A, deixando os intervalos

A1 e A2 à esquerda e à direita de I, respectivamente. Se jBj � jIj, então

A+B = (A1[A2)+B.

Demonstração. Primeiro, observe a ilustração abaixo:

A1
( )

I A2

B

Podemos escrever estes intervalos usando seus extremos A= [a1;a2], B =

[b1; b2], assim, A1= [a1;a1+ jA1j] e A2= [a1+ jA1j+ jIj;a2]. Os intervalos somados

são fechados, logo, resultam em intervalos fechados.

O extremo à esquerda de A+B e A1+B é dado por a1+ b1 e o extremo

à direita de A+B coincide com o extremo à esquerda de A1+B, que é dado por

a2+ b2.

Agora, A+B = (A1+B)[ (A2+B) se, e somente se, A1+B e A2+B

possui interseção não vazia, isto é, a1+ jA1j+ jIj � a1+ jA1j+ jBj , jIj � jBj.
�

Lema 4.2. Seja B a união de um número finito de intervalos compactos

de números reais A1;A2; :::;An. Suponha que um intervalo I é removido do

meio de A1 deixando dois intervalos An+1 e An+2 à esquerda de à direita

de I, respectivamente. Seja B0 =
n+2[
i=2

Ai. Se jAij � jIj; 2 � i � n+2, então

B0+B0 =B+B.
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Demonstração. A figura abaixo ilustra os intervalos

A1 A2

� � �
An

An+1
(
I

)
An+2 A2

� � �
An

Fazendo A0 = An+1[An+2, temos pelo Lema 1,

A1+A1 = (An+1[An+2)+A1

= A0+A1

= A1+A0

= (An+1[An+2)+A0

= A0+A0

e ainda

A1+Ai = A0+Ai

para 2� i� n. Então

B+B =
n[

i;j=1

(Ai+Aj)

=
n[
i=1

(A1+Ai)[
n[

i;j=2

(Ai+Aj)

=
n[
i=1

(A0+Ai)[
n[

i;j=2

(Ai+Aj)

=
n+2[
i;j=2

(Ai+Aj)

= B0+B0

�

Lema 4.3. Seja A1;A2; ::: uma sequência decrescente de conjuntos compactos

de números reais, isto é, Ai+1 � Ai i= 1;2; :::, então
1\
i=1

Ai+
1\
i=1

Ai =
1\
i=1

(Ai+

Ai).
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Demonstração. Para provar este resultado mostraremos ambas as continências.
1\
i=1

Ai+
1\
i=1

Ai = fx+y; x;y 2 Ai para todo ig, assim,

1\
i=1

Ai+
1\
i=1

Ai �
1\
i=1

(Ai+Ai)

Agora, seja T = f(x;y) 2 R�R;x+ y = tg e Vi = f(x;y) 2 R�R;x;y 2
Aig, então T é fechado e Vi é compacto. Segue que T \Vi; i = 1;2; ::: forma uma

sequência decrescente de compactos, assim

1\
i=1

(T \Vi) = T \
1\
i=1

Vi , ;

e cada um dos seus elementos está em
1\
i=1

(Ai+Ai).

Tomemos t 2 T \Vi, então t= x+y; x;y 2 Ai; i= 1;2; ::: e temos que

t 2
1\
i=1

Ai+
1\
i=1

Ai

daí,
1\
i=1

Ai+
1\
i=1

Ai �
1\
i=1

(Ai+Ai)

�

Os lemas acima são válidos, em particular, se considerarmos intervalos da

n-ésima etapa da construção de C(4).

Teorema 4.1 (Teorema de Hall). Qualquer número real pode ser escrito na

forma a+ [0;b1; b2; :::] + [0;c1; c2; :::]; 1 � bi; ci � 4; a 2 Z. Em outras palavras

R= Z+C(4)+C(4).

Demonstração. Iniciaremos com o intervalo I0 =

" p
2�1

2
;2
p
2� 2

#
. Sabemos

que C(4) pode ser obtido a partir de I0 removendo-se em cada etapa uma quan-

tidade finita de intervalos abertos disjuntos.
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Ao fim da construção, obtemos C(4) removendo de I0 uma quantidade

infinita de intervalos abertos disjuntos, os quais organizaremos em ordem decres-

cente de tamanho, no caso dos intervalos de mesmo tamanho, os organizaremos

na ordem em que aparecem de I0 da esquerda para a direita. Chamemos U0;U1; :::

esta sequência de intervalos (observe que isto é uma ordenação de todos os gaps

obtidos na construção). Definimos Ii+1 como sendo Ii removido Ui. Temos então

uma nova construção de C(4) obtida a partir da remoção dos gaps em ordem

decrescente de tamanho.

A sequência construída é tal que Ii � Ii+1 e
1\
i=0

Ii = C(4).

Na remoção de Ui restam dois intervalos compactos, um à direita e outro

à esquerda de Ui, que chamaremos Ii1; Ii2. Consideremos então nossa construção

inicial de C(4). Como Ui é um dos gaps Or
a; r = 1;2;3, se Ii1 � Jaj ; j = r;r+1,

pela proposição 4.2, jOr
aj � jIi1j. Se Ii1 � Jaj , então, do lado oposto a Ui teremos

um gap que foi removido anteriormente, digamos Un, então jUnj � jUij, temos

então que jUnj intersecta Jaj , mas como ele é um gap, deverá ser removido em

alguma etapa posterior na construção de C(4),restando intervalos adjacentes a

ele que terão comprimento maior que ele, novamente pela proposição 4.2, chame-

mos de Jaa0, então, Jaa0 � Ii1, assim, jIi1j � jJaa0j � jUnj � jUij. Com argumentos

análogos temos jIi2j � jUij.
Podemos agora usar o lema 4.2 e temos Ii+ Ii = Ii+1+ Ii+1. Como

I0+ I0 = [
p
2�1;4

p
2�4]

temos 1\
i=0

(Ii+ Ii) = [
p
2�1;4

p
2�4]

e pelo lema 4.3
1\
i=0

(Ii+ Ii) =
\
Ii+

\
Ii = C(4)+(4)

Assim, C(4)+C(4) cobre um intervalo de comprimento maior que 1, logo, todo

número real pode ser escrito na forma

a+[0;b1; b2; :::]+ [0;c1; c2; :::]; 1� bi; ci � 4; a 2 Z

como queríamos. �
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4.1 Um Pouco Sobre o Espectro de Lagrange

Nesta seção, derivaremos um resultado sobre o espectro de Lagrange que

são uma consequência do Teorema de Hall. Para isso, primeiro apresentaremos o

problema proposto.

Seja � um número irracional, a desigualdade

������� p

q

�����< 1

q2
tem uma quan-

tidade infinita de soluções racionais
p

q
. Este resultado é conhecido como teorema

de Dirichlet, e é uma consequência da proposição 2.5.

Fixando �, estamos interessados em encontrar k para os quais a desigual-

dade

������� p

q

�����< 1

kq2
tenha infinitas soluções racionais

p

q
. Vamos denotar por k(�)

a maior constante com tal propriedade, então

k(�) = limsup
p;q2Z;q!1

 ����� 1

q(q��p)

�����
!

onde k(�) 2 R[ f+1g. Os casos de interesse serão aqueles onde k(�) < +1,

isto é, L = fk(�);� 2 RnQ;k(�) < +1g, este conjunto é chamado Espectro de

Lagrange.

Seja �= [a0;a1;a2; :::], sabemos que������� pn

qn

�����= 1

q2n(�n+1+�n)

onde �n = [an+1;an+2; :::] e �n = [0;an; :::;a1].

Obtemos então uma fórmula para L(�). Seja �n(�) = �n+�n

L(�) = limsup
n!1

�n(�)

para n 2 Z, onde �n = [an+1;an+2;an+3; :::] e �n = [0;an�1;an�2; :::;a1].

Usando o Teorema de Hall podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.2. O espectro de Lagrange contém [6;+1).

Demonstração. Suponhamos �� 6, pelo Teorema de Hall

�= a+[0;b1; b2; :::]+ [0;c1; c2; :::] 1� bi; ci � 4
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Uma vez que �� 6, temos a� 5. Definimos

�= [bk1;bk1�1; :::; b1;a;c1; :::; ck1; bk2 ; :::b1;a;c1; :::; ck2;a; :::] = [a0;a1;a2; :::]

onde kn é uma sequência qualquer estritamente crescente de inteiros positivos.

Temos que

L(�) = limsup
n!1

�n(�)

o limsup será alcançado quando an+1 = a� 5 nestes casos

�n = a+[0;b1; :::; bkn]+ [0;c1; :::; ckn]

como kn é estritamente crescente, quando n!1 temos �n! �, logo

L(�) = �

ou seja, � 2 L, segue que [6;+1) 2 L. �
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5 O Gap Lemma de Newhouse

Neste capítulo, usaremos o Gap Lemma, para provar dar uma prova al-

ternativa ao Teorema de Hall, utilizando propriedades de Conjuntos de Cantor.

Para isto, iniciaremos com algumas definições.

Definição 5.1. Seja U um gap de um Conjunto de Cantor K e u 2 @U ,

chamamos de ponte entre K e u ao intervalo maximal que contém u em

sua fronteira e separa U de um gap maior mais próximo a ele. Para cada

gap teremos duas pontes, uma à esquerda EU e outra à direita DU , como

ilustrado abaixo.

( )
U1

( )
U2

( )
U3

) (
DU1

(
EU1

Definição 5.2. Seja U um gap limitado de um Conjunto de Canto K, defini-

mos �D(U) =
jDU j
jU j e �E(U) =

jEU j
jU j . Chamamos �D(K) = inf

K
f�D(U)g a espes-

sura direita de K, similarmente, �E(K) = inf
K
f�E(U)g é a espessura esquerda

de K. � (K) =minf�D(K); �E(K)g é a espessura de K.

Com estas definições podemos apresentar nosso próximo resultado.

Teorema 5.1 (Gap Lemma). Sejam K1;K2 conjuntos de Cantor. Se � (K1) �
� (K2)> 1, então ou K1 está contido num gap de K2 ou K2 está contido num

gap de K1 ou K1\K2 , ;.

Demonstração. Suponha que K1 não está contido num gap de K2 e que K2 não

está contido num gap de K1, mostraremos que K1\K2 , ;.
Como nenhum deles está contido num gap do outro, existe um par de gaps

(U1;U2), com U1 2K1 e U2 2K2 se intersectando, podemos supor, sem perda de

generalidade a configuração abaixo.
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K1 ( )
U1

K2 )(
U2

Como � (K1) � � (K2), temos
jEU1 j
jU1j �

jDU2 j
jU2j > 1) jEU1 j > jU2j ou jDU2j >

jU1j, então EU1\@U2 , ; ou DU2 \@U1 , ;, suponhamos, sem perda de generali-

dade, o primeiro caso e seja u 2EU1 \@U2, se u 2K1, temos K1\K2 , ;, uma vez

que @U2 �K2. Se u <K1, então existe um novo gap U1
1 tal que u 2 U1

1 , neste caso

repetimos a construção para (U1
1 ;U2), fazendo isso sucessivas vezes construímos

uma sequência de gaps (Un
1 ;U

m
2 ) convergindo para um ponto de acumulação de

K1\K2, como este ponto está na fronteira de uma sequência de gaps, ele deverá

pertencer a ambos os conjuntos de Cantor logo, K1\K2 , ;.
�

A próxima proposição nos mostra como o Gap Lemma será utilizado para

provar o Teorema de Hall.

Proposição 5.1. Sejam K1 e K2 conjuntos de Cantor tais que � (K1)� (K2)> 1

e I1; I2 os fechos convexos de K1 e K2, respectivamente. Suponhamos que, I1

tem comprimento maior que qualquer gap de K2 e que I2 tem comprimento

maior que qualquer gap de K1, então K1+K2 = I1+ I2.

Demonstração. Consideramos os Conjuntos de Cantor K1 e K2, cujos fechos

convexos correspondem a I1 e I2, respectivamente. Tome k 2 I1+I2, então k�K1

ainda é um conjunto de Cantor e sua espessura é preservada, uma vez que com-

primentos de intervalos são invariantes por translação e esta propriedade seguirá

para seu ínfimo. Como � (K1) �� (K2)> 1, temos � (k�K1) �� (K2)> 1. Além disso,

os gaps de K1 e k�K1 possuem o mesmo comprimento, segue que k�K1 não

está contido em qualquer gap de K2, e K2 não está contido em qualquer gap de

k�K1. Usando o Gap Lemma, temos (k�K1)\K2 , ;, daí k 2K1\K2. Como

k é arbitrário em I1+ I2, temos K1+K2 = I1+ I2. �
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Calcularemos a espessura de C(4). Fixada uma etapa n, com n ímpar, o

comprimento do maior gap da (n+1)-ésima etapa é dado por

jO1
aij=

1+ 1
� �2� 1

4�

((2+ 1
4�)qn+1+ qn)(1+

1
�)qn+1+ qn)

=
3
4� �1

q2n+1(2+
1
4� +

qn
qn+1

)(1+ 1
� +

qn
qn+1

)

Sabemos que qn+1 = iqn+ qn�1, assim,
qn+1

qn
= i+

qn�1
qn

. Lembramos ainda que

qn�1
qn

= [0;an;an�1; :::;a1], pela construção das etapas, cada um destes elementos

estão entre 1 e 4, como n é ímpar, o maior valor possíve para
qn�1
qn

será alcançado

quando

[0;an;an�1; :::;a1] = [0;1;4; :::;1;4;1]> [0;1;4]

e o menor valor para
qn+1

qn

[0;an+1;an; :::;a1]� [0;4;1]

e o menor valor para
qn+1

qn
será alcançado em i+[0;4;1].

Com estas informações acharemos as pontes da etapa fixada. Inicialmente,

devemos encontrar os gaps maiores mais próximos

jO1
aj

jO1
a1j

=
q2n+1(2+

1
4� +

qn
qn+1

)(1+ 1
� +

qn
qn+1

)

q2n(2+
1
4� +

qn�1
qn

)(1+ 1
� +

qn�1
qn

)

=

 
qn+1

qn

!2
�
(3+

p
2

2 + qn
qn+1

)

(3+
p
2

2 + qn�1
qn

)
�
(2
p
2�1+ qn

qn+1
)

(2
p
2�1+ qn�1

qn
)

> 1;44 �1;051 �1;061
= 1;605

jO2
aj

jO1
a2j

=
q2n+1(2+

1
4� +

qn
qn+1

)(1+ 1
� +

qn
qn+1

)

q2n(3+
1
4� +

qn�1
qn

)(2+ 1
� +

qn�1
qn

)

=

 
qn+1

qn

!2
�
(3+

p
2

2 + qn
qn+1

)

(5+
p
2

2 + qn�1
qn

)
�
(2
p
2�1+ qn

qn+1
)

(2
p
2+ qn�1

qn
)

> 4;840 �0;731 �0;696
= 2:462
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jO3
aj

jO1
a3j

=
q2n+1(2+

1
4� +

qn
qn+1

)(1+ 1
� +

qn
qn+1

)

q2n(4+
1
4� +

qn�1
qn

)(3+ 1
� +

qn�1
qn

)

=

 
qn+1

qn

!2
�
(3+

p
2

2 + qn
qn+1

)

(7+
p
2

2 + qn�1
qn

)
�
(2
p
2�1+ qn

qn+1
)

(2
p
2+1+ qn�1

qn
)

> 10;240 �0;561 �0;518
= 2;975

jO3
aj

jO1
a4j

=
q2n+1(2+

1
4� +

qn
qn+1

)(1+ 1
� +

qn
qn+1

)

q2n(4+
1
4� +

qn�1
qn

)(3+ 1
� +

qn�1
qn

)

=

 
qn+1

qn

!2
�
(3+

p
2

2 + qn
qn+1

)

(7+
p
2

2 + qn�1
qn

)
�
(2
p
2�1+ qn

qn+1
)

(2
p
2+1+ qn�1

qn
)

> 17;64 �0;561 �0;518
= 5;126

Concluimos então que o maior gap à direita mais próximo de Oa1 é O1
a.

Para o gap maior à esquerda, o qual denotaremos por Ue, temos Ue , O2
a1;O3

a1,

pelos resultados obtidos na proposição 4.1, fazendo a0= a1:::an�1, então se an=1,

o próximo gap será O1
a0 e pelas contas acima,

jO1
a0j> jO1

a01j= jO1
aj> jO1

a1j
e obtemos

EO1
a1

= Ja12[O2
a1[Ja13[O3

a1[Ja4
é a ponte à esquerda e

DO1
a1

= Ja11

é a ponte à direita. Além disso,

EO2
a1

= Ja13[O3
a1[Ja14

DO2
a1

= Ja12

EO3
a1

= Ja14

DO3
a1

= Ja13
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Os demais valores de an nos dão conclusões similares.

Para Oa2, temos que O2
a é o gap maior à direita mais próximo e O1

a o gap

maior à esquerda mais próximo, segue que

EO1
a2

= Ja22[O2
a2[Ja23[O3

a2[Ja24
DO1

a2
= Ja21

EO2
a2

= Ja23[O3
a2[Ja24

DO2
a2

= Ja22

EO3
a2

= Ja24

DO3
a2

= Ja23

Para Oa3 o gap maior à esquerda mais próximo é O2
a, enquanto à direita é

O3
a, e temos

EO1
a3

= Ja32[O2
a3[Ja33[O3

a3[Ja34
DO1

a3
= Ja31

EO2
a3

= Ja33[O3
a3[Ja34

DO2
a3

= Ja32

EO3
a3

= Ja34

DO3
a3

= Ja33

Finalmente, para O1
a4, o gap maior à esquerda mais próximo é O3

a, para o

gap à direita, fazemos, novamente, a0 = a1:::an�1, e, se an = 4,

jOa03j> jO3
a04j= jO3

aj> jO1
a4j

daí,

EO1
a4

= Ja42[O2
a4[Ja43[O3

a4[Ja44
DO1

a4
= Ja41

EO2
a4

= Ja43[O3
a4[Ja44

DO2
a4

= Ja42

EO3
a4

= Ja44

DO3
a4

= Ja43
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Proposição 5.2. C(4) tem espessura maior que 1, ou seja, � (C(4))> 1.

Demonstração. Seja n um número natural ímpar fixado e a= a1a2:::an

Ja1 = [[0;a;1;1;4]; [0;a;1;4;1]] = [[0;a;1+
1

�
]; [0;a;1+

1

4�
]]

e temos

jJa1j =
1+ 1

4� �1� 1
�

q2n(1+
1
� +

qn�1
qn

)(1+ 1
4� +

qn�1
qn

)

=
�3
4�

q2n(1+
1
� +

qn�1
qn

)(1+ 1
4� +

qn�1
qn

)

jJa2[O2
a[Ja3[O3

a[Ja4j =
2+ 1

4� �4� 1
�

q2n(4+
1
� +

qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)

=
�3
4� �2

q2n(4+
1
� +

qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)

jJa3[O3
a[Ja4j =

3+ 1
4� �4� 1

�

q2n(4+
1
� +

qn�1
qn

)(3+ 1
4� +

qn�1
qn

)

=
�3
4� �1

q2n(4+
1
� +

qn�1
qn

)(3+ 1
4� +

qn�1
qn

)

usando isto podemos calcular

jJa1j
jO1

aj
=

(�34� )(1+
1
� +

qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(1+ 1

4� +
qn�1
qn

)(1+ 1
� +

qn�1
qn

)

=
(�34� )(2+

1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(1+ 1

4� +
qn�1
qn

)

=
((3�3

p
2

2 )(
p
2+3
2 + qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 )(

p
2+1
2 + qn�1

qn
)

� 2;999:::

(5.1)
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jJa2[O2
a[Ja3[O3

a[Ja4j
jO1

aj
=

(�34� �2)(1+ 1
� +

qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(4+ 1

� +
qn�1
qn

)(2+ 1
4� +

qn�1
qn

)

=
(�34� �2)(1+ 1

� +
qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(4+ 1

� +
qn�1
qn

)

=
(�3

p
2�1
2 )(2

p
2�1+ qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 )(2+2

p
2+ qn�1

qn
)

� 2;621:::

(5.2)

jJa2j
jO2

aj
=

(�34� )(2+
1
� +

qn�1
qn

)(3+ 1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(2+ 1

4� +
qn�1
qn

)(2+ 1
� +

qn�1
qn

)

=
(�34� )(3+

1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(2+ 1

4� +
qn�1
qn

)

=
((3�3

p
2

2 )(
p
2+5
2 + qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 )(

p
2+3
2 + qn�1

qn
)

� 2;384:::

(5.3)

jJa3[O3
a[Ja4j

jO2
aj

=
(�34� �1)(3+ 1

4� +
qn�1
qn

)(2+ 1
� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(4+ 1

� +
qn�1
qn

)(3+ 1
4� +

qn�1
qn

)

=
(�34� �1)(2+ 1

� +
qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(4+ 1

� +
qn�1
qn

)

=
(1�3

p
2

2 )(2
p
2+ qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 )(2+2

p
2+ qn�1

qn
)

� 2;508:::

(5.4)
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jJa3j
jO3

aj
=

(�34� )(3+
1
� +

qn�1
qn

)(4+ 1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(3+ 1

4� +
qn�1
qn

)(3+ 1
� +

qn�1
qn

)

=
(�34� )(4+

1
4� +

qn�1
qn

)

( 3
4� �1)(3+ 1

4� +
qn�1
qn

)

=
((3�3

p
2

2 )(
p
2+7
2 + qn�1

qn
)

(3
p
2�3
2 )(

p
2+5
2 + qn�1

qn
)

� 2;152:::

(5.5)

Pelas equações 5.1 e 5.2, as espessuras de O1
ai são dadas por

�E(O1
ai) =

jJai2[O2
ai[Jai3[O3

ai[Jai4j
jO1

aij
� 2;621:::

�D(O1
ai) =

jJaij
jO1

aij
� 2;999:::

Assim, � (O1
ai)� 2;621:::.

Usando as equações 5.3 e 5.4, as espessuras de O2
ai serão dadas por

�E(O2
ai) =

jJai3[O3
ai[Jai4j

jO2
aij

� 2;508:::

�D(Oai2) =
jJai2j
jO2

aij
� 2;384:::

E temos � (O2
ai)� 2;384:::

Por fim, usando as equações 4.1 e 5.5, as espessuras de O3
ai são dadas por

�E(O3
ai) =

jJai4j
jO3

aij
� 1;300:::

�D(O3
ai) =

jJai3j
jO3

aij
� 2;152:::

E obtemos � (O3
ai)� 1;300:::, de modo que � (C(4))� 1;300:::

�
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Usando as proposições 5.1 e 5.2,

C(4)+C(4) = [
p
2�1;4

p
2�4]

provando o Teorema de Hall.

O leitor interessado pode consultar [6], onde vemos que � (C(4)) = 1;300:::.

No texto referenciado encontramos ainda que � (C(3)) = 0;822, usando isso temos

� (C(3)) � � (C(4))> 1

como a interseção entre tais conjuntos não é vazia, podemos aplicar argumentos

similares aos feitos anteriormente, e obtemos

Z+C(3)+C(4) = R

Para Z+C(3)+C(3) este resultado não é válido. Nosso objetivo com estes co-

mentários é incentivar a continuidade da leitura, por isso não traremos maiores

detalhes.
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6 Conclusão

Em nosso trabalho, apresentamos algumas propriedades dos conjuntos de

Cantor regulares que nos ajudaram a estudar de forma mais profunda as propri-

edades de C(N), e então voltamos nossa atenção para C(4), no qual estudamos o

Teorema de Hall, que trata da soma C(4)+C(4).

Para provarmos o Teorema de Hall, inicialmente estudamos os compri-

mentos dos gaps deste conjunto, relacionando com os tamanhos dos intervalos

restantes em cada etapa. Supondo condições, que mostramos ser satisfeitas em

C(4), provamos resultados para a soma de conjuntos de números reais, com estes

resultados apresentamos uma primeira prova para o Teorema de Hall.

Em seguida, apresentamos o conceito de espessura de conjuntos de Can-

tor e, desta vez relacionamos os tamanhos dos gaps e suas respectivas pontes para

calcular a espessura de C(4). Para provar o Teorema de Hall fizemos uso do Gap

Lemma de Newhouse que nos deu condições suficientes para a interseção entre

dois conjuntos de Cantor ser não vazia, e uma proposição que seguiu como co-

rolário do Gap Lemma, desta vez nos dando condições para a sua soma. De posse

destas informações derivamos uma nova demostração do Teorema de Hall.

A beleza dos resultados aqui apresentados reside no fato de um problema

inicialmente construído por uma propriedade numérica ter solução a partir de

uma interpretação dinâmica.
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