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Ndo reclama, contra o temporal
Que derrubou seu barracdo

Ndo reclama, aguenta a mdo, Jodo
Com o Cibide aconteceu coisa pior

Ndo reclama, pois a chuva sé levou a sua cama
Ndo reclama, aguenta a mdo, Jodo
Que amanhd tu levanta um barracdo muito melhor.

— Adoniran Barbosa, "Aguenta a mdo, Jodo".
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RESUMO

A teoria das superficies minimas ¢ um assunto fascinante que, apesar de ser bem
antiga, é capaz de combinar vdrias dreas da matemadtica. Os estudos iniciais datam de
1760 com as investigacoOes feitas por Joseph-Louis Lagrange. Em suma, ele estudou o
problema de encontrar a superficie com a menor drea possivel cujo o bordo era uma
curva de Jordan dada.

Trataremos inicialmente de uma revisdo na qual abordamos o plano tangente, pri-
meira e segunda forma fundamentais de superficies parametrizadas. Depois, entrare-
mos no objeto central de estudo deste trabalho, as superficies minimas. Desenvolve-
remos a representacdo de Ennerper-Weierstrass e suas consequéncias geométricas que
totalizam as ferramentes iniciais para abordarmos aspectos globais como o teorema de
Bernstein.

Portanto, o objetivo desse trabalho é apresentar e investigar varios exemplos impor-
tantes, além de expor e demonstrar os resultados mais classicos da teoria.

Palavras-chave: Superficies, Minimas, Representacdo de Weierstrass.
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ABSTRACT

The theory of minimal surfaces is a fascinating subject that, despite being quite old,
is able to combine several areas of mathematics. Initial studies date back to the 1760s
with investigations done by Joseph-Louis Lagrange. In short, he studied the problem
of finding the surface with the smallest possible area whose edge was a given Jordan
curve.

We start with a review of basic concepts such as the tangent plane, first and second
fundamental forms of parameterized surfaces. Then, we will enter the central object
of study of this work, the minimal surfaces. We will develop the Ennerper-Weierstrass
representation and it’s geometric consequences thatthat complete the tools to approach
global aspects of this theory such as Bernstein’s theorem.

Therefore, the objective of this work is to present and investigate several important
examples, in addition to exposing and demonstrating the most classic results of the
theory.

Keywords: Surfaces, Minimal, Enneper-Weierstrass Representation.
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Capitulo 1

Superficies Parametrizadas

Iniciaremos com a no¢fo de uma superficie regular em R?. De modo, podemos imaginar
que superficies regulares sdo aquelas obtidas ao colarmos entre si pedagos deformados
do plano, de tal modo que a figura resultante nao contenha ponta, arestas ou auto-
intersecoes. E que o plano definido por trés pontos pi, pe, p3 sobre a superficie tenha
posicdo limite quando estes tendem para p. Mais formalmente, definimos o conceito de
superficie como

Defini¢do 1. Um subconjunto S C R? é dito superficie regular se, para cada ponto p € S,
existe um aberto V' > p em R3 e uma aplicagdo x : U — V' N S de um aberto de U C R?
sobre V N S C R? satisfazendo :

1. A aplicacdo x € de classe C°. Em particular, x é continua.

2. x é um homeomorfismo, assim, x é uma bijecdo continua sobre sua imagem e
ainda sua inversa x~!' : V NS — U é uma aplicacio continua.

3. A diferencial de x, dx, : R? — R3, é uma aplicacio (linear) injetiva para todo
qeU.

Chamaremos x de parametrizacdo de S em p e o conjunto V' N S é um aberto em
S chamado de vizinhanga coordenada de p em S. Por simplicidade, iremos chamar
uma aplicacdo de diferencidvel, se sua expressdo possuir derivadas parciais continuas
de todas as ordens.

As parametrizacdes, que embora introduzam elementos estranhos aos objetos geo-
métricos, sdo as vezes indispensaveis para dar precisdo a certas ideias, para descrever
exemplos e para provar fatos gerais.

Figura 1.1



Exemplo 1. O gréfico de uma funcdo f : U — R é o conjunto definido por Gr(f) =
{(x, f(z));2z € U} C R onde U C R? é um conjunto aberto. Se f for diferencidvel
em um conjunto U C R? aberto, entdo seu gréfico Gr(f) é uma superficie regular. De
fato, considere {e;,e;} a base candnica de R? e defina a aplicagdo x : U — R* dada
por x(u,v) = (u,v, f(u,v)). Primeiramente note que x é diferencidvel pois cada uma

3}
de suas coordenadas sdo. Temos ainda que dx,(e;) = (1,0, 8_f> = x, e dx,(e3) =
u
0 . .
(0, 1, 8_f) = X, sdo vetores linearmente independentes para todo ¢ € U, logo dx, :
v

R? — R? ¢é injetiva. Cada ponto (u,v, f(u,v)) € Gr(f) é a imagem de um unico ponto
(u,v) € U. Consequentemente, x ¢ uma bijecdo continua tal que x~* é a restricdo a
Gr(f) da projecdo de R? sobre o plano z = 0, em particular x ! é continua. Portanto,
Gr(f) é uma superficie regular.

p=(q, f(q)

_

~~

Figura 1.2

Seja F' : X C R™ — R™ uma aplicagao diferenciavel, chamamos ¢ € X de ponto critico
de F se dF, ndo € sobrejetiva. A imagem do ponto critico ¢ chamado valor critico. Um
ponto de R™ que ndo ¢é valor critico, é dito ser valor regular de F. Com a ajuda do
Teorema da Funcio Inversa podemos mostrar que se f : U C R3 — R é diferencidvel e
a € f(U) é um valor regular de f, entdo f~'(a) é uma superficie regular de R3.

Proposicdo 1.1 (Mudanca de Pardmetros). Considere S uma superficie regular. Dado
pe S, sejamx:U CR? = Sey:V Cc R? - S duas parametrizacbes de S, tais que
p € x(U)Ny(U) = W. Entdo a aplicacio h = x ' oy é uma bije¢do diferencidvel e possui
inversa h~! diferencidvel. E chamamos o difeomorfismo h de "mudanca de pardmetros".

Demonstracdo. Observe que a aplica¢do h = x~! oy é a composicio de homeomor-
fismos logo, i também é um homeomorfismo. Tome r € y~ (W) e defina ¢ = h(r).
Como x é uma parametrizacdo podemos supor sem perda de generalidade que o deter-
O(z,y)
O(u,v)

minante em ¢ € ndo nulo. Considerando a aplicagio F' : U x R — R3 dada por




F(u,v,t) =x(u,v)+t(0,0,1), onde (u,v) € U et € R temos que F' ¢é diferencidvel e que
sua restricdo ao conjunto U x {0} coincide com a parametrizacdo x. Um cdlculo direto
nos mostra que

Ooxr Oz
e Or O
_ dy Oy _ ou ov | _ 9y)
det(dF,) = det 5 3o 0| =det dy dy _a(u,v)#o'
0z 0z 1 ou Ov
ou Ov

Assim, pelo Teorema da Fungdo Inversa (veja em [9]) existe um aberto M de R? con-
tendo x(q) tal que F~! é diferencidvel em M. Ora, sendo y continua existe uma vi-
zinhanca N C V de r tal que y(/N) C M. Assim, a composi¢do h quando restrita ao
dominio N temos que h|y = (F~!oy)|y é a composicdo de aplicagbes diferencidveis
e pela Regra da Cadeia concluimos que & é diferenciavel em r. Como o ponto r foi
tomado de modo arbitrario, segue que h é diferenciavel em todo y ().

Podemos repetir os mesmos passos que fizemos para a aplicacdo x mas agora para
y. Observando que (x ! oy)™' = y~! o0 x, vemos que a mudanca de paridmetros é um
difeomorfismo. O

Defini¢do 2. Dizemos que uma aplicacdo x : U C R? — R? diferencidvel e dx, : R* —
R? é injetiva em cada ¢ € U entdo x é uma imersdo do dominio U em R®. Quando x é
um homeomorfismo com sua imagem dizemos que x é um mergulho.

Em geral, o conceito anterior possa ser definido para variedades diferenciaveis. Em-
bora este seja um contexto bem mais geral e rico de exemplos, esta abordagem foge do
escopo do presente trabalho. Para mais referéncias consultar [6].

Pelo o que vimos anteriormente, o grafico Gr(f) de uma aplicacdo diferencidvel
f : U — R3? é homeomorfo ao seu dominio, entdo a aplicacdo x(u,v) = (u,v, f(u,v))
¢ tanto uma imersdao quando um mergulho. Poderiamos nos indagar o que ocorre se
temos uma aplicacdo que seja uma imersao mas ndo um mergulho. Uma aplicacdo com
tal propriedade possui auto-intersecoes e no proximo exemplo iremos abordar este fato

Exemplo 2 (Superficie de Enneper). A superficie parametrizada por

u? v3
x(u,v) = (u— §+uv2,v— §+vu2,u2 —v2) ,

é conhecida como Superficie de Enneper. Esta é uma superficie imersa pois os determi-
nantes menores ndo se anulam simultaneamente. De fato, basta notar que os determi-
nantes menores sao

oz,y) det 1 —u?+v? 2uv
o(u,v) 2uv 1+u?—0?
= (W +v* =D +0v*+1)

) = (1 —u? +0?)(1 +u* —v?) — (2uv)(2uw)

a(m,z) . 1 —u?+v® 2u B 9 9 B ) )
o(u,v) det < 2uv -2/ (1 —u® +v7)(=2v) — (2u)(2uw) = —2v(u” +v° + 1)
Ay, =)

B 2uv 2u '\ _ _ 2 2 _ 2 2
= det (1—v2+u2 _2v)—(2uv)( 20) — (2u)(1 —v* +u®) = —2u(u® +v* + 1)




Para mostrar que a imagem de x possui auto-intersecoes faca a mudanca de parametros
u = pcosf,v = psend e pelas identidades

cos(30) = 4cos®f — 3cosf e sen(30) = 3senf — 4sen’d
segue que
P’ P’
x(p,0) = (,0 cos ) — 3 cos(30), psen 0 + ) sen(30), p? COS(20)> .
Suponha que x(p, ) = x(&,n). Observe que
1+ cos(46) = (sen® + cos* 0) + (cos*(20) — sen*(20)) = 2 cos” 0,

logo, a soma dos quadrados das duas primeiras coordenadas de x é

(2(p, )2 + (y(p, 0)) = <pcos€ - %BCOS(SH))Q + (psene + %38611(39)>2

2 6 6 2 4
=p? - §p4(COSGCOS(39) —sen fsen(30)) + % =p°+ % — % cos(46)
6 9,4 9,4 9yl 3\2 9,4
:p2+%+% — % — —— cos(40) = p+%) — %(1—1—003(48))
3\ 2
4
= (p + %) - g(,o2 cos(20))2.
Portanto, como estamos supondo que p?cos(20) = ¢&%cos(2n) entdo segue que
3 3
p+ % =&+ %, ou ainda, p = £ e desse modo cos(20) = cos(2n). Dai temos dois

casos: ouf) =m—nouf =2r—mn. Sep=mned=2w—n, obtemos y(p,0) = y(p,2m —0).
O qual é equivalente a

3 3
psen(2m —n) + % sen(6m — 3n) = psenn + % sen(3n)

P P
— (p senn + 3 sen(3n)) = psenn + ) sen(3n)

=y(p,n) = y(p;n)
y(p,m) = 0.

3
Assim, os pontos (p,0) e (p,2m — ) estdo sobre a curva senf + % sen(30) = 0 e ainda
temos z(p,0) = x(p, 27 —0) e z(p,0) = z(p, 2w — ). Logo, ao intersectarmos a superficie
de Enneper com o plano y = 0 obtemos uma curva que possui auto-intersecao. De modo
totalmente andlogo ao anterior, é possivel mostrar que o caso p = £ e § = ™ — 1 nos leva
a conclusao de que a intersecdo da superficie com o plano = = 0 nos da outra curva com
auto-intersecoes. Portanto, este € um exemplo de uma superficie ndo-mergulhada.




Figura 1.3: A superficie de Enneper.

Exemplo 3 (Superficies de Revolucio). Se o : (a,b) — R3 dada por a(t) = (f(t),0, g(t))
€ uma parametrizacdo de uma curva regular sobre o plano zz que nao intersecta o eixo
Oz entdo a aplicagdo x : (0,27) X (a,b) — R* dada por

x(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)),

onde f(v) > 0 para todo v € (a,b), define uma superficie regular. Geometricamente, a
superficie definida por x pode ser vista como o conjunto obtido ao girarmos uma curva
dada em torno do eixo Oz.

Considerando as fungdes f(v) = acosh(v/a) > 0 e g(v) = av, onde a > 0 é constante,
na parametrizacdo acima obtemos a superficie conhecida como Catendide que é dada
por

x(u,v) = (a cosh (2> sen u, a cosh <E> cos u,av) , onde (u,v) € (0,27) x R.
a a

Além disso,
x, = (—acosh(a/v)senu,acosh(a/v)cosu,0) e x,= (senh(v/a)senu,senh(v/a)cosu,a)

logo a condicdo da constante a ser positiva implica que x, e x, sdo linearmente inde-
pendentes. Podemos ainda mostrar que x € uma bijecdo. Portanto, x é um mergulho.

Figura 1.4: Exemplo de um Catendide.

Exemplo 4 (Superficie Regrada). Uma familia diferencidvel a 1—parametro de retas
{a(t),w(t)} é uma correspondéncia que associa a cada ¢t € I um ponto «(t) € R? e um
vetor ndo-nulo w(t) € R3, tais que ambos «a(t) e w(t) sejam diferencidveis em ¢. Denote
para cada ¢t € I a reta L, passando por «(t) e que é gerada por w(t). Dada uma familia
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a 1—parametro de retas {«(t), w(t)}, a superficie parametrizada x(t,v) = «a(t) + vw(t) é
chamada de superficie regrada gerada pela familia {«(t), w(t)}. Note que esta definicdo
inclui a possibilidade de pontos singulares sobre a superficie, ou seja, pontos onde a
diferencial de x nao € injetiva.
Geometricamente, as superficies regradas sdo aquelas que tem a propriedade de que
cada um de seus pontos passa uma reta que estd inteiramente contida na superficie.
Considerando «a(t) = bt e w(t) = (acost,asent,0), onde a e b sdo constantes ndo nu-
las, temos que a familia {«/(t), w(t)} gera a parametrizacdo x(u,v) = (au cos v, ausen v, bv)
cuja a imagem é conhecida como Helicdide.
Veja que
i ik
X, AX,=det | acosv asenv 0| = (absenv, —abcosv,a’u).
—ausenv aucosv b

Dai ||x, A x,|| = a*(b* + v?) > 0 e portanto x é uma imersao.

Figura 1.5: Exemplo de um Helicéide.

1.1 Plano Tangente

Sejam S uma superficie regular e p € S. Entendemos por vetor tangente a S, em p € S,
o vetor «/(0) de uma curva parametrizada diferencidvel o : (—¢,¢) — S, com «(0) = p.

Proposic¢do 1.2. Seja x : U C R? — S uma parametrizacdo de uma superficie regular
S e g € U. O subespaco vetorial de dimensio 2, dx,(R?) C R?, coincide com o conjunto
de vetores tangentes a S em x(q).

Demonstracdo. Seja w um vetor tangente em x(¢), isto é, seja w = /(0), onde « :
(—e,e) — x(U) é diferenciavel e a(0) = x(q). Veja que a curva § = x 'oa € diferenciavel
e ainda dx,(0'(0)) = w. Portanto, w € dx,(R?).

Por outro lado, seja w = dx,(v), onde v € R2. E claro que v é o vetor velocidade da
curva v : (—e,e) — U dada por (t) = tv + ¢. Pela definicdo de diferencial, w = o/(0),
onde o = x o . Isto mostra que w é um vetor tangente. 0

Pela proposi¢do anterior, temos que o subespaco definido dx,(R?), que contém x(q) =
p, ndo depende da parametrizacdo x considerada. Denotaremos este por 7,,S e sera cha-
mado de plano tangente a S em p. Mas é claro que qualquer parametriza¢do x determina
uma base {x,(q),x,(¢)} de 7,,S, chamada base associada a x.
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Figura 1.6

1.2 Primeira Forma Fundamental

Seja S uma superficie regular em R®. Podemos ver que o produto interno canénico de
R?® induz em cada plano tangente 7,5 um produto interno que denotaremos por (-, -) P
Como este produto interno é uma forma bilinear simétrica entdo temos uma forma
quadratica [ : 7,5 — R associada que é dada por

L(w) = {w,w), = |[w]|* > 0.

Defini¢éo 3 (Primeira Forma Fundamental). A forma quadratica I,(w) = (w, w),, onde
w € T,S, é chamada a primeira forma fundamental de S em p € S.

Assim, a primeira forma fundamental nos traz uma métrica sobre a superficie e
assim nos permite calcularmos comprimentos de curva, angulos entre vetores e area de
regides sobre a superficie.

Se consideramos a base associada {x,,x,} a uma parametrizacdo x(u,v) em p, en-
tdo como cada vetor w € 7,S é o vetor tangente a uma curva parametrizada «(t) =
x(u(t),v(t)),t € (—e,¢), com p = a(0) = x(up, vy), obtemos

L,(e/(0)) = (@/(0), &/(0)), = (xutl +x,0", 50 + 3,0,
= (Xu, Xu),, (u u')? + 2 (Xy, Xy), 00" + (X, %,),, (V)
= B[/ (0)]* + 2F [/ (0)][v/(0)] + G[v'(0)]?

2

onde os valores da fungdes envolvidas sdo calculados em ¢ = 0, e E(uo, vo) = (Xu, Xu),, ,
F(ug,v0) = (Xu; Xy),, » G(uo, v0) = (X4, X,), 580 0s coeficientes da primeira forma funda-
mental na base {x,,x,} de 7,,S. Fazendo p variar sobre x(U), obtemos fung¢des diferen-
ciaveis E(u,v), F(u,v) e G(u,v).

Vale salientar que se temos uma parametrizacdo x : U — R3, entdo usando a identi-
dade de Lagrange temos que

[ /\Xv”2 = HXUHZ HXUH2 - <Xu,Xv>2 = (Xu, Xu) (X0, Xy) — <mev>2 = EG — F?
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Exemplo 5. Vamos calcular a primeira forma fundamental de uma esfera em um ponto
da vizinhanca coordenada dada pela parametrizacdo x(f, ¢) = (sen 6 cos ¢, sen 6 sen @, cos 0).
Observe que

x9(0, p) = (cosfcosp,cosfsenp, —send) e x,(0,p) = (—senfsenp,sendcosyp,0)

Logo, E = (xg,%X,) = 1, F = (x4, %,) = 0 e G = (x,,X,) = sen?f.
Portanto, se w é um vetor tangente a esfera em um ponto x(¢, ), dado na base
associada a x(#, ¢) por w = axy + bx,, entdo o quadrado do médulo de w ¢ dado por

HwH2 = I(w) = Ea* + 2Fab + Gb* = a* + b*sen” 6.

Como foi mencionado anteriormente, a primeira forma fundamental é importante
pois se conhecermos a expressdo de I, entdo qualquer que seja a curva regular « :
[0, /] — R?, entdo o seu comprimento é dado por

S(t) = /0 o/ (1)|dt = /0 JI@ @)t

Em particular, se a(t) = x(u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanc¢a coordenada cor-
respondente a parametrizacao x(u,v), podemos calcular o comprimento de arco de «
por

¢
s(t) = /0 VE@)? + 2Fu'v + G(v')2dt

1.3 Segunda Forma Fundamental

Uma vez fixada a parametrizacdo x : U C R? — S em p € S, podemos definir a escolha
de um vetor normal unitdrio em cada ponto ¢ € x(U) por

().

Xy N\ Xy

N(p)

B ”Xu A Xy ||

Assim, obtemos uma aplicagdo diferencidvel N : x(U) — R3. Veja que, localmente, sem-
pre podemos definir esta aplicacdo, mas para uma definicao global devemos considerar
a seguinte definicdo.

Definicdo 4. Diremos que uma superficie regular é orientdvel se ela admite um campo
diferencidvel de vetores normais unitarios definidos em toda a superficie. Chamamos a
escolha de tal campo N de orientagdo de S.

Outra definicdo de orientacdo sobre uma superficie regular S é considerar a exis-
téncia uma familia de parametrizacdes {x)}ica, onde x) : Uy C R? — R3 e U,
sdo abertos, tal que S C J,., xx(U,) e sempre que duas parametriza¢Oes satisfazem
Xy, (Ux,) Nxz,(Uy,;) # 0 temos que a mudanga de pardmetros x;jl o x), possui jacobiano
positivo.

A motivacdo para esta definicdo se d4 ao observarmos o seguinte caso: Dadas duas
parametrizacdes x : U C R*> - Sey : V C R* —» S, onde U e V sdo abertos e
W = x(U) Ny(V) é ndo-vazio. J& mostramos na Proposi¢do 1.1 que a mudanca de
parametros x ! o y é um difeomorfismo, entéo se estas parametrizacdes sdo dadas por

X(U, U) = (xl(ua U)v I2(u7 U), 1‘3(u7 U)) e Y(hv k) = (yl(hv k)7 y2(h7 k)v y3(h7 /C)),
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podemos definir as funcdes h(u,v) e k(u,v) tais que x(u,v) = y(h(u,v), k(u,v)). Desse
modo, as parametrizagoes ficam associadas pelas equagoes

Ox dy 0h 0Oy Ok Ox dy 0Oh 0Oy Ok

duoh du ok ou  © v oh dv ok v
e assim podemos relacionar os vetores normais sobre p € S da seguinte maneira:
Xy A Xy = (Ynho + Yiko) A (Yrho + yiky)
= (Yahu + yiku) A (Yaho) + (Ynhu + yika) A (yiks)
= Yrhu AN Ynho + Yiky AN Ynhe + Ynho A Yieko + Yika A yiky
= Yiku A Yrho + yuha AN yrke = (huky — huky) (Yo A )

= det [a(h’ k)} (Y AYk)-

O(u,v)
Portanto, se a mudanca de parametros for positiva, temos que
Xy NXy Y A\Yk
u Aol llyn Ayl

Assim, podemos pensar que a orientacdo sobre uma superficie é, de certo modo, uma
forma de estender a aplicacdo N sobre todas as parametrizacoes da familia {x,}aeca-

Definicdo 5. Seja S C R?® uma superficie com uma orientacdo N. A aplica¢do N :
S — R3 toma seus valores na esfera unitdria S* = {(z,y,2) € R} 2? +y? + 22 = 1}. A
aplicacdo N : S — S?, assim definida, é chamada de aplica¢do normal de Gauss.

Para todo ponto p sobre uma superficie regular temos que a diferencial de N é uma
aplicagdo linear sobre os espacos espacos 7,5 e Ty, S*. Mas, o plano tangente a esfera
S?, em p € S?, é o espago ortogonal a p, ou seja, o plano {x € R?; (x,p) = 0}. Porém,
este conjunto é 7),S e, portanto, dN,, ¢ um operador linear de 7,,S.

Mostremos uma interpretacdo geométrica para esta aplicacdo dN,. Para cada curva
parametrizada «(t) em S, com «(0) = p, consideramos a curva parametrizada (N o
a)(t) = N(t) esté sobre a esfera S?. O vetor tangente N'(0) = dN,(c/(0)) é um vetor de
T,S e ele mede a taxa de variacdo do vetor normal N, restrito a curva «(t), em ¢t = 0.
Assim, dN, mede o quanto N se afasta de N(p), em uma vizinhanca do ponto p.

Proposicao 1.3. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicacdo de Gauss € uma aplicagdo
linear auto-adjunta.

Demonstracdo. Como ja sabemos que dN, é linear, basta verificarmos que (dN,(z),y) =
(x,dN,(y)) para uma base {z,y} de R?. Seja x(u,v) uma parametrizacdo de S em p e
{xu,%,} € a base associada de 7,S. Se «(t) = x(u(t),v(t)) ¢ uma curva parametrizada
em S, com «(0) = p, temos

_d
dt]
Em particular, dN,(x,) = N, e dN,(x,) = N,. Veja que ao derivamos (N,x,) = 0 e
(N,x,) = 0, respectivamente a v e u obtemos

<NU7XU> + <N7 Xuv> =0 e <Nuaxu> + <N7 qu> =0

dN,(a/(0)) = dN,(x,u'(0) + x,0'(0)) N(u(t),v(t)) = Nyu'(0) + N,o'(0).

Assim,
<Nuaxv> = - <N7 qu> = <Nvaxu> .
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Ora, em toda aplicacdo linear auto-adjunta podemos definir uma forma quadratica,
associada a aplicacao bilinear simétrica definida pelo produto interno. Assim, podemos
definir a segunda forma fundamental:

Definicdo 6 (Segunda Forma Fundamental). A forma quadratica /1, definida em 7,5
por I1,(v) = — (dN,(v),v) , € chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Definicdo 7. Seja C' uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de C'
em p e cosf = (n,N), onde n é o vetor normal a curva C' e N é o vetor normal a S em
p. O namero x,, = x cos f é chamado de curvatura normal de C em p.

Mostremos uma interpretacdo geométrica para a segunda forma fundamental //,.
Considere uma curva regular C' sobre S parametrizada pelo comprimento de arco a(s),
com «(0) = p. Seja N(s) = (N oa)(s), entdo segue que (N(s),a/(s)) = 0 e ao derivamos
obtemos (N(s),a”(s)) = — (N'(s),d/(s)). Portanto,

11,(a'(0)) = = (dN,(a/(0)), a’(0)) = (N'(0), a"(0)) = (N(0),a"(0)) = (N, kn) (p) = n(p)

Logo, o valor da segunda forma fundamental //, em um vetor unitdrio v € 7,5 é igual
a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.

Ja mostramos anteriormente que a diferencial da aplicacdo normal € linear e auto-
adjunta, entdo pelo Teorema Espectral segue que existe uma base ortonormal {e;, es}
de 7,5 e ki, ky € R tais que —dN,(e1) = k1e; € —dN,(e3) = koey. Além disso, k; e ks sdo,
respectivamente, o mdximo e o minimo da segunda forma fundamental /7, restrita ao
circulo unitério de 7,5, ou seja, sdo os valores extremos para a curvatura normal em p.

Definicdo 8. Chamaremos de curvaturas principais em p os valores de maximo e minimo
ki, ks da curvatura normal em p. Ja as direcdes correspondentes serdo chamadas de
direcdes principais em p.

Relembre que o traco e o determinante de uma matriz sdo invariantes por mudanca
de base. Logo, podemos definir as quantidades geométricas mais importantes desse
estudo:

Definicdo 9. Sejap € S e dN, : T, — 1,5 a diferencial da aplicacdo de Gauss. O
determinante de dN, ¢ chamado de curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da
metade do traco de dN, ¢ chamado de curvatura média H de S em p. Em termos das
curvaturas principais temos que

ki + ko

K:kflkfg e H = 5 .

Observe que se a curvatura Gaussiana, por exemplo, é negativa entdo as curvaturas
principais tem sinais contrarios e, portanto, existem curvas passando pelo ponto p cujos
os vetores normais apontam para lados diferentes do plano tangente. Desse modo,
podemos estudar informagoes sobre geometria de uma vizinhanca de um ponto sobre a
superficie ao considerarmos a classificacdo a seguir:

Definicdo 10. O ponto p € S é dito ser
1. Eliptico, se det(dN,) > 0;
2. Hiperbdlico, se det(dN,) < 0;




1.3. SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL 12

3. Parabdlico, se det(dN,) = 0, mas dN,, # 0;
4. Planar, se dN,, = 0;
5. Umbilico, se ki = k»;
Proposicdo 1.4. Toda superficie compacta em R? admite um ponto eliptico.

Demonstracdo. Com efeito, seja S uma superficie compacta em R? e considere a fun-
¢do f : S — R dada por f(p) = ||p||*. Como f é continua e S é compacta, existe
um ponto py € S tal que f(py) é maximo. Afirmamos que p, é um ponto eliptico
de S. Seja v € T,,S um vetor unitdrio e considere uma curva regular e parametri-
zada pelo comprimento de arco o : I — S tal que 0 € I, a(0) = py e &/(0) = w.
Diante disso, a funcdo g : I — R definida por ¢ = f o o admite um maximo em
0, assim temos que ¢'(0) = 0 e ¢"(0) < 0. Mas como g(s) = (a(s),a(s)), entdo
0=¢'(0) =2(c/(0),a(0)) = 2(v, py), isto é, py € normal a S em p,. Pelo fato da curva ser
regular, temos que py # 0, logo po/||po|| € um vetor normal a .S em py. Temos ainda,

0= ¢"(0) = 2(a"(0), a(0)) + 2(a’(0), ’(0)) = 2({2”(0), po) + 1)
entdo (o'(0),pp) < —1. Assim,

1

kin(v) = (a”(0), po) < Tl

onde k,(v) é a curvatura normal em v com respeito ao vetor unitario py/||po||. Em par-
ticular, as curvaturas principais em p, satisfazem k1 (py) < —1/||po|| € ka(po) < —1/||pol|,
donde temos que a curvatura Gaussiana de S em p, satisfaz

1
K(po) = ki(po)k2(po) > W > 0.

Portanto p, € um ponto eliptico de .S, como queriamos demonstrar. O
Corolario 1.5. Nao existe superficie compacta tal que H = 0 para todop € S.

De modo andlogo a exposicdo da primeira forma fundamental, também podemos
associar funcoes diferencidveis a segunda forma fundamental do seguinte modo: Con-
sidere x(u, v) uma parametrizacdo em um ponto p € S de uma superficie S e uma curva
a(t) = (u(t),v(t)) tal que (x o a)(0) = p. Assim, pondo q = x!(p), de v = (x 0 )'(0) €
T,S segue v = dx,(/(0)) = ' (0)x,(q) + v'(0)x,(q) e dai

ANy (v) = dNy((x 0 @)'(0)) = dN,(dx,(c/(0))) = dN, (u'(0)xu(q) + v'(0)%4(q))
= u/(0)dNy(xu(q)) + ' (0)dNp(x0(q)) = u'(0)Nu(q) + v (0)Nu(q)

Logo, usando o fato de dN, ser auto-adjunta segue que sobre a base {x,,x,} a segunda
forma fundamental é expressa por

LIy (v) = = (dN,(v),v)
= — (W(0)Nu(q) + v'(0)Nu(q), v (0)xu(q) + v'(0)xu(q))
= (/(0))% — 2u/(0)v'(0)f + (v'(0))*g
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onde

e=—(Nu(q),xu(q)), [=—(Nulq),;xu(q)) = — (No(q),xu(q)) € g=—(Nu(q),%u(q))

sdo as funcbes conhecidas como coeficientes da segunda forma fundamental. Além
disso, usando que (N(p),x,(q)) = (N(p),x,(q)) = 0 nos vem ao derivarmos que

e=(N(p),xw(q), f=(N({),xuw(q)=(N([D),xwu(q) e g=(N({p)xuw(q)-

Proposicdo 1.6. A curvatura Gaussiana pode ser determinada, em funcdo dos coefici-
entes da primeira e segunda forma, por

eg — f°
K=——"= 1.1
e a curvatura meédia por
eG —2fF +gF
H = 1.2
2(EG — F?) (12)

Demonstracdo. Ora, ja sabemos que as curvaturas principais sdo autovalores de —dN,,
logo estas sdo raizes do polindémio det(dN, + AI) = 0, ou ainda,

A + tr(dN,)\ + det(dN,) = 0.

Assim, como k; > ky temos que

klz_tr(de)+\/Z:H+ H? — K e ]ﬁ:_tr(de)_\/Z:H_ H2 — K

2 2
onde A = tr(dN,)? — 4det(dN,). Veja que se dN, = (Z” Zm) ou seja,
21 Q22
Nu = a11Xy + a91X, € Nv = 12X, + a99X, lmpllcam que
—f = <Nu,Xv> = CLHF + ClQlG — € = <Nu,Xu> = CLHE -+ a21F
—f = Ny, Xy) = a12F + anF — 9= (Ny,Xy) = a12F + aG

Ecomo (2 £ _ b (G ) seque que
F G) TEG-\-F E)8c1
ann a2\ _ (e [\ (E F _1_ 1 fF—eG gF — fG
agy Gz) fg)\F G - EG-—F2\eF— fE fF—gE)"
E portanto,

E F\\ ' — f?
K = kiky = det(dN,) = det (; g)-(da(F G)) :%,

k1+k’2 1 eG—2fF—|—gE
- — > tr(dN,) =
2 2 TN = S Ea =)

H
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Exemplo 6. Considere a superficie de revolucao parametrizada por
x(u,v) = (p(v) cosu, p(v) senu, Y(v)),
onde u € (0,27),v € (a,b) e p(v) > 0. Veja que
Xy (u,v) = (—¢(v) senu, p(v) cos u, 0), X, (u,v) = (¢’ (v) cosu, @' (v) senu, V' (v))
Xuu (U, 0) = (—p(v) cosu, —p(v) senw,0),  Xupu(u,v) = (¢"(v) cosu, 9" (v) senu, " (v))
Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por
E=¢* F=0, G=(@)+@)

Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva geratriz é parametrizada pelo
comprimento de arco, ou seja, que G = (¢')? + (¢')* = 1. Portanto, a segunda forma
fundamental é dada por

—psenu @cosu 0

<Xu A Xy, qu> 1 / / _S0277Z)/ !
e = = det [ ¢'cosu ¢'senu ' | = = —py,
[ — 2
¢ A x| EG—F —pcosu —psenu 0
f =0,
— 0
<Xu N Xy, Xm,> 1 g/psenu QD,COSU / "ot 1o
g= — det | ¢'cosu ¢'senu ¢ | =" — Q'Y".
||Xu /\XvH VEG — F? 90,/ COS U QONSGHU ¢//
Mas ao derivarmos (¢’)% + (¢/)? = 1 obtemos ¢'¢” = —)/¢)" e dai a curvatura Gaussiana
¢ dada por
o eq — fQ _ —W(SO"W _ 90/¢N) _ _(¢,)2Q0 + (SOI)ZSOH B _90_”

- EG-F? % ©» ©

Note ainda que como temos F' = f = 0, entdo as curvaturas principais sdo dadas por
e _ Yo _ ¥ 9

== = Z = ") — 7", Desse modo,
E © v G
H:M:1<E+£> _ SOW}ISDH_@DHSO/)—?//
°2EG  2\E '@ 20 '

1.4 Simbolos de Christoffel

X, N\ X,

Considere uma parametrizacio regular x : U — R? e defina N = assim

%0 A X0 |”
sabemos que {x,,x,, N} forma uma base para o espaco euclidiano R3. Temos ainda,
pela segunda forma fundamental que as componentes normais de X, X,, € X,, S0
dadas por
xL =eN, xjv = fN, xﬁv =gN

Porém para algumas aplicacoes se faz necessdrio também conhecermos as componentes
tangenciais x|, x| e x,,. Como x é regular e {x,,x,} determina uma base do espago
T,S entdo existem as fun¢oes Ffj, onde i, j, k = 1,2 tais que

Xuu = ['1yx, + T2,%, + eN o Xy = L%y + 3%, + fN

Xup = Lhyxy + 2%, + fN Xyp = [3ox, + 2%, + gN
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como x é diferencidvel, entdo x,, = X,,, assim, iremos definir I'}, = I'5,. Os coeficientes
Ffj sdo chamados de simbolos de Christoffel de S na parametrizagao x.

Proposic¢éo 1.7. Se x : U — R? é uma parametrizacio regular. Entdo

' E+ 1% F =3E,, I'yF+1%,G=F,—3E,

I3,E+T5,F =F,—3G,, TyF+TI3,G=3G,,
Demonstracio. Basta observarmos que os coeficientes da primeira forma fundamental
sio dados por (x,,x,) = ||x.|° = E, (x4, x,) = F e (x,,%,) = ||x,]|*> = G. Desse modo,

10 1
F%lE + F%lF = (Xyu, Xu) = 29u HXuH2 = §EU7
0 1
THLF +T2G = (Xyu, Xo) = = (Xu, X)) — (Xy, X)) = Fy — = E,,
ou 2
10 1
F%QE“‘ F%QF = (Xuv, Xu) = 200 | u”2 = 2Evv
0 1
T F + F%zG = (Xuv, Xp) = u HXUH2 = §GU7
F22E + FQQF = <va7xu> = % <Xuaxv> <Xv7xuv> =F, - éGva
10 1
PopF + 15,6 = (X0, %) = 29 HXvH2 = §Gv-
O
Corolario 1.8. Se x : U — R? é uma parametrizagio regular. Entdo
(I‘l ~ GE,—2FF,+ FE, 2 _ 2FF,—- FEE, - FE,
1 2(EG - F?) W (EG-F?2)
i _ GE, - FG, 2 _ EG,—-FE,
27 2(EG — F2y 27 2(EG — F2Y’
1jl_QGFU—G «— FG, , EG,—-2FF,+ FG,
" ® 2EG-F2) 7 "2 2(EG-F%)
Demonstracao. Basta resolvermos os sistemas a seguir
Eu Efu Gu
E’U ’ u ’ GU

O

Definicdo 11. Uma aplicacdo f : S — S é dita ser uma isometria se f é um difeomor-
fismo e para todo p € S tenhamos

(dfp(wr), dfp(w2)) = (w1, wa),

para quaisquer w;,w; € T,S. Neste caso, dizemos que S é isométrica a S.
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Desse modo, um difeomorfismo f é uma isometria se a diferencial df preserva o
produto interno. Neste caso, temos que a primeira forma fundamental satisfaz

I(w) = (w,w) = (dfy(w), dfp(w)) = ]f(p)(dfp(w))a

para todo w € T,S. Reciprocamente, se um difeomorfismo f preserva a primeira forma
fundamental, entdo para todos w;, w, € 1,5 temos

2 (w1, we) = Iy(wy + we) — Iy(wy) — I,(we)
= Ly (dfp (w1 + w2)) — Ly (dfyp(w1)) — Ly (dfp(w2))
=2 <dfp(w1)7 dfp(w2)> .

Portanto, f € uma isometria.

Defini¢do 12. Uma aplicagdo f : V C S — S de uma vizinhanga V de p € S ¢ dita
isometria local se existe uma vizinhanca V de f(p) € S tal que f : V — V é uma
isometria. Neste caso, diremos que S é localmente isométricas a S. Se esta relaciio for
simétrica, entfio S e S sdo superficies localmente isométricas.

Embora tenhamos desenvolvido uma expressao para a curvatura Gaussiana que de-
penda da segunda forma fundamental, um extraordinario teorema demonstrado por
Gauss nos diz que esta curvatura € determinada apenas pela primeira forma fundamen-
tal.

Teorema Egregium (Gauss, 1827). A curvatura Gaussiana K de uma superficie é inva-
riante por isometrias locais.

Uma prova deste resultado pode ser encontrado em [5]. Este teorema afirma que a
curvatura Gaussiana de uma superficie fica completamente determinada pela medicédo
de angulos, distancias e suas proporcoes na propria superficie, sem qualquer referéncia
a forma particular segundo a qual a superficie esteja situada no ambiente do espaco
tridimensional euclidiano. Assim, a curvatura gaussiana é um invariante intrinseco das
superficies regulares.

Exemplo 7 (Aplicacdes do Teorema Egregium).

i) A parametrizagdo x : R? — R3 definida por x(u,v) = (cosu,senu,v) é tal que
E =G =1eF = 0. Assim, x é uma isometria local entre o plano e o cilindro.
Porém, x ndo preserva nem a segunda forma fundamental nem a curvatura média.

ii) A esfera e o plano nao sao localmente isométricas, pois curvatura da esfera é posi-
tiva e a do plano é nula. Este resultado pode ser interpretado ao afirmarmos que
qualquer tentativa de “planificar” um mapa terrestre sempre existird uma distor¢ao
entre as distancias.

iii) Considere a parametrizacdo do catendide sendo a superficie gerada pela rotacao
da catendria y = a cosh(%) ao longo do eixo Oz, isto é,

x(u,v) = (acosh v cosu,acoshvsinu, av),
0<u<2m,—00 < v < +00. Como temos,

x, = (—acoshvsenu,acoshvcosu,0) e x,= (asenhvcosu,asenhvsenu,a)
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-FEX K-

Figura 1.7: A deformacdo do Helicdide no Catendide.

é possivel verificar que Ey, = Gy = (acoshv)? e F, = 0. Considere a para-
metrizacdo para o helicéide dada por y(p,q) = (gcosp,gsenp,aq) onde (p,q) €
(0,27) x R. Veja que a mudanga de parametros p = u € ¢ = asenhu tem ja-
o(p,q)
0(u,v)
y(u,v) = (asenhv cosu, asenh v senu, au) donde segue

cobiano = acoshv > 0. Assim, ao reparametrizarmos y(p,q) temos que

yu = (—asenhvsenu,asenhvcosu,a) e vy, = (acoshvcosu,acoshvsenu,0)

e os coeficientes da primeira forma fundamental sdo Ey, = G, = (acoshv)? e
F, = 0. Portanto, o catendide e helicéide sdo superficies localmente isométri-
cas. Mais geralmente, temos que Hx = Hy, = 0 e definindo para cada ¢ € [0, 2] a
parametrizacao

z; = (cost)x + (sent)y ()

todas as superficies da familia a 1—paradmetro (x) tem a mesma forma fundamental
e sdo tais que H,, = 0. Logo, podemos deformar o helicéide no catenéide por uma
familia de superficies localmente isométricas.




Capitulo 2

Superficies Minimas

2.1 Superficies Minimizantes de Area

Vamos agora discutir um pouco sobre o problema que iniciou o desenvolvimento da
teoria das superficies minimas. A saber, o problema de caracterizar as superficies que
tem a menor area dentre todas que possuem a mesma fronteira. Mais especificamente,
iremos abordar o seguinte caso:

Sejam S uma superficie regular definida por x : U C R? — R3, onde U é um dominio
em R?, considere a curva fechada I' em U que limita a fronteirade D ¢ Ue D C U.
Suponhamos que a superficie ¥, definida por x quando restrita a D, possui drea menor
ou igual a de qualquer outra superficie X, definida por x) : D — R3, que possua a
mesma fronteira.

Primeiro iremos considerar apenas variacbes normais. Seja N o normal sobre a
superficie e consideremos uma funcéio diferencidvel » : D — R e pra cada A\ € R,
definimos a aplicacdo x,(u,v) = x(u,v) + Ah(u,v)N(u,v) que é chamada de variacdo
normal da superficie determinada por h. Entdo temos que

% = X, + My N + AhN, e % =x, + Ah,N + AN,
Assim, a primeira forma fundamental da superficie 3, é dada por

o <%, %> = (%u, Xu) + 200 (X0, Ny + A2R2 (Ny, N + ARy,

= <?, ?> = (Xu, Xo) + 27\ (x4, N,) + A2h2 (Ny, Ny} + A2hyh,
u v

G = <%, ?> = (%y, %)+ 2\ (%0, N} + N2B2 (Ny, N,) + A2Ry .
(i v

Mas como (x,, N,) = —e, (x,, N,) = —f e (x,, N,) = —g, entdo usando a expressio
para curvatura média da Proposicdo 1.6 segue que

EG* — (F)? = BG — F? = 2\h(gE — 2fF + €G) + AN’
= (EG — F?) 4+ (—4hH(EG — F*))A + R\?

onde R é uma funcao continua de u,v e A em U. Como estamos considerando uma
parametrizacio, entdo EG — F? > 0 e R atinge seu minimo em D. Assim, existe ¢ > 0

18
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tal que se |\| < ¢, entdo FAG* — (F*)? > 0. Logo, para \ suficientemente pequeno
x, € uma superficie parametrizada regular. Temos ainda que a area de X, é dada por

AN = / / \/E*G* — (F»)2dudv. Portanto, ao derivarmos sob o sinal de integraciio e

D
olhar a derivada em A\ = 0, temos que

2
A’(O):// VE G — (FX) Qdudv—// —AH(EG — F >dudv
A\, VEG — F?
= —2// hHVEG — F2dudv
D

Esta féormula é conhecida como primeira variacdo da drea.

Como ¥ ¢ um minimo do funcional drea, entdo devemos ter A’(0) = 0. Suponha,
por absurdo, que exista um ponto g € D tal que H(q) # 0. Entdo basta considerar uma
funciio h : D — R de modo que h(q) = H(q) e possua o mesmo sinal de H em uma
pequena vizinhanca de ¢ e seja zero fora dela, pois assim teriamos A’(0) < 0, o que
¢ uma contradicdo. Portanto, devemos ter H = 0. Reciprocamente, se H = 0 entdo
pela primeira variacdo da drea temos que A’(0) = 0. Assim acabamos de demonstrar a
seguinte proposicao

Proposicdo 2.1. Para que uma superficie regular seja um ponto critico do funcional
area é necessario, e suficiente, que sua curvatura média seja identicamente nula.

Definicdo 13. Diremos que uma superficie regular é uma superficie minima se a sua
curvatura média € identicamente nula.

Exemplo 8. Vamos considerar superficies ndo-paramétricas, isto €, como um grafico
de uma funcéo diferencidvel f(x,y) sobre um dominio U C RZ? Tal superficie pode
ser descrita pela parametrizacdo x(u,v) = (u,v, f(u,v)). Veja que x, = (1,0, f,) e
x, = (0,1, f,). Desse modo, a primeira forma fundamental é dada por

E=1+(f)% F=/fuf, e G=1+(f)%

) X, A X 1 . o
Assim, N = ———"— = (—fu, —fv,1) € um campo normal unitdrio

u Axoll /T4 (Fu)? + (f)?

sobre a superficie e os coeficientes da segunda forma, por esta orientacdo, sdo dados
por

e = fuu 7 f: f’Uﬂ) fU’U

VirEiR Ve TR R
Portanto, as expressoes para as curvatura Gaussiana e curvatura média sdo
fufoo = Jiw o g O D oo = 2fufofuw + (L4 f) i
IV ESTESE 2V1+ 3+ 13
Desse modo, a condi¢do H = 0 é equivalente a equacdo diferencial parcial ndo-linear
eliptica de segunda ordem

(L4 2 foo = 2fufofur + L+ f2) fuu =0 (2.1)

conhecida como Equagdo das Superficies Minimas.

Para continuarmos nosso estudos seria interessante encontrarmos alguns exemplos
ndo triviais de superficies minimas. Com a teoria desenvolvida até o momento iremos
procurar as superficies minimas de rotagéo, regradas e com alguma outra propriedade
em sua expressao.
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Teorema 2.1. Se S C R? é uma superficie minima de revolucdo, entdo S estd contida
em um plano ou num catendide.

Demonstracao. Como S é uma superficie de revolugdo, entdo esta pode ser parame-
trizada localmente por x(u,v) = (¢(v)cosu,p(v)senu,(v)) onde a curva geratriz é
a(t) = (e(t),¥(t)). Assim, temos os seguintes casos para considerar

Caso 1: Se ¢’ = 0 entdo v é constante, portanto S é a superficie de rotacdo gerada
por uma reta. Portanto, S € um plano.

Caso 2: Se ¢/(ty) ndo se anula, entdo pelo teorema da funcdo inversa temos que
¢ admite uma inversa em (fy — ¢,ty + ¢), para algum ¢ > 0. Defina a(t) = a(y!) =
(h(t),t), onde h = ¢ o)~ e podemos conside rar uma nova parametrizacio y(u,v) =
(h(v) cosu, h(v) senu,v). Pelas férmulas expostas no Exemplo 6 temos que as curvaturas
principais sao

e —1

g h/l
—— e == .
E - hy/1+ (W) G [+ (h)]23

Donde a condi¢do H = 0 implica que

e 9 " N2 20" 21’
ETG + () T+ ()2 h
e ap6s integrarmos nos vem que
s h? B /c 1

In(1+ (M) =lnh*-Inc? = 1+H)P? == = ———_ =",
(1+ (W) (W) == =
Dai, cosh™'(h/c) = % + b, ou ainda, h(v) = ccosh (E + b> e portanto S é parte de um
v
catendide. O

Teorema 2.2. Se S C R?® é uma superficie minima regrada ndo-planar, entdo S estd
contida em um helicoide.

Demonstracio. Se S é uma superficie regrada entdo esta pode ser localmente parame-
trizada por x(t,u) = a(t) + ww(t), onde |w(t)|* = 1 e |[w'(t)||> = 1. Assim, a funcéio

2
axgt, O o (£) 4+ ww'()||* tem minimo em u = — (c/(t), w'(t)). Ponha

entdo a parametrizacao
y(t,u) = B(t) + ww(t)
ainda descreve S. Esta curva se chama curva de estric¢do e esta satisfaz (4'(t), w'(t)) = 0.

Note que nos pontos da curva diretriz 3, o plano tangente é gerado por f'(t), w(t) e o
vetor w'(t) € o normal unitdrio a este plano. Ao calcularmos a primeira e segunda forma

=[(8". 8" Aw) +u (8", 0 Aw) + (", B Aw)) +u (w”, w' Aw)]/ lye Ayl

E
F
G =1,
e=
f =, 8 Aw) /Iy Ayl
g
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Entdo como S é minima temos que:
(B", B8 Aw) — 2B, w) (W', B Aw) +u((B”,w Aw) + (W, B Aw)) + u? (w”,w Aw) =0

Como esta ultima equacgdo deve ser satisfeita para todo u, entdo temos as seguintes
equacoes

(8", 8 ANwy =26, w) (W', B ANw) =0 (1)

(B",w' ANw) + (w", B ANw) =0 (2)

(W W Aw) =0 (3)
Veja que ' e w geram o espaco tangente, entdo a primeira equagdo implica que a
componente normal do vetor 5" é 2 (5, w) w’ e dai podemos escrever

" = a1 + asw + 2 (B, w) w'. (4)

Como |[w'||> = 1, entdo derivando obtemos (w”,w') = 0, que implica que w” é um
vetor tangente. Desse modo, podemos escrever w” = a3/3’ + aq4w. Porém, desde que
(B',w' Nw) # 0, aequagdo (3) nos dd a3 = 0 e w” = aqw. Mais ainda, desde (w’, w) = 0
entdo ao derivarmos nos vem 0 = (w”, w) + (w', w’) = (w”,w) + 1, e portanto,

w” = —w. (5)

Aplicando (4) e (5) em (2), obtemos a; = 0 e 3" = ayw + 2(f,w)w'. Derivando
(f',w") = 0, obtemos

0= (8 w) = (8" w)+ (8w =2(8w) — (§,w) = (§/,w)
e dai 5" = ayw. Por fim, derivando (', w) = 0, segue
0= (8, w) = (8" w) + (', w') = ay

ou ainda " = 0.
Em resumo, obtemos as seguintes propriedades:

i. A curva diretriz é uma reta pois 3" = 0, logo existem a,b € R tais que [3(t) =
(0,0,at +b).

ii. Como (', w) = 0 e w é unitdrio, entdo existe p(t) tal que w(t) = (cos ¢(t),sen p(t),0).

iii. O vetor direcdo roda com respeito a reta diretriz com velocidade constante ja que
|w’||* = 1. Desse modo, existe ¢ € R tal que ¢(t) =t + c.

Portanto,
y(t,u) = B(t) + uw(t) = (cos(t + ¢),sen(t + c),at + b),

onde a # 0. Portanto, S estd contida em um pedaco de um helicéide.




2.2. SUPERFICIES NAO-PARAMETRIZADAS 22

2.2 Superficies Nao-Parametrizadas

Analogamente, podemos apresentar um conceito variacional para a classe das superfi-
cies ndo paramétricas. Seja D C R? um conjunto aberto e conexo tal que seu bordo
0D é uma curva suave por partes. Dada uma funcfo ¢ € C(D) tal que o gréfico de 1/,
quando restrita a 9D, seja uma curva fechada, iremos considerar o conjunto

Q = {u(x,y) € CA(D); ulz,y) = ¥(z,y), ¥(x.y) € ID}.

Usando que a drea do grafico de u € 2 é dada por A(u / V14 |Vu(z,y)|? dedy,

segue que os valores minimos do funcional drea ocorrem quando Vu = 0, e neste caso,
temos que A(u) = Area(D). Nds procuramos f € € tal que A(f) = in£2 A(w). Suponha
we

que exista uma tal f € Q) que tenha menor 4rea dentre todas as w € (2. Dai podemos
considerar uma fung¢io v € C?(D) que se anule no bordo de D e definimos f; = f + tv.
Derivando em relagédo a t obtemos

GAR =5 [ VIF NI = ol )P dsdy

dt
/ (Vf(x,y)+tVou(z,y), Vo(z,y)) dedy
V1+|Vf(z,y) +tVo(z,y)? '

Donde temos que a Primeira Variagdo da Area é dada por

- [ e veieo)
VIV )P

e como v se anula em 0D, entdo segue pelo Teorema da Divergéncia

— vdiv V/@.y) T
[, <¢1+er<x,y>|2> oy

Como a tltima equacio € valida para qualquer v € C?(D), entdo devemos ter a
Equagdo das Superficies Minimas em sua forma divergente

v V/.y) _
(Vl + \Vf(a:,y)P) 0 (2.2)

As funcoes que satisfazem a Equacdo das Superficies Minimas sdo chamadas de graficos
minimos. Donde obtemos mais uma definicdo para as superficies minimas.

xdy,

o=2 4
dt{,_,

Definicdo 14. Uma superficie S é dita ser minima se, e somente se, ela pode ser re-
presentada localmente por um grafico minimo. Assim, localmente, os graficos minimos
minimizam darea.

Em R3, ao efetuarmos as derivadas, encontramos que as funcdes f € () com esta
propriedade minimizante devem satisfazer a Equacdo (2.1). Lagrange foi capaz de
demonstrar esse fato, mas devido a complexidade do problema, o tnico exemplo dado
por ele foram os planos de R3.
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Ja H. Scherk, procurou solu¢des da equacao das superficies minimas que satisfazem
f(z,y) = h(z) + g(y), assim ao aplicarmos na EDP e manipularmos obtemos

By _ Y
L+ (he)? 14 (gy)*

Assim, ao integrarmos duas vezes temos que h(z) = —Incosz e g(y) = Incosy e estd é
a conhecida superficie de Scherk.
Na verdade, a superficie de Scherk estd definida sobre o conjunto

R = {(u,v);cosucosv > 0},

que pode ser visto como a unido dos casas pretas de um tabuleiro de xadrez infinito. De
fato, considerando os quadrados

s s s s
Q(m,n)z{(m,yﬂmw—— <a:<m7r—|——,n7r——<y<mr—|——,},
2 2 2 2
colorimos de preto se m + n é par e de branco se m + n é impar. Entao,

R = U{Q(m, n) | m,n sdo inteiros tais que m + n é par}.

Considerando a superficie de Scherk parametrizada por

x(u,v) = (u,v,log <COSU>> ,

cosUu

vemos que x(u,v) = x(u + 2mm, v 4+ 2n7) para quaisquer u,v € R e m,n € Z. Portanto,
a superficie de Scherk sobre um quadrado que colorimos de preto Q(m, n) coincide com
a porcdo sobre o quadrado Q(0, 0). Assim, podemos plotar esta superficie ao juntarmos
os pedacos idénticos sobre os quadrados pretos.

Figura 2.1: A superficie de Scherk.
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2.3 Parametros Isotérmicos

Definicdo 15. Diremos que uma parametrizacdo x : U C R? — R3 é uma aplicacédo
conforme quando a sua diferencial é uma aplicacdo que preserva angulos, ou seja, que
exista uma funcdo \(q) > 0 diferenciavel para todo ¢ € U tal que

(dxq(u), dxq,(v)) = N*(q) (u,v), Vu,v € Tyx(y)S

Quando x é conforme, as coordenadas (u,v) € U sdo chamados de pardmetros isotérmi-
cos.

Observe quando temos uma parametrizacdo sobre paradmetros isotérmicos, temos
que sua primeira forma fundamental é £ = G = \? e F' = 0. De fato, basta considerar
uma base {e;, eo} ortonormal em 7,5 para que tenhamos

E = (x,,%,) = (dx,(e1),dx,(e1)) = A\* (€1, €1) = \?,

F = (x,,%,) = (dx,(e1),dx,(e2)) = A\ (e1, €2) = 0,
G = (Xy,%,) = (dx,(e2),dx,(e2)) = A (eq, €9) = \°.

Assim, muitas das expressdes que ocorrem na teoria se tornam consideravelmente
simples quando estamos consideramos parametros isotérmicos. Por exemplo, a curva-
tura média, nessas condicoes é expressa por

ety
2)2
Veja que numa superficie minima S temos que as curvaturas principais sdo tais que
k1 = —ky, logo —K = kiky > 0. Desse modo, se S ndo possui pontos planares temos
que

<de(w1), de(w2)> = —K(p)<w1,w2>;

para todo p € S e quaisquer wy,wy; € 7,5 onde N : S — S? é a aplicagdo normal de
Gauss.

Proposicado 2.2. Se x é uma parametrizacdo ortogonal, isto é, F' = 0, entéo

2 V EG V EG ) V EG u ‘

1
K = —ﬁAlog A

Demonstragdo. Com a ajuda dos simbolos de Christoffel I'}; obtemos os sistemas

Eu Efl) Gu
E’U ! u ’ GU
Se F' = f =0, entdo dos sistemas segue que
E, E, E, Gy Gy Gy
thﬁ, 4 =5 }Zzﬁ, F%2=%7 Iy Yok 1%2_%-
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Desse modo, da equacao de Gauss nos vem

—EK = (F%Q)u - (F%)v + F%QF% + F%zrfz - F%F%Q - F%1F%2

— ﬂ _ _ﬂ _&.E”_|_ ﬂ 2+&.ﬂ_&.ﬂ
- \2G/, 2G), 2B 2G  \2G 2G 2G  2F 2G

_ 260G ~2G% | 28,6 -2B,G, B +EG,  Gi+EG,

4G? 4G? AEG 4G?
_ 2G.G—-2G% +2E,,G-2E,G,+G.+EG, E!+E.G,
- 4G?  4EG
_ 2(BEy, +Gu)EG — EG? - EE,G, — E}G — GE,G,
- AEG?
2By +Gu)EG  Gu(EG,+ EG)  E,(EG, + E,G)
- 4EG> B 4EG> B 4EG? ’

Simplificando, obtemos

VEG 2EGP?  \EG 2(EG)?
~(2a). (77a).

CKoEG = B ElBG) | G Gu(EG).

Por fim, obtemos

o st (). ().}

Em particular, se x é tal que £ = G = \? e F = 0, segue que

1 (/A A 1[0 (100 & [10A 1
2)\2{<)\2)u+(>\2>v} 3% [8u<)\8u)+8v()\8v)} ot logA
0

Proposi¢do 2.3. Se x : U C R? — S é uma parametrizacdo conforme e H = HN o
vetor curvatura média. Entdo
Ax = 2)\?H,

onde \? = (x,,%x,) = (X, X,).

Demonstracdo. Como x é conforme, entdo ao derivarmos (x,,x,) = (x,,X,) com res-
peito a u e (x,,x,) = 0 com respeito a v obtemos (X, Xu) = (Xypu,Xy) = —(Xu, Xpv)»
logo, (Ax,x,) = 0. De modo andlogo, temos que (Ax,x,) = 0. Portanto, Ax é um
vetor normal paralelo ao vetor normal da superficie. Além disso, como 2)\2H =¢ + g =
(Ax, N). Donde, Ax = 2)\*H. O

Corolario 2.4. Uma superficie parametrizada regular isotérmica x : U — S é minima
se, e somente se, as suas funcdes coordenadas de x sdo fun¢des harmoénicas em U.

Desse modo, temos que superficies minimas naturalmente ocorrem em um cenario
um pouco diferente do qual iniciamos nosso estudo. De modo a firmar uma conexao
entre superficies minimas e funcdes harmonicas iremos introduzir a seguinte notacao:
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Dado uma superficie x(u,v) = (z1(u,v), z2(u, v), x3(u, v)) iremos considerar as funcoes
complexas

op(() = — —i—— onde ( =u+iv.
Assim temos as seguintes identidades:

5 2 5 8% 8xk aZEk 5 al’k 2
;%(C) = ; (_) B 222 v ; (%)
 /0x Ox
|5 -2{5 %> i
5 9 3 an 2 5 (9Xk 2
> ler(Q)l =Z(%) +Z<%> =E+G. (2.4)
k=1 k=1 k=1

Proposicao 2.5. Usando a notacdo anterior segue que

a_x
ou

ox

o =FE— G —2iF, (2.3)

a) ¢r(¢) é uma funcdo analitica <= =z € harménica em u, v.
b) wu,v sdo pardmetros isotérmicos <= > i (¢) = 0.
¢) Se u,v sdo pardmetros isotérmicos <= Y |px(¢)]? #0 <= S é regular.

Proposicdo 2.6. Suponha que x(u,v) define uma superficie regular minima com pa-
rAmetros isotérmicos. Entdo as fungdes ¢, (¢) sdo analiticas e satisfazem > ¢7 = 0 e
> |pr|? # 0. Reciprocamente, se ¢y, sdo analiticas satisfazendo > @7 =0e > |px|? # 0

num dominio simplesmente conexo D. Entfo existe uma superficie regular x : D — R3

. ~ . 0 .0
cujas as funcoes coordenadas sdo tais que ¢y = % —1 ;k onde k =1,2e3.
U

Demonstracao. A primeira afirmacdo segue imediatamente pelas identidades mencio-
nadas anteriormentes e pela proposicdo anterior. Reciprocamente, defina para k = 1,2

ed
(6) = Re ( /j o).

para algum (, € U fixado. As funcdes x;, estdo bem definidas pois ¢, é holomorfa sobre
o conjunto U que é simplesmente conexo, logo x; é holomorfa. Desse modo, pelas
equacoes de Cauchy-Riemann segue

d (¢ 0 ¢ o) ¢
& : or(2)dz = %Re (/co gok(z)dz) —H%Im </¢o gok(z)dz>

B a%Re (/j (Pk<z)dz) _ @(%Im (/; Spk(z)dz) .

Entéo valem as identidades em (2.3) e (2.4) e o resultado segue pela ultima proposi¢cdo
e coroldrio. O

Nos ultimos resultados estamos supondo que a superficie admite uma representacao
local em termos de parametros isotérmicos. Iremos agora mostrar que esta representa-
¢do sempre existe sobre qualquer ponto regular de uma superficie minima.
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Teorema 2.3. Todo ponto regular sobre uma superficie minima S admite uma vizi-
nhanca tal que exista uma reparametrizacao por termos isotérmicos.

Demonstracao. Primeiro, pelo teorema da funcdo implicita, para todo p € S existe uma
vizinhanga tal que a superficie pode ser vista como o grafico de uma funcao diferencidvel
h, ou seja, existe U C R? tal que x(z,y) = (z,y, h(z,y)) é uma parametrizacio local de
S. Pela equacao das superficies minimas temos que a funcao h satisfaz

(L4 h2)hay — 2hahyhgy + (14 h2)hy, = 0.
Desse modo, denotando W = /1 + A2 + h2 e por um célculo' direto obtemos as equa-

coes
O (LR _ 0 (b O (142N 0 (hhy
Ox W oy \ W oy )4Y% oz \ W )

Tomando U simplesmente conexo, isto implica a existéncia de fungdes F' e GG satisfa-
zendo

8_F_1+h§ OF _ hghy 0G _ hghy %_1+h§
or W’ oy W’ or W'’ oy W
Pondo £ = x + F(x,y) e n =y + G(x,y) nos vem que

g_HHh; 0 huhy I hahy @_Hwh;
or w oy W’ oxr W'’ oy w
e dai o jacobiano da transformacéo (z,y) — (£,7n) é dado por
2+ h:+h2 2
S_dem) _0¢ oy 0g on . 2HMAh (W1
O(z,y) Ox Oy Oy Oz )4% )4%

Desse modo, essa aplicacdo admite uma inversa (£,7) — (x,y). Dai, podemos represen-
tar a superficie em termos de £ e 7, donde

or  W+1+h; Oy  —hgh, Oh(z,y) WH+1+h hyh

_— =, — = s — P - yQ7
o€ JW oc JW o€ JW JW

dx  —hsh, dy WH1+h ah(x,y)_w+1+h§Q_hxhyP
o JW’ onp  JwW o JW JW "

Portanto, com respeito aos parametros & e 1 temos

ox||” ox|> w w1’ ox 0Ox
’05 ‘077 7 [W+11 S <8€’877> |
ou seja, estes sdo parametros isotérmicos sobre S. [
Nas condicoes do teorema anterior, as funcoes F' e GG satisfazem (Z_F = (‘;_G, entdo
Y X
existe uma funcdo F tal que 9F =Fe OF = (G edai
ox oy
) OF OF 1+ hZ  hyh,
FEN oz oy | _| W W
(&wy) 96 G hahy 1Dy
dr Oy W W

¢ uma matriz positiva.

Estes calculos foram feitos no capitulo seguinte.
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Proposicdo 2.7. Seja F € C? tal que a sua hessiana é positiva. Entdo a aplicacdo

E E
(1, T2) (g—u(a:l,:@), g—v(asl,:vg)) = 7(x), onde z = (x1,x9), é tal que se = # y entdo

chamando de u e v, respectivamente, suas imagens por esta aplicacdo, entéo vale

(r(y) = 7(x),y —z) > 0.
Demonstracdo. Defina G(t) = E(ty + (1 — t)z), parat € [0, 1]. Entdo temos

c'(t) = g—jjuy (1= ) — ) + g—iay (1= 1)) (g2 — )

G"(t) = [aiij (ty + (1= t)x)| (i — 2)(y; — 25) >0

ij=1

para todo ¢ € [0, 1]. Desse modo, G'(1) > G'(0) ou seja,

S rW i —x) > D> 7@y —w) = (7(y) —7(x),y — ) > 0.

U
Proposicdo 2.8. Ainda nas condicdes do lema anterior, temos que a aplicagdo ¢ (z) =
x + 7(x), satisfaz
((y) = (), y — ) > [ly — =||*,
para quaisquer x # y.
Demonstracdo. Basta observar que ¢ (y) — ¥ (z) = (y — x) + (7(y) — 7(x)). Assim,
[0() = e @)I° = lly = 2l* + 247 (W) = 7(@),y = ) + I7(v) = 7@)* = |y = 2]
U

Veja ainda que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

[4(y) = (@) > lly — =l

E assim, pelas proposicoes anteriores, a transformacéo (z,y) — (£,n) considerada na
demonstracdo do Teorema 2.3 satisfaz o dltimo lema. Em particular, tomando x = (0, 0)
temos que 7(z) = 0, logo para qualquer y # 0 segue ||7(y)|| > ||y||. Portanto, se U = R?
entdo esta transformacio é um difeomorfismo de R? para R2.

2.4 Representacao de Enneper-Weierstrass

Note que da Proposicdo 2.6, temos que a teoria local das superficies minimas em R?
pode ser estudada por triplas formadas por funcoes holomorfas. A seguir mostraremos
exatamente como isso pode ser feito. Sabemos que x é isotérmica se, e somente se, suas
funcoes ¢, satisfazem

T+ +93 =0 < (p1 +ipa)(p1 —ip2) = — 3.
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Estamos desconsiderando os casos p; = iy, € 3 = 0, pois estes correspondem aos casos
planares. Desse modo, defina as fungdes

. ¥3
f=¢1—ips, 9= ——"—",
P1 — P2
assim, f é uma funcdo holomorfa e g é meromorfa. Além disso, temos
—3 2
3 = [y, 1 +ips = —"—=—fg",
P1 — P2

Donde concluimos que

1 7
‘P1:§f(1—92)7 902=§f(1+92)7 e p3=fg.

Note que os nossos cdlculos mostram que fg¢? é uma funcio holomorfa e que se z € D
é polo de g de ordem m entdo z é zero de f de ordem pelo menos 2m. Além disso, a
condigdo |1 ]2 + |pa|? + |¢s]? # 0 nos diz que estas fun¢des ndo podem se anular simul-
taneamente, ou seja, f/ apenas tem zeros nos polos de g e a ordem deve ser exatamente
o dobro da ordem do polo. Portanto, acabamos de demonstrar um importantissimo
teorema de representacdo para superficies minimas.

Teorema 2.4 (Representacdo de Enneper-Weierstrass). Toda superficie minima com pa-
rametros isotérmicos e ndo planar pode ser representada localmente por

¢

n(@) = Re ( [ 310 - s,

C‘ .

72(¢) = Re ( %f(z)(l + ¢*(2)) dz) : (2.5)

¢o

¢
Q) = Re ([ 2212
o
Onde as fungdes f e g sdo, respectivamente, uma funcdo holomorfa e meromorfa sobre
um conjunto D simplesmente conexo. Além disso, f se anula nos polos de g e a ordem
de seus zeros sdo exatamente o dobro da ordem do polo de g. Reciprocamente, qual-
quer par de funcoes (f, g) satisfazendo essas condi¢des definem uma superficie minima
regular parametrizada por parametros isotérmicos por meio das equagdes acima. Ao
par (f,g) chamaremos dados de Weierstrass.

A representacdo de Ennerper-Weierstrass ndo apenas nos permite construir uma
grande variedades de superficies minimas possuindo as mais diversas propriedades, mas
também serve como uma ferramenta para demonstrar teoremas sobre estas superficies
ao interpretarmos as afirmacoes em termos de funcoes holomorfas.

Exemplo 9. Podemos obter a representaciao do helicdide pondo f = —ie* e g = e * e
considerando U = C. De fato, veja que

fA—g?) _ —ie*(1—e*)

Y1 = 5 = 5 = —i¢senh z,
F(1 2 (—ie?) (1 2z
wzzlf(;g)zl( Ze)é e ):coshz,

o3 = fg=—i.
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Entdo, se ( = u + iv segue que

¢ ¢
z1(u,v) = Re (/ apl(z)dz> Re (/ —isenh zdz) = senh usen v,
0 0
¢ ¢
zo(u,v) = Re (/ gpz(z)dz) = Re (/ cosh zdz) = senh u cos v,
0 0
¢ ¢
z3(u,v) = Re </ wg(z)dz> = Re </ —idz) = 0.
0 0

Obtemos assim a parametrizacdo x(u,v) = (senhwu cosv,senhusenwv,v), vista no Exem-
plo (iii).

Exemplo 10. Para o mesmo dominio U = C, se pusermos f = 1 e g = z segue

fl—g®) 1-2°
()01: = s

2 2
if(1+¢?)  i(1+ 2?)
()02 = = s
2 2
p3 = fg =z

Entdo, se ( = u + iv segue que

z1(u,v) = Re (/OC 901(2)612) = Re (/OC ! —2sz2> = % <u—|—uv2 — %u?’) ,
) = Re ([ eurie) = e ( [1520) = L (v e 1)
24(u,v) = Re </0C g03(z)dz) ~ Re (/OC —z’dz) _ %(zﬂ — ).

Assim, obtemos a bem conhecida parametrizacdo da superficie de Enneper, vista no
Exemplo 2.

2.4.1 Quantidades Geométricas em Funcao de Enneper-Weierstrass

Além disso, podemos expressar as quantidades geométricas basicas quando olhamos
para uma parametrizacido x : U — S em termos dos dados de Weierstrass (f,g). Se
E =G = X\ e F = 0, entdio pelas identidades anteriores segue que o fator conforme é
dado por

1 1
N =(E+G) =Sl + el + lles])

A1l + ng2>r

_1 2 22 1 2 21|12 1 2 _
=3 I/ |1 - ¢ + 35171 |1+ ¢ +5 119l —[ 5

Como,

xo=Re (0= 50+ fa) e xo=—Im (5705004 ) fo)
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e dai

“Re (1~ ¢)) 1m(fg) + Re(fo)tm 51 1+g2>)

o A3, = Re (;fug?)) tm (79) - Re(fa)tm (31~ ).
“Re(7(1 g tm (550 47)) + Re (1700409 ) Tmis1 - 42

i _
T (5 f(1+9%)fg ) —HfH Re(7 + |9 9).
11—
= m(GF=Are). =] LI ).
Im (_Zi—f(lJrg?)f(l—g?)) IFRe (gl 1 -7 + ¢?)
Ou seja, ,
2
i nx, = (M1 )] (2Re(g), 2Tm(g), | g]* ~ 1) 2.6)

Relembre que a Projecdo Estereogrdfica é a aplicac¢do 7 : S* — {n} — C definida pelo
seguinte modo: considere o ponto p € S?, diferente do polo norte n = (0,0,1), en-
tdo definimos 7(p) = ¢ onde ¢ é a intersecdo da reta que contém p e n com o plano
complexo. Podemos encontrar uma expressdo para esta aplicacdo em funcdo do ponto
p. Denote p = (p1,p2,p3) € ¢ = (q1,¢2,0) e a reta que contém esses pontos é dada
por {(t) = tq+ (1 —t)n = (tq1,tq2, 1 — t). Seja ty € R tal que {(t;) = p. Mas como
0(to) = (toqa,toqe, 1 — to), entdo temos que p3 = 1 — t, logo
Pt P e P2 P2

QG = = G2 = — = .
to 1-—ps3 to 1-—p;3

Portanto, a aplicacio estereogréfica « : S? — {n} — C é dada por

1+ ip2
I —ps3

7-[-(pl?p%pi;) =

Podemos ainda obter uma expressao para a aplicacéo inversa. Primeiro observe que
se p = (p1,p2,p3) € S* — {n} entdo pondo 7 (p) = g, obtemos

2 ——  p1+ips p1—ipe P+ P 1 —p3 1+ p3
I=()l (p)() I—p3 1-—p3 (1—-p3)?2  (1—-p3)* 1—p3

Deste modo,

lall* =1 _qg—1
lgl* +1  ag+1

(L=p3) lall* =1+ps = (lal*+ Vps = [7@)I" = 1 <= ps =
Assim, usando que a parte real de z é dada por (z + Z)/2 e observando que
Re(q) = p1/(1 — p3), segue

_q+7 qg—1\  q+q _ 2Re(q)
(I—p3)=-—F—-(1-—= _—— - 2 ‘
qq +1 @q+1 q|°+1
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Figura 2.2: A projecdo estereografica

2Im(q)

2
lgll”+1

W_1<q):<|2Re<q> 2Im(g) Hun—1>.

Analogamente obtemos que p, = . Portanto a inversa é dada por

2 ’ 2 ) 2
)"+ 1 llglI” + 1 [[ql|” +1

Desse modo, se x é uma aplicagdo conforme com dados de Weierstrass (f, g) entdo
segue que
Xy AKXy 1
e Aol 1+ g

Desse modo temos outra caracteriza¢do de superficies minimas

(2Re(g), 2Im(g), ||g[|* = 1) =7 ' o g.

Proposi¢do 2.9. Seja x : U — R3 um imersdo conforme. Entdo x é minima se, e
somente se, a funcdo g = 7 o N é meromorfa.

Introduzindo os operadores diferenciais

o_1fo 9N 9 _1(0 .0
9z 2\ou ‘ov oz 2\ou ov)

0*  0? 02

temos que o Laplaciano é expresso por A = 507 + e 4 505" Desse modo,
u v 202
Aog | = 22— (log | ) = 25— (log  + T5& ) = 0
SI= "5z0, B W) = “gz9, 08/ TIO8 /=0

e também

Alog(1 + [lg]) = 42 (log(1+g§))=4ﬁ_( 99 2): 4H9’H22 |
020z Z\1+gl?)  (1+ 9?2

Logo, a curvatura Gaussiana é dada por

1 4

K=—-——=Alog\=—
A2 LA L+ Nlgl%)?

—16|g'||*
(Alog || f]| + Alog(1 + ||g]|*)) = -
IFI1% (L + Jlgl|*)*
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Desse modo, ou K ¢é identicamente nula ou K se anula apenas em pontos isolados.
Por fim, podemos mostrar que cada componente da aplicacdo normal de Gauss é
autovetor do operador Laplaciano. De fato, mostraremos que AN = 2)\2K N. Veja que

o o2 ,
AN =4——N = 2Reg, 21 —1
o = e | (2Reg. 2 ol - )
2 82 2\—1 4 82 2
= 4(2Reg, 2Imyg, [lg[|" — 1) 5 (1 + [lg[|") ™ + THQHQ%(QRGQ’ 2Imyg, [|g]” — 1)
D e 10 SENY
rsRe {21+ )L (2Reg. 21mg. 9] - 1)}
Como
T o a_ Al (gl = 1)
s L N ,
0 A gy 0:02 A+ gl

e pelas equacoes de Cauchy-Riemann segue que

2

B I
_(QRega 2:[1’1’19, ||g||2_1) = (glvlg/agg/) (2Rega QImga ||g||2_1) = (0707 ||g/||2)

(¢

0z 020Z
Logo,
419117 (lgl” — 1) 5 o1 2
N = 75— (2Reg, 2Imyg, ||g[|” — 1) + 4(1 + [|¢]") (0,0, [l¢'[|")
(1 + llgl”)
—99 =, .
+8Re{—g’(1,z,g)}
(1+lg]1*)2
4)g'|1? lg]” 4|g|1?

= : (2Reg, 2Imyg, ||g||* — 1) +
1+ [lgl>)2 1+ gl

2 2

Allgll” 1+ llgll

2 2

(14 llglI™)> 1+ lgll

—811¢|I” 1 —8]¢|I?
= Ry, 2ol - ) = Ly <o
GERASET] A lolP)

(0,0, (1+ [lg1*)?)

(L+1lgl*? 1+ gl

(2Reg, 2Img, 2 [ g[|*)




Capitulo 3

Teorema de Bernstein

Iremos iniciar o estudo de resultados globais sobre as superficies minimas. Até agora
ndo demos um exemplo de superficie que esta definida em todo o plano como um grafico
minimo. O resultado que desejamos provar é o célebre Teorema de Bernstein, este nos
diz que toda solucao da equagédo das superficies minimas definida em todo plano deve
ser uma aplicacdo linear.

Na verdade Bernstein foi capaz de provar um resultado mais forte numa versao
mais geométrica também, este outro resultado afirma que fungbes de C?*(R?) tais que
seu grafico possui curvatura Gaussiana ndo-positiva X < 0, necessariamente possui
curvatura nula. Desse modo, ele pode obter teoremas do tipo Liouville para uma classe
mais geral de equacoes elipticas de segunda ordem.

Veja que por um cdlculo direto nos d4 que uma solucdo h(x,y) da equacdo das
superficies minimas também satisfaz:

O (1M 0 [(hahy e 9 (haby) _ O 14 h2
oxr\ W ) oy\ W oxr\ W ) oy\ w )’
Mostraremos a primeira das igualdades, e por simetria, a segunda é inteiramente
andloga. Note primeiramente,

2
0 (th) = (W3(1+h§)—(1+h§)a—w). (3.1)

ax\ w ) w2 "oz or

Para simplificar nossos célculos, iremos introduzir a seguinte notacao

p:hxa q= hy7 r:hxxa szha:ya t:h’yya W= V 1+p2+q27 (32)

ao derivarmos e separarmos os termos contendo r ou s segue

O (lray _ L 2qsW — (1 + 2)L(Q s+ 2rp + 2rpq” + 2qsp® — 2pq(rq + ps))
m\w ) =\ X 7)o 24 p+2rpq” +2qsp” — 2pq(rq +p

= o (@ = (14 @)1+ )0+ (pa) (1 + ¢)p) 5
+ (pa(1+¢*)g— 1+ )1 +¢*)p)r] .

Também temos que

2 ()1 (w0

34
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Assim a equacdo das superficies minimas é dada por
(14 ¢*)r —2pgs + (1 +p*)t = 0.
Voltando para a Equacdo (3.1) , vamos separar os termos contendo s ou ¢ temos
oy \w) w2 2W

= % [(OV? + (p9)))a — pa(1 + ¢*)p) s + (W + (pa)*)p — (pa)(q + P*)q) 1] -

9 1 !
(2) =+ ((sq — PYW = pgo= (2t + 2sp + 25pg® + 2tqp” — 2pq(sq + pt>>>

Por fim, usando que W? = (1 + p?)(1 + ¢*) — (pq)* obtemos

(% <1 ;/quz) — a% (%) = % (((pg)g — 1+ *)p) (A + ¢)r + (2(pg) (1 + ¢*)p — 2(pg)*q)s
— (1 +p*) (1 + ¢*)p — pa(1 + p*)q)t)

= %((m)q —(1+¢*)p) [(1+¢*)r —2pgs + (1 +p*)t] .
Portanto, como a funcdo é um grafico minimo, ou seja, satisfaz a equacdo das su-
perficies minimas, temos que o termo dentro dos colchetes é zero e assim obtemos a
equacdo desejada.
Se a funcdo h estd definida em todo o plano R? entfo existe uma func¢io de classe
C? que chamaremos de u tal que

1+ p? 1+¢? pq
Upy = W Uyy = W e uxyzw.

E assim
det (Hess(u)) = Ugptlyy — (Uzy)* = 1.

Nesse contexto, sera de grande importancia o Teorema de Jogens, que provaremos
agora

Teorema 3.1 (Jorgens). Seja u € C?(R?) solugéo de

UggUyy — (Ury)2 = 1.
Entdo u(z,y) é um polinémio de grau dois.
Demonstracdo. Veja que se u € C? é tal que

UggUyy — (uxy)2 =1,
entdo temos que u ou —u € uma funcao convexa. Sem perda de generalidade vamos
supor que u seja convexa. Considere a transformacao

(z,y) = ¢(z,y) = (£(z,y),1(z, y))
definida por
fry) =z t+u(wy) e @y =y+ury).

Desse modo, ¢ é um difeomorfismo de classe C'' de R? pois como u é convexa entio

dot &) _ (1 tUse Uy

— 24w, > 9
(z,y) Ugy 1+ “yy> T tles F Uy =
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Assim, ¢ é invertivel localmente em todos os pontos de R%. Além disso, pela Proposicédo
2.8, ¢ é injetiva e portanto um difeomorfismo em R? em si prépio. Seja v : R? —
R? definida por ¥ (&,n) = (z(€,71),y(£,n)) a inversa de classe C* da aplicacdo ¢. Sua
jacobiana é

o,y) _ {5‘(5,77)}_1 _ 1 (1 tuyy Uy )
a(fﬂ?) B 8(m,y) B 2 + Uzy +uyy —Ugy 1 + Ugg .

Defina a funcdo h : R?* — R? dada por h(¢,n) = (z — u.(z,y), —y + u,(x,y)), onde
estamos fazendo (z,y) = (&, n).
Ora, pela regra da cadeia, temos que

oh oh  O(zx,
a(&,m) a(w,y o,

y)
n)
L — gy Ugy Ltuyy,  —ugy
T 2 U, + Uy Um: + Uy ( Uzy -1+ uyy) < —Uzy 1+ um)

Uyy — Ugy 2u$y )
)

2 + Ugpy + Uqgyy 2uxy = Ugy
logo, as func¢des coordenadas hi(&,n) e ha(&,n) de h satisfazem as equacdes de Cauchy-
Riemann, ou seja,

E)hl . 8h2 . Uyy — Ugy e 8h1 . _8h2 o —2U$y
85_877_2+um+uyy on 85_2+um+uyy

e portanto definem uma funcdo holomorfa em C cuja a derivada é dada por

o dh Oh  Ohy  Oh Oh
MO=5%=%¢ " o an

onde ¢ = £ + in. Desse modo,

2
WO = (8%21) . <%/?> _ O Ohy O Ohy _ O, ho)

T on  on oe U o

 (uyy — Ugy)? + 43, B Ul 4 Qpglyy + U2, — 4(Ugalyy — (Usy)?)
(2 + s + uyy)? (2 + s + uyy)?

(U + Uy, )® — 4 _ Ugg + Uy — 2

(2 Uy + Uyy)? Uy + Uy + 2

Pelo Teorema de Liouville segue que h/(¢) é constante o que implica que as funcdes
Uz, Ugy € Uy, também sdo constantes. Portanto, existem a, b, ¢, d, e, f € R constantes tais
que

u(z,y) = ax® + bry + cy® + dv + ey + f.

Teorema 3.2 (Bernstein). Suponha que z € C?(R?) é uma solucio da equacio das
superficies minimas. Entdo z é uma aplicacdo linear, ou seja, o grafico de z é um plano.
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Demonstracao. Pelo o que ja foi discutido no inicio desse capitulo, sabemos que se
z € C*(R?) é solucdo da equacdo das superficies minimas entfio existe uma funcéo u de
classe C? tal que

1+ p° 1+¢° pq
Ugy = W y o Uy = W € Ugy = Wa
. ) N 1+p?
e assim, u,,u,, — (u.y)° = 1. Logo, pelo Teorema de Jorgens segue que u,, = W
1+¢° pq 3
Uy = 5 € Usy = 15 580 funcées constantes donde segue que p = 2z, € ¢ = %,
também sdo constantes. Portanto, z(z,y) € uma funcao linear. [

Em [10] podemos encontrar outra demonstracdo desse fato. Com um pouco mais de
calculos podemos encontrar uma versao local e quantitativa do teorema de Bernstein
provada por E. Heinz, ver [3] para uma demonstracao.

Teorema 3.3 (Heinz). Se um disco centrado em xz, com raio r esta contido no dominio
de uma superficie minima ndo-paramétrica x(z, y) = (z,y, z(z,y)), entdo sua curvatura
em x, pode ser estimada por

K (@)l < .

Ao tomarmos r — oo, segue o Teorema de Bernstein. Assim, poderiamos nos pergun-
tar quais generalizacOes admite o resultado devido a Bernstein. Mas apesar de bastante
surpreendente, este resultado ndo € verdadeiro em todos os espacos euclidianos. De
fato, esta conjectura foi estudada por varios matematicos, em particular Bombieri, de
Giorgi e Giusti mostraram que o resultado se mantém para 1 < n < 7 e paran > 8
foram mostrados contra-exemplos com o estudo sobre o cone

C={reRz=(y,2),y,2€R ey’ =z},

ver [4] para mais detalhes.

3.1 Superficies Minimas Completas

Nesta secdo iremos mostrar que a ideia de “completude” sobre a superficie nos traz
resultados mais fortes que o teorema de Bernstein. Assim, desenvolveremos um pouco
da teoria para expor alguns resultados que relacionam as superficies minimas completas
com a aplicacdo normal de Gauss.

Defini¢do 16. Diremos que uma superficie regular minima x : M — R? é completa se
seu dominio M induzido com a métrica Riemanianna ((-, -)) de R? via x é uma variedade
Riemanniana completa.

Relembre que uma variedade Riemanniana com a métrica ((-,-)) € dita completa
quando é um espaco métrico completo com respeito a distancia d(p, ¢). Aqui a distadncia
d(p, q) é definida como o infimo dos comprimentos /() = fol |7/ (t)]] dt, onde v : [0, 1] —
M ¢é tal que v(0) = p e v(1) = g. O conceito de variedade completa pode ser vista em
[9] e o célebre Teorema de Hopf-Rinow nos d4 uma caracterizacdo desses conceitos.

Definicdo 17. Uma curva divergente sobre uma variedade Riemanniana é definida como
uma curva parametrizada tal que para cada compacto K C M existe um numero
to(M) € R tal que v(t) € M — K para todo t > to(M).
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Ou seja, podemos pensar que uma curva divergente é aquela que ndo pode ser limi-
tada por nenhum compacto. Como aplicacao do Teorema de Hopf-Rinow temos

Proposicao 3.1. Uma variedade Riemannina M é completa se, e somente se, qualquer
curva divergente em M possui comprimento infinito.

Definiciio 18. Chamaremos de recobrimento universal de M/ é uma aplicacio 7 : M —
M de uma 2-variedade M simplesmente conexa com a propriedade que todo ponto
p € M possui uma vizinhanca tal que 7' (U) é a unifio disjunta de abertos S; de M que
sdo mapeados homeomorficamente por 7 em U.

Uma superficie minima x : M — R3 é dita ser do tipo parabdlico se M é confor-
memente equivalente C e hiperbdlico quando M é conformemente equivalente ao disco
unitdrio. Quando M ndo ¢ simplesmente conexo, entdo podemos passar o argumento
ao recobrimento universal X : M — R3 cujo o dominio M é simplesmente conexo e
assim podemos classificar como anteriormente.

Relembre que a representacdo de Enneper-Weierstrass nos d4 uma funcdo g = 7 o
N meromorfa, assim, para obtermos informacoes sobre a aplicacdo normal de Gauss
podemos usar as mais diversas ferramentas que a analise complexa pode nos dar. Por
exemplo, o Teorema de Picard (ver [1] ou [8]) nos diz que qualquer funcao inteira ndo
constante assume todos os pontos de C ou o plano complexo com a excecdo de um
ponto, isto nos da o seguinte resultado.

Proposicdo 3.2. A aplicacdo normal de Gauss de uma superficie minima x : C — R?
omite no maximo dois pontos se x(C) ndo estd contida em um plano.

E possivel construir exemplos de superficies minimas que a imagem esférica omite
uma quantidade finita de pontos usando a projecdo estereogréfica, esses fatos podem
ser vistos em [3] ou em [10]. Em conexdo com a proposi¢ao anterior, vamos provar o
seguinte resultado devido a Osserman.

Teorema 3.4 (Ossermann). Se S é uma superficie minima nédo planar, entdo a sua
imagem pela aplicacdo de Gauss é densa em S?.

Para isso usaremos o lema, que estd provado em [10].

Lema 1. Seja f(z) uma func¢éo analitica no disco unitdrio D que possui uma quantidade
finita de zeros. Entdo existe uma curva divergente C' em D tal que

/ (2)]ldz] < oo.
C

Demonstracido (Do Teorema de Ossermann). Passando o argumento ao recobrimento
universal, podemos assumir que M é iguala Coua B = {w € C;|w| < 1}. Se x é do
tipo parabdlico e se sua imagem esférica nio é densa em S?. Entdo a Proposicdo 3.2
nos diz que x(C) estd contido em algum plano de R®. Como x é completo, entdo sua
imagem ¢é todo o plano.

Suponha agora que x é do tipo hiperbdlico e a sua imagem néo é densa em S?. Entio
a aplicacdo normal de Gauss de x omite um conjunto aberto que pode ser assumido,
sem perda de generalidade, uma vizinhanca do polo norte. Pela representacdo de Wei-
erstrass obtemos que a funcéo g € limitada, isto é, existe M/ > 0 tal que ||g|| < M e como
X € regular a funcdo f ndo se anula. Pelo lema anterior, existe um caminho divergente
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~vem D tal que / |f(2)||dz| < oo. Por outro lado, o comprimento da curva x oy é dado
Y

1 2 1+ M?
o) = [ Nag = [ UL g T2 Fj1j0s) < o
X0y Y Y

Mas isto resulta numa contradicdo com a completude da superficie minima x. [ |

por

Vale ressaltar que este teorema tem como uma consequéncia imediata o teorema
de Bernstein. Pois, uma superficie minima nio-paramétrica em R? é uma superficie tal
que sua imagem esférica estd contida em um hemisfério. Osserman provou ainda que o
conjunto dos pontos omitidos pela normal de Gauss tem capacidade logaritma igual a
Zero.

Nos exemplos dados até o momento, todos omitem muito menos que um dominio
aberto da esfera. A imagem esférica do catendide omite dois pontos da esfera; a da
superficie de Enneper omite um unico ponto e a da superficie de Scherk omite quatro
pontos. Em [2] é mostrado como possivel construir exemplos de superficies minimas
completas cujas imagens esféricas cobrem toda a esfera ou toda a esfera menos trés
pontos. Até o presente, ndo se conseguiu construir uma superficie minima completa
cuja imagem esférica omita cinco pontos.

Uma generalizacdo desse teorema foi dada por F. Xavier, ver [12].

Teorema 3.5 (F. Xavier, 1981). Suponha que a imagem esférica de uma superficie mi-
nima completa S omite sete ou mais pontos. Entdo S é um plano.

Em 1988, H. Fujimoto [7] provou um resultado mais forte.

Teorema 3.6 (H. Fujimoto, 1988). A aplicacdo de Gauss de uma superficie minima
completa ndo pode omitir mais de quatro pontos.

Pode-se encontrar em [3] ou [11] uma demonstracao desse resultado.
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