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Orientador: Prof. Dr. Márcio Henrique Batista da

Silva

Maceió - AL
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RESUMO

Nesta tese de doutorado estamos interessados em obter condições para que subvariedades

mı́nimas fechadas ou compactas fronteira livre possam ter seu ı́ndice de Morse estimado

por uma quantidade topológica, mais especificamente por seu primeiro número de Betti.

Seguimos as abordagens de Savo [21] e Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] para o caso fechado

e Sargent [20] e Ambrozio, Carlotto e Sharp [3] para o caso de fronteira livre.

Palavras-chave: Subvariedades mı́nimas; Índice de Morse; Primeiro número de Betti.



ABSTRACT

In this manuscript we are interested in obtaining sufficent conditions for closed minimal

or compact minimal free boundary submanifolds to have their Morse index estimated by

topological quantities, more precisely, by the first Betti number. We use here the approach

developed by Savo [21] and Ambrozio, Carlotto and Sharp [2] for the closed case and Sargent

[20] and Ambrozio, Carlotto and Sharp [3] for the compact case.

Keywords: Minimal submanifolds; Morse Index; first Betti number.
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INTRODUÇÃO

O estudo de subvariedades mı́nimas e suas caracteŕısticas é considerado um tema clássico

na Geometria Diferencial. Em particular, questões envolvendo o ı́ndice de Morse. De modo

intuitivo, se Σ é uma subvariedade mı́nima fechada de uma variedade Riemanniana M ,

seu Índice de Morse, Indice(Σ), indica o quanto Σ deixa de ser um mı́nimo local do seu

funcional área.

Existem muitos trabalhos que destacam a relação existente entre o Índice e caracteŕısticas

geométricas e topológicas das subvariedades mı́nimas. Em seu famoso trabalho [23],

Simons estima o Índice de subvariedades mı́nimas Σn da esfera unitária Sn+p+1 por meio

da desigualdade Indice(Σ) ≥ p + 1. No mesmo trabalho, Simons ainda caracteriza as

subvariedades totalmente geodésicas da esfera como as únicas subvariedades que satisfazem

a igualdade. Trabalhos posteriores caracterizam subvariedades mı́nimas de um dado

Índice, enquanto outros estimam o Índice de subvariedades mı́nimas de espaços ambientes

suficientemente simétricos. Como exemplos temos os trabalhos de Lawson e Simons [16]

que caracterizam as subvariedades complexas como as únicas mı́nimas estáveis (́Indice

nulo) do espaço projetivo complexo CPm. Ohnita [19] completa a classificação das mı́nimas

estáveis dos espaços simétricos compactos de posto um. Mais tarde, do Carmo, Ritoré

e Ros [11] classificam as hipersuperf́ıcies mı́nimas com dois lados Σn e Indice(Σ) = 1 no

espaço projetivo real RPn+1.

Recentemente, temos trabalhos como Torralbo e Urbano [25], no qual é feita uma classi-

ficação de subvariedades mı́nimas estáveis em produtos de esferas unitárias com variedades

Rimannianas arbitrárias. Perdomo [17] classifica as hipersuperf́ıcies de Clifford como as

únicas hipersuperf́ıcies mı́nimas Σn de Sn+1 com simetria antipodal e com Indice(Σ) = n+ 3

e Savo [21] obtém um teorema que promove a comparação entre os espectros do operador

de estabilidade e o operador de Hodge-Laplace em 1-formas de hipersuperf́ıcies mı́nimas de

Sn+1, o qual implica uma estimativa do Índice por uma função afim do primeiro número
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de Betti. Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] generalizam a estimativa do Índice por meio de

uma função do primeiro número de Betti obtido por Savo para o caso de hipersuperf́ıcies

de variedades Riemannianas mergulhadas em espaços Euclidianos quando verificada uma

certa condição sobre o mergulho considerado. Trabalhos como os de Savo [22] e Ambrozio,

Carlotto e Sharp [2] dão suporte à conjectura devida a Schoen, Marques e Neves:

Conjectura: Seja Mn+1 uma variedade Riemannina fechada com curvatura de Ricci

positiva. Então existe uma constate positiva C tal que para qualquer hipersuperf́ıcie mı́nima

mergulhada Σn de M temos

Indice(Σ) ≥ Cb1(Σ)

onde b1(Σ) é o primeiro número de Betti de Σ.

Há um pensamento heuŕıstico presente na Geometria Diferencial de que muitos resulta-

dos da teoria das subvariedades mı́nimas de variedades Riemannianas fechadas possuem

análogos na teoria de subvariedades mı́nimas com fronteira livre de variedades Riemannianas

compactas. Uma variedade com bordo não-vazio Σ, imersa em uma variedade Riemanniana

compacta M , é dita ser mı́nima com fronteira livre se é um ponto cŕıtico do funcional área

de variações que deixam o seu bordo ∂Σ contido no bordo ∂M de M . O Indice(Σ) de

uma subvariedade mı́nima com fronteira livre Σ é definido de modo similar ao de mı́nimas

fechadas.

Assim como o caso fechado, existem alguns trabalhos que relacionam o Índice de

subvariedades mı́nimas com fronteira livre e os seus aspectos geométricos e topológicos.

Cheng, Fraser e Pang [7] mostram que as únicas superf́ıcies mı́nimas com fronteira livre

estáveis e dois lados em uma 3-variedade compacta com curvatura escalar não-negativa e

bordo convexo em média, são os discos topológicos e os anéis totalmente geodésicos. Fraser

e Schoen [13] caracterizam o disco flat como a única hipersuperf́ıcie mı́nima com fronteira

livre com Índice 1 da bola Euclidiana. Mais recentemente temos os trabalhos da Sargent

[20] e Ambrozio, Carlotto e Sharp [3]. Sargent [20] obtém resultados para hipersuperf́ıcies

mı́nimas com fronteira livre de regiões convexas dos espaços Euclidianos. Sargent [20] segue

as ideias de Savo [22]. Já Ambrozio, Carlotto e Sharp [3] obtém estimativas de ı́ndice de

hipersuperf́ıcies mı́nimas com fronteira livre de regiões com bordo convexo em média dos

espaços Euclidianos em termos da Cohomologia relativa das hipersuperf́ıcies consideradas.

De um modo geral, seja para o caso fechado ou compacto, calcular ou estimar o Índice

de subvariedades mı́nimas é um problema dif́ıcil, mesmo no caso em que a codimensão é
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1. Esse fato implica um número pequeno de trabalhos nessa linha. Quando a codimensão

é mais alta que 1, a quantidade de trabalhos existentes na literatura atual é ainda mais

escassa. Entretanto, resultados desse tipo vêm se mostrado importantes na geometria, como

é o caso do trabalho de Urbano [26], o qual tem um papel importante na demonstração da

Conjectura de Willmore dada por Marques e Neves [18].

Motivados pela conjectura de Schoen, Marques e Neves e pelos recentes trabalhos que a

sustentam, nos perguntamos se é posśıvel obter estimativas do ı́ndice para alguma famı́lia

de subvariedades mı́nimas de um variedade Riemanniana em função do primeiro número

de Betti dos membros dessa famı́lia. Em resposta, estendemos os resultados de Savo [22]

e Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] para subvariedades fechadas e Sargent [20] e Ambrozio,

Carlotto e Sharp [3] para subvariedades compactas com codimensão arbitrária.

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma. O Caṕıtulo 1 é dedicado a uma breve

revisão da linguagem utilizada e de resultados fundamentais que iremos considerar ao longo

do texto. Nele também introduzimos algumas noções e notações que serão adotadas. No

Caṕıtulo 2, empregamos a abordagem de Savo [21] a uma famı́lia de seções normais que

introduzimos, e assim, obtemos o seguinte teorema de comparação entre os espectros do

operador de estabilidade e do operador de Hodge-Laplace em 1-formas de uma subvariedade

mı́nima fechada Σn de Sn+p+1:

Seja Σn uma subvariedade mı́nima fechada de Sn+p+1, com p ≥ 0. Se a curvatura de

Ricci de Σ é limitada inferiormente pela constante real C , então temos que

λα(L) ≤ λm(α)(∆1)− 2

(
n− 1

p+ 1

)
− 2

(
p

p+ 1

)
C,

onde m(α) =
(
n+p+2

2

)
(α− 1) + 1.

Onde acima, ∆1 é operador de Hodge-Laplace de Σ em 1-formas diferenciais e L é o operador

de estabilidade de Σ.

Sob adequada hipótese na curvatura de Ricci de Σ, obtemos como consequência a

seguinte estimativa para seu ı́ndice:

Seja Σn uma subvariedade minima fechada de Sn+p+1, com p ≥ 0 e n ≥ 2. Se p ·RicΣ >

−(n− 1), então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .
No Caṕıtulo 3 seguimos a abordagem de Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] para generalizar

a estimativa do ı́ndice acima à subvariedades de espaços ambientes mergulhados em algum
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espaço Euclidiano. Mais precisamente, os principais resultados desse caṕıtulo são os

seguintes

Seja Mn+p+1 uma variedade Riemanniana fechada e isometricamente mergulhada no

espaço Euclidiano Rd, com p ≥ 0. Se Σn é uma subvariedade mı́nima fechada de Mn+p+1 e

C uma constante real tal que

− 2p

p+ 1

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg +
1

p+ 1

∫
Σ

ACS(X,X)dvg < C

∫
Σ

|X|2dvg

para todo campo de vetores X não-nulo no espaço Lm da soma direta dos m primeiros

autoespaços de ∆1, então

α := ]{λi(L)|λi(L) < λm(∆1) + C} ≥ m(
d
2

) .
onde ACS é uma aplicação bilinear no espaço dos campos tangentes a Σ e a qual é definida

em termos de M e do mergulho de M em Rd.

e

Seja Mn+p+1 uma subvariedade mergulhada em um espaço Euclidiano Rd, com p ≥ 0.

Se Σn é uma subvariedade mı́nima fechada de Mn+p+1, tal que 2p · RicΣ > ACS, então

temos

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
d
2

) (1)

Nós consideramos o resultado acima em algumas variedades ambientes particulares e, ao

estimarmos a aplicação ACS superiormente, obtemos condições mais explicitas na curvatura

de Ricci. Um dos casos considerados é M = S1 × Sn+p, onde p ≥ 1 e n > p + 6, e cujo

mergulho M ↪→ Rn+p+3 considerado é o canônico. Para este caso, a condição na curvatura

de Ricci de uma subvariedade mı́nima Σn de M para que a estimativa (1) seja verdadeira, é

2p · RicΣ > −(n− p− 6).

Motivados pelo mesmo pensamento heuŕıstico citado anteriormente, no Caṕıtulo 4

apresentamos versões de resultados presentes no Caṕıtulo 2 para subvariedades mı́nimas

com fronteira livre de regiões convexas de espaços Euclidianos. Mais precisamente, obtemos

os seguintes resultados de comparação espectral:
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Seja Σn uma subvariedade mı́nima compacta com fronteira livre em uma região convexa

Mn+p+1 do espaço Euclidiano Rn+p+1, com p ≥ 0. Se a curvatura de Ricci de Σ é limitada

inferiormente pela contante real C e L é o operador de estabilidade de Σ, então temos que

λα(L) ≤ λam(α)(∆1)− 2

(
p

p+ 1

)
C,

onde m(α) =
(
n+p+2

2

)
(α − 1) + 1 e λam(α)(∆1) é o m(α)-ésimo autovalor do operador de

Hodge-Laplace ∆1 de Σ restrito à 1-formas diferenciais que satisfazem à condição de bordo

absoluto.

e

Seja Σn uma subvariedade mı́nima compacta com fronteira livre em uma região convexa

Mn+p+1 do espaço Euclidiano Rn+p+1, com p ≥ 0. Se a curvatura de Ricci de Σ é limitada

inferiormente pela contante real C e L é o operador de estabilidade de Σ, então temos que

λα(L) ≤ λrm(α)(∆1)− 2

(
p

p+ 1

)
C,

onde m(α) =
(
n+p+2

2

)
(α − 1) + 1 e λrm(α)(∆1) é o m(α)-ésimo autovalor do operador de

Hodge-Laplace ∆1 de Σ restrito à 1-formas diferenciais que satisfazem à condição de bordo

relativo.

Em resumo, nossos resultados implicam que, sob certas hipóteses, subvariedades mı́nimas

com grande número de Betti são muito instáveis.
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1 Noções Básicas

1.1 Fibrados Tensoriais

1.1.1 Fibrados Vetoriais

Definição 1.1.1. Seja Σ uma variedade diferenciável. Um fibrado vetorial (diferenciável)

de posto k sobre Σ é uma variedade diferenciável E em conjunto com uma submersão

sobrejetiva π : E → Σ tal que

1. Para cada x0 ∈ Σ, Ex0 = π−1(x0) é um espaço vetorial real de dimensão k.

2. Para cada x0 ∈ Σ, existe uma aplicação diferenciável φ : π−1(U)→ U × Rk, onde U

é algum aberto de Σ contendo x0, tal que π ◦ φ = π1 em π−1(U) e π2 ◦ φ|Ex é um

isomorfismo linear de Ex em Rk, onde π1, π2 : U×Rk → Rk são dadas por π1(x, y) = x

e π2(x, y) = y.

Observação 1.1.1. Na definição acima, E é o espaço total, Σ é o espaço base, os espaços

Ex são chamados de fibras de E, enquanto as aplicações φ são chamadas de trivializações

locais de E.

Definição 1.1.2. Uma seção de um fibrado vetorial π : E → Σ é uma aplicação diferenciável

s : Σ→ E tal que π ◦ s = IdΣ, onde IdΣ é aplicação identidade de Σ. O conjunto de todas

as seções do fibrado é um espaço vetorial real, quando considerado em conjunto com a

adição pontual e a multiplicação por escalares. Esse espaço será indicada por Γ(E).

Exemplo 1.1.1. Sejam Σ uma variedade diferenciável , E = Σ×Rk, para algum k inteiro

positivo e π : E → Σ a projeção sobre o primeiro fator. O conjunto (E, π) constitui um

fibrado vetorial de posto k sobre Σ, denominado fibrado trivial de posto k sobre Σ. Neste

caso temos a identificação Γ(E) ≈ C∞(Σ;Rk) (Ver [6]).
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Exemplo 1.1.2. Se π : E → Σ é um fibrado vetorial sobre Σ e U ⊂ Σ é um aberto, a

restrição de π à π−1(U) define o fibrado π|U : π−1(U)→ U sobre U , o qual indicamos por

E|U e referimos como restrição de π à U . A restrição s|U de uma seção s ∈ Γ(E) define uma

seção de E|U , ou seja, s|U ∈ Γ(E|U) (Ver [6]).

Definição 1.1.3. Um referencial local de uma fibrado vetorial E de posto k é uma sequência

{s1, ..., sk} formado por k seções de E tal que {s1(x), ..., sk(x)}) é uma base da fibra Ex

para todo x em algum aberto U ⊂ Σ.

1.1.2 Tensores

Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. Um k-tensor covariante em V é

uma aplicação k-linear T : V k → R. Um l-tensor contravariante em V é uma aplicação

l-linear T : (V ∗)l → R. Um
(
k
l

)
-tensor em V é uma aplicação multilinear

T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ R.

Os espaços dos k-tensores covariantes, l-tensores contravariantes e
(
k
l

)
-tensores mistos em

V serão indicados por Tk(V ), Tl(V ) e Tkl (V ), respectivamente.

Se {e1, . . . , ek} é uma base de V e {φ1, . . . , φk} é a base dual associada, temos que os

tensores da forma

φj1 ⊗ · · · ⊗ φjl ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eik

constituem uma base para Tkl (V ).

1.1.3 Contrações Tensoriais

A noção de traço de uma matriz quadrada é invariante em classes de matrizes seme-

lhantes e portanto pode ser estendida a End(V ) e consequentemente a T1
1(V ), uma vez que

T1
1(V ) ' End(V ).

O traço tr(T ) de um tensor T ∈ T1
1(V ) é definido como o traço da imagem de T pelo

isomorfismo linear Ψ : T1
1(V ) → End(V ) que associa cada elemento φi ⊗ ej de uma base

de T1
1(V ) à aplicação linear Ψ(φi ⊗ ej) : v ∈ V 7→ φi(v)ej ∈ V . Assim, fica bem definido a

aplicação tr : T 1
1 (V )→ R dada por tr(T ) =

∑n
i=1 T (φi, ei). Mais geralmente, define-se

tr : T l+1
k+1(V )→ T lk(V )
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por

tr(T )(ω1, . . . , ωl, X1, . . . , Xk) = tr(T (ω1, . . . , ωl, ·, X1, . . . , Xk, ·)).

Existem outras formas de contrações que podem ser consideradas além da apresentada

acima. É posśıvel considerar qualquer par de componentes para tomarmos o traço, não

apenas aquele da definição anterior. Por exemplo, dado T ∈ T1
2(V ), temos a contração

tr12(T ) de T obtidos quando tomamos o traço em termos da primeira e segunda componentes

de T , isto é, tr12(T )(X) = tr(T (·, ·, X)), o qual é, em geral, diferente da contração tr(T ).

Podemos também tomar o traço múltiplas vezes. Por exemplo, dado T ∈ T2
2(V ), a

contração tr23tr14(T ) de T é obtido ao tomarmos o traço de T em relação a primeira e

quarta componente de T e em seguida em relação a segunda e terceira.

Quando V esta munido de um produto interno g, existe um isomorfismo canônico entre

V e V ∗

[ : V → V ∗

x 7→ x[

onde x[(y) = g(x, y) para todo y ∈ V . É comum, quando adotamos um produto interno g

em V , considerarmos o produto escalar g−1 em V ∗ dado, em termos de g e do isomorfismo

inverso

] : V ∗ → V

ω 7→ ω]

de [, por g−1(ω, v) = g(ω], v]) para todo w, v ∈ V ∗. A estrutura de um produto interno g no

espaço V permite-nos ainda considerar outra forma de variação das contrações : contrações

que são obtidas por tomarmos o traço em componentes que correspondem a pares de vetores

ou covetores. Por exemplo, se T ∈ T2(V ), o traço trg(T ) de T com relação a g é definido

como

trg(T ) = tr13tr24(g−1 ⊗ T ).

1.1.4 Fibrados Tensoriais

Para uma variedade diferenciável Σ, as noções acima, consideradas de modo pontual,

nos permitem considerar o fibrado tensorial Tkl Σ sobre Σ, cujo espaço total é definido como

Tkl Σ :=
⋃
x∈Σ

Tkl (TxΣ) =
⋃
x∈Σ

⊗lT ∗xΣ⊗k TxΣ
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e a projeção π : Tkl Σ→ Σ é tomada de modo natural. A cada parametrização ϕ de Σ temos

o referencial local associado

dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjl ⊗ ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ik .

As trivializações de Tkl Σ podem ser definidas ao consideramos as componentes dos

tensores T ∈ ∪x∈UTkl (TxΣ) em termos da base {dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjl ⊗ ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ik}.

Observação 1.1.2. Note que T0
1Σ = TΣ e T1

0Σ = Ω1(Σ).

1.1.5 Métricas de Fibrados

Definição 1.1.4. Uma métrica em uma fibrado vetorial π : E → Σ é uma seção do fibrado

E∗ ⊗ E∗ tal que, em cada ponto x ∈ Σ, gx é um produto interno na fibra Ex.

Uma métrica g de um fibrado E pode ser usada para definir uma métrica g−1 no fibrado

dual E∗ de tal modo que para cada x ∈ E, g−1
x é induzido pelo isomorfismo ] : E∗x → Ex.

g−1 é chamada de métrica inversa de g.

Quando um fibrado E estiver sendo considerado em conjunto com uma métrica g,

convencionaremos que a métrica considerada no fibrado dual E∗ é inversa g−1 de g, a menos

quando dito o contrário.

1.1.6 Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Definição 1.1.5. Uma conexão ∇ em uma fibrado vetorial E é uma aplicação ∇ : Γ(TΣ)×

Γ(E)→ Γ(E), com (X, s) 7→ ∇Xs, o qual satisfaz as seguintes propriedades

1. ∇f1X1+f2X2s = f1∇X1s+ f2∇X2s, para f1, f2 ∈ C∞(Σ).

2. ∇X(s1 + s2) = ∇Xs1 +∇Xs2.

3. ∇X(fs) = X(f)s+ f∇Xs, para f ∈ C∞(Σ).

Definição 1.1.6. Um fibrado Riemanniano é um fibrado vetorial E munido de uma métrica

g e uma conexão ∇ compat́ıvel com g, ou seja, uma conexão ∇ tal que

Xg(r, s) = g(∇Xr, s) + g(r,∇Xs)

quaisquer que sejam X ∈ Γ(TΣ) e r, s ∈ Γ(E).
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Proposição 1.1.1 (Derivada Covariante). Uma conexão ∇ no fibrado tangente TΣ de uma

variedade diferenciável Σ induz uma única conexão nos fibrados tensoriais de Σ, também

indicada por ∇ e a qual satisfaz as seguintes propriedades:

1. Em TΣ, ∇ coincide com a conexão dada;

2. Em C∞(Σ) = T0(Σ), é a derivação usual de Σ, i.e.,

∇Xf = X(f)

qualquer que seja f ∈ C∞(Σ).

3. ∇ satisfaz a regra do produto em relação ao produto tensorial:

∇X(F ⊗G) = (∇XF )⊗G+ F ⊗ (∇XG)

4. tr(∇XF ) = ∇Xtr(F ) para qualquer tensor F .

Demonstração. Ver [4].

Proposição 1.1.2. Para qualquer tensor T ∈ Tkl (Σ), k campos de vetores Y1, . . . , Yk e l

1-formas ω1, . . . , ωl, temos

(∇XT )(ω1, . . . , ωl, Y1, . . . , Yk) = XT (ω1, . . . , ωl, Y1, . . . , Yk)

−
l∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωl, Y1, . . . , Yk)−
k∑
j=1

T (ω1, . . . , ωl, Y1, . . . ,∇XYj, . . . , Yk)

Demonstração. Ver [4].

1.1.7 Segunda Derivada Covariante de Campos Tensoriais

A derivada covariante no fibrado Tkl Σ permite-nos considerar a derivada de segunda

ordem de um tensor. Observe que dado T ∈ Tkl Σ, temos que ∇T ∈ Γ(T ∗Σ ⊗ Tkl Σ),

isto é, ∇T ∈ Γ(Tk+1
l Σ). Portanto podemos considerar a derivada ∇∇T = ∇(∇T ) ∈

Γ(T ∗Σ⊗ T ∗Σ⊗ Tkl Σ), o qual nos referimos como derivada segunda de T . Pode-se mostrar

que

∇X∇Y T = ∇X(∇Y T )−∇∇XY T,

para X, Y ∈ Γ(TΣ).
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Definição 1.1.7. Seja (Σ, g) uma variedade Riemanniana considerada com a conexão

de Levi-Civita. Dado um tensor T ∈ Tkl Σ, chamamos de traço-laplaciano de T o tensor

∇2T ∈ Tkl (Σ) definido como

∇2T = trg
(
(X, Y ) ∈ TΣ× TΣ 7→ ∇X∇Y T

)
1.1.8 Teoria Espectral de Operadores Diferenciais Fortemente

Eĺıpticos em um Fibrado

Nesta seção estamos interessados em abordar alguns aspectos da teoria espectral de

operadores diferenciais entre espaços de seções de fibrados sobre um mesmo espaço base.

Para isso faremos uso das seguintes convenções.

Um multi-́ındice em Rn é uma n-upla α = (α1, . . . , αn) de inteiros não-negativos. A

ordem de um multi-́ındice α é o inteiro não negativo |α| = α1 + . . .+ αn.

Seja V um subconjunto aberto de Rn. Dados f = (f1, . . . , fn) ∈ C∞(V ;Rn) e um

multi-́ındice α, indicamos por ∂αf a aplicação ∂αf = (∂αf1, . . . , ∂
αfk) ∈ C∞(V ;Rk), cujas

funções componentes são

∂αfi =
∂|α|fi

∂α1x1 . . . ∂αnxn

para i = 1, . . . , n.

Mediante as convenções anteriores, temos

Definição 1.1.8. Sejam π1 : E1 → Σ e π2 : E2 → Σ fibrados vetoriais sobre uma variedade

diferenciável Σ de posto k e l, respectivamente. Um operador diferencial linear entre os

fibrados E1 e E2 é uma aplicação linear real P : Γ(E1)→ Γ(E2) tal que

supp(Ps) ⊂ supp(s)

para toda seção s ∈ Γ(E1).

Teorema 1.1.1. Sejam π1 : E1 → Σ e π2 : E2 → Σ fibrados vetoriais de postos k e l,

respectivamente, sobre uma variedade diferenciável Σn, P : Γ(E1)→ Γ(E2) um operador

diferencial linear e U uma vizinhança parametrizada de Σ associada a trivializações locais

de E1 e E2. Dado um aberto U ′ de Σ, compactamente contida em U , existe um inteiro

não-negativo m, tal que, quando considerada as identificações Γ(E1) ≈ C∞(U ;Rk) e

Γ(E2) ≈ C∞(U ;Rl), temos

(Pf)(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)∂αf(x) (1.2)
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para todo f ∈ Γ(E1), onde para cada multi-́ındice α com ordem |α| ≤ m, aα ∈ C∞(U ;Ml×k(R))

Demonstração. Ver [6].

(1.2) é chamada de expressão local de P .

Definição 1.1.9. Seja P : Γ(E1) → Γ(E2) um operador diferencial linear entre fibrados

E1 e E2 de uma variedade diferenciável e topologicamente compacta Σ. Dado um ponto x0

de Σ, seja

(Pf)(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)∂αf(x) (1.3)

uma expressão local de P em uma vizinhança x0. A ordem de P em x0 é definido como

Ord(P )x0 = max{|α| ≤ m; aα(x0) 6= 0}.

A ordem de P em Σ é

Ord(P ) = sup{Ord(P )x;x ∈ Σ}.

Observação 1.1.3. A hipótese de Σ ser compacta implica que Ord(P ) <∞ (ver [6]).

De agora em diante, nesta seção, consideraremos Σ uma variedade Riemanniana fechada

e orientada, E um fibrado Riemanniano de Σ e P : Γ(E)→ Γ(E) um operador diferencial

linear, a menos de quando dito o contrário.

O produto interno L2 (·, ·) de Γ(E) é definido por

(s, r) =

∫
Σ

〈r, s〉dvg

para todas as seções s, r ∈ Γ(E), onde 〈·, ·〉 é a métrica considerada em E.

A cada P : Γ(E)→ Γ(E), temos associado um operador diferencial linear P ∗ : Γ(E)→

Γ(E) o qual é definido pela relação

(Ps, r) = (s, P ∗r)

para todas as seções s, r ∈ Γ(E) (ver [6]). P ∗ é chamado de operador adjunto de P .

Definição 1.1.10. Um operador diferencial P : Γ(E) → Γ(E) é dito autoadjunto se

P ∗ = P .
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Definição 1.1.11. Seja P : Γ(E1) → Γ(E2) um operador diferencial linear de ordem m

entre fibrados vetoriais E1 e E2 de uma variedade diferencial compacta Σn de postos k e

l, respectivamente. Dado x ∈ Σ, seja U uma vizinhança parametrizada de x associada a

trivializações locais de E1 e E2. Considerando T ∗xΣ ≈ Rn, o polinômio caracteŕıstico de P

em x é a aplicação que associa a cada ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ T ∗xΣ a matriz pP (x, ω) ∈Mk×l(R)

dada por

pP (x, ω) =
∑
|α|=m

ωαaα(x),

onde aα é dado como em (1.2) e ωα = ωα1
1 · . . . · ωαnn .

Definição 1.1.12. Um operador diferencial linear P : Γ(E) → Γ(E) de ordem m é

fortemente eĺıptico se, para cada ponto x0 em Σ, P admite uma expressão local P :

C∞(U ;Rk)→ C∞(U ;Rk) numa vizinhança U de x0 tal que

〈pP (x, ω)v, v〉 ≥ C|ω|m|v|2,

para todo x ∈ U , ω ∈ Rn e v ∈ Rk, onde C é uma constante positiva.

Dado P : Γ(E) → Γ(E), dizemos que uma seção não identicamente nula s ∈ Γ(E) é

uma auto-seção de P associada ao autovalor λ ∈ R se

Ps = λs.

Neste caso, o conjunto

Γ(E)λ = {s ∈ Γ(E);Ps = λs}

é um subespaço vetorial de Γ(E), chamado de autoespaço de λ.

Teorema 1.1.2 (Espectral). Sejam P, T : Γ(E)→ Γ(E) operadores diferenciais lineares

autoadjuntos, com P positivo semidefinido e fortemente eĺıptico. Se a Ord(T ) < Ord(P ),

então

a) P +T é fortemente eĺıptico e seu espectro (o conjunto de autovalores não considerados

com suas multiplicidades) é constitúıdo de uma sequência λ1 < λ2 < . . .→ +∞.

b) dim Γ(E)λi <∞ para todo i ≤ 1.

c) Γ(E) = ⊕i≥1Γ(E)λi, soma direta ortogonal.
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d) Se N(E) é o maior subespaço de Γ(E) no qual P + T é negativo definido em relação

(·, ·), então

N(E) = ⊕λi<0Γ(E)λi .

Em particular dim N(E) <∞.

Demonstração. Ver [6].

Proposição 1.1.3. O traço-laplaciano ∇2 : Γ(E)→ Γ(E) é um operador diferencial linear

de segunda ordem, autoadjunto, negativo semidefinido em relação ao produto L2 e fortemente

eĺıptico.

Demonstração. Ver [6].

1.2 Operador de Hodge-Laplace e Formas Harmônicas

Em uma variedade Riemanniana Σ, o operador de Hodge-Laplace ∆p : Ωp(Σ)→ Ωp(Σ)

é o operador diferencial de segunda ordem dado por

∆p = dd∗ + d∗d,

onde d é a derivada exterior e d∗ é sua adjunta formal com relação ao produto interno L2.

A fórmula de Bocnher-Weitzenböck determina a relação existente entre o operador de

Hodge-Laplace ∆p e o traço-laplaciano ∇2 de Ωp(Σ):

Teorema 1.2.1 (Bocnher-Weitzenböck). Se ∆p e ∇2 são os operadores de Hodge-Laplace

e o traço-laplaciano de Ωp(Σ), respectivamente, então temos que

∆p = −∇2 + S (1.4)

onde S é operador diferencial linear em Ωp(Σ) dado, numa vizinhança de um ponto x de Σ,

por

(Sω)(X1, . . . , Xp) =
n∑

i,j=1

(−1)j(R(Xj, ei)ω)(ei, X1, . . . , X̂j, . . . , Xp),

onde {e1, . . . , en} um referencial ortonormal qualquer definido na referida vizinhança de x,

enquanto R : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)×Ωp(Σ)→ Ωp(Σ) é o operador de curvatura de Ωp(Σ), o qual

é dado por

R(X, Y )ω = ∇X∇Y ω −∇Y∇Xω −∇ [X,Y ]ω

quaisquer que sejam X, Y ∈ Γ(TΣ) e ω ∈ Ωp(Σ).
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Demonstração. Ver [6].

No caso particular em que consideramos ∆1, a identidade (1.4) é dada por

∆1ω = −∇2ω + RicΣ(ω], ·), (1.5)

para toda 1-forma ω ∈ Ω1(Σ).

Uma consequência direta da fórmula de Bocnher-Weitzenböck é que o operador de Hodge-

Laplace ∆p é fortemente eĺıptico, autoadjunto e positivo semidefinido em relação ao produto

L2 (ver [6], Corolário 7.60) e portanto, seus autovalores, contados com suas multiplicidades,

formam uma sequência monótona não-decrescente de números reais não-negativos:

0 ≤ λ1(∆p) ≤ λ2(∆p) ≤ · · · → +∞.

Uma forma ω ∈ Ωp(Σ) é chamada de harmônica se ∆pω = 0. As p-formas harmônicas

de uma variedade Riemanniana Σ estão associadas a alguns de seus invariantes topológicos.

O Teorema de Hodge-de Rham estabelece esta relação:

Teorema 1.2.2 (Hodge-de Rham). Se Σ é uma variedade Riemanniana fechada e orientada,

então, para todo p ≥ 0, cada classe de cohomologia de de Rham Hp(Σ) contém exatamente

uma p-forma harmônica.

Demonstração. Ver [6].

Em particular,o espaço das p-formas harmônicas é isomorfo a Hp(Σ). Sendo o p-ésimo

número de Betti bp(Σ) igual ao número de classes de cohomologia de Hp(Σ), temos, como

consequência dos Teorema de Hodge-de Rham, que λi(∆p) = 0, para i = 1, ..., bp(Σ).

1.3 Problemas de Bordo para o Operador de Hodge-

Laplace

Dada uma variedade Riemanniana compacta e orientada Σn, as generalizações das

fórmulas de Green para p-formas diferenciais ω ∈ Ωp(Σ) são dadas por

∫
Σ

〈∆ω, v〉dvg =

∫
Σ

〈dω, dv〉+ 〈d∗ω, d∗v〉dvg +

∫
∂Σ

〈(d∗ω) ∧ η, v〉+ 〈dω, v ∧ η〉dag (1.6)
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e ∫
Σ

〈∆ω, v〉dvg =

∫
Σ

〈dω, dv〉+ 〈d∗ω, d∗v〉dvg −
∫
∂Σ

(〈d∗ω, ιηv〉+ 〈ιηdω, v〉)dag (1.7)

onde ω ∧ v é o produto exterior em Ωk(Σ), ιη é o produto interior pelo campo de vetores

conormal η de ∂Σ e , se ∗ é operador estrela de Hodge, 〈ω, v〉 = ∗(w ∧ ∗v) (Ver [24]).

Estas fórmulas permite-nos considerar condições de bordo que generalizam as condições

de Dirichlet e Neumann de funções (0-formas) para p-formas. Estas condições são dadas,

respectivamente, por:

ω ∧ η = 0 e d∗ω ∧ η = 0 em ∂Σ (1.8)

e

ιηω = 0 e ιηdω = 0 em ∂Σ (1.9)

A primeira condição é conhecida como condição relativa de bordo e a segunda como condição

absoluta de bordo. Se ω ∈ Ω1(Σ) satisfaz a condição relativa de bordo, então ω] é paralelo a

η em ∂Σ, enquanto que se ω satisfaz a condição absoluta de bordo, temos que ω] é tangente

a ∂Σ em pontos correspondentes.

A cada uma dessas condições, temos associado um problema de autovalor do operador

de Hodge-Laplace ∆p :

Um número real λ é autovalor de ∆p com respeito ao problema relativo de bordo se

existe uma p-forma não-nula ω ∈ Ωp(Σ) tal que


∆pω = λω

ω ∧ η = 0

d∗ω ∧ η = 0

(1.10)

O espectro de (1.10) é formado por uma sequência monótona não-decrescente de números

não-negativos

λr1(∆p) ≤ λr2(∆p) ≤ . . .→ +∞.

Analogamente, λ é autovalor de ∆p com respeito a condição absoluta de bordo se
∆pω = λω

ιηω = 0

ιηdω = 0

(1.11)
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para alguma p-forma não-nula ω ∈ Ωp(Σ). O espectro de (1.11) é formado por uma sequência

monótona não-decrescente de números não-negativos

λa1(∆p) ≤ λa2(∆p) ≤ . . .→∞.

O espaço

HR
p = {ω ∈ Ωp(Σ)| ∆pω = 0, ω satisfaz a (1.8)}

é isomorfo ao p-ésimo grupo relativo de cohomologia Hp(Σ, ∂Σ) de Σ, enquanto o espaço

HA
p = {ω ∈ Ωp(Σ)| ∆pω = 0, ω satisfaz a (1.9)}

é isomorfo ao p-ésimo grupo de cohomologia Hp(Σ) de Σ.

Além disso, o operador estrela de Hodge ∗ induz um isomorfismo ∗ : HR
p (Σ, ∂Σ) →

HA
n−p(Σ).

Para maiores detalhes sobre a teoria, ver [24].

1.4 Tensores de Curvatura

Seja (Σn, g) uma variedade Riemanniana. Existe uma única conexão ∇ : Γ(TM) ×

Γ(TM)→ Γ(TM), conhecida como conexão de Levi-Civita ou Riemanniana, a qual satisfaz

as seguintes propriedades

1. (Compatibilidade com g): O
(

2
0

)
-tensor ∇Xg é identicamente nulo;

2. (Simetria): ∇XY − ∇YX = [X, Y ], para todo X, Y ∈ Γ(TM), onde [·, ·] indica o

Cochete de Lie ;

As noções de curvatura em Σ são definidas em termos dessa conexão como segue:

Definição 1.4.1 (Tensor Curvatura). O tensor curvatura (Riemanniana) de Σ

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X, Y,W ) 7→ R(X, Y )W

é definido por

R(X, Y )W = ∇X∇YW −∇Y∇XW −∇ [X,Y ]W.
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Associado ao tensor de curvatura R, temos o
(

4
0

)
-tensor R : Γ(TΣ)⊗ Γ(TΣ)⊗ Γ(TΣ)⊗

Γ(TΣ)→ C∞(Σ) dado por R(X,T,W, Y ) = g(R(X,T )W,Y ).

A curvatura seccional e o tensor de Ricci de Σ são definidos em termos de R como

segue:

Definição 1.4.2 (Curvatura seccional). Seja σ um plano de TxΣ gerado pelos vetores

v, w ∈ TxΣ. A curvatura seccional de Σ em x, segundo σ, é definido por

K(x, σ) =
R(v, w, v, w)

|v|2|w|2 − g(v, w)2
.

Definição 1.4.3 (Tensor de Ricci). O tensor de Ricci de Σ é
(

2
0

)
-tensor Ric : Γ(TM) ×

Γ(TM)→ C∞(Σ) é definido como

Ric(X, Y ) = tr24g(R)(X, Y ),

onde tr24g(R) é traço de R, tomado em respeito a sua segunda e terceira componentes.

Se {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal local de Σ, podemos expressar o tensor de

Ricci localmente como

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(X, ei)Y, ei〉.

Variedades Riemannianas com curvatura seccional constante, isto é, aquelas em que

K(x, σ) independe do ponto x e do plano σ, são consideradas as variedades com estruturas

geométricas mais simples. Em particular temos a seguinte caracterização para o tensor de

curvatura destas variedades.

Lema 1.4.1. Seja Σ uma variedade Riemanniana com métrica g = 〈·, ·〉. Σ tem curvatura

seccional constante igual a K ∈ R se, e somente se, seu tensor de curvatura R é dado por

R(X, Y )W = K (〈X,W 〉Y − 〈Y,W 〉X) ,

para todo X, Y,W ∈ Γ(TΣ).

Demonstração. Ver [12].

1.5 Geometria das Subvariedades

Uma imersão ϕ : Σn → Mn+k de uma variedade diferenciável Σ em uma variedade

Riemanniana (M, 〈·, ·〉), define em Σ uma métrica Riemannianna, a qual também indicare-

mos por 〈·, ·〉, quando identificamos Σ com sua imagem ϕ(Σ) ⊂M e os vetores tangentes
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v ∈ TxΣ com dϕx(v) ∈ Tϕ(x)M de modo que

〈v, w〉x = 〈dϕx(v), 〈dϕx(w)〉ϕ(x),

para todo x ∈ Σ.

As identificações acima permite-nos considerar as decomposições

TxM = TxΣ⊕ TxΣ⊥

para todo x ∈ Σ. É posśıvel verificar que, se ∇ e ∇̄ indicam as conexões de Levi-Civita de

Σ e M , respectivamente, então

∇XY = (∇̄XY )>

para todo X, Y ∈ Γ(TΣ), onde (∇̄XY )> é a componente tangencial de ∇̄XY em Σ. O

termo (∇̄XY )⊥ define o tensor (vetorial) bilinear simétrico

B : Γ(TΣ)× Γ(TΣ) → Γ(TΣ⊥)

(X, Y ) 7→ (∇̄XY )⊥

conhecido como segunda forma fundamental (vetorial) de Σ em M . Desde que B é simétrico,

a cada Z ∈ Γ(TΣ⊥), temos associado uma aplicação linear autoadjunta, com respeito a

métrica Riemanniana, AZ : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ) dada por AZX = −(∇̄XZ)> e a qual satisfaz

à relação

〈B(X, Y ), Z〉 = 〈AZX, Y 〉

para todo X, Y ∈ Γ(TΣ). AZ é conhecido como operador forma de Σ em M na direção de

Z.

O vetor curvatura média (não-normalizado) de H ∈ Γ(TΣ⊥) de Σ em M é

H = trg(B),

ou seja, se x é um ponto de Σ, então

H(x) =
n∑
i=1

B(ei, ei)(x)

onde {ei, ..., en} é um referencial ortonormal arbitrário de Σ em uma vizinhança de x.

Associada à Σ, ou mais precisamente, à imersão ϕ, temos um conjunto de equações

conhecidas como equação fundamentais. Dessas faremos um uso particular das equações de

Gauss e Codazzi. Essas equações expressão as componentes do tensor de curvatura R̄ de M

em termos do tensor de curvatura R de Σ e da segunda forma fundamental de Σ.
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Teorema 1.5.1. Se Σ é uma subvariedade da variedade Riemanniana M e X, Y,W ∈

Γ(TΣ), então:

1. (Gauss) R(X, Y )W = (R̄(X, Y )W )> + AB(X,W )Y − AB(Y,W )X.

2. (Codazzi) (R̄(X, Y )W )⊥ = (∇⊥XB)(Y,W ) − (∇⊥YB)(X,W ), onde (∇⊥XB)(Y,W ) =

∇⊥XB(Y,W )−B(∇XY,W )−B(Y,∇XW ).

Demonstração. Ver [6].

Corolário 1.5.1 (Gauss). Se Σ é uma subvariedade da variedade Riemanniana M e

X, Y,W, T ∈ Γ(TΣ), então

〈R(W,X)Y, T 〉 = 〈R̄(W,X)Y, T 〉+ 〈B(W,Y ), B(X,T )〉 − 〈B(W,T ), B(X, Y )〉

Demonstração. Ver [6].

Corolário 1.5.2. Se M tem curvatura seccional constante, então

(∇⊥XB)(Y,W ) = (∇⊥YB)(X,W ),

para todo X, Y,W ∈ Γ(TΣ).

Demonstração. Ver [12].

1.6 Estabilidade de Subvariedades Mı́nimas

Uma subvariedade fechada Σn de uma variedade Riemanniana Mm é dita mı́nima se

é ponto cŕıtico do funcional área associado a toda variação de Σ em M . Ou seja, para

qualquer aplicação suave φ : (−ε, ε)× Σ→M com as propriedades

1. Para cada t ∈ (−ε, ε), a aplicação φt := φ|{t}×Σ é uma imersão de Σ em M ;

2. φ0 é aplicação inclusão de Σ em M ;

temos que a Primeira Variação de Volume

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Vol(Σt) =

∫
Σ

〈H,Z〉dvg = 0,

onde Σt := φt(Σ), Vol(Σt) é o volume de Σt, Z = ∂φ
∂t

∣∣
t=0

e H é o vetor curvatura média de

Σ (ver [22]). É posśıvel verificar que Σ é mı́nima se, e somente se, H é identicamente nulo.
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Em particular, se Σ é mı́nima, para qualquer Z ∈ Γ(TΣ⊥), fazendo φ(t, x) = expx(tZ(x))

para t ∈ (−ε, ε), onde exp é a aplicação exponencial de M , temos

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Vol(Σt) = −
∫

Σ

〈∇2Z + R̃(Z) + B̃(Z), Z〉 dvg

com R̃(Z) =
∑n

i=1(R̄(Z, ei)ei)
⊥ e B̃(Z) =

∑n
i,j=1〈Z,B(ei, ej)〉B(ei, ej), onde {e1, ..., en} é

um referencial ortonormal local de Σ (ver [22]).

O lado direito da fórmula acima define uma forma quadrática em Γ(TΣ⊥), que passare-

mos a indicar por Q. Assim,

Q(Z) = −
∫

Σ

〈∇2Z + R̃(Z) + B̃(Z), Z〉 dvg,

para todo Z ∈ Γ(TΣ⊥). Q é conhecida na literatura como a forma do Índice. Já o operador

linear associado à Q,

LZ = −∇2Z − R̃(Z)− B̃(Z),

é chamado de operador de estabilidade. L é um operador diferencial fortemente eĺıptico em

variedades compactas, cujo espectro é formado por uma sequência monótona não-decrescente

ilimitada:

λ1(L) ≤ λ2(L) ≤ · · · → +∞.

O Indice(Σ) pode ser definido como o número de autovalores negativos de L. Σ é dita

estável se Indice(Σ) = 0 e instável quando Indice(Σ) > 0.

O Indice(Σ) mede o quanto Σ deixa de ser um mı́nimo local do funcional área.

1.7 Estabilidade de Subvariedade Mı́nimas com fron-

teira Livre

Seja Mm uma variedade Riemanniana compacta e isometricamente imersa em Rm. Uma

subvariedade compacta Σn de Mm com ∂Σ ⊂ ∂M é dita mı́nima com fronteira livre se é

ponto cŕıtico do funcional área de variações que deixam o bordo ∂Σ de Σ sobre o bordo ∂M

de M . Isto é, se φ : (−ε, ε)× Σ→M é uma aplicação suave que satisfaz às propriedades:

1. Para cada t ∈ (−ε, ε), a aplicação φt := φ|{t}×Σ é uma imersão de Σ

2. φ0 é aplicação de inclusão de Σ em M .
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3. O campo de variação Z := ∂φ
∂t

∣∣
t=0

de φ é tangente a ∂M

então temos que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Vol(Σt) = −
∫

Σ

〈H,Z〉dvg +

∫
∂Σ

〈Z, η〉dag = 0,

onde Σt := φt(Σ), H é vetor curvatura média de Σ em M e η é campo de vetores cornomal

ao bordo ∂Σ. Em particular, se Σ é mı́nima com fronteira livre, então H é identicamente

nulo e η coincide com o campo de vetores conormal de ∂M .

Uma campo Z ∈ Γ(TΣ⊥) será dito admisśıvel se é o campo de uma variação φ satisfa-

zendo as propriedades 1-3.

A fórmula para a segunda variação do funcional área

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Vol(Σt) =

∫
Σ

n∑
i=1

|D⊥ekZ|
2 − 〈B̃(Z), Z〉dvg +

∫
∂Σ

〈DZZ, ν〉dag,

onde D é conexão de Levi-Civita de M = Rm (aqui tratamos apenas o caso do ambiente

ser o espaço Euclidiano), defina sobre o espaço dos campos admisśıveis a forma quadrática

Q(Z) =

∫
Σ

n∑
i=1

|D⊥ekZ|
2 − 〈B̃(Z), Z〉dvg +

∫
∂Σ

〈DZZ, ν〉dag.

Associado à essa forma, temos o operador de estabilidade

LZ = −∇2Z − B̃(Z).

Um número real λ é dito um autovalor de L, se existe um campo vetores admisśıvel

não-nulo Z ∈ Γ(TΣ⊥) tal que  LZ = λZ

(DνZ −DZν)>∂M = 0

onde (·)>∂M indica a projeção normal de um campo sobre ∂M . O espectro de L é formando

por uma sequência monótona não-decrescente

λ1(L) ≤ λ2(L) ≤ · · · → +∞.

O Indice(Σ) é definido como o número de autovalores negativos de L, contados com suas

multiplicidades. Σ é dita estável se Indice(Σ) = 0 e instável, caso contrário. O Indice(Σ)

mede o quanto Σ deixa de ser um mı́nimo local do funcional área.
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1.8 Seções Teste

Ao logo do texto iremos considerar uma famı́lia de seções normais a subvariedade mı́nima

considerada Σn com a finalidade de determinar os principais resultados dessa monografia.

Uma técnica usual na estimativa do Índice de uma subvariedade mı́nima esta baseada

no lema abaixo e consiste em determinar seções normais com uma certa propriedade.

Lema 1.8.1 (Prinćıpio do min-máx). Seja M uma variedade Riemanniana. Se Σ é uma

subvariedade mı́nima de M , então o k-ésimo autovalor λk(L) do operador de estabilidade L

de Σ é dado por

λk(L) = inf
Z 6=0

Q(Z)∫
Σ
|Z|2dvg

onde o ı́nfimo é tomado sobre as seções não-nulas Z ∈ Γ(TΣ⊥) ortogonais ao espaço Lk−1

que gerado pelos (k − 1) primeiros autoespaços de L.

Demonstração. Ver [10].

Uma consequência imediata do Prinćıpio do min-máx é que

λk(L) ≤ Q(Z)∫
Σ
|Z|2dvg

qualquer que seja a seção Z ∈ L⊥k−1\{0}. Quando o objetivo é estimar o autovalor λk(L),

os campos Z ∈ L⊥k−1\{0} são chamados de seções testes para λk(L).

A técnica mencionada consiste em determinarmos seções testes apropriadas do autovalor

considerado.

Nesse trabalho iremos considerar seções testes que fazem parte da famı́lia de seções

definida abaixo.

Definição 1.8.1. Seja Σn uma subvariedade de uma variedade Riemanniana Mm mergu-

lhada no espaço euclidiano Rd. Dado campos de vetores paralelos V e W de Rd e um campo

tangente X de Σ, indicaremos por ZX ou ZX(V,W ) o campo de vetores normal a Σ dado

por

ZX = ZX(V,W ) = 〈W,X〉V ⊥ − 〈V,X〉W⊥,

onde V ⊥ e W⊥ indicam as componentes normais a Σ das projeções de V e W sobre M .
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2 Subvariedades Mı́nimas da Esfera

Antes de começarmos, gostaŕıamos de estabelecer as notações e convenções que serão

adotadas ao longo do caṕıtulo.

Seja Sn+p+1 a esfera unitária do espaço euclidiano Rn+p+2. Considerando Sn+p+1 como

uma subvariedade isometricamente mergulhada em Rn+p+2, o campo de vetores normal

unitário η adotado em Sn+p+1 é aquele cuja a segunda forma fundamental é o operador

identidade, ou seja, −DXη = X para todo X ∈ Γ(TSn+p+1), onde D é a conexão de

Levi-Civita de Rn+p+2.

Ao logo do caṕıtulo Σn é uma subvariedade n-dimensional mı́nima fechada e orientada

de Sn+p+1.

2.3 Conceitos e Resultados Preliminares

Lema 2.3.1. Seja V um campo de vetores paralelo de Rn+p+2. Se V > é a componente

tangente e V ⊥ é a componente normal em Sn+p+1 da projeção de V sobre Sn+p+1 em Σ,

então temos que

(a) ∇⊥XV ⊥ = −B(X, V >), para todo X ∈ Γ(TΣ)

(b) ∇XV
> = 〈V, η〉X + AV ⊥X, para todo X ∈ Γ(TΣ)

(c) ∇〈V, η〉 = −V >

(d) ∆〈V, η〉 = n〈V, η〉

(e) ∇2V ⊥ = −B̃(V ⊥)

(f) R̃(V ⊥) = nV ⊥

Demonstração.
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a) - b) Da decomposição V = 〈V, η〉η + V ⊥ + V > temos que

0 = DXV = −〈V,X〉η − 〈V, η〉X +DXV
⊥ +DXV

>

= −〈V,X〉η − 〈V, η〉X + 〈DXV
⊥, η〉η + 〈DXV

>, η〉η + ∇̄XV
⊥ + ∇̄XV

>

Assim ao considerarmos as componentes tangente e normal à Σ em Sn+p+1 da última

igualdade acima, obtemos que

∇XV
> = (∇̄XV

>)> = 〈V, η〉X − (∇̄XV
⊥)> = 〈V, η〉X + AV ⊥X

e

∇⊥XV ⊥ = −(∇XV
>)⊥ = −B(X, V >),

respectivamente, provando assim as partes (a) e (b).

Na demonstração dos demais itens, {e1, . . . , en} é um referencial geodésico ortonormal em

ponto arbitrário x de Σ. Os cálculos apresentados abaixo são efetuados em x.

c) Uma vez que ∇〈V, η〉 =
∑n

i=1 ei〈V, η〉ei, temos que

∇〈V, η〉 =
n∑
i=1

(〈DeiV, η〉+ 〈V,Deiη〉)ei

= −
n∑
i=1

〈V, ei〉ei = −V >

o que conclui a parte (c).

d) Como ∆〈V, η〉 = −
∑n

i=1〈∇ei∇〈V, η〉, ei〉, segue das partes (c) e (b) que

∆〈V, η〉 =
n∑
i=1

〈∇eiV
>, ei〉

= n〈V, η〉+
n∑
i=1

〈V,B(ei, ei)〉

= n〈V, η〉+ 〈V,H〉,

onde H é o vetor curvatura média de Σ em Sn+p+1. Como Σ é mı́nima, temos que

∆〈V, η〉 = n〈V, η〉.

e) Desde que ∇2V ⊥ =
∑n

i=1∇
⊥
ei
∇⊥eiV

⊥, temos da parte (a) que

∇2V ⊥ = −
n∑
i=1

∇⊥eiB(V >, ei)
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e portanto

∇2V ⊥ = −
n∑
i=1

(∇⊥eiB)(V >, ei)−
n∑
i=1

B(∇eiV
>, ei)−

n∑
i=1

B(V >,∇eiei)

=
n∑
i=1

(∇⊥eiB)(V >, ei)−
n∑
i=1

B(∇eiV
>, ei),

onde (∇⊥eiB) é a derivada covariante de B na direção de ei. Aplicando a equação de Codazzi

e a parte (b) deste lema no primeiro e segundo termo do lado direito da última equação

acima, respectivamente, obtemos que

∇2V ⊥ = −
n∑
i=1

(∇⊥V >B)(ei, ei)− 〈V, η〉
n∑
i=1

B(ei, ei)−
n∑
i=1

B(AV ⊥ei, ei)

= −
n∑
i=1

(∇⊥V >B)(ei, ei)− 〈V, η〉
n∑
i=1

B(ei, ei) +
n∑

i,j=1

〈V ⊥, B(ei, ej)〉B(ei, ej)

= −tr(∇⊥V >B)− 〈V, η〉tr(B)− B̃(V ⊥)

= −∇⊥V > (tr(B))− 〈V, η〉tr(B)− B̃(V ⊥)

= −∇⊥V >H − 〈V, η〉H − B̃(V ⊥),

o que implica que

∇2V ⊥ = −B̃(V ⊥).

f) Aplicando a equação de Gauss ao mergulho canônico de Sn+p+1 em Rn+p+2, obtemos que

o tensor de curvatura R̄ de Sn+p+1 é dado por

R̄(X, Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y

quaisquer que sejam os campos de vetores tangentes X, Y e Z de Sn+p+1. Assim temos que

R̃(V ⊥) =
n∑
i=1

(R̄(V ⊥, ei)ei)
⊥ = nV ⊥.

Conclúımos assim a prova do lema.

A relação biuńıvoca existente entre os campos tangentes e as 1-formas diferenciais de

uma variedade Riemanniana Σ permite-nos considerar conceitos em Γ(TΣ) que a prinćıpio

estão definidos em Ω1(Σ). Um exemplo particularmente importante, para o que segue, é o

que chamaremos aqui de Laplaciano de Hodge para campos, o qual é definido abaixo.

Definição 2.3.1. Dado uma campo X ∈ Γ(TΣ), se ω ∈ Ω1(Σ) é a formal dual a X, então

o Laplaciano de Hodge ∆X de X é dado por
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∆X = (∆1ω)].

X será dito um campo harmônico se ∆X = 0.

Usando a notação da definição anterior, podemos observar que como ∇2X é o campo

dual a 1-forma ∇2ω, então vale a seguinte versão da fórmula de Bocnher-Weitzenböck:

〈∆X, ·〉 = −〈∇2X, ·〉+ Ric(X, ·) (2.12)

qualquer que seja o campo X ∈ Γ(TΣ) considerado.

Lema 2.3.2. Seja X um campo de vetores tangente de Σ e V um campo de vetores paralelo

de Rn+p+2. Então são válidas as seguintes identidades

(a)

∇2X = −∆X + (n− 1)X −
n∑
i=1

AB(ei,X)ei

(b)

∆V > = nV >

(c)

∇2V > = −V > −
n∑
i=1

AB(ei,V >)ei

onde {e1, ..., en} é um referencial ortonormal qualquer de Σ.

Demonstração.

a) De (2.12), sabemos que

〈∆X, Y 〉 = −〈∇2X, Y 〉+ RicΣ(X, Y )

para todo Y ∈ Γ(TΣ). Como pela equação de Gauss

〈R(X, ei)ei, Y 〉 = 〈X, Y 〉 − 〈X, ei〉〈Y, ei〉+ 〈B(X, Y ), B(ei, ei)〉 − 〈B(X, ei), B(Y, ei)〉.

temos que

RicΣ(X, Y ) =
n∑
i=1

(
〈X, Y 〉 − 〈X, ei〉〈Y, ei〉+ 〈B(X, Y ), B(ei, ei)〉 − 〈B(X, ei), B(Y, ei)〉

)
= n〈X, Y 〉 − 〈X, Y 〉+ 〈B(X, Y ), H〉 −

n∑
i=1

〈AB(X,ei)ei, Y 〉

= 〈(n− 1)X −
n∑
i=1

AB(ei,X)ei, Y 〉
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o que por sua vez implica que

∇2X = −∆X + (n− 1)X −
n∑
i=1

AB(ei,X)ei.

b) Seja ω a 1-forma de Σ a qual V > é dual. Como operador de Hodge-Laplace ∆ e a

diferencial exterior d comutam entre si, isto é, ∆ ◦ d = d ◦∆, temos das partes (c) e (d) do

Lema 2.3.1 que

〈∆V >, Y 〉 = ∆ω(Y ) = −∆(d〈V, η〉)(Y ) = −d(∆〈V, η〉)(Y ) = n〈V >, Y 〉,

para todo Y ∈ Γ(TΣ). Logo ∆V > = nV >.

c) Como sabemos de (a),

∇2V > = −∆V > + (n− 1)V > −
n∑
i=1

AB(ei,V >)ei

e assim decorre de (b) que

∇2V > = −V > −
n∑
i=1

AB(ei,V >)ei.

Lema 2.3.3. Seja V um campo de vetores paralelo de Rn+p+2 e X um campo vetores

tangente de Σ. Dado x ∈ Σ, temos

(a) ∆〈V,X〉(x) = −(n−2)〈V,X〉+〈V,∆X〉−2div(X)〈V, η〉+2
∑n

i=1〈B(ei, V
>), B(ei, X)〉−

2
∑n

i=1〈AV ⊥ei,∇eiX〉

(b) ∇〈V,X〉(x) = 〈V, η〉X + AV ⊥X +
∑n

i=1〈V,∇eiX〉ei
onde {e1, ..., en} é uma referencial geodésico arbitrário de Σ em x.

Demonstração.

a) Desde que

−∆〈V,X〉 =
n∑
i=1

eiei〈V,X〉 = 〈∇2V >, X〉+ 〈∇2X, V 〉+ 2
n∑
i=1

〈∇eiV
>,∇eiX〉,

temos dos lemas 2.3.1 e 2.3.2 que

−∆〈V,X〉 = −〈V,X〉 −
n∑
i=1

〈AB(ei,V >)ei, X〉 − 〈∆X, V 〉+ (n− 1)〈X, V 〉 −
n∑
i=1

〈AB(ei,X)ei, V 〉

+ 2〈V, η〉
n∑
i=1

〈ei,∇eiX〉+ 2
n∑
i=1

〈AV ⊥ei,∇eiX〉
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e portanto

−∆〈V,X〉(x) = (n− 2)〈V,X〉 − 〈V,∆X〉+ 2div(X)〈V, η〉 − 2
n∑
i=1

〈B(ei, V
>), B(ei, X)〉

+ 2
n∑
i=1

〈AV ⊥ei,∇eiX〉.

b) Como

∇〈V,X〉 =
n∑
i=1

ei〈V,X〉ei =
n∑
i=1

〈∇eiV
>, X〉ei +

n∑
i=1

〈V,∇eiX〉ei.

decorre do Lema 2.3.1 que

∇〈V,X〉 = 〈V, η〉
n∑
i=1

〈ei, X〉ei +
n∑
i=1

〈ei, AV ⊥X〉ei +
n∑
i=1

〈V,∇eiX〉ei

ou seja,

∇〈V,X〉 = 〈V, η〉X + AV ⊥X +
n∑
i=1

〈V,∇eiX〉ei.

Lema 2.3.4. Sejam V e W campos de vetores paralelos de Rn+p+2 e X um campo de

vetores tangente de Σ. Se ZX é como na Definição 1.8.1, então

LZX = −2(n− 1)ZX + Z∆X + 2N

onde

N = −div(X)(〈W, η〉V ⊥−〈V, η〉W⊥)+
n∑
i=1

(〈B(ei,W
>), B(ei, X)〉V ⊥−〈B(ei, V

>), B(ei, X)〉W⊥)

+
n∑
i=1

(〈AV ⊥ei,∇eiX〉W⊥−〈AW⊥ei,∇eiX〉V ⊥)+(B(∇〈W,X〉, V >)−B(∇〈V,X〉,W>)).

Demonstração. Como LZX = L(〈W,X〉V ⊥)−L(〈V,X〉W⊥), para calcular LZX é suficiente

calcularmos L(〈W,X〉V ⊥) e L(〈V,X〉W⊥). Assim, para provarmos o lema, iremos calcular

inicialmente L(〈W,X〉V ⊥).

Por meio de calculo direto é posśıvel verificarmos que

∇2(〈W,X〉V ⊥) = −∆〈W,X〉V ⊥ + 2∇⊥∇〈W,X〉V ⊥ + 〈W,X〉∇2V ⊥

e assim os lemas 2.3.1 e 2.3.3 implicam que

∇2(〈W,X〉V ⊥) = −∆〈W,X〉V ⊥ − 2B(∇〈W,X〉, V ⊥)− 〈W,X〉B̃(V ⊥)

= (n− 2)〈W,X〉V ⊥ − 〈W,∆X〉V ⊥ + 2div(X)〈W, η〉V ⊥

− 2
n∑
i=1

〈B(ei,W
>), B(ei, X)〉V ⊥ + 2

n∑
i=1

〈AW⊥ei,∇eiX〉V ⊥

− 2B(∇〈W,X〉, V ⊥)− 〈W,X〉B̃(V ⊥)
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Como R̄(V ⊥) = nV ⊥, temos da identidade acima que

L(〈W,X〉V ⊥) = −∇2(〈W,X〉V ⊥)− 〈W,X〉R̃(V ⊥)− 〈W,X〉B̃(V ⊥)

= −2(n− 1)〈W,X〉V ⊥ + 〈W,∆X〉V ⊥ − 2div(X)〈W, η〉V ⊥

+ 2
n∑
i=1

〈B(ei,W
>), B(ei, X)〉V ⊥ − 2

n∑
i=1

〈AW⊥ei,∇eiX〉V ⊥

+ 2B(∇〈W,X〉, V >)

Por sua vez, argumentos análogos aos empregados no calculo de L(〈W,X〉V ⊥) implicam

que

−L(〈V,X〉W⊥) = 2(n− 1)〈V,X〉W⊥ − 〈V,∆X〉W⊥ + 2div(X)〈V, η〉W⊥

−2
n∑
i=1

〈B(ei, V
>), B(ei, X)〉W⊥ + 2

n∑
i=1

〈AV ⊥ei,∇eiX〉W⊥

−2B(∇〈V,X〉,W>)

e assim obtemos que

LZX = −2(n− 1)ZX + Z∆X + 2N,

o que conclui a prova do lema.

O seguinte lema será utilizado não apenas nesse caṕıtulo, como em todos os demais,

sendo um argumento recorrente na prova dos principais resultados. Por essa razão adotamos

uma notação mais geral do que a usada até aqui.

Lema 2.3.5. Dado vetores X, Y de Rd, temos que∫
Sd−1

〈x,X〉〈x, Y 〉dx =
Vol(Sd−1)

d
〈X, Y 〉.

Demonstração. Seja V o campo de vetores tangente da bola fechada e unitária Bd de Rd

tal que a cada ponto x ∈ Bd associa o vetor V (x) = 〈x,X〉Y . Considerando Sd−1 como o

bordo ∂Bd, temos do Teorema da Divergência para variedades compactas que∫
Sd−1

〈x,X〉〈x, Y 〉dx =

∫
Sd−1

〈x, V 〉dx =

∫
Bd
div(V )dvBd .

Assim, como

div(V ) =
d∑
i=1

〈DEiV,Ei〉 =
d∑
i=1

〈X,Ei〉〈Y,Ei〉 = 〈X, Y 〉,

onde {E1, ..., Ed} é um referencial ortonormal de Bd, e

Vol(Sd−1) = d · Vol(Bd),
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temos que ∫
Sd−1

〈x,X〉〈x, Y 〉dx =
Vol(Sd−1)

d
〈X, Y 〉.

A seguinte convenção também será frequente nesse texto e por esse motivo a apresentamos

com uma notação mais geral.

Definição 2.3.2. Seja U o conjunto de todos os campos de vetores paralelos unitários de

Rd. Identificando os elementos de U de modo natural com os pontos de Sd−1, podemos

considerar em U a medida µ = d · Vol(Sd−1)−1dvSd−1 . No que segue, µ será a medida

considerada em U .

Observem que a identidade∫
U

〈V,X〉〈V, Y 〉dµ(V ) = 〈X, Y 〉

válida para todos os vetores X e Y de Rn+p+2, é uma consequência imediata do lema e da

definição acima.

Com esse lema, encerramos a primeira parte do caṕıtulo. Na próxima seção iremos

enunciar e demostrar os principais resultados do caṕıtulo.

2.4 Resultados Principais

Teorema A. Seja Σn uma subvariedade mı́nima fechada de Sn+p+1, com p ≥ 0. Se a

curvatura de Ricci de Σ é limitada inferior pela contante C, então temos que

λα(L) ≤ λm(α)(∆1)− 2

(
n− 1

p+ 1

)
− 2

(
p

p+ 1

)
C,

onde m(α) =
(
n+p+2

2

)
(α− 1) + 1.

Demonstração. Seja {N1, N2, . . .} uma base ortonormal, referente ao produto L2, do espaço

das seções normais Γ(TΣ⊥) formada por autovetores de L, de modo que Ni está associado

à λi(L).

Dado um inteiro α > 1, mostraremos que existe um inteiro positivo m tal que o espaço Lm

gerado pelos m primeiros autosespaços do operador de Hodge-Laplace ∆1 de Σ possui um

campo de vetores não-nulo X tal que∫
Σ

〈ZX(V,W ), N1〉 =

∫
Σ

〈ZX(V,W ), N2〉 = · · · =
∫

Σ

〈ZX(V,W ), Nα−1〉 = 0, (2.13)
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para todo par de campos de vetores paralelos V e W .

Como ZX é uma aplicação bilinear anti-simétrica em relação a V e W e o espaço

dos campos de vetores paralelos de Rn+p+2 tem dimensão (n + p + 2), o problema de

determinarmos X é equivalente a encontrarmos uma solução não trivial para um sistema

homogêneo com
(
n+p+2

2

)
(α− 1) equações e m incógnitas. Logo podemos afirmar que um

campo X, como o descrito acima, exite no espaço Lm, com

m = m(α) =

(
n+ p+ 2

2

)
(α− 1) + 1.

Fixado um tal campo X, o Prinćıpio do min-máx 1.8.1 implica que

λα(L)

∫
Σ

|ZX(V,W )|2 ≤
∫

Σ

〈LZX(V,W ), ZX(V,W )〉

= −2(n− 1)

∫
Σ

|ZX(V,W )|2 +

∫
Σ

〈Z∆X , ZX(V,W )〉

+ 2

∫
Σ

〈N,ZX(V,W )〉,

(2.14)

para todo par de vetores paralelos V e W de Rn+p+2.

Para conclusão da demonstração, faremos uso de um argumento de integração que

envolve o Lema 2.3.5 e expressões pontuais dos integrandos presentes na desigualdade acima,

os quais passaremos a calcular agora.

Dado x ∈ Σ, sejam {e1, . . . , en} um referencial ortonormal geodésico de Σ em x e

{η1, ..., ηp+1} referencial ortonormal local de Γ(TΣ⊥) definidos em uma mesma vizinhança

de x. Em termos desses referenciais, temos que

|ZX |2 = 〈W,X〉2
p+1∑
m=1

〈V, ηm〉2 − 2

p+1∑
m=1

〈W,X〉〈W, ηm〉〈V, ηm〉〈V,X〉+

p+1∑
m=1

〈V,X〉2〈W, ηm〉2,

〈Z∆X , ZX〉 = 〈W,X〉〈W,∆X〉
p+1∑
m=1

〈V, ηm〉2 −
p+1∑
m=1

〈W,∆X〉〈W, ηm〉〈V,X〉〈V, ηm〉

−
p+1∑
m=1

〈V,∆X〉〈V, ηm〉〈W,X〉〈W, ηm〉+ 〈V,X〉〈V,∆X〉
p+1∑
m=1

〈W, ηm〉2,

〈〈W, η〉V ⊥ − 〈V, η〉W⊥, ZX〉 = 〈W,X〉〈W, η〉
n∑
j=1

〈V, ej〉2 − 〈W, η〉〈W⊥, V ⊥〉〈V,X〉

− 〈V, η〉〈V ⊥,W⊥〉〈W,X〉+ 〈V,X〉〈V, η〉
n∑
j=1

〈W, ej〉2,
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〈〈B(W>, ei), B(X, ei)〉V ⊥−〈B(V >, ei), B(X, ei)〉W⊥, ZX〉 = −〈B(W>, ei), B(X, ei)〉〈W⊥, V ⊥〉〈V,X〉

−〈B(V >, ei), B(X, ei)〉〈V ⊥,W⊥〉〈W,X〉+
n∑
j=1

n∑
k=1

〈W,X〉〈W, ej〉〈B(ej, ei), B(X, ej)〈V, ek〉2

+
n∑
j=1

n∑
k=1

〈V,X〉〈V, ej〉〈B(ej, ei), B(X, ei)〉〈W, ek〉2,

〈〈AV ⊥ei,∇eiX〉W⊥ − 〈AW⊥ei,∇eiX〉V ⊥, ZX〉 =

p+1∑
m=1

〈AV ⊥ei,∇eiX〉〈W,X〉〈W, ηm〉〈ηm, V 〉

−
p+1∑
m=1

〈V, ηm〉〈Aηmei,∇eiX〉〈V,X〉|W⊥|2 −
p+1∑
m=1

〈W, ηm〉〈Aηmei,∇eiX〉〈W,X〉|V ⊥|2

+
n∑

m=1

〈AW⊥ei,∇eiX〉〈V,X〉〈W, ηm〉〈ηm, V 〉

e

〈B(∇〈W,X〉, V >)−B(∇〈V,X〉,W>), ZX〉 =
n∑
j=1

〈W, η〉〈W,X〉〈V, ej〉〈B(X, ej), V 〉

+
n∑
j=1

p+1∑
m=1

〈W,X〉〈V, ei〉〈W, ηm〉〈B(AηmX, ei), V 〉+
n∑
j=1

n∑
k=1

〈W,∇ejX〉〈W,X〉〈V, ek〉〈B(ej, ek), V 〉

−
n∑
j=1

〈W, η〉〈V,X〉〈V, ej〉〈B(X, ej),W 〉 −
n∑
j=1

p+1∑
m=1

〈V,X〉〈V, ej〉〈W, ηm〉〈B(AηmX), ej),W 〉

−
n∑
j=1

n∑
k=1

〈W,∇ejX〉〈V,X〉〈V, ek〉〈B(ej, ek),W 〉 −
n∑
j=1

〈V, η〉〈W,X〉〈W, ej〉〈B(X, ej), V 〉

−
n∑
j=1

p+1∑
m=1

〈W,X〉〈W, ej〉〈V, ηm〉〈B(AηmX), ej), V 〉−
n∑
j=1

n∑
i=1

〈V,∇ejX〉〈W,X〉〈W, ei〉〈B(ej, ei), V 〉

+
n∑
j=1

〈V, η〉〈V,X〉〈W, ej〉〈B(X, ej),W 〉+
n∑
j=1

p+1∑
m=1

〈V,X〉〈W, ej〉〈V, ηm〉〈B(AηmX, ei),W 〉

+
n∑
j=1

n∑
i=1

〈V,∇ejX〉〈V,X〉〈W, ei〉〈B(ej, ei),W 〉
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Seja U como na Definição 2.3.2 com d = (n+ p+ 2). Considerando em U ×U a medida

produto, ao aplicarmos o Teorema de Fubini e o Lema 2.3.5 ao conjuntos das expressões

pontuais obtemos as seguintes equações:∫
U×U
|ZX |2(x)dµ(V )dµ(W ) = 2(p+ 1)|X|2(x),

∫
U×U
〈Z∆X , ZX〉(x)dµ(V )dµ(W ) = 2(p+ 1)〈X,∆X〉(x),

∫
U×U

div(X)〈〈W, η〉V ⊥ − 〈V, η〉W⊥, ZX〉(x)dµ(V )dµ(W ) = 0,

∫
U×U
〈〈B(W>, ei), B(X, ei)〉V ⊥ − 〈B(V >, ei), B(X, ei)〉W⊥, ZX〉(x)dµ(V )dµ(W ) =

2(p+ 1)|B(X, ei)|2(x),

∫
U×U
〈〈AV ⊥ei,∇eiX〉W⊥ − 〈AW⊥ei,∇eiX〉V ⊥, ZX〉(x)dµ(V )dµ(W ) = 0,

e ∫
U×U
〈B(∇〈V,X〉,W>)−B(∇〈W,X〉, V >), ZX〉(x)dµ(V )dµ(W ) = −2

p+1∑
m=1

|AηmX|2(x)

Por outro lado
n∑
i=1

|B(X, ei)|2 =
n∑
i=1

p+1∑
m=1

〈B(X, ei), ηk〉2 =

p+1∑
m=1

n∑
i=1

〈AηmX, ei〉2 =

p+1∑
m=1

|AηmX|2

e
n∑
i=1

|B(X, ei)|2 = (n− 1)|X|2 − RicΣ(X,X),

onde a segunda equação decorre da equação de Gauss e minimalidade de Σ. Combinando

as três ultimas equações obtemos ainda que∫
U×U
〈B(∇〈V,X〉,W>)−B(∇〈W,X〉, V >), ZX〉(x)dµ(V )dµ(W ) = −2(n−1)|X|2+2RicΣ(X,X).

Assim, ao integrarmos a desigualdade (4.37) com respeito a (V,W ) ∈ U ×U , o Teorema

de Fubini e as equações anteriores implicam que

2(p+ 1)λα(L)

∫
Σ

|X|2dvg ≤ −4(n− 1)

∫
Σ

|X|2dvg + 2(p+ 1)

∫
Σ

〈X,∆X〉dvg − 4p

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg

≤ −4(n− 1)

∫
Σ

|X|2dvg + 2(p+ 1)λm(α)(∆1)

∫
Σ

|X|2dvg

− 4p

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg
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e consequentemente que

λα(L) ≤ λm(α)(∆1)− 2

(
n− 1

p+ 1

)
− 2

(
p

p+ 1

)
C,

uma vez que X ∈ Lm(α)\{0}. Conclúımos assim a demostração da nossa afirmação.

Teorema B. Seja Σn uma subvariedade mı́nima fechada de Sn+p+1, com p ≥ 0 e n ≥ 2, tal

que Σn não está em nenhuma subvariedade totalmente geodésica de Sn+p+1. Se p · RicΣ >

−(n− 1), então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .
Demonstração. Com a mesma notação usada na prova do teorema anterior, ao considerarmos

α =

⌊
b1(Σ) +

(
n+p+2

2

)
− 1(

n+p+2
2

) ⌋
,

onde b·c representa a função maior menor inteiro, temos que m(α) ≤ b1(Σ). Assim o

Teorema de Hodge-de Rham implica que Lm(α) é um subespaço do espaço dos campos

harmônico de Σ e portanto que λm(∆1) = 0. Esse último fato, juntamente com o Teorema

A e nossa hipótese, implica que

λα(L) < 0

e portanto que Indice(Σ) ≥ α. Como α ≥ b1(Σ)

(n+p+2
2 )

, temos que

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .

Podemos observar que a hipótese na curvatura de Ricci das subvariedade mı́nimas de Σ

consideradas no Teorema B induz uma estimativa superior para o quadrado de suas segunda

formas fundamentais B. De fato, se Σn é uma subvariedade mı́nima de Sn+p+1, temos da

equação de Gauss que

〈R(ei, ej)ej, ei〉 = 〈ei, ei〉〈ej, ej〉 − 〈ei, ej〉2 + 〈B(ei, ei), B(ej, ej)〉 − |B(ei, ej)|2

qualquer que seja o referencial ortonormal {e1, . . . , en} de Σ considerado. Assim, se Σ é

mı́nima e tal que p · RicΣ > −(n− 1), então temos da identidade acima que

|B|2 < n(n− 1)(p+ 1)

p
(2.15)

Chern, do Carmo e Kobayashi [9] consideram uma estimativa sobre o quadrado da

segunda forma fundamental de subvariedades mı́nimas de Sn+p+1 satisfeita apenas por uma

famı́lia de subvariedades mı́nimas de topologia restrita:
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Teorema 2.4.1 (Chern-do Carmo-Kobayashi). A superf́ıcie de Veronese em S4 e as hiper-

superf́ıcies de Clifford de Sn+1 são as únicas subvariedades mı́nimas fechadas Σn de Sn+p+1

cuja segunda forma fundamental B é tal que

|B|2 ≤ n(p+ 1)

2p+ 1
. (2.16)

Demonstração. Ver [9].

A comparação entre as estimativas de (2.16) e (2.15), mostram que a cota em (2.15) é

maior que a cota em (2.16). Esse fato nos faz crer na existência de exemplos de subvariedades

mı́nimas com topologias mais complexas, isto é, com primeiro número de Betti relativamente

altos e portanto mais instáveis, segundo o Teorema B.
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3 Subvariedades Mı́nimas de Ambientes

Mergulhados em Espaços Euclidianos

Neste caṕıtulo iremos considerar o espaço ambiente M mergulhando em algum espaço

Euclidiano Rd. Essa hipótese pode ser considerada natural, uma vez que Teorema de Mergu-

lho de Nash afirma que toda variedade Riemanniana pode ser isometricamente mergulhada

em algum espaço Euclidiano.

Assim, ao considerarmos um mergulho M ↪→ Rd, indicaremos por II a sua segunda

forma fundamental e por D e ∇̄ a conexões de Levi-Civita de Rd e M , respectivamente, de

modo que temos

DXY = ∇̄XY + II(X, Y )

para todo X, Y ∈ Γ(TM). Quando consideramos uma subvariedade de Σ, temos ainda as

seguintes identidades

DXY = ∇XY +B(X, Y ) + II(X, Y ) (3.17)

e

DXZ = ∇⊥XZ − AZ(X) + II(X,Z) (3.18)

quaisquer que sejam X, Y ∈ Γ(TΣ) e Z ∈ Γ(TΣ⊥).

3.1 Resultados Principais

O objetivo desse caṕıtulo é obter condições para que uma dada subvariedade mı́nima

Σ de M possa ter seu Índice estimado por seu número de Betti b1(Σ). A condição que

obtemos é dada em termos da curvatura de Ricci de Σ e uma forma bilinear de Γ(TΣ), a

qual indicamos por ACS e definimos a seguir.
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Definição 3.1.1. Dada uma subvariedade Σ de M , a aplicação ACS : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)→

C∞(Σ) de Σ, associada ao mergulho Mn+p+1 ↪→ Rd, é definida em termos dos tensores

T1 : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ) → C∞(Σ),

(X, Y, T,W ) 7→ 〈R̄(X, Y )T,W 〉

T2 : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ) → C∞(Σ),

(X, Y, T,W ) 7→ 〈II(X, Y ), II(T,W )〉

T3 : Γ(TΣ⊥)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ⊥) → C∞(Σ)

(N,X, Y, Z) 7→ 〈R̄(N,X)Y, Z〉
e

T4 : Γ(TΣ⊥)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ)× Γ(TΣ⊥) → C∞(Σ)

(N,X, Y, Z) 7→ 〈II(N,X), II(Y, Z)〉
como

ACS = (p− 1)trg23(T1) + (p+ 1)trg23(T2) + trg(trg23(T4)) · g − trg(trg23(T3)) · g

onde g é a métrica Riemanniana de M .

Lema 3.1.1. Seja Σn uma subvariedade de Mn+p+1. Dados um ponto x e campos de vetores

X, Y ∈ Γ(TΣ), temos que

ACS(X, Y )(x) = (p− 1)
n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, Y 〉+ (p+ 1)
n∑
k=1

〈II(X, ek), II(ek, Y )〉

+ 〈X, Y 〉
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈II(ηl, ek), II(ηl, ek)〉 − 〈X, Y 〉
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉,

quaisquer que sejam referenciais ortonormais locais {e1, ..., en} e {η1, ..., ηp+1} de Γ(TΣ) e

Γ(TΣ⊥), respectivamente, definidos numa vizinhança de x.

Demonstração. A afirmação é uma consequência direta da definição de ACS.

Com as considerações acima podemos enunciar e provar os principais resultados desse

caṕıtulo. No que segue, M é uma variedade Riemanniana fechada .

Teorema C. Seja Mn+p+1 ↪→ Rd um mergulho isométrico de uma variedade Riemanniana

M no espaço euclidiano Rd, com p ≥ 0. Se Σn é uma subvariedade mı́nima fechada de M

e C uma constante real tal que

− 2p

p+ 1

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg +
1

p+ 1

∫
Σ

ACS(X,X)dvg < C

∫
Σ

|X|2dvg (3.19)
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para todo campo de vetores X não-nulo no espaço Lm gerado pelos m primeiros autoespaços

do operador de Hodge-Laplace ∆1 de Σ, então

α := ]{λi(L)|λi(L) < λm(∆1) + C} ≥ m(
d
2

) .
Demonstração. Suponha que nossa afirmação não seja verdadeira, isto é, α < 2

d(d−1)
m.

Fixadas uma base L2-ortonormal {N1, N2, . . . } do espaço Γ(TΣ⊥) formada por autovetores

do operador estabilidade L de Σ, de modo que Ni está associada à λi(L), e uma base

ortonormal {E1, . . . , Ed̄} do espaço dos campos de vetores paralelos de Rd̄, com d̄ = d(d−1)
2

α,

temos que a aplicação linear

X ∈ Lm 7→
(∫

Σ

〈ZX(Ei, Ej), N1〉dvg,
∫

Σ

〈ZX(Ei, Ej), N2〉dvg, . . . ,
∫

Σ

〈ZX(Ei, Ej), Nα〉dvg
)
,

não é injetiva e assim existe X ∈ Lm não-nulo tal que∫
Σ

〈ZX(Ei, Ej), N1〉dvg =

∫
Σ

〈ZX(Ei, Ej), N2〉dvg = · · · =
∫

Σ

〈ZX(Ei, Ej), Nα〉dvg = 0, (3.20)

para todo 1 ≤ i < j ≤ n. Fixado X, podemos observar que (3.20) equivale a termos∫
Σ

〈ZX(V,W ), N1〉dvg =

∫
Σ

〈ZX(V,W ), N2〉dvg = · · · =
∫

Σ

〈ZX(V,W ), Nα〉dvg = 0, (3.21)

para todo par de campos de vetores paralelos V e W de Rd, uma vez que ZX é uma forma

bilinear anti-simétrica no espaço dos campos paralelos de Rd. Decorre portanto do Prinćıpio

do min-máx que

λα+1(L)

∫
Σ

|ZX(V,W )|2dvg ≤
∫

Σ

〈LZX(V,W ), ZX(V,W )〉dvg (3.22)

Para prosseguirmos com a demostração precisamos de expressões pontuais dos integran-

dos presentes na desigualdade acima, as quais calcularemos a seguir.

Dado um ponto x de Σ, sejam {e1, . . . , en} um referencial ortonormal geodésico de Σ em

x e {η1, . . . , ηp+1} referencial ortonormal de Γ(TΣ⊥) definidos em uma mesma vizinhança

de x em Σ. Como

∇⊥ekZX =

p+1∑
l=1

〈∇⊥ekZX , ηl〉ηl

=

p+1∑
l=1

(ek〈ZX , ηl〉ηl − 〈ZX ,∇⊥ekηl〉)ηl

=

p+1∑
l=1

(〈〈W,DekX〉V − 〈V,DekX〉W, ηl〉+ 〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Dekηl〉 − 〈Z,∇⊥ekηl〉)ηl
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as equações 3.17 e 3.18 implicam que

∇⊥ekZX =

p+1∑
l=1

(
〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉+ 〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉

+ 〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉+ 〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl
)
〉

− 〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉)ηl

Assim, calculando |∇⊥ekZX |
2 por meio da identidade acima, obtemos que

|∇⊥ekZX |
2 =

p+1∑
l=1

(
〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉2 + 〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉2

+ 〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉2 + 〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉2

+ 〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉2)

+ 2〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉

+ 2〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉

+ 2〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉

− 2〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉

+ 2〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉

+ 2〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉

− 2〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉

+ 2〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉

− 2〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉

− 2〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉
)

Desenvolvendo os termos presentes no lado direito da equação acima, temos

〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉2 = 〈W, II(ek, X)〉2〈V, ηl〉2

− 2l〈W, II(ek, X)〉〈V, ηl〉〈V, II(ek, X)〉〈W, ηl〉+ 〈V, II(ek, X)〉2〈W, ηl〉2,

〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉2 = 〈W,B(ek, X)〉2〈V, ηl〉2

− 2l〈W,B(ek, X)〉〈V, ηl〉〈V,B(ek, X)〉〈W, ηl〉+ 〈V,B(ek, X)〉2〈W, ηl〉2,

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉2 = 〈W,∇ekX〉2〈V, ηl〉2

− 2〈W,∇ekX〉〈V, ηl〉〈V,∇ekX〉〈W, ηl〉+ 〈V,∇ekX〉〈W, ηl〉2
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〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉2 = 〈W,X〉2〈V, II(ek, ηl)〉2

− 2〈W,X〉〈V, II(ek, ηl)〉〈V,X〉〈W, II(ek, ηl)〉+ 〈V,X〉2〈W, II(ek, ηl)〉2,

〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉2 = 〈W,X〉2〈V,Aηlek〉2

− 2〈W,X〉〈V,Aηlek〉〈V,X〉〈W,Aηlek〉+ 〈V,X〉2〈W,Aηlek〉2,

〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉 =

〈W, II(ek, X)〉〈W,B(ek, X)〉〈V, ηl〉2 − 〈W, II(ek, X)〉〈W, ηl〉〈V, ηl〉〈V,B(ek, X)〉

− 〈V, II(ek, X)〉〈V, ηl〉〈W, ηl〉〈W,B(ek, X)〉+ 〈V, II(ek, X)〉〈V,B(ek, X)〉〈W, ηl〉2,

〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉 =

〈W, II(ek, X)〉〈W,∇ekX〉〈V, ηl〉2 − 〈W, II(ek, X)〉〈W, ηl〉〈V, ηl〉〈V,∇ekX〉

− 〈V, II(ek, X)〉〈V, ηl〉〈W, ηl〉〈W,∇ekX〉+ 〈V, II(ek, X)〉〈V,∇ekX〉〈W, ηl〉2,

〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉 =

〈W, II(ek, X)〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V, II(ek, ηl)〉 − 〈W, II(ek, X)〉〈W, II(ek, ηl)〈〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V, II(ek, X)〉〉〈V, II(ek, ηl)〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V, II(ek, X)〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W, II(ek, ηl)〉,

〈〈W, II(ek, X)〉V − 〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉 =

〈W, II(ek, X)〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V,Aηlek〉 − 〈W, II(ek, X)〉〈W,Aηlek〈〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V, II(ek, X)〉〈V,Aηlek〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V, II(ek, X)〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W,Aηlek〉,

〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉 =

〈W,B(ek, X)〉〈W,∇ekX〉〈V, ηl〉2 − 〈W,B(ek, X)〉〈W, ηl〉〈V, ηl〉〈V,∇ekX〉

− 〈V,B(ek, X)〉〈V, ηl〉〈W, ηl〉〈W,∇ekX〉+ 〈V,B(ek, X)〉〈V,∇ekX〉〈W, ηl〉2,

〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉 =

〈W,B(ek, X)〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V, II(ek, ηl)〉 − 〈W,B(ek, X)〉〈W, II(ek, ηl)〈〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V,B(ek, X)〉〉〈V, II(ek, ηl)〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V,B(ek, X)〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W, II(ek, ηl)〉,
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〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉 =

〈W,B(ek, X)〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V,Aηlek〉 − 〈W,B(ek, X)〉〈W,Aηlek〈〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V,B(ek, X)〉〈V,Aηlek〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V,B(ek, X)〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W,Aηlek〉,

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉 =

〈W,∇ekX〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V, II(ek, ηl)〉 − 〈W,∇ekX〉〈W, II(ek, ηl)〉〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V,∇ekX〉〉〈V, II(ek, ηl)〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V,∇ekX〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W, II(ek, ηl)〉,

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉 =

〈W,∇ekX〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V, II(ek, ηl)〉 − 〈W,∇ekX〉〈W, II(ek, ηl)〈〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V,∇ekX〉〉〈V, II(ek, ηl)〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V,∇ekX〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W, II(ek, ηl)〉,

〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉 =

〈W,X〉〈W,X〉〈V, II(ek, ηl)〉〈V,Aηlek〉 − 〈W,X〉〈W,Aηlek〉〈V, II(ek, ηl)〉〈V,X〉

− 〈V,X〉〈V,Aηlek〉〈W, II(ek, ηl)〉〈W,X〉+ 〈V,X〉〈V,X〉〈W, II(ek, ηl)〉〈W,Aηlek〉

e

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉 =

〈W,∇ekX〉〈W,X〉〈V, ηl〉〈V,Aηlek〉 − 〈W,X〉〈W,Aηlek〉〈V, ηl〉〈V,X〉

− 〈V,∇ekX〉〈V,Aηlek〉〈W, ηl〉〈W,X〉+ 〈V,∇ekX〉〈V,X〉〈W, ηl〉〈W,Aηlek〉.

Além disso, valem as seguintes equações:

〈R̃(ZX), ZX〉 =
n∑
k=1

p+1∑
l,m=1

(
〈W,X〉2〈V, ηl〉〈V, ηm〉〈R̄(ηl, ek)ek, ηm〉

− 〈W, ηl〉〈W,X〉〈V, ηm〉〈V,X〉〈R̄(ηl, ek)ek, ηm〉 − 〈V, ηl〉〈V,X〉〈W, ηm〉〈W,X〉〈R̄(ηl, ek)ek, ηm〉

+ 〈V,X〉2〈W, ηl〉〈W, ηm〉〈R̄(ηl, ek)ek, ηm〉
)

e

〈B̃(ZX), ZX〉 =
n∑

i,j=1

(
〈W,X〉2〈V,B(ei, ej)〉2 − 2〈W,X〉〈V,X〉〈W,B(ei, ej)〉〈V,B(ei, ej)〉

+ 〈V,X〉2〈W,B(ei, ej)〉2
)
.



51

Seja U o conjunto dos campos de vetores paralelos e unitários de Rd̄. Considerando em

U ×U medida produto, ao integrarmos as expressões pontuais acima em relação a (U, V ), o

Teorema de Fubini e o Lema 2.3.5 implicam que

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W, II(ek, X)〉V−〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉2dµ(V )dµ(W ) = 2(p+1)
n∑
k=1

|II(ek, X)|2

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,B(ek, X)〉V − 〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉2dµ(V )dµ(W ) = 2p
n∑
k=1

|B(ek, X)|2

= 2p
n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, X〉 − 2pRicΣ(X,X), ,

onde a equação 2p
∑n

k=1 |B(ek, X)|2 =
∑n

k=1 2p〈R̄(X, ek)ek, X〉 − 2pRicΣ(X,X) é con-

sequência da equação de Gauss e de Σ ser mı́nima.

∫
U×U
〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉2dµ(V )dµ(W ) = 2(p+ 1)

n∑
k=1

|∇ekX|2

2(p+ 1)

p+1∑
l=1

(ek〈∇ekX,X〉 − 〈∇ek∇ekX,X〉) = 2(p+ 1)

p+1∑
l=1

(
1

2
ekek(|X|2)− 〈∇ek∇ekX,X〉)

= −(p+ 1)∆(|X|2)− 2(p+ 1)〈∇2X,X〉

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉2dµ(V )dµ(W ) = 2|X|2
n∑
k=1

p+1∑
l=1

|II(ek, ηl)|2

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉2dµ(V )dµ(W ) = 2|X|2|B|2 − 2
n∑
k=1

|B(ek, X)|2

= 2|X|2|B|2−2
n∑
i=1

〈R̄(X, ei)ei, X〉+2RicΣ(X,X),

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W, II(ek, X)〉V−〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,B(ek, X)〉V−〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉dµ(V )dµ(W )

= 0
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∫
U×U

n∑
i=1

p+1∑
l=1

〈〈W, II(ek, X)〉V−〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,∇ekX〉V−〈V,∇ekX〉W, ηl〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W, II(ek, X)〉V−〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V−〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W, II(ek, X)〉V−〈V, II(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V−〈V,X〉W,Aηlek〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,B(ek, X)〉V−〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,∇ekX〉V−〈V,∇ekX〉W, ηl〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,B(ek, X)〉V−〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V−〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,B(ek, X)〉V −〈V,B(ek, X)〉W, ηl〉〈〈W,X〉V −〈V,X〉W,Aηlek〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W, II(ek, ηl)〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉dµ(V )dµ(W ) = 0
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∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈〈W,∇ekX〉V − 〈V,∇ekX〉W, ηl〉〈〈W,X〉V − 〈V,X〉W,Aηlek〉dµ(V )dµ(W ) = 0

∫
U×U

n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈R̃(ZX), ZX〉dµ(V )dµ(W ) = 2|X|2
n∑
k=1

p+1∑
l=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉

∫
U×U
〈B̃(ZX), ZX〉dµ(V )dµ(W ) = 2|X|2|B|2

Assim, Integrando agora a desigualdade (4.37) com respeito a (V,W ), obtemos do Teorema

de Fubini e das equações acima que

2(p+ 1)λα+1(L)

∫
Σ

|X|2dvg ≤
∫

Σ

(
2(p+ 1)〈∆X,X〉 − 4pRicΣ(X,X) + 2ACS(X,X)

)
dvg.

(3.23)

Por outro lado, como pela definição de α,

λα+1(L) > λm(∆1) + C

e além disso, temos

λm(∆1)|X|2 ≥ 〈∆X,X〉,

já que X ∈ Lm, temos da desigualdade acima que

2(p+ 1)(λm(∆1) + C)

∫
Σ

|X|2dvg ≤
∫

Σ

(
2(p+ 1)λm(∆1)|X|2 − 4pRicΣ(X,X) + 2ACS(X,X)

)
dvg,

(3.24)

o que contradiz a nossa hipótese. Assim, temos que

α := ]{λi(L)|λi(L) < λm(∆1) + C} ≥ m(
d
2

) .

Uma consequência direta do resultado acima lê-se como:

Teorema D. Seja Mn+p+1 ↪→ Rd um mergulho isométrico de uma variedade Riemanniana

M no espaço euclidiano Rd, com p ≥ 0. Se Σn é uma subvariedade mı́nima fechada de M ,

tal que 2p · RicΣ > ACS, então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
d
2

) . (3.25)
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Demonstração. Observem que a hipótese de que 2p · RicΣ > ACS implica que

− 2p

p+ 1

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg +
1

p+ 1

∫
Σ

ACS(X,X)dvg < C

∫
Σ

|X|2dvg

com C = 0, para todo campo de vetores X ∈ Γ(TΣ). Em part́ıcula, a desigualdade acima

é verdadeira para todo campo harmônico X de Σ. Assim, utilizando a mesma notação

que a empregada no Teorema C, se m = b1(Σ), o Teorema de Hodge-de Rham implica que

o espaço dos campos tangentes harmônicos de Σ coincide com Lm e que λm = 0. Segue

portanto do Teorema C que

α ≥ b1(Σ)(
d
2

) ,

onde α = ]{λi(L) < 0}. Como por definição Indice(Σ) = α, temos que

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
d
2

) .

3.2 Aplicações

Nesta parte do texto iremos considerar subvariedades mı́nimas imersas em espaços

ambientes particulares. Os resultados aqui apresentam estimativas de ı́ndice do tipo (3.25)

sobre hipóteses adequadas sobre curvatura de Ricci das subvariedades.

3.2.1 Esferas Euclidianas

Considerando Sn+p+1 com seu mergulho canônico em Rn+p+2, o Teorema D implica que

em subvariedades mı́nimas Σn de Sn+p+1 que satisfazem a condição de

p · RicΣ > −(n− 1)

o ı́ndice é tal que

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .
Essa é uma consequência direta do fato de que, em Σn, a ACS é dada por

ACS = −2(n− 1)〈·, ·〉,

já que temos que

〈R̄(V,W )W,V 〉 = |V |2|W |2 − 〈V,W 〉2
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e

|II(V,W )| = |〈V,W 〉|,

para todo V,W ∈ Γ(TSn+p+1).

Podemos observar que a condição na curvatura de Ricci das subvariedades mı́nimas de

Sn+p+1 e a estimativa obtida sobre seu ı́ndice são idênticas às aquelas do Teorema B. Isso

mostra que a técnica utilizada neste caṕıtulo estende aquela aplicada no Caṕıtulo 2, a qual

é considerada em subvariedades mı́nimas de Sn+p+1, apenas.

3.2.2 Espaços Projetivos Reais

Nesta seção, os espaços ambiente considerados são os espaços projetivos reais.

Teorema 3.2.1. Seja Σn uma subvariedade mı́nima fechada e orientada de RPn+p+1, com

p ≥ 0 e n ≥ 2. Se p · RicΣ > −(n− 1), então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .
Demonstração. A cada subvariedade mı́nima fechada Σn do espaço projetivo real RPn+p+1,

corresponde uma subvariedade mı́nima fechada e orientada Σ̃n de Sn+p+1 invariante pela

aplicação ant́ıpoda σ : Sn+p+1 → Sn+p+1e a qual é aplicada sobrejetivamente pela projeção

π : Sn+p+1 → RPn+p+1 usual de Sn+p+1 em RPn+p+1 sobre Σ.

Sejam V̄ e W̄ campos de vetores paralelos de Rn+p+2 e ω uma 1-forma harmônica de Σ.

Se V e W são as projeções de V̄ e W̄ sobre Sn+p+1, respectivamente, então σ∗V = −V e

σ∗W = −W . Consequentemente, se V ⊥ e W⊥ são componentes normais a Σ̃ de V e W ,

temos que σ∗V
⊥ = −V ⊥ e σ∗W

⊥ = −W⊥.

Por sua vez, ω̃ = π∗ω é uma 1-forma harmônica de Σ̃ tal que ω̃(−x) = −ω̃(x) para todo

x de Σ̃. Além disso, se X e X̃ são os campos duais de ω e ω̃, respectivamente, então X e

X̃ estão relacionados por X = π∗X̃ e X̃ é tal que é σ∗X̃ = X̃.

Segue-se portanto das propriedades acima que o campo Z̃X(V,W ) ∈ Γ(T Σ̃⊥)

Z̃X(V,W ) = 〈X̃,W 〉V ⊥ − 〈X̃, V 〉W⊥

é tal que σ∗Z̃ = Z̃ e assim ZX(V,W ) = π∗Z̃X(V,W ) é um campo bem definido de vetores

normais a Σ em RPn+p+1.

Seja {N1, N2, . . . } uma base L2-ortonormal de Γ(TΣ⊥) tal que Ni é um autovetor

associado ao i-ésimo autovalor λi(L) do operador de estabilidade L de Σ. Se m = b1(Σ),
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então o Teorema de Hodge-de Rham implica o espaço dos campos harmônicos de Σ coincide

com o espaço Lm gerado pelos m. Suponha que afirmação de que

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .
não seja verdadeira. Se α = Indice(Σ), {E1, . . . , Ed̄} é uma base ortonormal do espaço

euclidiano Rd̄, com d̄ =
(
n+p+2

2

)
α, e {Ñ1, Ñ2, . . . } é a base L2-ortonormal de Γ(T Σ̃⊥) tal

que π∗Ñi = Ni, temos que a aplicação linear

X ∈ Lm 7→
(∫

Σ̃

〈Z̃X(Ei, Ej), Ñ1〉dvg,
∫

Σ̃

〈Z̃X(Ei, Ej), Ñ2〉dvg, . . . ,
∫

Σ̃

〈Z̃X(Ei, Ej), Ñα〉dvg
)
,

não é injetiva e assim existe X ∈ Lm não-nulo tal que∫
Σ̃

〈Z̃X(Ei, Ej), Ñ1〉dvg =

∫
Σ̃

〈Z̃X(Ei, Ej), Ñ2〉dvg = ... =

∫
Σ̃

〈Z̃X(Ei, Ej), Ñα〉dvg = 0,

para todo 1 ≤ i < j ≤ n. Fixado um tal X, podemos observar que as equações acima são

equivalentes as seguintes igualdades:∫
Σ

〈ZX(V,W ), N1〉dvg =

∫
Σ

〈ZX(V,W ), N2〉dvg = ... =

∫
Σ

〈ZX(V,W ), Nα〉dvg = 0. (3.26)

para todo par de campos paralelos V e W de Rd̄. Segue portanto do Prinćıpio do min-max

4.37 que

λα+1(L) ≤
∫

Σ
〈LZX(V,W ), ZX(V,W )〉dvg∫

Σ
|ZX(V,W )|2dvg

,

quaisquer que sejam os campo de vetores paralelos V e W de Rd̄. Como α = Indice(Σ),

temos que λα+1(L) ≥ 0 e portanto que

0 ≤
∫

Σ

〈LZX(V,W ), ZX(V,W )〉dvg

Por outro lado, se L̃ é o operador de estabilidade de Σ̃ em Sn+p+1, como a aplicação

π : Sn+p+1 → RPn+p+1 é uma isometria local, podemos verificar que∫
Σ

〈LZ(V,W ), Z(V,W )〉dvg =

∫
Σ̃

〈L̃Z̃X(V,W ), Z̃X(V,W )〉dvg.

Logo

0 ≤
∫

Σ̃

〈L̃Z̃X(V,W ), Z̃X(V,W )〉dvg.

Aplicando um argumento de integração análogo ao usado na demonstração do Teorema C à

desigualdade acima, obtemos que

0 ≤
∫

Σ̃

−2(n− 1)|X̃|2 − 2pRicΣ̃(X̃, X̃)dvg

=

∫
Σ

−2(n− 1)|X|2 − 2pRicΣ(X,X)dvg

< 0
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onde a equação é decorrente do fato de π ser uma isometria local de Σ̃ de em Σ. Como a

desigualdade acima é uma contradição, obtemos que

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

)
e assim conclúımos a prova do teorema.

3.2.3 Espaços Projetivos Quaterniônicos

Os quaterniônicos são elementos z da álgebra associativa H, a qual é uma extensão dos

números complexos C. Mais precisamente H é formado pelos elementos z da forma

z = z0 + z1i+ z2j + z3k,

onde z0, z1, z2, z3 ∈ R e i,j e k são unidades imaginárias distintas, isto é, i2 = j2 = k2 = −1,

tais que ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i e ik = −j.

O conjugado z̄ de um quatérnio z = z0 + z1i+ z2j + z3k ∈ H é definido como

z̄ = z0 − z1i− z2j − z3k

enquanto seu modulo é o número real

|z| =
√
z2

0 + z2
1 + z2

2 + z2
3 .

O espaço projetivo quaterniônico HPm é o espaço quociente da esfera unitária S4(m+1)−1

de Hm+1 = R4(m+1) obtido ao identificarmos z = (z0, . . . , zm) com (cz0, . . . , czm), qualquer

que seja o c ∈ H tal que |c| = 1. HPm é uma variedade Riemanniana 4m-dimensional que,

considerada com as coordenadas homogêneas [z0, . . . , zm] de seus pontos z, faz da projeção

π : S4(m+1)−1 → HPm

uma submersão Riemanniana. HPm é um variedade de Einstein, cuja constante de Einstein

é e = 4m+ 8, além disso, a curvatura seccional de HPm varia entre 1 e 4.

Se M(m+ 1;H) é o conjunto das matrizes quadradas de ordem m+ 1 com coeficientes

em H, o espaço das matrizes hermitianas

H(m+ 1;H) = {A ∈M(m+ 1;H); Āt = A}

munido com a métrica

〈A,B〉 =
1

2
Re(tr(AB))
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pode ser identificado com o espaço euclidiano (2m+ 1)(m+ 1)-dimensional.

A aplicação ϕ : HPm → H(m+ 1;H) dada por

ϕ(z) = ϕ[z0, . . . , zm] =


|z0|2 z0z̄1 . . . z0z̄m

z1z̄0 |z1|2 . . . z1z̄m
...

...
. . .

...

zmz̄0 zmz̄1 . . . |zm|2


é um mergulho isométrico bem-definido de HPm em H(m+ 1;H), cuja imagem é

M = {A ∈ H(m+ 1;H);A2 = A, tr(A) = 1}.

A segunda forma fundamental II do mergulho ϕ é tal que

|II(X,X)|2 = 4, (3.27)

para todo ponto z ∈ HPm e todo vetor unitário X ∈ TzHPm,

Teorema 3.2.2. Seja Σn uma subvariedade mı́nima fechada e orientada do espaço projetivo

quaterniônico HPm, com 4m = n + 2 e n = 2 ou n = 6. Se RicΣ > 1
3
(n − 18) (ou

equivalentemente, se a curvatura seccional KΣ de Σ é tal que KΣ > −8
3
, para n = 2), então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
(2m+1)(m+1)

2

) .
Demonstração. Dado z ∈ HPm, se X, Y ∈ TzHPm são ortonormais, como |X + Y |2 =

|X − Y |2 = 2 temos de (3.27) que

8 =

∣∣∣∣II(X + Y√
2

,
X + Y√

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣II(X − Y√2
,
X − Y√

2

)∣∣∣∣2
Assim

32 = 2|II(X,X)|2 + 2|II(Y, Y )|2 + 8|II(X, Y )|2 + 4〈II(X,X), II(Y, Y )〉

= 16 + 8|II(X, Y )|2 + 4〈II(X,X), II(Y, Y )〉

Assim equação Gauss aplicada ao mergulho ϕ e a equação acima implicam que

|II(X, Y )|2 =
1

3
(4− 〈R̄(X, Y )Y,X〉) (3.28)

Sejam X ∈ Γ(TΣ) e z um ponto arbitrário de Σ. Nos casos considerados aqui, ACS(X,X)

pode ser escrito em z na forma

ACS(X,X) = 2Σn
k=1|II(X, ek)|2 + |X|2Σn

k=1|II(η1, ek)|2 + |X|2Σn
k=1|II(η2, ek)|2

− |X|2Σn
k=1〈R̄(η1, ek)ekη1〉 − |X|2Σn

k=1〈R̄(η2, ek)ekη2〉
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Se X(z) é não-nulo, podemos considerar uma base ortonormal {e1, . . . , en} de TzΣ, tal que

e1 = X
|X| e assim

|II(X, ek)|2 = |X|2|II(e1, ek)|2.

Se X(z) é nulo, equação acima permanece verdadeira independentemente da base ortonormal

{e1, . . . , en} e assim, sem perda de generalidade, podemos reescrever ACS(X,X) da seguinte

maneira

ACS(X,X) = 2|X|2|II(e1, e1)|2 + 2|X|2Σn
k=2|II(e1, ek)|2 + |X|2Σn

k=1|II(η1, ek)|2

+ |X|2Σn
k=1|II(η2, ek)|2 − |X|2Σn

k=1〈R̄(η1, ek)ekη1〉 − |X|2Σn
k=1〈R̄(η2, ek)ekη2〉

Assim por (3.27) e (3.28)

ACS(X,X) = 8|X|2 +
2

3
|X|2

n∑
k=2

(4− 〈R̄(e1, ek)ek, ei〉) +
1

3
|X|2

n∑
k=1

(4− 〈R̄(η1, ek)ek, η1〉)

+
1

3
|X|2

n∑
k=1

(4− 〈R̄(η2, ek)ek, η2〉)− |X|2
n∑
k=1

〈R̄(η1, ek)ekη1〉 − |X|2
n∑
k=1

〈R̄(η2, ek)ekη2〉

= (8 +
8

3
(n− 1) +

8

3
(−Ric(e1, e1) + 〈R̄(e1, η1)η1, e1〉+ 〈R̄(e1, η2)η2, e1〉) +

4

3
n

− 4

3

n∑
k=1

〈R̄(η1, ek)ekη1〉 −
4

3

n∑
k=1

〈R̄(η2, ek)ekη2〉)|X|2

=
1

3
(12n− 2Ric(e1, e1) + 2〈R̄(e1, η1)η1, e1〉+ 2〈R̄(e1, η2)η2, e1〉

− 4Ric(η1, η1)− 4Ric(η2, η2) + 8〈R̄(η1, η2)η2, η1〉+ 16)|X|2

=
1

3
(12n− 2(n+ 10)− 4(n+ 10)− 4(n+ 10) + 8〈R̄(η1, η2)η2, η1〉

+ 2〈R̄(e1, η1)η1, e1〉+ 2〈R̄(e1, η2)η2, e1〉+ 16)|X|2

onde a última equação é decorrente do fato de HPm ser Einstein com constante de Einstein

e = n + 10 nos casos considerados. Como a curvatura seccional de HPm é limitada

superiormente por 4, temos que

ACS(X,X) ≤ 1

3
(2n− 36)|X|2.

3.2.4 Plano de Cayley

O plano de Cayley CaP2 é uma variedade Riemanniana de dimensão 16 com des-

crição similar ao do espaço projetivo quaterniônico HPm e pode ser considerada como uma

subvariedade do espaço euclidiano de dimensão 27.
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Assim como HPm, CaP2 é uma variedade de Einstein, com e = 36, e cuja curvatura

seccional está entre 1 e 4. Além disso, se II é a segunda forma fundamental de CaP2 em

R27, então II satisfaz à (3.27) e consequentemente à (3.28).

Teorema 3.2.3. Seja Σn uma subvariedade mı́nima fechada e orientada de CaP2, com

2 ≤ n ≤ 7 ou 12 ≤ n ≤ 15. Se (15− n)RicΣ > (−n2 + 19n− 84), então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
27
n

) .
Demonstração. Seja p = 15− n. Dados um campo X ∈ Γ(TΣ) e um ponto x de Σ, temos

que ACS(X,X) é dado em x por

ACS(X,X) = (p− 1)
n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, X〉+ (p+ 1)
n∑
k=1

|II(X, ek)|2

+ |X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ηl, ek)|2 − |X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉,

Podemos considerar uma base ortonormal {e1, . . . , en} de TxΣ tal que

n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, X〉 = |X|2
n∑
k=2

〈R̄(e1, ek)ek, e1〉

e
n∑
k=1

|II(X, ek)|2 = |X|2
n∑
k=1

|II(e1, ek)|2

e assim temos

ACS(X,X) =
(
(p− 1)

n∑
k=2

〈R̄(e1, ek)ek, e1〉+ (p+ 1)|II(e1, e1)|2 + (p+ 1)
n∑
k=2

|II(e1, ek)|2

+

p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ηl, ek)|2 −
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉
)
|X|2

=
(
(p− 1)

n∑
k=2

〈R̄(e1, ek)ek, e1〉+
(p+ 1)

3

n∑
k=2

(4− 〈R̄(e1, ek)ek, e1〉)

+
1

3

p+1∑
l=1

n∑
k=1

(4− 〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉)−
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉+ 4(p+ 1)
)
|X|2

=
1

3

(
2(p− 2)

n∑
k=2

〈R̄(e1, ek)ek, e1〉 − 4

p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉

+12(p+ 1) + 4(p+ 1)(n− 1) + 4(p+ 1)n
)
|X|2
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=
1

3

(
2(p− 2)RicM(e1, e1)− 4

p+1∑
l=1

RicM(ηl, ηl) + 4

p+1∑
l=1

〈R̄(e1, ηl)ηl, e1〉

−2p

p+1∑
l=1

〈R̄(e1, ηl)ηl, e1〉+ 4

p+1∑
l=1

p+1∑
=1

〈R̄(ηl, ηm)ηm, ηl〉+ 8(p+ 1)(n+ 1)
)
|X|2

=
1

3

(
2(p− 2)e− 4(p+ 1)e+ 4

p+1∑
l=1

〈R̄(e1, ηl)ηl, e1〉 − 2p

p+1∑
l=1

〈R̄(e1, ηl)ηl, e1〉

+4

p+1∑
l=1

p+1∑
=1

〈R̄(ηl, ηm)ηm, ηl〉+ 8(p+ 1)(n+ 1)
)
|X|2

Da limitação da curvatura de CaP2, segue que

ACS(X,X) ≤ 1

3

(
− (2p+ 8)e+ 16(p+ 1)− 2p(p+ 1) + 4p(p+ 1) + 8(p+ 1)(n+ 1))|X|2

= 2
(
− n2 + 19n− 84

)
.

3.2.5 Hipersuperf́ıcies Pinçadas do Espaço Euclidiano

Nesta seção iremos considerar como ambientes hipersuperf́ıcies Mm fechadas e orientadas

de espaços euclidianos cujas curvaturas principais 0 < k1 ≤ · · · ≤ km do operador forma S

associada ao campo de vetores conormal η de M são positivas e suficientemente pinçada.

Teorema 3.2.4. Seja Mn+p+1 uma hipersuperf́ıcie fechada e orientada do espaço Euclidiano

Rn+p+2, com p ≥ 0, a qual satisfaz à condição

kn+p+1

k1

<

√
(n+ 2)p+ 2(n+ 1)

(n+ 2)p+ 4
.

Se Σn é uma subvariedade mı́nima fechada e orientada de M com

2p · RicΣ(X,X) > ((n+ 2)p+ 4)k2
n+p+1 − ((n+ 2)p+ 2(n+ 1))k2

1,

então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .
Demonstração. Desde que pela equação de Gauss

〈R̄(V,W )W,V 〉 = 〈II(V, V ), II(W,W )〉 − |II(V,W )|2

para todo V,W ∈ Γ(TM), temos que
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ACS(X,X) = (p− 1)
n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, X〉+ (p+ 1)
n∑
k=1

|II(X, ek)|2

+ |X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ηl, ek)|2 − |X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉

= (p− 1)(
n∑
k=1

〈II(X,X), II(ek, ek)〉 −
n∑
k=1

|II(X, ek)|2)

+ (p+ 1)
n∑
k=1

|II(X, ek)|2 + |X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ηl, ek)|2

− |X|2(

p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈II(ηl, ηl), II(ek, ek)〉 −
p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ηl, ek)|2)

= p(〈SX,X〉
n∑
k=1

〈Sek, ek〉 −
n∑
k=1

〈SX, ek〉2) + ((p+ 2)
n∑
k=1

〈SX, ek〉2

+ 2

p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈Sηl, ek〉2|X|2)− (〈SX,X〉+ |X|2
p+1∑
l=1

〈Sηl, ηl〉)
n∑
k=1

〈Sek, ek〉

= p(〈SX,X〉
n∑
k=1

〈Sek, ek〉 −
n∑
k=1

〈SX, ek〉2) + (p+ 2)(|SX|2 −
p+1∑
r=1

〈SX, ηr〉2)

+ 2

p+1∑
l=1

(|Sηl|2 −
p+1∑
r=1

〈Sηl, ηr〉2|X|2))− (〈SX,X〉+

p+1∑
l=1

〈Sηl, ηl〉|X|2)
n∑
k=1

〈Sek, ek〉

≤ p〈SX,X〉
n∑
k=1

〈Sek, ek〉+ (p+ 2)(|SX|2 +

p+1∑
l=1

(|Sηl|2 − 〈Sηl, ηl〉2)|X|2)

− (〈SX,X〉+ |X|2
p+1∑
l=1

〈Sηl, ηl〉)
n∑
k=1

〈Sek, ek〉.

Observando que

k1|Y |2 ≤ 〈SY, Y 〉 ≤ kn+p+1|Y |2

e

k2
1|Y |2 ≤ |SY |2 ≤ k2

n+p+1|Y |2

para todo Y ∈ Γ(TM), obtemos

ACS(X,X) ≤ pnk2
n+p+1|X|2 + (p+ 2)(k2

n+p+1 + (p+ 1)(k2
n+p+1 − k2

1))|X|2 − n(p+ 2)k2
1|X|2

=
(
(pn+ (p+ 2)2)k2

n+p+1 − (p+ 2)(p+ n+ 1)k2
1

)
|X|2.

Segue portanto de nossa da hipótese que 2p · RicΣ > ACS e assim que
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Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+2

2

) .

3.2.6 Produto do Ćırculo e Esferas Euclidianas

Nesta seção estamos interessados no caso em que variedade ambiente é um produto do

ćırculo por uma esferas Euclidiana, isto é, M = S1 × Sq, para algum inteiro positivo q. O

mergulho de M que iremos considerar é o usual no espaço Euclidiano Rq+3.

Teorema 3.2.5. Seja Σn uma subvariedade minima fechada e orientada de S1× Sn+p, com

p ≥ 1 e n > (p+ 6). Se 2p · RicΣ > −(n− p− 6), então

Indice(Σ) ≥ b1(Σ)(
n+p+3

2

) .
Demonstração. Desde de que M = S1 × Sn+p, temos que

〈R̄(X, Y )Y,X〉 = |π2(X)|2|π2(Y )|2 − 〈π2(X), π2(Y )〉2

e

|II(X, Y )|2 = 〈π1(X), π1(Y )〉2 + 〈π2(X), π2(Y )〉2,

para todo X, Y ∈ Γ(TM), onde π1 : M → S1 e π2 : M → Sn+p são as projeções de M sobre

S1 e Sn+p, respectivamente. Assim

n∑
k=1

|II(ek, X)|2 =
n∑
k=1

〈ek, π1(X)〉2 +
n∑
k=1

〈ek, π2(X)〉2

= |π1(X)|2 + |π2(X)|2 −
p+1∑
l=1

〈ηl, π1(X)〉2 −
p+1∑
l=1

〈ηl, π2(X)〉2

= |X|2 −
p+1∑
l=1

〈ηl, π1(X)〉2 −
p+1∑
l=1

〈ηl, π2(X)〉2

= |X|2 − 2

p+1∑
l=1

〈ηl, π1(X)〉2

(3.29)
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e

〈R̄(X, ek)ek, X〉 = |π1(X)|2
n∑
k=1

|π1(ek)|2 + |π2(X)|2
n∑
k=1

|π2(ek)|2 −
n∑
k=1

〈ek, π1(X)〉2

−
n∑
k=1

〈ek, π2(X)〉2

= |π1(X)|2
n∑
k=1

|π1(ek)|2 + |π2(X)|2
n∑
k=1

|π2(ek)|2 +

p+1∑
l=1

〈ηl, π1(X)〉2

+

p+1∑
l=1

〈ηl, π2(X)〉2 − |X|2.

(3.30)

Argumentos análogos implicam ainda as equações

p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ek, ηl)|2 = (p+ 1)−
p+1∑
l=1

p+1∑
m=1

〈ηm, π1(ηl)〉2 −
p+1∑
l=1

p+1∑
m=1

〈ηm, π2(ηl)〉2

e

p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉 =

( p+1∑
l=1

|π1(ηl)|2
)( n∑

k=1

|π1(ek)|2
)

+

( p+1∑
l=1

|π2(ηl)|2
)( n∑

k=1

|π2(ek)|2
)

+

p+1∑
l=1

p+1∑
m=1

〈ηm, π1(ηl)〉2 +

p+1∑
l=1

p+1∑
m=1

〈ηm, π2(ηl)〉2 − (p+ 1)

das quais decorrem as desigualdades

|II(ek, ηl)|2 ≤ (p+ 1)−
p+1∑
l=1

〈ηl, π1(ηl)〉2 −
p+1∑
l=1

〈ηl, π2(ηl)〉2

= (p+ 1)−
p+1∑
l=1

|π1(ηl)|4 −
p+1∑
l=1

|π2(ηl)|4

= 2

p+1∑
l=1

|π1(ηl)|2 − 2

p+1∑
l=1

|π1(ηl)|4

(3.31)

e

p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉 ≥
( p+1∑

l=1

|π1(ηl)|2
)( n∑

k=1

|π1(ek)|2
)

+

( p+1∑
l=1

|π2(ηl)|2
)( n∑

k=1

|π2(ek)|2
)

+

p+1∑
l=1

〈ηl, π1(ηl)〉2 +

p+1∑
l=1

〈ηl, π2(ηl)〉2 − (p+ 1)

=

( p+1∑
l=1

|π1(ηl)|2
)( n∑

k=1

|π1(ek)|2
)

+

( p+1∑
l=1

|π2(ηl)|2
)( n∑

k=1

|π2(ek)|2
)

+

p+1∑
l=1

|π1(ηl)|4 +

p+1∑
l=1

|π2(ηl)|4 − (p+ 1)

(3.32)
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Fixado um ponto arbitrário x = (x1, x2) de Σ, existem ao menos (n − 1) vetores

linearmente independentes de Tx(S1×Sn+p) que são tangentes a Σ em x e os quais pertencem

à Tx2Sn+p. Podemos assim considerar uma base ortonormal {f1, . . . , fn−1, v1, . . . , vp+1} de

Tx2Sn+p tal que {f1, ..., fn−1} ⊂ TxΣ. Dados um vetor tangente unitário ω de Tx1S1 em

e uma base ortonormal {T, f1, ..., fn−1, η1, ..., ηp+1} de TxM , existe uma matriz ortogonal

(aij), com 0 ≤ i, j ≤ p+ 1, tal que

T = a00w + a01v1 + · · ·+ a0(p+1)vp+1

e

ηl = al0w + al1v1 + · · ·+ al(p+1)vp+1

para l = 1, . . . , p+ 1. Em particular temos

〈X,w〉 = a00 cos θ|X|

e

〈X, vl〉 = a0l cos θ|X|,

onde θ é o ângulo entre X e T .

Fazendo e1 = T e ei = fi+1 para i = 1, . . . , (n− 1), temos

|π1(X)|2 = a2
00 cos2 θ|X|2,

|π1(ηl)|2 = a2
l0

e

〈ηl, π1(X)〉 = a2
l0a

2
00 cos2 θ|X|2

Logo,

n∑
k=1

|II(ek, X)|2 = (1− 2a2
00 cos2 θ

p+1∑
l=1

a2
l0)|X|2

= (1− 2a2
00 cos2 θ(1− a2

00))|X|2

= (1− 2a2
00 cos2 θ + 2a4

00 cos2 θ)|X|2,

(3.33)
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n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, X〉 =

(
a4

00 cos2 θ + cos2 θ

( p+1∑
l=1

a2
l0

)(
n− 1 +

p+1∑
m=1

a2
0m

)
+ a2

00 cos2 θ

p+1∑
l=1

a2
l0

+ cos2 θ

p+1∑
l=1

( p+1∑
m=1

alma0m

)2

− 1

)
|X|2

=

(
a4

00 cos2 θ + cos2 θ

( p+1∑
l=1

a2
l0

)(
n− 1 +

p+1∑
m=1

a2
0m

)
+ a2

00 cos2 θ

p+1∑
l=1

a2
l0

+ a2
00 cos2 θ

p+1∑
l=1

a2
l0 − 1

)
|X|2

= (a4
00 cos2 θ + cos2 θ(1− a2

00)(n− a2
00) + a2

00 cos2 θ(1− a2
00)

+ a2
00 cos2 θ(1− a2

00)− 1)|X|2

= (n cos2 θ − (n− 1)a2
00 cos2 θ − 1)|X|2

(3.34)

|II(ek, ηl)|2 ≤ 2

p+1∑
l=1

a2
l0 − 2

p+1∑
l=1

a4
l0

= 2− 2a2
00 − 2

p+1∑
l=1

a4
l0

(3.35)

e

p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉 ≥ a2
00

p+1∑
l=1

a2
l0 + (n− a2

00)

( p+1∑
l=1

p+1∑
m=1

a2
lm

)
+

p+1∑
l=1

( p+1∑
m=1

a2
lm

)2

+

p+1∑
l=1

a4
l0

− (p+ 1)

= a2
00

p+1∑
l=1

a2
l0 + (n− a2

00)

( p+1∑
l=1

(1− a2
l0)

)
+

p+1∑
l=1

(1− a2
l0)2 +

p+1∑
l=1

a4
l0

− (p+ 1)

= a2
00(1− a2

00) + (n− a2
00)(p+ a2

00) +

p+1∑
l=1

(1− a2
l0)2 +

p+1∑
l=1

a4
l0 − (p+ 1)

= (n+ 3− p)a2
00 − 2a4

00 + 2
∑
l=1

a4
l0 + pn− 2

implicando assim que

ACS(X,X) = (p− 1)
n∑
k=1

〈R̄(X, ek)ek, X〉+ (p+ 1)
n∑
k=1

|II(ek, X)|2 + |X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

|II(ek, ηl)|2
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−|X|2
p+1∑
l=1

n∑
k=1

〈R̄(ηl, ek)ek, ηl〉

≤
(
(p−1)n cos2 θ−(p−1)(n−1))a2

00 cos2 θ−(p−1)+(p+1)−2(p+1)a2
00 cos2 θ+2(p+1)a4

00 cos2 θ

−(n+1−p)a2
00−2a4

00−4

p+1∑
l=1

a4
l0−np+4

)
|X|2

≤
(
− (p− 1)(n− 1))a2

00 cos2 θ − 2(p+ 1)a2
00 cos2 θ + 2(p+ 1)a4

00 cos2 θ − (n+ 1)a2
00 − 2a4

00

−4

p+1∑
l=1

a4
l0−(n−p−6)

)
|X|2

≤ −(n−p−6)|X|2
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4 Subvariedades Mı́nimas Com Fronteira

Livre de Regiões Convexas

Neste caṕıtulo obtemos resultados que promovem a comparação entre os autovalores do

operador de estabilidade e autovalores de problemas de bordo para 1-formas diferenciais de

subvariedade mı́nimas com fronteira livre Σ de regiões convexas Mm do espaços euclidiano

Rm, isto é, variedades Riemannianas compactas Mm que estão isometricamente imersas

em espaços Euclidianos de mesma dimensão m e cuja segunda forma fundamental II∂M do

bordo ∂M é positiva definida com respeito ao campo de vetores normal η que apontando

para fora de Mm.

4.1 Resultados Prévios

Lema 4.1.1. Seja V um campo de vetores paralelos de Rn+p+1. Se V > e V ⊥ são as

componentes tangente e normal de V em Σ , então temos que

(a) D⊥XV
⊥ = −B(X, V >), para todo X ∈ Γ(TΣ).

(b) ∇XV
> = AV ⊥X, para todo X ∈ Γ(TΣ).

Demonstração. Como V é um campo de vetores paralelos, temos que

0 = DXV = DXV
⊥ +DXV

>,

para todo campo de vetores X ∈ Γ(TΣ). Em particular, vale a equação

DXV
⊥ = −DXV

>.

Assim, tomando as componentes tangente e normal em Σ da equação acima, obtemos

∇XV
> = AV ⊥X
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e

D⊥XV
⊥ = −B(X, V >),

o que conclui a prova desse lema.

Lema 4.1.2. Seja X um campo de vetores tangentes de Σ. Se X é dual a uma 1-forma

ω ∈ Ω1(Σ) que satisfaz à condição absoluta de bordo, então temos que

〈∇ηX,X〉 = II∂M(X,X).

Demonstração. Como ιηdω é identicamente nula em ∂Σ, temos que

0 = dω(η, Y ) = η(ω(Y ))− Y (ω(η)) + ω([Y, η]) = ∇ηω(Y )−∇Y ω(η)

para todo Y ∈ Γ(T∂Σ). Em particular, como X é tangente ao bordo ∂Σ, temos

∇ηω(X) = ∇Xω(η)

e portanto

〈∇ηX,X〉 = 〈∇XX, η〉,

uma vez que ∇ηX e ∇XX são os campos duais as 1-formas ∇ηω e ∇Xω, respectivamente.

Lema 4.1.3. Seja X um campo de vetores tangentes de Σ. Se X é dual a uma 1-forma

ω ∈ Ω1(Σ) que satisfaz a condição absoluta de bordo

i. ιηω = 0

ii. ιηdω = 0

então∫
Σ

n∑
i=1

|∇ekX|2dvg =

∫
Σ

〈X,∆X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg +

∫
∂Σ

II∂M(X,X)dag

Demonstração. Observando que

|∇ekX|2 = ek〈∇ekX,X〉 − 〈∇ek∇ekX,X〉 =
1

2
ekek(|X|2)− 〈∇ek∇ekX,X〉

temos que
∑n

k=1 |∇ekX|2 = −1
2
∆(|X|2)− 〈X,∇2X〉. Assim, ao integrarmos

∑n
i=1 |∇ekX|2,

o Teorema da Divergência para variedades compactas implica∫
Σ

n∑
k=1

|∇ekX|2dvg = −
∫

Σ

〈X,∇2X〉dvg +

∫
∂M

1

2
η(|X|2)dag
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Segue portanto da Fórmula de Bochner e do Lema 4.1.2 que

∫
Σ

n∑
i=1

|∇ekX|2dvg =

∫
Σ

〈X,∆X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

II∂Σ(X,X)dag.

Lema 4.1.4. Seja X um campo de vetores tangentes de Σ. Se X é dual a uma 1-forma

ω ∈ Ω1(Σ) que satisfaz à condição relativa de bordo

i. ω ∧ η = 0

ii. d∗ω ∧ η = 0

então ∫
Σ

n∑
k=1

|∇ekX|2 =

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

H∂Σ|X|2dag

Demonstração. Observem que as condições (i) e (ii) equivalem para 1-formas a termos

que X = αη e que divX = 0 em ∂Σ, onde α : ∂Σ→ R é alguma função suave. Assim, se

x ∈ ∂Σ e {t1, . . . , tn} é uma base ortonormal TxΣ com t1 = η, temos de (ii) que

〈∇ηX, η〉 = −
n∑
k=2

〈∇tkX, tk〉 = −α
n∑
k=2

〈∇tkη, tk〉 = αH∂Σ

onde H∂Σ é curvatura média de ∂Σ em Σ. Como∫
Σ

n∑
k=1

|∇ekX|2dvg =

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

1

2
η(|X|2)dag

segue que∫
Σ

n∑
k=1

|∇ekX|2dvg =

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

1

2
η(|X|2)dag

=

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

α〈∇νX, η〉dag

=

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

α2 ·H∂Σdag

=

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg −
∫

Σ

RicΣ(X,X)dvg −
∫
∂Σ

H∂Σ|X|2dag

o que prova a demonstração do presente lema.

Lema 4.1.5. Sejam V e W campos de vetores paralelos de Rn+p+1 , X um campo de vetores

tangentes de Σ e ZX o campo de vetores normais em Σ determinado por V,W e X como

na Definição 1.8.1. Dado um ponto x de Σ, então temos que
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(a)
∑n

k=1 |∇
⊥
ek
ZX |2(x) =

∑n
k=1

(
〈AW⊥ek, X〉2|V ⊥|2 +〈AV ⊥ek, X〉2|W⊥|2 +〈W,∇ekX〉2|V ⊥|2

+〈V,∇ekX〉2|W⊥|2 + 〈W,X〉2|B(V >, ek)|2 + 〈V,X〉2|B(W>, ek)|2

−2〈AW⊥ek, X〉〈AV ⊥ek, X〉〈V ⊥,W⊥〉 − 2〈W,X〉〈V,X〉〈B(V >, ek), B(W>, ek)〉
)

+ 2N,

onde

N =
n∑
k=1

(
〈AW⊥ek, X〉〈W>,∇ekX〉|V ⊥|2 − 〈AW⊥ek, X〉〈V,∇ekX〉〈V ⊥,W⊥〉

−〈W,X〉〈AW⊥ek, X〉〈V,B(V >, ek)〉+ 〈V,X〉〈AW⊥ek, X〉〈V,B(W>, ek)〉

−〈AV ⊥ek, X〉〈W,∇ekX〉〈W⊥, V ⊥〉+ 〈AV ⊥ei, X〉〈V,∇ekX〉|W⊥|2

+〈AV ⊥ek, X〉〈W,X〉〈W,B(V >, ek)〉 − 〈AV ⊥ek, X〉〈V,X〉〈W,B(W>, ek)〉

−〈W,∇ekX〉〈V,∇ekX〉〈V ⊥,W⊥〉+ 〈W,∇ekX〉〈W,X〉〈V,B(V >, ek)〉

−〈W,∇ekX〉〈V,X〉〈V,B(W>, ek)〉+ 〈V,∇ekX〉〈W,X〉〈W,B(V >, ek)〉

−〈V,∇ekX〉〈V,X〉〈W,B(W>, ek)〉
)

(b) 〈B̃(ZX), ZX〉(x) =

〈W,X〉2
∑n

i,j=1〈V,B(ei, ej)〉2 − 〈W,X〉〈V,X〉
∑n

i,j=1〈W,B(ei, ej)〉〈V,B(ei, ej)〉

+〈V,X〉2
∑n

i,j=1〈W,B(ei, ej)〉2

Se x ∈ ∂Σ, temos adicionalmente que

(c) 〈DZXZX , η〉(x) = −〈W,X〉2〈V ⊥, DV ⊥η〉−〈V,X〉2〈W⊥, DW⊥η〉+〈W,X〉〈V,X〉〈V ⊥, DW⊥η〉

+〈W,X〉〈V,X〉〈W⊥, DV ⊥η〉

onde {e1, . . . , en} é um referencial geodésico ortonormal de Σ em x e {η1, . . . , ηp+1} refe-

rencial ortonormal local de Γ(TΣ⊥) definidos em uma mesma vizinhança de x em Σ.

Demonstração. Observem que a parte (b) é obtido por calculo direto e por essa razão iremos

provar apenas as partes (a) e (c).

a) Como

∇⊥ekZX = 〈∇ekW
>, X〉V ⊥ + 〈W,∇ekX〉V ⊥ + 〈W,X〉∇⊥ekV

⊥

−〈∇ekV
>, X〉W⊥ − 〈V,∇ekX〉W⊥ − 〈V,X〉∇⊥ekW

⊥.

o Lema 4.1.1 implica que

∇⊥ekZX = 〈AW⊥ek, X〉V ⊥ − 〈AV ⊥ek, X〉W⊥ + 〈W,∇ekX〉V ⊥
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−〈V,∇ekX〉W⊥ − 〈W,X〉B(V >, ek) + 〈V,X〉B(W>, ek)

A afirmação (a) decorre da equação acima quando calculamos |∇⊥ekZX |
2 usamos o lado

direito dela.

c) Observem que 〈DZXZX , η〉 = −〈ZX , DZXη〉, então da definição de ZX e desse última

igualdade, temos que

〈DZXZX , η〉 = −〈W,X〉2〈V ⊥, DV ⊥η〉 − 〈V,X〉2〈W⊥, DW⊥η〉

+〈W,X〉〈V,X〉〈V ⊥, DW⊥η〉+ 〈W,X〉〈V,X〉〈W⊥, DV ⊥η〉.

Nesse ponto estamos prontos para enunciar e demostrar os principais resultados desse

caṕıtulo.

4.2 Resultados Principais

Teorema E. Seja Σn uma subvariedade mı́nima com fronteira livre de uma região convexa

Mn+p+1 do espaço euclidiano Rn+p+1, com p ≥ 0. Se a curvatura de Ricci de Σ é limitada

inferiormente por uma contante C, então

λα(L) ≤ λam(α)(∆1)−
(

2p

p+ 1

)
C,

onde m(α) =
(
n+p+2

2

)
(α − 1) + 1 e λam(α)(∆1) é o m(α)-ésimo autovalor do problema de

bordo absoluto.

Demonstração. Seja {N1, N2, . . . } uma base L2-ortonormal do espaço dos campos de va-

riações admisśıveis formada por autovetores de L, onde Ni esta associado à λi(L).

Dado um inteiro α > 1, se Lm é o espaço gerado pelos m primeiros autoespaços do

problema de bordo absoluto, queremos determinar um Lm no qual exista um campo de

vetores não-nulo X tal que∫
Σ

〈ZX(V,W ), N1〉 =

∫
Σ

〈ZX(V,W ), N2〉 = · · · =
∫

Σ

〈ZX(V,W ), Nα−1〉 = 0, (4.36)

para todo par de campos de vetores paralelos V e W de Rn+p+1.

Como ZX é uma aplicação bilinear anti-simétrica sobre V e W e o espaço dos campos de

vetores paralelos de Rn+p+1 tem dimensão igual à (n+ p+ 1), o problema de determinarmos
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X em Lm equivale ao problema de encontrarmos uma solução não trivial de um sistema de

equações homogêneas lineares com
(
n+p+1

2

)
(α− 1) equações e m incógnitas. Logo, podemos

garantir que X existe quando

m = m(α) =

(
n+ p+ 1

2

)
(α− 1) + 1.

Neste caso, ao fixarmos X, o Prinćıpio do min-máx implica

λα(L)

∫
Σ

|ZX |2 ≤
∫

Σ

n∑
k=1

|∇⊥ekZX |
2 − 〈B̃(ZX), ZX〉dvg +

∫
∂Σ

〈DZXZX , η〉dag. (4.37)

Adotando em U ×U a medida produto, onde U é conjuntos dos campos de vetores paralelos

unitários de Rn+p+1, ao integrarmos os integrandos da desigualdade anterior em relação à

(V,W ), obtemos dos lemas 2.3.5 e 4.1.5 e do Teorema de Fubini que

∫
U×U

N(x) = 0,

∫
U×U
〈B̃(ZX), ZX〉(x)dV dW = 2|X|2|B|2,

∫
U×U
〈DZXZX , η〉 = −2

p+1∑
l=1

〈ηl, Dηlη〉|X|2 = 2

p+1∑
l=1

II∂M(ηl, ηl)|X|2

e∫
U×U

n∑
k=1

|∇⊥ekZX |
2(x)dµ(V )dµ(W ) = 2(p−1)

n∑
k=1

|B(ek, X)|2+2(p+1)
n∑
k=1

|∇ekX|2+2|X|2|B|2

= −2(p−1)RicΣ(X,X)+2(p+1)
n∑
k=1

|∇ekX|2 + |X|2|B|2,

onde a última equação segue do fato que
∑n

k=1 |B(ek, X)|2 = RicΣ(X,X), uma vez que Σ é

mı́nima.

Integrando agora a desigualdade (4.37) em relação à (V,W ) ∈ U ×U , o Teorema Fubini,

as equações acima e o Lema 4.1.3 implicam que

2(p+ 1)λα(L)

∫
Σ

|X|2dvg ≤ 2(p+ 1)

∫
Σ

n∑
i=1

|∇ekX|2dvg − 2(p− 1)

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg

+

∫
∂Σ

2

p+1∑
l=1

II∂M(ηl, ηl)|X|2dvg

≤ 2(p+ 1)

∫
Σ

〈X,∆X〉dvg − 4p

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg
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+2

∫
∂Σ

(p+ 1)II∂M(X,X) +

p+1∑
l=1

II∂M(ηl, ηl)|X|2dag

≤ 2(p+ 1)λm(α)

∫
Σ

|X|2dvg − 4p inf
v∈Lm(α)\{0}

(RicΣ(v, v))

∫
Σ

|X|2dvg

+2(p+ 2) sup
v∈Γ(T∂M)\{0}

(II∂M(v, v))

∫
∂Σ

|X|2dag

≤ 2(p+ 1)λm(α)

∫
Σ

|X|2dvg − 4p inf
v∈Lm(α)\{0}

(RicΣ(v, v))

∫
Σ

|X|2dvg

Como X ∈ Lm(α)\{0}, segue das desigualdades acima que

λα(L) ≤ λam(α)(∆1)−
(

2p

p+ 1

)
C.

Teorema F. Seja Σn uma subvariedade mı́nima com fronteira livre de uma região convexa

Mn+p+1 do espaço euclidiano Rn+p+1, com p ≥ 0. Se a curvatura de Ricci de Σ é limitada

inferiormente por uma contante C, então

λα(L) ≤ λrm(α)(∆1)−
(

2p

p+ 1

)
C,

onde m(α) =
(
n+p+2

2

)
(α − 1) + 1 e λrm(α)(∆1) é o m(α)-ésimo autovalor do problema de

bordo relativo.

Demonstração. Seja α > 1 um número inteiro positivo qualquer. Se

m = m(α) =

(
n+ p+ 1

2

)
(α− 1) + 1,

argumentos análogos àqueles utilizados na prova do Teorema E mostram que existe um

campo de vetores não-nulo X ∈ Lm(α) tal que

2(p+ 1)λα(L)

∫
Σ

|X|2dvg ≤ 2(p+ 1)

∫
Σ

n∑
i=1

|∇ekX|2dvg − 2(p− 1)

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg

+

∫
∂Σ

2

p+1∑
l=1

II∂M(ηl, ηl)|X|2dvg.
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Segue portanto do Lema 4.1.4 que

2(p+ 1)λα(L)

∫
Σ

|X|2dvg ≤ 2(p+ 1)

∫
Σ

〈∆X,X〉dvg − 4p

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg

+

∫
∂Σ

2((p+ 1)H∂Σ +

p+1∑
l=1

II∂M(ηl, ηl))|X|2dag

≤ 2(p+ 1)λrm(∆1)

∫
Σ

|X|2dvg − 4p

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg

+ 2

∫
∂Σ

(pH∂Σ +H∂M)|X|2dag

≤ 2(p+ 1)λrm(∆1)

∫
Σ

|X|2dvg − 4p

∫
Σ

RicΣ(X,X)dvg

o que por sua vez implica que

λα(L) ≤ λrm(α)(∆1)−
(

2p

p+ 1

)
C,

já que X é não-nulo.
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