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RESUMO

Nesta tese de doutorado estamos interessados em obter condicoes para que subvariedades
minimas fechadas ou compactas fronteira livre possam ter seu indice de Morse estimado
por uma quantidade topolégica, mais especificamente por seu primeiro nimero de Betti.
Seguimos as abordagens de Savo [21] e Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] para o caso fechado
e Sargent [20] e Ambrozio, Carlotto e Sharp [3] para o caso de fronteira livre.

Palavras-chave: Subvariedades minimas; Indice de Morse; Primeiro niimero de Betti.



ABSTRACT

In this manuscript we are interested in obtaining sufficent conditions for closed minimal
or compact minimal free boundary submanifolds to have their Morse index estimated by
topological quantities, more precisely, by the first Betti number. We use here the approach
developed by Savo [21] and Ambrozio, Carlotto and Sharp [2] for the closed case and Sargent
[20] and Ambrozio, Carlotto and Sharp [3] for the compact case.

Keywords: Minimal submanifolds; Morse Index; first Betti number.
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INTRODUCAO

O estudo de subvariedades minimas e suas caracteristicas é considerado um tema cléssico
na Geometria Diferencial. Em particular, questoes envolvendo o indice de Morse. De modo
intuitivo, se 3 é uma subvariedade minima fechada de uma variedade Riemanniana M,
seu Indice de Morse, Indice(X), indica o quanto ¥ deixa de ser um minimo local do seu
funcional area.

Existem muitos trabalhos que destacam a relacao existente entre o Indice e caracteristicas
geométricas e topoldgicas das subvariedades minimas. Em seu famoso trabalho [23],
Simons estima o Indice de subvariedades minimas X" da esfera unitdria ST+ por meio
da desigualdade Indice(X) > p + 1. No mesmo trabalho, Simons ainda caracteriza as
subvariedades totalmente geodésicas da esfera como as unicas subvariedades que satisfazem
a igualdade. Trabalhos posteriores caracterizam subvariedades minimas de um dado
Indice, enquanto outros estimam o Indice de subvariedades minimas de espacos ambientes
suficientemente simétricos. Como exemplos temos os trabalhos de Lawson e Simons [10]
que caracterizam as subvariedades complexas como as tinicas minimas estaveis (fndice
nulo) do espago projetivo complexo CP™. Ohnita [19] completa a classificagdo das minimas
estaveis dos espacos simétricos compactos de posto um. Mais tarde, do Carmo, Ritoré
e Ros [11] classificam as hipersuperficies minimas com dois lados 3" e Indice(X) = 1 no
espaco projetivo real RP"+1,

Recentemente, temos trabalhos como Torralbo e Urbano [25], no qual é feita uma classi-
ficagao de subvariedades minimas estaveis em produtos de esferas unitarias com variedades
Rimannianas arbitrarias. Perdomo [17] classifica as hipersuperficies de Clifford como as
tinicas hipersuperficies minimas " de S"*! com simetria antipodal e com Indice(X) = n + 3
e Savo [21] obtém um teorema que promove a comparagao entre os espectros do operador
de estabilidade e o operador de Hodge-Laplace em 1-formas de hipersuperficies minimas de

S"*t1 o qual implica uma estimativa do Indice por uma funcao afim do primeiro ntimero
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de Betti. Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] generalizam a estimativa do Indice por meio de
uma funcao do primeiro nimero de Betti obtido por Savo para o caso de hipersuperficies
de variedades Riemannianas mergulhadas em espacos Euclidianos quando verificada uma
certa condigao sobre o mergulho considerado. Trabalhos como os de Savo [22] e Ambrozio,
Carlotto e Sharp [2] dao suporte a conjectura devida a Schoen, Marques e Neves:

Conjectura: Seja M™' uma variedade Riemannina fechada com curvatura de Ricci
positiva. Entao existe uma constate positiva C' tal que para qualquer hipersuperficie minima
mergulhada "™ de M temos

Indice(X) > Cby (%)

onde by (X) € o primeiro numero de Betti de 3.

Ha um pensamento heuristico presente na Geometria Diferencial de que muitos resulta-
dos da teoria das subvariedades minimas de variedades Riemannianas fechadas possuem
analogos na teoria de subvariedades minimas com fronteira livre de variedades Riemannianas
compactas. Uma variedade com bordo nao-vazio ¥, imersa em uma variedade Riemanniana
compacta M, é dita ser minima com fronteira livre se é um ponto critico do funcional area
de variagoes que deixam o seu bordo 0% contido no bordo OM de M. O Indice(X) de
uma subvariedade minima com fronteira livre ¥ é definido de modo similar ao de minimas
fechadas.

Assim como o caso fechado, existem alguns trabalhos que relacionam o Indice de
subvariedades minimas com fronteira livre e os seus aspectos geométricos e topologicos.
Cheng, Fraser e Pang [7] mostram que as tnicas superficies minimas com fronteira livre
estaveis e dois lados em uma 3-variedade compacta com curvatura escalar nao-negativa e
bordo convexo em média, sao os discos topoldgicos e os anéis totalmente geodésicos. Fraser
e Schoen [13] caracterizam o disco flat como a tnica hipersuperficie minima com fronteira
livre com Indice 1 da bola Euclidiana. Mais recentemente temos os trabalhos da Sargent
[20] e Ambrozio, Carlotto e Sharp [3]. Sargent [20] obtém resultados para hipersuperficies
minimas com fronteira livre de regides convexas dos espagos Euclidianos. Sargent [20] segue
as ideias de Savo [22]. J& Ambrozio, Carlotto e Sharp [3] obtém estimativas de indice de
hipersuperficies minimas com fronteira livre de regides com bordo convexo em média dos
espacos Euclidianos em termos da Cohomologia relativa das hipersuperficies consideradas.

De um modo geral, seja para o caso fechado ou compacto, calcular ou estimar o Indice

de subvariedades minimas é um problema dificil, mesmo no caso em que a codimensao é
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1. Esse fato implica um niimero pequeno de trabalhos nessa linha. Quando a codimensao
¢ mais alta que 1, a quantidade de trabalhos existentes na literatura atual é ainda mais
escassa. Entretanto, resultados desse tipo vém se mostrado importantes na geometria, como
¢ o caso do trabalho de Urbano [26], o qual tem um papel importante na demonstracao da
Conjectura de Willmore dada por Marques e Neves [15].

Motivados pela conjectura de Schoen, Marques e Neves e pelos recentes trabalhos que a
sustentam, nos perguntamos se é possivel obter estimativas do indice para alguma familia
de subvariedades minimas de um variedade Riemanniana em funcao do primeiro niimero
de Betti dos membros dessa familia. Em resposta, estendemos os resultados de Savo [22]
e Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] para subvariedades fechadas e Sargent [20] e Ambrozio,
Carlotto e Sharp [3] para subvariedades compactas com codimensao arbitraria.

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma. O Capitulo 1 é dedicado a uma breve
revisao da linguagem utilizada e de resultados fundamentais que iremos considerar ao longo
do texto. Nele também introduzimos algumas nog¢oes e notagoes que serao adotadas. No
Capitulo 2, empregamos a abordagem de Savo [21] a uma familia de se¢des normais que
introduzimos, e assim, obtemos o seguinte teorema de comparacao entre os espectros do
operador de estabilidade e do operador de Hodge-Laplace em 1-formas de uma subvariedade
minima fechada X" de S*P+1:

Seja X" uma subvariedade minima fechada de S**PL, com p > 0. Se a curvatura de

Ricci de X3 € limitada inferiormente pela constante real C' | entdao temos que

)\a(L)g)\m(a)(Al)—Z(n_l)—2( b )c,

p+1 p+1

onde m(a) = (") (@ — 1) + 1.
Onde acima, A; é operador de Hodge-Laplace de 3 em 1-formas diferenciais e L é o operador
de estabilidade de .

Sob adequada hipdétese na curvatura de Ricci de X, obtemos como consequéncia a
seguinte estimativa para seu indice:

Seja ™ uma subvariedade minima fechada de S"™PT comp >0 en > 2. Sep-Ricyg >
—(n —1), entdo

Indice(X) > ———5

No Capitulo 3 seguimos a abordagem de Ambrozio, Carlotto e Sharp [2] para generalizar

a estimativa do indice acima a subvariedades de espacos ambientes mergulhados em algum
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espaco Euclidiano. Mais precisamente, os principais resultados desse capitulo sao os
seguintes

Seja M™PYL uma variedade Riemanniana fechada e isometricamente mergulhada no
espaco Euclidiano R, com p > 0. Se X" € uma subvariedade minima fechada de M"P+! ¢

C' uma constante real tal que

2p . 1 / / 2
——— [ Ricg(X, X)dv, + —— | ACS(X, X)dv, < C X1%d
p+1 /s ics( )dvg 1 )s ( )dvg E| “dv,

para todo campo de vetores X nao-nulo no espaco L,, da soma direta dos m primeiros

autoespacos de Ay, entao

m

%
(2)

onde ACS € uma aplicacdo bilinear no espaco dos campos tangentes a > e a qual € definida

a = H{A(L)N(L) < An(Ar) +C}F >

em termos de M e do mergulho de M em RY.

e

Seja M™PH uma subvariedade mergulhada em um espaco Fuclidiano R, com p > 0.
Se X" é uma subvariedade minima fechada de M™P*! tal que 2p - Ricy;, > ACS, entdo

temos

b1 (%)

()

Indice(X) > (1)

Nés consideramos o resultado acima em algumas variedades ambientes particulares e, ao
estimarmos a aplicacao ACS superiormente, obtemos condigoes mais explicitas na curvatura
de Ricci. Um dos casos considerados é M = S! x S"*?_ onde p > 1 en > p+ 6, e cujo
mergulho M < R"*P*3 considerado é o candnico. Para este caso, a condicao na curvatura

de Ricci de uma subvariedade minima X" de M para que a estimativa (1) seja verdadeira, é
2p - Ricy > —(n —p —6).

Motivados pelo mesmo pensamento heuristico citado anteriormente, no Capitulo 4
apresentamos versoes de resultados presentes no Capitulo 2 para subvariedades minimas
com fronteira livre de regices convexas de espagos FEuclidianos. Mais precisamente, obtemos

os seguintes resultados de comparagao espectral:
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Seja X" uma subvariedade minima compacta com fronteira livre em uma regido convexa
M™P+L do espaco Buclidiano R com p > 0. Se a curvatura de Ricci de ¥ € limitada

inferiormente pela contante real C e L € o operador de estabilidade de X2, entao temos que

a p
< — [
Aa(L) < Ny (Ar) =2 <p 1) C,

n+p+2
2

onde m(a) = ( Ja—1)+1e Aoy (A1) € 0 m(a)-ésimo autovalor do operador de
Hodge-Laplace Ay de ¥ restrito a 1-formas diferenciais que satisfazem a condicdo de bordo
absoluto.

e

Seja X" uma subvariedade minima compacta com fronteira livre em uma regido conveza
M™P+L do espaco Buclidiano R™PTY com p > 0. Se a curvatura de Ricci de ¥ é limitada
inferiormente pela contante real C' e L é o operador de estabilidade de 32, entao temos que

Aa(L) < Aoy (A1) — 2 (L) C,
p+1

n+p+2

onde m(a) = ("7

Ja—1)+1ce€ Aoy (A1) € 0 m(a)-ésimo autovalor do operador de
Hodge-Laplace Ay de ¥ restrito a 1-formas diferenciais que satisfazem a condicdo de bordo
relativo.

Em resumo, nossos resultados implicam que, sob certas hipdteses, subvariedades minimas

com grande numero de Betti sao muito instdveis.
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1 Nocoes Basicas

1.1 Fibrados Tensoriais

1.1.1 Fibrados Vetoriais

Definigao 1.1.1. Seja ¥ uma variedade diferencidvel. Um fibrado vetorial (diferencidvel)
de posto k sobre ¥ é uma variedade diferenciavel E em conjunto com uma submersao

sobrejetiva m : E/ — X tal que
1. Para cada zg € &, F,, = 7 !(x) é um espaco vetorial real de dimensao k.

2. Para cada zy € 3, existe uma aplicacao diferenciavel ¢ : 771(U) — U x R¥, onde U
¢ algum aberto de X contendo wg, tal que 1o ¢ = m em 7 H(U) e my 0 ¢|g, ¢ um

isomorfismo linear de E, em R¥, onde 71, 75 : U x R¥ — R* sdo dadas por 71 (z,y) = x

e m(x,y) =y.

Observacao 1.1.1. Na definicao acima, E € o espacgo total, X € o espaco base, os espacos
E,. sdo chamados de fibras de E, enquanto as aplicagoes ¢ sao chamadas de trivializagoes

locais de E.

Definigao 1.1.2. Uma secao de um fibrado vetorial 7 : £ — ¥ é uma aplicagao diferencidvel
5: % — FE tal que m o s = Idy, onde Idy é aplicacao identidade de ¥. O conjunto de todas
as secoes do fibrado é um espaco vetorial real, quando considerado em conjunto com a

adigdo pontual e a multiplicagdo por escalares. Esse espaco serd indicada por I'(E).

Exemplo 1.1.1. Sejam ¥ uma variedade diferencidvel , E = 3 x R¥, para algum k inteiro
positivo e 7 : E — 3 a projecao sobre o primeiro fator. O conjunto (E, ) constitui um
fibrado vetorial de posto k sobre ¥, denominado fibrado trivial de posto k sobre ¥. Neste
caso temos a identificagao ['(E) ~ C®(%; R*) (Ver [0]).
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Exemplo 1.1.2. Se 7 : £ — X é um fibrado vetorial sobre ¥ e U C ¥ é um aberto, a
restrigao de 7 & 7! (U) define o fibrado m : 71 (U) — U sobre U, o qual indicamos por
Ejy e referimos como restricao de m a U. A restri¢ao s;y de uma secao s € I'(E) define uma

secao de Ejy, ou seja, sy € I'(Ey) (Ver [0]).

Definigao 1.1.3. Um referencial local de uma fibrado vetorial E' de posto k é uma sequéncia
{51, ..., s} formado por k segbes de E tal que {si(x),...,sg(z)}) é uma base da fibra E,

para todo x em algum aberto U C .

1.1.2 Tensores

Seja V- um espago vetorial real de dimensao finita. Um k-tensor covariante em V é
uma aplicacdo k-linear T : V¥ — R. Um I-tensor contravariante em V é uma aplicagdo
I-linear T : (V*)! = R. Um (];) -tensor em V' € uma aplicagao multilinear

T:V'X- - xV*xV x.--xV =R

'

~
l k

Os espacgos dos k-tensores covariantes, l-tensores contravariantes e (];) -tensores mistos em
V' serdo indicados por T*(V), T(V) e TF(V), respectivamente.

Se{ey,...,ex} € uma base de V e {¢1,...,¢r} € a base dual associada, temos que os
tensores da forma

¢j1®”'®¢jl®€i1®"'®eik

constituem uma base para TF(V).

1.1.3 Contracgoes Tensoriais

A nocao de tragco de uma matriz quadrada € invariante em classes de matrizes seme-
lhantes e portanto pode ser estendida a End(V) e consequentemente a T1(V'), uma vez que
THV) ~ End(V).

O trago tr(T) de um tensor T € T1(V) é definido como o trago da imagem de T pelo
isomorfismo linear U : T3 (V) — End(V) que associa cada elemento ¢; ® e; de uma base
de TH(V) a aplicagao linear U(¢; @ ;) : v € V = ¢i(v)e; € V. Assim, fica bem definido a
aplicagio tr: TH(V) — R dada por tr(T) = >_7  T(¢i, e;). Mais geralmente, define-se

tr: T (V) — TH(V)
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por

tr(T) (wiy . .oyw, Xay oo, X)) = tr(T(wry - ooywp, s Xy ooy Xy ).

Ezistem outras formas de contracoes que podem ser consideradas além da apresentada
acima. E possivel considerar qualquer par de componentes para tomarmos o traco, nao
apenas aquele da defini¢io anterior. Por exemplo, dado T € TY(V), temos a contragdo
trio(T") de T obtidos quando tomamos o trago em termos da primeira e sequnda componentes
de T, isto €, trio(T)(X) = tr(T(-,-, X)), o qual é, em geral, diferente da contragdio tr(T).

Podemos também tomar o tragco maltiplas vezes. Por exemplo, dado T € T3(V), a
contragao trogtriy(T) de T € obtido ao tomarmos o trago de T em relagdo a primeira e
quarta componente de T e em sequida em relacdo a sequnda e terceira.

Quando V' esta munido de um produto interno g, existe um isomorfismo canonico entre

VeV*
p:V - V*

r = aP

onde 2*(y) = g(x,y) para todo y € V. E comum, quando adotamos um produto interno g

1

em V', considerarmos o produto escalar g=" em V* dado, em termos de g e do isomorfismo

1MVerso

gV - v

woo— Wt

de b, por g7 (w,v) = g(w?,v*) para todo w,v € V*. A estrutura de um produto interno g no
espaco V' permite-nos ainda considerar outra forma de variacao das contragoes : contragoes
que sao obtidas por tomarmos o traco em componentes que correspondem a pares de vetores
ou covetores. Por exemplo, se T € T*(V'), o traco try(T) de T com relagdo a g € definido
como

trg(T) = trlgtr24(g71 X T)

1.1.4 Fibrados Tensoriais

Para uma variedade diferencidvel 3, as nocoes acima, consideradas de modo pontual,

nos permitem considerar o fibrado tensorial TFY sobre 3, cujo espago total € definido como

T =) = | e'Trs et Ty

ISP TEX
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e a projecio m: TFY — % € tomada de modo natural. A cada parametriza¢do ¢ de ¥ temos

o referencial local associado
drj, @ - ®@drj, ® 0;; @ --- @ 0y,

As trivializagoes de TFY podem ser definidas ao consideramos as componentes dos

tensores T € UpeyTH(T,X) em termos da base {dzj @ -+ @ dzj, ® 0;, @ -+~ @ 0, }.

Observagao 1.1.2. Note que TIX =TY e TiX = QY(X).

1.1.5 Meétricas de Fibrados

Definicao 1.1.4. Uma métrica em uma fibrado vetorial 7 : E' — ¥ é uma secao do fibrado

E* ® E* tal que, em cada ponto x € ¥, g, é um produto interno na fibra FE,.

Uma métrica g de um fibrado E pode ser usada para definir uma métrica g~ no fibrado

1

dual E* de tal modo que para cada v € E, g, € induzido pelo isomorfismo § : EX — E,.

gt € chamada de métrica inversa de g.
Quando um fibrado E estiver sendo considerado em conjunto com uma métrica g,
convencionaremos que a métrica considerada no fibrado dual E* é inversa ¢g—* de g, a menos

quando dito o contrdrio.

1.1.6 Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Defini¢ao 1.1.5. Uma conexao V em uma fibrado vetorial £ é uma aplicacao V : ['(T'Y) x

['(E) — I'(E), com (X, s) — V xs, o qual satisfaz as seguintes propriedades
L. Vaxitpx.s = iV s+ 2V x,s, para fi, fo € C(X).
2. Vx(s1+82) =Vxsi+ Vxso.
3. Vx(fs) =X(f)s+ fVxs, para f € C®(%).

Definicao 1.1.6. Um fibrado Riemanniano é um fibrado vetorial £ munido de uma métrica

g e uma conexao V compativel com g, ou seja, uma conexao V tal que
Xg<r7 S) - g(VXT, S) + g(?”, VXS)

quaisquer que sejam X € I'(TY) er,s € I'(E).
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Proposigao 1.1.1 (Derivada Covariante). Uma conexao V no fibrado tangente TS de uma
variedade diferencidvel 3 induz uma unica conexdo nos fibrados tensoriais de 3, também

indicada por V e a qual satisfaz as sequintes propriedades:

1. EmT>, V coincide com a conexao dada;

2. Em C=(X) = T%X), € a derivacao usual de 33, i.e.,
Vxf=X(f)

qualquer que seja f € C®(X).
3. 'V satisfaz a regra do produto em relagao ao produto tensorial:

Vx(FRG)=(VxF)@ G+ F® (VxQG)

4. t1(VxF) =V xtr(F) para qualquer tensor F'.
Demonstracao. Ver [1]. O

Proposigao 1.1.2. Para qualquer tensor T € TF(X), k campos de vetores Yi,...,Y; el

1-formas wn, . ..,w;, temos

(VxT)(wl,...,wl,}/i,...,Yk) :XT(wl,...,wl,Yl,...,Yk)

l k
= T(wi, ..., Vxwi,..w, Y1, V) =Y T(wr,..wn Y, VY, %)
j=1

i=1

Demonstrag¢ao. Ver [1]. O

1.1.7 Segunda Derivada Covariante de Campos Tensoriais

A derivada covariante no fibrado T¥Y permite-nos considerar a derivada de sequnda
ordem de um tensor. Observe que dado T € TFY, temos que VT € T(T*S @ TFY),
isto ¢, VT € T'(TFMY). Portanto podemos considerar a derivada VVT = V(VT) €
D(T*Y @ T*Y @ TFY), o qual nos referimos como derivada sequnda de T. Pode-se mostrar
que

VxVyT =Vx(VyT) = Vy T,

para X,Y € [(TY).
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Definigao 1.1.7. Seja (X, g) uma variedade Riemanniana considerada com a conexao
de Levi-Civita. Dado um tensor T' € TF¥, chamamos de trago-laplaciano de T o tensor

V2T € TF(X) definido como

VT =try((X,Y) e TS x TS — VxVyT)

1.1.8 Teoria Espectral de Operadores Diferenciais Fortemente

Elipticos em um Fibrado

Nesta secao estamos interessados em abordar alguns aspectos da teoria espectral de
operadores diferenciais entre espacos de secoes de fibrados sobre um mesmo espaco base.
Para isso faremos uso das sequintes convencaoes.

Um multi-indice em R™ € uma n-upla o = (ay,...,«,) de inteiros nao-negativos. A
ordem de um multi-indice o é o inteiro ndo negativo |o| = aq + ... + .

Seja V' um subconjunto aberto de R™. Dados f = (f1,...,[n) € C®(V;R") e um
multi-indice o, indicamos por 0°f a aplicacio 0°f = (0°fy,...,0%f) € C=(V;R¥), cujas

fungoes componentes sao
o,

oYgy...0%x,

0 fi =
parat=1,...,n.

Mediante as convencgoes anteriores, temos

Definicao 1.1.8. Sejam m; : F; — X e my : Fy — X fibrados vetoriais sobre uma variedade
diferenciavel > de posto k e [, respectivamente. Um operador diferencial linear entre os

fibrados F; e Ey é uma aplicagao linear real P : I'(E;) — I'(Es) tal que

supp(Ps) C supp(s)
para toda secao s € I'(E}).

Teorema 1.1.1. Sejam m : E1 — X e my : Ey — X fibrados vetoriais de postos k e [,
respectivamente, sobre uma variedade diferencidvel X", P : T'(E;) — I'(Es) um operador
diferencial linear e U uma vizinhan¢a parametrizada de Y associada a trivializagoes locais
de By e Ey. Dado um aberto U' de X, compactamente contida em U, existe um inteiro
nao-negativo m, tal que, quando considerada as identificacoes T'(E) ~ C(U;RF) e
['(Ey) ~ C=(U;RY), temos

(PR)= Y aalw)of(2) (1.2

la|<m
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para todo f € I'(Ey), onde para cada multi-indice o com ordem |a] < m, a, € C®(U; Mix,(R))
Demonstracao. Ver [0]. O
(1.2) € chamada de expressao local de P.

Definicao 1.1.9. Seja P : I'(E,) — I'(E;) um operador diferencial linear entre fibrados
E e E5 de uma variedade diferenciavel e topologicamente compacta . Dado um ponto x
de ¥, seja

(Pf)(@) =) aa(2)0"f(x) (1.3)

la<m

uma expressao local de P em uma vizinhanca zy. A ordem de P em xy é definido como
Ord(P),, = max{|a| < m;aq(xy) # 0}.

A ordem de P em X é
Ord(P) = sup{Ord(P),;x € X}.

Observacao 1.1.3. A hipdtese de ¥ ser compacta implica que Ord(P) < oo (ver [0]).

De agora em diante, nesta se¢ao, consideraremos Y. uma variedade Riemanniana fechada
e orientada, E um fibrado Riemanniano de ¥ e P : T'(E) — ['(E) um operador diferencial
linear, a menos de quando dito o contrdrio.

O produto interno L* (-,-) de T'(E) € definido por

(s,r) = /E(n s)dvg

para todas as segoes s, € I'(E), onde (-,-) é a métrica considerada em E.
A cada P :T(E) — I'(E), temos associado um operador diferencial linear P* : T'(E) —
['(E) o qual € definido pela relagao

(Ps,r) = (s, P*r)
para todas as se¢oes s,r € I'(E) (ver [0]). P* é chamado de operador adjunto de P.

Definicao 1.1.10. Um operador diferencial P : I'(F) — I'(E) ¢é dito autoadjunto se
P*=P.
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Definigao 1.1.11. Seja P : I'(E;) — I'(F>) um operador diferencial linear de ordem m
entre fibrados vetoriais F; e Fy de uma variedade diferencial compacta >" de postos k e
[, respectivamente. Dado x € X, seja U uma vizinhanca parametrizada de = associada a
trivializagoes locais de E; e E,. Considerando 773 ~ R", o polinomio caracteristico de P
em x é a aplicacdo que associa a cada w = (wy, . ..,wy,) € TrY a matriz pp(z,w) € My (R)
dada por

pp(r,w) = Z waq (),

|a|=m

onde a, é dado como em (1.2) e w* = Wi - ... - wWin.

Definicao 1.1.12. Um operador diferencial linear P : I'(E) — I'(E) de ordem m é
fortemente eliptico se, para cada ponto zy em X, P admite uma expressao local P :

C>=(U;R¥) — C*°(U;R*) numa vizinhanga U de x¢ tal que
(pp(w,wv,v) > Clw|™|v]?,
para todo z € U, w € R" e v € R*, onde C' ¢ uma constante positiva.

s

Dado P :T(FE) — I'(E), dizemos que uma se¢ao nao identicamente nula s € I'(E) é

uma auto-secao de P associada ao autovalor A € R se
Ps = )s.

Neste caso, o conjunto

I'(E)y={sel'(F); Ps = As}
¢ um subespago vetorial de I'(E), chamado de autoespago de .

Teorema 1.1.2 (Espectral). Sejam P,T : T'(E) — I'(E) operadores diferenciais lineares
autoadjuntos, com P positivo semidefinido e fortemente eliptico. Se a Ord(T) < Ord(P),

entao

a) P+T € fortemente eliptico e seu espectro (o conjunto de autovalores ndo considerados

com suas multiplicidades) € constituido de uma sequéncia Ay < Ao < ... — +00.
b) dim I'(E),, < oo para todo i < 1.

c) I'(E) = @i>1I'(E),,, soma direta ortogonal.
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d) Se N(E) € o maior subespago de I'(E) no qual P +T € negativo definido em relagdo
(+,+), entao
N(E) = &x<0l'(E)y,-
Em particular dim N(F) < oo.

Demonstracao. Ver [0]. O

Proposicao 1.1.3. O traco-laplaciano V? : T'(E) — ['(E) ¢ um operador diferencial linear
de sequnda ordem, autoadjunto, negativo semidefinido em relacdo ao produto L? e fortemente

eliptico.

Demonstragao. Ver [0]. O

1.2 Operador de Hodge-Laplace e Formas Harmonicas

Em uma variedade Riemanniana X, o operador de Hodge-Laplace A, : QP (X) — QP(X)

€ o operador diferencial de sequnda ordem dado por
A, =dd" + d*d,

onde d é a derivada exterior e d* é sua adjunta formal com relacio ao produto interno L?.
A formula de Bocnher-Weitzenbock determina a relagao existente entre o operador de

Hodge-Laplace A, e o trago-laplaciano V? de QP(X):

Teorema 1.2.1 (Bocnher-Weitzenbéck). Se A, e V? sdo os operadores de Hodge-Laplace

e o trago-laplaciano de QP (X)), respectivamente, entdo temos que
A,=-V>+S (1.4)

onde S € operador diferencial linear em QP(X) dado, numa vizinhan¢a de um ponto x de 3,

por
(Sw)(X1, ..., Xp) = Y (1 (R(Xj en)w)(en Xu, ..., Xj, .., X,),
ij=1
onde {eq,...,e,} um referencial ortonormal qualquer definido na referida vizinhan¢a de x,

enquanto R : T(TX) x T'(TX) x QP (X) — QP(X) € o operador de curvatura de QP(X), o qual
¢ dado por
R(X, Y)w = Vvaw — VyVXw — V[X,y]w

quaisquer que sejam X, Y € I'(TX) e w € QF(X).
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Demonstragao. Ver [0]. O

No caso particular em que consideramos Ay, a identidade (1.4) € dada por
Ajw = —V2w + Ricg (v, ), (1.5)

para toda 1-forma w € Q'(X).

Uma consequéncia direta da formula de Bocnher-Weitzenbock € que o operador de Hodge-
Laplace A, € fortemente eliptico, autoadjunto e positivo semidefinido em relagao ao produto
L? (ver [0], Coroldrio 7.60) e portanto, seus autovalores, contados com suas multiplicidades,

formam uma sequéncia mondtona nao-decrescente de numeros reais nao-neqativos:
0 < A(4A,) < X)) <+ — F00.

Uma forma w € QP(X) é chamada de harmoénica se Apw = 0. As p-formas harmonicas
de uma variedade Riemanniana X estao associadas a alguns de seus invariantes topologicos.

O Teorema de Hodge-de Rham estabelece esta relagao:

Teorema 1.2.2 (Hodge-de Rham). Se ¥ € uma variedade Riemanniana fechada e orientada,
entao, para todo p > 0, cada classe de cohomologia de de Rham HP(X) contém exatamente

uma p-forma harmonica.
Demonstragao. Ver [0]. O

Em particular,o espago das p-formas harménicas € isomorfo a HP(X). Sendo o p-ésimo
numero de Betti b,(X) igual ao nimero de classes de cohomologia de HP(X), temos, como

consequéncia dos Teorema de Hodge-de Rham, que \;(A,) =0, parai=1,...,b,(X).

1.3 Problemas de Bordo para o Operador de Hodge-
Laplace

Dada uma variedade Riemanniana compacta e orientada X", as generaliza¢oes das

formulas de Green para p-formas diferenciais w € QP(X) sao dadas por

/E<Aw,v>dvg = /Z<dw, dv) + (d*w, d"v)dv, + /ém((d*w) An,v) + (dw,v An)da, (1.6)
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/E<Aw, v)dv, = /E<dw, dv) + (d*w, d"v)dv, — /82(<d*w, Lyv) + (tydw, v))da, (1.7)

onde w A v € o produto exterior em QF(X), Ly € o produto interior pelo campo de vetores
conormal n de X e , se x € operador estrela de Hodge, (w,v) = *(w A *v) (Ver [2]]).
Estas formulas permite-nos considerar condigoes de bordo que generalizam as condicoes
de Dirichlet e Neumann de funcgées (0-formas) para p-formas. Estas condi¢oes sao dadas,
respectivamente, por:

wAn=0 e d*wAn=0 em IS (1.8)

tyw =0 € tydw =0 em 0¥ (1.9)

A primeira condicao € conhecida como condi¢do relativa de bordo e a sequnda como condi¢ao
absoluta de bordo. Se w € QY(X) satisfaz a condi¢do relativa de bordo, entdo w* € paralelo a
n em 0%, enquanto que se w satisfaz a condicio absoluta de bordo, temos que w* € tangente
a 0% em pontos correspondentes.

A cada uma dessas condicoes, temos associado um problema de autovalor do operador
de Hodge-Laplace A, :

Um nimero real X\ € autovalor de A, com respeito ao problema relativo de bordo se

existe uma p-forma nao-nula w € QP(X) tal que

Apw = Aw
wAn=0 (1.10)
d*wAn=20

O espectro de (1.10) € formado por uma sequéncia mondtona nao-decrescente de nimeros
nao-neqativos

A(A,) < A(A,) < ... — +oo.

Analogamente, \ € autovalor de A, com respeito a condigao absoluta de bordo se

Apw = Aw
tpw =0 (1.11)
tydw =0
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para alguma p-forma nao-nula w € QP(X). O espectro de (1.11) € formado por uma sequéncia

mondotona nao-decrescente de numeros nao-negativos
AHA,) <A (A, < ... — 0.

O espago
fo ={w e QP (¥)| Apw =0, w satisfaz a (1.8)}

¢ isomorfo ao p-ésimo grupo relativo de cohomologia HP(X,0%) de ¥, enquanto o espago
J-Cﬁ ={w e QP(¥)| Apw =0, w satisfaz a (1.9)}

¢ isomorfo ao p-ésimo grupo de cohomologia HP(X) de 3.
Além disso, o operador estrela de Hodge * induz um isomorfismo * : 5{5(2,82) —
A
3, (3).

Para maiores detalhes sobre a teoria, ver [2/]].

1.4 Tensores de Curvatura

Seja (X", g) uma variedade Riemanniana. Existe uma dnica conexdo V : I'(TM) x
L(TM) — IT(TM), conhecida como conexdo de Levi-Civita ou Riemanniana, a qual satisfaz

as sequintes propriedades

1. (Compatibilidade com g): O (g) -tensor V xg € identicamente nulo;

2. (Simetria): VxY — VyX = [X,Y], para todo X,Y € I'(TM), onde [-,-] indica o
Cochete de Lie ;

As nogoes de curvatura em ¥ sao definidas em termos dessa conerdao como seque:

Definigao 1.4.1 (Tensor Curvatura). O tensor curvatura (Riemanniana) de X
R:T(TM)xI(TM)xI(TM) — IT'(T'M)
(X, Y, W) = R(X,Y)W

é definido por
RX, Y)W =V xVyW = VyVxW =V xyW.
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Associado ao tensor de curvatura R, temos o (g)-tensor R : N(TS) @ T(TE) @ [(TE) ®
[(TY) — C*(X) dado por R(X, T,W,Y) = g(R(X,T)W,Y).
A curvatura seccional e o tensor de Ricci de X sao definidos em termos de R como

seque:

Definigao 1.4.2 (Curvatura seccional). Seja o um plano de T,% gerado pelos vetores
v,w € T,X. A curvatura seccional de X em z, segundo o, é definido por

R(v, w,v,w)

K = .
(©:9) = PP = g(o, w)?

Definicdo 1.4.3 (Tensor de Ricci). O tensor de Ricci de © ¢ (2)-tensor Ric : I'(TM) x
['(TM) — C*(X) é definido como

Ric(X,Y) = trag, (R)(X,Y),
onde tray (R) é trago de R, tomado em respeito a sua segunda e terceira componentes.

Se {e1,...,e,} € um referencial ortonormal local de 33, podemos expressar o tensor de

Ricci localmente como
n

Ric(X,Y) =) (R(X,e))Y, e:).
i=1
Variedades Riemannianas com curvatura seccional constante, isto é, aquelas em que

K(x,0) independe do ponto x e do plano o, sdo consideradas as variedades com estruturas
geométricas mais simples. Em particular temos a sequinte caracterizagao para o tensor de

curvatura destas variedades.

Lema 1.4.1. Seja X uma variedade Riemanniana com métrica g = (-,-). 3 tem curvatura

seccional constante iqual a K € R se, e somente se, seu tensor de curvatura R € dado por
para todo X, Y, W € I'(T%).

Demonstragao. Ver [12]. O

1.5 Geometria das Subvariedades

Uma imersao ¢ : ¥" — M"* de uma variedade diferencidvel ¥ em uma variedade
Riemanniana (M, (-,-)), define em ¥ uma métrica Riemannianna, a qual também indicare-

mos por {-,-), quando identificamos 3 com sua imagem o(X) C M e os vetores tangentes
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v € TY com dp,(v) € TyyM de modo que

(v, W)e = (dpa(v), (dps(W)) g (@),

para todo x € .

As identificacoes acima permite-nos considerar as decomposicoes
.M =T,% o T2

para todo x € X. E possivel verificar que, se V e ¥V indicam as conexdes de Levi-Civita de

Y. e M, respectivamente, entao

VxY =(VxY)'

para todo X,Y € T'(TX), onde (VxY)T é a componente tangencial de V xY em X. O

termo (V xY)L define o tensor (vetorial) bilinear simétrico

B:T(TY) xT(TY) — I(TTh)
(X,Y) = (VxY)*t

conhecido como sequnda forma fundamental (vetorial) de ¥ em M. Desde que B € simétrico,
a cada Z € T(TX1), temos associado uma aplicacdo linear autoadjunta, com respeito a
métrica Riemanniana, Ay : T'(TY) — ['(TY) dada por AzX = —(VxZ)" e a qual satisfaz
a relacao

<B(X7 Y)7Z> = <AZX7Y>

para todo X,Y € I'(TX). Ay € conhecido como operador forma de 3 em M na diregdo de
Z.

O vetor curvatura média (nao-normalizado) de H € T(TY1) de ¥ em M €
H = try(B),

ou seja, se x € um ponto de 3, entao

n

H(z) = Z B(e;, ei)(x)

i=1
onde {e;, ...,e,} € um referencial ortonormal arbitrdrio de ¥ em wma vizinhan¢a de x.
Associada a X, ou mais precisamente, a imersao @, temos um conjunto de equagoes
conhecidas como equacdao fundamentais. Dessas faremos um uso particular das equacoes de
Gauss e Codazzi. Essas equacies expressao as componentes do tensor de curvatura R de M

em termos do tensor de curvatura R de ¥ e da sequnda forma fundamental de .
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Teorema 1.5.1. Se ¥ ¢ uma subvariedade da variedade Riemanniana M e X, Y, W €&

['(TY), entdo:
1. (Gauss) R(X, Y)W = (R(X,Y)W)" + Apixw)Y — Apv X.

2. (Codazzi) (R(X,Y )W)t = (VyB)(Y,W) — (VyB)(X, W), onde (VyB)(Y,W) =
VxB(Y,W)—-B(VxY,W)—B(Y,VxW).

Demonstragao. Ver [0]. O

Corolario 1.5.1 (Gauss). Se ¥ é uma subvariedade da variedade Riemanniana M e

X, Y, W, T € I'(TY), entao
(RW. X)Y.T) = (R(W, X)Y,T) + (B(W,Y), B(X,T)) — (B(W,T), B(X,Y))
Demonstracao. Ver [0]. O
Corolario 1.5.2. Se M tem curvatura seccional constante, entdao
(VxB)(Y,W) = (VyB)(X, W),

para todo X, Y, W € T'(TX).

Demonstragao. Ver [12]. O

1.6 Estabilidade de Subvariedades Minimas

Uma subvariedade fechada 3" de uma variedade Riemanniana M™ é dita minima se
€ ponto critico do funcional drea associado a toda variagao de ¥ em M. Ou seja, para

qualquer aplicagdo suave ¢ : (—e,€) X ¥ — M com as propriedades
1. Para cada t € (—¢,€), a aplicacio ¢y := ¢|yxx € uma imersao de ¥ em M;
2. ¢g € aplicagao inclusao de ¥ em M ;

temos que a Primeira Variagao de Volume

d

Vol(%,) = / (H, Z)dv, =0,
i, g

onde ¥y := ¢(X), Vol(X;) € o volume de ¥y, Z = e H ¢é o vetor curvatura média de

%
ot 1t=0

Y (ver [22]). E possivel verificar que ¥ € minima se, e somente se, H € identicamente nulo.
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Em particular, se > é minima, para qualquer Z € T(TY1), fazendo ¢(t, x) = exp,(tZ(x))
para t € (—e¢,€), onde exp € a aplicagdo exponencial de M, temos

2

P1 vy = (v 7 8+ B2y

com R(Z) =" (R(Z,e)e;)" e B(Z) = > ij=18Z, Blei,ej))Blei, e5), onde {er,...,en} €
um referencial ortonormal local de X (ver [27]).

O lado direito da formula acima define uma forma quadrdtica em U'(TXh), que passare-

mos a indicar por (). Assim,
Q2) =~ [ (V24 R(2)+ B(2).2)dv,
b

para todo Z € T(TY1). Q € conhecida na literatura como a forma do Indice. Jd o operador

linear associado a @,

LZ = -V*7Z - R(Z) - B(2),

¢ chamado de operador de estabilidade. L € um operador diferencial fortemente eliptico em
variedades compactas, cujo espectro € formado por uma sequéncia monotona nao-decrescente
thimitada:

ML) € Ao(L) < -+ — +o0.

O Indice(X) pode ser definido como o nimero de autovalores negativos de L. ¥ é dita
estdvel se Indice(X) = 0 e instdvel quando Indice(¥X) > 0.

O Indice(X) mede o quanto 3 deiza de ser um minimo local do funcional drea.

1.7 Estabilidade de Subvariedade Minimas com fron-
teira Livre

Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta e isometricamente imersa em R™. Uma
subvariedade compacta X" de M™ com 0¥ C OM € dita minima com fronteira livre se é
ponto critico do funcional drea de variagoes que deixam o bordo 0% de 3 sobre o bordo OM

de M. Isto é, se ¢ : (—e,e) x X — M € uma aplicagdo suave que satisfaz as propriedades:
1. Para cada t € (—¢€,¢), a aplicagio ¢y == ¢|13xx € uma imersdao de ¥

2. ¢g € aplicacao de inclusao de >3 em M.
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3. O campo de variacao Z = %’t:o de ¢ € tangente a OM
entao temos que

dt

Vol(%;) = — /E<H, Z)dv, + /82<Z, n)da, =0,

t=0
onde Xy := ¢(2), H € vetor curvatura média de ¥ em M e n é campo de vetores cornomal
ao bordo 0. Em particular, se X é minima com fronteira livre, entdo H € identicamente
nulo e n coincide com o campo de vetores conormal de OM .

Uma campo Z € T'(TX1) serd dito admissivel se é o campo de uma variagdo ¢ satisfa-
zendo as propriedades 1-3.

A formula para a sequnda variac¢ao do funcional drea

d2

d?|,_

Vol (%) = /Z|D Z* — B(Z),Z>dvg+/ (DzZ,v)day,,

[)))

onde D é conexao de Levi-Civita de M = R™ (aqui tratamos apenas o caso do ambiente

ser o espago Euclidiano), defina sobre o espago dos campos admissiveis a forma quadrdtica

/Z|D Z|>—(B(Z ),Z>dvg+/82(DZZ,1/)dag.

Associado a essa forma, temos o operador de estabilidade
7 =-V*7Z - B(2).

Um numero real X € dito um autovalor de L, se existe um campo vetores admissivel

nao-nulo Z € T(TX4Y) tal que

LZ =)\Z
(D,Z — Dyv)Tom =0

onde (-)"oM indica a projecio normal de um campo sobre OM. O espectro de L €é formando

por uma sequéncia monaotona nao-decrescente
ML) < X(L) <o v — +00.

O Indice(X) € definido como o nimero de autovalores negativos de L, contados com suas
multiplicidades. ¥ é dita estdvel se Indice(X) = 0 e instdvel, caso contrdrio. O Indice(X)

mede o quanto X deiza de ser um minimo local do funcional drea.
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1.8 Secoes Teste

Ao logo do texto iremos considerar uma familia de se¢des normais a subvariedade minima
considerada X" com a finalidade de determinar os principais resultados dessa monografia.
Uma técnica usual na estimativa do Indice de uma subvariedade minima esta baseada

no lema abaizo e consiste em determinar secoes normais com uma certa propriedade.

Lema 1.8.1 (Principio do min-méx). Seja M uma variedade Riemanniana. Se 3 € uma
subvariedade minima de M, entdo o k-ésimo autovalor \y(L) do operador de estabilidade L

de ¥ ¢ dado por
Q(Z)
Me(L) = _—
(L) gg’éo f2|Z|2dUg

onde o infimo € tomado sobre as segoes nao-nulas Z € T(TELL) ortogonais ao espago Ly

que gerado pelos (k — 1) primeiros autoespagos de L.
Demonstragao. Ver [10]. O

Uma consequéncia imediata do Principio do min-mdx é que

QR(Z)
M) < 7R,

qualquer que seja a se¢io Z € Li- \{0}. Quando o objetivo é estimar o autovalor \y(L),
os campos Z € Li- \{0} sdo chamados de secies testes para \y(L).

A técnica mencionada consiste em determinarmos secoes testes apropriadas do autovalor
considerado.

Nesse trabalho iremos considerar segoes testes que fazem parte da familia de se¢oes

definida abaizo.

Definicao 1.8.1. Seja X" uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M™ mergu-
lhada no espaco euclidiano R%. Dado campos de vetores paralelos V e W de R? e um campo
tangente X de X, indicaremos por Zx ou Zx(V, W) o campo de vetores normal a ¥ dado
por

Zx = Zx(V,W) = (W, X)V+ —(V, X)W+,

onde V+ e W+ indicam as componentes normais a 3 das projecoes de V e W sobre M.
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2 Subvariedades Minimas da Esfera

Antes de comecarmos, gostariamos de estabelecer as notacoes e convengoes que serao
adotadas ao longo do capitulo.

Seja S"TPTY g esfera unitdria do espago euclidiano R™P+2. Considerando S"*P*1 como
uma subvariedade isometricamente merqulhada em R™ P2 o campo de vetores normal
unitdrio n adotado em S"TPTL € aquele cuja a sequnda forma fundamental é o operador
identidade, ou seja, —Dxn = X para todo X € T(TS"™T), onde D é a conexdio de
Levi-Civita de R*"P+2,

Ao logo do capitulo X" € uma subvariedade n-dimensional minima fechada e orientada

de Sn+p+1 .

2.3 Conceitos e Resultados Preliminares

Lema 2.3.1. Seja V um campo de vetores paralelo de R"™PT2. Se VT ¢ a componente
tangente e V*+ € a componente normal em S*TPH da projecao de V sobre STP em 3,

entao temos que
(a) VxV+ = —B(X,VT), para todo X € T(TX)
(b) VxVT ={(V.))X + Ay X, para todo X € T(TY)
(c) V{Vim) =-VT
(d) A(V,n) =n{V,n)
(e) V2Vt =_BV)
(f) R(V*Y) =nV+

Demonstracao.
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a) - b) Da decomposigao V = (V,n)n + V+ + VT temos que

0=DxV =—(V,X)n—(V,))X + DxV*+ DxV"

=V, X)n— (V)X + (DxV- myn +(DxV  mn+VxV++VxV'’

Assim ao considerarmos as componentes tangente e normal & Y em S"*P*! da tltima

igualdade acima, obtemos que

ViV =(VaxV)T = (VinX — (VxVh) T = (Vin)X + Ape X

ViVt =—-(VxV)t=-BX,VT),

respectivamente, provando assim as partes (a) e (b).
Na demonstracao dos demais itens, {ey,...,e,} é um referencial geodésico ortonormal em

ponto arbitrario z de Y. Os cédlculos apresentados abaixo sao efetuados em .

¢) Uma vez que V(V,n) =3 ", e;(V.n)e;, temos que

n

V(Vin) =D ((De,Vin) + (V, De,n))e

=1

n

= - Z<V7 e;)e; = -V

i=1
o que conclui a parte (c).
d) Como A(V,n) = —=>"" (V. V(V.n),e;), segue das partes (c) e (b) que

n

AV =Y (Ve VT e)

=1

=n(V,n) + Z<V, Blei, €;))

= n<va77> + <V>H>a

onde H é o vetor curvatura média de ¥ em S"™P*!. Como ¥ é minima, temos que

A<V7 77) = n<‘/7 77>'

e) Desde que V?V+ =" VéVéVL, temos da parte (a) que

VIV ==Y VBV )
=1
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e portanto

n

V- S TERVT ) = Y BV ) = S BV Ve
) ( )

i=1
= (VaB)(V'
i=1

onde (VéB) ¢ a derivada covariante de B na direcao de e;. Aplicando a equacao de Codazzi

B(V V', e),

i=1

e a parte (b) deste lema no primeiro e segundo termo do lado direito da tltima equacao

acima, respectivamente, obtemos que

n n

V2VJ‘ = — Z(VtTB)(euez) - <V7 7]> Z 62762 ZB AVJ‘e“el
i=1 =1

= —Z(V‘L/TB)(%&') —(V,n) Z (€i,€:) + Z (V*+, Blei, e;))B(es, €5)

= —tr(Vyr B) — (V,n)tr(B) — B(V*)
= =V (tr(B)) = (V,n)tr(B) — B(V")
= Vi H— (V,g)H — B(V"Y),

o que implica que
ViVt = —B(VY).
f) Aplicando a equacio de Gauss ao mergulho canonico de S"™! em R" P2 obtemos que

o tensor de curvatura R de S**P*! é dado por
RX,Y)Z = (Y, 2)X — (X, 2)Y

quaisquer que sejam os campos de vetores tangentes X,Y e Z de S"™P*1. Assim temos que

R(V*Y) =) (R(V*, e)e)t =nV

i=1

Concluimos assim a prova do lema. n

A relacao biunivoca existente entre os campos tangentes e as 1-formas diferenciais de
uma variedade Riemanniana ¥ permite-nos considerar conceitos em I'(TY) que a principio
estao definidos em QY (X). Um exemplo particularmente importante, para o que seque, € o

que chamaremos aqui de Laplaciano de Hodge para campos, o qual € definido abaixo.

Definigao 2.3.1. Dado uma campo X € ['(TY), se w € Q}(X) é a formal dual a X, entdo
o Laplaciano de Hodge AX de X é dado por
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AX = (Aw).
X serd dito um campo harmonico se AX = 0.

Usando a notacdo da definicio anterior, podemos observar que como V*X € o campo

dual a 1-forma V3w, entdo vale a sequinte versao da férmula de Bocnher-Weitzenbdck:
(AX,) = —(V2X,-) + Ric(X,-) (2.12)
qualquer que seja o campo X € I'(TX) considerado.

Lema 2.3.2. Seja X um campo de vetores tangente de ¥ e V. um campo de vetores paralelo

de R™P*2_ Entdo sao vdlidas as sequintes identidades

(a) .
VX = -AX + (n— DX = ) Ape,xei

i=1
(b)
AVT =npVT
(¢) i
VIV =V =Y Apevme
=1

onde {ey,...,e,} € um referencial ortonormal qualquer de X.

Demonstracao.

a) De (2.12), sabemos que
(AX)Y) = —(V2X,Y) + Ricg(X,Y)
para todo Y € T'(TY). Como pela equagao de Gauss
(R(X,ei)e;, Y) = (X,Y) = (X,e))(Y,e;) + (B(X,Y), Bles, e;)) — (B(X, ), B(Y, €&)).

temos que
Rics(X,Y) =Y ((X,Y) = (X, e)(Y, &) + (B(X,Y), Blei,e,)) — (B(X, e), B(Y, :)))

i=1
n

=n(X,Y) = (X,Y) + (B(X,Y), H) = > (Apxe)e:,Y)

=1

={((n—1X =) Ape.xeY)

=1
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0 que por sua vez implica que
VX = —AX + (n— D)X = > A, xei.
i=1
b) Seja w a 1-forma de ¥ a qual V' é dual. Como operador de Hodge-Laplace A e a
diferencial exterior d comutam entre si, isto é, Ao d = d o A, temos das partes (c) e (d) do

Lema 2.3.1 que
(AVTY) = Aw(Y) = AV, n)(Y) = —d(AV,n)(Y) = n(V',Y),

para todo Y € T(TY). Logo AV =nVT.

¢) Como sabemos de (a),
VWV =-AVT + (n—-1)V" — i Ape.vryei
i=1
e assim decorre de (b) que
ViV =—vT - Zn: Ap(e; vT)€i-
i=1
[

Lema 2.3.3. Seja V um campo de vetores paralelo de R"™P*2 ¢ X wm campo vetores

tangente de Y. Dado x € X, temos

(a) AV, X)(z) = —(n=2)(V, X)+(V,AX)—2div(X)(V,n)+2 3" (B(e;, V'), B(ei, X)) —
2 Z:'Lzl (Ayre;, Ve, X)

(b) VAV, X)(z) = (V.m)X + Ay X + 507 (V. Ve, X)e

onde {ey,...,e,} € uma referencial geodésico arbitrdrio de ¥ em x.

Demonstracao.

a) Desde que

AV, X) = eei(V, X) = (VVT X)+ (VX V) +2)> (V. V', V. X),
i=1 =1
temos dos lemas 2.3.1 e 2.3.2 que

n n

~AV, X)) = —(V,X) — Z<AB(ei7VT)ei, X) = (AX, V) + (n—1)(X,V) — Z(Ag(ei,x)ei, V)

+2Vom) Y (e Ve, X) +2) (Ayre;, Ve, X)

i=1 i=1
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e portanto

—A(V, X)(z) = (n —2)(V, X) — (V,AX) + 2div(X)(V, ) —22 (e;, V), B(e;, X))

+2) (Ayre;, Ve X).
=1

b) Como

n n

VV,X) =) eV, X)ei =Y (Ve VT, X)e;+ Y (V, V. X)e;
i=1 i=1 i=1
decorre do Lema 2.3.1 que

n

V{(V, Z ei, X ei—l—znxei,AVLX)ei—i—i(V, Ve, X)e;

=1 =1 =1
ou seja,
V(V,X) = (V)X + Ay X + Y (V,V X)e;

=1

O

Lema 2.3.4. Sejam V e W campos de vetores paralelos de R"P*2 ¢ X um campo de

vetores tangente de Y. Se Zx € como na Definicao 1.8.1, entao
LZX = —2(7’L — 1)ZX + ZAX + 2N
onde

N = —div(X)((W,mV=—(V, n)WL)JrZ((B(emWT),B(%X)WL—(B(%VT),B(%X»WL)

+ i((AVLeZ-, Ve, X)W (Awie, Ve, X)VHH(B(VW, X)),V =B(V(V,X), WT)).

Demonstracio. Como LZx = L((W, X)V+)—L((V, X)W+), para calcular LZx é suficiente
calcularmos L((W, X)V+) e L((V, X)W+). Assim, para provarmos o lema, iremos calcular
inicialmente L((W, X)V+).
Por meio de calculo direto é possivel verificarmos que
VAW, X)VH) = =AW, X))V 42V gy V' + (W, X)VVE
e assim os lemas 2.3.1 e 2.3.3 implicam que
VAW, X)V5) = =AW, X)V+ = 2B(V (W, X), V) = (W, X) B(V)
= (n = 2)(W, X))Vt — (W, AX)V* 4 2div(X ) (W, n)V*

—22 (e, W), Bles, X)VE 42 (Awre;, Vo, X))V

=1

—2B(V(W, X),V+) — (W, X)B(VY)
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Como R(V1) =nV+ temos da identidade acima que

LW, X)V*) = =V2(W. X)V) — (W, X)R(V*) — (W, X) B(V*)
= 2(n— )W, X)V+ + (W, AX)V*+ — 2div(X (W, n)V+

+2Z (e W), Bleg, X))V =2 (Ayre;, Vo, X))V

+2B(V(W,X), V")
Por sua vez, argumentos andlogos aos empregados no calculo de L({W, X)V+) implicam
que
—L(V, X)WH) =2(n — 1)(V, X)W — (V, AX)W* + 2div(X )(V, ) W+
—2 Z (e, V1), Blew, X)W +2> (Ayre;, Ve, X)W

i=1

—2B(V(V,X), W)

e assim obtemos que

LZX = —2(n — l)ZX + ZAX + 2N,

o que conclui a prova do lema. O

O sequinte lema serd utilizado nao apenas nesse capitulo, como em todos os demais,
sendo um argumento recorrente na prova dos principais resultados. Por essa razao adotamos

uma notacao mais geral do que a usada até aqui.

Lema 2.3.5. Dado vetores X,Y de R%, temos que

/S Xt vy = Y0 iy )

Demonstragdo. Seja V o campo de vetores tangente da bola fechada e unitaria B¢ de R?
tal que a cada ponto z € B? associa o vetor V(z) = (z, X)Y. Considerando S~ como o

bordo OB, temos do Teorema da Divergéncia para variedades compactas que

/Sd1<377X><33,Y>d96 = /S“(:z:, Vde = /BS‘”(VWW-

Assim, como
d d

div(V) = Z<DEZ~V, E;) = Z<X, E)NY, Ei) = (X,Y),

i=1 i=1

onde {F4, ..., E;} é um referencial ortonormal de B?, e

Vol(S*1) = d - Vol(B?),
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temos que
1 Sdfl
/ (2, X, Ve = 22T v vy,
Sd—1 d

O

A sequinte convengao também serd frequente nesse texto e por esse motivo a apresentamos

com uma notacao mais geral.

Definicao 2.3.2. Seja U o conjunto de todos os campos de vetores paralelos unitarios de
R?. Identificando os elementos de U de modo natural com os pontos de S*~!, podemos
considerar em U a medida u = d - Vol(S*!)~!dvga—1. No que segue, u serd a medida

considerada em U.

Observem que a identidade

/U (V. X) (V. V)dp(V) = (X,Y)

vdlida para todos os vetores X eY de R" P2 ¢ uma consequéncia imediata do lema e da
definicao acima.
Com esse lema, encerramos a primeira parte do capitulo. Na prérima secdo iremos

enunciar e demostrar os principais resultados do capitulo.

2.4 Resultados Principais

Teorema A. Seja X" uma subvariedade minima fechada de S*P*, com p > 0. Se a

curvatura de Ricci de X2 € limitada inferior pela contante C', entdo temos que

ML) < Ao (A1) — 2 (” - 1) 9 (L> C

p+1 p+1

onde m(a) = (") (@ — 1) + 1.

Demonstragdo. Seja {Ni, Ny, ...} uma base ortonormal, referente ao produto L?, do espago
das sec¢oes normais I['(T'S1) formada por autovetores de L, de modo que N; estd associado
a N(L).

Dado um inteiro @ > 1, mostraremos que existe um inteiro positivo m tal que o espaco £,,
gerado pelos m primeiros autosespacos do operador de Hodge-Laplace A; de ¥ possui um

campo de vetores nao-nulo X tal que

/E (Zx(V.W), V) = / (Zx(VW), Ny = - = / (Zx(V,W), Nat) =0, (2.13)
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para todo par de campos de vetores paralelos V e W.
Como Zx é uma aplicagao bilinear anti-simétrica em relagao a V e W e o espago
dos campos de vetores paralelos de R"™*2 tem dimensao (n + p + 2), o problema de

determinarmos X é equivalente a encontrarmos uma solu¢ao nao trivial para um sistema

n+-p+2

5 )(a — 1) equagdes e m incognitas. Logo podemos afirmar que um

homogéneo com (

campo X, como o descrito acima, exite no espago £,,, com

n+p+2

m:m(a):( ) )(a—l)—i—l.
Fixado um tal campo X, o Principio do min-méax 1.8.1 implica que
6lL) [125 VP < [ @zevw), zsvw)
=20 =1) [1ZVWP+ [(Zax 25 VW) 1)
2 /E(N, Zx(V, W),

para todo par de vetores paralelos V e W de R*P+2,

Para conclusao da demonstracao, faremos uso de um argumento de integracao que
envolve o Lema 2.3.5 e expressoes pontuais dos integrandos presentes na desigualdade acima,
0s quais passaremos a calcular agora.

Dado x € X, sejam {eq,...,e,} um referencial ortonormal geodésico de 3 em z e
{n1, ..., Mpy1} referencial ortonormal local de T'(TX+) definidos em uma mesma vizinhanga

de x. Em termos desses referenciais, temos que

p+1 p+1 p+1
|Zx” = (W, X)* Y (Vi) =2 (W, X)W, ) (Vo) (V, X) + YV, X)H(W, 1),
(Zax, Zx) = (W, X)W, AX) Y (V) = > (W, AX ) (W, 0) (V, X )V, i)
= AV AXNV, 1) (W, XYW, 13} + (V, XYV, AX) Y (W10,

n

(W) VE = (Vi)W Zx) = (W, X) (W) Y (Viey)® = (W) (WH VANV, X)

— (Vi) (VE W (W, X) 4+ (V, X)(Vom) Y (Woey)?,

Jj=1
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<<B(WT> ei)? B<X7 ei)>vl_<B<VT7 ei)a B(Xa ei)>Wl? ZX) = _<B(WT7 ei)> B(X> ei)><WJ_7 VL><Va X)

_<B(VT’61'>7B(X7 ei)><vj_> WL><VVa X> + ZZ<VV7 X><VV7 €j><B<ej>€i)a B(X? 6j)<V, €k>2

j=1 k=1

DD AV XV, e5)(Blej, e0), BX, ) (W, )’

p+1
<<AVi€i’ vei‘XH/VL - <AWlei7 VEiX>VL7 ZX> - Z<A\/l€i7 ver><V[/v X> <W> 77m><77m7 V)
m=1
p+1 p+1
= Vi) (A e, Ve XV, X)W = (W, ) (Ay €0, Vo X) (W, X) [V
m=1 m=1

n

+ ) (Aweer, Ve XV, X)W, 1) (1, V)

m=1

(B(V(W,X), V') = B(V(V.X), W"), Zx) = Z(W m (W, X)(V, e;)(B(X, ¢;), V)

n p+l n n

) > (W XN Vee) (W) (B(Ay, X, ), V) + ' (W, Vo, X)W, X)(V, ex)(Blej, ex), V)

j=1 m=1 J=1 k=1

n p+l

- Z<W, m{V, X)(V,e;)(B(X, ¢;), W) — Z D AVIX) (Vi) (W nm)(B(Ay, X), ¢5), W)

n

=D AWV XNV XNV, e (Bleg, ex), W) = > (Vi) (W, X)W, e;)(B(X, ¢;), V)

j=1 k=1 j=1

n p+l

=N W X)W, e) (V) (B(Ay,, X)), ZZ (V,V e, X)(W, X ) (W, e:)(Blej, e;), V)

j=1 m=1 7j=1 =1
n p+l

+Z<‘/777><V7X><VV761>< (X, €5, +ZZVX (W, e (Vo nm) (B(4,,, X, ), W)

j=1 j=1 m=1

+ D (V, Ve, XUV, X) (W, e5)(Blej, e5), W)

j=1 i=1
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Seja U como na Definigao 2.3.2 com d = (n + p + 2). Considerando em U x U a medida
produto, ao aplicarmos o Teorema de Fubini e o Lema 2.3.5 ao conjuntos das expressoes

pontuais obtemos as seguintes equacoes:

/ | ZxP)dp(V)dp(W) = 2(p + 1) XA (x),
UxU
/U (Zax. Z)@A(V)(V) = 2p+ DX AX) 0)

/U )W)V = VoW Ze) (V)W) =

/U U<<B(WT’ 61-), B(Xv ei)>‘/L - <B(VT’ 673)? B(Xa €i>>Wl7 Zx>($)du(V)dﬂ(W) =

2(p+ DIB(X, &))" (),

/ (A e Vo XYW — (Ayen Vo XIVE, 230 (@) dp(V)du(W) = 0,
UxU

e
p+1
/UxU<B(V<V,X>7WT)—B(V(WX%VT) x)(@)dp(V) =—22|AnmX|
Por outro lado
n n  p+l p+l n p+1
Y IBX,e)P=> Y (B(X.e),m)=>_ > (A, X e)*=> |4, X|”
i=1 i=1 m=1 m=1 i=1 m=1

Z |B(X,e)]* = (n — 1)|X]* = Ricg (X, X),

onde a segunda equacao decorre da equacao de Gauss e minimalidade de ¥. Combinando

as trés ultimas equacoes obtemos ainda que
/ (B(V(V,X), W =B(V{W, X), V"), Zx)(x)du(V)du(W) = —2(n—1)| X |*+2Ricg (X, X).
UxU

Assim, ao integrarmos a desigualdade (4.37) com respeito a (V, W) € U x U, o Teorema

de Fubini e as equacoes anteriores implicam que
2(p+ 1A /|X| dv, < —4(n—1) /|X| dvg—l—Q(p—l—l)/(X AX)dv, — 4p/Rlcg(X X)dv,
< —4(n — 1)/ | X|*dv, + 2(p + 1))\m(a)(A1)/ | X dv,
) )

—4p/Rng(X,X)dvg
=
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e consequentemente que

AJQgAMwAQ—QC%J)—Q(p )a

p+1 p+1

uma vez que X € L,,(4)\{0}. Concluimos assim a demostracio da nossa afirmagao. ]

Teorema B. Seja X" uma subvariedade minima fechada de S"*P*1, comp >0 en > 2, tal
que X" ndo estd em nenhuma subvariedade totalmente geodésica de S*™PT1. Se p - Ricy >

—(n —1), entdo
by (%)

(n+§+2) :

Demonstracao. Com a mesma notagao usada na prova do teorema anterior, ao considerarmos

i)

Indice(X) >

onde || representa a fungdo maior menor inteiro, temos que m(a) < b1(X). Assim o
Teorema de Hodge-de Rham implica que £,,) ¢ um subespaco do espago dos campos
harménico de 3 e portanto que \,,(A;) = 0. Esse tltimo fato, juntamente com o Teorema
A e nossa hipdtese, implica que

Ao(L) <0

e portanto que Indice(¥) > . Como « > %, temos que

b (%)
(")

Indice(X) >
[

Podemos observar que a hipotese na curvatura de Ricci das subvariedade minimas de X
consideradas no Teorema B induz uma estimativa superior para o quadrado de suas sequnda
formas fundamentais B. De fato, se ¥" é uma subvariedade minima de S*™PT1, temos da

equacao de Gauss que
(R(ei, e5)ej,e) = (i, €5){(ej, €5) — (eq, ;) + (Bles, ), Blej, e5)) — | Blei, e5)°

qualquer que seja o referencial ortonormal {eq, ..., e,} de ¥ considerado. Assim, se 3 é

minima e tal que p - Ricy > —(n — 1), entao temos da identidade acima que

|B|2 < n(n — 1)(p+ 1)

(2.15)

Chern, do Carmo e Kobayashi [I] consideram uma estimativa sobre o quadrado da
sequnda forma fundamental de subvariedades minimas de STTPT! satisfeita apenas por uma

familia de subvariedades minimas de topologia restrita:
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Teorema 2.4.1 (Chern-do Carmo-Kobayashi). A superficie de Veronese em S* e as hiper-
superficies de Clifford de S**! sdo as unicas subvariedades minimas fechadas X" de S*PT!
cuja sequnda forma fundamental B € tal que

) 2.16
- 2p+1 ( )

Demonstragao. Ver [9]. O

A comparagao entre as estimativas de (2.16) e (2.15), mostram que a cota em (2.15) é
maior que a cota em (2.16). Esse fato nos faz crer na existéncia de exemplos de subvariedades
minimas com topologias mais complexas, isto €, com primeiro numero de Betti relativamente

altos e portanto mais instdveis, sequndo o Teorema B.
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3 Subvariedades Minimas de Ambientes

Mergulhados em Espacos Euclidianos

Neste capitulo iremos considerar o espago ambiente M mergulhando em algum espago
FBuclidiano R?. Essa hipétese pode ser considerada natural, uma vez que Teorema de Merqgu-
lho de Nash afirma que toda variedade Riemanniana pode ser isometricamente mergulhada
em algum espaco Fuclidiano.

Assim, ao considerarmos um mergulho M — R®, indicaremos por II a sua sequnda
forma fundamental e por D e V a conexdes de Levi-Civita de R e M, respectivamente, de

modo que temos

DxY =VxY +I1I(X,Y)

para todo X, Y € I'(TM). Quando consideramos uma subvariedade de ¥, temos ainda as

sequintes identidades

DxY =VxY + B(X,Y)+ I1I(X,Y) (3.17)

DxZ =VxZ —Az(X)+11(X,2) (3.18)

quaisquer que sejam X,Y € T(TX) e Z € T(TXH).

3.1 Resultados Principais

O objetivo desse capitulo é obter condigoes para que uma dada subvariedade minima
> de M possa ter seu Indice estimado por seu numero de Betti by (X). A condigao que
obtemos € dada em termos da curvatura de Ricci de ¥ e uma forma bilinear de I'(TY), a

qual indicamos por ACS e definimos a sequir.
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Definigao 3.1.1. Dada uma subvariedade ¥ de M, a aplicacdo ACS : I'(T%) x I'(T%) —

C>=(¥) de X, associada ao mergulho M"+P+t < RY ¢ definida em termos dos tensores

Ty :D(TE) x I(TE) x D(TS) x D(TY) —  C=(%),

(X,Y, T, W) — (R(X,Y)T,W)
T, : T(TS) x T(TE) x T(TE) x [(TE) — C>(%),
(X,Y, T, W) — (II(X,Y), 1I(T,W))

Ty :T(TSH) x D(TS) x D(TS) x DTS = C®(%)

(N, X,Y,Z) — (R(N,X)Y,Z)
Ty T(TS) x T(TS) x T(TE) x I(TSY) — C=(x)
(N, X,Y,Z) — (II(N,X),11(Y, Z))

ACS = (p — Dtrgo,(Th) + (p 4 D)trgys (1) + trg(trge,(T4)) - g — trg(trg,s(13)) - g
onde g é a métrica Riemanniana de M.

Lema 3.1.1. Seja X" uma subvariedade de M™ P+, Dados um ponto x e campos de vetores

X,Y € I(TY), temos que

n

k=1 k=1
p+l n p+1 n ~

+ <X7 Y)Z <[I(nl’ek)7][(nl>ek>> - <X> Y> <R(7717€k)€k:,77l>7
=1 k=1 =1 k=1

quaisquer que sejam referenciais ortonormais locais {eq, ...,en} e {m,....;np11} de I'(TE) e

[(TX4), respectivamente, definidos numa vizinhanca de x.
Demonstracao. A afirmacao é uma consequéncia direta da definicao de ACS. n

Com as consideracoes acima podemos enunciar e provar os principais resultados desse

capitulo. No que seque, M €é uma variedade Riemanniana fechada .

Teorema C. Seja M"P+H — R? um mergulho isométrico de wma variedade Riemanniana
M no espaco euclidiano R, com p > 0. Se X" € uma subvariedade minima fechada de M

e C' uma constante real tal que

&l ' : / / ?
— —— | Ricg(X, X)dvy, + —— [ ACS(X, X)dv, < C [ |X|*d 3.19
P11 )y icx( )dvg 1)y ( )dvg E| |“du, (3.19)
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para todo campo de vetores X nao-nulo no espaco L, gerado pelos m primeiros autoespagos

do operador de Hodge-Laplace Ay de X3, entdo

m
(2)

Demonstracao. Suponha que nossa afirmacgao nao seja verdadeira, isto é, a < ﬁm
Fixadas uma base L2-ortonormal {Ny, Na, ...} do espago I'(T'¥1) formada por autovetores

do operador estabilidade L de X, de modo que N; estd associada a A;(L), e uma base

d(d—1)

ortonormal {F1, ..., E;} do espago dos campos de vetores paralelos de Rd com d = 5

a?
temos que a aplicagao linear

Xel,— (/<Zx(EZ‘,Ej),N1>dUg,/(Zx(Ei,Ej),N2>dUg,...,/
Y by

<ZX<Ei,Ej>7Na>dvg),
>

nao ¢ injetiva e assim existe X € £,, nao-nulo tal que

/(ZX(Ei,Ej),N1>dvg = /(ZX(EZ-,Ej),NQ)dvg == /(ZX(Ei,Ej),Na>dvg =0, (3.20)

para todo 1 <7 < j < n. Fixado X, podemos observar que (3.20) equivale a termos

[ @V N, = [(Zx(V.W). Ny, =+ = [ (Zx(V.W), No)dw, =0, (321

para todo par de campos de vetores paralelos V e W de R?, uma vez que Zx ¢é uma forma
bilinear anti-simétrica no espaco dos campos paralelos de R?. Decorre portanto do Principio

do min-max que
Aa+1(L)/ | Zx (V, W) dv, < /(LZX(V, W), Zx(V,W))dv, (3.22)
% %

Para prosseguirmos com a demostracao precisamos de expressoes pontuais dos integran-
dos presentes na desigualdade acima, as quais calcularemos a seguir.

Dado um ponto x de ¥, sejam {eq, ..., e, } um referencial ortonormal geodésico de ¥ em
z e {ni,...,npw1} referencial ortonormal de I'(TS") definidos em uma mesma vizinhanga

de z em . Como

p+1

ViZx =Y (ViZx.mm
=1
p+1

= Z(€k<ZXa mym — {Zx, Vgm))m

_Z WD X <V>DekX>VV7nl>+<<VV7X>V_<‘/;X>W7Dek"7l>_<zﬂveinl>)nl
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as equacoes 3.17 e 3.18 implicam que

Vi Zx =Y (W I (er, X))V = (V. I (e, X))Worp) + (W, Blew, X))V — (V. Bleg, X)W, mi)

=1

+ (W, VerX)V = (V, Ver X)W, ) + (W, X)V — (V, X)W, I (ex, 1))
— (W, X0V = (V. X)W, Ay ex) )

Assim, calculando |ij Zx|? por meio da identidade acima, obtemos que

Ve Zx1? =Y (W 1 (e, X))V = (V. L (g, X)NWom)? + (W, Blex, X))V = (V, Blex, X)) W,mi)?

=1

+ (W, Ver X)V — (V, Ver X)W,m)* + (W, X)V = (V. X)W, [ (ex,, m))*
(W, X)V = (V. X)W, Ay ex)?)
2

4
+2((W, I (e, X))V = (V, I (ex, X)W, m) (W, Blex, X))V = (V, Blex, X)W, m)
+2((W, I (e, X))V — (V, (e, X)W,y ((W,Ver X)V — (V, Ve, X)W, ;)
+2((W, I (e, X))V = (V, I (ex, X)W, ) (W, X)V — (V, X)W, T (e, mi))
= 2((W, I (ex, X))V =V, I (e, X)) W, ) (W, X)V = (V, X)W, Ayex)
+2((W, Blex, X))V = (V, Blex, X)W, i) (W, Ver X)V — (V, Ver X)W, my)
+2((W, Blex, X))V — (V, Blex, X))W,mi) (W, X)V = (V, XyW, T (ex, 1))
= 2((W, B(ex, X))V = (V, B(ew, X)) W, mi) (W, X)V — (V, X)W, Ay ey)
+2((W, Ver X)V = (V, Ver X)W, ) (W, X)V = (V, X)W, T (ex, 1))

= 2((W, Ver X)V = (V, Ver X)W, ) (W, X)V = (V, X)W, Ay ex)
= 2((W, X)V = (V. X)W, T1 (ex, ) (W, X)V — (V. X)W, Ay ex))

Desenvolvendo os termos presentes no lado direito da equacao acima, temos

(W, I1(ex, X))V — (V, I1(ex, X))W,m)*> = (W, I (ex, X))*(V,m)?
— 2U(W, I (eg, X))V, m)(V, I (eg, X)) (W, mi) 4+ (V, 11 (e, X))* (W, m)?,

<<W?B(ek7X)>V - <V7B<€k7X)>VV7 771>2 = <WaB(ek7X)>2<Va 771>2
— 2U(W, B(eg, X))(V,m){(V, Blex, X)) (W,m) + (V. Bex, X))*(W,m)*,

(W, Ver X)V — (V,Ver X)W, m)? = (W, Ver X)*(V, m)?
—2(W, Ver X)(V,n)(V, Ver X) (W, m) + (V, VekX><W7 )
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(W, X)WV = (V, X)W, I1(e,m))* = (W, X)(V, I (ey,m))>
— 2(W, X)(V, I (e, m))(V, X)W, I1 (e, m)) + (V, X)>(W, 11 (e, m))?,

(W, X)WV — (V. X)W, Ayer)® = (W, X)*(V, Ay er)?
- 2<W,X><V, Amek><vv X><W7 Amek> + <V7X>2<VV> Amek>27

(W, 11 (eg, X))V —(V, I (ex, X)W, mi) (W, Blex, X))V — (V, Bleg, X)W, ) =
(W, 11 (ex, X)) (W, Bleg, X)) {(V,m)? — (W, I (e, X)) (W, i) (V, mi)(V, B(ex, X))
— (V. I (e, X))V, ) (W, ) (W, Bleg, X)) + (V, I (e, X)) (V, Blex, X)) (W, m)?,

(W, 1I(ex, X))V = (V. 1 (e, X)W, m) (W, Ve, X)V = (V, Ve, X)W, ) =
<W7 I[(eka X>><Wv VekX><‘/7 771>2 - <VV7 ][(ek: X)><VV7 77l><‘/7 771><V> VekX>
— (VoI (ex, X)) (Vo) (W, m) (W, Ve X) + (Vo I (e, X)NV, Ve, X) (W, m)?,

(W, 1 (e, X))V = (V, I (ex, X)W, m) (W, XDV = (V. X W, 11 (e, m)) =
(W, L (e, X)) (W, X) (Vo) (Vs T (ex, m)) — (W, T (ex, X)) (W, L (e, ) ((V, ) (V, X)
— (Vi L (e, X))V, L (ex, m) ) (W, ) (W, X+ (VT (e, X))V, X)W, (W, L (ex, m)),

(W, I (ex, X))V — (V, I (ex, X)W, m){((W, X)V —(V, X)W, A, ex) =
(W, L (ex, X)) (W, X)(V,m)(V, Ayer) — (W, T (er, X)) (W, Ay e ((V, i) (V, X)
— (Vi L (ex, X))V, Aper) (W, m) (W, X))+ (V, T (ex, X))V, X)W, mi) (W, Ay ex),

<<M/a B(€k7X)>V - <Vv7 B(Gk,X)>W, 77l><<‘/V, vekX>V - <Vv v@kX>V[/7 77l> =
<VV7 B(ek7X>><VV7 vekX><Vv7 7}z>2 - <VV7 B(Gk,X»(VV, nl><vv nl><va vekX>
- <‘/7 B(€k7X)><V7 771><VV> 77[><VV7 vekX> + <V>B(ek7X)><Vv VekX> <W7 771>27

(W, B(ex, X))V — (V, B(eg, X))W,m) ((W, X)V — (V, X)W, I (e, m)) =
(W, B(ex, X)) (W, X)(V,m){V, L (ex,m)) — (W, Bley, X)) (W, I (ex, ) ({V,m)(V, X)
=V, Bleg, X))V, L (ex, m)) (W, m) (W, X) + (V, Bleg, X))V, XY (W, ) (W, T (ex, m)),
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(W, B(ex, X))V = (V, Blex, X)W, ) (W, X)V — (V, X)W, A, ep.) =
<I/V’ B(€k7X)><I/Va X><VYa 77l><‘/’ Amek> - <VV7 B(ekvX»(W? Amek<<‘/7 771><V7 X>
— (V. Blew, X))V, Ay.ex) (W, m) (W, X) + (V. Bleg, X)) (V. X)W, ) (W, Ay ex),

(W, Ver X)V — (V, Ver, X)W, m) (W, X)V — (V, X)W, I (ex, m)) =
(W, Ve, X) (W, X)(V,m){V, T (ex, mi)) — (W, Ver X)W, I (ex, m))(V,m)(V, X)
— (V. Ver X))V, L (ex, m)) (W, ) (W, X) + (V, Ver X)(V, X)W, ) (W, T (ex, m)),

(W, Ve X0V = (V. Ve, X)W, ) (W, XYV — (V, X0W, I (ex, mi)) =
(W, Ve, X)W, XNV (V, L (e, ) — (W, Ve, XQW, L (e, mi) ((V, )V, X))
- <‘/7 VekX>><V7 ]I(ekanl)><Wv 77l><I/V7 X> + <‘/7 vekX><‘/v X><I/V7 771><VV7 ][(ekanl»v

<<VV7 X)V - <V,X>VV,I](6;€,771)><<VV, X>V - <VY7 X>W7 Amek‘> -
(W, X)W, XNV, L (ex, m))(V, Aper) — (W, XHW, Ay e) (V, L (ex, m)) (V. X)
— (V. XNV, Ayer) (W, T (ege, ) ) (W, X) + (V. XNV, X) (W, LI (e, m)) (W, Ay ex)

(W, Ver X)V — (V, Ver X)W, i) (W, X)V — (V, X)W, A, ep,) =
(W, Ver X)W, X)(V,m)(V, Ay er) — (W, X)W, Ay er) (V) (V, X)
- <V7 vekX) <Vvv Amek><W> 771><VV7 X> + <‘/’ vekX><‘/7 X><W7 nl><VV7 Amek>'

Além disso, valem as seguintes equagoes:

n p+l

(R(Zx), Zx) =Y > (W, X)XV, (V, ) (R (i, ex)ex, )

— (W) (W, X )V, i) (Vo X ) (R, e )er, i) — (Vo) (V, X)W, ) (W, X) (R0, ex) €, 1)
+ (VX2 (W) (W, ) (R (i, ) e, 1hm))

e

n

(B(Zx), Zx) = > (W, X)X(V, Bles, €5))* — 2(W, X)(V, X)(W, B(es, ;))(V, Bles, €))

ij=1

+(V, X)*(W, B(e;, €5))?).
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Seja U o conjunto dos campos de vetores paralelos e unitarios de RY. Considerando em
U x U medida produto, ao integrarmos as expressoes pontuais acima em relagao a (U, V), o

Teorema de Fubini e o Lema 2.3.5 implicam que

n p+1 n
/ SO UWL I (e, X))V —(V, I(ex, X)) W, )2 dp(V)dp(W) = 2(p+1) > |11 (eg, X)?
UxU =1 =1 —
/. D DA, Blew, XDV = (V, Bles, X)W, du(V)du (W) = 2p2 [Blex, X

=2p <R(X, er)er, X) — 2pRicg (X, X), ,
k=1

onde a equacio 2p > ,_, |Bler, X)|> = D1, 2p(R(X, ex)er, X) — 2pRics(X, X) é con-

sequéncia da equacao de Gauss e de X ser minima.

/U WV AX)V — (V. Ve X)W du(V)du(W) = 2(p-+1) Y [V, X

k=1
p+1 p+1 1
20+ 1)) (ex(Ve, X, X) = (Ve Ve, X, X)) =2(p+ 1) Z(gekek(\X\z) — (Ve Ve X, X))
=1 =1

= —(p+ DA(XP) = 2(p + 1)(VX, X)

n p+l n  p+l

| S WV — VX0 e m) (V) W) = 21X 323 H(en )
| Z VX)W, Ayerdu(V)au(W) = 2 X B 23" [ Ble, X)P

— 2| X *| B>~ 22 (X, ei)ei, X)+2Rics (X, X),

/UU (W, T (e, X))V =V, I (ex, X)W, 1) ((W, Blex, X))V —(V, Blex, X)) W, mi)dp(V ) dp(W)
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/U ) DD W T (er, X))V —=(V, L (e, X)W, mi) (W, Ve, XYV —(V, Vo, X)W, ) dpa(V ) dpa (W) = 0

(W, L (e, X))V =V, L (e, X)W, ) (W, X0V = (V, X)W, L1 (e, m))dp(V ) dpp(W) = 0

(W, I (e, X))V =V, L (e, X)W, ) (W, X)V = (V, X)W, Ay e dp(V)dpu(W) = 0

(W, Blex, X))V —=(V, B(e, X)W, ) (W, Ve, X)V =V, Ve, X)W, ) dp(V ) dpu (W) = 0

(W, B(ex, X))V =V, Blex, X))W, ) (W, X)V = (V, X)W, I (ex, m)) dp(V ) dp(W) = 0

(W, B(eg, X))V =V, B(ex, X ))W, ) (W, X)V —(V, XYW, Ay, ex)dp(V)dp(W) = 0

(W, VerX)V — (V, Ve X)W, ) (W, X)V — (V, X)W, LI (e, m))dp(V)du(W) = 0

(W, X0V —(V, XYW, I (e, m)) (W, X)V — (V, X)W, Anlek>dU(V)du(W) =0

(W, Ver XYV — (V, Ve, XYW, i) (W, X0V = (V, XOW, Ay, e )dp(V ) dpu(W) = 0

(W, Ve, X)V = (V. Ver X)W, ) (W, X0V — (V, X)W, L (e, 1)) dp(V ) dp(W) = O

(W, X0V = (V, XYW, L (e, m)) (W, X)V = (V, XYW, Ay e )dp(V)dp(W) = 0
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n p+1

/U NS W Ve X)V — (V. Ve X)W, ) (W, X)V — (V. X)W, Ayer)dp(V)dp(W) = 0

XU p—1 =1

n p+1 n pt+l
/ Zx), Zx)dp(V)dp(W) = 2| X ZZ (1> ex)ew, )
UxU 1 l 1

k=1 I=1

Assim, Integrando agora a desigualdade (4.37) com respeito a (V, W), obtemos do Teorema

de Fubini e das equagoes acima que

2(p + 1) Aar1(L) /Z | X |2dv, < /Z (2(p + 1){AX, X) — 4pRics (X, X) + 2ACS(X, X)) dv,.
(3.23)

Por outro lado, como pela definicao de «,

Aat1(L) > Np(Ay) +C
e além disso, temos

An(A1) X[ > (AX, X),
ja que X € £,,, temos da desigualdade acima que
2p + 1) (Ay) + C)/ X [2dv, < / (2(p + DAn(AL)|X ]2 — 4pRics(X, X) + 2ACS(X, X)) dv,,
b b
(3.24)

o que contradiz a nossa hipotese. Assim, temos que

o = t{A(L) (L) < Am(A1) +C > T

(3)

Uma consequéncia direta do resultado acima lé-se como:

Teorema D. Seja M™ P! < R um mergulho isométrico de uma variedade Riemanniana
M no espaco euclidiano R%, com p > 0. Se X" é uma subvariedade minima fechada de M,

tal que 2p - Ricy > ACS, entao
bi (%)

()

Indice(X) >

(3.25)
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Demonstracao. Observem que a hipétese de que 2p - Ricy, > ACS implica que

2p . 1 / / 2
——— [ Ricg(X, X)dv, + —— | ACS(X, X)dv, < C X1°d
p+1 /s ics( )dv, P+ 1)s ( )dvy 2| “dv,

com C = 0, para todo campo de vetores X € ['(T'Y). Em particula, a desigualdade acima
é verdadeira para todo campo harmonico X de Y. Assim, utilizando a mesma notacgao
que a empregada no Teorema C, se m = by(X), o Teorema de Hodge-de Rham implica que
o espaco dos campos tangentes harmonicos de ¥ coincide com £,, e que \,, = 0. Segue

portanto do Teorema C que
bi(X)

()

onde a = #{\;(L) < 0}. Como por definigao Indice(¥X) = «, temos que

a >

by (S

(5)

~—

Indice(X) >

3.2 Aplicacoes

Nesta parte do texto iremos considerar subvariedades minimas imersas em espacos
ambientes particulares. Os resultados aqui apresentam estimativas de indice do tipo (3.25)

sobre hipoteses adequadas sobre curvatura de Ricci das subvariedades.

3.2.1 Esferas Euclidianas

Considerando S™P*1 com seu mergulho candnico em R" P2, o Teorema D implica que

em subvariedades minimas X" de S"PHL que satisfazem a condicao de
p- Ricy > —(n —1)

o indice € tal que
bi ()
(n+p+2) )
2
Essa ¢ uma consequéncia direta do fato de que, em X", a ACS € dada por

Indice(X) >

ACS = —2(n — 1)(-, "),

ja que temos que

(R, W)W V) = VW] = (V,IV)?
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LIV, W) = [{V,W)],

para todo V,W € T(TS"P+1).

Podemos observar que a condi¢ao na curvatura de Ricci das subvariedades minimas de
SntPtl e g estimativa obtida sobre seu indice sao idénticas as aquelas do Teorema B. Isso
mostra que a técnica utilizada neste capitulo estende aquela aplicada no Capitulo 2, a qual

¢ considerada em subvariedades minimas de S"*PL, apenas.

3.2.2 Espacos Projetivos Reais

Nesta se¢ao, os espagos ambiente considerados sao 0s espagos projetivos reais.

Teorema 3.2.1. Seja X" wma subvariedade minima fechada e orientada de RP™ ™! com
p>0en>2. Sep-Ricg > —(n—1), entdo
by (2
Indice(X) > %‘Hg.
("3
Demonstracdo. A cada subvariedade minima fechada " do espaco projetivo real RP" P!

corresponde uma subvariedade minima fechada e orientada ¥ de S"7*+! invariante pela
aplicacao antipoda o : S*™P+1 — S"*P+le 5 qual é aplicada sobrejetivamente pela projecao
7 ST RPPPH ysual de SPHPH em RP™PH sobre X

Sejam V e W campos de vetores paralelos de R"*7*2 e w uma 1-forma harmoénica de X.
Se V e W sdo as projecoes de V e W sobre S"™P*! respectivamente, entdo o,V = —V e
0. W = —W. Consequentemente, se V+ e WL sdo componentes normais a ¥ de V e W,
temos que o,V = -Vt e o Wt = W,

Por sua vez, @ = 7*w é uma 1-forma harménica de X tal que &(—z) = —&(x) para todo
z de 3. Além disso, se X e X sdao os campos duais de w e @, respectivamente, entdao X e
X estao relacionados por X = W*X e X 6 tal que é G*X - X.

Segue-se portanto das propriedades acima que o campo Z x(V,W) e F(Tf]L)

Zx(V,W) = (X, W)Vt — (X, V)W

é tal que 0,Z = Z e assim Zx(V,W) = 1, Zx(V,W) é um campo bem definido de vetores
normais a ¥ em RP"P*1,
Seja {Ny, Ny, ...} uma base L?-ortonormal de I'(TY1) tal que N; é um autovetor

associado ao i-ésimo autovalor \;(L) do operador de estabilidade L de ¥. Se m = by (X),
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entao o Teorema de Hodge-de Rham implica o espaco dos campos harmonicos de Y coincide

com o espago L,, gerado pelos m. Suponha que afirmacao de que

by (2
Indice(X) > (ni(erz) :
2
nao seja verdadeira. Se o = Indice(X), {E,..., Ej} é uma base ortonormal do espago

euclidiano R?, com d = (") a, e {Ni, Ny, ...} é a base L*ortonormal de I'(TX1) tal

que 7, N; = N, temos que a aplicacio linear

XeL,, — ([(ZX(EZ-,Ej),M)dvg,[(ZX(Ei,Ej),J%)dvg,...,/(ZX(EZ-,EJ-),NQWQ),
> > >

nao ¢ injetiva e assim existe X € £,, nao-nulo tal que

[t ), S, = |

<ZX(E1‘7 Ej), N2>dvg = ... = /<Zx(Ei,Ej), Na>dvg = 0,
X

5
para todo 1 <i < j < n. Fixado um tal X, podemos observar que as equagoes acima sao

equivalentes as seguintes igualdades:
/(ZX(V, W), Ni)du, = /(ZX(V, W), Noydv, = ... — /(ZX(V, W), Na)du, = 0. (3.26)
b b )

para todo par de campos paralelos V e W de RY. Segue portanto do Principio do min-max

4.37 que
Jo{LZx (V,W), Zx (V,W))dv,

J5 1Zx (V. W)[2du, ’

quaisquer que sejam os campo de vetores paralelos V e W de RY. Como a = Indice(),

/\a+1 (L) S

temos que A,4+1(L) > 0 e portanto que
0< / (LZx (V, W), Zx (V. W),
2

Por outro lado, se L é o operador de estabilidade de ¥ em S™P*! como a aplicagio

7 SPPHL 5 RPYPTL § uma isometria local, podemos verificar que

/(LZ(V, W), Z(V,W))dv, = /<EZX(V, W), Zx (V,W))dv,.
b 5
Logo
0< / (B 25 (V, W), Zx (V, W) du,.
5
Aplicando um argumento de integracao analogo ao usado na demonstracao do Teorema C a

desigualdade acima, obtemos que

0< / —2(n — 1)|X]* — 2pRicg (X, X)dv,
)

= / —2(n — 1)|X|?* — 2pRics (X, X)dv,
P

<0
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onde a equacao ¢é decorrente do fato de 7 ser uma isometria local de > de em . Como a

desigualdade acima ¢ uma contradi¢cao, obtemos que

b1 (%)

(n—i—g—i—?)

Indice(X) >

e assim concluimos a prova do teorema. O]

3.2.3 Espacos Projetivos Quaternionicos

Os quaternionicos sao elementos z da dlgebra associativa H, a qual € uma extensao dos

numeros complexos C. Mais precisamente H é formado pelos elementos z da forma
2= zp+ 211 + 205 + 23k,

onde zy, 21, 22, 23 € R e1,j e k sao unidades imagindrias distintas, isto €, i* = j2 = k* = —1,
tais que ij =k, jk =1, ki =7, ji = —k, kj = —i e thk = —}.

O conjugado z de um quatérnio z = zy + 211 + 207 + 23k € H € definido como
EZZO—Zli—ZQj—ngf

enquanto seu modulo é o niumero real

\z|:\/z§+zf+z§+z§.

O espaco projetivo quaternionico HP™ € o espaco quociente da esfera unitdria S*m+D-1

de H™ ' = R+ obtido ao identificarmos z = (2o, ..., 2m) com (cz,...,czm), qualquer
que seja o ¢ € H tal que |c| = 1. HP™ ¢ uma variedade Riemanniana 4m-dimensional que,

considerada com as coordenadas homogéneas |z, . . ., zn| de seus pontos z, faz da projecio
m o I HP™

uma submersao Riemanniana. HP™ € um variedade de Einstein, cuja constante de Finstein
€e=4m+8, além disso, a curvatura seccional de HP™ varia entre 1 e 4.
Se M(m + 1;H) € o conjunto das matrizes quadradas de ordem m + 1 com coeficientes

em H, o espaco das matrizes hermitianas
Hm+1;H) ={A € M(m+ 1;H); A" = A}

munido com a métrica

(A, B) = %Re(tr(AB))



58

pode ser identificado com o espago euclidiano (2m + 1)(m + 1)-dimensional.

A aplicagao ¢ : HP™ — H(m + 1;H) dada por

|ZQ|2 Z()Zl c. Z()Em
2120 |21|2 Ce lem
0(z) = ©lzo, -y 2m] =
- - 2
ZmZ0 ZmZ1 -+ |Zml

¢ um merqulho isométrico bem-definido de HIP™ em H(m + 1;H), cuja imagem é
M={Ac Hm+1,H); A*> = A tr(A) = 1}.
A segunda forma fundamental 11 do mergulho ¢ € tal que
11X, X)|> =4, (3.27)
para todo ponto z € HIP™ e todo vetor unitdrio X € T,HIP™,

Teorema 3.2.2. Seja X" uma subvariedade minima fechada e orientada do espaco projetivo
quaternionico HP™, com 4m = n+2 en = 2 oun = 6. Se Ricy > 3(n — 18) (ou
equivalentemente, se a curvatura seccional Ky, de Y € tal que Ky > —g, paran = 2), entio
bi(2)

((2m+1%(m+1)) :

Indice(X) >

Demonstragdo. Dado z € HP™, se X,Y € T,HP™ sao ortonormais, como |X + Y|* =
| X —Y|?> =2 temos de (3.27) que

)

2

i (F )

Assim
32 = 211X, X)? + 2[11(Y,Y)|* +8|II(X,Y)|* + 4(I1(X,X),1I(Y,Y))
=16+ 8|II(X,Y)|* +4(I1(X, X), [1(Y,Y))
Assim equacao Gauss aplicada ao mergulho ¢ e a equacao acima implicam que

III(X,)Y)|]? = %(4 —(R(X,Y)Y, X)) (3.28)

Sejam X € ['(T'Y) e z um ponto arbitrario de ¥. Nos casos considerados aqui, ACS(X, X)
pode ser escrito em z na forma
ACS(X, X) = 255 [TI(X, ex)[* + [X PS5y [T (ns ex) [P + [X TS5 LT (g2, )|

— | X PSRy (R, en)erm) — | XSy (R(n2, ex)exns)
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Se X(z) é nao-nulo, podemos considerar uma base ortonormal {ey, ..., e,} de T.X, tal que
_ X :
€1 = 7 € assim

IT1(X, ex)|? = | X|?|11(eq, ex)]*.

Se X (z) é nulo, equagao acima permanece verdadeira independentemente da base ortonormal
{e1,...,e,} e assim, sem perda de generalidade, podemos reescrever ACS(X, X') da seguinte

maneira
ACS(X, X) = 2|X 2|11 (1, e0)|? + 2/ X PSRyl I (er, ) * + | XPSoy [Ty, )
+ [ X PSR [T (n, ex) [P — [XPER_ (R, en)ewm) — | XPX5_, (R(n2, ex)exnp)

Assim por (3.27) e (3.28)

ACS(X, X) = 8|X|* + |X| Z (4 — (R(e1, ex)ex; e:)) |X| Z R(m, ex)ex, m))
—|X| Z R(n, ex)ers 1)) — X[ Z (m, ex)erm) — | X]? Z (72, ex)exnz)
8 8 . _ _ 4
= (8 + g(n —1)+ 5(—R1C(61, e1) + (R(e1,m)m,e1) + (R(e1, m2)n2, €1)) + 3"
4N -
-3 Z (11, ex)exm) 3 Z<R(7727 er)ernz)) | X[

k=1

- §<1zn — Ric(es, 1) + 2AR(er, ) ex) + 2 Rles, 1) 1)
— 4Ric(ny, m) — 4Ric(n2, m2) + 8(R(my, 12)n2, 1) + 16)| X |
= %(1271 —2(n+ 10) — 4(n + 10) — 4(n + 10) + 8(R(n1, 12)12, 1)
+2(R(e1,m)m, er) + 2(R(e1, m2)n2, e1) + 16)| X[
onde a ultima equacao é decorrente do fato de HIP"™ ser Einstein com constante de Einstein

e = n + 10 nos casos considerados. Como a curvatura seccional de HP™ é limitada

superiormente por 4, temos que

ACS(X, X) < =(2n — 36)| X|*.

W

3.2.4 Plano de Cayley

O plano de Cayley CalP? é uma variedade Riemanniana de dimensao 16 com des-
cricao similar ao do espaco projetivo quaternionico HIP™ e pode ser considerada como uma

subvariedade do espaco euclidiano de dimensao 27.



60

Assim como HP™, CalP? é uma variedade de Einstein, com e = 36, e cuja curvatura
seccional estd entre 1 e 4. Além disso, se 11 é a sequnda forma fundamental de CalP? em

R?", entao I1 satisfaz a (5.27) e consequentemente a (3.28).

Teorema 3.2.3. Seja X" uma subvariedade minima fechada e orientada de CalP?, com
2<n<7o0ul2<n<15 Se (15— n)Ricy > (—n%+ 19n — 84), entdo

bi(2)

)

Demonstragao. Seja p =15 —n. Dados um campo X € ['(T'Y) e um ponto = de 3, temos
que ACS(X, X) é dado em x por

Indice(X) >

n

ACS(X, X) = (p—1) ) (R(X,ex)er, X) + (p+ 1) > [II(X,ep)]”

k=1 k=1
p+l n p+1 n
+ X2 [T (s, ex) [ — [ X2 ZZ (M, ex)er, ),
I=1 k=1 =1 k=1
Podemos considerar uma base ortonormal {e,. .., e,} de T, X tal que
D ARX en)er, X) = X ) (Rler, ex)en, 1)
k=1 k=2

D HIX )P = XP Y [ (er en)]?
k=1 k=1

e assim temos

n n

ACS(X, X) = ((p—1) > (R(er,ex)er,e1) + (p+ 1) II(er,e1)]> + (p+1) Z [I1(e1,ex)|?
k=2 k=2
p+l n p+l n
+ZZ!U m, ex)]? —ZZ (m ex)er, m)) | X |
I=1 k=1 I=1 k=1
no +1 n -
=(p-1) Z(R(el,ek)ek,61> + (p 3 ) 2(4 — (R(eq, ex)ex, €1))
k=2 k=2
1 pt+l n p+1 n
T3 22(4 — (R(m, ex)ex, m)) ZZ (s ex)ew, m) +4(p + 1)) [ XJ?
I=1 k=1 I=1 k=1
1 n ~ p+l n
= §(2(p 2)> (R(er,ex)er, er) — 4> > (R(m, ex)er, m)
k=2 I=1 k=1

+12(p+ 1) +4(p+1)(n — 1) +4(p + 1)n) | X|?
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1 ‘ P+l ‘ Pl
= 5(2(29 — 2)Ricys(er, e1) —4 ) Riey(mm) +4 Y (R(er, m)m, e1)
=1 =1
p+1 p+1 p+1
—2pz (er.m)mser) +4) > (R0, )0 m) + 8(p + 1)(n + 1)) X
=1 =1
1 prl Pl
=220 =2 — 4+ De+4) (Rlev,m)m,ex) —2p Y (Rler,m)m, ex)
=1 =1
p+1 p+1 -
4 (R D) s i) + 8(p + 1) (0 + 1)) | X
=1 =1

Da limitacao da curvatura de CalP?, segue que

ACS(X, X) <
=2(—n*+19n — 84).

— (2p+8)e+16(p+1) —2p(p+ 1) +4p(p+1) +8(p+ 1)(n + 1)) X|?

3.2.5 Hipersuperficies Pincadas do Espaco Euclidiano

Nesta secao iremos considerar como ambientes hipersuperficies M™ fechadas e orientadas
de espacos euclidianos cujas curvaturas principais 0 < ky < --- < k,,, do operador forma S

associada ao campo de vetores conormal n de M sao positivas e suficientemente pincada.

Teorema 3.2.4. Seja M™ P+ uma hipersuperficie fechada e orientada do espaco Euclidiano

R™P+2 com p > 0, a qual satisfaz o condigdo

A (n+2)p+2(n+1)
k1 (n+2)p+4

Se X" € uma subvariedade minima fechada e orientada de M com
2p - Ries (X, X) > (n+2)p+ k%0 — (0 +2)p+ 2(n + 1))k7,

entao
b (X)

(n+§+2) :

Indice(X) >
Demonstracao. Desde que pela equagao de Gauss
(RV, W)W, V) = (II(V, V), II(W,W)) — [LI(V,W)[?

para todo V,W € I'(T M), temos que



n

ACS(X, X)=(p—1) Y (R(X,ep)er, X)+ (p+1) an [11(X, ep)]?

k=1 k=1
p+l n p+l n
+|X|2ZZ|H(W% — | X[ ZZ (1, ex)er, m)
=1 k=1 =1 k=1
= (p— 1D _(II(X,X), (e, ex)) Z II1(X, el
k=1
p+l n
+(p+1) Zyn Xoen))? + XY 11 (m, er)|
=1 k=1
n p+l n
— X Z (LI(m,m), I (ex,ex)) — > Y HI(mi,er)]
=1 =1 k=1
= p((SX, X)) (Sex,ex) = Y (SX,e)’) + ((p+2) D _(SX, ex)”
k=1 k=1 k=1
p+l n p+1 n
+23 > (S e X ) — ((SX, X) + XY (Smm)) Y (Sex, ex)
=1 k=1 =1 k=1
n n p+1
= p((SX, X)) (Ser,ex) = > (SX,ex)”) + (p+2)(ISX[* = D (SX,n.)?)
k=1 k=1 r=1
p+1 p+1 p+1 n
+2Z (ISm> =Y 2 (Sm,m)?I1X 1) = ((SX, X) 4+ > (S, X[*) Y (Sex, ex)
r=1 =1 k=1
n p+1
<p(SX, X) > (Sex,ex) + (p+ 2)(ISX[P+ D _(1Sml* = (Smi, m)*)|X[?)
k=1 =1
p+1 n
- ((8X,X) + X[ Z(Smﬂ]z» Z<Sek76k>‘
=1 k=1

Observando que

BIYP < (SY.Y) < ki |V]?

RIY ] < [SY < iy VT

para todo Y € I'(T' M), obtemos

ACS<X X) < pnkn+p+1|X‘ + (p + 2)(kn+p+1 + (p + 1)(k721+p+1 - k%))’XP - n(p + Q)kﬂX‘Q

= ((pn+ (0 +2)2)k24 01 — (0 +2) (0 + 1 + 1K) X]%

Segue portanto de nossa da hipétese que 2p - Ricy > ACS e assim que

62
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3.2.6 Produto do Circulo e Esferas Euclidianas

Nesta secao estamos interessados no caso em que variedade ambiente € um produto do
circulo por uma esferas Euclidiana, isto é, M = S' x S?, para algum inteiro positivo q. O

mergulho de M que iremos considerar é o usual no espaco Euclidiano RT3,

Teorema 3.2.5. Seja X" uma subvariedade minima fechada e orientada de S' x S™*P, com

p>1len>(p+6). Se2p-Ricg > —(n—p—6), entdo

bi(%)
(")

Indice(X) >

Demonstragao. Desde de que M = S! x S"*P_ temos que

(R(X, Y)Y, X) = [m(X)Plma(Y)]* = (m2(X), m(Y))*

[TI(X, V)] = (m(X), m(Y))* + (ma(X), ma(Y))?,

para todo X, Y € I'(T'M), onde 7, : M — S' e my : M — S™P sao as projegoes de M sobre

St e S"*P. respectivamente. Assim

S HI(er, X)P = e, m(X)) + D (er, ma( X))
= [m (X)) + [m(X))* =D, m(X))* =), (X))
(3.29)
= |XJ* - Z<771,7T1(X)>2 - Z<771,7T2(X)>
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e

(R(X, ex)er, X) = |m (X)|” Z!?ﬁ ex)|” + [ma(X)[* Zm ex)|” —Z e, m (X))*

=3 e ma))?

n b1 (3.30)
= M (O Imi(en)* + [ma( X)) Z|7T2 er)|? +Z m, T (X
p+1 .
+ Z ms m2(X))? — [ X
Argumentos andlogos implicam ainda as equacoes
p+l n p+1 p+1 p+1 p+1
S HH(erm)P = @+1) = > ) (N m(m) ZZ T, T2(10))
I=1 k=1 1=1 m=1 I=1 m=1
e
p+l n p+1 n p+1 n
S S (RO ex)er ) (Z ) (X me) + (2 |7r2<m>|2) (X tmteur)
I=1 k=1 k=1 [ k=1
p+1 p+l p+1 ptl
D e m )Y+ YD ma(m))’ = (p+1)
I=1 m=1 =1 m=1
das quais decorrem as desigualdades
p+1 p+1
T (er,m))* < (p+1) = lmma(m)) = > ma(my)?
1li+i p+1l 1
=(p+1) Z|7T1 () [* —Z|7T2 ()] (3.31)
p+1 p+1
=2 |mm)lP =2 [m(m)l*
=1 =1
e
p+l n p+1 n p+1 n
S S (RO ex)er ) > (Z m) (3 |m<ek>\2) # (S ) (it
I=1 k=1 k=1 =1 k=1

p+1 p+1

+> (i (m)) +Z m, ma(m))? — (p+ 1)
=1

_ (Z i) (X me) + (Z ) (3 )

+ Y Imm)l* + Y imem)l* = (0 + 1)

(3.32)
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Fixado um ponto arbitrario = (z1,22) de X, existem ao menos (n — 1) vetores
linearmente independentes de T, (S! x S"™P) que sao tangentes a ¥ em x e os quais pertencem
a T,,S""P. Podemos assim considerar uma base ortonormal {fi,..., fo_1,v1,...,0p41} de
T,,S™*? tal que {fi,..., fu_1} C T»%. Dados um vetor tangente unitrio w de T,,S' em
e uma base ortonormal {7, f1, ..., fuo—1, M1, ..., Mp+1} de T, M, existe uma matriz ortogonal

(a;;), com 0 <14,j <p+1, tal que

T = AooW + apg1v1 + -+ - + Ao(p+1)Up+1

e
M = QoW + anvy + -+ + yp41)Up41
paral=1,...,p+ 1. Em particular temos
(X, w) = agcos 0| X|
e

(X, v) = ag cos | X|,
onde 6 é o angulo entre X e T.
Fazendo e; =T e e; = fiyg parai=1,...,(n — 1), temos

|71 (X)[* = agy cos® 01X,

i (m)[* = agg

(i, m (X)) = a?oago cos’ H‘XP

Logo,

p+1

> 1 (er, X)* = (1 — 2agycos® 0y _ ay)| X[
k=1 =1
(3.33)

(1-— 2a§0 cos? O(1 — ago))|X]2

(1 — 2ag, cos® 0 + 2ag, cos® 0)| X |?,
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n

prl prl p+1
Z(R(X, ex)er, X) = (aéo cos? 0 + cos® 0 ( Z alQ()) (n -1+ Z agm> + agy cos® 0 Z ag,
m=1 =1

k=1 =1

p+1 , p+1 2
+ cos? 6 Z ( Z alma0m> — 1) | X|?

=1 m=1

p+1 p+1 p+1
(4 a2 2 2 2 2 2 2
= (aoo cos” 0 + cos 9( g alo> (n -1+ E a0m> + agy, cos” 0 g ay
m=1 =1

=1

p+l
+ ag, cos? 0 Z aiy — 1) | X|?

=1
= (agy cos? O + cos® O(1 — aZ,)(n — a2y) + a2, cos* O(1 — a?y)
+ a2y cos? 0(1 — a3y) — 1)| X |?

= (ncos*d — (n — 1)ag, cos® 6 — 1)| X |?

(3.34)
p+1 pt1
[T (ex, m)|* < 2z:alzo - QZCL?O
=1 =1
= (3.35)
=2-2a8, -2 ay
=1
(§
p+1 n p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 2 p+1
(Rt ex)ex.m) > ado Y-l (0= ai) (323t ) + 30 () + b
=1 k=1 =1 =1 m=1 =1 m=1 =1
—(p+1)
p+1 p+1 p+1 p+1
= agy ZGIQO + (n — agy) (Z(l - a?0)> + Z(l —ap)? + Z ag
=1 1=1 1=1 1=1
—(p+1)

p+ p+1

1
= ago(1 = agy) + (n — agy) (p + ago) + Z(l —aip)? + Za?o —(p+1)
1=1 1=1

= (”"‘3—?)@(2)0_2@30"’22@?0 +pn — 2
=1

implicando assim que

n p+l n

ACS(X, X) = (p— 1)) (R(X,ep)er, X) + (p+ 1) [IT (e, X)P + X2 D 1 (e, m)[?

k=1 =1 k=1
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p+l n

—|X? Z Z<R(77l, €k)er: M)

I=1 k=1
< ((p—1)ncos® 6—(p—1)(n—1))ag, cos® 0—(p—1)+(p+1)—2(p+1)ag, cos® +2(p+1)ag, cos®
pH
—(n+1-p)agy—2ag,—4 Z a?o—np—i—él) | X2
I=1
< (=(p—1)(n—1))ag cos®f — 2(p + 1)ag, cos® 6 + 2(p + 1)ag, cos* 6 — (n + 1)ag, — 2ay,

p+1

~4 3" aly—(n—p—6))|X]?

=1
< —(n—p—6)|X|?
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4 Subvariedades Minimas Com Fronteira

Livre de Regioes Convexas

Neste capitulo obtemos resultados que promovem a comparacao entre os autovalores do
operador de estabilidade e autovalores de problemas de bordo para 1-formas diferenciais de
subvariedade minimas com fronteira livre ¥ de regioes convexas M™ do espacos euclidiano
R™, isto €, variedades Riemannianas compactas M™ que estao isometricamente imersas
em espacos Fuclidianos de mesma dimensido m e cuja sequnda forma fundamental 11°M do
bordo OM ¢ positiva definida com respeito ao campo de vetores normal n que apontando

para fora de M™.

4.1 Resultados Prévios

Lema 4.1.1. Seja V um campo de vetores paralelos de R, Se VT e V4 sdo as

componentes tangente e normal de V' em X , entao temos que
(a) DxV+ =—B(X, V"), para todo X € T(TY).

(b) VxVT = Ay X, para todo X € T(TY).
Demonstracao. Como V é um campo de vetores paralelos, temos que
0=DxV =DxVt+DxVT,
para todo campo de vetores X € I'(T'Y). Em particular, vale a equagao
DxV+=-DxVT.
Assim, tomando as componentes tangente e normal em ¥ da equacao acima, obtemos

VxVI=A. X
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Dé_(VJ_ = _B(X7 VT)v
o que conclui a prova desse lema. O

Lema 4.1.2. Seja X um campo de vetores tangentes de .. Se X ¢é dual a uma 1-forma

w € QY X) que satisfaz a condig¢do absoluta de bordo, entdo temos que
(V, X, X)=II"M(X, X).
Demonstragao. Como t,dw é identicamente nula em 9%, temos que
0= du(n,Y) = nw(¥)) = Y (w(n) +w([Y,n) = Vou(¥) = Vyw(n)
para todo Y € I'(T'0X). Em particular, como X é tangente ao bordo 0%, temos
Vyw(X) =V xw(n)

e portanto

(Vi X, X) = (VxX,m),

uma vez que V,X e V xX sao os campos duais as 1-formas V ,w e V xw, respectivamente.
n n )

[]

Lema 4.1.3. Seja X um campo de vetores tangentes de 3. Se X é dual a uma 1-forma

w € QY X) que satisfaz a condigdo absoluta de bordo

i tyw =0

i tydw =0
entao

/ D Ve X Pdv, = /(X, AX)dv, — / Rics (X, X)dv, +/ I1°(X, X)da,
Dl b ) %
Demonstracao. Observando que
1
’VekXP = €k<V€kX?X> - <v€kv€kX7X> = §ekek<‘X‘2) - <V€kV€kX7 X)

temos que Y_,_, [V, X|? = —3A(]X[?) — (X, V>X). Assim, ao integrarmos >, [V, X|?,

o Teorema da Divergéncia para variedades compactas implica

- 1
[ 319t =[5 Xan,+ [ Laxyan,
b 2 oM 2

k=1
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Segue portanto da Formula de Bochner e do Lema 4.1.2 que

/Z|VekX|2dvg:/<X, AX)dvg—/Rng(X,X)dvg—/ 1T%%(X, X)day,.
Y ) by %
O

Lema 4.1.4. Seja X um campo de vetores tangentes de 2. Se X € dual a uma 1-forma

w € QYY) que satisfaz a condigdo relativa de bordo
. wAn =0
1. d*wAn=20

entao
/ D Ve X[ = /(AX,X)dvg - / Rics (X, X)dv, — / H®|X *da,
i s 2 0%
Demonstragao. Observem que as condicoes (i) e (i7) equivalem para 1-formas a termos
que X = an e que divX =0 em 9%, onde « : 03 — R é alguma funcao suave. Assim, se

x € 0¥ e {ty,...,t,} ¢ uma base ortonormal 7,% com t; = 7, temos de (i7) que

n

<V77X> 77> == Z<Vth> tk> = -« Z(Vtkmtk) = aH%®

k=2 k=2

onde H% é curvatura média de 9 em Y. Como

& 1
/Z]VekX\deg:/(AX,X)dvg—/RiCE(X,X)dvg—/ 577(])(\2)(1%
b)) k=1 b Y )y
segue que
& 1
/Z|vekx|2dug:/(AX,XMUQ—/RicE(X, X)dvg—/ §U(|X|2)dag
Y k—1 ¥ ) ox
:/(AX,X)dvg—/RicZ(X,X)dvg—/ a(V, X, n)da,
b Y ox
= / (AX, X)dv, — / Rics (X, X)dv, — / o? - Hda,
b Y ox
= / (AX, X)dv, — / Rics(X, X)dv, — [ H?|X|*da,
¥ P ox
0 que prova a demonstracao do presente lema. O

Lema 4.1.5. Sejam V e W campos de vetores paralelos de R" P | X um campo de vetores
tangentes de Y3 e Zx o campo de vetores normais em 2 determinado por V.W e X como

na Definicao 1.8.1. Dado um ponto x de X, entao temos que
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(a) Yo Ve Zx ) = X5 ((Awe e, X)PIVEP A+ (Apre, X)W P +(W, Vo, X)2 |V
HV Vo X)W+ (W XD BV en)|* + (V. X) BV ' ep) |

—2(Aprer, X)(Ayrer, X)(VE, W) — 2(W, XNV, X)(B(VT,e), BW T eg))) + 2N,

onde

N = knl (Awrer, X)W T,V XV = (Awrer, X)(V,V , X)(VE W)

—(W, X ) (Awrer, X)(V. BV, er)) + (V. X) (Awre, X) (V. BW T, e))
—(Ayren, XYW,V X)W V) + (Ayie;, X)WV, VX)W
HAyrer, X)W, X)W, BV, ex)) — (Ayrer, X)(V, X)(W,BW " ex))
— (W Vo XNV, Vo XYV W) + (W, VX)W, XNV, BV ex))
(W, Vo XNV, XNV, BW T, e)) + (V. V o X)W, XYW, BV, e1))
—(V.V o XUV, X)W, B(W ', er)))

(b) (B(Zx), Zx)(x) =

(W, X)2 3202V, Blei, €5))? — (W, XV, X) 520 (W, Blei, )V, Bles, €5))
H(V. X)2 500 (W, Blei, e5))°

ij=1

Se x € 0%, temos adicionalmente que

(¢) (DzZx.n)(x) = —(W, X)*(V*, Dyon)—(V, X)2 (W, Dyoag)+(W, X)(V, X)(V*, D)
+(W, X )V, X) (W, Dyon)
onde {ey,...,e,} € um referencial geodésico ortonormal de ¥ em x e {n,...,ny11} refe-
rencial ortonormal local de T'(TX*) definidos em wma mesma vizinhanca de x em Y.
Demonstracao. Observem que a parte (b) é obtido por calculo direto e por essa razao iremos
provar apenas as partes (a) e (c).
a) Como
VoZy=(NV WL X))V (W, V, X)VE+ (W, X)V_V*E
—(V VL, X)W —(V,V X)W —(V,X)V_ W™

o Lema 4.1.1 implica que

Vo Zx = (Awrer, X)V — (Aprer, XYW+ (W, V,, X)V*
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—~(V, Vo, X)W — (W, X)B(V" ep) +(V, X)BWT, es)

A afirmacao (a) decorre da equagdo acima quando calculamos |V, Zx|* usamos o lado

direito dela.

¢) Observem que (Dz,Zx,n) = —(Zx,Dz,n), entdo da defini¢io de Zx e desse dltima

igualdade, temos que
<DZXZX7 77> = _<VV7 X>2<VL7 Dvﬂ7> - <V7 X>2<WL7 DWLTD

+(W, XY (V, X (VE, Dy + (W, X)WV, X (W, Dyin).
O

Nesse ponto estamos prontos para enunciar e demostrar os principais resultados desse

capitulo.

4.2 Resultados Principais

Teorema E. Seja X" uma subvariedade minima com fronteira livre de uma regiao convexa
M™P*L do espago euclidiano R P com p > 0. Se a curvatura de Ricci de X € limitada
inferiormente por uma contante C, entdo

2p
ML) < 2% (A — (=) ¢,
( )— m(a)( 1) ( 1)

onde m(a) = (") (a—1)+1e Aoy (A1) € 0 m(a)-ésimo autovalor do problema de

bordo absoluto.

Demonstragdo. Seja {Ny, Ny, ...} uma base L*-ortonormal do espago dos campos de va-
riagoes admissiveis formada por autovetores de L, onde N; esta associado a \;(L).

Dado um inteiro @ > 1, se £,, é o espago gerado pelos m primeiros autoespacos do
problema de bordo absoluto, queremos determinar um £,, no qual exista um campo de
vetores nao-nulo X tal que

[ n) = [(Zew). e == (2N =0, (436)
b ) b
para todo par de campos de vetores paralelos V e W de R*P+L,
Como Zx ¢é uma aplicacao bilinear anti-simétrica sobre V' e W e o espaco dos campos de

vetores paralelos de R™™P*! tem dimensao igual & (n+p+ 1), o problema de determinarmos
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X em L,, equivale ao problema de encontrarmos uma solugao nao trivial de um sistema de

n+p+1

")) (a — 1) equagdes e m incdgnitas. Logo, podemos

equagoes homogéneas lineares com (

garantir que X existe quando

n+p+1

m:m(a):( ; )(a—l)—i—l.

Neste caso, ao fixarmos X, o Principio do min-méx implica
AQ(L)/ Zx|? < / Z Vi Zx|? — (B(Zx), Zx)dv, +/ (Dzy Zx,n)day,. (4.37)
b > i %
Adotando em U x U a medida produto, onde U é conjuntos dos campos de vetores paralelos

unitarios de R"*?*! ao integrarmos os integrandos da desigualdade anterior em relacao a

(V,W), obtemos dos lemas 2.3.5 e 4.1.5 e do Teorema de Fubini que

N(z) =0,

UxU
| Bz, Zo@advaw = 24xp|BE,
UxU

p+1 pt+1

/ (Dzy Zx,n) = =2 (i, Dym)| X[> = 2> 117 ()| X |
Uxu =1 =1
(S

n n

Y IV Zx P@)du(V)du(W) = 2(p=1) Y [Bler, X)P42(p+1) Y [V, X[P+2X[*|BJ

UxU . k=1 k=1

= —2(p—)Rics(X, X)+2(p+1) Y _ |V, X[*+|XPBP,

k=1

onde a ultima equagao segue do fato que Y_,_, |B(eg, X)|[* = Rics (X, X), uma vez que X é
minima.
Integrando agora a desigualdade (4.37) em relacao a (V, W) € U x U, o Teorema Fubini,

as equagoes acima e o Lema 4.1.3 implicam que

2(p+1))\a(L)/ | X|*dv, §2(p+1)/Z|VekX|2dvg—2(p—1)/RicE(X,X)dvg
by D )

+ [ 2

§2<p+1)/

2

p+1
LI ()| X PP g
1

(X, AX)dv, — 4p / Rics (X, X)du,
by
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p+1

2 / (0 + DI (X, X) + 3 119 ()| X
ox

=1

§2(p+1))\m(a)/ XPdv, —4p inf (Ricz(v,v))/ X [2dv,
» V€L (o) \{0} )

+2(p+2)  sup ([IBM(U,U))/ | X|*da,
veT(TOM)\{0} ox

< 2+ DA / XPdv, —dp  inf  (Rics(v,v)) / X [2du,
> ’UELm(a>\{O} >

Como X € L,,(0)\{0}, segue das desigualdades acima que

Aa(L) < X% (A1) — (%) C

O
Teorema F. Seja X" uma subvariedade minima com fronteira livre de uma regiao convexa

M™P*L do espago euclidiano R P com p > 0. Se a curvatura de Ricci de X € limitada

inferiormente por uma contante C, entdo

Aa(L) < Ay (A1) — (2—p> C,

p+1
onde m(a) = (”+§+2) (a=1)+1eA (A1) € om(a)-ésimo autovalor do problema de
bordo relativo.
Demonstracdo. Seja o > 1 um numero inteiro positivo qualquer. Se

n+p+1

m—m(a)—( ; )(a—l)—l—l,

argumentos analogos aqueles utilizados na prova do Teorema E mostram que existe um

campo de vetores nao-nulo X € £, tal que

2(p+ 1A / | X|*dv, <2(p+1 / Z Ve, X |Pdv, —2(p — 1) / Rics (X, X)dv,
i s

p+1

+/ 23 X Py
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Segue portanto do Lema 4.1.4 que

2p + D)A(L) / X 2, < 2(p + 1) / (AX, X)dv, — 4p / Rics (X, X)du,
b b by
p+1

T / 2(p+ DH + 37 119 (5, )| X Pda
o =1
< 2(p+ AL (A / X Pdv, — 4p / Ries (X, X)dv,
b )
+ 2/ (pH?™ + H™)|X|*da,
ox

<2(p + DAL(AY) / X Pdv, — 4p / Rics(X, X)dv,
> >

0 que por sua vez implica que

ja que X é nao-nulo. O]



76

Referéncias Bibliograficas

[1] Alias, L. J., Brasil, A. Jr., Sousa, L. A. M. A characterization of Clifford tori with
constant scalar curvature one by the first stability eigenvalue, Bull. Braz. Math. Soc.

(N.S.) 85 (2004), no. 2, 165 - 175.

[2] Ambrozio, L.; Carlotto, A.; Sharp, B. Comparing the Morse index and the first Betti
number of minimal hypersurfaces. J. Differential Geom. 108 (2018), no. 3, 379-410

[8] Ambrozio, L., Carlotto, A., Sharp, B. Index estimates for free boundary minimal
hypersurfaces , Math. Ann. (2018), 370:1063-1078

[4] Andrews, B., Hopper, C. The Ricci Flow in Riemannian Geometry - A Complet Proof
of the Differentiable 1/4 - Pinching Sphere Theorem. Spring 2011.

[5] Besse, A. FEinstein manifolds. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2008.
Reprint of the 1987 edition.

[6] Caminha, A. Tdpicos de Geometria Diferencial. SBM, 2014.

[7] Chen,J., Frsaser, A. Pang, C. Minimal immersions of compact bordered Riemann

surfaces with free boundary, Trans. Am. Math. Soc. 367(4), 2487-2507 (2015).

[8] Chen, B. On the First Eigenvalue of Laplacian of Compact Minimal Submanifolds
of Rank One Symmetric Spaces Chinese Journal of Mathematics, Vol. 11, No. 4
(December 1983), pp. 259-273.

[9] Chern, S. S., do Carmo, M., Kobayashi, S. Minimal Submanifolds of a Sphere with
Second Fundamental Form of Constant Lenght Springer-Verlag Berlin-Heidelberg-New
York 1970

[10] Davies, E. B. Spectral Theory and Diferential Operators. Cambridge University Press,
Cambridge, 1995.



7

[11] do Carmo, M., Ritoré, M., Ros, A. Compact minimal hypersurfaces with index in the
real projective space, Comment. Math. Helv. 75 (2000), 247-254.

[12] do Carmo, M. Geometria Riemanniana 5 ed. IMPA, 2011.

[13] Fraser, A., Schoen, R. Sharp eigenvalue bounds andminimal surfaces in the ball.

Invent. Math. 203(3),823-890 (2016).

[14] Gorodski, C.; Mendes, R. A. E.; Radeschi, M. Robust index bounds for minimal
hypersurfaces of isoparametric submanifolds and symmetric spaces. Calc. Var. Partial

Differential Equations 58 (2019), no. 4, Paper No. 118, 25 pp.
[15] Jost, J. Riemannian Geometry and Geometric Analisys. 6 ed. Springer 2011.

[16] Lawson, H. B., Simons, J. On Stable Currents and Their Application to Problems in
Real and Complex Geometry, Ann. of Math. 98 (1973), no. 3, 427-450.

[17] Perdomo, O. Low Index Miminimal Hypersurfaces of Spheres, Asian J. Math. 5 (2001),
no 4, 741-750.

[18] Marques, F., Neves, A. Min-mazx theory and the Willmore conjecture, Preprint. ar-
Xw:1202.6036, 20135.

[19] Ohnita, Y. Stable Minimal Submanifolds in Compact Rank One Symmetric Spaces,
Téhoku Math. Journ. 38 (1986), 199-217.

[20] Sargent, P. Index Bounds for Free Boundary Minimal Surface of Convex Bodies.
Preprint. arXiv:1605.09143v1, 2016.

[21] Savo, A. Index Bounds for Minimal Hypersurfaces of the Sphere , Indiana University
Mathematics Journal, 59 (2010), no 3, 823-837.

[22] Schwarz, G. Hodge Decomposition - A Method for Solving Boundary Value Problems,
Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1995

[23] Simons, J. Minimal varieties in riemaniann manifolds, Ann. of Math. (2) 88 (1968),
62-105.

[24] Taylor, M. Partial Differential Equations I: Basic Theory, Springer- Verlag, New York,
1996.



78

[25] Torralbo, F., Urbano, F. On Stable Compact Minimal Submanifolds, Proc. Amer. Math.
Journal, 142 (2014), 651-658.

[26] Urbano, F. Minimal surfaces with low index in the three-dimensional sphere. Proc.

Amer.Math. Soc.,108 (1990), no. 4, 989-992.

[27] Wallach, N. R., Minimal immersions of symmetric spaces into spheres. Pure and Appl.

Math. (1972), Vol. 8, 1-40.



	c3d9cd43243b44253fd10097d284bb0cdb399d97d29fa33123ffb22f355c4547.pdf
	14a711d94b93d5638584a247a6fd87b221071b625ab5b66a4c1e7067ea07437b.pdf
	c3d9cd43243b44253fd10097d284bb0cdb399d97d29fa33123ffb22f355c4547.pdf
	INTRODUÇÃO
	1 Noções Básicas
	Fibrados Tensoriais
	Fibrados Vetoriais
	Tensores
	Contrações Tensoriais
	Fibrados Tensoriais
	Métricas de Fibrados
	Derivada Covariante de Campos Tensoriais
	Segunda Derivada Covariante de Campos Tensoriais
	Teoria Espectral de Operadores Diferenciais Fortemente Elípticos em um Fibrado

	Operador de Hodge-Laplace e Formas Harmônicas
	Problemas de Bordo para o Operador de Hodge-Laplace
	Tensores de Curvatura
	Geometria das Subvariedades
	Estabilidade de Subvariedades Mínimas
	Estabilidade de Subvariedade Mínimas com fronteira Livre
	Seções Teste

	2 Subvariedades Mínimas da Esfera
	Conceitos e Resultados Preliminares
	Resultados Principais

	3 Subvariedades Mínimas de Ambientes Mergulhando no Euclidiano
	Resultados Principais
	Aplicações
	Esferas Euclidianas
	Espaços Projetivos Reais 
	Espaços Projetivos Quaterniônicos
	Plano de Cayley
	Hipersuperfícies Pinçadas do Espaço Euclidiano
	Produto do Círculo e Esferas Euclidianas


	4 Subvariedades Mínimas Com Fronteira Livre de Regiões Convexas
	Resultados Prévios
	Resultados Principais

	REFERÊNCIA BIBLIOGRÁFICA


