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Resumo

Nesta dissertacao, iremos apresentar uma classificacao das subvariedades umbilicas de
dimensao e codimensao arbitraria de S™ x R, baseado no trabalho de Bruno Mendonca
e Ruy Tojeiro, em [11]. A classificagdo que serd apresentada, estende a classificagdo das
superficies umbilicas em S? x R por Souam e Toubiana, em [12], bem como a descri¢io
local das hipersuperficies umbilicas de S™ x R por Van der Veken e Vrancken, em [15],
para codimensao maior que um. Em ambos os trabalhos, as superficies umbilicas e hiper-
superficies umbilicas sdo de rotagdo. Sera mostrado que as subvariedades estudadas neste

trabalho também sao de rotacao e apresentaremos parametrizacoes explicitas.

Palavras-chave: Classificacdao, subvariedades umbilicas, subvariedades de rotacao



Abstract

In this thesis, we will present a classification for the umbilical submanifolds of arbitrary
dimension and codimension of S x R, based on the work by Bruno Mendong¢a and Ruy
Tojeiro in [11]. The classification that will be presented extends the current classification
of the umbilic surfaces in S? x R by Souam and Toubiana in [12] as well as the local
description of the umbilical hypersurfaces S x R by Van der Veken and Vrancken in [15]
for codimensions greater than one. In both works, the umbilic surfaces and hypersurfaces
are of rotation type. It will be shown here that the submanifolds studied in this work are

also of rotation type and we will present explicit parametrization.

Keywords: Classification, umbilical submanifolds, rotational submanifolds
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Introducao

Esta dissertacao estd centrada na teoria das subvariedades, teoria que surgiu como um
desenvolvimento natural do estudo classico de curvas e superficies do espaco euclidiano
tridimensional, e generalizou este estudo para qualquer niimero de dimensoes e codimen-
soes e espacos ambientes arbitrarios. No tltimo século, evoluiu para uma ampla subarea
da Geometria Diferencial com muitos ramos distintos, fazendo uso de diversas técnicas.

As subvariedades mais simples de uma variedade Riemanniana sao aquelas cuja se-
gunda forma fundamental é identicamente nula, chamadas de totalmente geodésicas.
Uma subvariedade M C N é dita umbilica quando a(X,Y) = (X, Y)w, para quaisquer
X,Y € X(M), em que a é a segunda forma fundamental de M com valores no fibrado
normal e w é o vetor curvatura média de M. Dessa forma, M é totalmente geodésica
quando é umbilica e w = 0.

As formas espaciais sdo as variedades riemannianas completas com curvatura secci-
onal constante. A classificacdo das subvariedades umbilicas das formas espaciais ja foi
realizada, e pode ser encontrada em [5]. Muito se ha a respeito das subvariedades de
uma forma espacial. Contudo, existem poucas variedades Riemannianas para as quais as
subvariedades umbilicas sao classificadas.

Soaum e Toubiana, em [12], deram uma classificagdo das superficies totalmente um-
bilicas para todas as geometrias 3-dimensional de Thurston de curvaturas nao constante,
bem como para as esferas de Berger. Os casos mais interessantes acabaram sendo o dos
espacos produtos S? x R e H? x R. Para essas variedades, foi mostrado que, a menos
de isometria do espago ambiente, as superficies umbilicas ndo totalmente geodésicas, sao
superficies de rotagdo sobre uma curva. Tal curva é obtida via solucdes de sistema de
EDOs.

Van der Veken e Vrancken, em [15], classificaram localmente as hipersuperficies umbil-
cas de S” x R, enquanto que, Calvaruso, Kowalczyk e Van der Veken, em [2], classificaram
localmente as hipersuperficies umbilicas de H™ x R. Novamente, nestes dois casos, as
nao totalmente geodésicas sao hipersuperficies de rotacao sobre curvas em produtos to-
talmente geodésicos S' x R e H' x R, respectivamente. Por outro lado, foi mostrado em

[13], por Souam e Van der Veken que um produto Riemanniano M x R admite hipersu-



Sumério

perficies totalmente umbilicas nao triviais se e somente se a variedade Riemanniana M
tem localmente a estrutura de um produto warped, e neste caso uma descri¢ao local de
todas essas hipersuperficies foi fornecido.

Mendonga e Tojeiro, em [11], artigo na qual esta dissertagao foi baseada, deram uma
classificagdo das subvariedades umbilicas de dimensao e codimensao arbitraria de S™ x R.
O objetivo principal desse trabalho é apresentar as demonstragoes dos resultados obtidos
em [11], em especial, o Teorema de classificacao das subvariedades umbilicas de S™ x R.
Antes de enunciar este Teorema, é necessario que fagamos uma breve apresentacao dos
elementos presentes neste resultado.

Para um dado inteiro m > 2, seja ® : S xR — R™"2\{0} o difeomorfismo conforme
dado por ®(x,t) = e'z. Escolha uma semi-reta ¢ := {z} x [0,00) C R™** = R™" x R
com T # 0, T € R™L. Seja M}, a imagem por ®~! da esfera m-dimensional Sy, em R™+2
de raio r centrado em ¢ que se encontra no hiperplano afim através de (z, h) ortogonal a

¢, com a origem removida se h =0 e r = d := ||z||. Entao vale o seguinte Teorema.

Teorema 1 (Teorema 4.2.4). A subvariedade M7, é uma subvariedade umbilica completa

de S™ x R para cada r >0 e h > 0. Além disso, M", tem as sequintes propriedades:
(i) € difeomorfa a S™ se (r,h) # (d,0) e a R™ se (r,h) = (d,0);

(i) estd em uma hipersuperficie totalmente geodésica S™ x R C S™! x R se e somente
se, h =10;

(iii) My € homotdpica a 0 em S™ x R se r < d e nao homotdpica a 0 ser > d;

(iv) € uma subvariedade de rotag¢io cujo perfil é uma curva em uma subvariedade to-
talmente geodésica S* x R (respectivamente, S* x R) se h # 0 (respectivamente,
h=0);

(v) M, € congruente a M)}, se e somente se, (r,h) = (r', ).

Reciprocamente, qualquer subvariedade umbilica nao totalmente geodésica de S™ x R com
dimensao m = 2 é, a menos de uma isometria do espagco ambiente, um subconjunto aberto

de um dos sequintes:
(a) uma esfera pequena em S™ x {0};
(b) M para algum r >0 sen =m;
(c) M5, para algumr >0 eh >0 sen=m+1;

(d) M em S™*! x R totalmente geodésica para algum >0 e h >0 sen >m+ 1.

10



Sumério

No primeiro capitulo deste trabalho, introduzimos defini¢oes e resultados basicos sobre
fibrados vetoriais e Geometria Riemanniana. Na tltima secao deste capitulo é apresen-
tado os resultados auxiliares que darao apoio no decorrer dos capitulos seguintes. Mais
especificamente, nesta se¢cao obtemos alguns resultados a respeito da imersao isométrica

f:M™ — Q! xR. A variedade Q" denota S, R", ou H", quando ¢ = 1,0 ou —1, respec-

9
ot’

fator R de Q7 x R, admite a decomposi¢io & = f.T+n, onde T € X(M) e n € I'(N/M).

O campo T desempenha um papel importante ndo apenas nesta se¢ao, mas também na

tivamente, onde € é a curvatura seccional de Q7. O campo %, campo unitario tangente ao

obtencao de varios outros resultados deste trabalho.

O capitulo dois é dedicado ao estudo da classe A. Esta classe é o conjunto de todas as
imersoes isométricas f : M™ — QI X R, com a propriedade de que o campo de vetores 7',
tangente a M™ é um autovetor de todo operador de forma de f para todo & € I'(N/M).
Um dos principais resultados deste capitulo é o Teorema 2.1.3, que fornece uma descrigao
completa de todas as imersoes isométricas na classe A. Na secao 2.2 deste capitulo faremos
um estudo sobre as subvariedades de rotagao em Q7 x R, que é uma subclasse da classe
A, onde apresentamos o Teorema 2.2.3, que nos da uma sequéncia de equivaléncias sobre
subvariedades de rotagdo de QF x R, e é um dos resultados chave na demonstracao do
teorema principal deste trabalho.

No capitulo trés apresentamos resultados a cerca da redugdo da codimensao de uma
imersdo isométrica. A codimensdo de uma imersdo isométrica f : M" — Q"™ pode
ser reduzida a k < m, quando existe uma subvariedade totalmente geodésica Q"** de
Q™ tal que f(M™) C Q™. Joseph Erbacher, em [8], estabeleceu que a codimensao de
[ M™— Q"™ pode ser reduzida a k, quando existe um subfibrado paralelo L do espago
normal de f com posto k < m tal que o primeiro espa¢o normal N;(z) é um subconjunto
de L(z), = € M™. O objetivo deste capitulo é a prova do Teorema 3.2.1, que estabelece
hipéteses, para que a codimensao de f possa ser reduzida quando o espago ambiente for
Q” x R. Finalizamos este capitulo com uma aplicacao para uma prova alternativa sobre
um teorema de reducao de codimensao de superficies com vetor curvatura média paralelo
em QF x R, devido a Alencar, do Carmo e Tribuzy, em [1].

Finalmente, o tdltimo capitulo é dedicado a prova do Teorema de classificacao das

subvariedades umbilicas de S™ x R.

11



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contém um material de apoio, essencial para o entendimento dos capi-
tulos subsequentes. A maior parte deste capitulo é dedicada aos resultados basicos de
Geometria Riemanniana, e o leitor interessado em detalhes sobre o assunto deve procurar
as referéncias citadas. Porém, na ultima secao é onde damos inicio a apresentacao dos

resultados auxiliares que serdo fundamentais no decorrer deste trabalho.

1.1 Fibrados Vetoriais

Nesta secao, definimos um dos objetos essenciais para o desenvolvimento deste traba-
lho, os fibrados vetoriais. Um fibrado vetorial é, de certa forma, uma generalizacao do
fibrado tangente e do fibrado normal (de uma imersao isométrica) sobre uma variedade

diferencidvel. O conteddo desta secao foi baseado em [5] e [10].

Definicao 1.1.1. Dada uma variedade diferenciavel M, um fibrado vetorial real C*
sobre M é uma variedade diferenciavel E, juntamente com uma aplicagao diferenciavel e

sobrejetiva w1 ' — M satisfazendo as seguintes condigoes:

1) Existe k € N tal que, para todo p € M, o conjunto E, = 7 !(p) possui a estrutura

de espaco vetorial real k dimensional

2) Para cada p € M, existe uma vizinhanga U de p em M e uma aplicagao diferenciavel
¢ : 771 (U) — U x RF tal que:

i. Para cada g € U, a restringao de ® a F, ¢ um isomorfismo linear entre £, e

{q} x R¥, munido com a estrutura candnica de espago vetorial.

ii. Se 7y : U x R¥ — U denota a projecdo sobre o primeiro fator, entdo
r=mpod:7 1 (U)—=U.

12



1. Preliminares

Nas notagoes acima, dizemos que M é a base e E é o espago total do fibrado; E,
(p € M) é a fibra de E sobre p. O natural k é o posto de E (ou de 7 ); se k = 1, dizemos
que E é um fibrado de linhas. Por fim, ® é uma trivializacao local, ou carta de fibrado de
E sobre U.

Sempre que nao houver perigo de confusdo, diremos simplesmente que E (resp. 7 ) é
um fibrado sobre M, deixando implicita a projecao 7 (resp. o espago total E ) e o posto
k.

Dados dois fibrados vetoriais 7 : £ — M; e 7 : F — M,, e um difeomorfismo
¢ : My — M, dizemos que uma aplicacio diferencidvel ¢ : E — F é um isomorfismo de

fibrados ao longo de ¢ quando para todo z € My, temos

i, trog=gorged(r5'(z)) =75 (6(x)),

ii. A restricio ¢, : 15 (x) = 75" (d(x)) de ¢ a fibra 75" (x) é um isomorfismo de espaco

vetorial.

Dado um fibrado vetorial # : £ — M, um subfibrado de E é um fibrado vetorial
7m: D — M, em que D é um subespaco topolégico de E e 7 é a restricio de m em D,
tal que para cada p € M, o subconjunto D, = D N E, é um subespago linear de £, e a
estrutura de espaco vetorial em D, ¢ herdada de E,.

Se M é uma variedade diferencidvel, E = M x R* e mp; : E — M é a projecdo sobre
o primeiro fator, entao é imediato verificar que E é um fibrado vetorial de posto k sobre
M, denominado o fibrado trivial de posto k sobre M (para p € M, a estrutura de espago
vetorial k-dimensional em FE, = {p} x R* é novamente a canonica).

Um fato importante é que podemos construir fibrados vetoriais a partir de outros
ja dados. Nao iremos nos aprofundar nesse assunto, o leitor interessado deve procurar
as referéncia citadas. Apresentaremos a soma de Whitney e o fibrado induzido. Nao

provaremos as proximas afirmagoes, mas em caso de davidas ver, por exemplo, [5] ou [14].

Exemplo 1.1.2 (Soma de Whitney). Sejam 7 : E — M e g : F — M fibrados
vetoriais de postos k e [, respectivamente. A soma de Whitney de E e F é o espaco

topologico de dimensao ki
EewF =[] (E,&F,)

peEM

munido da estrutura de fibrado vetorial sobre M induzida a partir daquelas de E e F.

Exemplo 1.1.3 (Fibrado Induzido). Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial e f : N — M

uma aplicacdo diferencidvel. Defina

A

E={(r,e)e NxFE: f(z)=m(e)}

13



1. Preliminares

e denote #(x,e) = x e f(x,e) = e. Para cada x € N, sejam E, = #~(z) = {2} x E e
f = f|Ex Entao EJ,, tem uma estrutura de espaco vetorial que torna fx um 1S0mor-
fismo. Seja (U, px),e, wm atlas de trivializagoes locais para E, e seja (gx,) as fungoes

de transicoes correspondentes. Definindo
Sa)\,x = @\ f(z) © fxa T e U)\ = fﬁl(U)\)a

obtemos, para cada \ € L, uma bijecao Py : 7?_1([7)\) — Uy x R¥, onde k ¢ o posto de E.

E imediato verificar que
Prw© Ppn = Pulf(2)),z € UNU,.

Portanto, o principio da colagem pode ser aplicado, tornando 7 : E — N um fibrado

vetorial. O espago total E ¢ usualmente denotado por f*E.

Se 7w : E — M é um fibrado vetorial sobre M e U C M, é um aberto de M, uma secao
local de E (ou de 7 ) é uma aplicagao diferenciavel n : U — F tal que mon = Idy, é a
aplicacao identidade de U, nesse caso, dizemos que 1 é uma secao em U para 7. Quando
U = M, dizemos apenas que n ¢ uma secao em FE. Doravante, salvo mencao em contrario,
denotamos por I'(E) ao conjunto das se¢oes de E. Munido das operagoes usuais, I'(E)
possui a estrutura de espago vetorial real.

As segbes de E @y F, no exemplo 1.1.2, sdo da forma n = £ @ (, onde £ € T'(F) e
Ce(F).

Uma secao X : M — TM do fibrado tangente # : TM — M de uma varie-
dade diferenciavel é um campo de vetores em M. Denotaremos, no decorrer do texto,
D(TM) =X(M). Se f: N — M é uma aplicacao diferenciavel e 7 — M é um fibrado
vetorial, entao a segao & € I'(f*E) do fibrado induzido f*F é também chamada de uma
secdo de F ao longo de f. Em particular, um campo de vetores ao longo de f é uma secao
de f*T'M.

Dado U C M aberto, um referencial (local) em U para m é um conjunto {n,...,n}
de segoes em U para 7, tal que {n1(p),...,n.(p)} é uma base de 7—!(p), para todo p € U.
O referencial é global quando U = M.

Sempre existe um referencial local. Em outras palavras, vale o

Lema 1.1.4. Sew: E — M ¢é um fibrado vetorial sobre M e U C M é dominio de uma

trivializagao local para m, entao existe em U um referencial para 7.

Demonstragido. Sejam ® : 7=1(U) — U x R* uma trivializacdo local para 7 e {ey,...ex}

o referencial canonico em R¥; defina ¢; : U — U x R* por ¢;(p) = (p,¢;). Sen; : U — E

14



1. Preliminares

é dada por
7’]j = CD_I e} Lj.

é imediato verificar que se trata de um referencial em U para 7. n

1.2 Fibrados Riemannianos

O objetivo desta secao é apenas relembrar alguns fatos, a respeito de fibrados Rie-

mannianos, os quais iremos usar frequentemente ao longo do texto.

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica Riemanniana em
um fibrado vetorial 7 : E — M é uma aplicagdo C'°°(M)-bilinear, simétrica e positiva
definida

(,):T(E)x[(E) = C™®(M).

O fato é que todo fibrado vetorial, 7 : F — M, admite uma métrica Riemanniana.
Uma métrica Riemanniana, em uma variedade diferencidvel M, é uma métrica Rieman-
niana no fibrado tangente T'M de M. Lembre-se que denotamos I'(T'M) = X(M). Em
particular, toda variedade diferenciavel possui uma métrica Riemanniana.

Sejam (M, (,),,) e (Ma, (,),,,) variedades Riemannianas. Podemos definir a métrica
Riemanniana (, ), 1 = (), © )y, SObre a variedade produto My x My, chamada de

métrica produto, da seguinte maneira:

((v1,02), (W1, w2)) pp, enr, = (V1 W1) py, + (V2,W2)

para quaisquer (vi, v2), (w1, ws) € TyMy @ TyMy ~ Ty, o (My X My).

Definicao 1.2.2. Uma conezdo linear em um fibrado vetorial 7 : £ — M é uma aplicacao

R-bilinear
V:X(M)xT'(F)—T(E)

(X,S) Hng

satisfazendo, para f € C*°(M), X € X(M) e £ € T'(F), as seguintes condi¢oes:
(a) Virx)§ = fVxE.
(b) Vx(f&) = fVx§+ X(f)E

Seja w : £ — M um fibrado vetorial com conexao linear V. Diremos que uma secao
¢ € I'(F) é paralela quando V x& = 0 para todo X € X(M). Dizemos que um subfibrado
vetorial F' de E' é paralelo quando, para cada segao & de F e cada X € X(M ), nds tivermos

que Vx& é uma segao de F.

15



1. Preliminares

Fixada uma métrica (,) em E, dizemos que a conexao linear V é compativel com a

métrica quando, para todo X € X(M) e n,& € T'(E), tivermos

X(n,&) = (Vxn,8) + (. Vx¢).

Em geral, fixada uma métrica em um fibrado vetorial, pode existir mais de uma
conexao compativel com tal métrica. Porém, a conexao de Levi-Civita V de uma variedade

Riemanniana M ¢ a tnica conexao compativel com a métrica de M e simétrica, ou seja,
(X, Y] =VxY - VyX,

para todo X,Y € X(M).
O proximo Lema, cuja prova serd omitida, nos diz como é a conexao de Levi-Civita,

quando temos um produto de variedades Riemannianas.

Lema 1.2.3. Se M, e M, sao variedades Riemannianas com conexoes de Levi-Civita V e
V, respectivamente, entao a conexao de Levi-Civita V do produto Riemanniano My X M,

¢ tal que
,€X1€9X2 (Yi D }/2) = (VXl}/l) @ (sz}/?)v

para todos X1,Y) € X(My) e Xo,Ys € X(My).

Um fibrado vetorial Riemanniano é um fibrado vetorial 7 : £ — M munido de uma
métrica Riemanniana (,) e de uma conexao compativel com a métrica.
Sejam (E, VE ( >E), e (F, Vv, >F), fibrados vetoriais Riemannianos dados. A soma

de Whitney F @y F' é um fibrado Riemanniano com a métrica (,) e conexao V, tais que

(Mm@®&,m®8&) = (mm)p+(61,8)r
Vx(no§) = Vinad Vi,

onde X € X(M) e n,ni,ne € I'(E),&,&,& € T'(F).

E simples verificar que (,) e V definem, respectivamente, uma métrica e uma conexao
em E @y F. Mostremos a compatibilidade entre ambas. As compatibilidades entre (,)g
e VP () e VI nos dio

X(mo&,mn®&) =X M,n)p+ X (€,8)r

< X 772> <771a V)E(U2> + <V§§1>§2>F + <§1> V§<§2>F
(VEm & Vi me &)+ (m @&, Vin e Vig)
(Vx (m @ &), m® &)+ (m @&, Vx (1 ® &)
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o que mostra a compatibilidade de V.

Definicao 1.2.4. Quando V é uma conexao no fibrado vetorial 7 : £ — M, o operador
curvatura, ou simplesmente a curvatura de F é a aplicacao R-trilinear sobre o anel C*° (M)
R:X(M)xX(M)xTI'(F)— I'(F) dada por

R(X,Y) = VxVy§ = VyVx{ = Vixy

Quando E = T'M, dizemos que R é o operador curvatura da variedade M.

Em um fibrado vetorial Riemanniano 7= : £ — M, com operador de curvatura R,

valem as seguintes propriedades: para todo X,Y € X(M) e {,n € I'(E),

(i) (R(X,Y)E,n) = —(R(X,Y)n,§).

Quando E = T'M, o operador R satisfaz varias outras propriedades (Ver [7], cap. 4).

1.3 Imersoes Isométricas

Nesta secao apresentamos as equacoes basicas que aparecem naturalmente quando se
estuda imersoes isométricas entre variedades Riemannianas. Conhecidas como “as equa-
¢oes fundamentais” ou “equagoes de estrutura” de uma imersao isométrica. O contetido
desta secao foi baseado em [5].

Sejam M™ e M variedades diferencigveis de dimensdes n e m. Dizemos que a apli-
cacao diferencidvel f : M™ — M é uma imersio quando a diferencial f,(z) : T,M —
Tf(x)M ¢ injetiva para todo x € M". O ntimero kK = m — n é chamado a codimensao de
f. Quando k = 1, diremos que f é uma hipersuperficie. Também é comum referir-se a f,
ou a f(M), como uma subvariedade imersa, ou simplesmente uma subvariedade, de M.

Uma imersdo f : M™ — M entre variedades Riemannianas com métricas (,),, e

(,)37 é chamada uma imersao isométrica quando

(XY ) = (fo(@) X, fu(2)Y )37 (1.1)

para todox € M" e XY € T, M.
Frmo, . ~ , s . . . T 5m ~
Se f: M"™ — M é uma imersdo e (, )37 ¢ uma métrica Riemanniana em M, entao
(1.1) define uma métrica Riemanniana em M", chamada de métrica induzida por f.
Munindo M"™ com tal métrica tornamos f uma imersao isométrica.
. ~ . , . a3 7sm =W . .
Dada uma imersao isométrica f : M™ — M ', denotamos por f*T'M o fibrado induzido

sobre M™ cuja fibra em x € M™ é T,y M. O complemento ortogonal de f,T, M em Ty, M
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é chamado espaco normal de f em z e denotaremos por N/ M. O fibrado normal N/ M
de f é o subfibrado de f*T'M cuja fibra em um ponto z € M™ é N/ M. Com isso obtemos

a seguinte decomposi¢ao ortogonal
f*TM = f,TM & N’ M. (1.2)

A conexdo de Levi-Civita V de M induz naturalmente uma tinica conexdo V em
F*T'M tal que

@X(Z of)=VxZ

para todo x € M™, X € T,M e Z € X(M). Identificaremos V por V.
Sejam V, V as conexoes de Livi-Civita de M™ e M, respectivamente, e f : M™ — M

uma imersao isométrica. Dados campos de vetores X,Y € X(M), temos a decomposi¢ao
VxtY = (Vx )T + (Vxf.Y)* (1.3)
com respeito a decomposicdo em (1.2). E simples verificar que
VxY = [(Vx )"
é uma conexao simétrica e compativel com a métrica de M.
Definigdo 1.3.1. A aplicagdo oy : X(M) x X(M) — I'(N/ M) definida por
ap(X,Y) = (Vxf.Y)*

é chamada a sequnda forma fundamental de f.

Quando nao houver perigo de confusao, escreveremos o ao invés de ay. Com isso,

podemos escrever (1.3) como

vxf*y = f*VXY—i‘Oéf(X, Y) (14)

A férmula acima, é conhecida como formula de Gauss. Verifica-se diretamente das
propriedades das conexdes V e V que a; é bilinear e simétrica sobre o anel C*°(M).
Sejam X € X(M) e & € T'(N/M). Denote por A¢X a componente tangente de
—£.Vx¢, isto é,
. \T
foAeX == (Vx¢)

18
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Desde que para todo Y € X(M) temos

0=X(& LY) = (Vx& LY ) + (6 Vx LY,
a férmula de Gauss nos da
(AeX,Y) = (s (X,Y), ).

Em particular, a aplicacdo A : X(M) x I'(N;M) — X(M) dada por A(X, &) = A X
¢ bilinear sobre o anel C*°(M). Assim, a aplicacdo A : X(M) — X(M) é linear no
anel C™(M) e simétrica, isto é, (A:X,Y) = (X, AY), para todo X,Y € X(M). A¢ é
conhecido na literatura por operador de forma, endomorfismo de Weingarten associado a
« ou, por abuso de linguagem, a segunda forma fundamental na direcao normal &.

A componente normal de V x¢, denotada por V¢, define uma conexio compativel no
fibrado normal N/ M, uma vez que se X € X(M) e n,& € T(N/M), entdo

X(n,€) = (Vxn, &) + (. Vx&) = (Vxn, &) + (n, V).
Dizemos que V= é a conexdo normal de f, e obtemos a férmula de Weingarten

Vxé=—AX +Vx%E, X e€X(M)eéeT(NM). (1.5)

. , . —n+1 . .,
Para uma hipersuperficie f : M™ — M, um campo de vetores diferenciavel normal
e unitario é localmente tinico a menos de sinal. Uma vez que foi fixado, nés simplesmente

denotaremos A por A.. Entao a férmula de Gauss se torna
VxfY = LVxY + (AX,Y)E,
enquanto que a formula de Weingarten se reduz a
ng = —f AX.

Através das férmulas de Gauss e Weingarten podemos obter relagoes interessantes
quando temos composi¢oes de duas imersoes isométricas, que sao dadas na seguinte pro-

posicao.

Proposicao 1.3.2. Dadas as imersoes isométricas j : M™ — N™ e F : N* — Q1, seja
f = Foj. Sejam 'Vt eIV, as conexdes normais de f e j, respectivamente. Entdo valem

as sequintes afirmagoes:
(i) NgM = F*NgM S Nﬁp)N;
(i) ap(X,Y) = Fuoy(X,Y) + ap(j. X, j.Y);
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(i) TVF.E = F IVxE+ ap(i.X,€);
para p € M, e para todo X,Y € T,M,& € T'(N7M).

Demonstragdo. (i) Por defini¢ao, temos

NI{M = (f*Tp]W)L ={w € Ty Q; (w, fur) = 0,0 € T,M} C Ty, Q,
NM = (RT,M)*" = {u€ Tj,N;(u,j.x) =0,z € T,M} C Tj,N,
NN = (FTpN)*" = {w € T Q; (w, Fuu) = 0,u € Ty N} C Ty Q.

Jjp

Assim, dado z € F,NJM @ Nfgp)]\/' C Ty @, temos que z = Fou+ w, onde u € Tj(,)N.

Dado x € T, M, como
(Fou+w, foxr) = (Fu, fur) + (w, fur)
= (u, Jux) + (w, F.(jx))
= 0+0=0,

segue que z € NJM, donde F,NJM & Nfgp)N C N/ M. Como

J

dim(F,N]M & N, N) = dim(N;] M)

J

segue que, NJM = F,.NJM & Nfzp)N para todo p € M.

J

(ii) Sejam V,V e V as conexdes de Levi-Civita de M, N e Q, respectivamente. Assim, a

formula de Gauss para j, F' e f sao dadas, respectivamente por

VxiY = iVxY +o;(X,Y), XY eX(M), (1.6)
VuEV = ENGV +apU,V), UV eX(N), (1.7)
VxfY = LVxY +a;(X,Y), X,Y € X(M). (1.8)

Assim,

ar(X,Y) = AVVXf*Y—f*VXY
= VxF.(.Y) - f.VxY
= FV;xjY +ap(jX, 1Y) - f.VxY
L E4RY 4 Fuay(X,Y) + ap(j. X, 1Y) — £VxY
= F.oy(X,Y)+ar(j.X,j.Y).
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(iii) Temos que a férmula de Weingarten para j, F' e f sdo dadas respectivamente por

Vxé = —jAIX+H V& X € X(M),€ €T (N M), (1.9)
V¢ = —FAFU+7VEC, U e X(N),( e T(NFN), (1.10)
Vxn = —fAX 4+ Vin, X € X(M),n e I(N/M). (1.11)

Assim, dado & € N7M, temos que F.&6 € NN = F,N'M @ NFN, donde

IVYF.¢ "= VyF&+ fALX

FVx¢+ ap(X,8) + FujuAl X

= ap(X,8) + F.(Vx¢ + 1AL, X)

(X,8) + Fu(—.ALX + V& + j. AL gX)
=  ap(X, )+FJVX§ fAJX—i—fA

(X,8) + FIVxE.

ap

7

]

As férmulas de Gauss e Weingarten também permitem estabelecer as equagoes de
estrutura de uma imersao isométrica, conhecidas como as equacoes de Gauss, Codazzi e

Ricci. Para esse fim, fixaremos mais algumas notagoes. Seja
(Vi) (Y, 2) = Vxa(Y, 2) — a(VxY, Z) — a (Y, Vx Z)

Observe que V+ta é C°°(M)— multilinear e que podemos ver V+ como uma conexao no
fibrado vetorial Hom (TM x TM,NfM ) Seja Rt o operador de curvatura do fibrado

normal N/M, ou seja,
RH(X,Y)E = Vx V€ — Vi Vi€ — Vixyi€

para todo X, Y € X(M) e £ € T'(N/M). A proposicio a seguir, contém as equacoes
de estrutura de uma imersao isométrica. Sua demonstracao é simples, mas em caso de

davidas, o leitor pode encontrar uma demonstragdo em [5], ou [7], por exemplo.

Proposicao 1.3.3. Sejam (M", V) e (M ,V), variedades Riemannianas e
f:M™ — M uma imersio isométrica. Para todo campo de vetores X,Y,7Z € X(M)
e toda secio & € T(N/M) valem as segquintes equacoes, conhecidas como as equagoes de

Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente:
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=

>

=

N
|

(R(X,Y)Z)" + Aavy X — Aaix.2)Y,
(RX,Y)2): = (Via)(Y;2) - (Vi) (X, 2), (1.12)
(RIX, )6 = RHX,Y)E—a(X,AY) + a(A:X,Y).

Se calcularmos a componente tangente de R(X,Y )¢ obtemos uma equivaléncia para

equacao de Codazzi, dada por
(R(X,Y)§)" = (Vy A)(X, &) — (VxA)(Y,9),

onde
(VyA)(X,§) = VyAe — AVy X — AV%X.

Quando a variedade ambiente tiver curvatura seccional constante, obtemos o

Corolario 1.3.4. Sejam (M™, V) e (M’",V), variedades Riemannianas e
f: M" — M" wma imersio isométrica. Suponha que M tem curvatura seccional
constante igual a c. Entdo,dados X,Y,Z € X(M) e & € T'(N'M) valem as sequintes
equagoes, conhecidas como as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci, para o caso de curvatura

seccional constante, respectivamente:

RX,Y)Z = c(XAY)Z+Aay X — Aaix Vs
(Via) (v,2) = (Via)(X,2), (1.13)
RHX,YV)E = a(X,AY)— a(4:X,Y)

onde (X NY)Z = (Y, Z)X — (X, Z)Y .

1.4 Subvariedades totalmente Geodésicas

Nesta secao apresentaremos brevemente alguns resultados e defini¢des sobre subvari-
edades totalmente geodésicas.

Uma imersdo isométrica f : M™ — M é dita totalmente geodésica em z € M"
quando a segunda forma fundamental o de f se anula em x. Quando « é identicamente
zero, dizemos que f é uma imersao totalmente geodésica. A razao desta terminologia é

dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.4.1. Uma imersdio isométrica f : M™ — M ¢é totalmente geodésica se e

somente se, f o~ é uma geodésica de M para qualquer geodésica ~ de M™.

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [7]. Um fato util e que iremos
precisar ¢ uma aplicacao do préximo resultado, cuja prova sera omitida, mas pode ser

consultada em [9].
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Proposicao 1.4.2. Seja f : M — M uma isometria. Entio cada componente conexa M

do conjunto dos pontos fixos de f

{y € M; f(y) =y},

com a métrica Riemanniana induzida é uma subvariedade totalmente geodésica.

Exemplo 1.4.3. Os exemplos abaixo sio uma aplicacdo da proposicdo acima.

(a)

(b)

Consideremos
S*={(z1,...,xpt1) E R 2]+ 22, =1}
Para 1 <k <n,
SF={(x1,...,0041) ER" 04y = =21 = 0}

¢ uma subvariedade totalmente geodésica de S™. Para ver isto basta consideramos a

isometria f : S* — S" definida por f(x1, ..., Tpy1) = (X1, Toy oo o, Ty —Tha1y -« oy —Tpi1),

e perceber que o conjunto dos pontos fizos de f é SF.

Consideremos 1 < k <n e seja H" = {(x1,...,2,);21 > 0}, onde H" C R} =Ry X
RFL = R x RFFL X R™* munido com métrica Riemanniana (X,Y) = é(X, Y)gn.
Entao
H* = {(z1,2s,...,74,0,...,0);2; > 0}
g
¢ uma subvariedade totalmente geodésica de H™. Basta consideramos a isometria
fH" — H" definida por f(xy,...,x,) = (x1,%2, ..., Tk, —Tht1,-.., —Tp), € perce-

ber que o conjunto dos pontos fizos de f é HF.

Proposicao 1.4.4. Se Ny C My, Ny C M, subvariedades totalmente geodésicas das vari-

edades Riemannianas My, e My, entdo N1 X Ny é uma subvariedade totalmente geodésica

do produto My x My com a métrica produto.

Demonstracio. Sejam V e V as conexoes de N; x Ny e M x M, respectivamente. Sabemos

que, tomando a métrica produto no espaco produto que quaisquer que sejam X;,Y; €
X (Ny) e Xo,Y5 € X(N3), 0 Lema 1.2.3 nos garante que

Vyvity, (Xi+ X)) = V%/1X1 + V%XQ e Vyiiv (Y1 +Y2> = V;Y1 +V3,2Y2

=l =2 . - . .
onde V1, V2,V e V’ sdo as conexdes Riemannianas de Ny, No, M; e M, naturalmente

também respectivamente e a notacdo X representa uma extensao do campo X ao corres-
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pondente espago claro no contexto. Sejam X,Y campos em X (N; X Ny), entdao X e Y
sdo escritos de maneira tnica como X = X; 4+ Xo e Y =Y; + Y5, onde X;,Y; € X (Ny) e
Xy, Ys € X (Ny) . Temos,

a(X,Y):=VyX — Vy X
= V3, X1+ V3, X2 — (Vi X1 + V3, Xz)
= Vy, X1 - VL X, + Vi, X5 — V2 X,
= (X1, Y1) + a2 (X2, Ys)
—0+0
= 0.

pois como N; é uma subvariedade totalmente geodésica de M; e Ny é uma subvariedade
totalmente geodésica de My, suas segundas formas fundamentais a; e as sdo nulas. Esta
conta nos mostra, portanto, que N; X Ny é uma subavariedade totalmente geodésica de

M; x My com a métrica produto. ]

Proposigao 1.4.5. Seja ¢ : S" x R — S" x R uma isometria. Entao, existem isometrias
P1:S" = S" e Py : R — R tais que ¢ = ¢y X ¢ps.

Demonstragio. Seja p = (p1,p2) € S" xR um ponto e i}? : " — S" xR, dada por i}*(z) =
T,S" C T,S" x R.
Afirmacao 1: my (¢.7,S") = {0}, onde 73 : S* x R — R ¢ a projegao.

Sejam p = (p1,p2) € S*" x R e v € T,S" um vetor tangente ao primeiro fator e

(z,p2), a inclusdo totalmente geodésica. Consideremos T,S™ := }?

v [—¢€,e] = S™ uma geodésica fechada tal que v(0) = p; e v/(0) = v. Como 7 é uma geo-
désica, entdo ¢ o (7y,p2) também é uma geodésica em S™ x R, em que
(v, p2) (t) := (7(t), p2) . Logo ma 0 ¢ o (7,p2) é constante ou é uma geodésica.

Como v é uma geodésica fechada, entao ms (¢ (7(—¢),p2)) = m2 (¢ (y(€), p2)), portanto
o 0 ¢ o (7y,p2) é constante, pois ndo existem geodésicas fechadas em R. Dessa forma,
mopsv = 0. v

Como my (¢.1,S}) = {0}, entdo ¢.1,S" = Ty, S", logo ¢, TR = TR. Sejam entao
(x,y) = ¢(p) e {v1,--+,v,} uma base ortonormal de 7,,S”. Tomemos também ¢; € O(n)
tal que ¢ (p1) =z e ¢1 (v;) = duv; € P : R - R

t—p2+y, S€ QuCpin = €519
¢2(t) =
—t+p2+Y, Se Qiepir = —€pnio;
em que €,,9 = (0,--+,1) € E" x R. Dessa forma, ¢; X ¢ : S*" x R — §" x R é uma,

isometria tal que ¢(p) = (¢1 X ¢2) (p), dvi = (61 X $2), Vi € Pucnra = (¢1 X G2), €nto-
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Seja agora ¢ € S" x R um ponto qualquer. Como S™ x R ¢ completa, entao ¢ = exp, v,

para algum v € T,S™ x R. Dessa forma

Plg) = ¢ (epr U) = CXPy(p) Ps(p)v = EXD (1 x2)(p) (1 x ¢2)5 (p)v =
= (61 X ¢n) (exp, v) = (61 X 1) (4)-

Portanto ¢ = ¢y X ¢s. O

1.5 Subvariedades totalmente Umbilicas

Uma imersao isométrica f : M™ — M~ ¢é chamada de umbilica em x € M"™ quando
existe w € NS M tal que
ap(X,Y) = (X, Y)w

para todo X,Y € T,M. A subvariedade é chamada de umbilica quando for umbilica em
cada ponto. Neste caso, w é o vetor curvatura média H(z) de f em z. De fato, seja

{X1,..., X, } uma base ortonormal de T,,M. Assim, temos
w = <XZ,XZ>CL) = Oéf(XZ',Xi),

Somando em 7, obtemos

wn =Y ap(X;, X)),

i=1
implicando que

w= 1§:af(Xi,Xi) = H(x).

=1

Equivalentemente, f ¢ umbilica em z quando
Ae = (H(2), &)1,

para cada & € NS M, onde I : X(M) — X(M) é a aplicagdo identidade.

o~ . . ~ . , . w5 7m
Definicao 1.5.1. Dizemos que uma imersao isométrica f : M™ — M~ tem wvetor curva-

tura média paralelo quando

VyH =0,
X e X(M).

, . ~ . , . Frm JO T
Se M™ é conexa e a imersao isométrica f : M™ — M~ tem vetor curvatura média
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paralelo, entao ||H|| é constante ao longo de M™. De fato, segue que para X € X(M),
X(|H|*) = X(H, H) = 2(VxH, H) = 0.

Quando f é umbilica e tem vetor curvatura média paralelo, dizemos que f é uma
esfera extrinseca.

Dizemos que uma imersio f : M"™ — M tem fibrado normal flat quando R+ = 0.

Grosso modo, as subvariedades umbilicas de R™ sao os subespagos afins e as esferas
euclidianas e a préxima proposicao nos dd uma descricao completa das subvariedades
umbilicas (em particular, totalmente geodésicas) das formas espaciais, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [5].

Proposicao 1.5.2. Seja x € QF e seja V' um subespaco vetorial proprio de T;QF tal
que n = dimV > 1. Se z € T;QI ¢ ortogonal a 'V, entao existe eratamente uma esfera
extrinseca completa n—dimensional S em QI e TS =V cujo vetor curvatura média em
T éz. A subvariedade S € isométrica a QF, onde € = € + ||z||?, e € totalmente geodésica

se e somente se z = 0. Se denotarmos
a=€ex—z e W=Rad®V,

entao S € dado explicitamente como seque:

(i) Se Q" =R™, entdo S € qualquer espago afim
x4+ W, se e =0,

ou a esfera

1 1
T——a+{zeW;|z|’= =}, se e>0.
€ €
(ii) Se Q" =S, entao S € a esfera
. o , 1
S=SI'n@+W)=z—-a+{z € W;|z|*= -}
€ €
(ii1) Se Q' = H?, entao S =HI N (z+ W). See >0, entio S € a esfera
_ 1 5 1
Szx—;a%—{xEW;HxH :E}
Se e <0, entao S € o espaco hiperbolico

1
—,{a,z) > 0},
€

1
S=x— Ea—i—{x e W;||z|*=
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Se e =0, entao

1
S=z+ {—§||x||2a +z;x €V}

Reciprocamente, se f : M"™ — QF, n > 2, € uma imerssdo isométrica totalmente

umbilica, entdo f(M) é um subconjunto aberto de uma esfera extrinseca.

1.6 Folheacoes e Distribuicoes Tangentes

Nesta secao, enunciamos uma versao do teorema de Frobenius que diz: se M é uma va-
riedade diferenciavel e A é uma distribuicao involutiva em M, entao existe uma folheagao
F de M tal que TF = A. O contetdo desta segao foi baseado em [3], [5] e [10].

A idéia intuitiva de folheacao corresponde a decomposicao de uma variedade numa
uniao de subvariedades conexas e disjuntas, chamadas folhas, as quais se acumulam lo-
calmente como as folhas de um livro. Passemos a formalizar essa idéia.

Seja U um subconjunto de R¥. Uma fatia de U (de dimensdo k ) é qualquer sub-
conjunto da forma S = {(z1,..., Tk Try1,.- - Tn) CU;Tpi1 = Chtty ..., Tn = ¢y, onde
Cht1,---,Cn € Rsa0 constantes }. Assim, dada uma variedade diferencidvel n-dimensional
M e uma carta diferenciavel (U, ) em M, dizemos que um subconjunto S de U é uma

fatia k-dimensional de U se ¢(S) ¢ uma fatia k-dimensional de ¢(U).

Definicao 1.6.1. Uma folheacdo (de dimensao k ) de uma variedade n-dimensional M
¢ uma colegdo de subvariedades (de dimensao k ), disjuntas, conexas e imersas de M
(chamadas de folhas da folheagdo) cuja unido é M e tais que, em uma vizinhanca de
cada ponto p € M, existe uma carta(U, ¢) com a propriedade que ¢(U) é o produto de
dois abertos conexos U’ x U” C R¥ x R"* e cada folha da folheacdo intercepta U ou
em um conjunto vazio ou em uma cole¢do enumeravel de fatias de dimensao k£ da forma
Tyl = Cht1,---,Tn = ¢, (tal carta é chamada de carta plana da folheagao).

A folheacao é de classe C", se as subvariedades sdo todas de classe C". O ntmero

n — k é dito a codimensao da folheacao.

Uma folheacao de dimensao k£ de uma variedade diferenciavel M™ é, a grosso modo,
uma decomposicao de M" em subvariedades de dimensao k, disjuntas, conexas chamadas
folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de R* = R* x R"* com

segunda coordenada constante.

Exemplo 1.6.2. Seja f : M — N uma submersao, onde M, N sao variedades dife-
rencidveis de dimensao m,n respectivamente. Pelo teorema da forma local das submer-
soes, dado p € M e q = f(p) € N existem cartas locais (U,p) em M,(V 1)) em N
tais que p € U,q € Vip(U) = Uy x Uy C R™™ e (V) = Vo D Us, e, além disso,
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Yo fop t:U xUy— U, coincide com a sequnda projecio (z,y) — y (para detalhes ver
as referéncias acima citadas). As cartas locais (U, ) definem uma estrutura de variedade
folheada de classe C" onde as folhas sao as componentes conexas das superficies de nivel
f~'(c),c€N.

Figura 1.1: Folheacao definida por submersao.

\ 4

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Seja M uma variedade diferenciavel. Escolha para cada p € M um subespaco linear
k-dimensional A, C T, M. Diremos que A = [[,cps A, C T'M é uma distribuicao tangente
(ou simplesmente, uma distribui¢do) em M, quando a seguinte condigao é satisfeita: Cada
ponto p € M tem uma vizinhanca U na qual existem campos de vetores diferenciaveis
Yi,...,Y, : U — TM tal que Y1|p,...,Yk|p formam uma base para A, em cada p € U.

Um dos exemplos mais simples de distribuicao é a dada na seguinte

Proposicao 1.6.3. Seja M wuma variedade diferencidvel. Se X € X(M), nao se anula
em M, entao A ={v € TM;(v,X) =0} éuma distribuicao em M.

Seja A uma distribuicdo em M. Uma subvariedade imersa N C M é dita uma varie-
dade integral de A quando T, N = A, para cada ponto p € N. A ¢ dita integrdvel quando
cada ponto de M esta contido em uma variedade integral de A. A é dita involutiva
quando dados campos diferencidveis X e Y em um aberto U de M tais que X,,,Y, € A,

para todo p € U, entdo o colchete de Lie [X,Y] é tal que [X,Y], € A,, para todo p € U.
Proposicao 1.6.4. Toda distribuicao integrdvel é involutiva.

Demonstracdo. Seja A C TM uma distribuicao integravel. Suponha que X e Y sao
secoes locais de A definidas em algum aberto U de M. Sejam p € U qualquer e N uma

variedade integral de A contendo p. Como X e Y sao se¢oes de A, segue-se que X e Y
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sdo tangentes a N e, consequentemente, [ X, Y] também o é. Ja que p € U é qualquer, A

¢ involutiva. O

Uma distribuicio A em M ¢é dita ser completamente integrdvel quando existe uma
folheagao F sobre M tal que TF = A, onde T'F = [[gc 7 T'S. Estamos preparados para

enunciar o resultado principal desta secao.

Proposigao 1.6.5 (Teorema de Frobenius). Toda distribuicao involutiva é completamente

integravel.
Finalizamos essa se¢ao com a seguinte defini¢ao

Defini¢cao 1.6.6. Uma distribuicdo A em uma variedade Riemanniana M™ é totalmente

geodésica quando V7S € I'(A) sempre que T, S € I'(A).

1.7 Imersoes isométricas em Q! x R

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados essenciais que servirdo de suporte para
a compreensao dos proximos capitulos, dentre tais resultados, destacamos a obtencgao das
equagoes de compatibilidade para f : M™ — Q! x R, que serdo apresentadas na se¢ao
1.7.2.

1.7.1 Notacoes e Definicoes

A seguir vamos estabelecer algumas notagoes e defini¢oes que serao utilizadas ao longo

do texto. Denotaremos por

H"™, se e=—1,
no.__
Q! :={R" see=0, )

S™, see=1.

onde € é a curvatura seccional de Q7.

O espaco E™2 & o espaco euclidiano R"™? munido com a métrica
ds* = edaxd +dz3+ ... +daz2 ., onde € € {—1,1}. Quando € = —1, denotaremos E"*2 por
L"*2, e sera chamado espaco de Lorentz ou espaco Lorentziano. Para os espacos S” x R e
H" x R adotaremos os seguintes modelos

S"xR = {(z0,..,Tny1) E R 22 422 + ... 422 =1},

n

H"xR = {(zo,...,%p11) EL"?: —25 + 27+ -+ 22 = 1,20 > 0}
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As conexdes de Levi-Civita das variedades M™, Q" x R (para ¢ € {—1,1}) e E**2
serdo denotadas por V,V, AV/, respectivamente, onde V é a derivada de E"™2. No decorrer
desta segdo f: M™ — Q" xRei: Q" x R — E" (para ¢ € {—1,1}) serdo imersoes
isométricas, onde ¢ denota a inclusao canonica. A partir destas imersoes definimos a

imersao isométrica f =i o f.

Mm L Qr xR s B2

f

Sejam f: M™ — QF xR e % um campo de vetores tangente e unitario ao segundo

fator de Q7 x R. Para € = 0 escolhemos apenas um campo de vetores unitario constante

kel n+1 kel O
5 em R"™. O campo 5; se decompoe como

0
o = 1T+ (1.14)

onde T € X(M) en € I'(N/M).

O campo & := 2 é paralelo em Q" x R. De fato, dado X € X(Q" x R) podemos

escrever X = X¢ + (X, 0;)0;, onde X € X(QF). Dai
Vx0 = VXQat + (X, at>v8tat‘

Denotando por V! e V? as conexdes de Q" e R respectivamente, temos pelo Lema 1.2.3

que

Vx0 = (Vxot0(04 ) + (X, 0:)(Vosae(0+ 0y))
(Vi 0+ V3d,) + (X, 8,) (V0 + V3,0t)

= (X,0,)V5,0,
0.

Derivando (1.14) e usando que 9; é um campo de vetores paralelos em QF x R, obtemos

das equacgoes de Gauss e Weingarten que

0 = Vx80 =Vxf.T+Vxn
= LVXT +ap(X,T) - AL X + Vi
= [(VxT — Ag;X) +ap(X,T) + Vyn.
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Dai, tomando a componente tangente e normal, obtemos

para todo X € X(M).

VxT = Al X,

Oéf(X, T)

= _V)L(nv

(1.15)

(1.16)

Note que o campo de vetores T é um campo vetorial gradiente. Se € € {—1, 1}, entao

T é o gradiente da funco altura h = (f,i,0,). De fato,

(Vh, X)

para todo X € TM. Se € = 0, entdo T é o gradiente de h =

= X(h) =

X<fv7 Z*at>

(f0h).

Vamos agora relacionar a segunda forma fundamental, o espaco normal e as conexoes

normais de f e f. Primeiro note que 7 = 7 o4 é um campo de vetores normal unitario

para a inclusdo i : Q" x R — E"™2 ¢ € {—1,1}, onde 7 : E"™! x R — E"*! ¢ a projecio.

Pelo item (i) da Proposi¢ao 1.3.2 o espago normal de f e f sao relacionados por

NfM = i» N/ M @ span{v},

ondev="0of=rmof.

Agora, para cada Z € T(Q"xR), temos i,Z = X+Y € T(E""' xR), onde X € TE"*!

eY = \i,.d; € TR. Desde que 7, : TE"H @ TR — TE"! dada por 7,(X +Y)

= X temos

1524 = M4l 2 + MOy, OU S€ja, Tyl Z = 1,4 — A, 0p. Segue-se entao que

pois, se |0;|= 1 temos |i.0;|]= 1. Entao temos A\((i,0;,1.2)

v, X)
i O, X )

MixO,ixZ = Y)
MiOy, i, 7)) — N2{i,0;,1,0,)
Miy Oy, i, Z) — N2
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temos \ = (0,0, 1, Z). Assim,

Assim, temos

Vo =Vy(rnoi)=(m0i)Z =minZ =1,(Z —(Z,0,)0).
Consequentemente, pela formula de Weingarten temos
L7 = =7 +(Z,0,)0,. (1.17)
Dado ¢ € N/M, obtemos do item (iii) da proposicdo 1.3.2 que

= i.(—fALX + VEE) + ai(£.X,€)
= —FALX +i.ViE+ai(£.X,€).

Afirmagao: o;(f. X, &) = e(X, TY{&, n)v.

Notemos que a imersao ¢ é uma hipersuperficie. Assim,

a, se En+2 — Rn—i—Q
o;(f: X, &) = av = (oi(fi X, §),v) = a(v,v) = {

—a, se E"t? =[]nt2
)

Entao, segue que para € € {—1,1} temos

(X, §) = ea(fiX,8),v)v
= (A LX
([ X+ (£ X AT +0)(fT +n), v
(=L X+ (X LDVAET + (£X L) + (LX) AT + (f.X,mn, v
= (X, TN v

(@)

== €

Portanto,
consequentemente,
Fo_af
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Vi€ = i Vg€ + (X, T)E v,
para cada & € N/ M, onde V= ¢ a conexio normal de f . Por outro lado

Vxv=Vxvof=Vxp = i.(fX = (L.X, LT +0)(f.T+n))

= (fi X = [(fX LT) + (X ] (ST +n))
(X = (LX) LT — (fX £Tn)

= L(X = (X, T)T) = (f.X, £.T)in

= [(X = (X, T)T) = (X, T)i.n.

Il
o~

(

(

pois (f..X, f.T) = (X,T), uma vez que f é uma imersao isométrica. Consequentemente,
AFX = —X + (X, T)T,

ou equivalentemente,

AT = —|Ip|PT e AJX = —X para X € {T}*

De fato, como Hf*T”2 (f.T, f.T)=(T,T) = HTHQ, el = ||at”2 _ Hf*THQ + ”nHQ temos
que —||n||> = =1+ ||T'||*. Portanto,

AT = —T+(T, 1T
= (-14+(T,T)T
= (—1+|T*)T
= —|nl’T.

Além disso,
Viv = —(X,TYin

Afim de facilitar eventuais consultas ao longo do trabalho, resumimos os calculos

anteriores na seguinte proposicao.

Proposigdo 1.7.1. Sejam (M™, V), (Q" x R, V), (E™2,V) variedades Riemannianas e
f:M—=-QrxR,i:Q'xR— E"2, f: 1o f imersoes isométricas. Sejam T e n dados
como em (1.14), ¢ € N'M, 0 = woi um campo de vetores normais unitdrio para i, onde

7 B xRS E ev=0Dof=mof.
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En+1

2 e

Mm L, Qr xR — B2

f

Entao valem as sequintes relacoes

NM = i.N'M @ span{v}, (1.18)
Al = Al (1.19)
Viif = i, Vi&+e(X, TYE 0w, para X € X(M), (1.20)
AlT = —[nlPT, (1.21)
ATX = —X, para X € {T}*, (1.22)
Viv = —(X,T)in. (1.23)

1.7.2 Equacoes de estrutura

Seja A ={X € X(Q x R);(X,0;) = 0}. Como antes, dado X tangente a Q" x R,
podemos escrever X = X + Xg, onde Xp = (X, 0;)0;. Temos que X € A. De fato,

<XQ7 8t> = <X — Xr, 8t>
<X7 8t> - <XR7 at>

= (X,0) — (X,0,)|0,
(

X,0,) — (X, 0,) = 0.

Assim, T(QF x R) = A @ {0} e (Xg, Xg) =0.
Iremos agora determinar as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para a imersao f.
Sejam XY, Z, W € X(M), e denotemos por R a curvatura de QI x R. Usando o fato de

que 0 é paralelo em QF x R temos

R(X, Y)at - vxvyat - vyvxat - W[ny]at
= 0-0-0=0.
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Além disso, escrevendo Z = Zg + Zr = Zg + (Z, 0;) 0y, temos que

R(X,Y)Z = R(X,Y)Zq+ R(X,Y)Zg
= R(X,Y)Zg+ R(X,Y)(Z,0,)0,
= R(X,Y)Zq+(Z,0)R(X,Y)0,
= R(X,Y)Zo+(Z,0,)-0
= R(X,Y)Zg.

Entao escrevendo X = X¢g + Zg,Y = Yy + Y temos

R(X,Y)Z = R(X,Y)Zy=R(Xg+ Zr,Yo+Yr)Zo
= R(Xq,Yq)Zq + R(Xq,Yr)Zq + R(Xg,Yq)Zq + R(Xr, Yr) Zq

Como a curvatura seccional de Q' é constante e igual a € temos que
R(Xq,Yo)Zq = e((Yo, Zo) Xq — (Xq, Zo)Yo)

Para as outras parcelas,usando as propriedades do tensor curvatura, temos que

R(Zq, W)Yk, Xq)

(R(Xq.Yr)Zq,W) = (R(Zq,W)Xq,Yr)
—(R
—(0, Xg)

I
S

como W é arbitrario, temos R(Xg,Yr)Zg = 0. Também temos R(Xg, Yg)Zq = 0, pois

segue de forma analoga ao que fizemos acima. Finalmente, para R(Xg, Yr)Zg temos

R(Xg,Yr)Zg = R((X,0)0,(Y,0)0)Zq
= (X, 0)(Y,0,)R(0;,0:) Zg
= (X,0)(Y,0) -0
= 0.

De fato,

<R(at7at)ZQ7Y> = _<R(at7at)ZQ=Y>
= <R(3t, at)ZQ, Y> - 0
= R(@t, at)ZQ == 0
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Portanto, R(X,Y)Z = e¢((Yg, Zo) X — (Xq, Zo)Yo).

Agora, escrevendo

XQ = X - <X, (7t>(9t
YQ - Y —_ <Y’, 8t>3t
ZQ — Z - <Z, @}&g

iremos substituir na expressdo de R(X,Y)Z. Temos que

(Yo, Zo)Xo = <Y .00, 7 — (2. at>at> <X _ (X, at>at)

= <(Y Z) — (Y, at><at, Z) = (Z,00)(Y,00) + (Y, 0)(Z, 6t>>< — (X, 8t>0t)

= XY, Z) = X(Y,0,)(0h, Z) = XA Z- O )Y, O) + X (Y O Z, D)

—(Y, Z)(X,0,)0; + <Yaat><ata ZNX,00)0 + (Z,0)(Y, 0,) (X, 0,) O,
—(Y,

)
) — X<Y at>< Z) =Y, Z)(X, 01) 0y + (Y, 01)(0s, Z){X, 0;) Oy
+<Z, WY, 0 (X, 01) 0y — (Y, 00)(Z, 0y) (X, Op) O

(X0, Zo)Yo = <X (X.0)0,, 7 — (2, at>at>< Y. agat)
= ((X.2) = (X.00(0.2) = (0. 2)(X.0) + (X.0)(2,0) ) (Y = (V.0))
= Y(X,Z) -Y(X,0,)(0, Z W‘FY
—(X, Z)(Y, 000, + (X, 00)(0, Z)(Y, 01) 0y + (Z, 0p)( X, Op)(Y, O1) 0,
—(X, 0)(Z, 0)(Y, D) 0,.
consequentemente,
_<XQvZQ>YQ = _Y<X7 Z> +Y<X= at><atJZ> + (X, Z><Y7 at>at - <X7 at><ataZ><Y’ at>at

—(Z,0)(X,0)(Y,0,)0, + (X, 0)(Z,0)(Y, 0,)0.
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Donde segue que

(Yo, Zq)Xq — (Xq, Zg)Ye = X(Y,Z) — X(Y,0,)(0r, Z) — (Y, Z)(X, 0;)0;

+<}/78 ) 78t>8t+<Zaa 5 Yt 78t>8t

_<K8 s Ut aat>8t
=Y (X, Z) + Y (X,0:)(0, Z) + (X, Z)(Y, 0s) O

_<X a ) 7at>at_<Z7a s Ut 7at>at

+<X78 y Ut 78t>8t-

Portanto,

RX,Y)Z = e(X(Y,Z) = X(Y,0)(0, Z) = (Y, Z)(X,0,)0,
—Y (X, Z) + Y(X,0)(0:, Z) + (X, Z)(Y, 8,)0,). (1.24)

Sendo f: M™ — QF x R uma imersao isométrica, temos que a equagao de Gauss para f

¢ dada por
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + A{y(Y,Z)X - Ai(X,Z)Y'

Vamos determinar (R(X,Y)Z)T. Substituindo (1.14) em R(X,Y)Z temos

RX,Y)Z — e<x<y, Z) = XY, T + )T+, 2) — (Y, ZY(X, T +5)(T + 1)

— Y(X,Z) 4+ Y(X, T+ )T +1,Z) + (X, Z)Y, T +n)(T + n)>(1.25)

Assim temos,

XY, T+n{T+n2) = -X{Y.T)+ Y, n))(Z.T)+(Zmn)
= —X(Y,T\(Z,T).
Y 20X, T+n)(T+n) = =, 2)(X,T)+ X, m)(T+n)

= (Y, Z)(X,T)T — (Y, Z)(X, T)n.

YX, T+n)(T+n,2Z) = Y(X,T)+{X,n))(T,2)+ (n,Z))
— Y(X,TWT, 2).
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(X, 2) Y, T+n)(T+n) = (X, Z)((Y,T) + Y,m)(T +n)
= (X, Z)Y,T)T + (X, Z){Y,T)n.

Tomando a componente tangente em R temos que

(RX,V2)T = e((Y, VX — (X, 2)Y — XY, T)Z,T)+ (X, Z){Y,T)T

Denotando (X AY)T := (Y, T)X — (X, T)Y, podemos escrever

YV, 2)X — (X, 2)Y = (X AY)Z.

— XY, TWZ,T)+ (X, 2)(V,T)T = —(X{Y,TWZ,T)— (X, Z){Y,T\T)

(T, ZV (X, T)Y — (X,T\Y,Z)T = (T,Z\(X,T)Y — ((X,T)Y, Z)T
= (X,T)Y AT)Z.

colocando Z em evidéncia temos
(RX )T =e(XAY — (Y, T)X AT+ (X, T)Y NT)Z
e portanto, a equacao de Gauss para f é dada por
RX,)Y)Z =e(XANY —(YYIO)X AT+ (X, T)Y NT)Z + Ai(Y!Z)X — A{;(X’Z)Y

Temos que a equacgao de Codazzi é dada por
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z).
Tomando a componente normal em R(X,Y)Z temos

(RX,Y)Z)" = (X, Z0Y.T)n — (Y, Z)(X,T)n)
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Assim,
(V)L(O‘)(Y; Z) - (V%/Oé)(X, Z) = €(<X’ Z><Y7T> - <Y7 Z><X7T>)7I

Dado £ € T'(N/M), temos de (1.25) que

R(X,Y)E = e(Y(X,T) = XY, T))(&,m),

o que implica que (R(X,Y)&)+ = 0. Portanto, segue que a equagao de Ricci para f é dada

por
RH(X,Y)¢ = a(X, AlY) — a(ALX,Y).

Por fim, tomando a componente normal em R(X ,Y)E, temos que a equacao de codazzi

pode ser escrita como
(Vy AN (X, €) — (VxAN)(Y,€) = e, (X AY)T.

Podemos resumir todo esse calculo na seguinte proposicao:

Proposicao 1.7.2. Sejam (M™, V),(Q? X R,V) variedades — Riemannianas e
f:M™ — Q" x R uma imersao isométrica. Para todo campo de vetores X,Y,Z € X(M)
e toda secio & € T(N/M) valem as sequintes equacoes, conhecidas como as equagoes de

Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente:

RX,Y)Z = eXAY — (Y, )X AT+ (X, T)Y NT)Z
+ Al X-AL Y, (1.26)
(Vxa)(Y,Z2) = (Vya)(X,Z) = e({(X,Z){(Y,T) = (Y, Z)(X,T))n, (1.27)
(VyAT)(X,€) = (VxAN(Y,6) = e, )X AY)T,
RHX,Y)¢ = a(X,AlY) - a(AlX,Y). (1.28)

onde T e n estio definidos (1.14).
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Capitulo 2

Uma classe de subvariedades de
Q! xR

Neste capitulo estudaremos uma classe de subvariedades M™ em Q” X R, denominada
classe A, que serd util no Capitulo 4. O Teorema 2.1.3, resultado principal deste capitulo,
nos fornecera uma descricao completa de todas as imersoes isométricas na classe A. Como
consequéncia deste resultado, também trataremos sobre as subvariedades de rotacao em

Q! x R, que é uma subclasse importante da classe A.

2.1 Classe A

Denotaremos por A a classe de imersoes isométricas f : M™ — QI x R com a pro-
priedade de que o campo de vetores T, definido como em (1.14), é um autovetor de todo

operador de forma de f, isto é, o conjunto

A f:M™ — Q! xR; f éimersao isométrica e
AIT = \T,\¥¢ € T(N/M), T definido em (1.14) |~

E importante mencionar que os exemplos triviais que pertencem a classe A sido produ-
tos N1 xR, onde N™~! é uma subvariedade de Q”, que neste caso, o campo de vetores
normais 7, definido em (1.14), é identicamente nulo. De fato, seja f : N ! xR — Q" xR,
uma imersdo isométrica. Como n = 0, temos Vxn = 0 para todo X € X(N™ ! x R).
Assim, para ¢ € I'(N/ M), temos

0= (Vxn, Q) "= (~a(X,T).¢) = (-AT, X).
Isto implica que AgT = 0 e portanto f € A. Chamamos esses exemplos de cilindros

verticais. Os mais interessantes sdo construidos como segue, onde iremos considerar o
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caso € € {—1,1}. O caso € = 0 ¢é similar, e pode ser encontrado em [4]

Seja g : N™1 — Q" uma imersao isométrica. Assuma que existe um conjunto ortonor-
mal de campos de vetores paralelos &1, . . ., & ao longo de ¢g. Esta suposicao é satisfeita, se g
tem fibrado normal flat. Portanto, o subfibrado vetorial E' com posto k& do fibrado normal
NIN de g gerado por &1, ..., & é paralelo e flat. De fato, seja § € E = span{&y, &, ..., &},
entdo & = 8 | a;&. Assim,

k 2 K
Vxé=)Y X(a;)&+) Vx& =) b& € E.
i=1 =1 =1

pois como &; é paralelo Vx&; = 0. Isto mostra que E é paralelo. Mostremos que E é flat.

Temos que

RE(X,Y)¢ = vaYf - VYvX§ = Vixyé
k

ZXY a;)& — ZYX a;)i — Y _[X,Y](a:)é;

1=1 =1 =1

= 0.
Sejaj: Q" - Q' xRei: QxR — E"? denota a inclusdo canonica, e seja j =io0j.
N7l @~ QI xR

b

En+2

Seja
Gi=jog ,sei=0;
gi: Ji&i ,se 1 <i<k;
i,0/0t , sei=k—+1.

Entdo o subfibrado vetorial E de NYN cuja fibra E(z) em x € N™ ' é gerado por
507 e ,&H é também paralelo e flat.

Note que a aplicacao
¢2Nm71 X Ek+2 — E = Span{gm cee 7§k+1}

k+1
(«T,y> — (bIE( ) - QS x y Zyléw Y= y07y17 s 7yk+1) S Ek+27
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

é uma isometria de fibrados vetoriais. Agora, seja

fiM™=N"1xI—-Q"xR

dada por
N k1 N
fz,s) = (o f)(z,5) = du(v(s)) = D_ vls)&i(2), (2.1)
i=0
onde v : I — Q" xR C E*2 v = (7 ...,V ks1) ¢ uma curva regular suave tal que

€V + 793 + - -2 = € e Y41 possui derivada nao nula em todo ponto. Note que cilindros

verticais correspondem ao caso em que 7y parametriza {p} x R C QF x R C EF2,

Proposicao 2.1.1. Assumamos que o campo de vetores T em (1.14) nunca se anula.

Entdo as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
i) T ¢ um autovetor de Al para todo ¢ € NTM;
¢
(i) n € paralelo ao longo de {T}*;
i) A comuta com Al para todo ( € NTM.
v ¢

Demonstra¢io. Mostremos que (i) se e somente se (ii). Assumamos que 7' é um autovetor
de Ag para todo ¢ € N/M, entdo AgT = M. Assim, para X € {T}+, por (1.16) temos
que

<_V)L(777 C) = <af(T7X)’ C) = <A£T7X> = <>‘Ta X> = )‘<T7 X> =0

como {(—V%n,¢) = 0 para todo ¢ € N/M temos que Vxn = 0, ou seja, n é paralelo
ao longo de {T'}*. Agora supondo 1 paralelo ao longo de {T'}* temos Vxn = 0, com
X € {T}*. entdo segue que para ¢ € N/ M temos

(1.16)

0= <V)L(77>C> = <_a(X7 T)a§> = <_A£T’X>

Isto implica que AgT € {T}+ = {T}, ou seja, AgT =\T.
Mostremos agora a equivaléncia entre (i) e (iii). Suponhamos que 7" é um autovetor
de Ag para todo ¢ € NfM, isto é, AgT = A\T. Entao segue que

ALAIT = ALAIT) = AL(=|nlPPT)
= —|nl?AlT
= —[InlPAT

ATAIT = ATNT = NAIT = —\|n|°T.
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Entao

ALAIT = ATAIT,

o que implica que Af comuta com Ag para todo ¢ € N/ M.
Suponhamos agora que A/ comuta com A£ para todo ¢ € N/M. Entdo de (1.21)

temos que

ATAIT = ALAIT = — ||| ALT.

Isto mostra que AZT ¢ um autovetor de AZV com autovalor —||n||®. Segue entdo que para
X € {T}+ temos

—nlP(ALIT, X) = (AJAIT.X)
— (AlT AlX)
= (AlT,-X)
= (1 |n|®AIT,X) =0
1> #£0 = (AT, X)=
= AT e {T}* = {1},

o que implica que AgT = AT para algum .

O fato usado acima que 1 — ||n||? # 0 decorre de que se tivermos 0 = 1— ||n||> = |T||?,
deveriamos ter ||T||? = 0, implicando que 7' = 0, mas T é nio nulo por hipdtese, logo
devemos ter 1 — ||n||? # 0. O

A proposicao seguinte descreve a diferencial, o espago normal e a segunda forma fun-
damental da imersdo isométrica f definida em (2.1). Dadoz € N* ', X e T,Nes e I,
denotamos por X o tinico vetor em Tizs)M tal que . X" = X e m, X" = 0, onde

T M™ — N™Lem: M™ — I sao as projecoes canonicas.

Proposicao 2.1.2. Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

(i) A diferencial de f é dada por

k

Fuw,5) X7 = 3.(a) ()] = Y- ()AL () X, 22)
i=1

para cada X € T, N, onde I é o endomorfismo identidade de T, N, e

f*(m,s)% = ¢x(7/(3))a (2'3)

onde % ¢ 0 campo de vetores tangentes a 7(s).
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

(i) A aplicagio f (e consequentemente f) é uma imersio em (x,s) se e somente se

Pu(w) = 0(s)] — Z% 45 st = = Aot
onde Y(s) = (70($), ..., 7%(s),0), é um endomorfismo invertivel de T,N.
(iii) Se f ¢ wma imersio em (z,s), entio
NE oM = J.B(x)* ® 6,(7'(s)") € NIN,
onde E(x)* é o complemento ortogonal de E(x) em NIN, e
NI oM =i.N/, JM & span{(r o f)(,5)} = i.N], M & span{,(7(s))}, (2.4)
em que 7 : E"t2 = Bl x R — E" € a projecio canénica.
(iv) Se f é wma imersao em (z,s), entio
Al(z,5) X" = (Py(z) " ALX) (2.5)

pamtodo&EN oM e X eT,N,

se ¢ € B2, (,9/(s)) = 0.

Demonstragio. (i) Dada uma curva suave 8 : J — N™! com 0 € J, 3(0) = z, e 8/(0) =
X, para cada s € [ seja B : J — M™ dada por 54(t) = (5(t),s). Entao Bs(0) = (z,s) e
3.(0) = X*. Consequentemente

P X = 2l 0= G| i)
d d|
=ﬁ_%@mm»gﬁ ;%@aw»
= 70(5)g.(2) X — Z% ) ALx) X
= EJ* ( Z% g )X
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

e (2.2) segue do fato que A% = AZZ, para qualquer 1 <7 < k. Além disso,

@) 3% = 503 (0 = 6. ((9)

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente de (i).

(iv) Para provar (2.5), dado £ € N(J;VS)M eXeT,N,sejafB:J—->N"1efl,:J— M

como no inicio da demonstragao. Entao, usando (2.2), obtemos

e )AL X = (Txne) = (5] 50))
= —G.()Al(x)X

e (2.5) segue. Aqui, colocar T" como um sobrescrito de um vetor significa pegar sua

componente tangente.
A férmula (2.6) é clara. Quanto a (2.7), dado ¢ € EF2 com ((,+/(s)) = 0, extendendo

¢ a um campo de vetor normal paralelo ao longo de 7, de modo que

. NCLORO
R O AP e O R

Entao temos que

Flw )AL g 5) o = (Vg 0uO) = (6 (5))T

onde usamos (2.3) na ultima igualdade. Isto da (2.7) e concluimos a demonstragdo. [

Teorema 2.1.3. A aplicagio f em (2.1) define, em pontos requlares, uma imersio na
classe A. Reciprocamente, qualquer imersdao isométrica f : M™ — QF x R,m > 2 na

classe A é dada localmente como em (2.1).

Demonstragao. Afirmagao 1: (XH,%> = 0 para qualquer X € X(N), com respeito a
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

métrica induzida por f. De fato, das equagoes (2.2) e (2.3) temos

(o 2) - <ﬁ<x,s>xﬂ,ﬁ<x,s>§s>
2 5.0 (W S0 X036 ) =0

pois ¢, (7 (s)) = SF 4/(s)& pertence ao subfibrado E de NYN.v/

Afirmacio 2: (X*, T) = (f;XH i 2 5

Primeiro provemos a primeira igualdade da afirmacao. Note que

) = 0 para qualquer X € X(N).

0

~ 0
o il +im = [T =i.—

s — 41
ot~

Assim,

_ - - 0 ~ ~ 0
(X T) = (X FT) = <f*XH,i*at> XM ) — <f*XH,z'*at>,

pois, (£, X", i,n) = (i, X", i,n) = (f.X™ 1) = 0. Provemos agora a segunda igualdade

da afirmacgdo. Relembremos que g =i o0 jog. Assim, temos

_ <i*(jog) ( s)I — Z% >X2*aat>
= (U (we - S @)X gy ) =0

pois é ortogonal a imersao j o g. Isto conclui nossa afirmacao. v

’ 8t
Afirmagao 3: T estd na dire¢ao de 0/0s.

Note que (f, X", 2) =0, parado X € TN. Daf, de (X™, 2} temos (f.X", f..2) =0,
para todo X € T'N.

Analogamente, de (X T) = 0, temos (f. X", f.T) = 0, para todo X € TN. Isso
mostra que f*@ e f,T estao na direcao de Q Entao f*g e f,T estdo na mesma direcao

e consequentemente, T e - tambem Portanto T= )\8 para algum A\.v'

Afirmagao 4: (T, &) =~ ,(s).
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

Relembremos que f, T = i*% — 1,7 € que i*% = &xy1. Assim, temos

0 0 + 0 .0 20 '
<T785> = <f*T7f* > < “ot *naf*as>:<’l*at,f*8s>—<Z*77;Z*f*as>
0o >0 2.3 . 0 , . 0 k+1 , _
- <8t a>( )< B0 ¢<V<8>>>=<z*3t,2%<s>@>
i=0
k ~
<Z*;7%+1 §k+1> + <z*§t, Z”Y:(S)ﬁz>

8
,’Vk+1

fk+1> Z% >

= ’Yk+1()< 815 gt>:’71/c+1(5)-

Note que pela afirmacao 3, temos T = /\%, o que implica que

(T, 8/9s)

A= (0/0s,0]0s)’

Consequentemente, pela afirmacgao 4, temos que

(T,0/0s) 0 pls) 0

1= 0/0s.0j05 05 Tr(s)|? 05

Em particular, 7" nunca se anula pela suposi¢ao que 7;,,, # 0 para todo s € I.v/

Afirmagao 5: f pertence a classe A.
Seja € € NmS)M, entdo pelo item (iii) da proposi¢do 2.1.2, temos que £ =6+ 6&,
onde & € j.E(2)* e & € ¢,(7/(s)*). Assim, para ¢ € N(J;?S)M, temos

f (1.19) fm_oaf 7
Alr "2 Alr=AlT+ ALT

~ ! a ~ ,Y/ (S) a
_ Af <7k+1(5> ) +Af< k+1 >
o\ () as ) T\ (s o5
”Yl/<:+1() fﬁ PYI/H-l(S) fﬁ
- ||v< 28 T i) w0
(

)
1(s) _('(s,0)
) 2

eo—@n  Vhil 0
1Y ()I* (v (s),7(s)) Os
_ (v"(s),€) ’Yk+1( )Q
(7(),7 () I7(s)]? 0s
= AT,
onde A = 7(5)’0 v

(v (s)7/(s)) "
Finalmente, a primeira parte do Teorema esta provada. Vamos agora provar a reci-
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proca.

Afirmacao 6:  (VoT,X) =(VxT,T) = (Af;T, X) =0, para qualquer X € {T}*. (2.8)

Provemos a primeira igualdade da afirmacao. Desde que f: M™ — Q! x R pertence
a classe A, o campo de vetor T nunca se anula, e usando o fato que 7' é um campo de

vetores gradiente, obtemos

(VrT,X) = (Vrgrad h,X) = Hess h(T, X) = Hess h(X,T) = (Vxgrad h,T)
— (VxT,T).

Para as duas ultimas igualdades basta derivar (X,T) = 0 em relagdo a T' e obter
—(VoX,T) = (X,VoT) = (VxT,T) "= (AT X, T) = (X, AIT) = (X, \T) = 0.V

Em particular, a distribui¢ao unidimensional gerada por T' ¢é totalmente geodésica.
Afirmagao 7: A distribuigao ortogonal {T'}+ = {X;(X,T) = 0} ¢ integravel. De fato,
sejam X,Y € {T}*. Iremos mostrar que [X,Y] € {T}+. Temos que

(X,T) = 0= (VyX,T)=—(X,VyT),
(V,T) = 0= (VxY,T) = —(Y,VxT).

Assim,

((X,Y],T) = (VxY —-VyX,T)
= (VxY,T) = (VyX,T)
= (X, VyT) + (Y, VxT)
(v AIX) + (X, ALY)
= 0.

Portanto, [X,T] € {T}*, o que mostra que {T}* ¢ involutiva. Logo, pelo Teorema de
Frobenius ¢é integravel. v’

Portanto, existe um difeomorfismo local ¢ : N™~ ! x I — M™, onde I é um intervalo
aberto contendo 0, tal que ¢(x,-) : I — M™ sdo curvas integrais ' de T para qualquer
x € N™ 1. Denotando por E; e E, as distribui¢des dadas por espacos tangentes as folhas

da folheacao produto de N™! x I, temos que E; e Ey sio mutualmente ortogonais e K

1Seja X é um campo de vetores em M. Uma curva integral de X é uma curva diferencidvel v : I — M
tal que /(t) = X, ) para todo ¢ € I.
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¢ totalmente geodésica com respeito a métrica induzida por .
Seja f =io foth: N™ 1 x [ — En+2,

Nt 2 um L, Qr xR — B2

\\\\\\\J;//////”

Entao temos

<ﬁx,é*§t> _ <i*f*w*X,z'*§t>
<ﬁ%X}a>
[0 X, £T +n)

{
= <f1/1XfT>
(X, T) =0 (2.9)

para cada X € Ej.

Além disso, em vista de (1.22) e do fato que f pertence a classe A, temos que

) 0
f _ = _— —=
<AMX, as> [ <X, as> 0, VX€FE,
= 0 B
f _ (1;2) —_ _— =
<AVX, as> <X, as> 0, VXé€E,

Portanto, para cada X € Ej, a};(X, %) =0.
Assim, como Es é totalmente geodésica, para to X € E; parte tangente de V o a Es ¢

nula, ou seja, V o € E4, e dai, usando a formula de Gauss obtemos que
Vo fX = fiVaXtar(x, L) = fvoxefE
%f* = [ 2 +O‘f 7% = [« 2 € [l

consequentemente f;El é constante em E""! ao longo das folhas de Es.

Agora, pela equacao (2.9) g := f(-,0 (+,0) estd contido em um subespago afim ortogonal a
P2 £ . Iremos supor, sem perda de generalidade, que g(N™') C Q7 x {0}.

Definindo f = 7o f, em que 7 : En*2 — En+! x {0} é a projegao candnica, temos que
f(x,s) € Qv x {0} e dai, (f, f) = e. Em particular, (£.X, f) = LX((f, f)) = 0. Além
disso, podemos escrever:

~ 9
f= T+ i
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em que h = (f,i,0/8t). Usando (2.9) obtemos para todo X € E; que

- N S0 » )
(. X, ) = <f*X + h*Xz*a,f—i- hl*(?t>
= (LX,[)=0

Portanto, temos

f(z,5) € (fulw,5)Er(2,9))" = (fulw,0)Er(2,0))" = (fu(x)T.N)",

onde na primeira igualdade foi usado o fato que ﬁEl ¢ constante em E"2 ao longo de

E,. Consequentemente, fixado s € I temos que & (z) := f(x, s) define um campo de vetor

normal ao longo de g. Além disso,
V&, € f*(x, s)E1(x,s) = g.T,N,

portanto, &, é paralelo ao longo de g na conexao normal, Segue-se que

r €N — W(x) :=span{f(z,s):se€l}

é um subfibrado paralelo flat de NYN. Além disso, desde que (f(x, s), f (x,s)) = €, para

qualquer z € N fixado,, a imagem de s € I — f(x,s) estd contido em um cilindro
Q¥ xR =W(z)N(Q" ™" xR) C NYN

onde k + 2 é o rank de W.

Seja g : N™~! — Q" definido por § = jog, e seja {&,. .., &} um conjunto ortonormal
de campos de vetores paralelos ao longo de g tal que EZ = 3,&,1 <1 < k:,fNo =g, e
Epr = i,0/0t forma um referencial ortonormal de W. Note que, para qualquer X € Fj,

temos
X(f,&) = (f.X, &) + (. Vx&) =0,

para f ¢ um campo de vetor normal, f*(a:, s)X € gu(x)T,N e é ¢é paralelo na conexao

normal de g. Entao podemos escrever

k+1

f(a:, s) = Z%&, com y; = vi($).
i=0

Além disso, de (f, f) = € obtemos que ey2 + % 42 = O

Corolario 2.1.4. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
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(i) O campo de vetores T em (1.14) nunca se anula, e f tem um fibrado normal flat;
(ii) f tem um fibrado normal flat e estd na classe A;

(iii) f € localmente dada como em (2.1) em termos de uma imersio isométrica
g : N™!'' — Q" com fibrado normal flat e wma curva regular suave

vl = QF x RCEM2 v = (Y0,. .., Yk Vt1)s COM Vpyy nunca nulo.

Demonstragio. Provemos a equivaléncia entre (i) e (ii). Tomando o produto interno na

equacgdo de Ricci (1.28) com ¢ € N/ M temos que

(RH(X,Y)E,0) = ((AeX,Y),¢) — (a(AY, X), )
([A¢, A X, Y).

Assim, R* se anula em # € M se e somente se todo operador de forma Ag & e NTM,
comutam, ou seja, f tem fibrado normal flat se e somente se, todo operador de forma sao
simultaneamente diagonalizaveis.

Desta forma, f tem fibrado normal flat se e somente todo operador de forma Ag, E €

N/M comutam. Como por (1.19) vale Ag = Ag:, entdo f tem fibrado normal flat se
e somente se f também tem fiblado normal flat. Assim, todo operador de forma Ag
comutam e da proposicao 2.1.1, temos que T é autovetor de todo operador de forma de
f, e portanto, f pertence a classe A. Fica provado que (i) e (ii) sd@o equivalentes.

Provemos agora a equivaléncia entre (ii) e (iii). Primeiro mostremos que (ii) implica
(iii). Se f pertence a classe A, entdo T' é autovetor de todo operador de forma de f,
e por 1.19, temos que AgT = AgT, ou seja, T também é autovetor de todo operador
de f . Assim, f pertence a classe A, e pelo Teorema 2.1.3 é dada localmente como
em (2.1) em termos de uma imersio isométrica g : N™™ 1 — Q" e uma curva regular
y:I = QF xR C R v = (y,...,%4+1), com 74, # 0. Desde que o subfibrado
vetorial E de NYN gerado por EO, e ,fkﬂ ¢é flat, segue da equacao de Ricci dada em
(1.13) para g : N™1 — E"™2 que Ag comuta com qualquer operador de forma de g para
todo £ € E. Assim, por (1.19), g tem fibrado fibrado normal flat, se e somente se § tem
fibrado normal flat.

Agora mostremos que (iii) implica (ii). Suponhamos que f é localmente dada como
em (2.1) em termos de uma imersdo isométrica g : N™~! — Q" com fibrado normal flat e
uma curva regular suave v : [ — QF x R C E*2, v = (40, ..., 7, Y%+1), com 7, nunca
nulo. Assim, pela reciproca do Teorema 2.1.3, f pertence a classe A. Dessa forma, T é

autovetor de todo operador de forma de f , entao segue de (1.19), que f também pertence
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a classe A. Como ¢ tem fibrado normal flat, entdo g também tem fibrado normal flat.
Segue da equacao (2.5), que se g tem fibrado normal flat, o fibrado normal de f também

é flat, e por (1.19), o fibrado normal de f também é flat. O

Corolério 2.1.5. Seja f : M™ := N1 x T — Q" xR dado por (2.1) com~y: I — QF xR
uma geodésica de Q¥ x R. Entdio f define, em pontos regulares, uma imersio para o qual
o campo de vetor n em (1.14) é paralelo na conexao normal. Reciprocamente, qualquer
imersao isométrica f: M™ — QF x R,m > 2, tal que T nunca se anula e n € paralelo na

conexao normal, é localmente desta forma.

Demonstragio. Seja f: M™ := N™ ! x I — Q" x R dada por (2.1) com v: I — QF x R
uma geodésica de QF x R. Pela reciproca do teorema 2.1.3, a imersdo pertence a classe
A, entao T' é um autovetor de todo operador de forma de f. Assim, pela proposi¢ao 2.1.1
n é paralelo ao longo de {T'}*. Por outro lado, como v : I — QF x R é uma geodésica

de QF, temos 7"(s) = 0 para todo s € I. Além disso, desde que T e % estao na mesma
direcao, temos % = AT. Assim, para ¢,(¢) € N/M e ¢ € N/ M temos

o (a2 1)
>> g>

87
0
= —,T
<a ds
Y )7€
Isto implica que a;(T,T) = 0 para todo & € N/M. Assim, temos por (1.16) que

0
f )
= )\<Oéf(T T

ap(X,T) = —Vxn, para to X € TM. O que implica que

Portanto, n é paralelo na conexao normal de f.

Reciprocamente, seja f : M™ := N™! x [ — Q" x R uma imersio isométrica com a
propriedade que o campo de vetor 7 é paralelo na conexao normal. Obtemos de (1.16) que
af(T,T) = 0. Além disso como campo de vetor 7 é paralelo na conexao normal obtemos
que f pertence a classe A pela proposicao 2.1.1. Pelo Teorema 2.1.3, f é localmente dada
por (2.1) em termos de uma imersdo isométrica g : N™ ' — Q e uma curva regular

suave v : [ — QF x R. Com um célculo similiar ao que fizemos anteriormente, segue de
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ap(T,T) =0 e da equagao (2.7) que

iy (0020 0

0=os.1) <<v<s>m’< 5 s’T>
3 (Y"(s). ¢

(Y (s),7'(s))

»

~

(T,T)

Assim, (7"(s),¢) = 0. O que implica que v”(s) = 0 para todo ¢ € E*2. Portanto,
v : T — QF x R é uma geodésica de QF x R. O

2.2 Subvariedades de Rotagao em Q! x R

Nesta secao estudaremos subvariedades de rotacao em Q7 x R, cuja defini¢ao estende a
definigao dada em [6], para o caso de hipersuperficie. Antes de demonstrarmos o principal
resultado desta segdo, apresentaremos alguns conceitos.

Dizemos que um grupo G age em uma variedade diferencidvel M se existe uma apli-

cacdo v : G x M — M tal que:

(i) Para cada g € G, a aplicagao ¢, : M — M dada por v,(p) = ¥(g,p),p € M é um

difeomorfismo e 1, = identidade.

(ii) Se g1,92 € G, entao 1y, 4, = 1y, © Yy,.

A orbita de um elemento p € M por v é a classe de equivaléncia de p com respeito
a relacao de equivaléncia ~ determinada por p ~ ¢ se e somente se, existe g € GG tal que
be(p) = ¢, ou seja, O(p) = {qg € M | ¢~ p}.

Seja (xg, 1, ..., Tnt1) as coordenadas canonicas em E™"2 com respeito ao qual a mé-
trica flat é escrita como

ds* = edxg + das + - - -+ dx .

Considere E"*! como

E™ = {(zo, ..., Tns1) € E"? 2y = 0}

e
Q' ={(20,...,7n) EE"™ texi + 27 +... 22 =€} (19 >0see=—1).
Seja P"~™*+3 um subespaco de E"*? de dimensdao n —m + 3 contendo as direcoes eg e
eni1, onde {eg, ..., e, 1} é a base candnica. Entao

(@ x R) N P+ = QP+ X R.
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

Denotemos por Z o grupo de isometrias de E"*? que fixa pontualmente um subespaco
promt2 ¢ premts também contendo a direcdo e, 1. Considere uma curva y em Q™1 x

R C P* ™3 que estd em um dos dois semiespacos de P*~™3 determinado por P" "2,

Defini¢ao 2.2.1. Uma subvariedade de rotagao m-dimensional em QI x R com curva

perfil v e eixo P"~™%2 ¢ a érbita de v sob a acdo de Z.

Assumiremos que P13 & gerado por ey, €, . . ., €np1. No caso € = 1, também assu-

miremos que P""™%2 ¢ gerado por e,,, ..., e,.1. Escrevendo a curva 7y como

1(5) = 0()e0 + 3 Yimer()es + hls)ensa,

i=m

com Y"1 A2 = 1, a subvariedade de rotacdo em S™ x R com curva perfil v e eixo

P"~m+2 pode ser parametrizada por

f(s,t) = (r(s)e1(t), .-, 70(8)em(t), 11(5), - - - Ynemr1(8), h(s)), (2.10)

onde t = (t1,...,tm_1) € © = (¢1,...,pmn) parametriza S?~! C R™.
Para ¢ = —1, tem-se trés possibilidades distintas, visto que P"™*2 pode ser Lo-
rentziana, Riemanniana, ou degenerada, respectivamente, e a subvariedade de rotacao

é chamada de esférica, hiperbdlica ou parabdlica, respectivamente. No primeiro caso,

assumimos que P""™T2 ¢ gerado por ey, €yt ..., Enp1 € qUE
Y(s) = v0(s)eo + Z Yiemt1(s)e; + h(s)ent1 (2.11)
com —2(s) + X"t 42 = —1. Entdo a subvariedade pode ser parametrizada por

f(s,t) = (ro(s), m(s)@r(t), -, 11 (8)Pm(t),72(5)s -+ Ynmmra(s), hl(s)),

onde novamente t = (t1,...,tm_1) € ¢ = (¢1,---,Pm) parametriza S™~1 C R™.
No segundo caso, podemos assumir que P"~"™*2 ¢ gerado por e, . .., €,41. Entdo, com

a curva v também dada como em (2.11), uma parametrizagao é

f(s,t) = ((s)er(t), -, 70(8)Pm(t), 71(8), - - - s Yn—my1(5), h(s)),

onde t = (t,...,tm_1) € @ = (01,...,¢mn) parametriza H™"! C L™.
Finalmente, quando P" %2 é degenerada, escolhemos uma base pseudo-ortonormal

~

1
éo=—(—€ep+e,), € = (e0 +€n), € =e¢;
V2

Sl
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

para j € {1,...,n—1,n+ 1}, e assuma que P""™2 é gerado por €, ..., &,.1. Note que

(€9, €0) = 0= (€,,€n) € (€, €,) = 1. Entdo podemos parametrizar v por

Y(s) = v0(s)eo + Z Yiem+1(8)€ + h(s)€nt1,

i=m
com 2790(8)Yn—m+1(8) + X017 v2(s) = —1, e a parametrizacio da subvariedade de rotacao
é
~ Yo m—1 )
f<57 t) = <707 707517 cee 770tm717 iy - o Yn—ms Yn—m+1 — 5 Z ti ) h‘) ) (212)
i=1

onde t = (t1,...,t,_1) parametriza R™ ! v = v,(s), 0 <i <n—m+1, e h = h(s).

Definicao 2.2.2. Um circulo geodésico em Q7 é uma curva cujo vetor curvatura é paralelo

na conexao normal.

Teorema 2.2.3. Seja f: M™ — QF x R,e € {—1,1} uma imersao isométrica tal que
o campo de vetores T' definido por (1.14) nunca se anula. Entdo as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(i) f € uma subvariedade de rotag¢io cuja curva perfil € uma curva em uma subvariedade
totalmente geodésica QP x R C Q" x R;

(ii) f € dada como em (2.1) em termos de uma imersao isométrica umbilica g : N™ ' —

QP (um circulo geodésico, se m = 2);

(iii) existe um campo de vetores normais £ ao longo de f tal que
ap(X,Y)=(X,Y) ¢ para todo X €TM e Y €{T}* (2.13)

e ¢ € paralelo na conexdo normal ao longo de {T}+ se m = 2.

Além disso, para € = 1 as afirmacoes anteriores sio equivalentes a f sendo dada como
em (2.1) em termos de uma imersio isométrica totalmente geodésica g : N™ ' — Qo.
Isto também € o caso se ¢ = —1 e f é do tipo hiperbdlico em (i) e g uma hipersuperficie

equidistante em (i1).

Demonstra¢io. N6s podemos escrever (2.10) como

F(5,8) = %(8)3(0) + 3 Yemsr(s)es + hls)ensr,

i=m

onde g(t) = X", pi(t)e; para t = (t1,...,t,—1). Isto mostra que para ¢ = 1 uma subvari-

edade de rotagao é dado como em (2.1) em termos de uma imersao isométrica totalmente

95



2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

geodésica g : S™! — S™. O caso de uma subvariedade de rotacao do tipo hiperbdlico em
H" x R é similar. Em particular, isso prova que (i) implica (ii) nesses casos.

A equagao pode (2.12) ser escrita como

F(s,t) =0(s)g + Z Yiemi1(8)E + h(8)Ens1, (2.14)

i=m

onde

Note que § define uma imersao isométrica de R™™ ! no cone de Luz V"' c L"*2 e
que g,€pm,-..,6n,enr1 € uma base pseudo-ortonormal de NER’”_I, com (g,g) = 0 =
(€, 80),(G,€n) =1 €&n,...,En 1,Eny1 uma base ortonormal de span{g, €, }*. Para qual-
quer sq € I fixado, seja g : R™™! — H" dada por g = v(s¢)g+v, onde v = 37 Vi py1(50)€;.
Entao g define uma imersao umbilica com o mesmo espaco normal em L"*? como § em

cada t € R™! isto é,

Span{g\? é\ma s >é\n> é\n+1} = Span{97 517 cee 7§n7m+17 é\n+1}7

onde fz =1,&,1 <i<n—m+ 1, para um referencial ortonormal paralelo &, ..., &, i1

de NYR™!. Portanto, também podemos escrever (2.14) como

n—m-+1

f(57t):70 g+ Z ’Y’L £l+h )enJrl;

onde J : [ — E" ™3 ¢ uma curva regular satisfazendo —72 + Y7 " 132 = —1. As-
sim, a condicao (ii) é verdade para f. O caso de uma subvariedade de rotagao esférica é
semelhante.

Agora suponhamos que f é dado como em (2.1) em termos de uma imersao isométrica
umbilica g : N™! — Q" (um circulo geodésico se m = 2). Suponhamos primeiro que
¢ = 1. Entao, g(N™ 1) estd contida em uma esfera menor de S” e podemos assumir que o
subespago afim que contém g(N™!) em R"™! é v+ W, onde W é o subespago gerado por
{eg,...,em_1} € v € wh, consequentemente g = ag + v, onde a € R e § é a composi¢io
g = i0 g de uma homotetia g : M™ ! — S™ ! com a inclusdo canénica i de S™ ! em
W = R™ como a esfera unitaria centrada na origem. Entao g e g tem o mesmo espaco

normal em R™™! em cada ponto de N1, que é
Span{g7 €my -y En, €n+1} = Span{gv 517 cee agn—m+1> €n+1}7

onde EZ =1,&,1 <i<n—m+ 1, para um referencial ortonormal paralelo &, ..., &, i1
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

de N9S™~!. Consequentemente f também pode ser parametrizada por

F(5:0) = 30(8)5+ 3 T ()65 + h(5)nsn,

i=m

onde 7 : I — E"™%3 ¢ uma curva regular suave satisfazendo 37— 42 = 1. Portanto,

f é uma subvariedade de rotagao com 7 como perfil.

Para o caso € = —1, discutiremos o caso parabdlico, os outros sao semelhantes. Po-
demos assumir que N™1 = R™~! e que o espaco afim que contém g(R™™ 1) em L ¢
v + w, onde W é o subespaco gerado por {€i,...,€n_1,6,} e v € WL. Entdo g = g + v,
onde

m—1 1 /ml
g(t) = e+ Z: ti6; — 3 <Zl tf) En
for t = (t1,...,tm_1). Como antes, usando o fato que g e g tem o mesmo espaco nor-
mal em L"! para cada t € R™!, concluimos que f pe uma subvariedade de rotacao
parametrizada como em (2.14).

A segunda forma fundamental de f sendo dada por (2.13) é equivalente a restrigao de
cada operador de forma Ag a {T}* sendo um multiplo do tensor identidade. Por (1.19)
e (1.21), isso é equivalente a mesma propriedade sendo satisfeita por todo operador de
forma de f . Em particular, a imersao f esta na classe A, consequentemente ela é dada
localmente como em (2.1) em termos de uma imersao isométrica g : N™™1 — Q" e uma
curva regular v : I — QF x R C RF2. Segue-se de (2.5) que, para cada z € N™ ! e
s € I, o operador Ps_l(x)Ag(x), com Ps(x) = —Ag 5, ¢ um multiplo do endomorfismo
identidade I de T, N para qualquer

¢ € NLgM = j.E(@)" © ¢:(7(s)") € NIN.

Portanto AE( ) é um multiplo de P;(s) para qualquer £ € N, 7 )M segue-se que, para
cada s € I, existe um hiperplano W, em N )M C N? IN tal que A? ( ) = 0 para qualquer
& € W, Se a familia de subespacos s — W, nao ¢é constante, desde que Ag = —1,
entdo o subespago gerado por todo Wi, s € I deve ser um hiperplano W C N IN com
A¢ ¢(r) = 0 para qualquer { € W. Portanto, a aplicagio ¢ € N;gN s AZ ¢(r) tem rank
um, e consequentemente sua imagem ¢é gerada por I. Portanto g, e consequentemente g,
¢ umbilica.

Assuma agora que todo W, coincida com um subespago fixado W C N;BQVN . Entao W
nao pode conter ng = i,0/0t, caso contrario /0t seria normal a f, contradizendo o
fato que o campo de vetor T em (1.14) nunca se anula. Entao Ag = 0 para qualquer £ no
hiperplano de N;EQVN gerado por W e i,0/0t, e concluimos como antes que g é umbilica.

Reciprocamente, se f é localmente dado como em (2.1) em termos de uma imersao
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

isométrica umbilica g : N™™1 — Q, entdo as férmulas (1.19) e (2.5)-(2.7) implica que
a restricao de cada operador de forma Ag a {T}+ é um miltiplo do tensor identidade,
consequentemente a segunda forma de f é como em (2.13).

Para concluir que a prova de (ii) e (iii) sdo equivalentes, resta mostrar que para m = 2
a hipétese adicional que o campo de vetores ¢ em (2.13) seja paralelo ao longo de {T'}+
é equivalente a curva g : J := N™ ! — Q", parametrizada pelo comprimento de arco, ser
um circulo geodésico.

Escreva ¢ = ay(X, X), onde X é um campo de vetor ortogonal a 7. Seja f=iolf.
Em vista de (1.21)-(1.22) temos

af( X, X) =i.ap (X, X) —v,
consequentemente usando (1.20) e (1.23) obtemos que

§X04}<X7X) = _ﬁA%(X,X)X"‘/Vv)L(OC}(XaX)

= —f;Aiﬂx,X)X + i, Vxar(X, X).
Portanto, i.Vya (X, X) = 0 se e somente se
VxafX,X) = —-f.AL (0 X (2.15)

Segue-se de (2.5) que no ponto (t, s) temos

g//(t)
R I ONNEIBN (210
onde § = j o g. De (2.2) obtemos
1 d™
X =— - — 2.17
G006 d 247
onde < ¢ um campo de vetores unitario ao longo de J. Consequentemente
- g" ~11 1 ~11
Vxaz(X, X) = (g7(1), 0u(7 (S))ég (t) + 7"(b). (2.18)

(G0, 0:(3(5))) (@"(t), 2e(7(s)))?

Por outro lado, as equagoes (2.2), (2.16) e (2.17) produzem

f. Aa%XX)X = @H(t)’? a 79 (1). (2.19)

G'(@), du(3(s)))??
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2. Uma classe de subvariedades de Q7 x R

Segue-se de (2.18) e (2.19) que (2.15) é verdade se e somente se

g«///(t) + <§”(t>, §”(t))§’(t) _ <§1”/(t)7$:('7(5>)>§//(t).

(g" (), &1(7(s)))

Usando que (g(t),g(t)) =€ e (§'(t),d'(t)) = 1 produz
(G(1),9()) =0, (§"(1),9(t)) = =1, e (§"(t),5(t)) = 0.

Entao, tomando o produto interno em ambos os lados da equacao anterior com g(¢) implica

que (g"(t), ¢:(7(s))) = 0, e consequentemente

9" () = =(g" (1), 9" (1)d (1),

o qual é equivalente a ¢ ser um circulo geodésico. n
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Capitulo 3
Reducao de Codimensao

O estudo de imersoes isométricas torna-se cada vez mais dificil para valores altos da
codimensao. Por esse motivo faz-se necessario investigar quando que a codimensao de
uma imersao isométrica pode ser reduzida. Dizemos que a codimensao da imersao iso-
métrica f : M" — Q'™ pode ser reduzida a k < m quando existe uma subvariedade
totalmente geodésica Q"™ de Q"™ tal que k < m e f (M™) C Q"™™. Joseph Erbacher
em [8] provou o seguinte resultado, que estabelece em quais condigoes a codimensao de

uma imersao pode ser reduzida.

“Seja [+ M™ — QU™ wma imersao isométrica. Suponha que existe um subfi-
brado paralelo L do fibrado normal N'M com posto k < m tal que Ny(z) C L(z)

para todo x € M™. Entdo a codimensdo de f pode ser reduzida a k.”

O objetivo deste capitulo é apresentar condi¢oes de quando é possivel reduzir a codi-
mensao de uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana conexa em QI x R.

Antes de demonstrarmos tal fato, precisamos estabelecer alguns resultados bésicos.

3.1 Fatos basicos

Definig¢ao 3.1.1. O primeiro espago normal Ny(z) de uma imersao isométrica f : M™ —
M™ em x € M™ é o subespaco de NJM gerado pela segunda forma fundamental de f em

x. Isto é
Ni(xz) =span{a(X,Y): XY € T,M}. (3.1)

Ni(z) também pode ser definido por

Ni(z) ={¢ € N/M : A; = 0} (3.2)
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3. Redugao de Codimensao

Veremos que ambas defini¢oes de N;(x) coincidem. Para isto, verificaremos que ambos
conjuntos sdo iguais. Com efeito, seja & € NS M nao nulo, tal que A¢ = 0. Entao, para

cada X,Y € T, M, temos que
0= (AX,Y) = (a(X,Y),§)
Dai, ¢t € {a(X,Y) : X,Y € T, M}. Portanto,
({6 € NIM : A; = 0}1)*F Cspan{a(X,Y): X,Y € T,M}*,

donde
span{a(X,Y): X, Y € T,M} C {¢ € N/ M : A; = 0}

Se ¢ € span {a(X,Y): X,Y € T,M}", entdo Ac = 0. Dai, &€ € {¢ € N/M : A, = 0}.
Entao podemos concluir que
span{a(X,Y): X, Y € T,M}* C ({¢ € NIM : A, = ()}L)l
e portanto,
{€ € NJM : A; = 0} Cspan{a(X,Y): X,Y € T,M}.

Lema 3.1.2. Sejam M e M wvariedades Riemannianas e f : M™ — M~ uma imersdo

isométrica. Se L é um subfibrado paralelo de N'M e L+ é o seu complemento ortogonal
em NPM, entio L+ é um subfibrado paralelo de N/ M.

Demonstragio. Sejam & € L e n € L+ campos diferencidveis, entdao temos (£,7) = 0.

Derivando em rela¢ao ao campo X € X(M) temos

0=X(&n) = (Vx&n) + (& Vxn).

Como L é um subfibrado paralelo em N/M, temos V%& € L, o que implica que,
(Vx&,n) = 0. Assim, (£,Vxn) = 0 para todo £ € L. Portanto, Vyn € L+ para
todo n € L*, isto é, L é subfibrado paralelo de NYM. Agora, se L+ é um subfibrado

paralelo, L também ¢ um subfibrado paralelo, pois (L*)* = L. O

3.2 Reducao de codimensao em Q! x R

Uma etapa fundamental na classificacdo das subvariedades umbilicas S™ x R é o se-
guinte resultado na reducao da codimensao da imersao isométrica em Q" x R. Dizemos

que a imersao isométrica f : M™ — Q! xR reduz a codimensao para ¢, ou tem codimensao
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substancial /¢, significa que f(M"™) estd contido em uma subvariedade totalmente geodé-

sica QM1 x R de Q" x R. A seguir provamos um resultado de reducio de codimensio

para f.

Teorema 3.2.1 (Redugdo de codimensao). Seja f : M™ — QF x Rje € {—1,1}, uma
imersdao isométrica. Sejan um campo de vetores normais definido por (1.14). Assuma que
L := Ny + span{n} é um subfibrado de N*M com posto { <n+1—m e que VN, C L.

Entao f reduz codimensao para {.

Demonstragio. Temos de (1.16) que Vxn € Ny C L para cada X € TM. Desde que
V+N; C L por hipétese, segue-se que L é um subfibrado paralelo de N/ M. Seja. f =1iof,
onde i : Q" x R — E™*?2 ¢ a inclusdo, e seja L+ o complemento ortogonal de L em N/ M.
Dado € € L+ = Nit n{n}+, de (1.20) e o fato que L é um subfibrado paralelo de N/ M,

temos que L+ também o é. Além disso, obtemos

N 0
Vi = i.ViE+ (X, T) (&

= ,Vxé€i Lt

Isto mostra que i, L+ ¢ um subfibrado paralelo de N M. Por outro lado, segue de (1.19)
que i, L+ C ]Vll, onde Nl(x) ¢é o primeiro espa¢o normal de f em x € M. De fato, dado
i.& € i, L, temos que £ € Lt = Nit N {n}+, em particular, £ € N, o que implica que
Ag = (. Assim,

(1.19)

(@ X,Y),0.8) = (AL X,Y) 2 (Alx,Y) = 0.

Isto mostra que i,£ € ]AV/IL Obtemos da férmula de Weingarten para f que
Vxik = — AL X + Vi = Vxin€ € i, L5,

onde V é a derivada de E"*2. Isto mostra que i, L* é paralelo em E"+2. Consequentemente,
i, L+ é um subespaco constante de E"*2, o qual é ortogonal a %. De fato, dado ¢ € i, L*,
temos (£, f.1 +n) = (§,n) = 0.
Denote por K o complemento ortogonal de i,L* em E"*2. Entdo para qualquer x, €
M™ fixado temos
™) < Flao) + K.

Mas desde que K contém % e v(xg), ele também contém o vetor posi¢ao f(zg). Portando

zg) + K = K. Concluimos que C (QF x NK=Q" " xR.
f(xo) + K = K. Conclui fIM) Q2 xR)NK =Q*! xR O
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3.2.1 Uma Aplicacao

Nesta subsecao aplicaremos o Teorema 3.2.2 para provarmos um resultado devido a

Alecar, do Carmo e Tribuzy.

Teorema 3.2.2. Seja f: M™ — Q x R,e € {—1,1}, uma imersdo isométrica. seja n
um campo de vetores normais definido por (1.14). Assuma que L := Ny + span{n} é um
subfibrado de N¥M com posto ¢ < n+1—m. Entdo V*N, C L se e somente se as duas

condigoes sequintes sao verdadeiras:
(i) VAR, = 0;
(ii) V1H € L.

Demonstracio. Assumamos que V-N; C L. Entdo como H = %2?1104()(1',)(1‘) e N,
é gerado pela segunda forma, temos que V*H € V-N; C L, o que prova (ii). Agora

provamos (i). Dado £ € Nj-, temos A = 0, entdo a equagao de Ricci nos fornece que
RH(X,Y)E = a(X,AY) — a(A:X,Y) = 0.

Dado £ € L*, temos que € € Ni e que V£ € Ni- pela nossa hipétese, e dai Avég =0,

seguindo da equagdao acima que R (X,Y)V£E = 0. Consequentemente derivando R*

temos

(VZRM)(X,Y,§) = VzRY(X,Y)E—RN(VzX,Y)E— RN (X, V2Y)E— R (X,Y)V5E
= Vz;0—-0-0-0=0.

Agora provemos a reciproca. Suponhamos vélidos (i) e (ii) e seja £ € L*. Desde que
R+(X,Y)¢ = 0 para todo X,Y € TM, obtemos de (i) que

RY(X,Y)VZ£=0
para todo X, Y, Z € T M. Usando novamente a equacao de Ricci, obtemos que

0 = RYX,Y)VzE=a(X,AgY) — a(AyX,Y)
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Denotando pu = V£ e tomando o produto interno com v = Vi€ na equacio acima temos

(a(X,A,Y), vy = (a(A,X,Y), V)

(A,X,AY) =(A,A4,X,Y)
(A AXY) = (AA4,X,Y)
(A A, —AA)XY)=0

A A, — A A, =0

Ll

[AV§@ Avﬁ,g] =0,

para todo Z,W € T'M. Consequentemente qualquer que seja x € M, existe uma base
ortonormal Zy,. .., Z, de T, M que diagonaliza simultaneamente todo operador de forma

Av%, Z € TM. Iremos mostrar que
(V7.8 a(Zi, Z;)) =0

para todo 1 < 4,7,k < n, o qual implica que V¢ € Ni- para todo X € TM.

Da escolha da base Z1, ..., Z, temos que

0, sei#j;

(i, 2)),V3,8) = (Avy, Zir Zj) = MiZi, Z5) = Ml Zis Z3) = { o
Aki, sei=].
Segue-se do fato que £ € L+ C {n}* e aplicando a equacio de Codazzi a Z, e Z; temos
(V2. AN (21, €) = (V, AT)(Z:,€) = e(n. €)(Z A Z)T =0,
isto é,
V2. AcZy, — AN 3,7y — szng =V AcZ; — AN 3, Z; — Avéngi.
Como A¢ = 0 temos que
AVéZfZ’“ = Avékgzi = Nkl = MiZi = N\ig =0, sei # k.

Portanto,
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Finalmente, a hipétese VX H € L e o acima implica que

Da equacdo acima temos que (a(X,Y),V£E) = 0, para todos X,Y,Z € X(M) e
£ e Lt = NEn{ntt. Temos que Vz£ € Nit, e como £ € {n}+ temos que (£,n) = 0,

donde obtemos que

(Vz&m) +(&Vzn) = 0

(Vz&m = —(Vzn)
= (o (X, T))
— (AX,T) =0,

pois £ € Ni-. Assim, VZ£ € {n}+. Logo, V£ € Nin{n}t = Lt. O que mostra que L+

é paralelo, e consequentemente, L também é paralelo. E portanto, V*N; C L. O

O Teorema que enunciaremos a seguir, que omitimos a prova, tem apenas a finalidade

de se aplicado para provarmos o Teorema Principal desta subsecao.

Lema 3.2.3 ([16], Teorema 4). Seja M? uma superficie com vetor curvatura média pa-
ralelo em wma variedade N com curvatura seccional constante. Entdo ou M? é uma
superficie minima de wma hipersuperficie umbilica de N ou M? encontra-se em uma sub-

variedade umbilica tridimensional de N com curvatura média constante.

Teorema 3.2.4 (Alencar-do Carmo-Tribuzy). Seja f : M? — Q"xR,n > 5, uma superfi-
cie com vetor curvatura média paralelo nao nulo. Entdo, uma das sequintes possibilidades

¢ verdadeira:
(i) f € uma superficie minima de uma hipersuperficie umbilica de um slice Q7 x {t}.

(ii) f € uma superficie com curvatura média constante em uma subvariedade tridimen-

stonal umbilica ou uma totalmente geodésica de um slice Q" x {t}.

(iii) f(M?) estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica Q™ x R,m < 4, de

Qr x R.

Demonstracao. Uma vez que o vetor curvatura média H é paralelo e nao nulo, a fungao
p = ||H||* em M? ¢ uma constante nao nula em M?. Suponhamos primeiro que Ay = pl
em todo ponto de M?2. Afirmamos que o campo de vetores T se anula identicamente.

Assumamos o contrario, entao existe um subconjunto aberto U, onde T # 0. Escolha um
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campo de vetores unitarios X em U ortogonal a T'. Entao
Pela equacao de Codazzi (1.27) temos

(Vra)(X,X) = (Vxa)(T,X),H) = (T, X)(X,T) — (X, X(T, T)n, H)
= (—el XIPIT|*n, H)
= —|T*(n, H).

Afirmagao: ((VFa)(X, X) — (Vxa)(T,X), H) = 0. De fato,

(V7o) (X, X) = (Vxa)(T, X), H) = (Vza(X,X),H) — (a(VrX, X), H) — (a(X, V7 X), H)
— (V#a(T,X),H) + (a(VxT, X), H) + (a(T,Vx X), H).

e De (3.3) temos

X((X,T),H) =0 = (Via(X,T),H)+ (a(X,T), LLH) =
= (Vxa(X,T),H) =0.

(X, X),H)Y = (AgX,X) =X, X)=p=T{a(X,X),H =0

= (Via(X, X), H) + (a(X, X), ZFH) =0
= (Vxa(X,X),H)=0.

((VrX,X),H) = (AgVrX, X) = u(VsX,X) = 0. Pois como (X, X) = 1 =
2(VrX, X) =0= (VrX,X) =0.

((VxT, X), H) + (a(T,VxX),H) = (AgVxT,X)+ (AgVxX,T)
= w(VxT, X) + {(VxX,T)
= p((VxT, X) + (Vx X, T))
= pu-0=0,

pois (X,T) =0= (VxT,X) + (VxX,T) = 0. Isto mostra a nossa afirmagao.
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Portanto (n, H) se anula em U, e consequentemente ,

0
0="T(n,H)y = (Vi H)+ (n, L)
"= (—a(T,T), H) = —(AyT,T) = —(uIT,T) = —u(T, T) = —p||T||*.

Como p é uma constante nao nula, segue que 7' = 0 em U, o que é uma contradicao, o
que prova a nossa afirmacao.

Portanto, se Ay = pl em todo ponto de M?, entao f(M?) estd contida em uma slice
Q" x {t} de Q" x R, e qualquer uma das possibilidades (i) ou (ii) é verdade pelo Lema
3.2.3.

Assuma agora que Ay # pl em um subconjunto aberto V de M?2. Segue-se da equacao
de Ricci que,

RY(X,Y)H = a(X, AgY) — a(AgX,Y).

Por outro lado, uma vez que H ¢ paralelo temos que
RYX,Y)H = VxVyH — VyVyxH — VixyH = 0.

Consequentemente,

Oé(X, AHY) = CK(AHX, Y),

o que implica que [Ay, A¢] = 0 para qualquer z € M? e cada vetor normal ¢ € N, M.
Entao o fato que Ay tem autovalores distintos em V' implica que os autovetores de Ay
também sao autovetores de A, para qualquer ( € N, M,z € V. Portanto todos os opera-
dores de forma sao diagonalizaveis simultaneamente em qualquer x € V, o qual implica
que f tem um fibrado normal flat em V' pela equagao de Ricci (1.28).

Afirmacao: O primeiro espaco normal N7 de f tem no maximo dimensao 2 em qualquer
rxeV.

Sjam Ny = {«a(X,Y); X, Y € T,M} e {X;, Xo} uma base de T,,M. Entao escrevendo
X =1 X1+ aXseY =0 X5+ b2X5, temos

Oé(X, Y) = albla(Xl, Xl) + (lleOé(Xl, Xg) + CLleoé(XQ, Xl) + CLQbQOé(XQ, XQ)
= aa(X1, X1) + ba(X1, Xo) + ca(Xs, Xa).

Logo, {a(X1, X1), a(X1, X2), a(Xs, X2)} é base de N;. Mostraremos agora que o( X1, Xo) =
0. Se {X;, X} for base que diagonaliza A¢, temos que equagao de Ricci que

Oé(Xl,Ang) = Oé(Xl, )\QXQ) = >\20[(X1,X2).
Ck(AgXl,Xg) = = Oé()\le,XQ) = )\104(X1,X2)
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Subtraindo as equagoes temos que (A — Ag)a(X7, Xo) = 0. Como A\; # Ay temos que
a(Xy, Xy) = 0. Isto mostra que dim/N; < 2.

Seja W C V um conjunto aberto, onde L = N; + span{n} tem dimensao constante
¢ < 3. Segue do Lema 3.2.1 e do teorema 3.2.2 que f(W) encontra-se em uma subvariedade
totalmente geodésica Q**'~1 x R de Q" x R. Pela analiticidade de f (ver a observacao
abaixo), concluimos que f(M?) C Q*"~! x R. O

Observagao 3.2.5 ([1], observacao 1). Como o vetor curvatura média de nossa imersao
¢ paralelo, a propria imersao é analitica; isso significa que as fungoes de duas varidveis
reais que definem localmente a aplicagio x : M? — E" x R sdo funcoes analiticas reais
(Ver, C.B. Morrey Jr. Sobre a analiticidade das solugdes de sistemas elipticos analiticos
nao lineares de equagoes diferenciais parciais, American J. of Math. 80 (1958), 198-
237). Tal fungio satisfaz um principio da continuagio analitica (Ver J. Dieudonn e,
Foundations of Modern Analysis, Academic Press, 1969, Capitulo IX (2.4.2)) que tem a
sequinte consequéncia: Seja V. C R aberto e conexo, e seja f : V. — R¥ uma aplicacio
analitica real em V. Seja U C V um subconjunto aberto de R™. Se f =0 em U entao
f=0emV. Assim, uma aplicacio analitica nao pode se anular em qualquer conjunto

aberto a menos que seja identicamente zero.

Corolario 3.2.6. Qualquer superficie f : M* — Q" xR, e € {—1,1} na classe A com ve-
tor curvatura média paralelo € uma superficie de rotacao em uma subvariedade totalmente

geodésica Q! x R,m < 4 sobre uma curva em uma subvariedade totalmente geodésica
Q@ xR,s < 3.

Demonstragdo. Seja X um campo de vetores ortogonais a T'. Pelo Teorema 2.2.3, a fim
de provar que f é uma superficie de rotacdo é suficiente mostrar que Vyxa(X.X) = 0. Nés
seguimos essencialmente a prova de [[1], proposi¢do 2]. Uma vez que o campo vetorial
curvatura média

H = (g (X, X) 4 [T 2y (T,7))

é paralelo na conexao normal, temos que
1
0=ViH = Vi (5lar(X.X) + 1Ty (T. 7))

= Vxop(X, X) = -Vx(|T|as(T.T))
=~ X(ITII"*)as(T.T) = |T|7*Vxay (T, T).

Vamos mostrar que X (||7]|7?) = Vxa(T,T) = 0. Uma vez que f esté na classe A, temos
de (2.8) que

68



3. Redugao de Codimensao

Disso segue também que (V7 X,T) = 0. De fato, 0 = T(X,T) = (Vo X, T) + (X, V7T).
Consequentemente,
X(NT,T) — X(T,T) —((VxT,T)+(T,VxT)) —2(VxT,T)

X(I7)7%) = = = = 0.
[l I 17

Agora, pela equacao de Codazzi (1.19), temos

(Vé_(afxTv T) - (V%O‘fXX? T) = €<X7 T><T7 T>77 - €<T7 T><X> T>77 =0
= (Vxap)(T,T) = (Vzas)(X,T).

Por outro lado, temos que

(Vxap)(T,T) = Vxap(T,T) = ap(VxT,T) = as(T,VxT)
= Vyxay(T,T) —2a;(VxT,T)
= Vyay(T,T) = (Vyay)(T,T) + 204(VxT,T),

(Vrap)(X,T) = Viap(X,T) = ap(VeX,T) — ap(X,VeT).
Portanto, temos que

Vxap(T,T) = (Vxag)(T,T)+20;(VxT,T) = (Vxas)(T,T)
= (Vaay)(X,T) = Vo, (X, T) — ap(VeX,T) — ap(X,VeT) =0,

Onde acima, usamos que,
af(VXT, T) = Oéf(X, T) = Oéf(VTX, T) = @f(X, VTT) = 0.
De fato, pelo item (iii) do Teorema 2.2.3, temos que a(X,Y) = (X, Y)¢, portanto,

ap(VxT,T) = (VxT,T)E

ap(X,T) =(X,T) =0,
(VX T) = (Vi X, T)E = 0,
ap(X,VeT) = (X, V,T)E = 0.

0,

Que f(M?) esté contida em uma subvariedade totalmente geodésica Q™ x R, m < 4, e

portanto, o fato de que sua curva de perfil encontra-se em uma subvariedade totalmente
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geodésica QF x R, s < 3, segue-se do Teorema 3.2.4.
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Capitulo 4
Subvariedades umbilicas de S x R

Neste capitulo provaremos o principal resultado deste trabalho. Mostraremos que as
subvariedades umbilicas de S™ x R sao todas difeomorfas a esferas, com excecao de um
unico caso, onde ela é difeomorfa a R™. Veremos também que, a menos de isometrias do
espaco ambiente, elas vém em uma familia a dois parametros de subvariedades de rotacao
cuja codimensdo substancial é um ou dois, cuja curva perfil é uma curva em S' x R, ou
S? x R, respectivamente. Além disso, obtemos parametrizacoes explicitas de todas essas
subvariedades. Antes da demonstragao do resultado, iremos demonstrar alguns lemas

técnicos.

4.1 Resultados Auxiliares

Lema 4.1.1. A aplicagio ® : S™™! x R — R™2\{0} dada por ®(x,t) = e'x possui as

sequintes propriedades:
(i) € um difeomorfismo conforme;

(i) SeT : R™2 — R™2 ¢ uma aplicagio ortogonal, entio T = ®'oTo®d : ™ xR —

Smtl x R € uma isometria que fiva R pontualmente;

(iii) Se T : R™2 — R™2 ¢ yma homotetia de razio X, isto é, Tx = \x, entio T =
S loTod: S xR — S x R é uma isometria que fira S™ pontualmente e

corresponde a uma translacao ao longo de R;

(iv) preserva subvariedade umbilica, ou seja, se f : M™ — S™! x R ¢ uma imersdo

umbilica, entdo ® o f: M™ — R™2\ {0} também é uma imersio umbilica.

Demonstragio. (i) Para ver que ® é um difeomorfismo, basta observar que ® é um ho-
meomorfismo diferencidvel, cuja inversa ®~' : R™*2\ {0} — S™ x R definida por

P l(y) = (”%,”,1H||y\|) , é diferencidvel.
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Mostremos agora que ® é conforme. Dado & = (£1,&, ..., &ni2) € R™T2\ {0}, seja
&i(xgt) = ety i € {1,...,m+ 2}. Entao d§; = e'dx; + e'z;dt = e'(dw; + x;dt). Assim,
m+2

de? = > (dg;)? = e2t((dm1)2 + 22 drydt + 23dt? + (dag)? + 2x9dwadt + x5dt + - - -

=1
oo (dTg2)? F 22T podt + 22, +2dt2>
0

m+
= 62t<(dm1)2 + o+ (dTmye)® + 2<%xidxi>dt LR xE”JrZ)dtQ)
-1

= e*(dz? + dt?).
Onde dz? é a métrica de S™! e dt? é a métrica de R. Portanto, ® é conforme.

(i) Dado (x,t) € S™! x R, e usando o fato que T é ortogonal, isto é, | T(z)||= |=]|,

temos que

T(x,t) =

Assim, segue da proposigao 1.4.5 que T ¢é uma isometria que fixa R pontualmente.

(iii) Se T for uma homotetia de razao A, isto é, Tx = Az, entdo um cdlculo similar

ao que fizemos anteriormente no item (ii) obtemos T'(x,t) = (x,In(\?) + t).

(iv) Suponhamos f : M — M uma imersdo isométrica umbilica, isto é, existe w € NJ M
tal que ap(X,Y) = (X,Y)w e sejam & : M — M um difeomorfismo conforme, e
f = ® o f. Queremos mostrar que f ¢ umbilica, isto é, que existe ( € Nxf M tal que
af(X ,Y) = (X, Y)(. Como a segunda forma fundamental de f e f estdao relacionadas
por

0 f(X,Y) = Day(X,Y) - ;(X, Y)®, (gradp)*,
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e usando a hipodtese de f ser umbilica, temos

a;(X)Y) = P.ap(X,Y) (X,Y)®,(gradp)*

1
@

= O.(X,Y)w— ;®*<X ,Y)(gradep)*

= (X, Y)(@u(w— ;(gradw)L))

= (X,Y),

onde ( = &, (w — i(gradgo)L) e p € C®(M) é o fator conforme de .
Portanto, f é umbilica. Em particular, pelo item (i), a aplicacdo ® : S™™ x R —
R™2\{0} dada por ®(z,t) = e’z preserva subvariedade umbilica. O

Consideremos agora o seguinte conjunto

T ={p.q) eR*: (p— 1> <q<p’}.

Para cada (p,q) € J, seja J,, = (—\/p -V \/p — /q) e defina hy,, : J,, — R por

hnals) = \fp — 52+ /(o — 52 — q.

Seja Y, :S™ 1t x J,, = S" xRe Z,,:S"! x J,, — S™! x R dadas por

_ —(p—1)2
Y, q(z,8) = (szzﬁ,\f(hm(s)Jr 1 p>’ qg—(p—1) ’1Oghp,q(3)),

hp,q(s) ﬁhp,q(s)
e, para q # 0,
_ —(p—1)2
Zy (1, 5) = (8% ﬂ(lphp,q(s) + h\/a ))7 ¢—(p-1) Vi )

72 VI wale)los

Entao vale o seguinte lema

p,a\S

Lema 4.1.2. Valem as sequintes afirmacoes

(i) A aplicagio ¢ : J — (0,00) x [0,00) dada por

U(p.q) = \f(\/pQ — g \a— (p—1)7)

¢ um homeomorfismo;
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(i) As aplicagoes Y, , e Z,, estao bem definidas;

(iii) Z,, = VoVY,, onde U : S™ x R — S™ x R a isometria definida por
U(y,s) = (Ay, —s +1og \/q), com A dada por

I, O 1-— —(1—p)?
A= CB- - p ¢—(1=p? )
0 B VI \Je-(1-p? —(1-p)
Demonstragio. (i) Seja o : (0,00) x [0,00) — J dada por
Lo o 2 Lo o 2 2 2
o(u,v) = (5(2u + 2v —I—l),Z(Qu + 207+ 1) —2u).

Primeiro vamos mostrar que o realmente aplica (0,00) x [0,00) em J. Sejam
o1(u,v) = 35(2u* + 20* + 1) e o9(u,v) = F(2u® + 2v* + 1)® — 2u®. Queremos mostrar

que (07 — 1)? < 03 < 0?. Perceba que

>0 & —202<0

s 2 =2 —141< —22

1 1
& Z(2u2+2v?+1)2—(2u2+2v2+1)+1 Z(2u + 20 + 1)% — 202
1 2 1
& (5@ +2+1)-1) <20+ 20> +1)° -
2 4
Isto mostra a primeira parte da desigualdade, ou seja, (o7 — 1) < 09. Para a outra parte,

temos

u>0 & —2u?<0

1 1
& Z(QUQ +202 +1)% —2u® < Z(2U2 + 2u* +1)2.

Isto mostra que oo < of. Além disso, 1) e o sdao continuas. Vamos mostrar que o é a
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inversa de 1, concluindo que ¢ é uma bijecao. De fato,

(Y oo)(u,v) =Y(o(u,v))
‘D( (20” +20° + 1), 411(2142 +20% +1)% - 2u%)

1 1
= (é_\/4(2u2 + 202 — 1)2 — Z(QUQ + 202 4+ 1)2 + 2u?,

2 1 1
\g—\/4(2u2 202+ 1) = 2u? — (5 (22 + 207+ 1) - 1)2>

2 2
= (é_\/ 2u2, \é_\/ 2212> = (u,v).
Analogamente,

(0 o)(p,q) = a(¥(p,q))
\f(\/p —q), \f q—(p—1)2>

(2367 0+ 2 5= - 17 + 1), g0 -2 207 o)

\)

,.p

||
N | — w\»—t/_\

( (p —q+q—p +2p—1+1) P —p +q>
Portanto, 1) ¢ um homeomorfismo.

(ii) Vamos mostrar que Y, , e Z,, realmente aplica S™* x J, , em S"*! x R. Seja (z,s) €

S™=! x J,,. Entdo para Y, temos,

2 1-p\"  ¢—(p—1)?
el (1 + 4 2) +

P,q 2hl2)7q
(1=-p?\ , ¢a—(p—1)°
= s += <h2 +2(1—p)+ +
L 2
h? q
= S+ 244 +1-p
2 2n2,
— 52+ —g2)2 _
_ 32—|—p (p ) q+ q f1-p
2 2(p — 52+ \/(p — 52)? = q)
23 p—5"+/(p—s?)? g p—s"—\(p—5)—q) 2-2
= -
2¢ 2
3 %f 23”[#233 Ep+2
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Analogamente, para Z,, temos,

2 (1— 2 g—(1-p2
&2+ (php,qw/a) AR Oy

1((1-p)> q q—(1—p)?
2 2 2
= — | —h 2(1 — h
s +2< g+ 2 p)+h12),q 5
21,2 2 21,2
_ S2+ (1_p) hp,q+ q +th,q_(1_p) hp,q+1_p
2q 2h2 , 2q
o U=pP tay, - (L=, g
= s°+ + +1—p
2q 2h§7q
2
2 Mg q
— g 1—
s° + 29] +2h§,q+ p
2 212
p—s'+4/(p—s52)?2—q
= s+ + 1 +1-p
2 2(p — s +/(p — s*)? = q)
252 p—s"+/(p—52)2—q qlp—5"—\/(p—51)?—q) 2-2
= —+ + +
2 2

2 2
267 — 267 + 99 — 3 + 2 _,
5 :

(iii) Mostremos agora que Z,, = ¥oY, .. Sejay = (y1,. .., Ym+2) € S™. Entdo podemos

escrever \Ijv como \Ij(ya 8) = (yh <o Ymy B<ym+1> ym+2)7 -5+ IOg \/a> ASSima

_ —(p—1)
U(Y,.(x,8) = W((sx,\f(hnq(s)—f— 1 p)7 q—(p ),1Oghp7q(3)>)

hp,q(s) ﬂhp,q(s)
_ —(p—1)2

- ol ) i

B V2 1—py\ Va—(p—1)? Va

= (B 5 e )
Agora, basta mostrar que,
V2 1—py\ Va— =1\ (V2,1-p Vi ¢— (-1

B<2<hp7q(5)+hp7q(8))’ \/th,q(s) > o <2<\/§hM(S)+hM(S))7 V2q hpq(3)>

De fato,

s L (B0 + i)

NG Va 2 hp,q(s) .
—(1-p)*>  —(1-p) 4~ (p—1)? N
Va Va V2hp,q(s)
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1;5(72(}%@(3) + hi,q(8)>) + \ﬁ(hp ‘17)() )

q*(lfp)Q( g(hp7q<8)+ h1 p))) Jr( D/ g—(p—1)2

Va 2 pra \/7}’? q(s)
V2 (l-p Val-p)* | av/a—a(1-p)* V3 (1-p Vi
. 2 ( q h ( )+ qhp,q(s) + qhp,q(s) ) o 2 ( q hp’q(s) + hp,q(s))
N 2\/q—(1—p)2h (-Dy/a-(1-p)? | (-Dy/a-(-p? | q—(l—p)Qh
2 Va p’q(s)_ V2qhp,q(s) + V2qhp,q(s) V24 p’Q(S)
]

4.2 A classificacao das umbilicas de S""! x R

Para um dado inteiro m > 2, seja ® : S™* xR — R™"2\{0} o difeomorfismo conforme
dado por ®(x,t) = e'z. Escolha uma semi-reta ¢ := {z} x [0,00) C R™"* = R™" x R
com T # 0, Z € R™". Seja M}, = ®71(S},) a imagem por ®~" da esfera m-dimensional
Sy, em R™*2 de raio r centrado em ¢ que se encontra no hiperplano afim através de (z, )
ortogonal a ¢, com a origem removida se h =0er =d = 7.

Uma vez que transformacoes ortogonais de R™*? correspondem, sob o difeomor-
fismo ®, a isometrias de S™! x R fixando pontualmente o fator R, e homotetias de
R™2 correspondem, a translacoes ao longo de R (ver lema 4.1.1), podemos assumir que

V2

T = —(O, ...,1) € R™*!. Na figura (4.1) abaixo temos uma interpretagao da construgio

que acabamos de descrever.

Figura 4.1: Interpretacio geométrica de ®(M7},) = ST,

R

m
r.h

h
a 75\ )
ST
S
R'Vn"l‘ 1

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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4. Subvariedades umbilicas de S™ x R

Lema 4.2.1. Para (r,h) = (p,q) temos

Mm %’q(gm_l X jP:fI) U vaq(Sm_l X jpuq)7 S€ (TJ h) % <d7 0)7
r.h =
Yio(S™ ! x (—1,1)), se (r,h) = (d,0).

Onde ¥ (p,q) € a aplicagao definida no item (i) do Lema 4.1.2

Demonstragdo. Discutiremos a prova para (r, h) # (d,0), o caso (r,h) = (d,0) (ou seja,
(p,q) = (1,0)) é similar. Seja @ : S™ x R — R™"2\{0} o difeomorfismo conforme dado
por ®(x,t) = e'x.

Afirmacao 1:

(@0Y,)(e.s) = (h()

(@0 Zy)w:5) = (shyalo)e 5 (2, (5) = 1.0) + (.0)

De fato, calculemos ® oY, ,e ®oZ,,

(PoY,,)(z,s) = @((3:6, ?(hp,q(s) + hlp;(f))’ q\/;h(jqzs)l)QJOg hp,q(s)>>

_ poshpg(s) (Sgg, \f(hM(S) + ;p;(f)» q\/; }f:q(—s)l)2>
q—(p—1)?

<haq<s> M ﬁ )
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Analogamente,
= e (s P () + ) )
(g 07 ) o)
<h,,\fs) s \f (hgj@ - p) + \f ?m)
<hp\:(i) sz, \f(ﬁi,q(S) ~p), 0) + (0, \f \f g —(1— p)2>
- (ot L= e
em que 0 € R™, e hy, 4(s) = 705 Além disso
B =
q p—s*—/(p—s)?—q

- (p—52)2—((p—s?)?—q) =p—s —/(p—s?)?—q,
Assim, BM(S) = \/p —2—Jp—s22—gq V.
Agora, note que,
(st 50200) =p10) | = ) oG

=s'(p—s"+/(p— ) —q) + 2

st —2s%/(p — s?)? q+p 2ps + st —p
= —s'+ps+ 57\ /(p— 52’ — g+

=—%+N+W+%W\s\+ - p_q
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e que

) _
. (h34(s) — p)?
= 52h§,q(5) U A

(shuafse 502,05~ .0)

(p—SQ— <p—s2>2—q—p)2
2

st4+ 2% /(p—s2)2 —q+p*—2ps® + st —p
:—S4+p82—82 (p_52)2_q+ ( ) 5
2 2
st g A T g et PP

Dessa forma, se R™*! := {z € R™*2; z,,,; = 0}, mostramos que

== —/lp— D)+

(PoYg) (Sm_l X jp,q) U(®oZp,) (Sm_l X jp,q) C

S(o,\/p2;q> ﬂRm—H-i-f (0,1, q—(1—p)2)] .

Agora, sejam 3 : J,, — R? e (3 :.J,, — R? dadas por

8(5) = (shpls): L0240 =) & 5(5) = (shpals): L2, (5) ).

C

respectivamente.

Afirmacao 2: 8(J,4) U B(Jp,) é o circulo de raio r = 4/ ”QT_q centrado na origem.

De fato, um célculo semelhante ao que foi feito acima nos da que

V2 * P g
‘ <Shp,q(3)7 7(h;2>,q<5) -p),0 =5
Analogamente,
A V27, S P—q
Sh‘pﬂ(s>7 T(hp,q< ) - )7 0 = 9
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Agora, vamos calcular o valor que 5 e 3 assume em 0 e nos extremos do intervalo .J, ;.

6(— p—\/a) = <—M'hp,q<— p—\@),\f(hﬁ,q(— p—ﬂ)—p))

= (— p—\/ﬁm7\f(\/ﬁ—p)>
= (— p\/a—q,‘/a\/gp)v

(oD = (- o - ) (8 D))
= <— p—\/ﬁx/ﬁ7\g§(\/§—p))

= (= Vova-a 20,

Analogamente, calculando o valor de 5 e § para o extremo ,/p — V4 e 0, temos

ﬁ( p—\/§> = (\/wa—q,@;p),
S(r) = (i Y157
B(0) = <0'hp,q(0)>\g§(h§7q(0)_p)>:(Ov p22—q>’

50 = (010 502,00 ) = (0.-/Z52).

o 2

Note que nos extremos de J, 4, 8 e 8 coincidem, e em 0 os pontos sao simétricos. Assim, se-

gue da compacidade de S(O, VP 2_q> e da continuidade de B e S que

2

8(Jpa) U B(F) =5(0.Y571).

2
Portanto, segue das afirmacoes acima que

(®oY,,) (Sm_l X jpﬂ) U(®oZ,) (Sm_l x jp’q) -

[s (052 im0 a7 | -

onde r = 4/ %. Agora, aplicando ®~! na igualdade acima, temos

M’:”;L = (I)_l( Th) = }/;D,q<Sm_l X jp,q) U Zp,q(Sm_l X jp,q)-

81



4. Subvariedades umbilicas de S™ x R

Proposigao 4.2.2. Seja f: M™ — S™ x R uma imersdo isométrica umbilica. Sejam T e
n, 0s campos de vetores definido em (1.14) e H o vetor curvatura média de f. Se T nao

se anula identicamente, entdo valem as sequintes afirmagoes:

(i)
nVyxH = —(X,T)n, para cada X € X(M). (4.1)

(ii) Se H en sao linearmente dependentes, entao f tem codimensdo substancial um em

um subconjunto aberto U C M™;

(iii) Se H e n ndo forem linearmente dependentes em todo ponto de U, entao existe um

subconjunto aberto UcCU, tal que f tem codimensao substancial dois em U.

Demonstragdo. (i) De fato, como f é umbilica temos a;(X,Y) = n(X,Y)H, e que a
equagao de codazzi (1.27) é dada por

(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z) = e((X, ZN(Y.T) — (Y, Z)(X, T))n.

Assim, segue que tomando Y = Z unitarios, X ortogonal a Y na equacao de codazzi,
obtemos que o lado direito é dado por —(X,T)n. Note que no nosso caso € é igual a
1. Como (YY) =1, temos que X (YY) = (VxY,Y) = 0. Agora desenvolvendo o lado

esquerdo da equagao de codazzi obtemos

(Vxa)(Y,Y) = (Vya)(X,Y) = Vza(YY) - a(VxYY) - a(Y,VxY)
— Vya(X,Y) +a(VyX,Y) +a(X, VyY)
= Vx((Y,Y)H) = n(VxY,Y)H —n(Y,VxY)H
— Vx((X,YYH) +n(VyX,YYH +n(X,VyY)H
= nX((Y,Y)H +nlY,Y)VxH —nY(X,Y)H
— (X, V)V H +n(VyX,Y)H +n(X,VyY)H
= nX({(Y,Y)H +n||Y |’V H +nY(X,Y)H
= XY, Y)H +n||Y|*VyH = nVy H.

Portanto, nVx H = —(X,T)n para cada X € X(M).

(ii) Se T nao se anula em algum ponto, ele nao se anula em algum subconjunto aberto
U cC M™. Uma vez que ay(X,Y) =n(X,Y)H, temos Ny = span{«a(X,Y)} = span{H }.
Como H e n sdo linearmente dependentes, isto é, H = An, temos que span{H } = span{n}.
Assim, o subfibrado L = N;+span{n} de N M ¢ L = span{H }, que tem posto um. Vamos
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mostrar agora que VxN; C L. De fato,

VxkH = kVyH+ X(k)H
k
= (X, T)n+ X (k)An

n

= ( - fL(X, T)n + X(k))n € span{n} =span{H} = L.

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, f tem codimensao substancial um em U.

(iii) Se H e n nao sao linearmente dependentes em todos os pontos de U, entdo em um
ponto, e portanto em um aberto U , H e n sao linearmente independentes em U. Assim,
L = N, + span{n} = span{H} + span{n}, tem posto dois em U. Com um célculo
semelhante ao do item anterior, concluimos que V% N; C L. Portanto, pelo Teorema

3.2.1, f tem codimensao substancial dois em U. O

Observacao 4.2.3. Da proposicao acima, temos que se a imersao f : M™ — S" X
R for totalmente geodésica, temos que af(X,Y) = 0, consequentemente, temos H =
0. Entao H e n sdo lineramente dependentes, e portanto, pelo item (ii) da proposi¢ao
temos que f tem codimensao substancial um em U C M™. Dessa forma, classificar as
subvariedades totalmente geodésicas de S™ X R de dimensdo e codimensdo arbitraria se
reduz a classificacio das hipersuperficies totalmente geodésicas de S™ x R que jd foi feita

por Van der Veken e Vrancker, em [15].

Teorema 4.2.4 (Teorema de classificagdo das subvariedades umbilicas de S" x R). A
subvariedade M), € uma subvariedade umbilica completa de Smtl x R para cada r > 0 e

h = 0. Além disso, M}, tem as sequintes propriedades:
(i) € difeomorfa a S™ se (r,h) # (d,0) e a R™ se (r,h) = (d,0);

(i) estd contida em wma hipersuperficie totalmente geodésica S™ x R C S™™ x R se e

somente, h = 0;
(iii) My € homotdpica a 0 em S™ x R se r < d e nao homotdpica a 0 ser > d;

(iv) € uma subvariedade de rotag¢io cujo perfil é uma curva em uma subvariedade to-
talmente geodésica S* x R (respectivamente, S* x R) se h # 0 (respectivamente,
h=0),

(v) M, € congruente a M)}, se e somente se, (r,h) = (r', ).

Reciprocamente, qualquer subvariedade umbilica ndo totalmente geodésica de S™ x R com
dimensao m = 2 é, a menos de uma isometria do espagco ambiente, um subconjunto aberto

de um dos sequintes:
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(a) uma esfera pequena em S™ x {0};

(b) M para algum r >0 sen =m;

(c) MY, para algumr >0 eh >0 sen=m+1;

(d) My, em SmtL x R totalmente geodésica para algum r >0 e h >0 sen >m + 1.

Demonstragio. Uma vez que ® : S™™ x R — R™™2\ {0} dado por ®(x,t) = e’z é um
difeomorfismo conforme, segue-se que M/}, = G ) € uma subvariedade umbilica de
S™t! x R, pois, pelo item (iv) do Lema 4.1.1 difeomorfismo conforme preserva subvarie-
dades umbilicas.

(i) Se (r,h) # (d,0), entdo temos que S™ é difeomorfa a S77,. Como M} = 7S, é
defeomorfa a ST, segue que M7, é difeomorfa a S™. Se (r, h) = (d,0), entdo temos que
Sio \ {0} é difeomorfa a R™ pela projegao estereografica. Assim, My = ®~'(Sj; \ {0})

¢é difeomorfa a R™.

(ii) Como as hipersuperficies totalmente geodésicas S™ x R C S™! x R sdo as imagens
por ®~! de hiperplanos em R™2 e como S™ ', esta contido em um hiperplano se e somente

se h =0, a afirmagao (ii) segue.

(iii) Temos que S, é homotopica a zero em R™! se r < d e ndo homotdpica a zero em
R™ se r > d. Temos que ® preserva homotopia, pois é um homeomorfismo, entao M,

¢ homotopica a 0 em S™ X R se r < d e ndo homotopica a 0 se r > d.
(iv) Mostramos no Lema 4.2.1 que
M:% = @71( ;nh) = %,q(Smil X jp,q) U Zp,q(Smil X jp,q)-

Assim, segue da equacao (2.10) que Y, , e Z, , sdo parametrizacoes de rotacdo, com curvas

perfis dadas por

_ Ja—(p—1)2
0(9) = (s (S o)+ )

a(®) 2q o(8):log 3" >> 170

respectivamente. Fazendo um célculo similar ao do item (ii) do Lema 4.1.2, verifica-se

que [[y1(s)]*

= ||2(s)||*= 1. Um célculo direto mostra que 7;(s) e v2(s) coincidem nos
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extremos do intervalo J,,, ou seja,

N(=yp=va) = rl=yr—va
(R T e )

S

;

Nnyp=va) = (/-4
(7 () o )

Além disso, considerando ¥ a isometria dada como no item (iii) do Lema 4.1.2, com

I,y = Iy, temos que y»(s) = W o1 (s). Portanto, concluimos que M7}, é uma subvariedade

de rotacao, cuja curva perfil é dada pela concatenagao das curvas y; e 7., ou seja, pela

71(23+W), se \/m
72(25— p—\/ﬁ), se 0<s<\/p— V4

curva

N

s <0,
(s) =

Isto prova o item (iv).
(v) Uma vez que (p,q) e (r,h) estao relacionados pelo homeomorfismo 1, mostraremos
que M é congruente a M)’ se e somente se, (p,q) = (p',q'). Suponhamos que M,
e My, sejam congruentes, 10go existe uma isometria ¢ : S* x R — S"™ x R tal que
Mlg’?,q, =¢ (M;?q). Por outro lado, pela Proposigao (1.4.5), as isometrias de S"” x R sao do
tipo ¢1 X ¢9, em que ¢; : S” — S™ é uma transformacao ortogonal e ¢ : R — R é dada
por ¢o(t) = +t + a.

Note que ¥ (M, ,) = M, ,, ou seja, ¢ (M,,) = (po W) (M,,), onde ¥ esta definida no
Lema (4.1.2). Dessa forma, se ¢5(t) = —t + a, entdo podemos trocar ¢ por ¢ := ¢o U de
forma que ¢y = ¢p 0 Wy =t + G, em que @ = a — In \/q- Portanto podemos sempre supor

que ¢o(t) =t + a. Por outro lado,
(CI> ogo <I>_1) (etx) = (Do ¢)(z,t) = P(Az,t + a) = e*(Ac'n),

em que A € O(n). Como ¢ (M, ) = M,y o, entdo

S(O, pz_q) ﬂRm+1+\é§-(O,1, q—(l—p)2>] -

ta.A

c 2
2 2

S (Oa b q) mRm—i_l‘{'\g_ . <071a q/_ (1 _p/)2>
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Das férmula acimas deduzimos o seguinte sistema:

ea\/p22—q — \/p/QQ—ql7
A | Y2 (0.1, Jq— (1 —p)2)] —
A (Rm+1) — Rm+1‘

? (0.1,\/¢ — (1 =),

Por outro lado, R™" = {z € R : 2,1, = 0} = {(z,v,0) € R™ x R x R}. Assim, das

duas ultimas equacoes do sistema acima segue que

e*A(0,1,0) = (0,1,0),

e A (0,0,\/q— (1—p) ) = (0,0, g -1 —p’)2>.

Logo a = 0, A(0,1,0) = (0,1,0), A(0,0,1) = (0,0,1), \/g — (1 - p)* = \/a — (1 —p
W:,/p’z—q’. Portanto

PVt 2p=g =7 A+ =p=p=q=4.

Agora provaremos a reciproca. Seja f : M™ — S" xR, m > 2, uma imersao isométrica
umbilica.
Afirmacgao: Se o campo vetorial 7" em (1.14) se anula identicamente, entao f : M™ —
S" xR é da forma f(x) = (fi(z), f2(x)), onde fo(z) = to,to € R. Em particular, f(M™) C
S™ x {to}. De fato, temos que f.(z)X = fi,(z)X + fo,(z)X. Como o segundo fator de

S" xR é gerado por 2, temos fo(), X = A% d . Por outro lado, como T' = 0, entao 2 w=n¢

aw
normal a imersdo. Dai, A = 0. Portanto fg*( )X = 0 para todo X € T, M™. Isto mostra
que fo é constante em cada componente conexa de M. Isto mostra nossa afirmacao. v/

Como f(M™) é umbilica, e estd contida em um slice de S" x R, temos pelo item (ii)
da proposicao 1.5.2, que a primeira possibilidade da reciproca ocorre.

Agora suponha que T nao se anule em algum ponto e, portanto, em algum subconjunto
aberto U C M™. Basta provar que existem subconjuntos abertos UcUeV C S™, (p,q) €
J e um intervalo I C J,, tal que, a menos de isometria de S” x R, temos f(U) C
Y, (V' xI). Pois isso implica que f(U) C M}, com (r, h) = (p, q), e portanto (Do f)(U) C
O (M, )™ =S, Uma vez que ® o f é uma imersdo umbilica em R™2\ {0}, segue-se que
(®o f)(M™) CS},, e portanto f(M™) C M)}

A partir de agora provaremos a existéncia dos abertos mencionados no paragrafo
anterior. O aberto U existe em vista da Proposicdo 4.2.2, resta mostrar a existéncia de
VcSmel CJyy,.

Por outro lado, uma vez que f é umbilica, e que seu vetor curvatura média H é paralelo

na conexao normal ao longo de {T}* por (4.1), o item (iii) do Teorema 2.2.3 ¢ satisfeito.
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Portanto f é uma subvariedade de rotagao.

Resumindo, f |5 ¢ uma subvariedade de rotagao, e pela proposicao 4.2.2 tem codi-
mensao substancial no maximo dois, com curva perfil em uma subvariedade totalmente
geodésica S* x R, s < 2, onde s =n + 1 —m. Portanto podemos assumir que n =m + 1
e s = 2. Equivalentemente, em vista da ultima afirmacao no Teorema 2.2.3 para € = 1,
obtemos que f|5 é dado por (2.1) em termos de uma imersdo isométrica totalmente geo-
désica g : V C S™ ! — S™*! e uma curva regular v : I — S? xR C R v = (70, 71,72, 73),
com g+ + v = 1.

Com as notagoes como na proposigao 2.1.2; temos por (2.4) e a umbilicidade de f
que Ai;(g‘) é um multiplo do tensor identidade para cada ¢ € 7/(s)* N7(s)*. Usando que
Py(x) = 70(s)1, segue de (1.19), (2.5), e (2.7) que

_<§a ¢:(¢)) _ (v"(s), Q) para todo ¢ € 7/(s)* NA(s)*,
Yo(s) (v(s),7'(s))

ou equivalentemente,

(10(s)7"(s), Q) + (@(s)z(€0), ¢2(C)) = 0
< (10(s)7"(s),¢) + (p(s)eo, ) = 0
< (10(s)7"(s) + p(s)eo. ) =0 para todo ¢ €7'(s)" N(s)" = (7'(s) + ()™,

onde g = ¢.(eg) e ¢(s) = (7' (s),7'(s)). Portanto, existem fungoes suaves y = y(s) e

z = z(s) tais que

707" + peo =y + 2. (4.2)
Note que

%Y = (07" 0072, Y03)
= (v07", 707075, 0) + (0,0,0,775)
- 70(7(/),7 71,7 /}/gv O) + ’70’7{,),/(07 07 Oa ]-)

= 77" + Y0y;€s-

De forma analoga, temos yy' = y¥' + yy4es. Assim, podemos escrever (4.2) como

YY" + Yovs€s + weo = y¥ + yses + 2. (4.3)
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Além disso, note que

FA) =%+ +rn+02=1 (a)
7.3) = 0 (v
7.7 = ') (©
(7 = )+ (1) + 0 + (4 = (5 = o~ () (@)
7,7 = 56! = 240) (©

Por outro lado, tomando o produto interno em ambos os lados de (4.3) com e3 resulta em

" /
Y03 = Y73-

(4.5)

Agora, usando (4.4)-(a), (4.4)-(b) e tomando o produto interno em ambos os lados de

(4.3) com 7 obtemos

Yo + 77", 7)

Yole + (7" 7)

Yole — (7, 7))

(e + (13)° — )
(

N
Il

—
iy
~

=

|

—
o

N

—
N
=~
N
L
S
=

Yo 7§)2-

(4.6)

Analogamente, tomando o produto interno em ambos os lados de (4.3) com 4’ e usando

(4.4)-(b) temos

!/

y7, 7)) = %G ) + e
(4.4)—(d)— ()

1
= 7 ylo— (1)) = %(5(30’ — 2947%)) + %
O — 2707575 + 297
2

= 2y(e — (14)%) + 2y(75)* = ¥'70 + 207}

¥ 4207
Y= ",

@

4

y(o — (15)?) =

=

=
Portanto, substituindo (4.6) e (4.7) em (4.2), obtemos

20707 + 2% — (Yo' + 2070)7 — 2¢070(74)*7 = 0.
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Tomando o produto interno em ambos os lados de (4.8) com e3 resulta em

/ /
" 2 70 /
Vs =\a=1+ —|7s
’ (280 70) ’

Dividindo a equagao acima por 74 e integrando temos

7 / /
[Bas = [ Zas+ [1Las
gt 2 Yo

1
In|y;| = §1H|S0|+1H|70|+k

| = nlel® | ol | Gk
sl = €*loly/lel.

como p(s) = (7/(s),7/(s)) é positivo, temos que

75 = Y0/ para algum c € R. (4.9)

Agora mostraremos que 7y ndo pode ser constante em [. Assumamos o contrario,
digamos, que 79 = a € R. Podemos supor que 7 estd parametrizada pelo comprimento
de arco, isto é, ¢ = 1. Entdo 74 = ac por (4.9), portanto z = a®>c* e y = 0 por (4.6)
e (4.7). Com essas consideragoes, passamos a ter 7"/ = (0,77,74,0), ¥ = (a,71,72,0), e

substituindo em (4.8) obtemos

207" + 2e9 — 2a*c*y =0
= (2,2a7},2a74,0) = (2a*c?, 2ac*y1, 2a° s, 0).

Assim, da igualdade acima temos que eg-componente é c2a* = 1, e sempre que 1 <7 < 2
a e;—componente é 7/ = (35)7;. Dessa forma obtemos que v; = a; exp(s/a)+b; exp(—s/a)

para algum a;,b; € R, 1 <4 < 2. Agora, substituindo em 1 =12 + 7% + 72, temos

1 = a’+ (a1ex +bie )2 + (agee + bye o )?
= a®+ 2a1b; + 2aby + (a] + ag)e% + (b7 + bg)e_%

Fazendo A = a?+ a2, B = b2+ b2, C = a® + 2a,b; + 2a3b; — 1 e m = es, a equacdo acima
se torna Am? + Bm™2 + C = 0, o que implica que Am* + Cm? + B = 0. Assim, devemos
ter A= B =C = 0. Entdo a; = b; = 0 para 1 < ¢ < 2. Consequentemente, a = +1,
e 11 = 72 = 0. Portanto f|; ¢é totalmente geodésica, o que contradiz nossa hipétese.
Portanto, deve existir um intervalo aberto J C I tal que 7((s) # 0 para todo s € J, entdo

podemos reparametrizar v em J de modo que vy(s) = s para todo s € J.
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4. Subvariedades umbilicas de S™ x R

Assim, passamos a ter

Y= (&717727’73)
’y/: 17 /7’}/768

(1,71, 73 \/@) (4‘10)
V" =(0,773,75)

= (87 71, V2, 0)
que substituindo em (4.8) temos

(0, 20871, 20575, 20575 )+(29%,0,0,0)— (s¢'+20, (s¢'+20)71, (s’ +20)7, (59" +2¢)75)

+ (_290284027 _29028402/717 _29028402727 0) = (07 07 07 0)

Da igualdade acima obtemos que a ey-componente é 2p? — s’ — 2 — 2¢%s*c?> = 0. Entdo
obtemos as seguintes igualdades:

207 — 50 — 20 —20%s%? =0 & s¢ +20%5' P — 20 + 20 =0

! 1 1
s +2(Pst— 1) +20=0 < Z+<czs3—8>gp+:0

2 @
! 2 2 2 2
& :;2 + % = —2c%% + 3 & —(p )+ ;go_l = —2c%% + 3
=~ 2 2 L2 2
<<:p>ly’—fy:20233—f e L Y92 =
s S 52 83 53
w=-% 2 1
SZw':2023—§ & w20232+8—2+02
1

para algum ¢y € R.

2.4 2
Sy=cs +cs +1 & = ,
y T r st 4 952 4+ 1
Assim,

_ Co 1 1 _ Co 1 _
© 1202<34+C252+02>®62¢ 1:s4+gsz+g@bgp '=s'+as®+0b,

onde b = C% e a = 3. De forma equivalente, temos

— b _ b _ b
A T g R e - (50
Pondop:—%eq:‘li—btemos queb:‘ﬁlj—q:pz—q. Portanto,
P’ —q 2
p(s) = F—pP—q P >q. (4.11)
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Segue-se entao que a equagao (4.9) se torna

, csvp? —q csv/b cs 612 s
1(s) = — = = (412
e (2=pP—a J&=pP—a JE-pP-a J-p? g e

Temos ainda que

J(s) = —4s(p* — q)(s* — p)
((s* =p)* —q)

e tomando o produto interno em ambos os lados de (4.8) com ¢;,1 < i < 2, e usando

(4.11), (4.12) e (4.13) obtemos que

(4.13)

»¥-q 4’ (p* —q)(s* =p) | 20°—q) ., 280 —q) _
S S -

(2= pP—q" (s> = p)%q) —p?—q) " (P—pP—q?"
& s((s*=p)? — g + (252 (s* —p) — ((5* = p)* — @), — %7 = 0

Ss(P—p)’ =+ (" —p +qn— =0, 1<i<2.

Discutiremos a solugdo da EDO acima no Lema 4.2.5, que garante a existéncia do inter-

valo I C J,,. Ainda do Lema 4.2.5 e (4.12) obtemos que v(s) é dada por

_ —(1—p)2
v(s) = (S, ?(h(s) + 1}1(S§9u) + ?WU, C + log h(s)) ,

onde u := (cosf,sinf) e v := (—sin6,cosf), C € R, e f|5 pode ser parametrizada por
Y St x [ — S™! x R dada por

Y(X,5) = (sX,71(5),72(5),73(s)).

Seja A uma isometria linear de R™*2 5 S™*! x R definida por

e, sei€{l,...,m};
cos e, + sinfe,, 1, se i =m;

Fsinfe,, + cosbe, 1, sei=m+1;

+emao, se i =m—+ 2;

Entdo A7'Y(X, s) — hemio = Y, (X, s).
[l

Lema 4.2.5. Sejav; : I — R, 1 <1 < 2, uma solucao linearmente independente da EDO

s((s* =p)2 =@V + (s* = p*+ ) — s’ =0, p*>q, (4.14)
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em um intervalo aberto I C R, onde (s> — p)> — q > 0. Assuma que s>+~ +~3 =1 para

todo s € I. Entao (p,q) € J,I C J,4 e existe § € R tal que

q—(1-p)?
h(s)

(—sinf, cosf), (4.15)

V2(71(5),72(s)) = (h(s) + Lo p) (cosf,sinf) +

h(s)

onde h(s) = \/p— s24+4/(p—s?)? —q.

Demonstragio. Seja F' uma primitiva de ¢ : I — R dada por

Afirmacao 1: As fungoes
p+ :=expoF e p_:=expo(—F)

formam uma base para o espago de solugoes de (4.14) em I.
Para provarmos isso, basta mostrar que cada uma das fungoes p,(s) e p_(s) satisfaz a
EDO (4.14).

Seja p: I — R, dada por

Dessa forma, temos

S (s? —Sp)2 —q v (s? —Sp)z - qp<5)7
2 g g (Pop2s
o) = = ( p(l2 —Z?)Z - q(82p)2q ) <i (s? —Sp)2 —q [i (2 —Sp)2 - qp<S)D
L
b
= P et
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Assim, substituindo p/(s) e p"(s) em (4.14), temos

s((s* =p)? = q)p" + (s" =p* +q)p —s°p =

2 N2 1 st —p*+gq $2 ) o(s
S((s* = p) q>(52_p)2_q(¢ Ly >p<>
+<s4—p2+q>[i s p<s>]—s3p<s>

(2 —p)2—q

_ \35y9p2+sq \s5§9p2+sq B N
[HF\/(SQ_NerKi o s f]p() 0.

Isso mostra as fungoes p,(s) e p_(s) satisfaz a EDO (4.14), como querfamos. Portanto,

existem a;,b; € R, 1 < < 2, tais que
vi = aipy +bip-, 1<i<2.
Substituindo em s? + 77 + 73 = 1 obtemos que

s* + (a1 exp(F) + by exp(—F))? + (azexp(F) + baexp(—F))* = 1
= 5% +adexp(2F) + 2a1b; + b exp(—F) + a5 exp(2F) + 2asby + b3 exp(—2F) = 1
= 52+ (a® + ad) exp(2F) + 2a1b; + 2asby — 1+ (b2 + b3) exp(—2F) = 0
= s>+ Aexp(2F) + B + Cexp(—2F) =0, para todo s € I, (4.16)

onde A = a} + a3, B = 2(a1b; + agby) — 1 e C = b? + b2,

Dessa forma, se u := s> —p e E := —B — p, entdo por (4.16) temos
f;du ff;du
Ae’ Vi-a 4 (Ce * Vvl-a = —u+ E. (4.17)

Afirmagao 2: ¢ > 0.
De fato, se ¢ < 0, entdo a integral [ —~——du = In (u +Vu? — q) estd definida em

todo o conjunto dos nimeros reais (ver as contas da Subsegao A.1.2). Dessa forma, por
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(4.17), temos

At yfr—q) 0 (utvr—q) = utE=

s a(use =) +0=(urB) (w2 —g) =
:>A(2u2—l—2u\/m—q>+C:—u2+Eu+(E—u)\/E:>
= 24+ 1)u® — Bu—Ag+C = [E — 2A+ Du] - \Ju2 — g =

= 24+ 1)%u" = 224 + 1) Eu® + [2(24 + 1)(C — Aq) + E?| u® - 2(C — Aq) Eu+
+(C— Aq)® = [E* = 224 + 1) Eu+ (24 + 1)*¢*] - (u? — q)
= 2A+17u" — 2A2AF—DE’ + [2(24 + 1)(C — Ag) + E?| u? — 2(C — Ag)Eu+t
+(C = Aq)® = QA+U" - 2RA+HES + [E* — (24 +1)%q| u® + 224 + 1) Equ — E’q.

Assim, temos
2(C = Aq) = —(2A+ 1)g;
(C— AqE =—(2A+1)Eg;
(

Dessa forma, se £ =0, entdao C' = Ag e 2A 4+ 1 = 0, o que contradiz o fato de A > 0. J4
se E#0, entao C — Aqg=—(2A+ 1)qg e 2(C — Aq) = —(2A + 1)g, o que também é uma,
contradicao.
Afirmagao 3: p > 0.

De fato, se p < 0, entdo u = s?—p é sempre positivo. Além disso, no intervalo (V,0)
Ik \/uQ—_qdu =In (u + m) (ver as contas da Subsecao A.1.2. Assim, podemos chegar

a uma contradicao utilizando as mesmas contas da Afirmacao 1.

Sabendo que ¢ > 0 e que p > 0, seja v uma solucao do sistema (4.14).
Caso g = 0 : Neste caso, para u > 0 e pela equagao (4.17), temos

Au+Cul=—u+Esc A+ 1) -EBu+C=0C=0, E=0 e A=-1

Mas A = a? + a3, logo u nao pode ser maior do que 0, ou seja, s> — p < 0. Portanto
devemos tomar s apenas dentro do intervalo (—./p, /p).-

Para s € (—/p,/P), sabemos que u < 0 e, pela equagao (4.17),

~Aut'-Cu=-u+E=C-1)*+Eut+A=0=A=0, E=0 e C=1.
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Assim, (a1,a2) = (0,0),p = —B = —1, e existe § € R tal que (by,by) = (cos@,sinb).
Portanto 7, = cosfv1 — s2,v = sinf/1 — s2, e, portanto, a afirmacao é verdadeira

neste caso. Assim, utilizando a Tabela A.2, a funcao v é dada por
V(s) = (S, V1 —s2(cosf,sinf), £In v1 — s2 + d),

e o intervalo de definigdo de y deve estar contido em (0, 1). Neste caso, (p,q) = (1,0) € J.

Além disso,

a V2
bih 0y/2 (1 — s?
h10(>—|— 1hio(s) = 5 cos (1—s2)+
5 -1
+‘2f (1—-1)cosfF 40— (1 1)2sin0] . [ 2(1 _32)} -
= cosfv1— s2.
Analogamente, - + byl 0(s) =sinfv/1 — s2. Portanto a solugao do sistema (4.14) é

da forma dita no enun(:lado.
caso q > 0:

Neste caso, por um argumento analogo ao feito na Afirmacao 3, ndo podemos ter u

positivo na equagao (4.17). Assim, para u < 0,5 € (0, ,/p — +/q) e, pela equacao (4.17),
vale a igualdade

A<\/u27—q—u)_1+0<\/u27—q—u) =—u+LE&
@A—I—C’(y/uQ—q—u)Z:(E—u) <\/u2—q—u><:>
@A+C<2u2—q—2u\/u2—q> =’ - Bu— (u—E)Wu2—q&

& (20 = D’ + Bu+ A—¢C = [(2C — Vu+ E]\/u? — g =
= (2C = 1)%u" +2(2C — 1) Bu® + [E® + 2(2C — 1)(A — ¢C)| u? + 2(A — qC) Eu+
+(A—qC)* = [2C = 1)’u* +2(2C = 1)Eu + E?| - (u* — ¢) =
= (2C = 1)u* +2(2C — —1)Bu’ + [E® — ¢(2C — 1)’| u® — 2¢(2C — 1) Eu — ¢E
2(2C — 1)(A—¢C) = —q(2C —1)?, E=0
(A—qC)E = —q(2C-1E, } B4 A=qC
(A —qC)? = —qF?. C=3=>A=1

Como E = 0 entao, pela definicdo de F, valem as igualdades

—B—p:0:>1—2(a1b1+a2b2)—p:0=>albl+agbgz
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Portanto,

1 1
a1b1+a2b2:§(1—p), a%—l—agzg e b%—i_b%:g'

Seja 0 tal que (b1, by) = ?(COS 0,sin 0) e definamos u := (cos,sinf) e v := (—sinf, cos ).

Assim, podemos escrever primeira equacao como

V2 I V2
2

a170089+a2781n9:§(1—p):> ((a1,aq),u) = (1—p). (4.18)

De (4.18) temos,

(1-p)

1
= (a1 cosf + agsinf)? = 5(1 —p)?

<(a17 aQ) 7u>2 =

N —

1
= a; cos® § + a5 sin® 0 = 5(1 —p)? — 2a1a; sin 0 cos 0

1
= a?cos? 0 + a?sin® 0 + a2 sin 0 + a3 cos? 0 = 5(1 —p)? + a?sin? 0 — 2a,a, sin 0 cos O + a3 cos® 0

1

=ai +a; = 5(1 —p)? + (a1(—sin ) + ay cos §)?
1

= aj +a; = 5(1 —p)? + {(a1, a2), v)>.

Portanto,

(1-p’<qe
((a1,a2) ,v) = i72 q—(1 —P)Q-

a?—l—a%zg:

N | —

(1—p)* + ((a1,a9) ,v)° = {

Portanto, (p,q) € J. Além disso, de (4.18) e do que obtemos acima temos,

—aysinf + ay cos = :I:? q—(1—p)?

aj cosf + agsinf = g(l —p).

(4.19)

Multiplicando a primeira e a segunda equacao de (4.19) por — sin 6 e cos 0 respectivamente,

obtemos que

a; = \f((l—p)cosﬁqiy/q—(1—p)2sin9),
ag = ?((1—p)sin«9:|:\/q—(1—p)251n9),
e (4.15) segue. O
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Apéndice A

Alguns Resultados utilizados

A.1 Resultados de Calculo

A.1.1 O conjunto [ :={seR: (p—s*)?—q>0}

Sejam p e ¢ niimeros reais para os quais o conjunto [ := {s € R: (p — s?)> —¢ >0} é

nao vazio. A tabela abaixo nos da o conjunto I de acordo com os p e ¢ escolhidos.

Tabela A.1: Conjunto [

1 Condigoes sobre p e ¢
R p<0ep?>q ougqg<O0
— 0, \/p+f \/p+\/‘ P*<q
— 00, \/p+\/_ (=P =A@ \Jp— Vi \/p+\/' p>0e0<q<p’

A.1.2 Uma integral

Vamos determinar uma primitiva para s —

Caso ¢ = 0.

se p < 0

u: 3 -p 1 1 du ln(s —p)

i = , se Oes —\/D,
/ V (p— 52>2 - q 2 [ul 1n2p—52> P £ VP \/@

5, sep>0es€(—/p D)

~—
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Caso ¢ < 0.
/ S d u=s2—p 1 1 d c=/—¢q 1 1 d
1/(20_32)2_61 2J Ju?—q 2/ VuZF 2

an6:=% 1 1
e §/sec 0df = — In(sech + tan ) = 5 In(Vu? + ¢ + u)
1

.‘./mcﬁ:zln(sz—lﬂ- (p—82)2_Q>.

Caso ¢ > 0.

N | —

/ S d u:sQ—p 1/ 1 d C=+/q 1/ 1 d
S — - —qu = — ——adu =
N e
1
cos 0:=% e 6-u>0 | 1 =In (u +Vu?2 —c2), se u > ¢
L — /sec 0df = ~In(sec + tanf) = { ( )
2 2 %ln<—u—\/u2—02>, se u < —c.

Observacgao. Para u < —c,

2

—— C
—u+vu?—c?

o In (—u— ViE— ) zln(_qu\c/zm) = I (—ut V@ @) +1n ().

Logo,

/\/%du:ln (—u—\/u2—02) = —1In (—u+\/u2—02> + K.
u? —c¢

éln(sQ—p—l—\/(p—32)2—q>, sep<0,ousep>0e

s* > p+ /G

/\/S—QdS:
(p—5%)"—q
—%111(]9—82—1—\/(]9—82)2—([), sep>0es®<p—./.

Portanto,

Podemos resumir os célculos através da seguinte tabela

Tabela A.2: Integral

/ mds Dominio da primitiva | Condicoes sobre p e ¢
%111(32—29—1- (p—32)2—q) K pigzpqu’
(—oo,—\/p+\/§)U p? < g, ou
(\/m,oo) p>0e0<q<p?
—tm(p—s2+ -5’ —q) | (= p—vaJr—va@)| p>0e0<g<p’

100



	Introdução
	Preliminares
	Fibrados Vetoriais
	Fibrados Riemannianos
	Imersões Isométricas
	Subvariedades totalmente Geodésicas
	Subvariedades totalmente Umbílicas
	Folheações e Distribuições Tangentes
	Imersões isométricas em Q_^n R
	Notações e Definições
	Equações de estrutura


	Uma classe de subvariedades de Q_^nR
	Classe A
	Subvariedades de Rotação em Q_^nR

	Redução de Codimensão
	Fatos básicos
	Redução de codimensão em Q_^n R
	Uma Aplicação


	Subvariedades umbílicas de S^nR
	Resultados Auxiliares
	A classificação das umbílicas de S^m+1R

	Alguns Resultados utilizados
	Resultados de Cálculo
	O conjunto I:=s R: (p-s^2)^2-q>0
	Uma integral



