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Resumo

Neste trabalho, nés provaremos o Teorema de Milnor-Schwartz. Além disso, veremos
alguns consequéncias do mesmo e alguns resultados envolvendo variedades riemannianas.
Palavras-chave: Topologia, Geometria Riemanniana, Grupo Fundamental,

Recobrimento e Quasi-Isometria.



Abstract

In this work, we will show the Milnor-Schwartz Theorem. In addition, we will see
some consequences of the same and some results involving Riemannian manifolds.
Keywords: Topology, Geometria Riemannian Geometry, Foundamental

Group, Covering Spaces and quasi-isometries.
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Capitulo

1

Variedades Diferenciaveis

1.1 Definicao e Exemplos

Definicao 1.1.1. Uma varidade diferencidvel de dimensao n é um espaco topologico M

hausdorff e com base enumerdvel que possui uma familia de mapas x, : U, C R* — M

que € um homeomorfismo sobre a imagem tais que

1. U,2a(Uy) =M
2. Para cada o e B com x,(Uy) Nag(Ug) = W # 0, entao:

xﬁl 0wy, (W) — xgl(W)
€ um difeomorfismo.

Exemplo 1.1.2 (Espago Projetivo). Dizemos que dois © =y, onde x,y € R"™\ {0} se

existe um numero real X # 0 tal que x = \y. Temos que

por P = R"™1\ {0}/ =. A relagio = induz em P uma estrutura de espago topoldgico

hausdorff e com base enumerdvel. Seja [x] € P", onde v = (z,

= ¢ uma relacao e denotamos

...,l’n+1). Se ZT; # 0,

entao

(z1, . @iy oy ) = (1 /@iy 1y g )]
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Considere os sequintes subconjuntos de P™:
Yi=A{l(x1,...,2pn41)]; z; #0}, i=1,...n+ 1.
Para cadai=1,...,n+ 1, defina o sequinte sistema de coordenadas :
r; - R" =Y,
dado por

xi(yh s ;yn) = [(ylv s Yi1, 173/757 s JyTH-l)]'

Cada mapa € um homeomorfismo sobre a imagem e |Jx;(R") = P".

Além disso,

YinY; ={[(y1,- - Ynr1)]; viry; # 0}

Se i > j, entao
i (YiNY;) ={(y,.--,yn); y; # 0}

Logo,

Qj‘j_l (e} Z‘i<y1, . 7yn) = ZEj_l[yh ey Yi—1, 17917 cee 7yn]
=2 /Y Lt /Y 1Y Y]

= (yl/yja cee 7yj—l/yjayj+l/yj7 cee 7yn/yj)7

que € diferencidvel.

Isso dd a P uma estrutura de variedade diferencidvel.

1.2 Aplicaoes diferenciaveis e Plano Tangente

Definicao 1.2.1. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis de dimensoes n e m, res-
pectivamente. Um mapa ¢ : M™ — N™ € diferencidvel em p € M™ se dada uma para-
metrizagao y : V. — N™ em ¢(p) existe uma parametrizacao x : U — M™ em p tal que

¢(z(U)) Cy(V) e o mapa
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y togpoxr:U — R™
¢ diferencidvel em x~(p).

Dado ¢ > 0, seja a : (—€,e) — R™ uma curva diferenciavel com «(0) = p. Se
a(t) = (x1(t),...,x,(t)), entdo o' (0) = (21(0),...,2.,(0)). Seja f: U — R", onde p € U.

rn

Temos que:

d(f o« B df dx;
dt (0) = Z dx;  dt

- (T s

Definicao 1.2.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma func¢ao diferencidvel o :

(—€,€) : M é chamada de curva diferencidvel. Suponha que a(0) = p € M. Seja D o

conjunto das fungoes diferencidveis em p € M. O vetor tangente a curva c emt =0 € a

funcao:
a0):D—=R
dada por
d(f o
()7 = e )

Um vetor tangente em p € M é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva diferenciavel
a como «(0) = p. O conjunto de vetores tangente em p sera denotado por 1, M.
Escolha uma parametrizagao = : U — M" com p € z(U). Podemos expressas a curva

a e a func¢ao diferenciavel a0 nesta parametrizacao por

foxz(q) = f(z1,...,x,), €U
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Portanto, restringindo f a «, temos que:

o' (0)f = %(foa)(O)
d
== (1(t), ..., 2a(t))(0)

- uisl

d
/
= €T. O s
(St ) s
onde d% é a curva tangente em p no ponto x; — x(0,..., x; ,...,x,). Portanto, uma
i
parametrizacao x : U — M determina uma base ortognal {%, e %} em T,M e isto

da a T,,M uma estrutura de espaco vetorial de dimensao n. Este espaco serad chamado de

espacgo tangente & M em p.

Exemplo 1.2.3 (Fibrado Tangente). Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja TM =

{(p,v) : pinM,v € T,M} Seja {(za,Us} uma estrutura diferencidvel em M. Denote

por (z¢,...,x%) as coordenadas de U, e por {dziu, cee d%} a base associada ao espago
1 n

rn

tangente de x,(U,). Para todo «, defina
Yo : Uy X R" = TM

por

d
ya('r?7 cee 7x$1[7u17 s 7un> = <xa($(1l, CIE 7:62)727111@) .

Temos que estao aplicacoes dao a T'M uma estrutura de variedade diferencidvel de

dimensao 2n.

1.3 Orientacao e Colchete de Lie

Definicao 1.3.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M € orientdvel se

admite uma estrutura diferencidvel {(xo,U,} tal que para todos o e B como x,(Uy) N

1

15(Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de coordenada x5~ o x, tem determinante

Ppositivo.
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Um campo vetorial X em uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que
associa a cada ponto p € M um vetor X(P) € T,M. Vamos denotar por X(M) o
conjunto de todos os campos vetoriais diferenciaveis em M. Seja x : U C R — M uma
parametriza¢do. Podemos escrever um campo vetorial X € r(M) nesta parametrizagao

X() = Y ao)

onde a; : U — R é uma fungao diferenciavel e {%} ¢ a base associada a x.
k2
Assim, podemos pensar em X como sendo um mapa X : D — F, onde D é o conjunto

das func¢oes diferenciaveis em M e F' o conjunto das func¢oes em M. Temos que

X1 = Y ) 1),

Se X e Y sao campos vetoriais em M e f: M — R uma funcao diferenciavel, entao
podemos considerar as fungdes X (Y f) e Y(X f). Além disso, existe um tnico campo
vetorial Z tal que Zf = XY f-YXf.

Defini¢ao 1.3.2. Dados X,Y € X(M), definimos [X,Y]| = XY — Y X. FEssa operagio é

chama de colchete de Lie .
O colchete de Lie satisfaz as seguintes identidades:
1. [X,)Y] =-[Y, X]

2. [[X,Y], 2]+ [[Z,X], Y]+ [[Y, Z] + X] = 0.
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2

Grupos Finitamente Gerados

2.1 Grupos finitamente gerados e finitamente apresen-

tados

Um grupo G o qual tem um numero finito de geadores ¢ dito finitamente gerado, ou
seja, existe S C G finito tal que cada g € G é protuto finito de elementos de S, g = $s1...55

com s; € S.
Exemplo 2.1.1. (Z,+), o conjuto S = {£1} gera Z. (Q,+) ndo € finitamente gerado.

Proposicao 2.1.2. 1. Sejam G um grupo e N < G subgrupo normal. Se N e G/N

finitamente apresentados, entio G também o €.

2. jam G um grupo e N <G subgrupo normal. Se G € finitamente apresentados, entao

G/N também o é.

Demonstragao. 1. Tome um conjunto finito de geradores {ni,...,n;} de N, e um

conjunto finito de geradores {g1 N, ..., ¢, N} de G/N. Entao, o conjunto finito
{ni,9;; 1<i<k1<j<m}

gera G.
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2. Basta tomar a imagem pela projecao candnica dos geradores de G.6

Observacao 2.1.3. G ¢ G/N finitamente gerados nao implica N finitamente gerado.

Exemplo 2.1.4. Seja H o subgrupo das permutagées de Z gerado por t = (0,1) e s(i) =
i+ 1. Seja H,, o subgrupo das permuta¢éoes de Z suportadas em [—n,n|, e H, o subgrupo
das permutagoes suportadas Z,(i.e., o grupo das bije¢oes de [ : Z — Z tal que f € a
identidade fora de um conjunto finito de Z)

H, = G H,.
n=0

Entao H, é um grupo normal em H e H/H, = 7Z, mas H, nao é finitamente gerado.
De fato, da relagao s*ts™® = (kk + 1), k € Z seque que H, é subgrupo de H, pois
sabemos que toda permutacao é gerada por transposi¢oes. Para ver que H, é subgrupo
normal, basta mostar que t*H, t=% C H, e s*H,s™% C H,, seja f € H, temos que
skfs7h(i) = s*f(i — k) = f(i — k) + k, agora se i —k > n temos f(i — k) = i — k
portanto s* fs=% ¢ a identidade fora de [—(k+n),k+n] ,i.e., f € Hyyyn, donde seque que
skH,s7% C H,, quanto a outra inclusio t* H,t™* C H,, esta é imediata (t € H,).

Se g1,...,q, € um conjunto finito gerando H,,, entao existe um 1 € N tal que todos os
g; € H; (por exemplo, i = max dos suuportes dos g;), portanto H, = H;. Por outro lado,

H; ¢ subgrupo proprio de H,,.

2.1.1 Grupos Livres

Contruiremos agora um grupo livre com base em X.
Seja X um conjunto. Seus elementos sao chamados letras ou simbolos. Definimos o
conjunto de letras inversas X' = {z7';x € X}. Vamos pensar em X U X! como um
alfabeto. Uma palavra em X U X ! ¢ uma sequéncia finita (possivelmente vazia) de letras
em X U X! ie., uma expressao da forma Tyl xf: onde xfj € X eeg; = £1. Vamos
denotar por 1 a palavra vazia.

Denotamos por W(X) o conjunto de todas as palavras no alfabeto X U X~!. Por

exemplo,

T1Tomemwyt € W(X).
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O comprimento de uma palavra w é o nimero de letras da palavra neste alfabeto. O

comprimento do palavra vazia é 0. Uma palavra é reduzida se nao contém par de letras

1 1

consecutivas da forma z7'z ou zz~', x € X. Uma redu¢do de uma palavra w € W (X) é

1

a eliminacao de todos os pares consecutivas da forma z~ 'z ou z2z~! x € X. Por exemplo,

-1
17 L1, Ty, 1172

sao reduzidas, enquanto,

xlxﬂgmlel

nao é reduzida.

Definimos uma relagdo de equivaléncia em W (X) por w ~ w' se, e s6 se, w pode

1

ser obtida de w’ por uma sequéncia finita de redugoes. Exemplo, ux™'zv ~ wv, onde

u,v € W(X).
Proposicao 2.1.5. Cada palavra em W (X) é equivalente a uma inica palavra reduzida.

Seja F(X) o conjunto de todas as palavras reduidas em X U X ~!. A proposicdo acima
implica que W (X)/ ~ pode ser identificado com F'(X).

Definigao 2.1.6. O grupo livre com base X é o conjunto F(X) equipado com o produto
definido por w - w' € a unica palavra reduzida equivalente a ww'. A unidade do grupo € a

palavra vazia.

A cardinalidade de X é chamado o posto de F(X).

Observacao 2.1.7. Um grupo livre com posto > 2 nao € abeliano. Assim, um grupo livre

nao abeliano € um grupo livre de posto maior ou igual a 2.

Proposigao 2.1.8 (Propiedade universal). Uma func¢io f: X — G, do conjunto X para

um grupo G pode ser extendida a um inico homomorfismo ¢ : F(X) — G.

Corolario 2.1.9. Qualquer grupo G € o quociente de um grupo livre.

2.1.2 Apresentagao de Grupos

Seja G um grupo e S um conjunto de geradores de G. Seja i : S — G a inclusao,

pela propriedade universal dos grupos livres i extende para um tnico homomorfismo
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7s : FI(S) — G. Os elementos de ker(mg) sdo chamados relagéoes do grupo G com geradores
S.

Se R = {r;|li € I} é tal que ker(ms) é o menor subgrupo normal contendo R, neste
caso, denotaremos por ker(mg) = ((R)) . Entao dizemos que o par ordenado (S|R) :=
F(S)/{(R)) é uma apresentagao de G.

Um grupo G é dito ser finitamente apresentado se existe uma apresentacao finita, i.e.,

existem S e R finitos tal que (S|R) ¢ uma apresentagao de G.

Exemplo 2.1.10. 1. (x1,...,2,| [7,25], 4,5 €{l,...,n}) € uma apresentagao fi-
nita de 7',

2. {x,ylz", y*, yryz) € uma apresentagio do grupo Dihedral finito Day;
3. (z,ylx®,y®, xyz~ly™') € uma apresentacio do grupo ciclico Zs.

Seja (S|R) uma apresentagao de um grupo G. Seja H um grupo e ¢ : S — H uma
fungao que preserva as relagoes, i.e., p(r) = 1 para cada r € R (Rigorosamente estamos
identificando ¢ com sua extencao definida no grupo livre com base em S e pedindo que

sua extengao preserve os relatores). Entao:

Proposicao 2.1.11 (Propriedade Universal para grupos apresentavéis). A funcdao ¢ ex-

tende para um homomorfismo ¢ : G — H.

Demonstracao. Seja H um grupo e ¢ : S — H uma funcao que preserva as relagoes,
pela propiedade universal dos grupos livres ¢ extentende a um tnico homomorfismo ¢ :
F(S) — H, como por hipotese R C ker ¢ temos que ((R)) C ker ¢. Portanto, ¢ desce ao

quociente para um homomorfismo ¢ : G — H dado por ¢ o mg = ¢. O

Proposigao 2.1.12 (Finitamente gerado nao depende da escolha de geradores). Assuma
que G tem apresentacao finita (S|R), e seja (X|T') uma abritdria apresentagdo de G, tal
que X € finito.

2.2 Grafo de Cayley

Antes de definir o grafo de Cayley relembramos a definigao de grafo.
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Defini¢ao 2.2.1. Um grafo é uma par I' = (V, A) de conjuntos disjuntos onde A é um

subconjuntos das pates de V' com a propriedade de que cada elemento de A tem cardina-

lidade dois.
Chamamos os elementos de V' de vétices e os elemtos de A de arestas.

Exemplo 2.2.2.
Seja V-={1,2,3,4,5,6} ¢
A= {{1,2},{2,3},{3,4}, {4,5},{5,6}, {6,1}} 0 par Ty = (V. A) ¢ um grafo que podemos

desenhar como segue
/
% X

Figura 2.1: Grafo I'y

Definigao 2.2.3. O grafo de Cayley Cay(G,S) com respeito a S € o grafo com
1. conjuto de vértices é G;

2. uma aresta contecta g,h € G se g-th € S, i.e., se e s0 se, existe s € S tal que

h = gs.
Aqui estao alguns graficos Cayley que sao faceis de descrever e desenhar

1. Cay(Z,{£1}) é isométrico a R :

Figura 2.2: Cay(Z, {£1})

2. Alterar o conjunto de geradores faz mudar os graficos Cayley. Por exemplo, Cay(Z, {£2, +3})

é:
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RIS

Figura 2.3: Cay(Z, (Z,{£2,+3})

3. Cay(Z2, {(£1,0), (0,£1)}) &

Figura 2.4: Cay(Z?, {(+1,0), (0,41)})
4. Cay(Fy, {z*,y*}) é uma arvore 4 regular,

——

Lt

d
|

N

.

Figura 2.5: Cay(Z?,{(41,0), (0,£1)})

Como S gera G temos que Cay(G,S) é conexo. Um problema em teoria dos grafos é
saber se dado grafo I' = (V, A) é k- colorivel, i.e., se podemos atribuir k cores para colorir
os vértices V' de modo que vértices adjacentes possuam cores diferentes. Note que como
em cada vértice do grafo de Cayley saem no méaximo #5 arestas, podemos sempre colorir
Cay(G,S) com #5S cores.

Podemos supor que cada aresta é isométrica ao intervalo [0,1]. Assim, temos uma
maneira natural de definir o comprimento de um caminho que consiste na concatenacao
(finita) de subcaminhos de arestas. Definimos a distancia d(z,y) entre dois pontos z,y €
Cay(G,S) como o infimo dos comprimentos de caminhos como acima conectando x a y.

A restrigao GG desta métrica é chamada de métrica das palavras.
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Observagao 2.2.4. e G age por isometrias em Cay(G,S). Tal agdo estende a agao

de G em si mesmo por transla¢ao a esquerda.

Mais formalmente, a fim de definir uma agao por isometrias de G em Cay(G,S)
temos que atribuir a cada g € G uma isometria p,. Tal isometria pode ser escrita
como seque. Parax € G, ¢4(x) € justamente gx. Para x na aresta, digamos, hy a hs,

©q(x) € 0 tinico ponto na aresta de ghy a ghy satisfazendo ds(ghq, ¢4(z)) = ds(hy, ).

e O espago métrico Cay(G,S) é prdprio, i.e., bolas fechadas sao compactas.

Com efeito, como fechado de um compacto é compacto, basta considerar bolas fe-
chadas com raio natural. Agora, observe que em cada bola fechada(centrada no
elemento neutro) de raio n evistem no mdzimo Y7, #S(#S5 — 1)'~1 arestas, ou
seja, cada bola de raio natural é a uniao de uma quantidade finita de arestas e como

cada aresta € compacta o resultado seque.

2.3 Geometria e Topologia Grossas

O objetivo dessa aula € introduzir o conceito de quasi-isometria.

Definigao 2.3.1. Seja (X,dx) espago métrico. Dizemos que A C X € e-separado

se dx(ay,as) > € para todo ay,as € A,ay # as.

Relembramos que a distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos de um espaco
métrico X, € dada por dyaus(A, B) := inf{r;A C N,(B) B C N,.(A)}, onde
N.(B) :={z € X;d(x,B) <r}.

Um subconjunto S de um espaco métrico X € dito ser r-denso em X se a distincia
de Hausdorff entre S e X €, no maximo, r. Em outras palavras, para cada v € X,

temos a desigualdade d(x;S) < r.

Defini¢ao 2.3.2. Seja (X,dx) espago métrico. Dizemos que A C X € uma rede

e-separado se A € e-separado e 2¢-denso em X.

Proposicao 2.3.3. Um conjunto e-separado maximal em X é uma rede e-separada.
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Demonstracao. Seja N um conjunto e-separado maximal em X. Para todo x €
X\N, N U {z} nao é e-separado, pela maximalidade de N. Entao existe y € N tal
que d(z,y) < €. O

Pelo lema de Zorn sempre existe uma rede e-separada em X maximal.

Exemplo 2.3.4. Se (X,d) € compacto entiao cada subconjunto e-separado é finito.
Com efeito, seja N C X wuma rede e-separado. Logo é discreto (lembre da defi-
ni¢io de e-separado) e |J, oy Bo:(x) = X (lembre da defini¢io de 2e-denso), por-
tanto N € finito. Agora dado qualquer subconjunto e-separado este estd contido num
subconjunto e-separado mazximal e pela proposicao acima, estd contido numa rede
e-separada aqual vimos que € finita. FE como subconjunto de um conjunto finito é

finito temos o afirmado.

Definigao 2.3.5. Sejam (X, dx), (Y, dy) espagos métricos. Dizemos que X eY sao
quasi-isométricos se existem A C X e B C Y redes sepadadas tais que (A,dx|a) e

(B,dx|g) sao bi-Lipschitz equivalentes.
Exemplo 2.3.6. 1. Seja X com didgmetro finito. Entao X € quasi-isométrico a
um ponto.

2. R™ € quasi-isométrico a Z".

Ao tentar provar que a relacao quasi-isometria € uma relagdo de equivaléncia, Te-
flezividade e simetria sao simples, mas, ao tentar provar transitividade, a sequinte

pergunta surge naturalmente:

Questao(Gromov, 1993) Pode um espago ter duas redes separadas que nao sao

bi-Lipschitz?

A pergunta de Gromov foi respondido por

Teorema 2.3.7 (Burago-Kleiner 98’). Eziste uma rede separada em R? que nao é

bi-Lipschitz a Z2.
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Problema (Burago-Kleiner, 2002) O seguinte espago
X = {x;x€ o baricentro de uma telha de Penrose}

¢ bi-Lipschitz equivalente a Z*? Resposta: Sim. Resolvida por Y. Solomon ar-

Xw:0711.3707.

Definicao 2.3.8. Sejam X,Y espacos métricos. Uma aplicacao f : X — Y é
chamada (L, C)-grossa Lipschitz se

dy (f(), f(2)) < Ldx(z,2) + C

para todos x,x’ € X. Uma aplicagiao f: X — Y € chamada mergulho (L,C)-quasi-

1sométrico se
LildX(xal'/) -C< dY(f(:E)a f(l’/>> < de(x,x’) +C

para todos x,x' € X.

Note que a um mergulho quasi-isométrico nao tem que ser um merqulho no sentido

usual, no entanto pontos distantes tém imagens distintas.

Exemplo 2.3.9. 1. A func¢do parte inteira, f : R — Z, f(x) = [[z]] € (0,1)-

grossa Lipschitz. Esta func¢ao € um mergulho quasi-isométrico de R em Z.

2. A fungdo, f : R — R, f(x) = x* nao € grossa Lipschitz.

Se X é um intervalo finito [a,b] entao um mergulho (L, C)-grossa Lipschitz q : X —
Y € chamado um (segmento) (L,C)—quasi-geodésico. Se a = —o0 ou b = oo entao
q € chamado um raio (L, C)—quasi-geodésico. Se ambos a = —o0 e b = oo entao q

¢ chamado uma linha (L, C)— quasi-geodésico.

Definicao 2.3.10. Um espago métrico X € quasi-geodésico se existem constantes
positivas L, C tais que para todo z,y € X existe uma (L,C)-quasi-geodésica ligando

T avy.
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Definicao 2.3.11. Aplicagoes de espacos métricos f: X —Y: f:Y — X sdo ditas

C-grosso inversas entre si, se

dx(fo fiIdx) < Cidy(ff;Idy) < C

Em particular, um mapa inverso 0-grossa é o mapa inverso, no sentido usual. Por

fim, podemos definir quasi-isometrias:

Definicao 2.3.12. Um mapa f : X — Y entre espacos métricos é chamado
de quasi-isometria se é um mergulho (L,C)-grosso Lipschitz e admite uma quasi-
inversa que também € um merqulho (L', C")-grossa Lipschitz. Dois espagos X mé-

tricos Y sdao quasi-isométricos se existe uma quasi-isometria f : X — Y.

Exemplo 2.3.13. 1. Seja h: R — R uma func¢ao L-Lipschitz. Entao a aplica¢ao
fiR=R% f(x) = (z,h(z))
€ um merqgulho quasi-isométrico. Com efeito,

d(z,y) <d(f(x), f(y))
= V@—y)?+ (h(z) — h(y))?
= Vd(z,y)?* + d(h(z), h(y))? -
< Vd(z,y)? + L2d(z,y)?
= 1+ L%(z,y)

Portanto,
1

NEwE
e [ é um mergulho (/1 + L?,0)-grossa Lipschitz.

d(z,y) < d(f(x), f(y)) < V1+ L2d(z,y)

2. Seja ¢ : [1,00] = R diferencidvel tal que lim ¢(r) = oo, e existe C' € R para
r—00
o qual |r¢'(r)] < C para todo r. Defina a fungio F : R*\B;(0) — R?\B;(0)
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em coordenadas polares por F(r,0) = (r,0 + ¢(r)). F € L-bi-Lipschitz com
L = 1+ C?. De fato, a métrica euclideana em coordenadas polares é dada
por

ds* = dr® + r*df>.

Entao,

F*(ds®) = [(r¢/ (1)) + 1]dr® + r*d6?

e a afirmagao seque. Podemos estender F' como identidade em By(0). Entao,
F :R2 = R2 ¢ um mergulho quasi-isométrico sobrejetivo, o que implica que F

€ uma quasi-isometria.

Proposicao 2.3.14. Dois espagos métricos (X,dx) e (Y,dy) sao quasi-isométricos no

sentido de[2.53.5 se e somente se existe uma quasi-isometria [ : X =Y.

Demonstracao. Vamos usar o seguinte lema:

Lema 2.3.15. Se f : X — Y € um mergulho quasi-isométrico e f(X) € r-denso em Y,

entao f € quasi-isometria.

Assuma que existe uma (L, C')-quasi-isometria f : X — Y. Seja 6 = L(C + 1), dado
e > 0 existe (lema de zorn) em X uma e-rede d-separada A. Entdao B = f(A) ¢ uma
(Le + 2C)-rede 1-separada.

De fato, como A é ¢ separado, dados by e by € B = f(A) temos d(by, by) = d(f(a1), f(az)) >
%d(al,az) —C > %(5 — C =1, logo B ¢é 1-separado.

Dado y € Y existe x € X tal que d(f(x),y) < C (tome por exemplo z = f(y) onde
f & a quasi-inversa de f). Como A é e-denso existe a € A tal que d(a,z) < ¢ donde
d(f(a),y) < d(f(a), f(x)) +d(f(z),y) < Ld(a,x) + C 4+ C < Le + 2C e portanto B é
(Le + 2C)-rede 1-separada.

Além disso, para cada a,d’ € A,
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. Portanto, se existe (L, C')-quasi-isometria f : X — Y entao os espagos métricos (X, dx)
e (Y, dy) sao quasi-isométricos no sentido de [2.3.5]

Reciprocamente, assuma que A C X e B C Y sao duas d-redes e-separadas, e que
existe um aplicagao bi-Lipschitz (sobrejetiva) g : A — B. Podemos definir f : X — Y por
r € X glay) € B=g(A), onde a, é tal que d(z,a,) < J. Como f(X)=g(A) =B a

imagem da f é e-densa. Além disso, para cada x,y € X,

d(f(x), f(y)) = d(g(as), g(ay)) < Ld(as, ay) < L(d(z,y) + 2¢)

A (@), F0) = d(g(as). o(a)) > Jd(as,a,) > 7 (dlz,y) —2)

h

. Assim, a proposi¢ao segue do lema 1.3.1. O



Capitulo

3

Variedades Riemannianas

Uma das maiores realizagoes de Carl Friedrich Gauss(1777-1855) foi um teorema tao
surpreendente que lhe deu o nome Theorema Egregium ou teorema destacado. Em 1828,
ele publicou sua "Disquisitiones generales circa superficies curvas", ou investigacao geral
de superficies curvas. Inspirado em seu trabalho sobre elaboracao de mapas e medic¢oes
na superficie terrestre(cartografia), Gauss mostrou que a curvatura gaussiana K de uma
superficie é independente do sistema de coordenada adotado, i.e., a curvatura gaussiana
caracteriza a geometria intrinseca de uma superficie. Uma consequéncia deste resultado
na cartografia, temos que nao existe mapa plano que seja uma isometria local com o globo
terrestre, pois a curvatura gaussiana da esfera é 1 e a curvatura gaussiana do plano é 0.

Inspirado no teorema egregium de Gauss, Bernhard Riemann(1826-1866) deu uma
nova visao sobre geometria, quebrando as limitacoes existentes na época. Ele deu as
nocoes de tensor de curvatura, superficies de Riemann, etc. A geometria que Riemann
desenvolveu permitiu 60 anos mais tarde o desenvolvimento da Teoria da Relatividade de
Albert Einstein(1879-1955).

Neste capitulo estudaremos variedades riemannianas, daremos exemplos de tais varie-
dades e estudaremos a relagao entre métrica e propriedades topoloégicas da variedade. Por
fim, daremos uma condi¢ao para podermos estudar propriedades globais das variedades

riemannianas.
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3.1 Métricas Riemannianas

Definicao 3.1.1. Seja M™ uma variedade diferencidvel de dimensaon. Uma métrica riemanniana
€ uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M"™ um produto interno (,),,

que € simétrico, bilinear e positivo definido, no plano tangente T,M"™ e € diferencid-

vel no sequinte sentido: Se ¢ : U — M é um sistema de coordenadas em p, entao
(a%i(q), 8%J_(q))q = gij(x1,...,2,) € uma fungao diferencidvel em U.

Uma wvariedade riemanniana ¢ uma variedade diferencidvel munida de uma métrica

riemanniana (, ).

Exemplo 3.1.2. Seja f : M™ — N"k uma imersdo, i.e., f € diferencidvel e Df(p) :
T,M™ — T,N"" ¢ injetiva para todo p € M™. Se N é uma variedade riemanniana com

métrica {, )N, podemos munir M de uma métrica riemanniana dada por: para todop € M

e todos u,v € T,M, definimos (u,v)) = (Df(p).u, Df(p).v)?’(p)

Exemplo 3.1.3. Seja h : M™% — N" diferencidvel e ¢ € N um valor regular, i.e.,
Dh(p) : T,M — T,N ¢é sobrejetiva para todo p € h™*(q). Temos entio que h™'(q) €
uma subvariedade de M. Se M é uma variedade riemanniana, podemos munir h='(q)
de uma métrica riemanniana dada pela inclusao. Assim, podemos mumnir a esfera S™ =
{(z1,--  xnyr) € R™ o af 422 = 1} de uma métrica riemanniana induzida pela

inclusdo em R T,

Exemplo 3.1.4 (Grupos de Lie). Seja G um grupo de Lie. Dado {, ). um produto interno

em T, M, podemos utilizar translacoes a esquerda para induzir uma métrica riemanniana

em G :
(u, ) = ((DLy-1)y - u, (DL;Y), - v)e,

onde v € G, u,v € T,M € L,—1 : G — G € a translagdo a esquerda por x .
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3.1.1 Comprimento de Curvas

Seja ¢ : [a,b] — M uma curva diferenciavel numa variedade riemanniana M. Definimos

o comprimento de ¢ como o ntmero:

b de dc
le) = [ (G S

3.2 Conexoes Afins

Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao

V: X(M) x X(M) — X(M)

tal que V(X,Y) = VxY é tal que para todos X,Y,Z € X(M) e todas fungoes dife-
renciaveis f,g: M — M tem-se:

1. VfX+gyZ = fVXZ +gVyZ;
2. Vx(Y +2)=VxY +VxZ

3. VxfY = fVxY + X(f)Y

3.2.1 Derivada covariante

Dada uma conexao afim V, existe uma tunica correspondéncia que associa a cada

campo vetorial V' sobre uma curva ¢I — M um campo vetorial % sobre ¢ satisfazendo
L B(v+w)=2LY 4 oW
2. B(fV) =%V + fB¢
©dt di

at

onde f é uma fungao diferenciavel. Além disso, se V(t) = Y (c(t)), entao:

DV
— =VuaY.
dt dt
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3.2.2 Compatibilidade e Simetria

Definicao 3.2.1. Seja M uma variedade riemanniana e V uma conexao afim em M.
Dizemos que V é compativel com a métrica de M se, para todas as curvas diferencidveis

c: I — M e todos os campos vetoriais V- e W sobre c, temos que

d DV DW

Definicao 3.2.2. Dada uma variedade diferenciavel M e V uma conexao afim em M,

dizemos que V € simétrica se para todos X,Y X(M) temos que
VxY —VyX = [X,Y]

Note que a nocao de conexao afim independe da nocao de métrica riemanniana. A
Unica possivel relacao que vimos até agora foi a no¢ao de compatibilidade. Uma pergunta
que fica é: Dada uma variedade riemanniana M, sempre existe uma conexao afim V em
M que se relacione de alguma maneira com a métrica de M7 A resposta é positiva e é o

enunciado do préximo teorema.

Teorema 3.2.3 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M, existe uma tnica

conexao afim V que € simétrica e compativel com a métrica de M.

A conexao dada pelo teorema acima é chamada de conexao de Levi-Civita. A partir de
agora, sempre que falarmos sobre variedade riemanniana, estaremos considerando também

a conexao de Levi-Civita associada a ela.

3.3 Geodésicas e Vizinhancas Normais

Nesta se¢ao discutiremos como derivadas

Seja M uma variedade riemanniana e v : I — M uma curva diferenciavel. Dizemos

que vy é uma geodésica se %(%}(t)) = (0 para todo t € I.

Dados p € M e v € T,M, existe uma geodérica 7 : (—0d, delta) — M tal que y(0) = p
e v(0) =wv.
Uma curva diferencidvel por partes ¢ uma curva c : [a,b] — M tal que existe uma
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particdo a =ty < t; < --- < t = b de [a,b] tal que c|g, 4., @ = 0,...,k — 1, sdo

diferenciaveis.

Definicao 3.3.1. Uma geodésica vy : [a,b] — M ¢é dita minimizante se l(y) < l(c), para

toda curva diferencidvel por partes c : [a,b] — M tal que y(a) = c(a) e v(b) = ¢(b).

3.3.1 Fluxo Geodésico

Dado p € M, existem V vizinhanca de p e € > 0 e um mapa:

v:(=2,2) xU —- M,

onde U = {(q,w) € TM : q € V,w € T,M, |w| < €}, tal que t — 7(t,q, w) é a tnica
geodésica que passa por ¢ com velocidade w. O mapa v é chamado de fluxo geodésico.

Definimos exp, : B.(0) C T, — M por exp,(v) = 7(1,q,v). Para algum ¢ < ¢,
exp : B{(o) C TyM — M & um difeomorfismo. Chamamos exp,(B;(0)) = V é chamado

de vizinhanca normal de p.

Proposicao 3.3.2. Sejam p € M e B C V uma bola dentro de uma vizinhanca normal
dep e :[0,1] = B uma geodésica tal que v(0) = p. Se ¢ : [0,1] — M ¢é uma curva
diferencidvel por partes que liga v(0) a (1), entao I(y) < I(c).

A proposicao acima nos mostra que geodésicas sao localmente minimizantes. Mais na

frente mostraremos condigoes suficientes para que geodésicas sejam minimizantes locais.

3.4 Curvatura

3.4.1 Curvatura Seccional

Dados X,Y € X(M), definimos a aplicagao:
R(X,Y) : X(M) — X(M) (3.4.1)

dada por R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ 4+ VixyZ.
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Dados um plano bidimensional o € T,M e x,y € T,,M dois vetores linearmente inde-

pendentes, definimos

T,Y,T,Y)

K(z,y) = (\-’MyP : (3.4.2)

onde (z,y,2,y) = (R(z,y)z,y) ¢ [z Ayl = ]z + [y — (z,9)?

Temos que K (x,y) é constante para qualquer escolha de vetores linearmente indepen-
dentes em . Assim, podemos definir K (o) = K(z,y), =,y € o linearmente independen-
tes, que chamaremos de curvatura seccional de o.

Sempre que falarmos que K > 0 ou que K < 0 em uma variedade riemanniana M
significard que K (o) < 0 ou K(o) > 0 para todos os pontos p € M e todos os planos

bidimensionais sigma € T, M.

3.4.2 Curvatura de Ricci

Considere p € M e x € T,M nao nulo. Se {z1,...,2,-1} ¢ uma base ortonormal ao

hiperplano de T}, M ortogonal a z, definimos

—_

1 —

Ric,(z) = —

(ZL’, Ziy L, Zz)
1

<.
Il

Temos que Ric,(z) ndo depende de base. Chamaremos este valor de curvaturedeRicci

de z.

3.5 Variedades Completas e o Teorema de Hopf-Rinow

Definigao 3.5.1. Sejam M uma variedade riemanniana e p,q € M. definimos d(p,q) =
infimo dos comprimentos de todas as curvas diferencidveis por partes ligando p a q.

Temos que d é uma distancia em M e a topologia gerada por d coincide com a topologia
de M.

O préximo teorema mostra que se (M,d) é um espago métrico completo, entdo as

geodésicas possuem propriedades minimizantes.

Teorema 3.5.2 (Hopf-Rinow). Seja M uma variedade riemanniana e um ponto p € M.

Sao equivalentes:

1. exp, estd definida em todo T,M
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2. Todo limitado e fechado de M, com respeito a métrica d, é compacto.
3. (M, d) é completo como espago métrico.

4. Existe uma sequéncia de subconjuntos compactos e encaizados K,, C M, K,, C K1,

UK, = M para todo n € N tal que se q, ¢ K, entdao d(p,q,) — oo.

Além disso, se alguma dos itens acima vale, entao dados p,q € M existe geodésica vy

ligando p a q tal que d(p,q) = 1(7).
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4

Grupo Fundamental de Variedades

4.1 Teorema de Milnor-Schwarz

Definicao 4.1.1. Um espago métrico é dito proprio se para todo x € X e R > 0 temos

que a bola fechada Bgr(x) € compacta.
Exemplo 4.1.2. Qualquer métrica que em R™ nos dard um espago métrico proprio.

Exemplo 4.1.3. Um exemplo de espaco que nao € proprio € um espaco vetorial de di-

mensao infinita munida de qualquer norma.

Defini¢ao 4.1.4. Uma geodésica é uma isometria « : [a,b] — X. Dizemos que o espago
métrico X égeodésico se dados dois pontos x,y € X, existe geodésica « : [a,b] — X com

ala) =x and a(b) = y.

Exemplo 4.1.5. Pelo teorema de Hopf-Rinow, toda varidade riemanniana completa é

um espago métrico geodésico.

Exemplo 4.1.6. Todo espaco que nao € conexo por caminhos € um exemplo de espaco

métrico nao geodésico.

Exemplo 4.1.7. Um exemplo de espago métrico conexo por caminhos que nao € geodésico

¢ R*\ {(0,0)}. Basta considerar os pontos (1,0) e (—1,0).
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Definicao 4.1.8. Um grupo topoldgico é um grupo G equipado com uma topologia tal que
as opreragoes de grupo (multiplicagcdo e inversao) sao continuas, dizemos que uma a¢@o
iw: G X € uma acao topologica se G € um grupo topologico e p : G x X — X é

continua.

Exemplo 4.1.9. Considere o toro n-dimensional T" = R"/Z™. Temos que a topologia de
R"™ induz em T™ uma estrutura de grupo topoldgico. Além disso, como Z" pode ser visto

como um subgrupo de isometria de R™, temos que T™ € um grupo de Lie.

Definicao 4.1.10. A acao topoldgica - G ~ X € propria se para todo par de compactos
Ky e Ky de X, o conjunto Gg, i, == {9 € G; gK1 N Ky # 0} € compacto. Se G é discreto
um ac¢ao propria também € chamada de propriamente descontinua. Note que neste caso

Gk, K, a0 conjuntos finitos.

Definicao 4.1.11. Uma ag¢ao topologica i : G ~ X € cocompacta se existe um compacto

K de X tal que G- K =, . 9K = X.

geG

Exemplo 4.1.12. A a¢io de G (finitamente gerado) no grafo de Cayley Cay(G,S) é
cocompacta (note que G com a topologia dada pela métrica das palavras € discreto, em
particular a ag¢do de G em Cay(G,S) € topoldgica). Basta tomar K a bola fechada de

raio 1.

Definicao 4.1.13. Uma agao topologica pn: G ~ X € colimitada se existe uma constante

Rex€ X tal que G- Br(X) :=U,cq 9Br(X) = X.

Proposicao 4.1.14. Seja X € um espago métrico proprio. Uma agdo p @ G ~ Xé

cocompacta se, e somente, € codelimitada.

Demonstra¢ao. Suponha que p é cocompacta e considere IT : X — X/G. Como X
¢ proprio, dado r € X a bola fechada B(z,1) uma vizinhanca compacta. Temos que
UIL(B(x,1)) é cobre X/G. Logo, existem x1,...,z, tais que |J;_, II(B(z;,1)) = X/G.
Considere agora o compacto C' = |J;_, B(z;,1) Existem 2 € X ¢ R > 0 tais que C' C
B(z, R). Temos que GB(z,R) = X. O

Definicao 4.1.15. Uma ac¢ao geométrica de um grupo G num espac¢o métrico X € uma

acao por isometrias, propriamente descontinua e colimitada.
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Teorema 4.1.16. Todo grupo finitamente gerado age propriamente e colimitadamente
por isometrias em um espagco métrico geodésico e proprio. Um exemplo de tal acao € a

acao natural no seu grafo de Cayley.

Teorema 4.1.17 (Milnor-Schartz). Seja (X,d) um espago métrico préprio e geodésico.

Seja G um grupo agindo geometricamente em X. Entao,
1. G € finitamente gerado

2. G com a métrica das palavras € quasi-isométrico a (X,d) com quasi-isometria dada

por g € G gr € X para cada x € X.

Demonstrag¢ao. Passo 1: Os geradores de G. Cada agao de G ~ X geométrica é colimi-
tada logo, existe uma bola fechada B de raio D > 0, tal que GB = X. Como, X é proprio

segue que B é compacto. Defina

S={seG; sBNB#0}.

Observe que S ¢é finito porque a acao de G é propria, e que 1 € S~ = S por definicao de
S. Se § = G, entao nao ha nada a provar; Assumimos, portanto, que G # S.

Passo 2: Fora do conjunto de geradores. Considere
2d := inf{d(B, gB);g € G\ S}.

Tome g € G\ S entdo por defini¢io de S temos que a distancia d(B, gB) ¢ uma constante
positiva R. O subconjunto H C G dos elementos h € G tal que d(B,hB) < R esta

contido no conjunto finito (novamente pois a agao é propria)
{9 € G;9B(x,D+ R)NB(z,D+ R) # 0}
logo, H é finito. Assim,

inf{d(B,gB);g € G\ S} = inf{d(B,gB);g € H\ S}.
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E o dltimo infimum é sobre um conjunto finito de ntimeros positivos. Portanto, existe
ho € H\ S tal que d(B; hoB) atinge o infimum, que é, portanto, positivo. Pela definicdo,
d(B; gB) < 2d implica que 6g € S.
Passo 3: G ¢ finitamente gerado. Considere a geodésica Tgx C X e defina
d(x,gx
k= [—< 9 )} .
d
Entao existe uma sequéncia finita de pontos sobre a geodésica gz, Yo = =, Y1, -, Yk, Yktr1 =
gz tal que d(y;,y;41) < d parai =0,...,k Paracada i =1,...,k seja h; € G tal que
Yi € h;B e tome hy = 1, hig+1 = g. Como

d(B, h; ' hi1B) = d(h:B, his1 B) < d(hy, hip1) < d

segue que hi_lhi_i'_l =s; € 5. Logo, g = s¢S1 . ..SE. Provamos, assim, que G é gerado por
S, consequentemente G ¢é finitamente gerado.

Passo 4: A quasi-isometria. Como todas as métricas de palavra em G sao bi-Lipschitz
equivalentes, basta provar a parte (2) para a métrica das palavras dg em G, onde S
¢ o conjunto gerador finito encontrado acima para o ponto escolhido z. O espaco X
estd contido (pela defini¢cao de colimitada) na vizinhanga 2D-tubular da imagem Gz da
aplicacao orbita G — X. Portanto, resta provar que o mapa érbita é um mergulho quasi-
isométrico. Vimos no passo anterior que g = $g$1 ... S, logo (pela definicao da métrica

das palavras e de k) temos
1
ols < k1< s ga) + 1.
Por outro lado, pela desigualdade triangular temos
d(xz,gz) = d(x, s051 ... Skx)

< d(z, sox) + d(sox, sos17) + ...+ d(S0S1 - .. Sk_1T, S0S1 - . . SKT)

=d(z,sox) +d(z,s12¢) + ... + d(z, sgr) < (k+ 1)m =m|g|s
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onde m = maxsegs d(z, sz). Assim para todo g € G temos
dds(1,9) —d < d(z,gz) < mds(1, g).

Como tanto a métrica palavra |- |s = dg(1,-) como a métrica d(-,-) em X sao invariantes
a esquerda em relacao a agao de G, na desigualdade acima, 1 pode ser substituida por

qualquer elemento h € G. n

4.2 Resultados Sobre Grupos fundamentais de Varieda-

des

Nesta se¢ao, daremos algumas aplicacoes interessantes do teorema de Milnor-Schwartz.
A nossa primeira e principal aplicagao mostra como o grupo fundamental de uma variedade
e seu recobrimento universal estdo intimamente relacionados. Antes disso, vamos definir
algumas ferramentas interessantes.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, M seu recobrimento universal e 7 : M —
M a sua aplicacao de recobrimento. Temos que, como M é uma variedade diferenciavel,
7 induz em M uma estrutura diferenciavel. Além disso, podemos induzir em M uma
métrica, que sera chamada de métrica do recobrimento. Ela é definida da seguinte forma:
dadop € M e v,w € TpM, defina g(u,v) = g(dr.v,dr.w). Temos que M munido de § é
uma variedade Riemanniana e que 7 é uma isometria local.

Antes disso, mostraremos algumas resultados que nos auxiliarao na nossa aplicagao.

Definicao 4.2.1. Dizemos que dois grupos G1, Gy se existem dois subgrupos de indices
finitos Hy C Gy e Hy C Gy e subgrupos normais finitos Ny < Hy e No< Hy tais que Hy /Ny
é isomorfo a Hy/Nj.

Proposicao 4.2.2. Seja G um grupo finitamente gerado. Entao:

1. Se G; C G é um subgrupo de indice finito, entao Gy € finitamente gerado e quasi-

isométrico a G.
2. Se N<aG é um subgrupo normal e finito, entao G e G/N sao quasi-isométrico.

3. Se Gy e Gy sao virtualmente isomorfos, entao sao quasi-iSOmMEtricos.
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Demonstracao. 1: Basta considerar um grafo de Cayley X de G . Temos que G age
geometricamente em X. Entao G, ¢é finitamente gerado e quasi-isométrico a X. Como X
é quasi-isométrico a G, segue o resultado.

2: Seja X um grafo de cayley de G/N. Temos que G age geometricamente em X.
Portanto G é quasi-isométrico a G.

3: Consequéncia imediata de 1 e 2. n
Proposicao 4.2.3. Se (M, g) é completa, entio (M,§) também é completa.

Demonstragio. Dados p € M e © € TﬁM, sejam p = 7(0) e v = dn(v). Como M é
completa, existe uma geodésica v : R — M tal que v(0) = p e 7/(0) = v. Como 7 &
um recobrimento, existe uma curva diferenciavel ¥ — M tal que 70 5 = 7, 70) =pe
4'(0) = 0. Temos que 4 é uma geodésica e esta definida em todo R. Pelo teorema de

Hopf-Rinow, temos que M é completa. O
Proposicao 4.2.4. (M,f]) € um espago métrico geodésico.

Demonstracao. Segue diretamente da proposicao anterior e do teorema de Hopf-Rinow.

]

Teorema 4.2.5. Seja M uma variedade compacta, M seu recobrimento universal e w1 (M)

seu grupo fundamental. Temos que w1 (M) € finitamente gerado e quasi-isométrico a M.

Demonstracao. Temos que M é completa, que 7 (M) age geometricamente em M e que
M /7 (M) = M. Portanto, pelo teorema de Milnor-Schwarz, (M) é finitamente gerado

e quasi-isométrico a M. ]

Uma pergunta que fica é a seguinte: a condicao de compacidade é necesséria?

Exemplo 4.2.6. Seja K = T?\ K, onde K é um conjunto formado por infinitos pontos

distintos de T?. Temos que m (L) ndo € finitamente gerado.

Sabemos que existéncia de métricas de curvatura positiva tem relagao com o grupo
fundamental. O préximo teorema, que nao daremos a prova, relaciona curvatura seccional

nao negativa e grupo fundamental.
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Teorema 4.2.7 (Gromov). Seja M™ uma variedade riemanniana completa de dimensdao
n com curvatura seccional K > 0. Temos que m (M) € finitamente gerado e possui um

conjunto de geradores com no mdzrimo 3" elementos.

Dado o Teorema 2.0.1, podemos perguntar o seguinte: Dada uma variedade compacta
M, qual condicao geométrica podemos colocar para que o grupo fundamental de M seja

finito? Para nos auxiliar, vamos utilizar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.8 (Bonnet-Myers). Seja M uma variedade riemanniana completa tal que
Ric > 1/k* > 0, onde Ric € a curvatura de Ricci de M. Temos que M ¢ compacta e
diam(M) < 7k.

Corolario 4.2.9. Seja M uma variedade riemanniana completa tal que Ric > 1/k* > 0,

onde Ric € a curvatura de Ricci de M. Temos que w1 (M) € finito.

Demonstracao. Seja M o recobrimento universal de M. Induzindo a métrica de M em
M, temos que Ricy; > 1/k* e que M & completa. Logo, pelo teorema de Bonnet-Myers,

M & compacta. Segue portanto que 71 (M) é finito. O
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