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RESUMO

O presente estudo tem como objetivo apresentar a modelagem de um sistema
epidemioldgico que medira a curva de contagio de um virus em uma populacdo
ao decorrer do tempo. O sistema SEIR, construido a partir de Equacdes
Diferenciais Ordinarias — EDQO'’s, aplicadas em um sistema que definira a
populacdo em cada grupo do modelo. As variaveis do modelo em questéo seréo
representadas da seguinte forma: S para representar a populacdo de
Suscetiveis, E para representar a populagdo exposta, | para representar a
populacdo de infecciosos, R para representar a populagdo removida e N
representa a populacdo total, que nesse modelo sera considerada sempre
constante.

Palavras-chave: EDO’s, Modelagem, Modelo SEIR, Sistemas de EDO’s.



ABSTRACT

This study aims to present the modeling of an epidemiological system that will
measure the contagion curve of a virus in a population over time. The SEIR
system, built from Ordinary Differential Equations - ODE's, applied to a system
that will define the population in each group of the model. The variables in the
model in question will be represented as follows: S to represent the Susceptible
population, E to represent the exposed population, | to represent the infectious
population, R to represent the removed population, and N represents the total
population, which in this model will always be considered constant.

Keywords: EDO’s, Modeling, SEIR Model, EDO’s Systems.
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Introducao

A modelagem matemética € uma linha de pesquisa que busca aplicar
ferramentas matematicas para resolver situacdes diversas do nosso cotidiano,
podendo ser aplicadas tanto no ensino da rede de Ensino Basico quanto em
pesquisas que auxiliem em politicas publicas. Temos como exemplo, a criagdo
de modelos epidemioldgicos que sédo capazes de criar uma curva de contagio de
um virus ao longo do tempo, visto que o modelo foi utilizado por governos para

definir politicas sanitarias que deveriam ser adotadas dado a curva de contagio.

Nesse modelo a populacgédo total, denotada por N, sera sempre constante
e sua principal caracteristica é estabelecer uma relacéo da populacdo em cada

grupo com o tempo. O modelo apresenta os seguintes grupos:

o S, Suscetiveis: Pessoas que podem ser infectadas pelo
virus;

. E, Expostos: Pessoas expostas ao virus, mas que ainda nao
estdo infectadas;

. I, Infecciosos: Pessoas que foram infectadas pelo virus e
que infectam outras pessoas;

. R, Removidas: Pessoas que foram curadas ou que

morreram devido ao virus.

A construcao desse modelo é feita com EDO’s, que definem a populagao
em cada grupo e da variacao de pessoas de um grupo para o outro em relacéo
ao tempo. Como cada grupo € composto por uma EDO e teremos quatro
equacdes que estdo em funcdo de uma variavel comum, teremos ao fim um

Sistema de EDQO’s como base de construgdo do modelo.

A construcdo do modelo permeia diversas areas de conhecimento,
atrelando a sua base tedrica de modelagem a definicbes, conceitos e teoremas
de Andlise no R", Espacos Métricos e EDO. Os principais teoremas atrelados ao
estudo e desenvolvimento do modelo seréo o Teorema do ponto fixo para
contracdes, ou Teorema de Banach e o Teorema de Picard. Esses resultados

serdo observados com mais detalhes ao longo de nosso trabalho.



1 Preliminares

Este capitulo tem como intuito apresenta definicdbes de Analise no R" e
de espacos Métricos que irdo nortear o desenvolvimento do trabalho. Eles daréo.

embasamento tedrico e conceitual a construcdo de nosso modelo epidémico.

Os resultados enunciados nesse trabalho podem ser encontrados nas
seguintes referéncias: Andlise real, V1, Elon Lages; Analise Matematica para

Licenciados, Geraldo Avila e Espacos Métricos, Elon Lages.

1.1. Espacos Métricos

Definicdo 1.1.1. Uma métrica em um conjunto M é uma fun¢cdo d: M X M - R,
que associa a cada par de elementos x,y € M um numero real d(x, y), chamado
de distancia entre x e y, que para todo x,yez € M satisfaz as seguintes
condigdes:

L d(x,y) =d(y,x);
i. d(x,y)=0;
i. dx,y)=0esx=y;
iv. d(x,y)<d(xz)+d(zy).

Definigcdo 1.1.2. Um espag¢o métrico é um par (X,d), onde X é um conjunto

qualquer néo vazio e d € uma métrica em X.

Exemplo 1.1.1. A métrica “zero um”. Seja M um conjunto qualquer néo vazio,
podemos defini-lo como um espaco métrico de maneira simples. Basta definir a
métrica d: M x M — R, para a qual temos

0,sex=y
1,sex #y.

d(x,y) ={

As condicdes de métrica (i) e (iv) sé@o facilmente verificadas. O espaco

métrico que se obtém desta maneira é, naturalmente, bastante trivial.

10



Definicdo 1.1.3. Métrica Usual. Sejam dois prontos x,y € R, a distancia entre
eles é dada por d(x,y) = |x — y|. A funcao distancia diz-se a métrica usual da

reta.

Exemplo 1.1.2. O conjunto R dos numeros reais com a métrica usual d, definida

acima, isto €, (R, d) € um dos exemplos mais importante de espaco métrico.

Neste texto, sempre que nos referimos ao espaco métrico R, estamos

considerando em R a métrica usual d definida no exemplo anterior.

Definicdo 1.1.4. Norma em uma espaco vetorial. Seja E um espaco vetorial
real. Uma norma em E € uma funcéo real || ||: E — R, a qual associa a cada vetor
v € E um valor real ||v||, chamado a norma de v, que deve satisfazer as

condi¢cbes abaixo para quaisquer v,w € E e um escalar a € R:

i) lv[| = 0,onde||v|]|=0 © v=20
i) lav]| = |all[v|
i) v+ wll < vl + lwll

Definicdo 1.1.5. Um espaco vetorial normado € um par (E, || ||), onde E é um

espaco vetorial real e || || € uma norma em E.

Definicdo 1.1.6. Um espago de fung¢des limitadas. Seja X um conjunto
qualquer. Umafuncéoreal f: X — R € dita limitada quando existe uma constante
k >0 tal que |f(x)| <k, Vx € X. Aqui comeca a descricdo de um espaco de

funcdes.
B(X,R) = {f: X - R; f é limitada},

0 conjunto das funcdes limitadas f: X — R. Note que se f e g pertencem a
B(X,R), entdo f + g, f — g e f - g também pertencem & B(X, R). E facil verificar
essas afirmacdes. Para isto, sejam f e g funcdes limitadas, ou seja, |f(x)| < a

e |g(x)| < b, paratodo x € R. Portanto, somando essas desigualdades temos:
lf()+1g(x)| <a+bVxeR.
Por outro lado, temos que:

F+ @ =1fG) +9 < IfD+ g <a+b VxER,
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De forma inteiramente analoga mostraremos que f — g, Af e f-g sao

limitadas.

Definicdo 1.1.7. Dadas f e g fungbes em B(X,R), definimos a métrica do
supremo, também denominada métrica da convergéncia uniforme, por

d(f,g) = suplf(x) — g(x)|.

XEX

1.2. Bolas

A seguir definiremos um objeto essencial no estudo da continuidade de
funcdes em espacos métricos. No que se segue a € um ponto de um espaco

métrico M e ¢ € R, com € > 0.

Definigcdo 1.2.1. Uma bola aberta de centro a e raio ¢ > 0, denominada por
B.(a), é o conjunto constituido por todos os pontos de M, cuja distancia ao ponto

a € menor que ¢. Ou seja,
B(a) ={x€X|d(x,a) <€}

Definicdo 1.2.2. Uma bola fechada de centro a e raio ¢ € 0 conjunto
denominada por B.(a), formado pelos pontos de M, cuja distancia ao ponto a é

menor ou igual a . Ou seja,

B.(a) ={x € X|d(x,a) < €}.

Com as definicbes postas de espacos métricos e bolas abertas,
estaremos em condi¢des de definir o conceito de continuidade em um ponto num

espaco métrico.

1.3. Funcgdes Continuas

Definicdo 1.3.1. Sejam (M, d,) e (N,d,) dois espacos métricos. Dizemos que

uma funcéo f:M — N é continuaem a € M se:

Ve > 0,36 > 0tal que dy(f(a), f(x)) < e sempre que dy(a,x) < 6.

12



Diz-se que f: M — N é continua quando ela € continua em todos 0s pontos

a € M.

Figura 1: Diagrama de continuidade de a € M.

M N

Fonte: Elon Lajes Lima, 2014.

Equivalentemente, f:M - N é continua no ponto a € M quando, dada
qualquer bola B’ = B(f(a), ¢) de centro f(a), pode-se encontrar B = B(a, ), de
centro a, tal que f(B) c B'.

No caso particular em que M c R e f: M — R, dizer que f é continua no
ponto a € M, significa afirmar que para todo € > 0, existe § > 0 tal que se x € M
ea—3d <x<a+d, implicam f(a) —e < f(x) < f(a) + €. Ou seja, f associa 0s
pontos de M que estdo no intervalo aberto (a — §,a + §) em pontos do intervalo

aberto (f(a) — ¢, f(a) + €).

Figura 2: Continuidade local

4 a8 .
T fla)+&
+ a —f... fix)
T 4 fla)
La-8§
+ fla) - &

Fonte: Referéncia 7, Elon Lajes Lima, 2014.
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Definicdo 1.3.2. Uma funcéo f: M — N é Lipschitz, se existe uma constante

k > 0 tal que

do(F (), f)) < kdy (x,¥), Vx,y € M,

onde k é dita uma constante de Lipschitz de f. Além disso, podemos definir a

menor constante de Lipschitz por

dZ(f(x):f(y))

ko = sup d1(x,y)

Proposicédo 1.3.1. Sejam (M,d;) e (N,d,) espagos métricos. Se f:M - M é
Lipschitz, entdo f € continua em todos os pontos de M.

Demonstracdo: Dado a € N e € > 0. Seja k uma constante de Lipschitz de f.

Tomando 6 = %, se dy(a,y) < 6, como f é de Lipschitz, temos que:

d(f), f(@) S kdy(y,@) S ks =k~ =¢.
Portanto,

d,(f), f(@) <e.

Dessa forma, como d;(x,a) < & implicou que d,(f(x),f(a)) < &, temos
que f é continua em a.

Exemplo 1.3.1. Como exemplo de fun¢Bes Lipschitz, podemos citar funcbes
constantes e a fungdo norma num espaco vetorial. Como veremos no exemplo

a sequir.

Exemplo 1.3.2. Seja (E, || ||) um espaco normado. A norma desse espaco é uma
funcdo de Lipschitz. De fato, usando a desigualdade triangular obtemos as

seguintes desigualdades:

a. |lxll < llx =yl + 1yl = llxll = llyll < llx = yll
b. Iyl < lly = xIl + llxll = llyll = lIx[l < llx =yl = =lxll = llylD < llx = ¥ll,

donde, concluimos que

max({||x|| = llyll, = (lxll = lyID} < llx = Il = ixl = Hylll < [llx =yl

14



Portanto, || || € Lipschitz com k = 1.

Observacao:

e Se f é Lipschitz com k = 1, dizemos que f € uma contracéo fraca.

e Se f é Lipschitz com k < 1, dizemos que f € uma contracao.

Assim, de acordo com a observacdo acima, concluimos que a funcéo

norma é sempre uma contracao fraca.

Proposicédo 1.3.2. Seja d uma métrica em X. Para x, € X fixo, definimos uma

funcdo do conjunto X em R pela igualdade d, (y) = d(x,,y), ou seja,
dy,: X > R
x — dy (x) = d(xg, x).
Demonstracao: Como d € uma métrica, temos

o dy,(¥) = d(x0,y) < d(x0,2) +d(z,y) = dy,(¥) — dy,(2) < d(z,y)
o dy,(2) = d(xo,2) < d(x0,y) +d(y,2) > dy,(2) — dy,(y) < d(z,),

portanto
~(d2 @) — 4, (D) < d (2 ).
Donde concluimos que:
max {dy, (¥) = dyy(2), = (dzy () = d,(2))} < d(2, ).
Consequentemente,

|dy, @) — dy (2)| < d(z,9).

Logo, a desigualdade acima caracteriza uma contracao fraca. Portanto

temos que d,, € Lipschitz.

1.4. Sequéncias

15



Definicdo 1.4.1. Uma sequéncia de numeros reais é uma funcéo
f:N->R
x = (xy)

Denotaremos a sequéncia como x,,. O niUmero n na notacéo é dito indice

da sequéncia e x,, é dito o n-ésimo termo da sequéncia ou seu termo geral.
Exemplo 1.4.1. Seja a sequéncia (x,,) dos numeros pares positivos, ou seja,
(2,4,6,8,-+,)
ou ainda,
X, =2n,comn € 1,2,3,4,5, -
Exemplo 1.4.2. A sequéncia (x,) dos nUmeros impares positivos dada por
(1,3,5,7,9,11,--+)

De forma geral, usando o fato que os termos da sequéncia sdo numeros
impares, podemos escrever o termo geral dessa sequéncia de duas formas

distintas:
Xp=2n+1,comn =0
ou

x, =2n—1,comn > 1.

Convém observar que nem sempre podemos definir uma lei de formacéo
para o termo geral de uma sequéncia. No entanto, as vezes ha uma lei de
formacao bem definida que nos permite determinar o termo geral da sequéncia,

como no exemplo a seguir.
Exemplo 1.4.3. Seja (x,,) a sequéncia dos numeros primos dada por
(2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, ---)

Nesse exemplo, apesar de ndo existe uma férmula que determine o termo

geral desta sequéncia, porém existe uma lei de formacao bem definida que nos

16



permite determinar cada elemento desta sequéncia. De fato, cada termo dessa

sequéncia € um numero primo.

Definicdo 1.4.2. Uma sequéncia (x,) € dita ser limitada quando o conjunto dos
seus termos € limitado, ou seja, quando existem numeros reais a, b tais que a <
x, < b paratodo n € N. Isto significa dizer que todos os elementos da sequéncia

pertencem ao intervalo fechado [a, b].

Todo intervalo fechado [a,b] esta contido em um intervalo da forma
[—c,c], com ¢ > 0 (intervalo simétrico). Para isto, basta tomar ¢ = max{|a|, |b|}.
Como a condi¢éo x,, € [—c, c] é equivalente a |x,| < ¢, temos que uma sequéncia
(x,) € limitada se, e somente se, existe um namero real ¢ > 0 tal que |x,| <c
para todo n € N. Dessa forma, temos que (x,,) é limitada se, e somente se, a

sequéncia (|x,|) € limitada.

Definicdo 1.4.3. Uma sequéncia (x,) € dita ser limitada superiormente,

quando dado um numero real b, temos que
X, < b,paratodon € N.

Observe que dizer que uma sequéncia € limitada superiormente implica

dizer que todo elemento da sequencia x,, pertence ao intervalo (—oo, b].

Definicdo 1.4.4. Uma sequéncia (x,) é dita ser limitada inferiormente quando

dado um numero real a, temos que
a < x,,paratodon € N.
Ou seja, todos os termos de x,, pertencem ao intervalo [a, + ).

E facil ver que uma sequéncia é limitada se, e somente se, é limitada

inferiormente e superiormente.
Definicdo 1.4.5. Uma sequéncia (x,,) chama-se crescente, quando
X1 <Xy <x3 < <Xy < Xppg1s
para todo n € N. Se ocorrer a desigualdade
Xn = Xn+1
para todo n € N, a sequéncia é dita ndo-decrescente.

17



Definicdo 1.4.6. Uma sequéncia (x,,) chama-se decrescente, quando
X1 > Xy > X3 > > Xy > Xpats
para todo n € N. Se ocorrer a desigualdade
Xn 2 Xnt1
para todo n € N, a sequéncia é dita ndo-crescente.

Definicdo 1.4.7. As sequéncias crescentes, ndo-decrescentes, decrescentes e

ndo-crescentes sdo ditas sequéncias mondtonas.

Definicdo 1.4.8. Dada uma sequéncia (x,) em R, dizemos que o limite de (x,,)

€ igual a a e denotamos
lim (x,) = a,
n—->oo

se para todo € > 0, existe N = N(¢) € N tal que se n > N, entdo |x, —a| < e.

Neste caso dizemos que (x,) é convergente.

Assumiremos lim x,, = lim x,, de agora em diante, a menos que seja

n—-oo

implicito outro indice do limite.
Teorema 1.4.1. Toda sequéncia mondétona e limitada é convergente.

Demonstracdo: A hipotese de a sequéncia x,, ser limitada significa que ela é
limitada superiormente e inferiormente, logo seu conjunto de valores possui um
valor supremo S e um valor infimo I. Iremos dividir em dois casos: onde
assumiremos (x,) uma sequéncia ndo-decrescente, e o outro caso, onde
assumiremos (x,,) uma sequéncia nao-crescente. Iremos provar inicialmente
gue S é o limite da sequéncia ndo-decrescente (x,,), isto €, que a sequéncia x,,

converge para S.

Dado ¢ > 0, existe um elemento da sequéncia, com um certo indice N, tal
que S —e<xy <S. Ora, como a sequéncia € nao-decrescente, xy < x,, para

todon > N, de modo que
n>N=>S—-e<x,<5<S+c¢,

portanto, |x,, — S| < €.

18



Donde segue que a sequéncia (x,,) € convergente.

Agora, supondo a sequéncia x,, néo-crescente, temos que dado ¢ > 0,
existe um termo da sequéncia, com um certo indice N, tal que I < xy < I +¢.

Como a sequéncia € ndo-crescente, xy = x, paratodon > N, de sorte que
n>N=>l—-e<I[<x,<I[+e.
Portanto, |x,, —I| < &V n > N, que é 0 que queriamos demonstrar.
[ |

Proposicdo 1.4.1. Se limx,, = a, entdo toda subsequéncia da sequéncia (x,)

converge para a.

Demonstracdo: Seja N’ = {n; <n, < - < ng < -} um subconjunto infinito de
N. Dado qualquer € > 0, existe ny, k, € N tais que: se n > ny, entdod(x,,a) < €

en > n,, entao d(x,, a) < ¢, n, > ny. LOgo,
k > max{kgy, ny}, temos que d(xnk, a) <e.
Portanto,

limx, = lim x,,, = a.
neN n n—oo Nk

1.5. Sequéncias em Espacos Métricos

Definicdo 1.5.1. Seja (x,,) uma sequéncia num espaco métrico M. Diz-se que 0
ponto a no espaco métrico é o limite da sequéncia (x,) quando, para todo
namero ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter n, € N tal que n > ny, =

d(x,,a) < e.

Escreve-se entdo, limx,, = a, com n - o ou a = lim x, com n € N. Diz-
se também que x, tende para a ou escreve-se ainda x,, - a. Quando existe
limx, = a € M, diz-se que a sequéncia de pontos x,, € M é convergente em M,
e converge para a. Se nao existe lim x,, em M, dizemos que a sequéncia é

divergente em M.
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Dizer que uma sequéncia é convergente em um espaco métrico M, ou
seja, limx,, = a, equivale a dizer que toda bola aberta, B, em M de centro a

contém todos os termos da sequéncia, exceto para um namero finito de termos.

A proposicao a seguir expressa que quando o limite de uma sequéncia

existe, ele é unico.

Proposicdo 1.5.1. Se a e b sdo limites de uma sequéncia (x,,) em um espaco

métrico (X, d), entdo a = b.
Demonstracdo: Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico M, e sejam 0S

valores a,b € M tais que a =limx, e b =limx,. Dado arbitrariamente ¢ > 0,

existe ngy,n; € N, tais que: se n > ny, entdo d(x,, a) <§ e se n > ny, entdo

d(x,,a) < ; Tomemos agora n = max {ny, n,}. Entdo,

d(a,b) <d(a,x,) + d(x,, b) <e.

Dessa forma, temos que 0<d(a,b)<e para todo &>0. Pela

arbitrariedade de épsilon, concluimos que d(a, b) = 0 e, portanto, a = b.

Teorema 1.5.1. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Seja limx, =a num espaco métrico M. Tomando € =1,
obtemos n, € N tal que n > ny, = x,, € B(a,1). Dessa forma, a sequéncia (x,)
estd contida no seguinte conjunto: A = {xy,x,,,x,,} U B(a,1). Note que o

conjunto A é a unido de dois conjuntos limitados e, portanto, A também € limitado.
[ |

Observacdao: A reciproca deste teorema é falsa, pois ha casos de sequéncias
que séo limitadas, mas ndo s&do convergentes. Por exemplo, a sequéncia

(0,1,0,1,---) é limitada, porém ndo convergente porque possui duas

subsequéncias que convergem para limites diferentes.

Dessa forma, o teorema da unicidade de limites nos garante que tal

sequéncia nao é convergente.

20



Proposicédo 1.5.2. Uma funcéo f é continua em a se, e somente se, para toda
sequéncia (x,), com x, — a, implica que f(x,) — f(a). Ou seja,
fdimx,) = lim f(x,).

Demonstracgéo: Dado € > 0, como f é continua em a, e seja § > 0 tal que

d(x,a) <8 =>d(f(x),f(a) <«

Como limx, = a, existe n, € N tal que se n > ny, entdod(x, a) <4.
Donde concluimos pela continuidade da funcéo f que, d(f(x,), f(a)) <eVn >

ny. Portanto, como f é continua em a, vale que lim f (x,) = f(a).

Por outro lado, tome f(x,,) — f(a), iremos provar que f € continua em um
ponto a. Para isso, suponhamos por absurdo que f ndo seja continua em a.

Entéo existe € > 0 tal que, para cada n € N, é possivel obter uma sequéncia x,, €
M, comd(x,,a) < % e d(f(xn),f(a)) > ¢. Isto nos d4 uma sequéncia (x,,) em M,

com x,, convergindo para a sem que f(x,) convirja para f(a).
|

Definicdo 1.5.2. Dizemos que uma aplicacédo f:X — (M,d), definida em um
conjunto qualquer X e tomando valores no espaco métrico M, é limitada se a

imagem de f, ou seja, f(X) for um subconjunto limitado de M.

Retomando a definicdo de um espaco de funcado, podemos fazer uma

generalizagao para um espacgo de fungdes limitadas.

Definicdo 1.5.2. Seja X um conjunto qualquer e M um espago métrico. Indicamos

por B(X, M) o conjunto das fungbes f: X — M limitadas.

Dadas f,g € B(X,M), o conjunto {d(f(x),g(x));x € X} cR* & um
conjunto limitado, pois como f e g sao limitadas, temos que o conjunto
f(X)Ug(X) c M é limitado.

Portanto, se f,g € B(X,M), poderemos definir a distancia entre duas

funcdes limitadas, da seguinte forma:

d(f,g) = sup d(f(x), g(x)).
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Portanto, obtemos uma métrica em B(X,M), a qual denominamos de
métrica do sup, ou métrica da convergéncia uniforme. E de facil verificagéo

as condicdes que d, € uma métrica.

1.6. Sequéncias de Cauchy

Definicdo 1.6.1. Uma sequéncia (x,,) num espaco métrico M chama-se uma

sequéncia de Cauchy quando,
Ve>03ny, € Ntalque m,n>ny = dQxy, x,) <e.

Vale salientar que toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy, é
também de Cauchy.

Proposicdo 1.6.1. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico M € de
Cauchy.

Demonstracéo: Se limx,, = a no espago métrico M entdo, dado € > 0, existe

ny € Ntalquen >ny = d(x,,a) < % Se tomarmos m,n > n, teremos

& &
d(xm’x'l’l) < d(xm; a) + d(xn, a) < §+§ = €.

Logo, (x,)é de Cauchy.

Proposicédo 1.6.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M.
Dado € =1, existe n, € N tal que m,n > ny = d(x,,, x,,) < 1. Logo 0 conjunto
{xno+1,xno+2, } é limitado e tem diametro menor do que ou igual a 1. Segue-se

que

{xlfx2' X } = {X1, ---,xno} U {xn0+1'xn0+2' }

é limitado.
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Proposicdo 1.6.3. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia
convergente € convergente. Além disso, a sequéncia converge para 0 mesmo

limite da subsequéncia.

Demonstracdo: Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espagco métrico M e

(xnk) uma subsequéncia que converge para 0 ponto a € M. Afirmamos que
limx, = a. Com efeito, como a subsequéncia (x,,) é convergente, dado & > 0,

existep € Ntalquesen, >p = d(xnk, a) < g Por outro lado, como a sequéncia
é de Cauchy, existe também g € Ntalque se m,n > q = d(x,,, x,) < 2 Sejan, =

max{p, q}, para todo n > n,, existe n, > n, tal que
& &
d(xp, @) < d(xp, Xny,) + d(xny,a) <-+-= ¢
Portanto, limx,, = a.
]

Definicdo 1.6.2. Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda

sequéncia de Cauchy em M é convergente.

Exemplo 1.6.1. O conjunto dos numeros reais R com a métrica usual é um
espaco meétrico completo. Para mostrar isso, considere uma sequéncia de
Cauchy (x,) € R. Para cada n € N, definindo o subconjunto X,, = {x,,, X,+1,** }»
temos claramente que X; > X, o --- D X,, D --- e também que os conjuntos X,
sdo limitados. Seja a, =infX,,n=1,2,---. Entdo temos a, <a, <--<b=
sup X;. Consequentemente a sequéncia a,, € mondétona e, portanto, convergente.

Ou seja, existe a € R tal que a = lim a,,.

Afirmamos que a = lim x,,. Para provar essa afirmacao basta mostrar que
a é o limite de uma subsequéncia de (x,), ou seja, dados arbitrariamente ¢ > 0
e n, € N, podemos obter n > n; tal que x, € (a+¢,a—e¢). Ora, sendo a =
lim a,, existe m >n, tal que a —¢ < a,, < a+ ¢. Por outro lado, como a,, =
inf X,,,, existe n > m, por transitividade n > n,, tal que a,, < x, < a + ¢, ou seja,

X, €E(@a—¢,a+e¢).

Definicdo 1.6.3. Seja (M,d) um espaco métrico e BX,M)={f:X -

M |f é limitada}. Em B definimos a fungéo d, por
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do(f1, f2) = Supd(fl(x),fz(x)).
A funcéo d, acima € uma métrica em B.
Dado uma funcgdo a: X - M, definamos
By (X, M) = {f:X = M | do(f, @) < +00}.

Proposicdo 1.6.4. Se M é um espaco meétrico completo, entdo B,(X,M) é
completo com a métrica d,. Em outros termos, se 0 espago métrico M é

completo, entédo B, (X, M) é completo, sejam quais forem X e a: X - M.

Demonstracédo: Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy em B, (X,M). Dado € > 0

existe k € Rtal que n,m > k, comn,m € N.

= do(fn, fr) < k.= Supd(fn(x):fm(x)) <eg

U

= d(f (), frn (@) < supd(f,(0), frn(x)) < &,V x € M.

Logo, para todo x € M, (fn(x)) € uma sequéncia de Cauchy em M. Como

M é completo, lim f,, = a. Definimos a funcéo f: X - M por f(x) = lim f,, (x).

Como (f;,) € uma sequéncia de Cauchy, dado x € X, temos que dado ¢ >
0, existe n,m > k, tal que d(f,, (x), fn(x)) < . Tomando o limite em m, pois como
a métrica € uma funcdo continua (veja exemplo 1.3.1.), fixando a primeira
coordenada e variando a segunda, temos que é possivel a igualdade da métrica

do limite ser igual ao limite da métrica. Dat,
lim d(f,(x), fin(¥)) < & = d(f,(),lim(f, () < € = d(fo(0), f(x)) S e, VX EX
U
= supd(fu(0), f (1)) < &£ = do(fu(0), () < &.
Portanto, a sequéncia f, converge para f na métrica d,.

Como (f,), € de Cauchy, temos que f, € limitada. Segue entdo que,

do(fn, @) <r Vn e paraalgum r. Com isso, temos

d(f(x),a(x)) < do(fp,@) <T,Vnevx.
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Tomando o limite, temos
lim d(f,(),2(0) <7 = d (lim(f,),a@®) <7 = d(fG),a(0) <7
U
do(f,a) <r.
Portanto, f € B, (X, M) e (B,(X, M), d,) € um espagco métrico completo.
u

Defini¢cdo 1.6.4. Seja X um subconjunto de um espac¢o métrico M. Um ponto a €
X diz-se um ponto interior a X quando € centro de uma bola aberta contida em
X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(x, a) < r implica que x € X. Além disso,
chama-se interior de X em M ao conjunto int X formado pelos pontos interiores
alxX.

Figura 3: Ponto interior.

Fonte: Autor, 2022.
Denotaremos 0s pontos interiores a X por int X.
Definicdo 1.6.5. Um conjunto A € R chama-se conjunto aberto quando A =

intA, isto €, quando todos os pontos de A sdo interiores a A.

Proposi¢cdo 1.6.5. Um conjunto F c R é fechado se, e somente se, seu

complementar A = R — F é aberto.

( A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada no livro do Elon
Lages de Lima, Analise Real, vol. 1, p. 51, secéo 2.)
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Definicdo 1.6.6. Seja a € M, a é dito ponto aderente de F se existe (x,) c F

tal que lim (x,) = a.

Definicdo 1.6.7. Chama-se o fecho de um conjunto X ao conjunto X formado

por todos os pontos aderentes a X.

Proposic¢do 1.6.6. Um conjunto X é dito ser um conjunto fechado quando X =

X, isto é, quando todo ponto aderente a X pertence a X.

Demonstracdo: Chamaremos de fecho de F, o conjunto F:={a€
M|a é aderente de F}. Temos que F é fechado se, e somente se, F = F. Observe
que para demonstrar isto, basta mostrar a dupla continéncia. Como temos que é
sempre verdade para F c F. Dali, seja (x,) € F uma sequéncia de Cauchy.
Entdo (x,) € M é de Cauchy. Como M é completo, existe lim(x,,) = a. Logo a &
um ponto aderente e como F € fechado, temos que a € F. Logo (x,) converge

em F. E, portanto, F c F.
[

Proposicédo 1.6.7. Se (M, d) € um espaco métrico completo e F ¢ M é fechado,
entdo (F,d) € também um espaco métrico completo. Em outros termos, um
subespaco fechado de um espaco métrico completo € completo. Além disso, um
subespaco completo de qualquer espaco métrico é fechado.

Demonstracéao: Seja F ¢ M fechado, com M completo. Seja (x,) € F uma
sequéncia de Cauchy, entdo (x,) é de Cauchy em M. Logo lim x,, = a. Portanto,
a € aderente a F. Como F é fechado a € F. Dai, (x,) € convergente em F e
segue entdo, que F é completo. Ademais, se M c N é um espaco completo, dada
a sequéncia de pontos (x,) € M, com limx, = a € M, a sequéncia (x,) € de
Cauchy, pois é convergente. Logo existe b € M tal que lim x,, = b. Como temos

a unicidade do limite, tem-se a = b e, portanto, M é fechado em N.
[ ]

Definicdo 1.6.8. Chama-se cobertura de um conjunto X a uma familia C de
conjuntos C; cuja reunido contém X. A condicdo X c U,¢.C; significa que, para
cada x € X, deve existir, a0 menos, um A1 € L, com L sendo o conjunto dos

indices, tal que x € C;.
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Definicdo 1.6.9. Dada a cobertura C, quando todos os conjuntos C; sao abertos,

diz-se que C € uma cobertura aberta.

Definigcdo 1.6.10. Quando L = {A4,+:-,A,} € um conjunto finito, diz-se que X c
Cy, U--U(,, € uma cobertura finita. Se L' c L é tal que ainda se tem X c

UyrerCyr, diz-se que C' = (Cyr) ¢ € uma subcobertura de C.

Definicdo 1.6.11. Um espaco métrico (M, d) diz-se compacto quando toda
cobertura aberta de M admite uma subcobertura finita. Noutros termos, M
compacto significa que se M = U,¢, A;, onde cada A, é aberto em M, entdo

existem Ay,-++, 1, € Ltaisque M = Ay U--- U4, .
Notacdo: M = UA,; com cada A, aberto > M = A4; U---UA4, .

Exemplo 1.6.3. Dado B(I,, B,) um espaco métrico completo com a métrica d,,.
Definimos C°(l,, B,) = {f:1, = By; f é continua }. Além disso, sabemos que
c°(l,, Bp) € B(I,, Bp), pois toda funcdo continua definida num compacto é
limitada (ver referéncia 6, teorema de Weierstrass, p. 82). Portanto,
(€°(1,, By),d,) € completo pois este conjunto é fechado de B(I,,B,) (ver
proposicdo 1.6.7.). De fato, vamos mostrar que ¢°(I,, B,) < B(I,, B,) € fechado.
Se fixarmos um ponto x, € I,, também €& fechado em B(l,, B,) 0 conjunto F,
formado pelas aplicagbes g = I, = B, que estdo a uma distancia finita de f e

s&o continuas no ponto x,.

1.7. Teoremade Banach

O teorema a seguir € um dos importantes resultados para a construcao
do presente trabalho. Como requisitos importantes para apresenta-lo, considere

F™(x) definido por F(F"~1(x)) e a definicdo de ponto atrator.

Teorema 1.7.1. Teorema da Contragdo. Sejam (M,d) um espago métrico e
F:(M,d) —» (M, d) uma contracdo. Entdo existe um Unico ponto fixo p para F. Isto
e,

3! p € M tal que F(p) = p.
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Mais ainda, p € um ponto atrator de F, isto é, F"(x) —» p quando n — oo,

para todo x € (M, d).

Demonstracao: Para demonstrar esse teorema, temos que provar a unicidade

e a existéncia.
e Unicidade

Suponha que p e p;, sado pontos fixos, e para 0 < k < 1. Entdo, por ser

uma contracao, satisfaz

d(p,py) = d(F(p),F(p1)) < kd(p, py).

Suponha que p # p,, entdo d(p,p;) > 0, 0 que implica que 1 < k o que &

uma contradi¢cdo. Logo, p = p;.

Portanto, a unicidade esta provada.

e Existéncia
Seja x € M, considere a sequéncia x,, := F™(x). Note que
d(xy,xz) = d(f(xo)»f(x1)) < kd(xg,x1),
d(xz,x3) = d(f(x1), f(x2)) < kd(x1,%;) < k?d(xo,%1),
de forma geral, temos
d(Xpsn X)) < k™d (X, X). (1
Como F € uma contracéo, vale

o d(F(x),F(y)) < kd(x,y)
o d(F*(x),F3(y)) < kd(F?*(x),F?(y)) < k?d(x,y)

) d(F”(x),F”(y)) < k™d(x,y).
De fato,
d(Xyyn, Xpn) = d(F”(xr),F”(x)) < k™d(x,,x).

Além disso,
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d(xy,x) = d(F7(x),x) < d(FT(x), 7)) + d(F"(x), %)
=d (Fr—l(F(x)),FT—l(x)) + d(F™1(x),x)
< k™1 d(F(x),x) + d(FT1(x),x) = k™ 1A+ d(F7(x),x)
<SKTTMA+A(FT(x), FT72(x)) + d(F™2(x), x)
= kA +d (F2(F(), 72 (x)) + d(F7%(2), %)

< kTA+ k" 2d(F(x),x) + d(F"2(x), x)

=k"1A+ k" 2A+ d(F"%(x),x)

< KkTTIA4+KTT2A+ KTB3A 4 -+ kd(F(x),x) r—1vezes

r—1
=A[k+k2+"‘+kr_3+"'+kr_1]=A2ki,k<1

=1

r—1

. A d(F(x),x)

< L — =

_AZk = v @
i=

Por (1) e (2), temos

d(rin, Xn) < k™d(xy, x)
n

1-k

< * d(F(x),x)

n

= d(Xp4n Xn) <

=7 kd(Fx,x).

Como estamos em uma contracdo, o valor de 0 <k <1, vale que

lim L 0, donde segue que:

n—oo 1L—

e dado e > 0 existe nytal quen >nyer € N, entdo d(x, 1, X,) < &.

Logo (x,) € uma sequéncia de Cauchy. Como M é completo (x,) é

convergente, ou seja, 3 p € M tal que lim x,, = p. Afirmacédo: F(p) = p.

De fato,
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F(p) = F(lim F(x,)) = lim F(x,,)
=limF - F", = lim F**1x = p.
Donde F(p) = p e p é fixo.
Como x € M foi tomado arbitrariamente, temos que p é um ponto fixo
atrator.
|
Definicdo 1.7.1. Seja f:2 c RxR™ - R", dizemos que f € Lipschitz na

segunda variavel, se existir k > 0tal que Vt € R e para todo (t, x), (t, y) € 22,

vale:

If(t, x) — f(t ¥ < klx—yl.
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2 Equacbes Diferenciais Ordinarias — EDO’s e Sistemas de
EDO’s

Este capitulo tem como intuito formular o que seriam Equactes
Diferenciais Ordinarias — EDQO’s, assim como um sistema de EDO’s. Além de
apresentar o teorema de existéncia e unicidade de solu¢cdes de EDO, mostrando

gue ele vale tanto localmente, quanto globalmente em casos patrticulares.

Os resultados encontrados aqui, também podem ser encontrados no livro
Licbes de Equacdes Diferenciais Ordinarias de Jorge Sotomayor e Equacdes

Diferenciais Ordinarias de Claus |. Doering.

2.1. Existéncia e Unicidade de solugao para EDO’s

Seja Q um subconjunto do espaco R X E onde R é a reta real e E = R"
um espaco euclidiano n-dimensional. Um ponto de R X E serd denotado por
(t,x),com teR e x = (xq,Xy,...,X,) €m E, adotaremos em R X E a norma:

|(t,x)] = max{|t],|x|} onde |x| denota uma norma em E, podendo citar como

exemplo |x| =+/x? +x2 +--+x2 ou |x| = max{|x,|,..,|x,|} ou ainda |x|=

g | 4 -+ |xnl.

Seja f =Q - E uma aplicacdo continua e seja I um intervalo ndo
degenerado da reta, isto €, um subconjunto conexo de R ndo reduzido a um

ponto. O intervalo I pode ser aberto, fechado ou semifechado, finito ou infinito.

Definicdo 2.1.1. Dizemos que uma funcdo diferenciavel ¢ =1 - E € uma

solugéo da equacgao

dx

- = 1

=) ™
no intervalo I se:

i. o graficode ¢ em I, ou seja, {(t, p(t)); t € I} esta contigo em Q; e
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i %(t) = f(t, ¢(t)) paratodo t € I. Se t é um ponto extremo do intervalo,

a derivada é a derivada lateral respectiva.

Definicdo 2.1.2. A equacdao (1) é denominada Equacéao Diferencial Ordinaria

de Primeira Ordem e é comummente representada por
x' = f(t,x) (2)

Sejam f;: Q - R, com i variando de 1 até n, as componentes de f. Entédo
¢ = (¢q, ..., ,), cOm ¢;: I — R é uma solucao de (2) se, e somente se cada ¢; é

diferenciavel no intervalo I, (t, ¢, (t), 2 (t), ..., pn(t)) € Q paratodo t € I e

d

rﬁ%@=ﬁ&¢ﬁum¢4m
d¢,

<%%@=ﬁ@¢mamwﬂm 3)
do, '

y i (©) = fa(t, $1(8), -, 0 (®))

paratodot € I.

Por esta razao diz-se que a equacéo diferencial “vetorial” (2) é equivalente

ao sistema de equac0Oes diferenciais escalares

dxl' .
— = fi(t,x1,+, %), cOMi=1,+,7n )

Considere o Problema de Valor Inicial — PVI:

{x =/ x)’ onde f: Q c RxR" - R",
x(ty) = xo

parat, € Rex, € R".

Teorema 2.1.1. Teorema de Picard. Seja f:1, X B, - R™ donde temos que
I,={teRY|t—ty] <a} e B,={x€R"|x—x, <b} uma aplicacdo de
Lipschitz na segunda variavel e continua, onde |f(x)| <MV x € I, X B,. Entdo

existe uma unica funcéo

b
¢@:1, = Bp,onde @ = min {a, M}

que é solucéo do PVI
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{X’ = f(t x)

x(to) = %o

Podendo ser representada geometricamente por:

Figura 4: Solucédo de uma EDO.

Fonte: Referéncia 10, Sotomayor, 1979.

Demonstracédo: Seja X = C°(I,, B,) com a métrica
do (@1, 92) = supl,(t) — @, (D).
F: C0- (O

Considere definida por:
@ - F(p) P

t
F(p®) = xo +j f(s, o(s))ds.

to
Temos que mostrar que
1. F(X)c X
2. F™ é uma contracao para n suficientemente grande.

Note que,
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F(‘P(t)) = (xo1 + fl(s» ‘P(S))ds» Xo2 t fz(s' ‘P(S))ds' oy Xon

+1; f(s, (s))ds).
Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
F(o'®) = (A(t9®) 2, 0®), . ot 0®)))

Dai, F(¢) é continua.

Agora queremos mostrar que F(p) € C°(,B,). Ou

F(p(t)) €EByVLE I,
Para isso, sabemos que F¢: I, —» B, esta bem definida, pois
F(p(t)) €EByVLE I,

Note que F o ¢'(t) = xo + f; f(s, ¢(s))ds. Portanto,

IF o ¢! (8) = xo| =

t
f f(s, o(s))ds

Sfto £ (s, 0(s))ds]| Ssuplflft ’ ds

Mb
SM(tO—t)SMaSWZb.

Logo F(¢(t)) € B, YV t € I,.
Portanto F: C°(1,, B,) — C°(l,, Bp) esta bem definida.

Assim concluimos 1.

Note que

|[Fp1(t) — Fo,(t)| = | f(S» <P1(S)) - f(s, <P2(S))d5|

< | 1f(s 1)) = (s, 92(s))l ds

seja,

34



< f K191 (s) — 95(s)lds

0

t

< kdo(@1,902) | ds = kdy(@1,92)(t — to)

to
< kdo (@1, 921t — tol
< kady(@q, 92)
= |F e @1(t) = F o 92(6)] < kado (@1, ¢2)
do(Fo1, Fps) < kady (@1, ¢2)

onde k é a constante de Lipschitz de f e @ = min{a, %}.

Com isso, concluimos que F é continua.
Agora vamos mostrar que

F7 0 u(6) = F7 o ()] < ol bl (o on)
®1 @2 = y o\P1, P2

para todo n € N.

Usaremos inducdo para demonstrar que F € uma contracao, ou seja, F é

uma funcéo que satisfaz as seguintes condicées:

e d(F(x),F(y)) < kd(x,y),Yx,y €M, com M sendo um espago métrico
completo;
e 0<k<1,;

e a € um ponto fixo atrator, ou seja, da € M, tal que F(a) = a.

A relacdo é valida para n = 0. Suponha que (1) vale paran = k.

F¥41 0 0 (6) = F¥*1 o g, ()] = [FY(FX 0 01(6)) — FY(F¥ 0 ,(8) )|

ft t f(s F¥opu(s)) = Jt t £(s, F¥ o ga(s))ds

0 0

L (s P o 0r(9)) = (5 P o 929)ds

0
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< ftt |f(s, F¥ o <p1(5)) —f(s, F¥o <pz(S))| ds

t th * |S —t |n
KIF¥ 0 @1(s) = F* o pa(s)| ds < k | —————+do(p1,92)
to tO '
K+Kk ¢ .t
s — (ft0|5 — tol" ds) do (91, @2).

Teremos dois casos:
1. t> ¢t

2. t<t,

Provaremos apenas o primeiro caso uma vez que a prova do segundo

caso é semelhante. Nessa dire¢éo, suponhamos que t > t,:

KKk

Kkt1 (S—to)n+1 t
* * d
o P P 0(®1,92),

t
fto(s —to)"ds do(@1,92) =

n!

Kk+1 Kk+1
(t — to) " do(@1,92) <

|t — tol " do (91, 902)

n+ 1! n+ 1!

Tomando o supremo

n

K
do(F'p., F,) < T a™ * do(@1, 92)

Como lim K 0.

n—+oo n!

Temos que existe m tal que %*am<1. Portanto, para este

m, F™ sera uma contacgao.
Aplicando o teorema 1.6.1, existe ¢ € C°(I,, B,) tal que F(¢) = ¢.

Logo
(D) = F(p() = x0 + f £(s, 0(s))ds.

Observamos que ¢(ty) = x, € que @'(t) = f(t, p(t)).
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Ou seja, ¢:1, » B, € solucéo para o PVI, e como o ponto fixo € unico,

temos que ¢ é a Unica solucao.

Concluindo, assim, a prova de existéncia e unicidade de solucbes para
EDO’s.

2.2. Sistemas de EDO’s

Alguns dos resultados presentes aqui podem ser obtidos no livro de
Equacdes Diferenciais Ordinarias, cap. 10, de Claus I. Doering.

Tomando coordenadas na base candnica de R"™ e escrevendo x(t) =

(xl(t)! X2 (t)! Ty xn(t)) € f(t' .X') = (fl(t' .X'), fZ(t' X), 'fn(t' X)), Vemos que a
nossa equacao diferencial vetorial x' = f(t,x) em R" pode ser interpretada como

um sistema de equacdes diferenciais escalares

x'1(®) = fi(t, 2,0, x2(0), oo, X0 (1)
x5 (1) = fot,x1(8), %5(0), ..., X0 (1))

(@) = folt,20(6), %2 (D), ., X0 (1))
Temos entdo, uma condi¢ao inicial para esse sistema é dada por
Xl(to) = X?, xZ(to) = xg, ...,xn(to) = x-?l

Uma solugéo desse sistema mencionado acima consiste em n fungdes

reais derivaveis x;: I — R tais que, para cada t € I,

x'o(®) = fi(t, %,(0), ..., %, (D)),

Enquanto a n-upla x = (x4,x5,..,x,) dessas funcbes constitui uma

solucdo da equacado x' = f(t,x) em R".

De agora em diante, a menos de mencdo explicita em contrério,

consideramos uma aplicacdo f:U — R" continua no aberto U € R™*! com

aplicacao derivada parcial espacial Z—i: U - M(n) continua em U, ou seja, tal que

37



. . Of; p ~ p ..
cada derivada parcial a_;]:l.: U - R é uma funcgéo continua, para 1 < i,j < n. Dado
J

um ponto qualquer (t,, x,) € U, novamente tomamos a, b > 0 tais que
Ryp=1,xB, €U,

onde I, ={t e R |t —ty| < a} e B, ={x € R";|x —xy| < b} sd0 as mesmas
bolas citadas anteriormente.
Teorema 2.2.1. Picard-Lindeldf. Sejam f:U — R™ uma aplicagdo continua no
aberto U € R™*!, (to,x,) € Uumpontoe a,b > 0taisque Ry, =1, X B, S U. Se
f(t,x) € lipschitziana no retangulo R, ;,, entéo existe uma Unica solugéo do PVI
definida no intervalo I tal que t, €I € [t, — a,ty + a] € I, € @ = min {a,%}, em
que M > 0 € alguma cota superior qualquer de |f(t,x)| no retangulo R, .
Lema 2.2.1. Dado qualquer 0 < € < § existe um caminho continuo x.:I(6) - R"
tal que, para quaisquer t,u € I(5), valem

lxe(t) —x.(W)| < M|t —ul| e |x.(t) —xo| <b

e, para qualquer t, <t < t, + a, vale
t
x:(t) = xg + ftof(s, xe(s —€))ds.

Demonstracao: Definimos x.(t) = x, paraty, —6 <t <t, e

t t

x(t) =x9+ | f(s,x0)ds =xy + f(s, X (s — s)) ds

to to
para todo t, <t <t,+a;, onde a; =min{a,e}. E imediato ver que as
desigualdades definidas no lema 2.2.1. séo satisfeitas parat, —§ <t,u<t, e

que, para todo t, < t,u <ty + a4, temos

ftf(s, X (s — e))ds

e () — x. (W) = < M|t —ul

xe(6) = xol < |[7 f(5,xe(s — ))ds| < Mlt — to| < May <Ma <M -2 <b,
de modo que resta observar que, em particular, se u < t, < t, temos
e (8) — xc (W = |x(8) — x0| < M|t — ¢,
0 que conclui as desigualdades do lema acima séo validas, para quaisquer que

sejamt,— 6 <tu<ty+a.
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Por definicdo vale x,.(t) = x, + ft';f(s, xe(s — €)) ds e também é imediato

constatar que x, € um caminho continuo e [t,—4,ty +a;]. Se a; =a,
terminamos a prova; se a; < a, tomamos a, = min{a, 2¢} e definimos

t

x:(t) = xo + f f(s,xg(s — e)) ds

to
para t € [ty + a4, ty + az]. Assim, estendemos x, a um caminho continuo que,
como antes, satisfaz as desigualdades do lema acima. Mas agora, isso é valido
com quaisquer to — 6 < t,u<ty+a, e x.(t) vale paratodo t, <t <t,+ a,. E
continuamos a estender x, até obter um caminho continuo x,:[t, — §,t, + a] —»
R™ que satisfaz as desigualdades do lema 2.2.1. em seu dominio e x, vale em
[to, to + a].

[ |

Teorema 2.2.2. Cauchy-Peano. Sejam f:U — R™ uma aplicacdo continua no
aberto U € R™1, (ty,x,) € U um ponto e a,b > 0 tais que Ry, =1, X B, € U.

Entdo existe uma solugcédo do PVI definida no intervalo fechado [t, — a, t, + «],
onde a >0 satisfaz a = min {a, %} com M >0 alguma cota superior para
qualquer de [f(t,x)| no retangulo R, .
Demonstracao: Nas hipéteses do teorema, fixamos § > 0 e, para cada n € N,
tomamos o caminho x, = x,, fornecido pelo lema 2.2.1. se ¢, = % Pelo lema
2.2.1., a sequéncia (x,) em C(I((S),Ra,b) assim obtida satisfaz as duas hipoteses
do Teorema de Ascoli (ver referéncia 4, p. 347), que entdo garante a existéncia
de um caminho continuo x:1(6) » R™ que é o limite uniforme de (x,). Da
convergéncia uniforme x,(s) = x(s) em I(§) e da continuidade uniforme de f no
compacto R, , decorre a convergéncia uniforme de f (s, Xn (s — %)) - f(s, x(s))
em [ty to + a]. Fixado t, <t < t, + a, iSSO nos permite tomar o limite com n -
o de ambos os lados de x,, dai

xn(8) = xo + f;;f (s, Xy, (s - %)) ds,
para obter

x(t) = xq + ftto f(s,x(s)) ds,

0 que significa, como sabemos, que x(t) € uma solucdo do PVI.
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Teorema 2.2.3. Se f(t,x) e a derivada parcial espacial Z—i(t, x) sdo aplicacbes

continuas de (t,x) no aberto U € R™*! entdo, dado qualquer ponto (t,, x,) € U,
existe uma Unica solucao do problema de valor inicial x" = f(t, x), x(ty) = xo,
definida num intervalo aberto (t, — a, t, + @) centrado em t,, para certo

a = a(ty, xy) > 0.

Proposicéo 2.2.1. Se f(t, x) e a derivada parcial espacial Z_i (t,x) sdo aplicacdes

continuas de (t,x) em todo espaco R"*! e se f(t,x) € limitada em todo R™*1,
entdo para cada ponto (ty, x,) € U existe uma Unica solugcdo da equacgdo

diferencial x" = f(¢t, x), x(t,) = x, definida em toda reta R.

Demonstracdo: Como f é limitada, temos que existe M > 0, tal que |f(¢t,x)| <
M, para todo (t,x) € R"*1. Entéo para cada a, b > 0 temos que o retangulo R,
esta contido em R™!. Assim, aplicando o Teorema de Cauchy-Peano, existe
uma solugéo da equacéo diferencial x’ = f(t,x) e x(ty) = xo, onde (ty, xy) € um

ponto qualquer de R™*! definida no intervalo fechado [t, — a, t, + a], onde a =
min {a,%}. Podemos observar que M ndo depende de a nem de b, pois € a

constante que limita a funcdo em todos os pontos do R"*l. Além disso, se

tomarmos a » +o e b » +o0, entdo teremos a¢ - +o. Desta forma,
tg—a—>—oety+a—> -+

ou seja, o intervalo [t, —a,t,+ a] » (—o,+o) =R. Entdo obtemos uma

solucdo de x' = f(t,x) e x(ty) = x, definidaem R. Isto €, R = U[t, — a, t, + a.
[ ]

Portanto, com o exercicio e os teoremas enunciados acima, podemos

definir a existéncia e a unicidade de solu¢des de EDO’s de uma forma global.
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3 Modelo SEIR

O modelo SEIR é um modelo matemético que reproduz a propagacéo de
um virus ao longo do tempo. Nesse modelo a populacéo total, denominada por
N, é dividida em quatro grupos (compartimentos), denotados por S, E, | e R, cuja

nomenclatura esta especificada logo abaixo.

e Suscetiveis — S: Pessoas que podem contrair 0 virus;

e EXxpostos — E: Pessoas que contrairam o virus, mas ndo infectam ainda;

e Infecciosos — I: Pessoas que foram expostas que podem infectar pessoas
suscetiveis;

¢ Removidos — R: Pessoas curadas ou mortas;

Assumimos que todas as variaveis do modelo S, E, I, R sédo funcdes

diferenciaveis com relacao a variavel temporal, que indicaremos por t.

Além disso, nesse modelo a populacéo total N € considerada constante e,

nesse caso, temos a seguinte relagéo:
N=S+E+I|+R.

No fluxograma abaixo, dada uma taxa de transmisséo e infec¢éo entre o0s
grupos, entenderemos melhor o fluxo das relagcdes entre esses grupos no

decorrer do tempo.

Figura 5: Diagrama da populagdo em relagcéo ao tempo

Suscetiveis Expostos Infecciosos Removidos

5‘:7:] 198 AT ATif

Fonte: Autor, 2022.

Para entender o fluxo de individuos entre os grupos com o decorrer do

tempo, iremos definir algumas variaveis, sendo elas

e R, := quantidade de pessoas suscetiveis que um infeccioso infecta,

enquanto permanece infeccioso;
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e AT, = tempo que um individuo fica no compartimento E. Isto €, apds
ATy, dias ele passa de E para I

e AT == tempo que um individuo fica no compartimento /. Isto €, apos
AT;, s dias ele passa de I para R;

° ,B:

Ro
ATinf

guantidade de suscetiveis que um individuo infeccioso infecta,

por unidade de tempo (dia);

e 0= mede a quantidade de individuos que é transferido de E para I

ATinc
por unidade de tempo, por individuo;
1

Y= ATinf

mede a quantidade de individuos que é transferido de E para I

por unidade de tempo, por individuo.

Definidas essas variaveis, podemos mostrar como chegamos as
equacdes que ditam a tramitacao entre 0s grupos com o decorrer do tempo. Dai,
demonstraremos as equacdes de S - E,E — I, - R. Como assumimos que a
populacdo geral N é constante, ndo iremos considerar que um individuo

removido possa ter uma reinfeccao.

Assim, de S — E temos do grupo de Suscetiveis

S(t)
S(t+ At) — S(t) = —pI(t) * N At
S(t+ At) — S(t) S(t)
a - PO
tomando o limite, temos
ds  S(t+Ar) —S(t) L S(t) B S(t)
T A A
Logo,
ds / S(t) "
- =PI+~ (1

Para a populacao de Expostos teremos
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S(t
E(t + At) — E(t) = BI(t)At * I(V) — oE(t)At
entao
E(t +At) — E(t) ()
= BI®) == oE(D)
dai,
dE ) E(t+At)—E(t) S(t) S(t)
7 = Am Ar m BI(t) * ——aE( ) = BI() *— — oE ().
Logo,
L b0+ 22 @
—— * fa—
dt g N TP
Da mesma forma, para a populacédo em Infecciosos temos
I(t + At) — I(t) = gE(t)At — yI(t)At
entao
I(t+At) —I(t
( ) ()=0E(t) —vI(®)
At
dai,
dl ) I(t+At)—I(t)_ ) B
G- i T A T AmeE® @ =eE0 -~y
Logo,
A oE® 1) 3)
ac ¢ VERE)-
Por fim, para a populagdo em Removidos, temos
R(t + At) — R(t) = yI(t)At
entao
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R(t + At) — R(t)

AL =yI(®)
dai,
Z_[f = i, e AA? mLIOM lim yI(6) = yI(®).
Logo,
dR
@ =V @

Portanto, utilizando as equacdes diferenciais 1, 2, 3 e 4, podemos formular

0 seguinte sistema de EDO’s que define o modelo epidémico SEIR:

L i 22

Z—f = BI(t) * Sl(vt) — oE(t)

\dl )
2= E® —vI®

\ (fl—}; = yI(0).

Como assumimos que as fungbes S(t), E(t),I1(t) e R(t) sdo diferenciaveis,
o Teorema de Picard garante que esse sistema possui solucdo local para
qualquer PVI definido a partir dele. Ademais, pela proposicdo 2.2.1, que garante
a existéncia e unicidade de solugcéo do PVI na reta real, temos que o sistema de
EDQO’s que constituem o modelo SEIR admitem solugdo em R ja que suas

funcdes sao diferenciaveis e limitadas (N=S+E+I+R), por hipétese.
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CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivos principais estudar diversos teoremas de
existéncia e unicidade de equacdes diferenciais ordinarias e aplicacdes deles.
Explanamos algumas definicbes de Espacos Métricos, Andlise Real e Analise
Funcional bem como resultados importantes que tiveram suas demonstracdes

expostas com detalhes.

No quesito aplicacdes, o trabalho foi motivado devido aos diversos usos
gue o Modelo SEIR teve para modelar a evolucdo do SARSCOV-2 em diversas

populacdes do mundo.

A construcao do modelo SEIR é um processo que passa por varias areas
de conhecimento. Mostrando dois resultados importantes na parte de
modelagem de EDQO’s para aplicagdes em situagdes epidémicas, que seriam o
Teorema de Banach e o Teorema de Picard. Os dois garantem a existéncia e
unicidade de solug¢des de EDO’s ou para um Sistema de EDO’s, tanto localmente
guanto, em alguns casos, globalmente. O que nos da base para a construcao do

sistema de EDQO’s que compde tal modelo.

O modelo SEIR é uma ferramenta muito Util para se estimar uma curva de
contagio apenas com dados iniciais sobre taxa de transmissao do virus. O que
pode auxiliar na criacdo de politicas publicas que visem administrar a evolucao

dessa curva. Por exemplo, evitando superlotagédo em hospitais.

45



REFERENCIAS

1. AVILA, Geraldo. Anéalise Matematica para Licenciatura. Ed. Edgard
Blicher, 3 ed., 2006.

2. BARROS, Cicero D. Vieira. O Teorema do Ponto Fixo de Banach e
algumas Aplicacdes. Tese de mestrado. ProfMat na Universidade
Federal da Paraiba, 2013. Disponivel em: arquivototal.pdf (ufpb.br).
Acessado em: 17 fev. 2021.

3. BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equac¢®8es Diferenciais
Elementares e Problemas de Valores de Contorno. Ed. LTC, 10 ed.,
2015.

4. DOERING, Claus Ivo; LOPES, Artur Oscar. Equacdes Diferenciais
Ordinérias, IMPA, 6 ed., 2016.

5. ENDO, D. H. Cavamura. Espac¢os Métricos: uma introducédo. Sao
Carlos, 2015. Disponivel em: DanielaEndo.pdf (ufscar.br). Acesso em:
23 fev. 2022.

6. LIMA, Elon Lages. Anélise Real: Fun¢cdes de Uma Variavel, volume 1.
IMPA (Colecdo Matematica Universitaria), 1 ed., 2014.

7. LIMA, Elon Lages. Espacos Métricos. IMPA, 1 ed., 2014.
8. LUCENA, Rafael Nobrega de Oliveira. Mestrado em Matemética —

Equacdes Diferenciais Ordinarias [material de aula]. Matematica, 2021.

Universidade Federal de Alagoas. Disponivel em: Rafael Lucena - Pds-

graduacao (google.com). Acesso em: 20 set. 2020.

9. OLIVEIRA, Isabel Mesquita. Modelos Epidemiolégicos SEIR. Tese de

mestrado. Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto, 2008.

46


https://repositorio.ufpb.br/jspui/bitstream/tede/7531/2/arquivototal.pdf
https://www.dm.ufscar.br/profs/franciscobraun/Arquivo/teses/DanielaEndo.pdf
https://sites.google.com/im.ufal.br/rafaellucena/cursos-ministrados/p%C3%B3s-gradua%C3%A7%C3%A3o?authuser=0
https://sites.google.com/im.ufal.br/rafaellucena/cursos-ministrados/p%C3%B3s-gradua%C3%A7%C3%A3o?authuser=0

Disponivel em: 98626 TESE-371 TM 01 P.pdf (up.pt). Acesso em: 19
mai. 2021.

10.SOTOMAYOR, Jorge. Licdes de Equacdes Diferenciais Ordinarias.
IMPA (Projeto Euclides), 1979.

11.VITORINO, Alfredo; RUGGIERO, M. A. Gomes. Espaco com Produto
Interno: norma e distancia. Unicamp, 2016. Disponivel em: Algebra
Linear e Aplicacdes (unicamp.br). Acesso em: 09 mar. 2022.

47


https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/64154/1/98626_TESE-371_TM_01_P.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~marcia/AlgebraLinear/norma.html
https://www.ime.unicamp.br/~marcia/AlgebraLinear/norma.html

