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lua muda de forma? Por que as conchas guardam o som do mar? Por quê? Por quê?

Por quê?"

Clare Vanderpool, Em Algum Lugar nas Estrelas

Instituto de Física - UFAL



Resumo

No presente trabalho, investigamos as transições de fase em sistemas líquido-cristalinos

que envolvem a fase esmética-C sob efeito de um campo elétrico externo. Inicialmente,

foi realizada uma revisão do modelo teórico de Maier-Saupe, que descreve a transição

nemática-isotrópica, onde determinamos o comportamento do parâmetro de ordem, que

vai à zero de forma abrupta na temperatura de transição. Em seguida, abordamos o

modelo de McMillan, que é uma extensão do modelo de Maier-Saupe, incluindo a transição

esmética-A-nemática em nosso estudo. Com este modelo, determinamos o comportamento

dos parâmetros de ordem em função da temperatura e reproduzimos o diagrama de fases.

Além desses dois conhecidos modelos, incluímos no trabalho uma breve revisão do modelo

desenvolvido por Govind e Madhusudana, que descreve a transição de fase esmética-C -

esmética-A. Este modelo nos motivou a estudar mais a fundo a fase esmética-C, o que nos

fez propor um novo modelo teórico sobre a fase líquido cristalina em questão. Com o nosso

modelo foi possível determinar as propriedades do sistema, o que nos possibilitou uma

análise e descrição mais completa das transições de fase que envolvem a fase esmética-C,

além de utilizar uma quantidade menor de parâmetros descritivos do modelo. Por fim,

analisamos o efeito de um campo elétrico externo nas transições de fase que envolvem

a fase Sm-C, estudando as alterações nas propriedades termodinâmicas e estatísticas do

sistema sob tal efeito.

Palavras-chave: 1. Cristais líquidos. 2. Transição de fase. 3. Fase esmética. 4.

Campo elétrico.
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Abstract

In the present work, we investigate the phase transitions in liquid-crystalline systems

involving the smectic-C phase under the effect of an external electric field. Initially, a

review of the theoretical model of Maier-Saupe, which describes the nematic-isotropic

phase transition was performed, where we determine the behavior of the order parame-

ter, which abruptly goes to zero at the transition temperature. We then approach the

McMillan model, which is an extension of the Maier-Saupe model, including the smecticA-

nematic transition in our study. With this model we determine the behavior of the order

parameters as a function of temperature and reproduce the phases diagrams. In addition,

to these two well-known models, we have included in the work a brief review of the model

developed by Govind and Madhusudana, which describes the smectic-C -smectic-A phase

transition. This model motivated us to further study the smectic-C phase, which made

us propose a new theoretical model on the liquid crystalline phase in question. With

our model, it was possible to determine the properties of the system, which allowed us a

more complete analysis and description of the phase transitions involving the smectic-C

phase, in addition to using a smaller amount of descriptive model parameters. Finally,

we analyze the effect of an external electric field on phase transitions involving the Sm-C

phase, studying the changes in the thermodynamic and statistical properties of the system

under such effect.

Keywords: 1. Liquid crystals. 2. Phase Transitions. 3. Smectic phase. 4. Electric

field.
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1
Introdução aos Cristais Líquidos

No dia a dia é muito comum afirmar que há apenas três estados físicos da matéria:

sólido, líquido e gasoso. Entretanto, muitos compostos orgânicos apresentam propriedades

diferentes, o que nos fez perceber a existência de novas fases da matéria. Essas novas fases

são conhecidas como cristais líquidos, uma vez que apresentam propriedades mecânicas,

óticas e estruturais intermediárias entre as fases líquida isotrópica e sólida cristalina.

Figura 1.1: Representação do grau de ordenamento das fases sólida cristalina, líquido-cristalina
e líquido-isotrópica.

Cristal Cristal líquido Líquido

Temperatura

Fonte: Autora, 2021.

De fato, essas mesofases (do grego mesos morphe: entre fases) [1], apresentam um

grau de ordenamento intermediário entre a ordem orientacional e posicional de longo al-

cance dos sólidos cristalinos e a desordem de longo alcance dos líquidos isotrópicos. Além

disso, compostos que apresentam fases líquido-cristalinas apresentam a fluidez caracterís-

tica dos líquidos isotrópicos e propriedades semelhantes a dos sólidos cristalinos, como a

10



1.1. HISTÓRICO 11

anisotropia na resposta mecânica.

O grau de ordenamento orientacional e posicional é o que classifica as diferentes fases

líquido-cristalinas. Estes diferentes tipos de organizações moleculares podem ser obtidos a

partir da variação da temperatura em substâncias orgânicas, e/ou por meio de variações

na concentração de misturas formadas por compostos anfifílicos em solventes polares ou

apolares. A Figura 1.1 mostra uma representação esquemática do surgimento de uma fase

líquido-cristalina a partir da variação da temperatura.

Ao contrário de outras fases da matéria, as fases líquido-cristalinas respondem com

mudanças estruturais significativas a aplicação de um campo externo, ainda que fraco.

Diferentes partes das moléculas respondem de formas distintas à presença de um campo

externo. Essa anisotropia se manifesta em várias propriedades físicas dos cristais líquidos.

1.1 Histórico

As primeiras observações e descoberta do comportamento líquido-cristalino foram fei-

tas em 1888 pelo físico O. Lehmann e pelo botânico austríaco Friedrich Reinitzer. Reinitzer

estudou diferentes derivados do colesterol e aquecendo as amostras notou um comporta-

mento peculiar: a substância apresentava dois pontos de fusão [2, 3]. Ele observou que, ao

aumentar a temperatura de uma amostra sólida deste composto, ocorria uma transição

para um líquido turvo e viscoso, seguida por outra transição para um líquido transparente

e menos viscoso. Reinitzer então enviou algumas amostras para Lehmann [4], que realizou

um estudo mais profundo do composto. Lehmann é o responsável pela designação de cris-

tal líquido para as fases observadas. A possibilidade de que um único composto poderia

dar origem a mais de uma fase líquido-cristalina surgiu do físico alemão Daniel Vorländer

[5, 6] em 1907, que mostrou que compostos formados por moléculas em formato de bastão

tinham maior probabilidade de apresentar mesofases líquido-cristalinas.

Em 1922, o francês Georges Friedel [7] descreveu as diferentes fases líquido-cristalinas

em seu trabalho, sendo o responsável pela classificação das mesofases líquido-cristalinas

em: nemática, colestérica e esmética. Foram identificadas três fases nemáticas, sendo duas

uniaxiais e uma biaxial, onde é considerada a simetria da molécula. A fase colestérica

possui, basicamente, uma estrutura de planos nemáticos superpostos. A origem desse

nome se deve a maior parte das substâncias derivadas do colesterol apresentarem essa fase

Instituto de Física - UFAL



12 1. INTRODUÇÃO AOS CRISTAIS LÍQUIDOS

líquido-cristalina. Também é possível encontrar referências a esta fase com a nomenclatura

fase nemática quiral. Já a fase esmética, se caracteriza por sua estrutura em camadas

líquidas bidimensionais, que tendem a manter um espaçamento bem definido. Devido a

grande variedade de organizações moleculares no interior das camada esméticas, é possível

verificar a existência de uma diversidade de sub-fases esméticas. Assim, há várias fases

esméticas que diferem umas das outras pelo ordenamento molecular médio no interior

das camadas. A primeira classificação das diferentes fases esméticas foi realizada por D.

Vorlander, em 1929. As três fases esméticas mais conhecidas são: fase esmética-A, fase

esmética-C e fase hexática-B. Neste trabalho será realizada uma discussão apenas sobre

a fase esmética-A e esmética-C.

1.2 Aplicações Tecnológicas

O estudo dos cristais líquidos nos últimos anos cresceu enormemente, se tornando

uma área de pesquisa de grande interesse. Este tipo de material possui importantes apli-

cações tecnológicas baseadas em suas propriedades óticas. Estas aplicações tecnológicas

são comuns em nosso dia-a-dia: rádios, relógios, computadores, calculadoras, telefones ce-

lulares, termômetros. Por outro lado, produtos como sabão, detergentes e cosméticos são

elaborados tendo em vista as propriedades físico-químicas dos cristais líquidos.

A mais comum aplicação são os mostradores ou displays de cristais líquidos-LCDs. A

pesquisa e produção dos LCDs se desenvolveram em uma indústria milionária e, desde

então, muitas descobertas científicas e de engenharia têm sido realizadas. Para a constru-

ção do dispositivo, um cristal líquido nemático é colocado entre duas superfícies tratadas

de tal forma que as moléculas do cristal líquido fiquem paralelamente alinhadas com o

plano do substrato. O alinhamento das camadas próximas aos dois substratos são perpen-

diculares e as moléculas de cristal líquido fazem uma torção de 90° ao longo da célula. No

interior de cada um dos substratos, há uma fina camada de óxido de estranho índio, ou

ITO, que age como um eletrodo transparente. Além disso, dois polarizadores são colocados

fora dos substratos, tal que o eixo transmissivo de cada polarizador é paralelo à direção de

alinhamento das camadas externas. Dessa forma, a luz incidente sobre o display nemático

distorcido é polarizada pelo primeiro polarizador e atravessa a amostra nemática com a

direção de polarização rotacionada em 90°. Consequentemente, a direção de polarização

Instituto de Física - UFAL



1.3. APRESENTAÇÃO GERAL DO TRABALHO 13

da luz torna-se paralela ao eixo transmissivo do segundo polarizador e a luz é transmitida.

Além dos displays, uma outra forma de aplicação baseada nas propriedades eletro-

óticas dos compostos líquido-cristalinos é na medida de temperatura através da proprie-

dade de reflexão seletiva dos cristais líquidos colestéricos. Este tipo de material reflete a

luz com o comprimento de onda igual ao pitch do material. Como essa grandeza varia com

a temperatura, a cor refletida também é dependente da temperatura. Assim, podemos ter

um sensor de temperatura de cristal líquido.

Os cristais líquidos esméticos, por possuírem uma estrutura auto-organizada, no qual

as moléculas em formato de bastão estão arranjadas em camadas, têm impulsionado di-

versas aplicações tecnológicas, especialmente chamando a atenção no campo de eletrônica

orgânica, sendo intensivamente estudados como promissores semicondutores orgânicos.

Estas fases apresentam transporte de carga bidimensional em direções perpendiculares ao

longo do eixo molecular. Uma das grandes vantagens na ultilização dos cristais líquidos

como semicondutor orgânico é a possibilidade de controlar e modificar o seu alinhamento

molecular em relação à superfície. Isso pode ocorrer através de tratamentos térmicos e de

superfície, aplicação de campo elétrico ou magnético e por incidência de luz.

Portanto, o potencial de aplicações tecnológicas dos compostos que apresentam fases

líquido-cristalinas é enorme e tem aumentado cada vez mais com o avanço nas pesquisas

sobre as características das transições de fase.

1.3 Apresentação Geral do Trabalho

No presente trabalho, o objetivo é investigar os aspectos das transições de fase en-

volvendo a fase esmética-C. Para isso, estudamos vários modelos teóricos para transições

de fase, e finalizamos propondo um modelo teórico para descrever a transição de fase

esmética-C -esmética-A.

No capítulo 2, abordamos as propriedades gerais dos cristais líquidos, assim como

a classificação básica dos mesmos. Também faremos uma descrição das fases líquido-

cristalinas de interesse para este trabalho. Por fim, faremos uma breve revisão sobre tran-

sições de fase, e discutiremos sobre as transições de fase em sistemas líquido-cristalinos. No

capítulo 3, realizamos um estudo sobre as teorias de campo médio para os cristais líquidos,

abordando as teorias desenvolvidas por Maier-Saupe, McMillan e Govind-Madhusudana,

Instituto de Física - UFAL



14 1. INTRODUÇÃO AOS CRISTAIS LÍQUIDOS

que descrevem as transições de fase nemática-isotrópica, esmética-A-nemática e esmética-

C -esmética-A, respectivamente.

No capítulo 4, propomos um modelo teórico com uma melhor descrição da transi-

ção de fase esmética-C -esmética-A, onde utilizamos o modelo desenvolvido por Govind-

Madhusudana como base. Mostraremos também neste capítulo todos os diagramas de fase

envolvendo a fase esmética-C que podem ser reproduzidos pelo nosso modelo, abordando

a relação dos parâmetros envolvidos no problema com as propriedades físicas do sistema

e com o comportamento das linhas de transição presentes no diagrama de fases.

No capítulo 5, mostramos os nossos estudos sobre o efeito do campo elétrico nas tran-

sições de fase líquido cristalinas envolvendo a fase esmética-C, onde simulamos um campo

elétrico aplicado perpendicularmente ao plano das camadas esméticas. Este estudo foi

realizado utilizando nosso modelo teórico proposto para a transição de fase em questão,

abordado no capítulo 4. Os resultados são apresentados neste mesmo capítulo 5, onde mos-

tramos gráficos relacionados a diferentes anisotropias. Por fim, dicutiremos brevemente as

conclusões do estudo e perspectivas de possíveis extensões do trabalho aqui apresentado.

Instituto de Física - UFAL



2
Propriedades Fundamentais dos Cristais

Líquidos

A estrutura molecular possui um papel importante na determinação da temperatura

de transição de fase, assim como no estudo das propriedades óticas e eletro-óticas dos

cristais líquidos. Em geral, os materiais líquido-cristalinos possuem vários tipos de es-

trutura molecular. Eles podem ser classificados de acordo com os parâmetros físicos que

controlam a existência das fases líquido-cristalinas. Esses materiais exibem propriedades

líquido-cristalinas como função de diferentes parâmetros físicos e do ambiente em que

estão envoltos.

2.1 Estrutura Molecular e Classificação Básica dos Cris-

tais Líquidos

Os materiais líquido-cristalinos possuem vários tipos de estrutura molecular, onde to-

dos esses compostos possuem anisotropia de forma, e apresentam muitas características

comuns. Os cristais líquidos constituídos por moléculas em formato de bastão são cha-

mados de calamíticos, enquanto os constituídos por moléculas em formado de disco são

chamados de discoides. As moléculas que podem formar cristais líquidos são chamadas

de mesogênicas, e é importante que a molécula mesogênica possua uma parte rígida ao

longo do seu comprimento, mantendo assim uma forma alongada, e consequentemente

produzindo interações que favorecem o seu alinhamento. Além das moléculas calamíti-

cas e discoides, que são as mais conhecidas, temos as moléculas em formato de banana

(ver Figura 2.1), que é um formato mais complicado e que vem sendo bastante estudado

atualmente [8].

Neste trabalho, focamos o nosso estudo em moléculas em formato de bastão, ou seja,

15



16 2. PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS CRISTAIS LÍQUIDOS

Figura 2.1: Compostos líquido cristalinos constituídos por moléculas em formato de bastão,
discoide e banana.

Fonte: B. Senyuk, 2007.

moléculas calamíticas. A estrutura molecular de uma molécula calamítica é mostrada na

Figura 2.2. Aqui, R é chamado de cadeia lateral, que pode ser polar ou apolar. A tem-

peratura de transição de fase e a variedade de mesofases estão diretamente ligadas ao

comprimento e a flexibilidade dessas cadeias. R’ é chamado de grupo terminal, que con-

tribui para anisotropia dielétrica do composto. Por outro lado, X é chamado de cadeia de

ligação, que é responsável por manter a forma alongada da molécula. As moléculas pos-

suem ainda dois ou mais grupos cíclicos, que podem ou não ser aromáticos. Esses grupos

cíclicos determinam as propriedades eletromagnéticas dos compostos líquido-cristalinos.

Figura 2.2: Estrutura química líquido cristalina.

X R'R

Fonte: Autora, 2021.

Os cristais líquidos também podem ser classificados considerando os parâmetros físi-

cos envolvidos na existência das fases líquido-cristalinas. Os cristais líquidos podem ser

divididos em duas classes: liotrópicos e termotrópicos.

Os cristais líquidos liotrópicos são formados por misturas constituídas por dois ou

Instituto de Física - UFAL



2.2. COMPOSTOS LÍQUIDO-CRISTALINOS 17

mais componentes, e são obtidos quando uma concentração apropriada de material é

dissolvida em algum solvente. Esta concentração controla o quão o composto é líquido

cristinalo em adição da temperatura. Uma característica dos liotrópicos é que um de

seus componentes é formado por moléculas anfifílicas (ver figura 2.3). A variável mais

importante para a existência de fases líquido-cristalinas em compostos liotrópicos é a

quantidade ou concentração dos seus componentes, embora variações de temperatura e

pressão também influenciem no surgimento dessas fases [9].

Figura 2.3: Moléculas anfifílicas, característica da classe líquido cristalina liotrópica.

Fonte: Maria S. S. Pereira, 2011.

A segunda classe de cristais líquidos são os termotrópicos, que são formados por mo-

léculas, ou por misturas de moléculas. Estes compostos apresentam mesofases a partir

de variações de temperatura e são o tipo mais comum de cristais líquidos, podendo se

apresentar com uma estrutura formada por moléculas calamíticas, discoides ou bananas.

A forma e a rigidez dos materiais termotrópicos favorecem as interações intermoleculares

anisotrópicas. Os cristais líquidos termotrópicos podem apresentar várias fases líquido-

cristalinas. Cerca de 1% de todas as moléculas orgânicas formam cristais líquidos termo-

trópicos a partir da fase sólida cristalina, antes de eventualmente se transformar em um

líquido isotrópico em mais altas temperaturas [10]. A vasta maioria dos cristais líquidos

termotrópicos são compostos por moléculas em formato de bastão. Seguindo a nomencla-

tura proposta originalmente por Friedel [7], eles são classificados em três tipos: nemáticos,

colestéricos e esméticos.

2.2 Compostos Líquido-Cristalinos

A maioria dos cristais líquidos são compostos derivados do benzeno, e sua estabilidade

química depende muito dos grupos que formam as cadeias de ligação. Os grupos mais

utilizados como cadeias laterais são os grupos alquila (𝐶𝑛𝐻𝑛+1), alkoxy (𝐶𝑛𝐻𝑛+1𝑂) e
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18 2. PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS CRISTAIS LÍQUIDOS

alquenila (𝐶𝑛𝐻𝑛−1). O comprimento l de uma molécula é dado por 𝑙 = 𝑟0 + 2𝜖, onde 𝜖 é o

comprimento da cadeia lateral e do grupo terminal, e 𝑟0 é o comprimento da parte rígida

da molécula.

Figura 2.4: Série n-CB (4-n-alquil-4-n’-ciano-bifenil).

X CCNH2N+1

bifenil

cianoalquila

Fonte: Autora, 2021.

O exemplo mais comum desse tipo de cristal líquido é observado na Figura 2.4, uma sé-

rie homóloga de cianobifenil (n-CB), como mostra a Tabela 2.1. Uma série homóloga é um

conjunto de compostos que possuem a mesma estrutura química, mas que se diferenciam

pelo número de carbonos na cadeira lateral.

n-CB Transições LC fases
1CB Cr - 109∘ C - I 0
2CB Cr - 75∘ C - I 0
3CB Cr - 66∘ C - N - 25, 5∘ C - I 1 - monotrópica
4CB Cr - 48∘ C - N - 16, 5∘ C - I 1 - monotrópica
5CB Cr - 24∘ C - N - 35, 3∘ C - I 1
6CB Cr - 14, 5∘ C - N - 29∘ C - I 1
7CB Cr - 30∘ C - N - 42, 8∘ C - I 1
8CB Cr - 21, 5∘ C - SmA - 33, 5∘ C - N - 40, 5∘ C - I 2
9CB Cr - 42∘ C - SmA - 48∘ C - N - 49,∘ C - I 2
10CB Cr - 44∘ C - SmA- 50, 5∘ C - I 1
11CB Cr - 53∘ C - N - 57, 5∘ C - I 1
12CB Cr - 48∘ C - N - 58, 5∘ C - I 1

Tabela 2.1: Transições de fase da série homóloga cianobifenil.

O número de carbonos na cadeia lateral define o número de fases observadas no com-

posto, bem como contribui para o intervalo de temperatura em que cada fase é observada.

Note que para n = 1, não há fase mesogênica. Entretanto, para 𝑛 ≥ 3, fases líquido-

cristalinas começam a surgir, mostrando que quanto maior o número de carbonos na

cadeia lateral, maior é a quantidade de fases líquido-critalinas que podem ser observadas.
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2.3 Fases Líquido-Cristalinas

Os cristais líquidos são classificados de acordo com seu ordenamento molecular po-

sicional e orientacional, onde as moléculas podem estar orientadas segundo uma direção

preferencial. Os três tipos de fases líquido-cristalinas são: nemática, colestérica e esmética.

Estas fases são associadas aos cristais líquidos termotrópicos, pois a existência de cada

uma delas possui uma dependência com a temperatura. Neste trabalho, discutiremos as

fases líquido-cristalinas nemática e esmética, considerando moléculas calamíticas, ou seja,

moléculas em formato de bastão.

2.3.1 Fase Nemática

A fase nemática apresenta uma ordem orientacional de longo alcance numa escala

macroscópica, onde as moléculas estão orientadas em média segundo uma direção prefe-

rencial, e em média paralelas entre si. No entanto, a ordem posicional é de curto alcance,

fazendo com que amostras nessa fase apresentem fluidez similar a observada em líquidos

isotrópicos. A direção preferencial é representada pelo vetor diretor �⃗�, como podemos ver

na figura 2.5, e é arbitrária no espaço. O ordenamento presente na fase nemática compete

com a desordem provocada pela temperatura, e o surgimento da fase nemática resulta de

um equilíbrio entre as duas tendências de ordenamento.

Figura 2.5: Representação esquemática da fase líquido cristalina nemática.

n

Fonte: Autora, 2021.
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Outra forma de induzir um alinhamento preferencial nesta fase é a partir de aplicação

de campos externos, onde o vetor diretor se alinharia na direção do campo aplicado. Esta

fase exibe uma ordem posicional de curto alcance, são altamente anisotrópicas e suas

propriedades físicas são as mesmas ao longo das direções +�⃗� e −�⃗�. Dessa forma, a fase

nemática é a de mais simples ordenamento entre as fases líquido-cristalinas. No que diz

respeito às propriedades óticas, a fase nemática é uniaxial, possuindo forte birrefrigência.

Os cristais líquidos termotrópicos apresentam duas fases nemáticas uniaxiais: a nemática

uniaxial calamítica, formada por moléculas em formato de bastão, ou a nemática uniaxial

discoide, formada por moléculas em formato de discos. Esta característica vem do fato de

que os materiais que apresentam estas fases possuem as mesmas propriedades ao longo de

qualquer direção perpendicular ao vetor diretor �⃗�.

Adicionando um material oticamente ativo em um sistema na fase nemática, observa-

se uma distorção contínua no vetor diretor. Este tipo de distorção pode ser encontrada em

ésteres de colesterol. Em vista disso, a fase nemática formada por compostos oticamente

ativos é chamada de fase colestérica, que possui uma estrutura de planos nemáticos su-

perpostos (ver figura 2.6). Na fase colestérica, as moléculas também estão numa direção

preferencial, e essa direção vai se modificando de forma contínua de um plano nemático

para outro, formando sua estrutura helicoidal característica, com um passo da hélice ou

pitch P. O pitch é definido como a distância ao longo do eixo helicoidal no qual o vetor

diretor completa uma rotação de 2𝜋 radianos. A estrutura helicoidal da fase colestérica

oferece propriedades óticas interessantes. Uma das propriedades óticas deste tipo de ma-

terial é a reflexão seletiva da luz. Como o passo da hélice é muito sensível às variações

de temperatura, substâncias que apresentam a fase colestérica têm sido utilizadas como

sensores de temperatura. Uma observação interessante, é que alguns autores sugerem que

a melhor nomeclatura para essa fase seria fase nemática quiral.

2.3.2 Fase Esmética

A fase esmética possui uma estrutura molecular em camadas com espaçamento d bem

definido, onde as moléculas possuem uma direção preferencial determinada pelo vetor

diretor �⃗�. A estratificação das moléculas em camadas determina a existência de uma

ordem translacional unidimensional de quase longo alcance na direção perpendicular ao

plano das camadas [11]. Os cristais líquidos esméticos são essencialmente diferentes dos
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Figura 2.6: Representação esquemática da fase líquido cristalina colestérica, onde P representa
o passo da hélice.

P/2

Fonte: Autora, 2021.

nemáticos e exibem uma interação entre a ordem orientacional e posicional das moléculas.

Esta fase possui um ordenamento maior que a fase nemática, ocorrendo em temperaturas

inferiores à fase nemática. Além disso, a fase esmética possui uma viscosidade maior que

a da fase nemática.

As interações entre as camadas são fracas se comparadas com as forças laterais entre

as moléculas. Com isso, as camadas podem deslizar umas sobre as outras facilmente,

explicando assim a fluidez característica desta fase. O arranjo das moléculas no interior das

camadas esméticas pode variar significativamente, caracterizando assim diferentes tipos de

fases esméticas de acordo com o grau de ordenamento nas camadas. A fase esmética pode

ser obtida de duas formas diferentes. Um delas consiste em destruir a ordem translacional

no plano de camadas em sólidos cristalinos, num processo de fusão bidimensional. A

outa forma se trata de induzir termicamente a estratificação das moléculas em camadas,

formando fases menos organizadas, em um processo de umedecimento ou congelamento.

Neste trabalho vamos abordar duas diferentes fases esméticas: a fase esmética-𝐴, e a fase

esmética-𝐶.

• Fase Esmética-𝐴

A fase esmética-𝐴 foi a primeira fase esmética observada, sendo a que apresenta uma

estrutura mais simples (ver figura 2.7). É caracterizada pela não existência de ordem posi-

cional no interior das camadas, pois os centros de gravidade das moléculas não apresentam

Instituto de Física - UFAL



22 2. PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS CRISTAIS LÍQUIDOS

nenhum tipo de ordem no plano, fazendo com que cada camada constitua um líquido bi-

dimensional. As moléculas estão orientadas, em média, com o eixo maior perpendicular

ao plano de camadas. Esta fase possui propriedades óticas semelhantes à fase nemática,

onde as direções +z e -z são equivalentes.

Figura 2.7: Representação esquemática da fase líquido cristalina esmética-𝐴.

d

n

Fonte: Autora, 2021.

A espessura das camadas esméticas depende da estrutura molecular do material. No

caso da fase esmética-𝐴, como as moléculas estão em média alinhadas perpendicularmente

ao plano de camadas, a espessura d é determinada pelo comprimento da parte rígida da

molécula, e pela flexibilidade da cadeia lateral e do grupo terminal. Assim como a fase

nemática, a fase esmética-𝐴 ocorre em materiais que não são oticamente ativos.

• Fase Esmética-𝐶

A fase esmética-𝐶 é estruturada em camadas da mesma forma que a fase esmética-𝐴.

Entretanto, nesta fase as moléculas estão orientadas segundo um ângulo 𝜔 em relação

à normal ao plano de camadas, tendo a orientação representada pelo vetor diretor �⃗�,

conforme mostrado na figura 2.8. Este ângulo é chamado de ângulo de inclinação esmético,

podendo variar entre 0∘ e 45∘, e é dependente da temperatura. De forma geral, quando a

temperatura cresce, este ângulo de inclinação diminui. A nomenclatura ”fase Sm-C ” foi

dada originalmente por Sackmann e Demus [12], baseada nos estudos de miscibilidade e

na observação de texturas. O fato da fase ter uma estrutura inclinada foi reconhecido pela

primeira vez por volta de 1970 [13].
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Figura 2.8: Representação esquemática da fase líquido cristalina esmética-𝐶.

n

d

Fonte: Autora, 2021.

Uma consequência desta inclinação molecular são as propriedade óticas biaxiais que

esta fase exibe, pois o ângulo de inclinação está diretamente acoplado com a espessura da

camada esmética, enquanto que o ângulo azimutal não. Dessa forma, em qualquer tempe-

ratura, as amplitudes das oscilações do ângulo de inclinação em relação ao vetor diretor,

são pequenas em comparação com as oscilações do ângulo azimutal. Como resultado, a

simetria uniaxial sobre a direção molecular média desaparece, e a fase exibe apenas um

plano de simetria. Compostos que exibem a fase esmética-C, geralmente possuem com-

ponentes transversais de momentos de dipolo elétricos. Um exemplo de composto que

apresenta essa fase é o DOBHOP, como mostra a Figura 2.9.

Figura 2.9: Estrutura molecular do composto DOBHOP, que apresenta a fase Sm-𝐶, contendo
um momento de dipolo lateral.

Fonte: Autora, 2021.

O mesmo composto líquido-cristalino pode exiber diferentes fases esméticas em dife-

rentes temperaturas. Em mais altas temperaturas alguns compostos podem apresentar

outras mesofases além da esmética, pois a fase esmética é a que mais se aproxima da fase

sólida cristalina.
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2.4 Transições de Fase em Sistemas Líquido-Cristalinos

A fenomenologia no processo de formação das fases líquido-cristalinas podem exibir

transições de fase com características bastante peculiares. Em vista disso, as transições

de fase envolvendo fases líquido-cristalinas têm sido objeto de estudo extensivo desde o

seu descobrimento. Nesta seção, será feita uma breve introdução sobre transição de fase,

assim como uma descrição de algumas transições envolvendo fases líquido-cristalinas.

2.4.1 Parâmetros de Ordem

Sabemos que a fase nemática tem uma simetria mais baixa que a do líquido isotrópico

em alta temperatura. Assim, chamamos a fase nemática, qualitativamente, de fase mais

ordenada. Para quantificar isso, precisamos definir um parâmetro de ordem que é diferente

de zero na fase nemática, mas que vai à zero, por razões de simetria, na fase líquido

isotrópica. Em alguns sistemas físicos a escolha do parâmetro de ordem é óbvia, como por

exemplo em um ferromagneto, onde o parâmetro de ordem é a magnetização. Já para as

fases líquido cristalinas, a escolha é menos trivial. O grau de ordenamento orientacional nas

fases líquido-cristalinas é uma característica importante e fundamental, e está relacionado

com a simetria de um sistema físico. Este parâmetro representa o quanto a configuração

das moléculas na fase de menor simetria e, portanto, mais ordenada, difere de uma fase

de maior simetria ou seja, menos ordenada. No caso dos cristais líquidos, o parâmetro de

ordem da fase nemática deve ser não nulo por ser uma fase menos simétrica, enquanto

o da fase líquido-isotrópica, por exemplo, deve ser nulo, pois representa uma fase mais

simétrica ou menos ordenada.

As transições de fase envolvendo fases líquido-cristalinas são caracterizadas pela mu-

dança na simetria estrutural. Portanto o parâmetro de ordem é capaz de caracterizar

uma transição de fase, pois existe uma mudança significativa na simetria de cada sis-

tema. Uma transição de fase é caracterizada por mudanças abruptas, fortes flutuações,

e discontinuidades na simetria de um sistema físico, onde esta quebra de simetria pode

ser medida através do parâmetro de ordem. Durante uma transição de fase, a mudança

no valor do parâmetro de ordem pode ocorrer de forma contínua ou descontínua. Dessa

forma, o comportamento deste parâmetro está associado ao tipo de transição que está

ocorrendo.
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Quando a variação do parâmetro de ordem se dá de forma descontínua, dizemos que a

transição de fase é uma transição de primeira ordem. Já quando a mudança no parâmetro

de ordem ocorre de forma contínua, caracterizamos a transição de fase como uma transição

de segunda ordem. Para uma melhor descrição de uma transição de fase é necessário

fazer uma análise da energia livre como função do parâmetro de ordem para diferentes

temperaturas. Em resumo, uma transição de fase de primeira ordem está associada a

uma mudança descontínua no valor do parâmetro de ordem que minimiza a energia livre

associada ao sistema. Da mesma forma, uma transição de fase de segunda ordem está

associada a uma mudança contínua no valor do parâmetro de ordem que minimiza a

energia livre do sistema.

2.4.2 Transição de Fase Nemática-Líquido Isotrópico

Os estudos experimentais sobre a transição de fase nemática-líquido isotrópico (N -

Iso) motram que os parâmetros de ordem diminuem monotonicamente a medida que a

temperatura é aumentada e vão à zero de forma abrubta na temperatura de transição,

caracterizando assim uma transição de fase de primeira ordem. As transições N - Iso são

relativamente fracas termodinamicamente, pois apenas uma ordem orientacional é perdida

na 𝑇𝑁𝐼 e o calor da tramsição é apenas 1 KJ/mol. As teorias mais conhecidas para a fase

nemática e suas transições de fase são os estudos desenvolvidos por Landau e de Gennes

[1], e a teoria de Maier-Saupe [14, 15, 16]. A teoria fenomenológica de Landau e de Gennes

mostra a energia livre de Helmholtz expressa em termos de potências do parâmetro de

ordem. A teoria mais conhecida que descreve a transição de fase nemática-isotrópica é a

teoria de campo molecular desenvolvida por Maier-Saupe. Esse formalismo considera que

cada molécula está sujeita a um campo interno médio que é independente de qualquer

variação local, ou ordenamento de curto alcance.

2.4.3 Transição de Fase Nemática-Esmética-𝐴

A transição de fase esmética-𝐴-nemática (N - Sm-𝐴) envolve a reorganização dos cen-

tros de gravidade das moléculas em planos igualmente espaçados que caracterizam a fase

esmética-𝐴, além da manutenção da ordem orientacional característica da fase nemática.

Para esta transição, portanto, devem ser considerados dois parâmetros de ordem para

representar a ordem orientacional de longo alcance e a ordem translacional unidimensi-

Instituto de Física - UFAL



26 2. PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS CRISTAIS LÍQUIDOS

onal de quase longo alcance. Um dos desafios enfrantados pelos teóricos e experimentais

tem sido determinar a ordem da transição, onde foram observadas transições de fase de

primeira e segunda ordem. Um dos modelos teóricos mais estudados para esta transição

é o modelo proposto por McMillan [17], que é considerado uma elegante descrição para a

fase esmética-𝐴, no qual a transição é estudada a partir do potencial de interação entre

as moléculas.

2.4.4 Transição de Fase Esmética-𝐴-Líquido Isotrópico

Neste tipo de transição é possível investigar a ordem induzida por substratos e outros

efeitos de superfície durante o fenômeno de umedecimento. A transição esmética-𝐴-líquido

isotrópico é de primeira ordem, com um calor latente de 6 kJ /mol [18], e ocorre para

compostos que possuem uma cadeia lateral longa, quando comparada à parte rídiga da

molécula.

2.4.5 Transição de Fase Esmética-𝐶-Esmética-𝐴

A transição de fase esmética-𝐶-esmética-𝐴 (Sm-𝐶-Sm-𝐴) é caracterizada pela inclina-

ção unidimensional das camadas esméticas. Várias técnicas experimentais têm mostrado

que esta transição acontece de forma contínua, ou seja, de segunda ordem. Os dados expe-

rimentais sobre as variações de temperatura do ângulo de inclinação 𝜔 da fase esmética-C

e do calor específico associado a esta transição são frequentemente analisados em com-

paração com a teoria fenomenológica de Landau. Resultados experimentais sugerem uma

mudança na natureza da transição de fase Sm-𝐶-Sm-𝐴 de segunda ordem para primeira

ordem próximo do ponto triplo envolvendo as fases presentes no sistema [19]. Muitos

modelos teóricos foram propostos para descrever esta transição. Entretanto, estas teorias

não levam em conta a inclinação das moléculas na fase esmética-𝐶. Um modelo teórico

que considera a inclinação molecular da fase Sm-𝐶 é o modelo proposto por Govind e

Madhusudana [20], que será abordado no capítulo 3 deste trabalho.
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3
Teoria Molecular para Transições de Fase em

Sistemas Líquido-Cristalinos

Desde a descoberta das fases líquido-cristalinas, várias abordagens teóricas buscaram

compreender a ordem orientacional de longo alcance e propriedades da fase nemática.

Dentre essas, destaca-se a Teoria de Campo Molecular. As teorias moleculares desenvol-

vidas para os cristais líquidos abordam o compartamento físico desses materiais durante

as transições de fase e consequentemente nas proximidades das temperaturas de tran-

sições. Neste capítulo, realizaremos uma revisão da teoria de Maier-Saupe [14, 15, 16]

que descreve a transição de fase nemática-líquido isotrópica (N-Iso), e do modelo de Mc-

Millan [17], que consiste em uma teoria de campo médio que descreve a transição de

fase esmética-𝐴-nemática (Sm-𝐴-N), bem como a teoria de Govind e Madhusudana para

transições envolvendo a fase esmética-C.

3.1 Teoria de Maier-Saupe

A mais conhecida teoria na aproximação de campo médio para as fases líquido-

cristalinas foi proposta por Maier e Saupe [15]. Neste formalismo, cada molécula está

sujeita a um campo interno médio que independe de qualquer variação local ou ordena-

mento de curto alcance. Para melhor entender esse formalismo vamos inicialmente consi-

derar moléculas calamíticas, que são os objetos mais simples a apresentar um comporta-

mento nemático. A orientação média das moléculas é determinada pelo vetor diretor �⃗� ao

longo do eixo preferencial �⃗�, enquanto o vetor unitário �⃗� representa a orientação do eixo

maior de uma dada molécula.
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas utilizado na representação das moléculas líquido-cristalinas.

n

a

x

z

y

φ

θ

Fonte: Autora, 2021.

Podemos representar o vetor �⃗� em função dos ângulos polar 𝜃 e azimutal 𝜑, como

𝑎𝑥 = sin 𝜃 cos𝜑

𝑎𝑦 = sin 𝜃 sin𝜑

𝑎𝑧 = cos 𝜃

O alinhamento das moléculas pode ser representado por uma função de distribuição

𝑓(𝜃, 𝜑)𝑑Ω, que representa a probabilidade de encontrar os bastões em um ângulo sólido

𝑑Ω = sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑.

A primeira tentativa foi caracterizar o alinhamento utilizando um parâmetro de ordem

que seria dado por uma média estatística do momento de dipolo 𝑝 = cos 𝜃. Porém, as

moléculas que dão origem a fase nemática não possuem um momento de dipolo líquido

ao longo da direção preferencial. Além disso, o potencial associado ao momento de dipolo

não possui a centrossimetria típica da fase nemática. Com isso, é necessário recorrer a um

parâmetro de ordem com simetria quadrupolar, fazendo com que o parâmetro de ordem
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da fase nemática seja definido como

𝑠 =

⟨
3

2
cos2 𝜃 − 1

2

⟩
=

∫︁
𝑓(𝜃)

(︂
3

2
cos2 𝜃 − 1

2

)︂
𝑑Ω. (3.1)

Neste modelo teórico, a forma anisotrópica das moléculas é ignorada e as interações dipolo-

dipolo, de longo alcance, são consideradas.

Figura 3.2: Esquema representativo de duas moléculas calamíticas interagindo segundo um
potencial do tipo Maier-Sauper.
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Fonte: Autora, 2021.

Assim, considerando duas moléculas, o potencial de interação é escrito como

𝑉12(𝜃12) = −𝑉0
𝑁

(︂
3

2
cos2 𝜃12 −

1

2

)︂
= −𝑉0

𝑁
𝑃2(cos 𝜃12), (3.2)

onde 𝑉0 é a amplitude de interação, 𝑁 representa o número de moléculas e 𝑃2(cos 𝜃) é o

polinômio de Legendre de grau 2.

Utilizando o teorema da adição para os polinômios de Legendre, temos que

𝑃2 (cos 𝜃12) = 𝑃2 (cos 𝜃1)𝑃2 (cos 𝜃2) + 2
2∑︁

𝑚=−2

𝑃𝑚
2 (cos 𝜃1)𝑃

𝑚
2 (cos 𝜃2) cos [𝑚 (𝜑1 − 𝜑2)] .

(3.3)

Como o sistema possui simetria azimutal, podemos fazer 𝑚 = 0, de forma que o
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teorema da adição para os polinômios de Legendre estabelece que

𝑉12(𝜃1, 𝜃2) = −𝑉0
𝑁
𝑃2(cos 𝜃1)𝑃2(cos 𝜃2). (3.4)

Usando a aproximação de campo médio, a interação total da molécula 1 com todas as

outras moléculas do sistema pode ser escrita como

𝑉1(𝜃1) = 𝑁

[︂
−𝑉0
𝑁
𝑃2(cos 𝜃1) ⟨𝑃2(cos 𝜃2)⟩

]︂
. (3.5)

Assim,

𝑉1(𝜃1) = −𝑉0𝑃2(cos 𝜃1)𝑠, (3.6)

onde 𝑠 =
⟨︀
3
2

cos2 𝜃 − 1
2

⟩︀
é o parâmetro de ordem que descreve o alinhamento médio das

moléculas. Os estados de equilíbrio do sistema são aqueles que minimizam a energia livre

de Helmholtz F, com temperatura e volume constante. Assim, utilizando o potencial de

interação do tipo Maier-Saupe, é preciso determinar a energia livre, que é definida como

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆, (3.7)

onde 𝑈 é a energia interna, 𝑇 é a temperatura e 𝑆 é a entropia.

Considerando um sistema de N partículas, na aproximação de Maier-Saupe, a energia

interna por molécula é definida como

𝑈 =
𝑁

2
𝑉1, (3.8)

onde 𝑉1 é o valor médio do potencial de interação de uma única partícula. Dessa forma,

a energia interna da fase nemática é

𝑈 = −𝑁𝑉0
2

⟨𝑃2(cos 𝜃1)⟩ 𝑠

𝑈 = −𝑁𝑉0𝑠
2

2
. (3.9)

Também, para um sistema com interação, a entropia é definida como 𝑆 = 𝑁
(︁
𝑘𝐵 ln𝑍 + 𝑉1

𝑇

)︁
,
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onde 𝑍 é a função de partição de uma partícula, dada por

𝑍 =

∫︁
𝑒
− 𝑉1

𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃1). (3.10)

Sendo assim, a entropia é, então

𝑆 = 𝑁𝑘𝐵

[︂
ln

∫︁ 1

0

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃1) −

𝑉0𝑠
2

𝑘𝐵𝑇

]︂
. (3.11)

Tendo a energia interna e a entropia do sistema, podemos escrever a energia livre de

Helmholtz como

𝐹 =
𝑁𝑉0𝑠

2

2
−𝑁𝑘𝐵𝑇 ln

∫︁ 1

0

𝑒
−𝑉1
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃1). (3.12)

O valor de 𝑠 que minimiza a energia livre de Helmholtz é dada pela condição de equilíbrio
𝜕𝐹
𝜕𝑠

= 0.

Portanto, o parâmetro de ordem da fase nemática é

𝑠 =

∫︀ 1

0
𝑃2(cos 𝜃12)𝑒

−𝑉1
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃1)

∫︀ 1

0
𝑒

−𝑉1
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃1)

. (3.13)

Esta equação é dita autoconsistente, e a mesma minimiza a energia livre de Helmholtz,

pois o potencial de interação 𝑉1 depende do próprio parâmetro de ordem 𝑠.

Figura 3.3: Variação da energia livre de Helmholtz com o parâmetro de ordem 𝑠 para diferentes
valores de temperatura.
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Fonte: Autora, 2021.
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A figura 3.3 mostra que o mínimo na energia livre ocorre no valor de 𝑠 que satis-

faz a relação de autoconsistência. Seja 𝑇𝑁𝐼 a temperatura de transição nemática-líquido

isotrópica, (N-Iso), temos que para

• 𝑇 < 𝑇𝑁𝐼 : o mínimo corresponde à fase ordenada (fase nemática), onde 𝑠 ̸= 0;

• 𝑇 = 𝑇𝑁𝐼 : há dois mínimos: um em 𝑠 = 0 e outro em 𝑠 ̸= 0. No entanto, estes

mínimos ocorrem à mesma energia, de forma que há uma coexistência de fases.

Nesta temperatura ocorre uma transição de fase de primeira ordem, onde ocorre

uma mudança abrupta no valor do parâmetro de ordem;

• 𝑇 > 𝑇𝑁𝐼 : o mínimo absoluto corresponde à fase isotrópica, onde 𝑠 = 0.

Na figura 3.4, podemos ver o comportamento do parâmetro de ordem, constatando que

a mudança em seu valor ocorre de forma abrupta na temperatura de transição, caracteri-

zando de fato uma transição de fase de primeira ordem. Este tipo de tranisção representa

a coexistência das fases nemáticas e líquido isotrópica em 𝑇 = 𝑇𝑁𝐼 .

Figura 3.4: Variação do parâmetro de ordem 𝑠 com a temperatura.
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Fonte: Autora, 2021.

Segundo o modelo de Maier-Saupe, o parâmetro de ordem apresenta o valor 𝑠𝑐 = 0, 44

na transição. Este valor é muito próximo do valor observado experimentalmente nas tran-

sições N-Iso [1], o que demonstra como o modelo de Maier-Saupe descreve bem este tipo
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de transição. Entretanto, esta teoria não é capaz de reproduzir outros tipos de transições

envolvendo a fase nemática. Um dos principais aspectos desfavoráveis dessa teoria reside

no fato de não se considerar a anisotropia de forma das moléculas, além das discrepâncias

entre valores teóricos e experimentais do calor específico e da compressibilidade térmica.

Esse último aspecto se deve ao fato de que em teorias de campo médio não são conside-

rados efeitos de ordem de curto alcance. Na próxima sessão será abordada outro tipo de

transição de fase, envolvendo a fase esmética-𝐴.

3.2 Modelo de McMillan

Com o intuito de investigar como as interações entre moléculas calamíticas podem

induzir a formação de camadas esméticas, vários modelos teóricos foram propostos. De

forma geral, esses modelos mostram que as interações de curto alcance favorecem a mo-

dulação na densidade da amostra, o que é uma característica da fase esmética. Dentro

desse contexto, o modelo teório de McMillan [17] é uma extensão bem sucedida da teoria

de Maier-Saupe.

Neste modelo é considerado um potencial de interação de curto alcance entre duas

moléculas calamíticas, onde este potencial depende da posição e da orientação relativa

entre as moléculas (ver figura 3.5).

A parte anisotrópica do potencial de interação entre as moléculas é dada por

𝑉12(𝑟12, 𝜃12) = −
(︃

𝑉0

𝑁𝑟30𝜋
3
2

)︃
𝑒
−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

𝑃2(cos 𝜃12), (3.14)

onde 𝑟0 representa o comprimento da parte rígida da molécula, 𝑟12 é a distância entre

as moléculas, N é o número de partículas por unidade de volume, 𝜃12 é o ângulo entre

os eixos moleculares principais, 𝑉0 é a amplitude de interação e 𝑃2(cos 𝜃12) é o polinômio

de Legendre. Como não há momento de dipolo na molécula, podemos usar o teorema da

adição para os polinômios de Legendre,

𝑃𝑛(cos 𝜃12) = 𝑃𝑛(cos 𝜃1)𝑃𝑛(cos 𝜃2) + 2
𝑛∑︁

𝑚=1

(𝑛−𝑚)!

(𝑛+𝑚)!
𝑃𝑚
𝑛 (cos 𝜃1)𝑃

𝑚
𝑛 (cos 𝜃2) cos[𝑚(𝜑1−𝜑2)].

(3.15)

Como o nosso sistema possui simetria azimutal, temos que 𝑃2(cos 𝜃12) ≈ 𝑃2(cos 𝜃1)𝑃2(cos 𝜃2).
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Figura 3.5: Esquema representativo da interação entre duas moléculas calamíticas.
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Fonte: Autora, 2021.

Logo,

𝑉12(𝑟12, 𝜃12) = − 𝑉0

𝑁𝑟30𝜋
3
2

𝑒
−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

𝑃2(cos 𝜃1)𝑃2(cos 𝜃2). (3.16)

Na aproximação de campo médio, o potencial experimentado pela partícula 1 é dado por

𝑉1(𝑟1, 𝜃1) =
𝑁0

∫︀
𝑑3 𝑟2

∫︀
𝑑Ω2 𝑉12(𝑟12, 𝜃1, 𝜃2) 𝑒

−𝑉12(𝑟12,𝜃1,𝜃2)
𝐾𝐵𝑇

∫︀
𝑑3 𝑟2

∫︀
𝑑Ω2 𝑒

−𝑉12(𝑟12,𝜃1,𝜃2)
𝐾𝐵𝑇

, (3.17)

Onde,
∫︀
𝑑3 𝑟2 representa a soma sobre todo o volume ocupado pela partícula 2, e

∫︀
𝑑Ω2 =

∫︀
2𝜋 sin 𝜃2𝑑𝜃2 representa a soma sobre todas as possíveis orientações da partícula 2. Dessa

forma, encontramos

𝑉1(𝑟1, 𝜃1) =
𝑁0

∫︀
𝑑3 𝑟2

−𝑉0

𝑁𝑟30𝜋
3
2
𝑒
−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

𝑃2(cos 𝜃1)
∫︀
𝑃2(cos 𝜃2) 𝑒

− 𝑉12
𝐾𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)

∫︀
𝑑3 𝑟2

∫︀
𝑒
− 𝑉12

𝐾𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)
. (3.18)

Com um pouco de álgebra, obtemos

𝑉1(𝑟1, 𝜃1) =
−𝑉0
𝑟30𝜋

3
2

𝑃2(cos 𝜃1) 𝑠

∫︁
𝑑3 𝑟2 𝑒

−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

. (3.19)
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Na fase esmética, as molécula estão estratificadas em camadas, de forma que no plano

𝑥− 𝑦, temos −∞ < 𝑥 < ∞ e −∞ < 𝑦 < ∞. Porém, −𝑙
2
≤ 𝑧 ≤ 𝑙

2
ou −𝑛𝑑 < 𝑧 < 𝑛𝑑, onde

d representa o espaçamento entre as camadas, e n = 0,1,2... Logo,

∫︁
𝑑3 𝑟2 =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥2

∫︁ −∞

∞
𝑑𝑦2 𝑑

∞∑︁

𝑛=1

𝑒
−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

. (3.20)

Assim,

𝑉 (𝑟, 𝜃) =
−𝑉0
𝑟30𝜋

3
2

𝑃2(cos 𝜃) 𝑠

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑦2 𝑑

∞∑︁

𝑛=1

𝑒
−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

. (3.21)

Mas, temos que

𝑒
−
(︁

𝑟12
𝑟0

)︁2

= 𝑒
−
(︁

𝑥2−𝑥1
𝑟0

)︁2

𝑒
−
(︁

𝑦2−𝑦1
𝑟0

)︁2

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧1
𝑟0

)︁2

. (3.22)

De maneira que encontramos

𝑉 (𝑟, 𝜃) =
−𝑉0𝑑
𝑟30𝜋

3
2

𝑃2(cos 𝜃) 𝑠

∫︁ ∞

−∞
𝑒
−
(︁

𝑥2−𝑥1
𝑟0

)︁2

𝑑𝑥2

∫︁ ∞

−∞
𝑒
−
(︁

𝑦2−𝑦1
𝑟0

)︁2

𝑑𝑦2
∑︁

𝑧2

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧1
𝑟0

)︁2

=
−𝑉0𝑑
𝑟30𝜋

3
2

𝑃2(cos 𝜃) 𝑠(𝑟0𝜋
1
2 )(𝑟0𝜋

1
2 )
∑︁

𝑧2

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧1
𝑟0

)︁2

. (3.23)

Simplificando a equação obtemos que

𝑉 (𝑧, 𝜃) =
−𝑉0 𝑑
𝑟0𝜋

1
2

𝑃2(cos 𝜃) 𝑠
∑︁

𝑧2

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

. (3.24)

Ao expandir o termo exponencial em série de Fourier, encontramos

𝑎0 =
1

𝑑

∫︁ ∞

0

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

𝑑𝑧2 =
1

𝑑

√︁
𝜋𝑟20 =

𝑟0
𝑑

√
𝜋. (3.25)

𝑎𝑛 =
2

𝑑

∫︁ ∞

0

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

cos

(︂
2𝑛𝜋𝑧2
𝑑

)︂
𝑑𝑧2

=
2

𝑑

∫︁ 𝑑

0

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

cos

(︂
2𝑛𝜋𝑧2
𝑑

)︂
𝑑𝑧2 +

2

𝑑

∫︁ ∞

𝑑

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

cos

(︂
2𝑛𝜋𝑧2
𝑑

)︂
𝑑𝑧2

=
2

𝑑

∫︁ 𝑑

0

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

cos

(︂
2𝑛𝜋𝑧2
𝑑

)︂
𝑑𝑧2 =

2

𝑑

√
𝜋 𝑟0 𝑒

−(𝜋𝑟0
𝑑 )

2

. (3.26)

Note que o termo exponencial vai à zero muito rapidamente. Logo, foi possível restringir
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o limite superior da integração à d. E,

𝑏𝑛 =
2

𝑑

∫︁ ∞

0

𝑒
−
(︁

𝑧2−𝑧
𝑟0

)︁2

sin

(︂
2𝑛𝜋𝑧2
𝑑

)︂
𝑑𝑧2 = 0. (3.27)

Mantendo apenas o primeiro termo da série, encontramos

𝑉 (𝑧, 𝜃) =
−𝑉0 𝑑
𝑟0𝜋

1
2

[︂
𝑟0
√
𝜋

𝑑
+

2

𝑑

√
𝜋 𝑟0 𝑒

−(𝜋𝑟0
𝑑 )

2

cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑠𝑃2 (cos 𝜃) , (3.28)

𝑉 (𝑧, 𝜃) = −𝑉0
[︂
𝑠+ 2𝑒−(𝜋𝑟0

𝑑 )
2

𝑠 cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑃2 (cos 𝜃) . (3.29)

Vamos definir 𝛼 = 2𝑒−(𝜋𝑟0
𝑑 )

2

, que é um parâmetro adimensional que varia entre 0 e 2, e

está relacionado com a formação das camadas esméticas. Com isso, obtemos

𝑉 (𝑧, 𝜃) = −𝑉0
[︂
𝑠+ 𝛼𝑠 cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑃2 (cos 𝜃) . (3.30)

Note que

⟨𝑉 (𝑧, 𝜃)⟩ = −𝑉0
[︂
𝑠2 + 𝛼𝑠

⟨
cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂
𝑃2 (cos 𝜃)

⟩]︂
. (3.31)

Se definirmos que 𝜎 =
⟨︀
𝑃2 (cos 𝜃) cos

(︀
2𝜋𝑧
𝑑

)︀⟩︀
, o valor médio de 𝑉 (𝑧, 𝜃) deveria ser ⟨𝑉 ⟩ =

−𝑉0 [𝑠2 + 𝛼𝜎2]. Para que isso ocorra, temos que modificar o potencial, de forma que o

potencial de McMillan é expresso na forma

𝑉 (𝑧, 𝜃) = −𝑉0
[︂
𝑠+ 𝛼𝜎 cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑃2 (cos 𝜃) . (3.32)

Aqui, s é o parâmetro de ordem da fase nemática e 𝜎 é o parâmetro de ordem da fase

esmética-𝐴. Os parâmetros de ordem são definidos a partir da média estatística sobre uma

função de distribuição, e são dados por

𝑠 =

⟨(︂
3 cos2 𝜃 − 1

2

)︂⟩
, (3.33)

𝜎 =

⟨(︂
3 cos2 𝜃 − 1

2

)︂
cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂⟩
, (3.34)
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no qual a média estatística de uma função ⟨𝐴(𝑧, cos 𝜃)⟩ é obtida por

⟨𝐴(𝑧, cos 𝜃)⟩ =

∫︀ 𝑑

0
𝑑𝑧
∫︀ 1

0
𝑑(cos 𝜃)𝐴(𝑧, cos 𝜃)𝑒

− 𝑉
𝑘𝐵𝑇

∫︀ 𝑑

0
𝑑𝑧
∫︀ 1

0
𝑑(cos 𝜃)𝑒

− 𝑉
𝑘𝐵𝑇

. (3.35)

As equações dos parâmetros de ordem são consideradas autoconsistentes pelo fato do

potencial efetivo depender de s e 𝜎. O parâmetro de ordem s, introduzido na teoria de

Maier-Saupe, representa o ordenamento orientacional, já o parâmetro de ordem 𝜎 repre-

senta a amplitude da onda de densidade, característica da fase esmética. Estas equações

possuem três tipos de soluções que podem ser encontradas numericamente. As possíveis

soluções são

• se 𝑠 = 𝜎 = 0 → correspondente à fase isotrópica;

• se 𝑠 ̸= 0 e 𝜎 = 0 → correspondente à fase nemática;

• se 𝑠 ̸= 0 e 𝜎 ̸= 0 → correspondente à fase esmética-𝐴.

Para determinar qual fase se estabiliza em uma dada temperatura, devemos encontrar os

estados de equilíbrio do sistema minimizando a energia livre de Helmholtz a partir das

relações de autoconsistência. A energia livre de Helmholtz é dada por

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆, (3.36)

onde a energia interna U é escrita como

𝑈 = −𝑁𝑉0
2

(︀
𝑠2 + 𝛼𝜎2

)︀
, (3.37)

e a entropia S do sistema é definida por

𝑆 = 𝑁𝑘𝐵 ln
1

𝑑

∫︁ 𝑑

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃) − 𝑁𝑉0

𝑇

(︀
𝑠2 + 𝛼𝜎2

)︀
, (3.38)

de tal forma que a energia livre de Helmholtz é escrita como

𝐹 =
𝑁𝑉0

2

(︀
𝑠2 + 𝛼𝜎2

)︀
−𝑁𝑘𝐵𝑇 ln

1

𝑑

∫︁ 𝑑

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃). (3.39)

Os dois parâmetros que caracterizam o material são 𝑉0, que determina a temperatura de
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transição nemática-líquido isotrópica, e 𝛼, que representa o comprimento da cadeia lateral

em relação ao comprimento da parte rígida.

A energia associada ao parâmetro de ordem esmético-𝐴 tende a aumentar se 𝛼 (e

consequentemente 𝑑) é grande (ver figura 3.6). Assim, podemos dizer que 𝛼 cresce com

o comprimento da cadeia alquila. Na figura 3.6, fixando o parâmetro 𝛼 de McMillan em

0.85, podemos notar que para uma temperatura menor que a temperatura de transição

𝑇𝐴𝑁 o mínimo na energia é bem acentuado, caracterizando a fase esmética-𝐴. Já para

uma temperatura igual ou menor que a temperatura de transição temos que o mínimo na

energia é em zero, representando a fase nemática.

Figura 3.6: Variação da energia livre de Helmholtz com o parâmetro de ordem 𝜎 para diferentes
valores de temperatura.
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Fonte: Autora, 2021.

Na figura 3.7 (a) é possível observar os resultados obtidos considerando 𝛼 = 0.60, onde

podemos notar uma transição de fase nemática-líquido isotrópica de primeira ordem, pois

ocorre uma mudança abrupta no valor do parâmetro de ordem nemático na temperatura

de transição. Já o parâmetro de ordem da fase esmética-𝐴 vai à zero de forma contínua,

caracterizando uma transição de fase de segunda ordem.

Para 𝛼 = 0.85, na figura 3.7 (b), já é possível notar uma transição esmética-𝐴-nemática

de primeira ordem, onde o parâmetro de ordem 𝜎 vai à zero abruptamente, e um aumento

na temperatura de transição Sm-𝐴-N, fazendo com que ocorra uma certa diminuição na

faixa de existência da fase nemática. A transição de fase N-Iso ocorre ainda de forma
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Figura 3.7: Variação dos parâmetros de ordem 𝑠 e 𝜎 com a temperatura para diferentes valores
de 𝛼. Na figura (a) temos a variação dos parâmetros de ordem para 𝛼 = 0.60, em (b) temos
𝛼 = 0.85, em (c) temos 𝛼 = 0.95 e em (d) temos 𝛼 = 1.10.
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descontínua, sendo dita de primeira ordem. Ainda podemos comparar estas observações

com os resultados obtidos para a variação da energia livre de Helmholtz em função do

parâmetro de ordem a partir da figura 3.6, onde é possível ver que de fato ocorre uma

transição de fase esmética-𝐴-nemática de primeira ordem, já que a faixa de ocorrência da

fase nemática continua existindo, ainda que pequena.

Aumentando ainda mais o valor do parâmetro 𝛼 é possível notar que a faixa no gráfico

representando a fase nemática vai diminuindo à medida que o valor de 𝛼 vai crescendo.

Em vista disso, na figura 3.7 (c) podemos observar a fase nemática sendo suprimida para

𝛼 = 0.95. As transições de fase N-Iso e Sm-𝐴-N são consideradas de primeira ordem para

este valor do parâmetro, já que ocorrem de forma descontínua.

Com este modelo também é possível observar uma transição de fase esmética-𝐴-líquido

isotrópica, que ocorre de forma descontínua, onde temos a fase nemática completamente
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suprimida para 𝛼 = 1.10, como mostra a figura 3.7 (d).

Podemos fazer outro tipo de análise atravez do diagrama de fases. Na figura 3.8 é pos-

sível observar o diagrama de fases obtido a partir do modelo de McMillan. Para 𝛼 < 0.70

o modelo nos indica uma transição de fase Sm-𝐴-N de segunda ordem (linha tracejada).

Por outro lado, para 𝛼 > 0.70 observamos uma transição de fase esmética-𝐴-nemática de

primeira ordem (linha sólida). Sendo assim, o valor 𝛼 = 0.70 representa um ponto tricrí-

tico, onde uma linha de transição de segunda ordem encontra uma linha de transição de

primeira ordem. Além disso, para 0.70 < 𝛼 < 0.98 ocorre uma transição de fase esmética-

𝐴-nemática seguida por uma nemática-liquido isotrópica, ambas de primeira ordem. Por

fim, para 𝛼 = 0.98 temos uma transição de fase esmética-𝐴-líquido isotrópica de primeira

ordem, de tal forma que a fase nemática é completamente suprimida. Dessa forma, temos

que 𝛼 = 0.98 indica o ponto triplo do sistema, representando a coexistência das três fases

envolvidas.

Figura 3.8: Diagrama de fases para a transição de fase Sm-𝐴-N-Iso.
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Entretanto, o modelo de McMillan não é capaz de reproduzir a transição de fase

esmética-𝐶-esmética-𝐴, pois não inclui a inclinação característica da fase esmética-𝐶 no

parâmetro do modelo. A origem da inclinação molecular dos cristais líquidos que se en-

contram na fase esmética-𝐶 tem sido objeto de muita discussão. Vários modelos teóricos

foram propostos para descrever a transição de fase esmética-𝐶-esmética-𝐴 levando em

conta a inclinação das moléculas nesta fase. No próximo capítulo esta transição de fase
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será abordada com mais detalhes.

3.3 Modelo de Govind-Madhusudana

Os compostos orgânicos que apresentam a fase esmética-C são feitos de moléculas

em formato de bastão que possuem um momento de dipolo lateral. O Modelo desen-

volvido por Govind e Madhusudana [20] descreve as transições de fase que envolvem a

fase esmética-C. Eles argumentam que uma teoria molecular adequada para a fase Sm-C

deve incluir a biaxialidade intrínseca desta fase. Além disso, assumem que a inclinação

molecular característica desta fase é consequência das componentes dipolares laterais dos

compostos, e que o potencial molecular utilizado deve ser derivado do mecanismo de

inclinação proposto.

3.3.1 Origem dipolar da inclinação

Enquanto as moléculas vizinhas em uma camada esmética giram livremente em torno

de seus eixos maiores em uma direção média preferencial, os dipolos laterais se enfrentam

em uma estreita proximidade. Isso contribui para uma grande energia repulsiva, especi-

almente quando os centros moleculares estão na mesma coordenada z’. Na configuração

mostrada na Figura 3.9(b), a interação dipolar é atrativa. Se os dipolos estiverem no eixo

maior molecular, a energia média seria zero quando ambas as moléculas girassem livre-

mente em torno de seus eixos maiores. Como os dipolos estão fora do eixo, sua separação

é mais curta na configuração mostrada na Figura 3.9(a). E, os dipolos serão antipararelos

também quando estão mais distantes (Figura 3.9(c)), mas a energia repulsiva correspon-

dente é bastante pequena. A contribuição líquida da energia repulsiva é mais do que a

energia atrativa quando calculada a média das rotações moleculares. Na fase esmética-C,

o ângulo de inclinação em relação ao plano normal das camadas é equivalente às molé-

culas vizinhas com um deslocamento dz’ no plano de inclinação. Govind e Madhusudana

levaram em conta os seguintes fatos para o desenvolvimento do modelo: As moléculas

possuem formato de bastões cilíndricos com dipolo lateral fora do eixo, e podem rotacio-

nar livremente ao longo do eixo maior molecular; as moléculas se inclinam apenas em um

plano, e o deslocamento é zero em plano ortogonal ao plano de inclinação; e, as molécu-

las experimentam um potencial atrativo devido a interação de dispersão entre os núcleos
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Figura 3.9: Proposta de mecanismo dipolar, fora do eixo de inclinação das camadas esméticas.
A energia repulsiva da configuração antiparalela dos dipolos como mostrado em (a) é muito maior
que a energia atrativa da configuração paralela, (b), ou a energia repulsiva na configuração (c),
resultando em um deslocamento relativo das moléculas, (d).

Fonte: A.S. Govind and N.V. Madhusudana, 2002.

aromáticos.

As moléculas estão aleatoriamente distribuídas dentro das camadas no plano x-y, assim

como na fase líquido cristalina Sm-A. Na fase esmética-C, foi assumido que a direção de

inclinação seria a mesma para todas as camadas esméticas. A Figura 3.10 descreve a

orientação molecular do sistema. A relação entre os ângulos 𝜃𝑙, 𝜑𝑙 e 𝜓𝑙 é dada por

cos𝜓𝑙 = cos 𝜃𝑙 cos𝜔 + sin 𝜃𝑙 sin𝜔 cos𝜑𝑙 (3.40)

Estudos experimentais [21] indicam que a estabilidade da fase esmética-C depende for-

temente da estrutura molecular. Em geral, moléculas com dipolos mais fortes levam a

ângulos de inclinação maiores, e a adição de um dipolo terminal aumenta a estabilidade

da fase Sm-C. É possível observar que as tendências teóricas estão de acordo com as

observações experimentais, e a suposição de que a inclinação é consequência dos dipolos
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Figura 3.10: Diagrama mostrando o sistema de coordenadas cartesianas, com o eixo z ao longo
da normal. Onde, 𝜔 é o ângulo entre �⃗� e o vetor diretor. O plano x-z é escolhido como o plano
de inclinação e contém o vetor diretor. O vetor �⃗� é a projeção do vetor diretor no eixo x. 𝜃 é o
ângulo polar, 𝜑 é o ângulo azimutal e 𝜓 é o ângulo entre o eixo maior molecular e o vetor diretor.

Fonte: A.S. Govind and N.V. Madhusudana, 2002.

laterais fora do eixo parece ser razoável.

3.3.2 Teoria de Campo Médio

A partir da fenomenologia experimental, Govind e Madhusudana propuseram um po-

tencial de inclinação de partícula única considerando os seguintes fatos [20]:

• A inclinação molecular é relevante apenas na presença de um ordenamento dentro

das camadas. Como o sinal do relevante parâmetro de ordem 𝜏 depende apenas

da escolha da origem, por simetria, o potencial de inclinação deve depender de 𝜏 2.

Então, 𝑈𝐶 ∝ 𝜏 2.

• A força e o número de mínimos no potencial de inclinação dependem da estru-

tura molecular detalhada. Assim, temos 𝑈𝐶(𝜃𝑖) ∝ −∑︀𝑛 𝛽𝑛 sin 2𝑛𝜃𝑖, onde 𝛽𝑛 deve

depender da força e do arranjo geométrico dos dipolos.

• Os cálculos foram feitos para moléculas com ordenamento perfeito (S = 1 ). Mas na
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realidade, 𝑆 ̸= 1 e, portanto, os ângulos 𝜃 e 𝜑 variam de acordo com uma função

de distribuição apropriada. Portanto, U é acoplado à S. Entretanto, o acoplamento

direto de 𝑈𝐶 com S não é considerado.

• O potencial de inclinação depende de 𝜑, pois a fase Sm-C é biaxial. Então, 𝑈𝐶(𝜑𝑖) ∝
cos𝜑𝑖.

• Assim como em qualquer teoria de campo médio, o potencial de partícula única de-

pende da extensão do ordenamento relevante no meio. Considerando 𝜂 o parâmetro

de ordem da fase Sm-C, escrevemos 𝑈𝐶 ∝ 𝜂.

Nestas condições, o potencial de inclinação de partícula única que é consistente com a

simetria biaxial é escrito como,

𝑈𝐶(𝜃𝑖, 𝜑𝑖) ∝ −
∑︁

𝑛

𝛽𝑛𝜏
2𝜂2 sin 2𝑛𝜃𝑖 cos𝜑𝑖, (3.41)

Onde, 𝜏 =< cos(2𝜋𝑧/𝑑) > é o parâmetro de ordem translacional com z sendo a posição

do centro da molécula ao longo do eixo normal ao plano de camadas, �⃗�, e d o espaçamento

entre as camadas, o parâmetro de ordem da fase esmética-C 𝜂𝑛 =< sin 2𝑛𝜃 cos𝜑 >, com

𝜃𝑖 e 𝜑𝑖 o ângulo polar a azimutal do eixo maior da i-ésima molécula em relação ao eixo

de coordenadas. Por simplicidade, os cálculos foram restringidos à n = 1.

O potencial de camadas considerado é o potencial de McMillan, onde Govind e Madhu-

sudana utilizaram sua forma desacoplada, que é escrita como

𝑈𝑀(𝜓𝑖, 𝑧𝑖) = −𝑈0[1 + 𝛼𝜏𝜂 cos(2𝜋𝑧𝑖/𝑑)]𝑆(3 cos2 𝜓𝑖 − 1)/2, (3.42)

Onde, o parâmetro de ordem nemático é 𝑆 =< 3 cos2 𝜓 − 1 > /2, e 𝛼 é o parâmetro de

McMillan que está relacionado a formação das camadas esméticas.

3.3.3 Contribuição de Volume Excluído

Para demonstrar o efeito de inclinação sobre a contração das camadas esméticas e a

geração de um volume excluído, Govind e Madhusudana consideraram cilindros circulares

alongados. Quando os cilindros estão na camada Sm-A com os seus eixos maiores mole-

culares ao longo da normal ao plano de camadas, a área excluída é 𝐴𝐴 = 4𝜋𝑅2, onde R é
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o raio da sessão transversal dos cilindros. Quando os eixos dos cilindros estão inclinados

em um pequeno ângulo 𝜔 em relação à normal ao plano de camadas, como na fase Sm-C,

a área excluída é aumentada para

𝐴𝐶 = 4𝜋𝑅2/ cos𝜔 = 4𝜋𝑅2(1 − sin2 𝜔)−1/2 ≈ 𝐴𝐴[1 + (sin2 𝜔)/2] (3.43)

Aqui, as maiores potências de sin𝜔 são ignoradas. Então, o aumento na área excluída

pode ser escrita como ∆𝐴 ∝ sin2 𝜔. O aumento na energia livre devido as fortes interações

intermoleculares é proporcional aos efeitos do volume excluído para elipsóides, por isso,

desprezando as maiores potências de sin𝜔, a contribuição da interação intermolecular

para a energia livre pode ser escrita como 𝛿𝐹hr = 𝐴(𝑆)𝜏 2 sin2 𝜔, onde 𝐴(𝑆) > 0 é uma

função da ordem orientacional, e possui dimensão de energia. Goossens [22] calculou 𝐴(𝑆)

para elipsóides de diferentes excentricidades assumindo 𝑆 = 0.7. Utilizando as equações

usadas por Goossens é possível mostrar que o valor de 𝐴(𝑆) muda apenas 50% quando

𝑆 aumenta de 0.7 à 0.8 para 𝑎/𝑏 = 2. Dessa forma, a dependência de 𝐴(𝑆) com 𝑆 é

ignorada, e escrevemos 𝛿𝐹ℎ𝑟 = 𝛾𝐾𝐵𝑇𝜏
2 sin2 𝜔, onde 𝛾 > 0 é um parâmetro dependente

das dimensões do elipsóide. Govind e Madhusudana adotaram a técnica desenvolvida

por Katriel e Kventsel [23] para propor uma teoria de campo médio para a fase líquido

cristalina Sm-C.

3.3.4 Energia Livre de Helmholtz e os Parâmetros de Ordem

Usando os potenciais de partícula única 𝑈𝐶 e 𝑈𝑀 descritos anteriormente, a energia

interna do sistema é escrita como

𝑈 = −(𝑁/2)𝑈0(1 + 𝛼𝜏 2)𝑆2 − (𝑁/2)𝑈0𝛼𝛽𝜏
2𝜂2, (3.44)

Onde N é o número de Avogadro. Note que 𝑈0 representa a energia de interação do

sistema, 𝑈0𝛼 denota a força do potencial de camadas e 𝑈0𝛼𝛽 define a força do potencial

de inclinação. A entropia molar do sistema é dada por

𝑆 = −𝑁𝑘𝐵
[︃

1

2𝜋𝑑
×
∫︁ +1

−1

𝑑 cos 𝜃

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ −𝑑/2

+𝑑/2

𝑑𝑧𝑓𝑙𝑛𝑓 + 𝛾𝜏 2 sin2 𝜔

]︃
(3.45)
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Onde, o primeiro termo é derivado da função de distribuição de partícula única 𝑓(𝜃, 𝜑, 𝑧)

e o segundo termo surge a partir da contribuição dada em 𝛿𝐹ℎ𝑟. Com isso, a energia livre

deve ser minimizada em relação à 𝑓(𝜃, 𝜑, 𝑧) a partir de um procedimento variacional, onde

é encontrada a seguinte equação

𝑓 = 𝑍−1 exp
{︀

(𝑈0/𝑘𝐵𝑇 )[(1 + 𝛼𝜏 2) × 𝑆(3 cos2 𝜓 − 1)/2 + 𝛼𝛽𝜏 2𝜂 sin 2𝜃 cos𝜑]

+[(𝑈0/𝑘𝐵𝑇 )𝛼(𝑆2 + 𝛽𝜂2) − 2𝛾 sin2 𝜔]𝜏 cos(2𝜋𝑧/𝑑)
}︀

(3.46)

com, Z é a integral de normalização. É possível observar que na fase Sm-C, o vetor diretor

no plano Z-X está inclinado em ângulo 𝜔 com relação a normal ao plano de camadas.

Os parâmetros de ordem, obtidos a partir de uma média da função de distribuição,

são dados por

𝑆 =
1

2𝜋𝑑

∫︁ +1

−1

𝑑 cos 𝜃

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ +𝑑/2

−𝑑/2

𝑑𝑧𝑓.(3 cos2 𝜓 − 1)/2, (3.47)

𝜏 =
1

2𝜋𝑑

∫︁ +1

−1

𝑑 cos 𝜃

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ +𝑑/2

−𝑑/2

𝑑𝑧𝑓. cos(2𝜋𝑧/𝑑), (3.48)

𝜂 =
1

2𝜋𝑑

∫︁ +1

−1

𝑑 cos 𝜃

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ +𝑑/2

−𝑑/2

𝑑𝑧𝑓. sin 2𝜃 cos𝜑. (3.49)

Essas equações autoconsistentes também minimizam a energia livre de Helmholtz.

Embora o modelo de Govind e Madhusudana seja eficiente para descrever uma grande

variedade de séries homólogas que apresentam a fase esmética-C, tal modelo possui um

grande número de parâmetros livres. Como resultado, há uma grande variedade de dia-

gramas de fases possíveis, dado o número total de parâmetros livres.
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Modelo Teórico para a Transição de Fase

N-Sm-𝐴-Sm-𝐶 em Sistemas Calamíticos

A compreensão das transições de fase envolvendo cristais líquidos esméticos é um pro-

blema antigo. Nestes sistemas, uma fenomenologia muito rica pode ser observada devido

à interação do comportamento crítico anisotrópico [24, 25], ordenamento de superfície

[26, 27, 28], efeitos de tamanho-finito [29, 30], e campos externos [31, 32, 33]. Nas últimas

décadas, um notável interesse foi dedicado às transições de fase envolvendo cristais líquidos

esméticos com um alinhamento molecular inclinado [34, 25, 35, 36, 37, 30, 38, 39, 40, 41].

Diferentes técnicas experimentais têm sido empregadas para determinar a natureza das

transições de fase esmética-𝐶-esmética-𝐴 (Sm-𝐶-Sm-𝐴) e esmética-𝐶-nemática (Sm-𝐶-N)

[34, 35, 36, 37, 42, 43, 44, 45, 38]. Em compostos com formato de bastão, e que apresen-

tam um momento de dipolo pequeno ou moderado (𝑃 ≤ 20𝑛𝐶/𝑐𝑚2), foi verificado que

a transição de fase Sm-𝐶-Sm-𝐴 tem perfil de segunda ordem [34, 36], enquanto a tran-

sição de fase Sm-𝐶-N exibe um comportamento considerado de primeira ordem com um

pequeno calor latente [34]. No entanto, uma transição de fase Sm-𝐶-Sm-𝐴 de primeira or-

dem foi relatada em compostos que apresentam um grande momento de dipolo transversal

(𝑃 > 50𝑛𝐶/𝑐𝑚2) [43], com uma grande faixa de temperatura Sm-𝐴 [38].

Estudos realizados em 1980 e no início dos anos 90 foram recentemente revisados por

Goodby [46]. A partir desses estudos, constatou-se que a presença de uma componente

lateral do momento dipolar elétrico na molécula é necessária para a ocorrência da fase

Sm-𝐶, de tal forma que se o número de dipolos laterais for aumentado, a tendência para a

formação de um cristal líquido na fase Sm-𝐶 também aumenta. Pesquisas experimentais

em várias séries homólogas mostram que, no geral, as seguintes sequências podem ser

observadas no processo de resfriamento:

• I-N-Sm-𝐴-Sm-𝐶;

47



48
4. MODELO TEÓRICO PARA A TRANSIÇÃO DE FASE N-SM-𝐴-SM-𝐶 EM

SISTEMAS CALAMÍTICOS
• I-N-Sm-𝐶;

• I-Sm-𝐴-Sm-𝐶;

• I-Sm-𝐶.

Baseado em interações moleculares entre moléculas em formato de bastão com mo-

mento de dipolo transversal, Govind e Madhusudana desenvolveram uma versão modifi-

cada do modelo de McMillan para sistemas Sm-𝐴-N-Iso, obtendo sucesso na descrição de

diagramas de fase experimentais que apresentam a fase Sm-𝐶 [20]. Entretanto, tal modelo

requer a introdução da contribuição de volume excluído para estabilizar a fase Sm-𝐴, le-

vando assim à um grande número de parâmetros livres, o que dificulta a comparação com

as características de compostos líquido cristalinos. Na próxima seção, mostraremos um

modelo teórico molecular para sistemas que apresentam a transição de fase esmética-𝐶-

esmética-𝐴, onde realizamos uma mudança nos parâmetros presentes no modelo proposto

por Govind e Madhusudana. Por fim, apresentaremos os principais resultados obtidos a

partir do nosso modelo, onde foi realizada uma comparação com estudos experimentais

envolvendo compostos termotrópicos que apresentam a sequência de fases N-Sm-𝐴-Sm-𝐶.

4.1 Nosso Modelo e Formalismo

Investigamos um sistema que apresenta fase esmética, com moléculas em formato de

bastão, e momento de dipolo transversal pequeno ou moderado [20]. Tal sistema exibe

uma contração nas camadas esméticas à medida que a orientação molecular média no

interior das camadas torna-se oblíqua. Para caracterizar a orientação média molecular

dentro das camadas esméticas, consideramos a orientação relativa do diretor �⃗� (|�⃗�| = 1) e

o vetor de onda esmético �⃗�, que é representado pelo ângulo de inclinação média 𝜔, como

mostra a figura 4.1, onde �⃗� é considerado normal ao plano de camadas esméticas (plano

𝑥−𝑦), com uma magnitude dependente do espaçamento entre as camadas 𝑑 (|�⃗�| = 2𝜋/𝑑).

Além disso, assumimos que o vetor diretor �⃗� está fixo no plano 𝑥− 𝑧, por conveniência.

Considerando um sistema de coordenadas cartesiano, onde o eixo 𝑧 está paralelo ao

vetor �⃗�, a orientação do eixo maior molecular �⃗� é definido em termos dos ângulos polar e

azimutal 𝜃 e 𝜑, respectivamente. Além do mais, a orientação do eixo maior molecular em
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relação ao vetor diretor é representada pelo ângulo 𝜓, que satisfaz a relação

cos𝜓 = cos 𝜃 cos𝜔 + sin 𝜃 sin𝜔 sin𝜑. (4.1)

Figura 4.1: Representação esquemática do eixo maior molecular �⃗� na fase Sm-𝐶, para um
sistema de coordenadas cartesianas com o eixo �⃗� normal ao plano de camadas esméticas. Por
conveniência, assumimos que o vetor diretor �⃗� está restrito ao plano 𝑥 − 𝑧, definido como o
plano de inclinação molecular. Aqui, o vetor �⃗� corresponde à projeção do vetor diretor no eixo
𝑥, enquanto 𝑤 representa o ângulo de inclinação do diretor �⃗� em relação ao vetor de onda
esmético �⃗�. A orientação do eixo maior molecular é definido pelos ângulos polar e azimutal 𝜃 e
𝜑, respectivamente. 𝜓 é o ângulo relativo entre o eixo maior molecular �⃗� e o diretor �⃗�.

Fonte: Autora, 2021.

Em seguida, assumimos que a direção da inclinação média das moléculas é a mesma

para todas as camadas esméticas e o centro molecular está aleatoriamente distribuído

dentro das camadas esméticas. Além disso, consideramos que uma inclinação média não

nula resulta em uma redução no espaçamento entre as camadas, sendo definida por 𝑑 =

𝑑0 cos𝜔, com 𝑑0 representando o espaçamento entre as camadas na fase Sm-𝐴, como

mostra a figura 4.2.

Usando a aproximação de Govind and Madhusudana [47, 20], consideramos um po-

tencial de campo médio para uma partícula, que corresponde a uma extenção do modelo

de McMillan com a inclusão de um termo de inclinação. Em se tratando de uma fase es-

mética, é necessário que este potencial dependa do parâmetro de ordem que representa a

estrutura estratificada das camadas esméticas. Sendo assim, vamos supor que 𝑉𝐶 ∝ 𝛼𝜎2.

Na fase esmética-𝐶, vamos supor que o eixo-maior molecular faz um ângulo 𝜃 com o

eixo-𝑧 do sistema de coordenadas. Neste caso, o potencial deve se anular quando ⟨𝜃⟩ = 0
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Figura 4.2: Representação do estreitamento das camadas esméticas induzida pela inclinação
molecular, com 𝑑0 sendo o espaçamento entre as camadas na fase Sm-𝐴.

d d0
d d0
ω

Fonte: Autora, 2021.

ou ⟨𝜃⟩ = 𝜋/2, uma vez que estas configurações moleculares correspondem: (i) a uma fase

esmética-𝐴, em que �⃗� é paralelo ao eixo 𝑧; e (ii) a uma fase nemática, com �⃗� perpendicular

ao eixo 𝑧 e 𝜎 = 0. Sendo assim, vamos supor que

𝑉𝐶(𝜃) ∝ 𝛼𝜎2 sin 2𝜃. (4.2)

Há ainda a possibilidade de existir uma contribuição associada a algum grau de biaxiali-

dade no sistema, caracterizado por um vetor diretor �⃗�. Este novo diretor faz um ângulo

𝜑 com eixo-𝑥 do sistema de coordenadas, sendo relevante apenas na situação em que o

ângulo 𝜔 é não nulo, como definido na equação 4.1. Com isto, vamos considerar que

𝑉𝐶(𝜑) ∝ 𝛼𝜎2 sin 2𝜃 cos𝜑. (4.3)

Note que o valor médio do produto sin 2𝜃 cos𝜑 fornece uma medida do alinhamento mo-

lecular na situação em que o diretor não é paralelo ao eixo-𝑧. Vale salientar que o eixo-𝑧

é normal ao plano das camadas esméticas. Com isso, vamos introduzir um parâmetro de

ordem da fase esmética-𝐶, 𝜂, dado por

𝜂 = ⟨sin 2𝜃 cos𝜑⟩ . (4.4)

Neste caso, a contribuição para o potencial molecular associado à fase esmética-𝐶 deve

ser proporcional a 𝜂, tal que

𝑉𝐶(𝜃, 𝜑) ∝ −𝛼𝛽𝜂𝜎2 sin 2𝜃 cos𝜑. (4.5)
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Aqui, 𝛽 é uma constante associada ao arranjo geométrico das moléculas e amplitude dos

dipolos em moléculas com formato de bastão, que por sua vez definem o maior valor para

o ângulo de inclinação 𝜔 do vetor diretor, em relação ao eixo-𝑧, normal ao plano das

camadas esméticas. O sinal negativo na última equação foi introduzido para favorecer a

existência da fase esmética-𝐶.

O potencial de interação associado a formação das camadas esméticas é apresentado

por McMillan em seu modelo para a fase esmética-𝐴. Entretanto, no caso da transição

envolvendo a fase esmética-𝐶, o espaçamento entre as camadas esméticas vai depender

do ângulo de inclinação das moléculas, pois a espessura das camadas é determinada pelo

comprimento da parte rígida das moléculas, como mostra a figura 4.2.

Dessa forma, é necessário uma mudança no parâmetro 𝛼 do modelo de McMillan

associado a formação das camadas esméticas. Assim, o potencial de camadas 𝑉𝐿 para a

fase esmética-𝐶 será dado por

𝑉𝐿(𝜓, 𝑧) = −𝑉0
[︂
𝑠+ 𝛼𝜎 cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑃2 cos𝜓. (4.6)

O parâmetro 𝛼, neste caso, é escrito na forma

𝛼 = 2
(︁𝛼0

2

)︁sec2 𝜔
, (4.7)

onde 𝛼0 é o parâmetro definido por McMillan, dado por

𝛼0 = 2𝑒
−
(︁

𝜋𝑟0
𝑑0

)︁2

, (4.8)

sendo 𝑟0 o comprimento característico associado a parte rígida da molécula.

Com isso, temos que o potencial de interação para a fase esmética-𝐶 deve ser dado

pela junção do potencial de inclinação com o potencial de camadas, 𝑉 = 𝑉𝐶 + 𝑉𝐿, sendo

enfim definido como

𝑉 = −𝑉0
{︂[︂

𝑠+ 𝛼𝜎 cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑃2 cos𝜓 + 𝛼𝛽𝜂𝜎2 sin 2𝜃 cos𝜑

}︂
, (4.9)

onde 𝑉0 foi tomado como constante de proporcionalidade na expressão 4.5, que é a energia

típica de interação que determina a escala da temperatura de tansição nemática-isotrópica

de uma amostra macroscópica.
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Usando o potencial de interação definido anteriormente podemos escrever a energia

interna do sistema, que é dada por

𝑈 =
𝑁

2
𝑉 . (4.10)

Assim, temos que para a fase esmética-𝐶 a energia interna é representada como

𝑈 = −𝑁𝑉0
2

(𝑠2 + 𝛼𝜎2 + 𝛼𝛽𝜎2𝜂2) (4.11)

A entropia do sistema é definida como 𝑆 = 𝑁
(︁
𝑘𝐵 ln𝑍 + 𝑉

𝑇

)︁
, onde a função canônica de

partição Z é dada por

𝑍 =

∫︁∫︁∫︁
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧. (4.12)

Com isso, a entropia do sistema é escrita na forma

𝑆 = 𝑁𝑘𝐵 ln
1

2𝜋𝑑

∫︁∫︁∫︁
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧 − 𝑁𝑉0

𝑇

(︀
𝑠2 + 𝛼𝜎2 + 𝛼𝛽𝜎2𝜂2

)︀
(4.13)

Desta forma, a energia livre de Helmholtz, dada por 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆, é definida como

𝐹

𝑁𝑉0
=

1

2
(𝑠2 + 𝛼𝜎2 + 𝛼𝛽𝜎2𝜂2) − 𝑘𝐵𝑇

𝑉0
ln

[︂
1

2𝜋𝑑

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ 𝑑

0

𝑑𝑧𝑍

]︂
(4.14)

Os estados de equilíbrio do sistema são encontrados a partir da minimização da energia

livre de Helmholtz. As soluções correspondentes para as diferentes fases são

• 𝑠 = 𝜎 = 𝜂 = 0 → fase isotrópica;

• 𝑠 ̸= 0 e 𝜎 = 𝜂 = 0 → fase nemática;

• 𝑠 ̸= 0, 𝜎 ̸= 0 e 𝜂 = 0 → fase esmética-𝐴;

• 𝑠 ̸= 0, 𝜎 ̸= 0 e 𝜂 ̸= 0 → fase esmética-𝐶.

Os parâmetros de ordem s, 𝜎 e 𝜂 são obtidos a partir de uma média estatística, sendo

escritos como

𝑠 =

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑃2(cos𝜓) 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧
∫︀∫︀∫︀

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

, (4.15)

𝜎 =

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑃2(cos𝜓) cos(2𝜋𝑧

𝑑
) 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

, (4.16)
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𝜂 =

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 sin 2𝜃 cos𝜑 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧
∫︀∫︀∫︀

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

. (4.17)

Estas equações são ditas autoconsistentes e minimizam a energia livre de Helmholtz.

O nosso problema se resume em um problema de minimização. Em nosso modelo, os

parâmetros de ordem são numericamente determinados usando as equações de autoconsis-

tência para diferentes valores de 𝜔, para valores fixos de T, 𝛼0 e 𝛽. A solução do problema

se dá a partir da minimização da energia livre de Helmholtz em relação ao ângulo de

inclinação da fase Sm-𝐶, 𝜔. Para valores determinados do parâmetro 𝛼0 de McMillan, e

do parâmetro 𝛽, algum valor de 𝜔 é assumido na fase Sm-𝐶, e os parâmetros s, 𝜎 e 𝜂 são

avaliados ao satisfazer as relações de autoconsistência.

4.2 Resultados

A configuração de equilíbrio do sistema é determinada pelo mínimo na energia livre

de Helmholtz em relação ao ângulo 𝜔. Na figura 4.3 nós mostramos a energia livre de

Helmholtz como uma função do ângulo de inclinação na vizinhança da temperatura de

transição Sm-𝐶-Sm-𝐴, 𝑇𝐶𝐴, onde foram considerados os parâmetros 𝛼0 = 0.85 e 𝛽 = 0.33.

Para 𝑇 > 𝑇𝐶𝐴, podemos notar que, para o ângulo de inclinação nulo temos um único

mínimo na energia livre de Helmholtz, o que exclui a possibilidade de uma coexistência

entre as fases Sm-𝐶 e Sm-𝐴 em 𝑇 = 𝑇𝐶𝐴. Tal cenário é típico de uma transição de fase

de segunda ordem, onde o mínimo de energia na fase desordenada se torna um máximo

na fase ordenada. Na verdade, um valor não nulo do ângulo de inclinação torna-se o

mínimo da energia livre de Helmholtz quando 𝑇 < 𝑇𝐶𝐴. Além disso, nota-se que para uma

temperatura menor que a temperatura de transição, 𝑇𝐶𝐴, a energia livre de Helmholtz

varia consideravelmente com o ângulo 𝜔, tendo o mínimo na energia bem ressaltado. À

medida que a temperatura vai se aproximando da temperatura de transição, a amplitude

da curva vai diminuindo, de tal forma que o mínimo da energia passa a ser em 𝜔 = 0.

Na figura 4.4 mostramos a dependência térmica dos parâmetros de ordem 𝑠, 𝜎 e 𝜂

para diferentes valores do parâmetro 𝛼. A temperatura do sistema é normalizada pela

temperatura de transição nemática-isotrópica, 𝑇𝑁𝐼 = 0.2202𝑉0/𝑘𝐵. Aqui fixamos 𝛽 =

0.33. Nas figuras 4.4(a) e 4.4(b), o parâmetro de ordem 𝜂 decai continuamente conforme

a temperatura do sistema aumenta, enquanto os parâmetros de ordem orientacional e
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Figura 4.3: Variação da energia livre de Helmholtz em função do ângulo de inclinação 𝜔, na
vizinhança da temperatura de transição Sm-𝐶-Sm-𝐴, 𝑇𝐶𝐴. Usamos valores representativos dos
parâmetros do modelo: 𝛼0 = 0.85 e 𝛽 = 0.33.
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translacional, 𝑠 e 𝜎, permanecem finitos. Esta configuração corresponde a uma transição

de fase Sm-𝐶-Sm-𝐴 de segunda ordem. Analisando o conjunto especial de parâmetros

𝛼0 = 0.85 e 𝛽 = 0.33, na fig. 4.4(b), podemos notar uma transição de fase Sm-𝐶-Sm-

𝐴 de segunda ordem em 𝑇/𝑇𝑁𝐼 = 0.902. Para 𝜂 = 0, o potencial de partícula única é

reduzido ao modelo de McMillan, que prevê que uma transição de fase Sm-𝐴-N de primeira

ordem ocorre a partir de 𝛼0 > 0.70. Notamos que o parâmetro de ordem translacional,

𝜎, apresenta uma descontinuidade em 𝑇/𝑇𝑁𝐼 = 0.941, que é acompanhada por uma

redução abrupta no parâmetro de ordem 𝑠, apontando uma transição de fase Sm-𝐴-N

de primeira ordem. Além disso, vemos um aumento na faixa de temperatura onde a fase

esmética-𝐶 é estável, enquanto a fase esmética-𝐴 parece ser suprimida. De fato, vemos

que uma transição Sm-𝐶-N de primeira ordem é favorecida quando 𝛼0 > 0.95, como

mostram as figuras 4.4(c) e 4.4(d). Nesses casos, o parâmetro de ordem 𝜂 vai à zero de

forma descontínua, caracterizando uma transição de fase Sm-𝐶-N de primeira ordem.

Vale salientar ainda que há uma redução na faixa de temperatura onde a fase nemática

corresponde ao estado de equilíbrio, quando o parâmetro 𝛼0 cresce. Isto indica que uma

transição de fase Sm-𝐶-Isotrópica pode ocorrer.

Podemos usar as razões 𝑇𝐶𝐴/𝑇𝑁𝐼 e 𝑇𝐴𝑁/𝑇𝑁𝐼 para comparar os resultados teóricos com

os resultados experimentais encontrados para compostos que apresentam a fase esmética-
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Figura 4.4: Variação dos parâmetros de ordem orientacional 𝑠, translacional 𝜎 e 𝜂, com a tem-
peratura para diferentes valores de 𝛼0 e 𝛽 = 0.33. Na figura (a) temos a variação dos parâmetros
de ordem para 𝛼0 = 0.75, em (b) temos 𝛼0 = 0.85, em (c) temos 𝛼0 = 0.97 e em (d) temos
𝛼0 = 0.98.
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𝐶 e que contém um momento de dipolo transversal. Lembramos que o composto líquido

cristalino aquiral p-decyloxybenzoic acid p-n-hexyphenyl ester (DOBHOP) exibe uma tran-

sição de fase Sm-𝐶-Sm-𝐴 de segunda ordem, seguida por uma transição de fase Sm-𝐴-N

de primeira ordem, com 𝑇𝐶𝐴/𝑇𝑁𝐼 = 0.872 e 𝑇𝐴𝑁/𝑇𝑁𝐼 = 0.937 [48]. Como a molécula

DOBHOP apresenta um pequeno momento de dipolo transversal (𝑃 ≈ 4 𝑛𝐶/𝑐𝑚2) [49],

os nossos resultados indicam que o potencial molecular de uma partícula fornece uma

descrição da sequência de fases do composto DOBHOP, com 𝛼0 = 0.85 e 𝛽 = 0.33.

Para caracterizar os efeitos da estrutura molecular no comportamento de inclinação

da fase Sm-𝐶, analisamos a dependência do ângulo de inclinação com a temperatura

para 𝛽 = 0.33 e diferentes valores do parâmetro 𝛼0, como mostrado na figura 4.5. Por

conveniência, reescalamos a temperatura do sistema com relação a 𝑇𝐶 , que corresponde
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a temperatura na qual o parâmetro 𝜂 vai à zero. Observamos que enquanto o parâmetro

𝛼0 é aumentado, o decaimento contínuo do ângulo de inclinação é substituído por uma

descontinuidade em 𝑇 = 𝑇𝐶 . Tal comportamento sugere que o valor do parâmetro 𝛼0 afeta

a natureza das transições de fase envolvendo a fase Sm-𝐶, mesmo quando 𝛽 permanece

constante. Como 𝛼0 está associado ao comprimento das cadeias alquilas em moléculas

com formato de bastão, este resultado está em acordo com os resultados experimentais

encontrados para diferentes séries homólogas [34, 50], onde a parte rígida da molécula

permanece constante e o comprimento da cadeia alquila varia. Para 𝑇 < 𝑇𝐶 , notamos que

o ângulo de inclinação é favorecido conforme o valor de 𝛼0 aumenta, onde a contração das

camadas se torna mais pronunciada.

Figura 4.5: Variação do ângulo de inclinação 𝜔 como função de 𝑇/𝑇𝐶 para 𝛽 = 0.33 e diferentes
valores do parâmetro 𝛼0. Em preto, temos a linha sólida para 𝛼0 = 0.75, em vermelho, a linha
tracejada representa os resultados para 𝛼0 = 0.85, e em azul, a linha pontilhada mostra os
resultados para 𝛼0 = 0.98, onde 𝑇𝐶 representa a temperatura na qual o parâmetro de ordem 𝜂
vai à zero.
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Na figura 4.6 mostramos os diagramas de fase da temperatura em função do parâmetro

𝛼0, considerando diferentes valores de 𝛽. A temperatura foi reescalada com a temperatura

de transição nemática-isotrópica, 𝑇𝑁𝐼 . Para 𝛽 = 0.30, observamos uma transição de fase

Sm-𝐶-Sm-𝐴 de segunda ordem para 𝛼0 < 1.01, enquanto uma transição de fase Sm-𝐶-

Iso de primeira ordem aparece para 𝛼0 > 1.01, como mostrado na figura 4.6(a). Isto

indica que 𝛼0 = 1.01 é um ponto crítico terminal, o qual corresponde à posição onde
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a linha de transição Sm-𝐶-Sm-𝐴 encontra a linha de coexistência entre as fases Sm-𝐶

e isotrópica. Similar ao modelo de McMillan [17], observamos um ponto tricrítico em

𝛼0 = 0.70, delimitando as regiões das transições Sm-𝐴-N contínua e descontínua. Além

disso, podemos notar o ponto triplo em 𝛼0 = 0.98, que determina a coexistência das fases

nemática, esmética-𝐴 e isotrópica.

Figura 4.6: Diagrama de fases da temperatura reduzida em função do parâmetro 𝛼0, para
diferentes valores do parâmetro 𝛽. Em (a) temos o diagrama de fases para 𝛽 = 0.30, em (b)
temos 𝛽 = 0.33, em (c) 𝛽 = 0.40 e em (d) temos 𝛽 = 0.70. As linhas sólidas correspondem à
transições de fase de primeira ordem, enquanto as linhas tracejadas representam transições de
segunda ordem.
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Este comportamento das fases está em concordância com os resultados experimen-

tais encontrados para as séries homólogas terephthal-bis-(4n)-alkylaniline (TBnA) [34]

e 2-(4-alkyloxyphenyl)-5-alkyloxypyrimidines (PhPn) [50]. Na figura 4.6(b), mostramos

o diagrama de fases para 𝛽 = 0.33, onde um ponto crítico terminal é observado para

𝛼0 = 0.96. No entanto, a linha de transição Sm-𝐶-Sm-𝐴 de segunda ordem atinge a li-

nha de transição Sm-𝐴-N de primeira ordem, correspondendo assim à um ponto crítico
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terminal N-Sm-𝐴-Sm-𝐶. Um cenário similar é observado para 𝛽 = 0.40, como mostra

a figura 4.6(c). É notável que o ponto crítico terminal N-Sm-𝐴-Sm-𝐶 é deslocado para

valores menores de 𝛼0 conforme 𝛽 aumenta, o que é acompanhado por uma redução na

faixa de temperatura da fase esmética-𝐴. Para 𝛽 = 0.70, a fase Sm-𝐴 é completamente

suprimida e um ponto tricrítico em 𝛼0 = 0.70 delimita as regiões de transições Sm-𝐶-N

contínua e descontínua, como mostra a figura 4.6(d). Nota-se que o ponto tricrítico NA

e o ponto crítico terminal N-Sm-𝐴-Sm-𝐶 tendem a se fundir conforme o parâmetro 𝛽 é

aumentado, dando origem a um ponto tricrítico NC. É importante enfatizar que a fase

Sm-𝐴 é estabilizada pela contração nas camadas, sem necessidade de incluir a contribui-

ção do volume-excluído, como sugerido por Govind e Madhusudana [47, 20]. Neste caso,

o potencial de campo médio de partícula única captura as principais características das

transições de fase envolvendo a fase esmética-𝐶, com um número reduzido de parâmetros

livres.
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Efeitos de Campo Elétrico nas Transições de

Fase N-Sm-A-Sm-C

Os efeitos de campos externos no ordenamento molecular de sistemas líquido-cristalinos

são um campo de pesquisas ativo [51, 52, 53, 54, 55, 56], com importantes implicações

para o desenvolvimento de novos dispositivos eletro-ópticos [57, 58, 59, 60, 61, 62]. Em

particular, a interação da anisotropia geométrica e diferentes grupos funcionais leva a

respostas eletromagnéticas anisotrópicas em compostos termotrópicos [1, 63]. Isto porque

a orientação molecular destes sistemas depende da anisotropia dielétrica do composto e

da orientação do campo externo aplicado, que por sua vez podem modificar os parâme-

tros de ordem e a sequência das fases líquido-cristalinas. Por exemplo, um campo externo

pode dar origem a fases ordenadas bem acima das temperaturas de transição nemática-

isotrópica e esmética-isotrópica [55, 56, 64]. Além disso, as medidas de birrefringência

perto da temperatura de transição nemática-esmética-A têm mostrado que campos elé-

tricos fortes tendem a suprir as flutuações nemáticas em sistemas com uma anisotropia

dielétrica positiva, causando uma mudança de transição de fase de primeira para segunda

ordem [65]. Com relação a reorientação molecular, Wen e Rosenblatt identificaram uma

mudança na transição de Fréedericksz de segunda para primeira ordem em cristais lí-

quidos nemáticos com uma anisotropia dielétrica negativa, na presença de um campo

externo especialmente homogêneo [66]. Do ponto de vista prático, a reorientação do vetor

diretor induzida por um campo externo tem se mostrado crucial para o desenvolvimento

de moduladores eletro-ópticos de rápida resposta, e filtros ópticos de alto desempenho

[57, 58, 59, 60, 61, 62].

Os efeitos de campo externo na fase esmética-C foram considerados pela primeira vez

por Rapini [67], que se concentrou na estabilidade da fase e na reorientação do diretor.

A descoberta de diferentes respostas elétricas na fase esmética-C, como ferroeletricidade
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[68, 69, 70, 71, 72, 73, 74] e antiferroeletricidade [75], encorajou um estudo mais apro-

fundado das fases esméticas, particularmente sob a influência de um campo externo. Por

outro lado, se as moléculas constituintes são quirais e possuem um dipolo transversal

permanente, cada camada na fase esmética-C exibe uma polarização espontânea. O aco-

plamento entre o ângulo de inclinação e a polarização elétrica, que causa a polarização

espontânea, também pode ocorrer na fase esmética-A em altas temperaturas, a partir do

efeito eletroclínico [76]. Lee e Petel [77] estudaram o comportamento de uma inclinação

angular induzida pelo campo em um cristal líquido ferroelétrico. Eles observaram que a

inclinação molecular mudou de uma dependência linear para uma lei de potência com

expoente 𝜈 ∈ (1/3, 1), próximo à transição Sm-A-Sm-C*. A presença do campo externo

pode ainda distorcer o alinhamento molecular médio, devido à rotação do diretor em torno

da normal às camadas esméticas. Como resultado, na maioria dos materiais eletroclínicos,

as camadas se contraem e, portanto, se dobram [78]. Este efeito vem sendo considerado

teoricamente [79, 80, 81] e observado experimentalmente [82, 81].

A rica fenomenologia das transições de fases líquido cristalinas sob efeito de um

campo externo levou à vários modelos propostos. Apesar dos numerosos estudos ma-

croscópicos experimentais e teóricos acima mencionados sobre sistemas que apresentam a

fase esmética-C sob efeito de campos elétricos externos, ainda falta uma abordagem mi-

croscópica detalhada. Portanto, investigamos as transições de fase nemática-esmética-A-

esmética-C estendendo a teoria de campo médio para cristais líquidos na fase esmética-C,

considerando a ação de um campo elétrico externo. Os efeitos resultantes no compor-

tamento térmico dos parâmetros de ordem, e na natureza das transições de fase são

analisados para anisotropias na polarizabilidade positiva e negativa.

5.1 Nosso Modelo e Formalismo

Investigamos um sistema que contém a fase esmética de componente única de mo-

léculas semelhantes à bastões apresentando um momento de dipolo transversal pequeno

ou moderado [20]. Similar ao capítulo anterior, será considerada a contração nas camadas

esméticas quando o vetor diretor faz um ângulo não nulo com o vetor normal ao plano das

camadas. Para caracterizar a orientação molecular média dentro das camadas esméticas,

consideramos a orientação relativa do vetor diretor �⃗� (|�⃗�| = 1) e o vetor de onda esmético
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�⃗�, que é representado pelo ângulo de inclinação média 𝜔, como mostra a Fig. 5.1. Aqui, �⃗� é

assumido como normal ao plano da camada esmética, plano x-y, com módulo dependendo

do espaçamento da camada 𝑑 (|�⃗�| = 2𝜋/𝑑).

Consideramos um potencial de campo médio para uma partícula que corresponde

a uma extensão do modelo de McMillan, com a inclusão de um termo de inclinação

sob influência de um campo elétrico externo aplicado ao longo do eixo 𝑧, como mostra

a figura 5.1. A direção de inclinação é considerada constante para todas as camadas

esméticas.

Figura 5.1: Representação esquemática do eixo maior molecular �⃗� na fase Sm-C, mostrando
a redução da camada induzida pela inclinação molecular, onde d representa a distância entre
as camadas na fase Sm-C, 𝑑0 representa a inclinação molecular na fase Sm-C, e 𝜔 é o ângulo
entre d e 𝑑0. Um sistema de coordenadas cartesianas com o eixo �⃗� normal ao plano de camadas
esméticas é utilizado. Por conveniência, o vetor diretor �⃗� está restrito ao plano 𝑥 − 𝑧, definido
como o plano de inclinação molecular. Aqui, o vetor �⃗� corresponde à projeção do vetor diretor no
eixo 𝑥, enquanto 𝑤 representa o ângulo de inclinação do diretor �⃗� em relação ao vetor de onda
esmético �⃗�. A orientação do eixo maior molecular é definido pelos ângulos polar e azimutal, 𝜃 e 𝜑,
respectivamente. 𝜓 é o ângulo relativo entre o eixo maior molecular �⃗� e o diretor �⃗�. Consideramos
o campo elétrico externo, �⃗�, aplicado ao longo do eixo �⃗�.
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Fonte: Autora, 2021.

Como as moléculas que formam a fase esmética-C possuem um momento de dipolo

transversal baixo, vamos considerar duas contribuições associadas ao efeito do campo
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elétrico externo: (i) contribuição de interação campo-dipolo transversal - 𝑉𝑑𝑖𝑝; (ii) contri-

buição ligada à anisotropia na polarizabilidade molecular - 𝑉𝑑𝑖𝑒. Mais especificamente,

𝑉𝑑𝑖𝑝 = −𝑝 · �⃗�. (5.1)

𝑉𝑑𝑖𝑒 = −1

3
∆𝛼𝑝𝐸

2𝑃2 (cos 𝜃) . (5.2)

Aqui, 𝑝 é o momento de dipolo transversal e ∆𝛼𝑝 é a anisotropia na polarizabilidade

molecular.

As expressões de contribuição devido ao efeito de campo elétrico devem ser adicionadas

ao potencial de interação descrito para transições de fase envolvendo a fase Sm-𝐶 no

capítulo anterior. Dessa forma, o potencial de interação sob efeito de um campo elétrico

externo é escrito na forma

𝑉 = −𝑉0
{︂[︂

𝑠+ 𝛼𝜎 cos

(︂
2𝜋𝑧

𝑑

)︂]︂
𝑃2(cos𝜓) + 𝛼𝛽𝜂𝜎2 sin(2𝜃) cos𝜑

−𝑝𝐸
𝑉0

sin 𝜃 +
∆𝛼𝑝𝐸

2

3𝑉0
𝑃2 (cos 𝜃)

}︂
. (5.3)

𝑉0 é a energia de interação que determina a escala da temperatura de transição

nemática-isotrópica. 𝑃2 (cos 𝜃) é o polinômio de Legendre de segunda ordem. Os pa-

râmetros do modelo são 𝛼0 e 𝛽, onde o primeiro é um parâmetro geométrico relacio-

nado ao comprimento das cadeias alquilas de moléculas semelhantes a bastões, dado por

𝛼0 = 2𝑒
−
(︁

𝜋𝑟0
𝑑0

)︁2

. O valor 𝑟0 define o comprimento característico da parte rígida da molé-

cula. O parâmetro 𝛽 depende do arranjo espacial e da força dos dipolos em moléculas do

tipo bastão. Uma inclinação média não nula contrai o espaçamento da camada, conforme

mostrado na figura 5.1, esse novo espaçamento é definido por 𝑑 = 𝑑0 cos𝜔, onde d denota

o espaçamento entre as camadas na fase esmética-A. Portanto, definimos a quantidade 𝛼

em termos do parâmetro 𝛼0 do modelo para contabilizar a contração da camada devido

à inclinação molecular, como

𝛼 = 2
(︁𝛼0

2

)︁sec2 𝜔
. (5.4)

A orientação molecular ao longo do eixo x com relação ao vetor diretor é representada

pelo ângulo 𝜓, como mostrado no inset da figura 5.1, que satisfaz a equação

cos𝜓 = cos 𝜃 cos𝜔 + sin 𝜃 sin𝜔 sin𝜑. (5.5)
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Os parâmetros de ordem s, 𝜎, 𝜂 são definidos por

𝑠 = ⟨𝑃2(cos𝜓)⟩, (5.6)

𝜎 = ⟨𝑃2(cos𝜓) cos(2𝜋𝑧/𝑑)⟩, (5.7)

𝜂 = ⟨sin 2𝜃 cos𝜑⟩. (5.8)

Onde as médias termodinâmicas, <...>, são calculadas a partir da seguinte função de

distribuição de uma partícula

𝒵(𝑧, 𝜃, 𝜑) ∝ exp [−𝑉/𝑘𝐵𝑇 ]. (5.9)

Aqui, 𝑘𝐵 é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.

Usando a média termodinâmica, podemos escrever as propriedades estatísticas do

sistema. A energia interna do sistema é dada por

𝑈 = −𝑁𝑉0
2

(︂
𝑠2 + 𝛼𝜎2 + 𝛼𝛽𝜎2𝜂2 − 𝑝0𝐸

𝑉0
𝑀 +

∆𝛼𝐸2

3𝑉0
𝐷

)︂
, (5.10)

Onde, 𝑀 = ⟨sin 𝜃⟩ e 𝐷 = ⟨𝑃2 (cos 𝜃)⟩.

E, a entropia do sistema é definida como

𝑆 = 𝑁𝑘𝐵 ln
1

2𝜋𝑑

∫︁∫︁∫︁
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧 − 𝑁𝑉0

𝑇

(︂
𝑠2 + 𝛼𝜎2 + 𝛼𝛽𝜎2𝜂2 − 𝑝0𝐸

𝑉0
𝑀 +

∆𝛼𝐸2

3𝑉0
𝐷

)︂
.

(5.11)

Desta forma, a energia livre de Helmholtz, dada por 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆, é escrita na forma

𝐹

𝑁𝑉0
=

1

2

(︂
𝑠2 + 𝛼𝜎2 + 𝛼𝛽𝜎2𝜂2 − 𝑝0𝐸

𝑉0
𝑀 +

∆𝛼𝐸2

3𝑉0
𝐷

)︂

− 𝑘𝐵𝑇

𝑉0
ln

[︂
1

2𝜋𝑑

∫︁ 1

−1

𝑑(cos 𝜃)

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ 𝑑

0

𝑑𝑧𝑍

]︂
. (5.12)

Os parâmetros de ordem são determinados numericamente usando as equações auto-

consistentes para diferentes valores do ângulo de inclinação 𝜔, e valores fixos de T, 𝛼0 e

𝛽. A configuração de equilíbrio corresponde ao mínimo da energia livre de Helmholtz em

relação a 𝜔. As soluções correspondentes às diferentes fases são mostradas na tabela 5.1.

Os parâmetros do modelo são definidos em 𝛼0 = 0.84 e 𝛽 = 0.31, que representa
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Parâmetros de ordem
Fases s 𝜎 𝜂

Isótropica nulo nulo nulo
Nemática não-nulo nulo nulo

Esmética–A não-nulo não-nulo nulo
Esmética–C não-nulo não-nulo não-nulo

Tabela 5.1: Possíveis soluções correspondentes a diferentes fases.

bem o composto líquido-cristalino não-quiral p-decyloxybenzoic acid p-n-hexyphenyl ester

(DOBHOP). Este composto exibe a seguinte sequência de transição de fase: Sm-C - 77.5 -

Sm-A - 83.3 - N - 88.9 - Iso. Temos então os seguintes importantes parâmetros: momento

de dipolo 𝑝 = 1.16 × 10−29 𝐶𝑚, anisotropia na polarizabilidade |∆𝛼𝑝| = 2.03 × 10−29 𝑚3

e potencial característico 𝑉0 = 𝑘𝐵𝑇𝑁𝐼/0.2202 = 2.3 × 10−20 𝐽 [48].

Os parâmetros de ordem s, 𝜎 e 𝜂 são obtidos a partir de uma média estatística, sendo

escritos como

𝑠 =

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑃2(cos𝜓) 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧
∫︀∫︀∫︀

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

(5.13)

𝜎 =

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑃2(cos𝜓) cos(2𝜋𝑧

𝑑
) 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

(5.14)

𝜂 =

∫︀∫︀∫︀
𝑒

−𝑉
𝑘𝐵𝑇 sin 2𝜃 cos𝜑 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧
∫︀∫︀∫︀

𝑒
−𝑉
𝑘𝐵𝑇 𝑑(cos 𝜃)𝑑𝜑𝑑𝑧

. (5.15)

Embora este composto específico apresente polarizabilidade negativa, é útil analisar

um composto semelhante que apresente polarizabilidade oposta. Por esse motivo, vamos

apresentar os resultados para ambas as polarizabilidades: ∆𝛼*
𝑝 = ±|∆𝛼𝑝|.

5.2 Resultados - Polarizabilidade Negativa (Δ𝛼*
𝑝 < 0)

Para investigar como a ordem esmética-C pode ser favorecida sob influência de um

campo elétrico, consideramos uma anisotropia de polarizabilidade negativa ∆𝛼*
𝑝 < 0.

Para caracterizar a estabilidade da fase Sm-C, apresentamos a energia livre de Helmholtz

em função do ãngulo de inclinação média para diferentes valores de campo elétrico ex-

terno, conforme mostrado na figura 5.2. Fixamos a temperatura em 𝑇 = 𝑇𝐶𝐴 = 0.8, onde

𝑇𝐶𝐴 é a temperatura na qual a ordem Sm-C desaparece sem influência de um campo

externo. Para ajudar na visualização, normalizamos o eixo de energia livre para 𝐹0, ener-
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gia livre correspondente a campo nulo e 𝜔 = 0. Notamos que, para um campo elétrico

crescente e temperatura fixa, o ângulo de inclinação de equilíbrio permanece não nulo e

aumenta com o campo elétrico aplicado, mostrando que um campo elétrico externo in-

clina proporcionalmente as moléculas. A contribuição da polarizabilidade negativa tende

a alinhar as moléculas perpendicularmente ao campo externo. No entanto, a presença

de um pequeno momento de dipolo tende a alinhar as moléculas ma direção do campo.

Para campos pequenos, há uma competição entre essas duas contribuições, de modo que

as moléculas se inclinam levemente em direção às camadas esméticas. Para campos mais

fortes, a contribuição da polarizabilidade é mais influente.

Figura 5.2: Energia livre de Helmholtz em função do ângulo de inclinação 𝜔 para diferentes
valores de campo elétrico aplicado. Usamos os valores representativos do modelo 𝛼0 = 0.84 e
𝛽 = 0.31. Usamos Δ𝛼*

𝑝 < 0 e fixamos a temperatura em 𝑇/𝑇𝐶𝐴 = 0.8. Podemos notar que o
valor mínimo de 𝐹/𝐹0 aumentando em módulo implica numa maior estabilidade da fase.
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Fonte: Autora, 2021.

Na figura 5.3 apresentamos a dependência térmica dos parâmetros de ordem s, 𝜎 e 𝜂,

para diferentes valores de campo elétrico externo. Na figura 5.3(a), vemos os parâmetros

de ordem sem a ação de um campo elétrico, apresentando uma transição de fase de se-

gunda ordem Sm-C -Sm-A, seguida de uma transição de fase Sm-A-N e N-Iso de primeira

ordem. Notamos que mesmo para um pequeno campo elétrico aplicado, a fase isotrópica

é suprimida, dando origem a uma fase nemática induzida pelo campo, com parâmetro de

ordem orientacional negativo, conforme mostrado na figura 5.3(b). Além disso, nota-se

que à medida que o valor do campo elétrico aumenta, ocorre uma redução no valor do pa-
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râmetro de ordem das fases nemática e esmética-A, e também uma menor temperatura de

transição, enquanto que a fase esmética-C é favorecida pelo campo externo, apresentando

um parâmetro de ordem e uma faixa de temperatura maior. Na figura 5.3(c), temos uma

fase esmética-A de curto alcance seguida de uma transição de fase Sm-A-fi-N de primeira

ordem, suprimindo completamente a fase nemática com parâmetro de ordem positivo.

Para um campo elétrico suficientemente forte, como visto na figura 5.3(d), temos uma

transição de fase esmética-C -fi-nemática de primeira ordem, com o desaparecimento da

fase esmética-A.

Figura 5.3: Variação dos parâmetros de ordem orientacional 𝑠, translacional 𝜎, e de inclinação
𝜂 em função da temperatura reduzida para diferentes campos elétricos, com Δ𝛼*

𝑝 < 0. Para a
figura (a), 𝐸 = 0 kV/cm, temos a dependência térmica dos parâmetros de ordem sem o efeito
de campo. Na figura (b), 𝐸 = 4 kV/cm, já podemos observar os efeitos de um campo elétrico
externo, onde o parâmetro de ordem nemático começa a apresentar valores negativos. Analizando
a figura (c), 𝐸 = 12 kV/cm, podemos notar que a fase Sm-A está sendo suprimida, onde temos
uma transição de fase Sm-A-fi-N de primeira ordem. E na figura (d), 𝐸 = 16 kV/cm, a fase Sm-A
é completamente suprimida, e então temos uma transição de fase Sm-C -fi-N.
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Para caracterizar os efeitos do campo elétrico na natureza das transições de fase, ana-
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lizamos a dependência térmica do ângulo de inclinação para diferentes valores de campo

elétrico, como mostrado na figura 5.4. Por conveniência, consideramos uma temperatura

reduzida, que é normalizada pela temperatura na qual o parâmetro de ordem desaparece.

À medida que o campo elétrico aumenta, notamos que o declínio contínuo do ângulo de

inclinação é substituído por um salto na temperatura reduzida = 1. Tal comportamento

sugere que campos elétricos suficientemente fortes afetam a natureza das transições de fase

envolvendo a fase Sm-C, mesmo que os parâmetros do modelo sejam mantidos constantes.

Por estarmos considerando uma polarizabilidade negativa, esse resultado está de acordo

com estudos experimentais, visto que campos elétricos suficientemente fortes suprimem a

fase Sm-A.

Figura 5.4: Variação do ângulo de inclinação 𝜔 em função da temperatura reduzida, na qual é
normalizada pela temperatura em que o parâmetro de ordem 𝜂 vai à zero, para diferentes valores
de campo elétrico e Δ𝛼*

𝑝 < 0. Podemos observar que o ângulo de inclinação assumido aumenta à
medida que o campo elétrico é aplicado. Além disso, é possível notar que ocorre uma mudança
na natureza das transições de fase para campos elétricos considerados altos.
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Na figura 5.5, apresentamos a variação do ângulo de inclinação 𝜔 como função do

campo elétrico, para diferentes valores de temperatura. Na figura 5.5(a), foram conside-

radas temperaturas inferiores abaixo da temperatura de transição Sm-A-Sm-C a campo

nulo, 𝑇 < 𝑇𝐶𝐴. Em baixas temperaturas, vemos que o ângulo de inclinação cresce signifi-

cativamente à medida que o campo aplicado aumenta, refletindo o aumento no parãmetro

de ordem 𝜂. Mais especificamente, é obervado um crescimento quase quadrático com o
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campo aplicado, indicando que a contribuição associada à anisotropia na polarizabilidade

predomina em relação á contribuição do dipolo transversal. Este comportamento persiste

em temperaturas onde a fase esmética-C é bem estabelecida. À medida que a tempe-

ratura se aproxima de 𝑇𝐶𝐴, vemos que 𝜔 satura em um valor máximo à medida que o

campo aumenta. Isto se deve ao fato que a transição Sm-A-Sm-C de segunda ordem ser

suprimida em campos altos quando 𝑇 → 𝑇𝐶𝐴, dando lugar à transição Sm-C -N, como

mostrado na figura 5.3(d). A dependência do ângulo de inclinação com o campo externo

exibe um comportamento distinto quando 𝑇 > 𝑇𝐶𝐴. Em particular, o ângulo de inclinação

permanece nulo até que o campo elétrico atinja um valor limite devido à competição entre

os efeitos térmicos e de campo. Isto está associado ao pequeno momento de dipolo da mo-

lécula, exigindo um campo elétrico mais forte para superar os efeitos térmicos e, portanto,

induzir uma inclinação. Aumentando o campo elétrico aplicado, é possível notar que o

ângulo de inclinação é favorecido até um certo ponto. Ao se aproximar da transição de fase

esmética-C -nemática, há uma redução contínua no ângulo de inclinação, representando

assim um comportamento do tipo reentrante.

Figura 5.5: Variação do ângulo de inclinação 𝜔 em função do campo elétrico, para diferentes
valores de temperatura, com Δ𝛼*

𝑝 < 0. Em (a), temos a variação para temperaturas abaixo de
𝑇𝐶𝐴, e em (b) temos a variação para temperaturas acima de 𝑇𝐶𝐴. Abaixo de 𝑇𝐶𝐴, notamos
que para campos baixos, quanto maior a temperatura, maior é a variação no valor do ângulo
de inclinação. Acima de 𝑇𝐶𝐴, é importante observar o comportamento reentrante em torno da
transição Sm-C -nemática.

0 2 4 6 8 10 12 14 16

E (kV/cm)

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

ω
 (

ra
d

)

T/T
NI

 = 0.70

T/T
NI

 = 0.75

T/T
NI

 = 0.80

T/T
NI

 = 0.85

(a)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

E (kV/cm)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

ω
 (

ra
d

)

T/T
NI

 = 0.875

T/T
NI

 = 0.880

T/T
NI

 = 0.890

T/T
NI

 = 0.895

(b)

Fonte: Autora, 2020.

Por fim, na figura 5.6, apresentamos o diagrama de fases da temperatura em função do

campo elétrico aplicado. A temperatura é redimensionada pela temperatura de transição

nemática-isotrópica, 𝑇𝑁𝐼 . Note que há uma redução na faixa de temperaturas onde a fase

esmética-A corresponde ao estado de equilíbrio do sistema. Isto ocorre tanto porque há
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uma redução na temperatura de transição Sm-A-N, como pelo aumento na temperatura

de transição Sm-C -Sm-A. É possível observar ainda o surgimento de uma fase nemática

Figura 5.6: Diagrama de fases da temperatura reduzida em função do campo elétrico aplicado,
com Δ𝛼*

𝑝 < 0. Para campos baixos é possível notar uma transição de fase Sm-C -Sm-A de
segunda ordem. À medida que o campo elétrico aumenta, a fase Sm-A é suprimida, e podemos
ver o intervalo de representação fase nemática induzida pelo campo externo aumentar. Para
𝐸 > 15 kV/cm, temos uma transição de fase contínua Sm-C -fi-N. Aqui, a linha preenchida
representa uma transição de fase de segunda ordem, a linha tracejada descreve uma transição
de fase de primeira ordem. A parte escura na figura represenda a fase nemática induzida pelo
campo externo aplicado.
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induzida pelo campo elétrico externo (fi-N), caracterizada por um valor negativo do pa-

râmetro de ordem orientacional 𝑠. Para 𝐸 = 15𝑘𝑉/𝑐𝑚, observamos uma transição de fase

esmética-C -esmética-A de segunda ordem, enquanto uma transição de fase esmética-C -fi-

N de primeira ordem ocorre para 𝐸 > 15𝑘𝑉/𝑐𝑚. Isto nos indica que 𝐸 = 15𝑘𝑉/𝑐𝑚 é um

ponto crítico terminal, que corresponde ao ponto onde a linha de transição Sm-C -Sm-A

encontra a linha de coexistência entre as fases esmética-C e nemática.

5.3 Resultados - Polarizabilidade Positiva (Δ𝛼*
𝑝 > 0)

Agora, consideramos uma anisotropia de polarizabilidade positiva, ∆𝛼*
𝑝 > 0. Em to-

dos os resultados mostrados a seguir, consideramos o mesmo conjunto de parâmetros,

𝛼0 = 0.84 e 𝛽 = 0.31, utilizados anteriormente. Na figura 5.7, apresentamos os resultados

obtidos para a variação do ângulo de inclinação, 𝜔, como função do campo elétrico apli-
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cado, para diferentes valores de temperatura. Notamos que, diferentemente do que ocorre

para o caso da anisotropia de polarizabilidade negativa, o ângulo de inclinação 𝜔 decresce

sob a influência de um campo elétrico externo para uma determinada temperatura, com

uma redução do seu valor máximo quando o campo elétrico aplicado aumenta. Isto acon-

tece pois o eixo maior das moléculas tende a se alinhar paralelamente ao campo elétrico,

uma vez que a contribuição associada à anisotropia na polarizabilidade predomina sobre

a contribuição do dipolo trasversal.

Figura 5.7: Variação do ângulo de inclinação, 𝜔, em função do campo elétrico aplicado, para
diferentes temperaturas, e Δ𝛼*

𝑝 > 0. Notamos que o ângulo de inclinação decresce sob influência
de um campo elétrico externo, e o ângulo de inclinação máximo assumido também decresce à
medida que a temperatura se aproxima da temperatura de transição.
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Na figura 5.8, mostramos a dependência térmica dos parâmetros de ordem 𝑠, 𝜎 e 𝜂,

para diferentes valores de campo elétrico. Na figura 5.8(b) observamos que para 𝐸 = 4

kV/cm a faixa de representação da fase esmética-C diminui, favorecendo as fases esmética-

A e nemática. Além disso, notamos que a fase isotrópica é suprimida, dando origem a uma

fase nemática induzida pelo campo, a qual chamamos de fase nemática residual. A me-

dida que o campo elétrico aumenta notamos que ocorre uma redução na descontinuidade

presente na linha de transição nemática-isotrópica. Para um campo suficientemente alto,

constatamos o desaparecimento da segunda descontinuidade na transição de fase N-Iso,

como podemos ver na figura 5.8(d).

Neste caso, a natureza das transições de fase Sm-C -Sm-A e Sm-A-N permanecem as
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Figura 5.8: Variação dos parâmetros de ordem 𝑠, 𝜎 e 𝜂, em função da temperatura reduzida
para diferentes valores de campo elétrico, e Δ𝛼*

𝑝 > 0. Na figura (a) temos 𝐸 = 0 kV/cm, (b)
𝐸 = 4 kV/cm, (c) 𝐸 = 6 kV/cm e em (d) 𝐸 = 8 kV/cm. Para 𝐸 = 4 kV/cm, é possível notar
o surgimento de uma fase nemática residual sob influência de um campo elétrico externo. Na
figura (c) podemos observar uma redução na fase esmética-C e um aumento no intervalo de
representação da fase esmética-A. É importante observar que a fase nemática suprime a fase
líquido isotrópica. Além disso, na figura (d), podemos ver que o ângulo de inclinação assumido
pela fase esmética-C decresce à medida que o campo elétrico externo aplicado aumenta.

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
a
râ

m
e
tr

o
 d

e
 O

rd
e
m

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
T/T

NI

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
a
râ

m
e
tr

o
 d

e
 O

rd
e
m

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
T/T

NI

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(a) (b)

(c) (d)

η

η

η

η

ss

σ σ

σ

s

σ

s

Fonte: Autora, 2021.

mesmas, como transições de segunda e primeira ordem, respectivamente, diferente do que

foi observado nos resultados relacionados a uma polarizabilidade negativa, ∆𝛼*
𝑝 < 0.

Finalmente, na figura 5.9, apresentamos o diagrama de fases da temperatura reduzida

em relação ao campo elétrico externo aplicado, para ∆𝛼*
𝑝 > 0. Aqui, observamos que as

fases esmética-A e nemática são favorecidas, enquanto que a fase esmética-C é suprimida a

medida que o campo elétrico externo é aplicado. Também podemos observar o surgimento

de uma fase nemática residual induzida pelo campo elétrico externo, favorecendo a fase

enquanto o campo elétrico aumenta e, consequentemente suprimindo a fase isotrópica.

Observando o diagrama de fases, é possível caracterizar a natureza das transições de fase
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Figura 5.9: Diagrama de fases da temperatura reduzida em função do campo elétrico aplicado,
com Δ𝛼*

𝑝 > 0. Aqui, é possível notar que para campos baixos temos a fase líquido isotrópica
presente no diagrama de fases. À medida que o campo elétrico aumenta, notamos o surgimento de
uma fase nemática residual (r-N), que é representada pela linha vermelha pontilhada, causando
o desaparecimento da fase líquido isotrópica para campos altos. Além disso, a fase esmética-
A suprime a fase esmética-C enquanto o campo elétrico aumenta. Aqui, a linha preenchida
representa uma transição de fase de segunda ordem, e a linha tracejada representa uma transição
de fase de primeira ordem.
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de forma clara, onde é possível observar que a transição de fase esmética-C -esmética-A é

de segunda ordem ao longo de todos os valores de campo observados. Da mesma forma,

notamos que a transição de fase esmética-A-nemática é de primeira ordem. Para campos

baixos, ainda podemos observar a existência da fase líquida isotrópica. Os resultados

obtidos neste capítulo estão em processo de escrita para submissão em periódico científico

a decidir.
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6
Considerações Finais e Perspectivas

Neste trabalho de dissertação, foi estudado mais extensivamente as propriedades apre-

sentadas pela fase líquido-cristalina esmética-C. Realizamos uma revisão aprofundada dos

modelos teóricos que antecedem o modelo para a fase Sm-C, proposto por mim juntamente

com o grupo de pesquisa ao qual participo, para enfim iniciar os estudos sobre o tema desta

dissertação: Os efeitos de campo elétrico em sistemas líquido cristalinas que apresentam

a fase Sm-C.

Primeiramente, foi realizada uma revisão do modelo teórico de Maier-Saupe que des-

creve a transição de fase nemática-isotrópica. A partir disso, reproduzimos numericamente

o modelo de Maier-Saupe e verificamos as propriedades deste tipo de transição com nos-

sos próprios resultados. Observamos o comportamento do parâmetro de ordem da fase

nemática, que vai à zero abruptamente na temperatura de transição, apresentando assim

uma descontinuidade, caracterizando uma transição de fase de primeira ordem.

Utilizando o modelo de McMillan, que é uma extensão bem sucedida do modelo de

Maier-Saupe, revisamos e o reproduzimos para estudar as propriedades da transição de

fase esmética-A-nemática. Neste modelo, há a inclusão de um segundo parâmetro de or-

dem, representando a formação das camadas esméticas. Ao observar o diagrama de fases

obtido a partir deste modelo, notamos que a fase esmética-A é favorecida quando o pa-

râmetro 𝛼, definido por McMillan, é grande. Este parâmetro relaciona o comprimento da

parte rígida da molécula com a espessura das camadas esméticas, de tal forma que quanto

maior o comprimento da cadeia lateral, menor é a interação entre as moléculas vizinhas,

favorecendo a formação das camadas. Apesar de representar bem a formação das cama-

das esméticas e as transições envolvendo a fase esmética-A, o modelo de McMillan não

reproduz transições envolvendo a fase esmética-C, pois o modelo não inclui um parâmetro

que se relacione com a inclinação característica da fase esmética-C.

Para alcançar o objetivo de nosso trabalho, revisamos o trabalho realizado por Go-
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vind e Madhusudana, que propuseram um modelo teórico que descreve a transição de

fase esmética-C -esmética-A. Com a revisão deste trabalho, realizamos uma adaptação no

modelo teórico por eles proposto a fim de obter melhores resultados. Realizamos uma

mudança no potencial de interação, onde nos baseamos no fato de que na fase esmética-C

a espessura das camadas possui uma dependência com a inclinação média das moléculas.

Além disso, consideramos o parâmetro de ordem da fase esmética-A acoplado ao parâme-

tro de ordem da fase nemática, assim como no modelo teórico de McMillan. Dessa forma,

propomos um modelo teórico capaz de reproduzir todos os diagramas de fase envolvendo

a fase esmética-C, como um número menor de parâmetros do que no modelo de Govind e

Madhusudana, sendo assim mais eficiente. Os resultados obtidos com este trabalho foram

publicados em 19 de Agosto de 2020, na revista Physical Review E 102, 022702.

Com este modelo reproduzimos os diagramas de fase envolvendo a fase esmética-C,

onde foi possível observar que para valores bem definidos dos parâmetros 𝛼0 de McMillan,

e 𝛽, podemos favorecer ou não a fase esmética-C, assim como na fase esmética-A, no

qual observamos que para grandes valores do parâmetro 𝛽 esta fase é completamente

suprimida. Também foi possível observar o comportamento do ângulo de inclinação da

fase esmética-C com relação à temperatura de transição, no qual notamos que para valores

maiores do parâmetro 𝛼0, um maior ângulo de inclinação do vetor diretor é obtido na fase

esmética-C. Ainda analisamos o comportamento da energia livre de Helmholtz em relação

ao ângulo de inclinação das moléculas na fase esmética-C, o qual atestamos que a variação

da energia livre vai diminuindo ao se aproximar da temperatura de transição.

Como extensão do estudo realizado com o nosso modelo para a transição de fase

esmética-C -esmética-A, analisamos os efeitos de campo elétrico na interação entre as par-

tículas nas transições de fase envolvendo a fase esmética-C. Para isso, implementamos

em nosso modelo um termo relacionado ao efeito de campo, que deve ser adicionado ao

potencial de interação e, consequentemente a energia livre de Helmholtz. Além disso, ob-

tivemos resultados para polarizabilidades negativa e positiva. Um dos importantes resul-

tados obtidos é que para um campo elétrico externo perpendicular ao plano das camadas,

e temperatura fixa, observamos que o ângulo de inclinação aumenta com o campo elé-

trico aplicado, mostrando que a contribuição da polarizabilidade negativa tende a alinhar

as moléculas perpendicularmente ao campo externo. Outro fato observado é que para

campos mais altos, a polarizabilidade é mais influente. Por outro lado, a fase isotrópica
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é suprimida mesmo para um campo aplicado baixo, dando origem a uma fase nemática

induzida pelo campo, com parâmetro de ordem negativo. Já para um campo elétrico su-

ficientemente forte, observamos o desaparecimento da fase esmética-A, através de uma

transição de fase esmética-C -fi-nemática de primeira ordem. Ao observar a dependência

térmica do ângulo de inclinação para diferentes valores de campo elétrico, notamos que

campos elétricos suficientemente fortes podem afetar a natureza das transições de fase

envolvendo a fase Sm-C. Analisando a variação do ângulo de inclinação como função do

campo elétrico, para diferentes valores de temperatura, foi observado que aumentando

o campo elétrico aplicado é possível notar que o ângulo de inclinação é favorecido até

um certo ponto e ao se aproximar da transição de fase Sm-C -nemática, há uma redução

contínua do ângulo de inclinação, representando um comportamento do tipo reentrante.

Considerando uma polarizabilidade positiva, notamos que diferentemente do que para

o caso de uma polarizabilidade negativa, o ângulo de inclinação 𝜔 decresce sob influência

de um campo elétrico externo para uma determinada temperatura. A conclusão é que

isto acontece pois o eixo maior molecular tende a se alinhar paralelamente ao campo

elétrico. Já em relação a dependência térmica dos parâmetros de ordem, a natureza das

transições de fase permanece a mesma. Entretanto, a fase isotrópica também é suprimida,

dando origem a uma fase nemática induzida pelo campo. Por fim, a partir do diagrama

de fases obtido através do nosso modelo, é possível notar que as fases Sm-A e nemática

são favorecidas, enquanto que a fase Sm-C é suprimida a medida que o campo elétrico é

aplicado. Além disso, com esta polarizabilidade também é possível observar o surgimento

de uma fase nemática residual induzida pelo campo elétrico aplicado, favorecendo a fase

enquanto o campo aumenta e, consequentemente suprimindo a fase isotrópica. Contudo,

para campos baixos, ainda podemos observar a existência da fase isotrópica.

Portanto, todos os resultados obtidos neste trabalho de dissertação oferecem um apro-

fundamento na compreensão dos aspectos das transições de fase envolvendo fases esméti-

cas, além de propor um modelo satisfatório e abrangente para estudo de efeitos de campo

elétrico externo em sistemas líquido cristalinos envolvendo a fase esmética-C, onde o mo-

delo proposto é capaz de reproduzir resultados para inúmeros tipos de compostos que

apresentam a fase Sm-C e um momento de dipolo lateral. Os resultados obtidos no ca-

pítulo 4 deste trabalho foram publicados na revista Physical Review E, e os resultados

obtidos no capítulo 5 desta dissertação serão submetidos em uma revista ainda a decidir.
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The present study is devoted to the investigation of surface anchoring and finite-size effects on nematic–
smectic-A–smectic-C (N−Sm-A−Sm-C) phase transitions in free-standing films. Using an extended version
of the molecular theory for smectic-C liquid crystals, we analyze how surface anchoring and film thickness
affect the thermal behavior of the order parameters in free-standing smectic films. In particular, we determine
how the transition temperature depends on the surface ordering and film thickness. We show that the additional
orientational order imposed by the surface anchoring may lead to a stabilization of order parameters in central
layers, thus modifying the nature of the phase transitions. We compare our results with experimental findings for
typical thermotropic compounds presenting a N−Sm-A−Sm-C phase sequence.

DOI: 10.1103/PhysRevE.102.022702

I. INTRODUCTION

The comprehension of phase transitions involving smectic
liquid crystals is a long standing issue. In these systems, a
very rich phenomenology can be observed due to the interplay
of anisotropic critical behavior [1,2], surface ordering [3–5],
finite-size effects [6,7], and external fields [8–10]. In particu-
lar, smectic samples have a unique ability of forming freely
suspended films, also termed as free-standing films, which
correspond to a stack of smectic layers confined in a surround-
ing gas [11]. Due to the absence of a solid substrate, the equi-
librium configuration is determined by the film holder, with
the surface tension reducing the thermal fluctuations at the
film surface [12]. In fact, surface anchoring conditions at the
gas/film interface can lead to the stabilization of the smectic
ordering even above the bulk transition temperatures [13]. As
a consequence, a large variety of unusual physical phenomena
can be observed in free-standing smectic films, such as layer
thinning and thickening transitions [14–16], anomalies on the
specific heat [2,17,18], thickness dependence of the transition
temperature [6], as well as surface-induced biaxiliaty [5].
Since the film thickness can vary from a few nanometers to
several micrometers, free-standing films constitute a suitable
experimental setup for understanding how changes in the
system dimensionality affect the thermodynamic behavior of
the smectic phase [13,19].

Over the past decades, a remarkable amount of interest
has been devoted to phase transitions involving smectic liquid
crystals with a tilted molecular alignment [2,7,17,18,20–25].
Different experimental techniques have been employed to
determine the nature of smectic-C−smectic-A (Sm-C−Sm-A)
and smectic-C−nematic (Sm-C−N) phase transitions [17,20–
23,26–29]. In rodlike compounds presenting a small or mod-
erate transverse dipole moment (P � 20 nC/cm2), it has
been verified that the Sm-C−Sm-A phase transition has a
second-order character [20,22], while the Sm-C−N phase

transition exhibits a first-order behavior with a small latent
heat [20]. Moreover, the analysis of heat-capacity measure-
ments in several compounds revealed that the temperature
range of the Sm-A phase plays an important role to the
behavior of continuous Sm-C−Sm-A phase transition [26],
delimiting the crossover between the mean-field tricritical
and the ordinary mean-field character of this transition [17].
However, a first-order Sm-C−Sm-A phase transition has been
reported in smectogenic compounds presenting a large trans-
verse dipole moment (P > 50 nC/cm2) [27], with a large
Sm-A temperature range [17]. Besides, a nematic–smectic-
A–smectic-C (N−Sm-A−Sm-C) multicritical point has been
reported in binary liquid-crystal mixtures [30], as well as in
single component systems under high pressures [23].

Motivated by the rich phenomenology observed in the
experimental results, several theoretical studies have been per-
formed to better describe transitions involving Sm-C liquid-
crystal phase [31–38]. In fact, a large variety of micro-
scopic models have been introduced to characterize inter-
molecular interactions in smectogenic systems. Assuming a
bilinear mean-field potential for the tilt angle distribution,
Gieβelman and Zugenmeier provided an equation of state
for the Sm-C phase [32], consisting in a Langevin function
of the reduced tilt angle and the reduced temperature. De-
spite the good description of the temperature dependence
of tilt angle, such an oversimplified model cannot repro-
duce the variety of experimental phase diagrams. Consider-
ing a system of rodlike molecules with a perfect orienta-
tional order, van deer Meer and Vertogen analyzed how a
dipole-induced interaction leads to the emergence of a tilted
smectic phase [39], in which the Sm-C−Sm-A transition
does not correspond to the usual order-disorder type. Based
on molecular interactions between rodlike molecules with
off-axis dipoles, Govind and Madhusudana have developed
a modified version of McMillan’s model for Sm-A–N-Iso
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systems, being successful in the description of experimental
phase diagrams presenting the Sm-C phase [33,34]. However,
such a model requires the introduction of an excluded-volume
contribution to stabilize the Sm-A phase, thus leading to
a large number of free parameters. Using a complete set
of orientational- and translational-order parameters, recent
studies have introduced different pair-interaction potentials
for polar and nonpolar molecules, to reproduce phase di-
agrams containing conventional or “de Vries-type” Sm-C
phases [36,37,40–42]. Nevertheless, the use of a complete
set of order parameters implies a large number of free pa-
rameters in these molecular models, making difficult their
comparison with the typical characteristic of liquid-crystalline
compounds.

Tilting transitions in free-standing smectic films may ex-
hibit a distinct behavior in relation to those observed in
bulk systems [7,21,24,27,43–46]. In fact, surface anchoring
conditions and finite size effects tend to affect the thermal
behavior of orientational- and translational-order parame-
ters in thin free-standing smectic films. From monitoring
the transmittance of such systems close to a second-order
Sm-C−Sm-A phase transition, an unusual thickness depen-
dence has been reported for the thermal behavior of the
average tilt angle [21], with the transition temperature in
thin films being higher than that of a bulk system. Optical
ellipsometry measurements have revealed that a finite aver-
age tilt may remain in the surface layers of free-standing
films, well above the bulk transition temperature [27]. Such
a scenario has been supported by electron diffraction mea-
surements in thin film [24], where a surface-induced phase
sequence is identified. Moreover, surface-effects may lead
to changes in the nature of Sm-C−Sm-A phase transition
[27,46], especially in films with a few layers. For compounds
presenting a first-order Sm-C−Sm-A bulk phase transition,
the discontinuous jump in the tilt angle is replaced by a
continuous behavior at the transition temperature, when the
film thickness is lower than a characteristic thickness [27,46].
Furthermore, surface anchoring and finite size effects give
rise to a nonuniform tilt profile in free-standing Sm-C films
[45], with the outermost layers being more tilted than the
inner layers. In chiral smectic samples, a series of dis-
crete transitions has been reported [7], where a reentrant
synclinic-anticlinic-synclinic ordering sequence takes place
at the surface film in the presence of an external electric
field.

Although several studies have been devoted to the the-
oretical description of phase transitions in bulk Sm-C sys-
tems, microscopic models for free-standing films have not
been exploited so far. In the present study, we investigate
N−Sm-A−Sm-C phase transitions by using an extended ver-
sion of the mean-field theory for Sm-C liquid crystals. We
analyze how the interplay of surface anchoring and finite size
effects affect the thermal behavior of the order parameters in
free-standing smectic films. In particular, we show that the
additional orientational order imposed by the surface anchor-
ing may lead to a stabilization of order parameters in central
layers, thus modifying the nature of the phase transitions. We
compare our results with experimental findings for typical
thermotropic compounds presenting a N−Sm-A−Sm-C phase
sequence.

FIG. 1. (a) Schematic representation of the long molecular axis
�a in the Sm-C phase, for a Cartesian coordinate system with the z
axis being normal to the smectic layer plane. For convenience, we
assume that the director �n is restricted to the z-x plane, defined as
the tilt plane. Here, the vector �c corresponds to the projection of the
director in the x axis, while ω represents the tilt angle of the director
�n in relation to the smectic wave vector �q. The orientation of the long
molecular axis is defined by polar and azimuthal angles θ and φ,
respectively. ψ is the relative angle between the long molecular axis
�a and director �n. (b) Representation of the layer contraction induced
by the molecular tilt, with d0 being the layer spacing in the Sm-A
phase.

II. MICROSCOPIC MODEL FOR BULK TRANSITIONS

We investigate a single component smectogenic system
of rodlike molecules with a small or moderate transverse
dipole moment [34], which presents a layer contraction in the
tilted smectic phase. To characterize the average molecular
orientation inside the smectic layers, we consider the relative
orientation of the director �n (|�n| = 1) and the smectic wave
vector �q, which is represented by average tilt angle ω, as
shown in Fig. 1(a), where �q is assumed to be normal to the
smectic layer plane (x-y plane), with a magnitude depending
on the layer spacing d (| �q| = 2π/d). Moreover, we assume
that the director �n is fixed at the z-x plane for convenience.
Considering the Cartesian coordinate system where the z axis
is parallel to �q, the orientation of the molecular long axis �a
is defined in terms of polar and azimuthal angles θ and φ,
respectively. Besides, the orientation of molecular long axis
in relation to the director is represented by the angle ψ , which
satisfies the relation

cos ψ = cos θ cos ω + sin θ sin ω sin φ. (1)

In what follows, we assume that the average tilt direction is
the same for all smectic layers and the molecular centers are
randomly distributed inside the smectic layers. Furthermore,
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we consider that a nonnull average tilt leads to a contraction
of the layer spacing, being defined by d = d0 cos ω, with d0

denoting the layer spacing in the Sm-A phase, as represented
in Fig. 1(b).

Using Govind and Madhusudana’s approach [33,34], we
consider a single-particle mean-field potential that corre-
sponds to an extension of McMillan’s model with the inclu-
sion of a tilting term, written as

V = − V0

{[
s + ασ cos

(
2πz

d

)]
P2(cos ψ )

+ αβσ 2η sin 2θ cos φ

}
. (2)

In Eq. (2), V0 is a typical interaction energy that determines the
scale of the nematic-isotropic transition temperature of bulk
sample; P2(cos ψ ) is the second-order Legendre polynomial,
with ψ being the angle between the molecular long axis
and the director �n; s, σ and η are orientational, translational
and tilt-order parameters, respectively, and β is a constant
associated with the geometrical arrangement and amplitude
of the dipoles in rodlike molecules. The quantity α is given by

α = 2

(
α0

2

)sec2 ω

, (3)

in which α0 is the geometric parameter related to the length
of alkyl chains of rodlike molecules, through the expression
α0 = 2 exp [−(πr0/d )2], with r0 being a characteristic length
associated with the molecular rigid part.

The order parameters s, σ, and η are defined by

s = 〈P2(cos ψ )〉, (4)

σ = 〈P2(cos ψ ) cos(2πz/d )〉, (5)

and

η = 〈sin(2θ ) cos φ〉. (6)

The thermodynamical averages, 〈· · · 〉, are computed from
the one-particle distribution function, that is,

Z (z, θ, φ) ∝ exp [−V/kBT ], (7)

in which kB is the Boltzmann constant and T is the temper-
ature. The equilibrium order parameters are solutions of the
self-consistent equations, corresponding to the extreme values
of the Helmholtz free energy, given by

F

N0V0
= 1

2
(s2 + ασ 2 + αβσ 2η2)

− kBT

V0
ln

[
1

2πd

∫ 1

−1
d cos(θ )

∫ π

0
dφ

∫ d

0
dzZ

]
, (8)

where N0 is the number of molecules. The equilibrium state
is determined from the global minimum of the Helmholtz free
energy. The solutions corresponding to the different phases
are

(1) s = σ = η = 0 → Isotropic;
(2) s �= 0 and σ = η = 0 → Nematic;
(3) s �= 0, σ �= 0 and η = 0 → Sm-A;
(4) s �= 0, σ �= 0 and η �= 0 → Sm-C.
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FIG. 2. (a) Helmholtz free energy as a function of the tilt angle
ω, at the vicinity of the Sm-C−Sm-A transition temperature, TCA.
We use representative values of the model parameters: α0 = 0.85
and β = 0.33. Notice that a nonnull tilt angle corresponds to a
minimum of the Helmholtz free energy for T < TCA. (b) Temperature
dependence of tilt, η, translational, σ , and orientational, s, order
parameters for α0 = 0.85 and β = 0.33. We observe that η decays
continuously as the system temperature is increased, while σ and s
stay finite, signaling a second-order Sm-C−Sm-A phase transition.

In the present model, the order parameters are numerically
determined using the self-consistent equations for different
values of the tilt angle ω, for fixed values of T , α0, and β. The
equilibrium configuration is determined from the minimum
value of the Helmholtz free energy with respect to ω.

In Fig. 2(a), we present the Helmholtz free energy as
a function of the average tilt angle, at the vicinity of the
Sm-C−Sm-A transition temperature, TCA. We consider as
representative values of the model parameters α0 = 0.85 and
β = 0.33. For T > TCA, we notice that the null tilt angle
corresponds to the only minimum of the Helmholtz free
energy, which excludes the possibility of a coexistence of
Sm-C and Sm-A phases at T = TCA. Such a scenario is
typical of a second-order phase transition, where the energy
minimum in the disordered phase becomes a local maximum
in the ordered one. In fact, a nonnull value of the tilt angle
becomes the minimum of the Helmholtz free energy when
T < TCA. In Fig. 2(b), we show the temperature dependence
of s, σ and η order parameters. The system temperature
is normalized by the nematic-isotropic transition tempera-
ture, TNI = 0.2202V0/kB. The tilt-order parameter η decays
continuously as the system temperature is raised, while the
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FIG. 3. The tilt angle as a function of T/TC for β = 0.33 and
three representative values of the geometric parameter α0: α0 = 0.75
(black solid line), α0 = 0.85 (red dashed line), and α0 = 0.98 (blue
dotted line), where TC represents the temperature where η order
parameter vanishes. Notice that the continuous decay of the tilt
angle is replaced by a discontinuous behavior as the parameter α0

is increased.

orientational- and translational-order parameters stay finite,
characterizing a second-order Sm-C−Sm-A phase transition
at T/TNI = 0.902. For η = 0, the single-particle potential is
reduced to that of McMillan’s model, which predicts that a
first-order Sm-A–N phase transition takes place for α0 > 0.70.
We notice that the translational-order parameter σ develops a
discontinuity at T/TNI = 0.941, which is accompanied by an
abrupt reduction of the orientational order parameter s, signal-
ing a first-order Sm-A–N phase transition. Moreover, we can
use TCA/TNI and TAN/TNI ratios to compare the present results
with experimental findings for smectogenic compounds with
a small transverse dipole moment. We recall that the nonchi-
ral liquid-crystalline compound p-decyloxybenzoic acid p-n-
hexyphenyl ester (DOBHOP) exhibits a second-order Sm-
C−Sm-A phase transition, followed by a first-order Sm-A–N
phase transition, with TCA/TNI = 0.872 and TAN/TNI = 0.937
[47]. As the DOBHOP molecules present a small transverse
dipole moment (P ≈ 4 nC/cm2) [48], the present results
indicate that the single-particle molecular potential of Eq. (2)
provides a reasonable description of the phase sequence of
DOBHOP compound, with α0 = 0.85 and β = 0.33.

To characterize the effects of molecular structure on the
tilt behavior of Sm-C phase, we analyze the temperature
dependence of tilt angle for β = 0.33 and distinct values
of the parameter α0, as shown in Fig. 3. For the sake of
convenience, the system temperature was rescaled by TC ,
which corresponds to the temperature at which the η order
parameter vanishes. As the parameter α0 is increased, we
observe that the continuous decay of the tilt angle is replaced
by a discontinuous jump at T = TC . Such a behavior suggests
that the value of the parameter α0 affects the nature of the
phase transitions involving Sm-C phase, even though β is
kept constant. Since α0 is associated with the length of alkyl-
chain in rodlike molecules, this result is in agreement with
experimental findings for different homologous series [20,49],
where the molecular rigid part is kept constant and the length
of alkyl-chain is varied. For T < TC , we notice that the tilt
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FIG. 4. The phase diagram in the reduced temperature vs α0

plane for different values of the parameter β. (a) β = 0.30, (b)
β = 0.33, (c) β = 0.40, and (d) β = 0.70. Solid (dotted) lines corre-
sponds to first-order (second-order) transitions. As the parameter β

increases, the Sm-A phase disappears.

angle is favored as the value of the parameter α0 is raised,
with the layer contraction becoming more pronounced.

In Fig. 4, we present the phase diagrams, temperature
versus the parameter α0, considering different values for
the parameter β. The temperature is rescaled by nematic-
isotropic transition temperature, TNI . For β = 0.30, we ob-
serve a second-order Sm-C−Sm-A phase transition for α0 <

1.01, while a first-order Sm-C−Iso phase transition takes
place for α0 > 1.01, as shown in Fig. 4(a). This indicates
that α0 = 1.01 is a critical end point, which corresponds
to the position where the line of continuous Sm-C−Sm-A
transition encounters the coexistence line between the Sm-C
and the isotropic phase. Similar to McMillan’s model [50],
we observe a tricritical point at α0 = 0.70, delimiting the
regions of continuous and discontinuous Sm-A–N transitions.
Moreover, one can note the triple point at α0 = 0.98, which
determines the coexistence of nematic, Sm-A and isotropic
phases. This phase behavior is in agreement with experimen-
tal findings for terephthal-bis-(4n)-alkylaniline (TBnA) [20]
and 2-(4-alkyloxyphenyl)-5-alkyloxypyrimidines (PhPn) [49]
homologous series. In Fig. 4(b), we show the T -α0 phase
diagram for β = 0.33, where a critical end point is observed
for α0 = 0.96. However, the line of continuous Sm-C−Sm-A
transition reaches the coexistence line of discontinuous Sm-
A–N transition, thus corresponding to a N−Sm-A−Sm-C
critical end point. A similar scenario is observed for β =
0.40, as presented in Fig. 4(c). It is remarkable that the
N−Sm-A−Sm-C critical end point is displaced to lower
values of α0 as β is increased, which is accompanied by a
reduction in the Sm-A temperature range. For β = 0.70, the
Sm-A phase is suppressed and a tricritical point at α0 = 0.70
delimits the regions of continuous and discontinuous Sm-
C−N transitions, as shown in Fig. 4(d). We notice that the
NA tricritical point and the N−Sm-A−Sm-C critical end point
tend to merge as the parameter β is increased, thus giving
rise to a NC tricritical point. It is important to emphasize that
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the Sm-A phase is stabilized by the layer contraction, without
the need to introduce an excluded-volume contribution, as
suggested by Govind and Madhusudana [33,34]. In this case,
the single-particle mean-field potential introduced in Eq. (2)
captures the main features of the phase transitions involving
Sm-C phase, with a reduced number of free parameters.

III. EXTENDED MOLECULAR MODEL
FOR FREE-STANDING FILMS

Let us now describe phase transitions in free-standing
Sm-C films. We consider an extended version of McMillan-
Mirantsev’s model [51], by inserting the effective tilting po-
tential. We assume a stratified film with N discrete layers,
where each layer has its own set of orientational, si, transla-
tional, σi, and tilt, ηi, order parameters. Considering the layer
located at the position zi and the molecular orientation defined
by polar and azimuthal angles, θi and φi, respectively, the
effective one-particle mean-field potential can be written as

Vi = −V0
{
P2(cos ψi )[si + αiσ i cos (2πzi/di )]

+αiβσ 2
i ηi sin(2θi ) cos φi

}
, (9)

in which αi = 2(α0/2)sec2 ωi , di = d0 cos ωi, and ωi is the tilt
angle in the ith layer, satisfying the angular relation cos ψi =
cos θi cos ωi + sin θi sin ωi sin φi. In addition, si, σ i, and ηi
are the average order parameters in ith layer and its two
neighboring layers, being given by

si = (1 − δi−1,0)si−1 + si + (1 − δi+1,N+1)si+1

3

+ W0(δi,1 + δi,N )

V0
, (10)

σ i = (1 − δi−1,0)σi−1 + σi + (1 − δi+1,N+1)σi+1

3
, (11)

and

ηi = (1 − δi−1,0)ηi−1 + ηi + (1 − δi+1,N+1)ηi+1

3
, (12)

with i = 1, 2, . . . , N , and δi j is the Kronecker’s δ. In this
approach, the surface anchoring is represented by a surface
orientational field of strength W0. For free-standing Sm-C
film, we assume that the surface ordering gives rise to a tilt
angle profile as follows [52]:

ωi = ωB + (ωS − ωB) cosh [d0(2i − N − 1)/2ξ ]

cosh [d0(N − 1)/2ξ ]
, (13)

where ωB is the bulk tilt angle and ωS is the tilt angle in
outermost layers. ξ is the surface penetration length, which
delimits the range of anchoring effects on the tilt ordering
along the film. As we consider a short-range surface contri-
bution in the one-particle mean-field potential, we assume
ξ = 2d0. In fact, previous studies reported that the surface
penetration length is of the order of the average smectic layer
spacing d0 [45,53,54], not exceeding a few molecular layers.
It is important to highlight that the tilt angle profile defined
by Eq. (13) was introduced by Tweet and co-workers [52],
using a simple phenomenological elastic model. However, ex-
perimental results indicate that the tilt angle disappears before
the layered structure is disrupted when the film temperature is

increased [21,55,56]. To provide a better description of free-
standing Sm-C films, we consider that the surface tilt angle
presents a typical temperature dependence of a mean-field
model, that is,

ωS = ω0

(
TAN − T

TAN − TCA

) 1
2

. (14)

In Eq. (14), TCA and TAN are the bulk Sm-C−Sm-A and Sm-
A–N transition temperatures, respectively. In this model, ωS

vanishes as the smectic order is reduced. In what follows, we
use ω0 = 0.26 (∼15◦).

The local order parameters si, σi, and ηi are defined as the
thermodynamical averages

si = 〈P2(cos ψi )〉, (15)

σi = 〈P2(cos ψi ) cos(2πzi/di )〉, (16)

and

ηi = 〈sin(2θi ) cos φi〉, (17)

being computed from the one-particle distribution function in
the ith smectic layer, that is,

Zi ∝ exp [−Vi/kBT ]. (18)

The total Helmholtz free energy is then given by

F

N0V0
=

N∑
i=1

Fi, (19)

with

Fi = 1

2
(sisi + αiσiσ i + αiβσ 2

i ηiηi )

− kBT

V0
ln

[
1

2πdi

∫ 1

−1
d cos(θi )

∫ π

0
dφi

∫ idi

(i−1)di−1

dziZi

]
.

(20)

From this model, we can compute the profile of the order
parameters for different sets of free parameters in the single-
particle mean-field potential: α0, β, and W0. Indeed, we use
the tilt angle profile defined in Eq. (13) to obtain the actual
profiles of order parameters that minimize the Helmholtz free
energy, thus yielding the equilibrium configuration of the
system. It is important to highlight that the tilt angle profile
of Eq. (13) has been widely used in several experimental
studies, leading to a reasonable description of the thermal
and hydrodynamic properties of free-standing Sm-C films
[28,52,55].

In combination with Eq. (14), we use the bulk values of ωB

to compute the tilt angle profile for distinct film temperatures,
as shown in Fig. 5. We consider N = 15, ω0 = 0.26, α0 =
0.85, and β = 0.33. We observe that Eq. (13) provides a tilt
profile with a positive curvature, where the outermost layers
present tilt angles larger than the internal ones. For T > TCA,
a pronounced tilt reduction takes place at central layers as
ωB vanishes, while a non vanishing tilt persists in outermost
layers. Such a scenario is similar to the experimental findings,
where the surface layers exhibit a Sm-C−Sm-A transition
well above the bulk transition temperature [21]. Besides, it
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FIG. 5. Tilt angle profile for a N = 15 layer film, for distinct
temperatures: T = 0.880TNI (black circles) and T = 0.906TNI (red
squares). We consider ω0 = 0.26, α0 = 0.85, and β = 0.33. For
these parameters, bulk Sm-C−Sm-A transition temperature is esti-
mated as TCA = 0.902TNI . Notice that a pronounced reduction takes
place in the tilt angle of central layers when T > TCA, while a nonnull
tilt persists in outermost layers.

is important to stress that the tilt angle profile is assumed to
be independent of the surface anchoring, W0.

In Fig. 6, we present the profiles of order parameters
for a free-standing smectic film with N = 15 layers. We
use the same model parameters of Fig. 5. Furthermore, we
consider W0/V0 = 0.25, which corresponds to the regime of
weak surface anchoring [35]. For T < TCA, we observe that
nematic and smectic order parameters present nonuniform
profiles with a negative curvature, where central layers are
more ordered than the surface. More specifically, the weak
anchoring leads to a small value of smectic order parameter
in surface layers. However, the tilt-order parameter exhibits
a nonuniform profile with a positive curvature. This profile
is characterized by a high tilt ordering in surface layers, due
to the tilt angle profile defined in Eq. (13). Such a scenario
holds for T > TCA, with a small reduction in the nematic and
smectic order parameters. However, the tilt-order parameter
becomes almost negligible in central layers, while surface
layers present a finite tilt ordering. In this case, surface layers
remain in the Sm-C phase, with the central layers being in the
Sm-A phase. These results show that the tilt angle profile is
the dominant effect in the regime of weak surface anchoring.

A distinct scenario emerges in the regime of strong surface
anchoring, where profound modifications can be observed in
the profiles of order parameters near the bulk Sm-C−Sm-A
transition temperature, as exhibited in Fig. 7. Figure 7(a)
shows that the profile of the nematic order parameter presents
a positive curvature, with surface layers exhibiting an almost
saturated orientational ordering. Such a behavior holds for
T > TCA, with a small reduction in the nematic order pa-
rameter of internal layers. In Fig. 7(b), we observe that the
smectic order parameter exhibits a nonuniform profile with a
negative curvature for T < TCA. In this case, internal layers
are more ordered than the outermost ones. For T > TCA, the
smectic order parameter exhibits a nearly flat profile, in which
a small positive curvature can be verified. Although W0/V0

is not directly coupled to the tilt ordering, we notice that the
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FIG. 6. Profiles of (a) orientational, (b) translational, and (c) tilt-
order parameters for a free-standing film with N = 15, at different
temperatures: T = 0.880TNI (black circles) and T = 0.906TNI (red
squares). The model parameters are the same used in Fig. 5, where
the bulk Sm-C−Sm-A transition temperature takes place at TCA =
0.902TNI . We use W0/V0 = 0.25, corresponding to the regime of
weak anchoring condition. Notice that the tilt-order parameter stays
finite in the surface layers above the bulk Sm-C−Sm-A transition
temperature, even in the regime of weak surface anchoring.

strong anchoring condition leads to the enhancement of ηi

along the whole film, specially in surface layers, as presented
in Fig. 7(c). For T > TCA, a strong surface anchoring tends
to stabilize the tilt order along the film, with exception of the
central layers where tilt ordering is negligible.

To investigate the interplay of finite size effects and surface
anchoring conditions, in Fig. 8 we analyze the thickness
dependence of order parameters at the central layer of free-
standing films for distinct anchoring regimes. The penetra-
tion surface length is kept constant, with ξ = 2d0. In the
regime of weak surface anchoring, the nematic and smectic
order parameters of central layer increase rapidly as the film
thickness is enhanced, reaching their maximum values for
N = 15. However, the tilt-order parameter exhibits a gradual
reduction as the film thickness increases, thus reflecting the
thickness dependence of tilt angle defined by Eq. (13). This
result indicates that the finite size effects govern the thermal
behavior of order parameters in the regime of weak surface
anchoring. A distinct behavior is observed for strong surface
anchoring, as shown in Fig. 8(b). The nematic order parameter
at the central layer is independent of the film thickness, while
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FIG. 7. Profiles of (a) orientational, (b) translational, and (c) tilt-
order parameters for a free-standing smectic film, at the vicinity
of bulk Sm-C−Sm-A transition temperature (TCA = 0.902TNI ). We
consider different film temperatures: T = 0.880TNI (black circles)
and T = 0.906TNI (red squares). The model parameters are α0 =
0.85, β = 0.33, ω0 = 0.26, N = 15, and W0/V0 = 2.5. We notice an
enhancement in the tilt-order parameter due to the strong anchoring
condition.

a very small increase is observed in the smectic order param-
eter. Concerning the tilt-order parameter, we notice that ηcl is
slightly larger in thin films due to the strong surface anchor-
ing. However, the effects of tilt angle profile predominates
as the film thickness is increased. In fact, we have assumed
that the surface tilt amplitude ω0 is independent of the surface
anchoring W0, as it is related to the molecular structure and
excluded-volume contribution. More specifically, there is no
experimental evidence supporting the dependence of surface
tilt angle on the surrounding gas in free-standing films.

Figure 9 exhibits the temperature dependence of the order
parameters at the central layer for different values of surface
anchoring (W0/V0 = 0.25 and W0/V0 = 2.5) and two repre-
sentative film thicknesses (N = 7 and N = 25). For a thin film
with N = 7, we observe that a first-order Sm-C−N transition
takes place in the regime of weak anchoring conditions, while
the nematic order vanishes smoothly as the temperature is
raised, as shown in Fig. 9(a). This result indicates the absence
of the nematic-isotropic transition, even for small values of
the anchoring strength. However, the transition to the nematic
phase leads in practice to the film thinning or to the film
rupture. For a thin film with N = 7 and strong anchoring con-
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FIG. 8. Thickness dependence of order parameters in central
layer of free-standing Sm-C films: nematic (scl , black circles), smec-
tic (σcl , red squares), and tilt (ηcl , blue diamonds) order parameters.
The tilt angle of central layer is also shown (ωcl , green triangles).
Different regimes of surface anchoring are considered: (a) W0 = 0.25
and (b) W0 = 2.50. The model parameters are α0 = 0.85, β = 0.33,

and ω0 = 0.26. Notice that the surface anchoring plays an important
role in central order parameters of thin films.
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FIG. 9. Temperature dependence of order parameters at the cen-
tral layer in smectic films with different thicknesses and anchoring
conditions: (a) N = 7 and W0 = 0.25, (b) N = 7 and W0 = 2.50, (c)
N = 25 and W0 = 0.25, and (d) N = 25 and W0 = 2.50. Notice that
the interplay of finite size effects and surface anchoring may change
the phase diagram of free-standing films. The gray areas represent
the temperature regions where a dramatic reduction in the smectic
order takes place, corresponding to an unstable film.
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ditions, one can note that the first-order Sm-C−N transition
is replaced by a sequence of second-order Sm-C−Sm-A and
Sm-A–N transitions, occurring in higher temperatures than
that observed in bulk systems [see Fig. 2(b)]. For the thicker
film (N = 25), we observe a phase sequence similar to the
bulk system, even for a weak anchoring strength, as observed
in Fig. 9(c). Nevertheless, a residual smectic order parameter
persists after the jump in Sm-A–N transition temperature for a
25-layer film under strong anchoring, as shown in Fig. 9(d). In
this case, the nematic phase presents a residual smectic order,
corresponding to a surface-induced smectic phase (si–Sm-A).
A similar behavior is observed above the nematic-isotropic
transition temperature, where a residual nematic order is
observed.

IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In summary, we have studied the phase transitions in bulk
systems and free-standing films presenting a Sm-C phase.
Using a single-particle mean-field potential introduced by
Govind and Madhusudana [33], we have shown that the phase
diagram of smectogenic compounds with a small transverse
dipole can be reasonably described when the tilt-induced con-
traction of smectic layers is considered. This approach elim-
inates the need to introduce an additional excluded-volume
contribution to stabilize the Sm-A phase, thus reducing the
number of free parameters of the model. By varying the
model parameter associated with the transverse dipoles in
rodlike molecules, a rich variety of phase diagrams have been
observed. In particular, we have identified a N−Sm-A−Sm-C
critical end point, corresponding to the position at which the
line of continuous transition between the Sm-C and Sm-A
phases encounters the coexistence line between the Sm-C and
the nematic phases. Concerning free-standing Sm-C films, our
results showed that the interplay of finite size effects and
surface anchoring conditions affects the phase diagrams of
thin films. Considering a tilt angle profile and a discrete ver-

sion of single-particle mean-field potential, we have computed
the profiles of order parameters of free-standing films under
different anchoring regimes. We have observed that surface
effects stabilize the tilt-order parameter in outermost layers
of films above the bulk Sm-C−Sm-A transition temperature.
As a consequence, surface layers may remain in the Sm-C
phase, while the central layers are in the -Sm-A phase. Such a
coexistence of Sm-C and -Sm-A phases in a free-standing film
has been reported in previous experimental studies [24,46].
However, some questions still remain open, such as the pos-
sible connection between the surface anchoring strength and
surface tilt angle. From a practical point of view, the control
of the anchoring strength may be a challenging task. Although
free-standing smectic films under strong anchoring condition
have been widely probed, the scenario of films with a weak
anchoring is very difficult to be realized. However, recent
studies of free-standing smectic films immersed in aqueous
solutions of surfactants revealed a reduction of anisotropic
contribution of the surface tension [57,58], indicating a re-
duction of the orientational order at the surface layers. Fur-
thermore, the effective control of surface anchoring has been
realized in the study of spherical smectic shells [59], where an
aqueous solution of an amphiphilic triblock copolymer was
used to induce a weak homeotropic anchoring. Considering
the status of the experiments nowadays, the present results
may stimulate experimental efforts aiming to probe the rich
scenario predicted by the extended version of the molecular
theory for Sm-C liquid crystals.
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Electric field effects on N–Sm–A–Sm–C phase transitions
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The effects of external electric fields on nematic–smectic–A–smectic–C liquid crystal phase tran-
sitions are studied using a microscopic molecular theory of smectic–C liquid crystals. The resulting
thermal behavior of the system’s order parameters, in the smectic–C phase, are analyzed. We
compare our results with experimental findings for typical thermotropic compounds presenting a
nematic–smectic–A–smectic–C phase sequence.

I. INTRODUCTION

The effects of external fields on molecular ordering in
liquid crystalline systems are an active research field [1–
6] with major implications for developing new electro-
optical devices [7–12]. In particular, the interplay of ge-
ometric anisotropy and different functional groups leads
to anisotropic electromagnetic responses in thermotropic
compounds [13, 14]. The system’s molecular orientation
depends on both the compound’s dielectric anisotropy
and the orientation of the applied external field, which
in turn modifies the order parameters and liquid crys-
talline sequence phases. For example, an external field
can give rise to ordered phases well above the nematic–
isotropic and smectic–isotropic bulk transition tempera-
tures [5, 6, 15]. Moreover, birefringence measurements
close to the nematic–smectic–A transition temperature
have shown that strong electric fields suppress the ne-
matic fluctuations in systems with a positive dielectric
anisotropy, causing a crossover from first to second or-
der phase transition [16]. Concerning molecular reorien-
tation, Wen and Rosenblatt have identified a crossover
from second to first order Fréedericksz transition in ne-
matic liquid crystals with a negative dielectric anisotropy
in the presence of a spatially homogeneous external field
[17]. From a practical standpoint, external field induced
director reorientation has proven crucial for developing
fast response electro-optic modulators, switching devices
and high-performance optical filters [7–12].

External field effects in the smectic–C phase were first
considered by Rapini [18], which focused on phase stabil-
ity and director reorientation. The discovery of different
electric responses in the smectic-C phase, such as fer-
roelectricity [19–25] and antiferroelectricity [26], greatly
encouraged further study of smectic phases, particularly
under the influence of an external field. On the other
hand, if the constituent molecules are chiral and possesses
a permanent transversal dipole, each layer in the smectic–
C phase exhibits a spontaneous polarization. The cou-
pling between tilt angle and electric polarization, which
causes the spontaneous polarization, can also occur at
the smectic–A phase at high temperatures as the electro-
clinic effect [27]. In a bookshelf configuration, the direc-
tor proportionally tilts perpendicular to the layers. Lee
and Patel [28] studied the behavior of a field-induced tilt

angle in a ferroelectric liquid crystal. They observed that
the molecular tilt crossed from a linear to a power law
dependence with exponent ν ∈ (1/3, 1), near the Sm–A–
Sm–C* transition. The director field can deform due to
the director’s rotation around the normal to the smectic
layers. As a result, in most electroclinic materials, the
layers contract and therefore buckle. [29]. This effect
has been considered theoretically [30–32] and observed
experimentally [32, 33].

The rich phenomenology of liquid crystal phase tran-
sitions under an external field have led to several pro-
posed models. Despite the numerous aforementioned
macroscopic experimental and theoretical studies of
bulk smectic–C systems under external electric fields,
a detailed microscopic approach is as of yet lacking.
We therefore investigate nematic–smectic–A–smectic–C
phase transitions by extending the mean-field theory for
smectic–C liquid crystals under an external electric field.
The resulting effect on the thermal behaviour of the or-
der parameters, and the nature of the phase transitions
is analyzed for both positive and negative polarizability
anisotropies.

II. MICROSCOPIC MODEL FOR BULK
TRANSITIONS

We investigate a single component smectogenic sys-
tem of rod-like molecules with a small or moderate trans-
verse dipole moment [34], which presents a layer contrac-
tion in the tilted smectic phase. In order to characterize
the average molecular orientation inside the smectic lay-
ers, we consider the relative orientation of the director ~n
(|~n| = 1) and the smectic wave vector ~q, which is repre-
sented by average tilt angle ω, as shown in Fig. 1, where ~q
is assumed to be normal to the smectic layer plane (x−y
plane), with a magnitude depending on the layer spacing
d (|~q| = 2π/d).

We consider a single-particle mean-field potential that
extends McMillan’s model by including a tilting term and
an external electric field along the z-axis, as shown in
Fig. 1. The tilt direction is assumed to be constant for
all smectic layers.

The contribution due to the electric field is given by a
linear term, Vdip = pE sin θ, and a dielectric term, Vdie =
− 1

3∆αpE
2P2 (cos θ), where p is the dipolar moment and
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FIG. 1. Schematic representation of the Sm–C system, show-
ing the layer contraction induced by the molecular tilt, where
d0 denotes the distance between layers in the Sm–A phase,
d represents the molecular tilt in the Sm–C phase, and ω is
the angle between d and d0. A Cartesian coordinate system
whose z-axis is normal to the smectic layer plane is used. For
convenience, we assume that the director ~n is restricted to the
z–x plane, defined as the tilt plane. Here, the vector ~c corre-
sponds to the projection of the director in the x-axis, while ω
represents the tilt angle of the director ~n with respect to the
smectic wave vector ~q. The orientation of the long molecular
axis is defined by the polar and azimuthal angles θ and φ, re-
spectively. ψ is the relative angle between the long molecular
axis ~a and director ~n. The external electric field is applied
along the z axis, i.e. ~E = Eẑ.

∆αp is the molecular polarizability anisotropy.
The interaction potential is written as:

V =− V0
{[

s+ ασ cos

(
2πz

d

)]
P2 (cosψ) +

+ αβησ2 sin 2θ cosφ− pE

V0
sin θ +

+
∆αpE

2

3V0
P2 (cos θ)

}
. (1)

where V0 is an interaction energy that determines the
scale of the bulk sample’s nematic-isotropic transition
temperature. P2(cosψ) is the second order Legendre
polynomial. The model parameters are α0 and β. The
former is a geometric parameter related to the length
of alkyl chains of rod-like molecules, given by α0 =

2 exp
[
− (πr0/d)

2
]
, where r0 defines the characteristic

length of the molecular rigid portion. The latter param-
eter depends on the spatial arrangement and strength of
the dipoles in rod-like molecules.

A non-null average tilt contracts the layer spacing, as
defined by d = d0 cosω, where d0 denotes the layer spac-
ing in the smectic-A phase. We therefore define the quan-
tity α in terms of the model parameter α0 to account for
the layer contraction due to tilting, as:

α = 2
(α0

2

)sec2 ω
. (2)

The orientation of the molecular long axis with respect
to the director is represented by the angle ψ, as shown
in the inset of Fig. 1, which satisfies:

cosψ = cos θ cosω + sin θ sinω sinφ. (3)

The order parameters s, σ and η are defined by:

s = 〈P2(cosψ)〉, (4)

σ = 〈P2(cosψ) cos(2πz/d)〉, (5)

and

η = 〈sin 2θ cosφ〉. (6)

Where the thermodynamic averages, 〈· · · 〉, are com-
puted from the following one-particle distribution func-
tion:

Z(z, θ, φ) ∝ exp [−V/kBT ], (7)

kB is the Boltzmann constant and T is the tempera-
ture. The equilibrium order parameters are solutions of
self-consistent equations, found at extreme values of the
following Helmholtz free energy:

F

N0V0
=

1

2

(
s2 + ασ2 + αβσ2η2

)
+

+
1

2

(
−pE
V0
〈sin θ〉+

∆αpE
2

3V0
〈P2 (cos θ)〉

)
−

− kBT

V0
ln

(
1

2πd

∫ 1

−1

d cos θ

∫ π

0

dφ

∫ d

0

dzZ
)
,(8)

where, for ω = 0, s = 〈P2 (cos θ)〉.
The order parameters are numerically determined us-

ing the self-consistent equations for different values of
the tilt angle ω, and fixed values of T , α0 and β. The
equilibrium configuration corresponds to the Helmholtz
free energy minimum with respect to ω. The solutions
corresponding to the different phases are shown in table
I.

The model parameters are henceforth α0 = 0.84
and β = 0.31 which well represents the nonchiral
liquid-crystalline compound p-decyloxybenzoic acid p-
n-hexyphenyl ester (DOBHOP). This compound ex-
hibits the following phase transition sequence: Sm–C
- 77.5 - Sm–A - 83.3 - N - 88.9 - Iso. We then
have the following important parameters: dipole mo-
ment p = 1.16 × 10−29 Cm, polarizability anisotropy
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Order parameters
Phases s σ η
Isotropic null null null
Nematic non-null null null
Smectic–A non-null non-null null
Smectic–C non-null non-null non-null

TABLE I. Possible solutions corresponding to the different
phases.

|∆αp| = 2.03 × 10−29 m3 and characteristic potential
V0 = kBTNI/0.2202 = 2.3× 10−20 J [35].

Although this specific compound presents a negative
polarizability, it is usefull to analize a similar compound
that presents an opposite polarizability. For that reason,
we are going to present the results for both polarizabili-
ties: ∆α∗

p = ±|∆αp|.

A. Results - Negative Polarizability

To investigate how the smectic–C order can be
favoured under the influence of an electric field, we con-
sider a negative polarizability anisotropy (∆α∗

p < 0).
In order to characterize the stability of the smectic-C

phase, we present the Helmholtz free energy as a function
of the average tilt angle for different values of external
electric field, as shown in Fig. 2. We fixed the temper-
ature T/TCA = 0.8, where TCA is the temperature at
which the Sm–C order disappears with no external field
influence. To aid visualization, we normalized the free
energy axis to F0, the free energy corresponding to no
field and ω = 0. We notice that, for increasing electric
field and fixed temperature, the equilibrium tilt angle
remains non-null and increases with the applied electric
field, showing that an electric field proportionally tilts
the molecules. The negative polarizability contribution
tends to align the molecules perpendicular to the exter-
nal field. However, the presence of a small dipole moment
tends to align the molecules in the direction of the field.
For small fields, there is a competition between these two
contributions, so that the molecules slightly tilts towards
the smectic layers. For stronger fields, the polarizability
contribution excels.

In Fig. 3, we show the temperature dependence of s, σ
and η order parameters, for different values of the electric
field. In Fig. 3(a), we see the order parameters without
the action of the electric field, presenting a second or-
der Sm–C–Sm–A phase transition, followed by first-order
Sm–A–N and N–Iso phase transitions. We note that even
for a small electric field the isotropic phase is suppressed,
giving rise to an field-induced nematic phase, with nega-
tive orientational order parameter, as shown in Fig. 3(b).
Additionally, we see a reduction in the temperature-range
of the smectic–A phase, while the smectic–C phase is
favoured by the external field. In Fig. 3(c), we have
a small-range smectic–A phase followed by a first-order
smectic–A–fi-N phase transition, completely suppressing
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FIG. 2. Helmholtz free energy as a function of the tilt angle ω
for different values of applied electric field. We use represen-
tative values of the model parameters α0 = 0.84 and β = 0.31.
We use ∆α∗

p < 0 and fixed temperature T/TCA = 0.8. We can
notice that the minimum value of F/F0 increasing in module
implies a greater phase stability.

the nematic phase with positive order parameter. For
sufficiently strong electric field, as seen in Fig. 3(d), we
have a first order smectic–C–fi-nematic phase transition,
with the disappearing of the smectic–A phase.
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FIG. 3. Variation of the orientational s, translational σ, and
tilt η order parameters as a function of the reduced tempera-
ture for different values of electric field and ∆α∗

p < 0. For fig-
ure (a), E = 0 kV/cm, we have the temperature dependence
of order parameters on bulk. In figure (b), E = 4 kV/cm,
we can already see the external field effects, where nematic
order parameter start to have negative values. Analysing fig-
ure (c), E = 12 kV/cm, we can notice that the Sm–A phase
is being suppressed, where we have a first order Sm–A–fi–N
phase transition. And in figure (d), E = 16 kV/cm, the Sm–
A phase is completely suppressed and we have a Sm–C–fi–N
phase transition.

To characterize the effects of electric field on the na-
ture of phase transitions, we analyzed the temperature
dependence of tilt angle for different values of electric
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field, as showed in Fig. 4. For the sake of convenience,
we consider an reduced temperature, which is normalized
by the temperature at which the η order parameter van-
ishes. As the electric field increases, we notice that the
continuous decay of the tilt angle is replaced by a jump at
reduced temperature = 1. Such a behavior suggests that
sufficiently strong electric fields affects the nature of the
phase transitions involving the smectic–C phase, even
though the model parameters are kept constant. Since
we are considering a negative polarizability, this result is
in agreement with experimental studies, given that suffi-
ciently strong electric fields suppresses the Sm–A phase.
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FIG. 4. Variation of the tilt angle ω as a function of the
reduced temperature, which is normalized by the temperature
at which the η order parameter vanishes, for different electric
field values and ∆α∗

p < 0. We can observe that the assumed
tilt angle increases as the electric field is applied. In addition,
it’s possible to notice that there is a change in the nature of
the phase transition for high fields.

In Fig. 5, we present the variation of the tilt angle
ω as a function of the electric field, for different values
of temperature. In Fig. 5(a), for T < TCA, which cor-
responds to the temperature at which the η order pa-
rameter vanishes, we observe an monotonic increase of
tilt angle under the influence of an external electric field.
Moreover, it is possible to notice that the value of the
tilt angle assumed by the phase decreases as the tem-
perature approaches the transition temperature. In Fig.
5(b), for T > TCA, the tilt angle remains null until the
electric field reaches a threshold value due to competition
between thermal and field effects. This is associated with
the molecule’s small dipole moment, requiring a stronger
electric field to overcome thermal effects and therefore in-
duce a tilting. For increasing field, we notice that the tilt
angle is favoured to a certain point. When approaching
the smectic–C–nematic phase transition, there’s a con-
tinuous reduction on the tilt angle, thus representing an
reentrant-like behavior.

In Fig. 6, we present the phase diagram, tempera-
ture versus the applied electric field. The temperature
is rescaled by nematic–isotropic transition temperature,
TNI . For E = 15 kV/cm, we observe a second-order
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FIG. 5. Variation of the tilt angle ω as a function of the
electric field, for different temperatures, with ∆α∗

p < 0. Tem-
peratures (a) below TCA and (b) above TCA. Below TCA, we
notice that for smaller fields, the higher the temperature, the
greater the variation in the tilt angle value. Above TCA, it’s
important to notice the reentrant-like behavior around the
smectic–C–nematic transition.

Sm–C–Sm–A phase transition, while a first-order Sm–
C–fi–N phase transition takes place for E > 15 kV/cm.
This indicates that E = 15 kV/cm is a critical end point,
which corresponds to the point where the line of contin-
uous Sm–C–Sm–A transition encounters the coexistence
line between the Sm–C and the nematic phase.

B. Results - Positive Polarizability

Now, we consider a positive polarizability anisotropy
(∆α∗

p > 0). In Fig. 7, we present the variation of the tilt
angle ω as a function of the electric field, for different val-
ues of temperature. We note that, differently than for the
case of negative polarizability anisotropy, the tilt angle
ω decreases under the influence of an external field for a
given temperature. This happens because the molecules’
major axis tend to align parallel to the field.

In Fig. 8, we show the temperature dependence of
s, σ and η order parameters, for different values of the
electric field. We notice that the electric field suppresses
the isotropic phase, giving rise to an field-induced ne-
matic phase. Additionally, we see a reduction in the
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FIG. 6. Phase diagram of the reduced temperature as a func-
tion of the applied electric field for ∆α∗

p < 0. For low fields it’s
possible to notice a second order Sm–C–Sm–A phase transi-
tion. As the applied field increases, the Sm–A phase is sup-
pressed, and we can see the representation range of the ne-
matic phase induced by the external field increase. For E > 15
kV/cm, we have a continuous phase transition Sm–C–fi–N.
Here, the dashed line represents a second order phase transi-
tion, and the filled line describes a first order phase transition.
The painted part in the figure represents the field-induced ne-
matic phase.
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p > 0. We
notice that the tilt angle decreases under the influence of the
external electric field, and the maximum tilt angle assumed
also decreases as the temperature approaches the transition
temperature.

temperature-range of the smectic–C phase, while the
smectic–A phase is favoured by the external field. In

this case, the nature of the Sm–C–Sm–A and Sm–A–N
transitions remain the same, as second and first order
transitions, respectively.

Finally, in Fig. 9, we present the phase diagram, for
∆α∗

p > 0. We note that the smectic–A phase is favoured,
while the smectic–C phase is suppressed with increasing
fields. With the effect of the applied electric field, we
observe the appearance of a nematic residual phase, fa-

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

O
rd

e
r 

P
a
ra

m
e
te

r

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
T/T

NI

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

O
rd

e
r 

P
a
ra

m
e
te

r

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
T/T

NI

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(a) (b)

(c) (d)

η

η

η

η

ss

σ σ

σ

s

σ

s

FIG. 8. Variation of the orientational s, translational σ, and
tilt η order parameters as a function of the reduced temper-
ature for different values of electric field and ∆α∗

p > 0. (a)
E = 0 kV/cm, (b) E = 4 kV/cm, (c) E = 6 kV/cm and
(d) E = 8 kV/cm. For E = 4 kV/cm, it’s possible to notice
the appearance of a nematic residual phase under the influ-
ence of the external electric field. Analysing Fig. 8(c), for
E = 6 kV/cm, we can already to observe the reduction of the
smectic–C phase and an increase in the range of the smectic–
A phase. It is important to notice that the nematic phase
suppresses the liquid isotropic phase. Moreover, in 8(d), we
can see that the tilt angle assumed by the smectic–C phase
decrease as the electric field increase.

voring the phase while the electric field increases. For
low fields, we can still observe the existence of the liquid
isotropic phase.

III. SUMMARY AND CONCLUSIONS
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