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Resumo

Neste trabalho, faremos um estudo da teoria de espacos métricos, apresentando os
contetidos que serao base para o objetivo desta monografia. Dentre os contetidos, temos
as aplicagoes continuas, sequéncias e compacidade em espacos métricos com a relacao que
eles possuem com os espacos métricos completos, a definicao de espaco métrico completo
e como podemos determinar se um espacgo é completo através das sequéncias de Cauchy.
Com isto, mostraremos que o conjunto dos nimeros reais (R) é completo, assim como
o R", e saberemos determinar quando um subconjunto do R™ é compacto e sua relacao
com espacos métricos completos. No tltimo capitulo, trataremos dos pontos fixos e do
teorema do ponto fixo de Brouwer para o caso de fungoes na reta real e do caso geral
no R", estendendo por aplicagoes este caso com base em (MARTINS; VASCONCELLOS,
2014). Além disso, faremos algumas observagoes sobre estas extensoes com o caso na reta
real e com compacidade.

Palavras chave: Brouwer, Pontos fixos, Aplicacoes.



Abstract

In this work, we study metric spaces. We approach some themes like continuous
applications, sequences, compact spaces and its relations to complete metric spaces, the
definition of complete metric spaces using Cauchy sequences. By this way, we show that
the real space, namely R, is complete, and, also R". We know conditions for a subset of
R™ to be compact and his relation with complete metric spaces. In the last chapter, we
study fixed points theory and Brouwer’s fixed point Theorem, for real functions and the
general case of R", extending by applications, based on (MARTINS; VASCONCELLOS,
2014). Furthermore, we make some observations about these extensions on the real line

equipped to compactness.
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Introducao

No decorrer do curso de Licenciatura de Matemaética, noés lidamos com varios con-
juntos. O conjunto dos ntimeros reais (R) é um dos mais intrigantes por ser um corpo,
ordenado e completo. O motivo por ele ser chamado de corpo nao sera apresentado, po-
rém discutiremos sobre os elementos que o levaram a ser chamado de completo, em outras
palavras, estudaremos os espagos métricos para este fim, com base nos livros (DOMIN-
GUES, [1982)) e (LIMA| 2017b)). Depois, vamos estender esta no¢ao para o seu produto
cartesiano, obtido por n-vezes, R”. E importante mencionar que o nosso principal objeto

de estudo aqui seré aplicacoes de um teorema que faz uso de alguns de seus subconjuntos.

Como dito acima, estudaremos as aplicacoes de um teorema que envolve subconjuntos
do R™, sendo este um "teorema de existéncia" sobre pontos fixos, ou seja, dadas certas
condicoes podemos afirmar a existéncia de ao menos um ponto fixo que nao se altera pela
aplicagao dada. Um exemplo de "teorema de existéncia" é o teorema do valor interme-
diario, famoso na Analise. Mas, trataremos sobre um desses "teoremas de existéncia"
sobre pontos fixos que possui grande importancia em diversas areas cientificas, seja na
matematica, engenharia, economia ou fisica. Tomando como base o artigo Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer em (MARTINS; VASCONCELLOS, 2014)), ser& visto o teorema
na sua forma mais simples (o caso real n = 1), o caso geral e as aplicagoes do teorema.
O teorema proposto por Brouwer em 1910 nos garante a existéncia de pontos fixos em
aplicagoes continuas que tém como dominio e contra dominio os mesmos subconjuntos
compactos do R"”. Em suas aplicacoes, iremos generalizar a ideia dada por Brouwer am-
pliando as condigoes em que podemos usar do teorema para garantir a existéncia de pelo

menos um ponto fixo, e este teorema foi chamado de o Teorema do Ponto Fixo de Brower.



Capitulo

1

Espacos Métricos: Nocoes basicas

1.1 Meétricas

Defini¢ao 1.1.1. Uma métrica num conjunto M # O é uma fungio d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(z,y), chamado
a distancia de x a y, de modo que sao satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer x,

yezeM.
(M.1) d(z,y) >0, onde d(z,y) =0 se, e somente se, x = y;

(M.2) d(z,y) = d(y,z);

(M.3) d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2).

Um espago métrico € o par ordenado (M,d) onde M é um conjunto ndao vazio e d
a métrica sobre M. Chamaremos por "o espagco métrico M", quando nao gerar divida

deizando subentendida a métrica d a ser considerada.

Observacao 1.1.2. O postulado (M.2) se refere a propriedade de simetria dos elementos.
O postulado (M.3) € conhecido como desigualdade triangular, que na geometria bdsica a

soma de dois lados € sempre mator que o terceiro.

2
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Portanto, tendo um conjunto M com uma métrica sobre ele, satisfazendo as condi-
coes acima, temos um espag¢o métrico. No decorrer desta monografia, nos referiremos os

elementos de um espaco métrico como pontos.

Exemplo 1.1.3. A métrica "zero-um”". Podemos tornar qualquer conjunto M # () em

um espaco métrico de maneira simples. Definindo da maneira a sequir:

0, sex=y
d(x,y) = (1.1.1)

1, sex#y
Exemplo 1.1.4. O exemplo mais importante de espacos métricos, € o conjunto R dos
nimeros reais. A distancia entre dois pontos x,y € R definida por d(z,y) = |x —y|. Esta

métrica € conhecida como métrica usual da reta.

Exemplo 1.1.5. O espaco Euclidiano R™. Neste exemplo vamos generalizar o exemplo
anterior. Os pontos de R"™ sao as n-uplas ordenadas v = {x1,x2, ..., x,}, onde cada x; €

um numero real. Podemos definir trés métricas de maneira natural.

n

d(z,y) = V=) 4t @ — )2 = D (@ — )]

i1

d'(z,y) = s — g1l + - T — gl = ) |z — wil
i1

d'(z,y) = maz|ry — yil, - |20 — yn| = mazx|z; — y;

As métricas d' e d’ sao de verificacao imediata, visto que d' é o somatorio das distdncias
. " . o y )
em suas respectivas retas e d’ é a maior das distincias somadas em d', porém, mostrare-

mos que d realmente € uma métrica sobre o espaco R™ .

Vamos verificar que d(x,y) = \/(x1 — y1)>+ - + (@, — yn)? € uma métrica. De fato:

d(z,z) = /(21 —21)2 4+ + (20 — 20)2 = V(0)2 4 --- + (0)2 = 0.

o Sex #y entdo, x; # y; para algum 1 < i <n. Assim, v;—y; # 0, dai (z; —y;)* > 0,
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e portanto,

Az, y) = (@1 —y1)2+ -+ (@0 — ya)? = V(@ — 4:)2 > 0

e Para qualquer 1 < i < n, temos que:

Assim,
(@1 =)+ 4 (@ =) = (1 — 22"+ 4 (Yo — ).

Tirando a raiz quadrada na equacao acima, oblemos:

V=) 4 (=) = V= 2+ (g — 7).

Agora, para provar a desigualdade triangular, seria necessdrio a desigualdade de Cauchy-
Schwarz em R"™, o que serd mostrado no exemplo sobre espacos vetoriais com produto

mterno, assim como a desigualdade triangular.

Proposicao 1.1.6. Sejam d,d' e d’ as métricas utilizadas acima, para quaisquer xr,y € R"

vale a desigualdade;
d'(z,y) < d(z,y) < d(z,y) <n-d'(z,y)

Demonstracao. Antes de demonstrar este fato, vamos observar o caso em R?:

Y

d
h

d=ld’ e
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Para melhor organizar as ideias, vamos separar por partes:

(i) d"(z,y) < d(z,y).
(ii) d(z,y) < d'(z,y).

(iii) d'(z,y) <n-d'(z,y).
(i) para mostrar (i), elevemos d(z,y) ao quadrado, entao
d(ﬂ?, y)2 = (xl - y1)2 +et (xn - yn)2 = Z(Q:z - yz)2

Pela defini¢ao, existe um indice iy tal que d’(z,y) = max |x; —y;| = |z, — yi,|. Deste
modo

d"(x,y)* = |ziy — yio|* < Z = d(z,y)*

Consequentemente, ao extrair a raiz quadrada de ambos os lados, obtemos: d”’(z,y) <

d(x,y), pois as distancias sao maiores ou igual a zero.
(ii) Temos por defini¢do, que d'(z,y) = >, |z;—vi|, ao elevarmos ao quadrado obtemos,
n

d'(,y) =) (zi—v:)* +2-

=1

> fai = yillay — yJ]>Z =d(z,y)°

i#£]

Visto que no item anterior mostramos que:
d(l’, y)2 = (xl - y1)2 +oe 4+ (wn - yn)2 = Z(ml - yi)2
e por se tratar do somatorio do produto de distancias:

>0

2 [ZW = yillz; — 4

i#]

Novamente extraindo a raiz quadrada obtemos o desejado, d(z,y) < d'(z,y).
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(iii) Seja k o indice tal que, d’(x,y) = max |x; — y;| = |zx — yx|. Assim ,vale a seguinte

desigualdade:

d'(z,y) = |w1—y1|+|ze—y2|+ - +|Tn—yn| < |xe—yk|+|Tr—ye|+ - +lxr—y| = 1|z —yg

Como cada |z — yx| > |z; — yi|, estd provada a terceira afirmagdo. Com isso,

mostramos a desigualdade.

]

Agora, veremos um exemplo muito importante em espacos métricos, que sGo 08 espagos

vetoriais normados, muito utilizado no curso de dlgebra linear.

Exemplo 1.1.7. (Espagos Vetoriais Normados) Com base em (ENDO et all |2015),
teremos que uma norma em um espago vetorial real E é uma fun¢ao real || - || : B — R,
que associa cada vetor x € E ao nimero real nao negativo ||z||, chamado a norma de z,

de modo a serem cumpridas as condigoes abairo para quaisquer r,y € E e \ € R.
(N1) se x # 0, entdo ||z|| > 0;

(N2) |[Axl] = [A] - []=]l;

(N3) e+ yll < [l + [yl].

Um espago vetorial normado € um par (E,||-||) onde E € um espaco vetorial real e ||-||
¢ uma norma em E. Observemos que (N1) e (N2) garante que ||z|| > 0 <= z # 0, para
isto basta tomar A =0 e x =0 em (N2). Afirmamos que todo espago vetorial normado
(E,|| - ||) torna-se um espago métrico por meio da defini¢io d : E x E — R dada por
d(z,y) = ||z = yl|.

Para mostrar que € uma métrica em E, devemos mostrar as trés condigoes:

(M.1) Por (i) temos que d(z,y) = ||z — y|| =0 entdo x —y = 0. Assim x =y. Portanto
sex #y = d(z,y) = |[|lz—yl|| > 0. Eveja que d(z,z) = ||z — z[| = ||0]| = [[0.0]] =
10 - []0f] = 0.
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(M.2) d(x,y) = [z —yl| = I(=D(=z+ )l = [ =1 [| =z +yl| = [ly — =[] = d(y, z)

(M.3) d(z,z) =z =zl =lz —z+y—yll =[x —y) + (y =) <z —yl[+]ly — 2| =
d(xz,y) +d(y,z), com x,y,z € E.

Logo, E se torna um espago métrico.

Exemplo 1.1.8. (Espagos vetoriais com produto interno) Dado E um espago vetorial
real. Definimos como produto interno em E a funcio ( , ) : E x E — R que relaciona
0s vetores x,y € E a um nimero real (x,y), dizemos o produto interno de x por y.

Cumprindo as sequintes propriedades, para dados quaisquer x,x',y € E e X\ € R:
(P1) (x+2'y) = (x,y) + (2, y);

(P2) (Az,y) = A (z,y);

(P3) (x,y) = (y,x);

(P4) x #0= (z,z) > 0.

Para definir a norma de um vetor neste espaco munido de produto interno tomemos que
para x € E temos que |x| = \/{x,x), em outras palavras, |x|* = (x,x). Veja que pelas

propriedades de espaco vetorial normado:

(N1) Por (P}), tome:

r# 0= (z,z) >0=+/(r,z) >0=|z]| >0

O que nos dd (N1), assim fica satisfeita a primeira propriedade de espago vetorial

normado.

(N2) Fazendo uso da definicdo de norma com produto interno e de (P2), temos: |\-z| =

VA x) = A2 () = /(N2) -y {xx) = |\ - x|

(N3) Para esta, faremos uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que nos diz que dados

x,y € R temos que [(z,y)| < |z| - |y| cuja demonstracio pode ser vista em (LIMA,
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2017V, pdg. 7). Agora, tendo x,y € R e usando a defini¢io de norma neste espago

vetorial, temos:
@ty = (@ +y, o +y) = e+ yP+2(z,y) < Jol+yP*+2-J2] - [y] = (2] +[y])?

Daqui ao retirarmos a raiz quadrada terminamos a nossa demonstracao e mostramos

a destqualdade triangular no R™ do exemplo 1.1.5.

1.2 Bolas e Esferas

Nesta secao, faremos a introducao ao estudo das bolas e esferas, que na teoria de
espacos métricos sao de fundamental tmportincia dada a sua utilizacao. De forma semi-
automdtica, ao pensarmos em bolas nos vem a cabeca algo como a forma geométrica de
um circulo ou uma "esfera”. Mas nesta secao veremos que a definicao de bola em espacos
métricos € mais abrangente e pode possuir outras formas.

Seja a um ponto no espagco métrico M, dado um niumero real r > 0. Definimos:

Definicdo 1.2.1. A bola aberta de centro a e raio r. E o conjunto B(a;r) dos pontos de

M tais que a distincia ao ponto a € menor que r, ou seja:

B(a;r) ={x € M; d(x,a) <r}

Definigdo 1.2.2. A bola Fechada de centro a e raio r. E o conjunto Bla;r] dos pontos

de M tais que a distdncia ao ponto a € menor ou igual que r, ou seja:
Blair] = {z € M; d(x,a) < r}

Definicdo 1.2.3. A esfera de centro a e raio r. E o conjunto S(a;r) dos pontos de M

tais que a distdncia ao ponto a € igual a r, ou seja:

S(a;r) ={x € M; d(z,a) =1}

Observacao 1.2.4. Note que, a bola fechada de centro a e raio r, pode ser obtida pela
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uniao da bola aberta e a esfera de mesmo centro e raio.
Bla;r] = B(a;r) U S(a;r)

Definicao 1.2.5. Seja M um espago métrico. Dizemos que um ponto a em M € isolado

se, existe uma bola de centro a que nao contém nenhum ponto de M, ou seja, existe r > 0
tal que B(a;r) = {a}.
Definicao 1.2.6. Se todos 0s pontos do espaco métrico M forem isolados, chamaremos o

espaco métrico M de discreto.

Exemplo 1.2.7. Seja M um espaco métrico munido da métrica zero-um, entao para todo
a € M, temos que:

M, ser>1
B(a;r) = Bla;r] = (1.2.1)
{a}, ser <1

Por outro lado, B(a,1) = {a} e Bla;1] = M. Porém, S(a;r) = 0 quando r # 1, mas
S(a;1) =M — {a}.

Exemplo 1.2.8. Uma bola no conjunto dos niumeros reais com a métrica usual é um
mtervalo.

De fato seja a € R e r >0, a bola de centro a e raio r. Temos:

B(a;r) ={r e Rjd(z,a) <r} ={reRa—r<z<a+r}

Blayr) = {r € Rid(z,0) < 1} = {r €Rja—r < v <a+r)

1.3 Conjuntos Limitados
Na matemdtica, diversos conceitos de conjuntos limitados foram desenvolvidos, cada
um adequado a sua necessidade.

Defini¢do 1.3.1. Dado X # 0, um subconjunto de um espago métrico M. X ¢é dito

limitado se existir uma constante real k > 0 de forma que d(x,y) < k para quaisquer



10 Espacos Métricos: Nogoes basicas

x,y € X. O menor numero real k serd o didmetro do conjunto X, denotamos ele por
diam(X). Isto ¢,
diam(X) = sup{d(z,y); =,y € X}
Quando X nao € limitado escrevemos diam(X) = oo isso significa que para qualquer

k € Ry existem xy,y, € X tais que d(zk,yr) > k.

Exemplo 1.3.2. Um caso de conjunto limitado em qualquer espaco métrico sao as bolas

abertas, uma vez que, seu didmetro € menor que 2r.

De Fuato,

d(z,y) <d(z,a) +d(a,y) =d(z,a) +d(y,a) <r+7r=2r

Observacao 1.3.3. O mesmo vale para as bolas fechadas e esferas.

Exemplo 1.3.4. Dizemos que uma funcio f : R — R € limitada quando existe uma

constante real k > 0 tal que d(x,y) < k para quaisquer x,y € R.

Exemplo 1.3.5. A funcio f : R — R definida por, f(x) = sen(x) € limitada pois
fR) =[-1,1].
Exemplo 1.3.6. A funcio f : R — R definida por, f(x) = €* nao é limitada pois

f(R) = (0, 00).

Exemplo 1.3.7. Seja X e Y conjuntos limitados no espagco métrico M, entdo X UY

também serd um conjunto limitado.

Para o caso em que X = 0 ou'Y = () nao temos nada para fazer. Entio suponhamos
que XY # 0, sejoa a € X e b € Y pontos firados. Dado que X e Y sao conjuntos
limitados, 3 k1 > 0, ko > 0 tais que d(z,a) < ki, Vo € X, ed(y,b) < ky, Yy € Y. Agora,

tome k = ki + ko + d(a,b), assim, obtemos que para cada v € X ey €Y

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) + d(b,y) < ki +d(a,b) + ko =k

Portanto, d(z,y) < k, para todo x,y € X UY, o que comprova que X UY ¢ limitado.



1.4 Distancia entre Conjuntos 11

1.4 Distancia entre Conjuntos

Faremos aqui, nesta secao uma breve introducao sobre distincias entre conjuntos e
distincia de um ponto a um conjunto. Fste conceito se torna essencial quando formos

definir conjuntos fechados, entre outras coisas.

Definicao 1.4.1. Seja M um espagco métrico e X C M. Dado a € M, definiremos a

distancia entre o ponto a e um conjunto X, como o nimero real:

d(a, X) = xlg)f( d(a, )

a

inf(d(a, x)) = d(a, X)

Agora, podemos concluir, algumas propriedades a partir desta defini¢ao.
e d(a,X) <d(a,z), Vx € X;
o Sed(a,X) <c, entdo 3 x € X tal que d(a,x) < c.

1
ey —se.. ), temos que a
n

W=

Y

DO | —

Exemplo 1.4.2. Seja o conjunto X C R com X = {1,
distancia d(0,X) = 0.

Observacao 1.4.3. Conforme n cresce, os elementos do conjunto X se aproximam de 0
a ponto que a distdncia entre 0 e algum elemento % de X seja quase nula. No capitulo

sobre sequéncias isso serd melhor apresentado, sendo dada a devida justificativa.



Capitulo

2

Continuidade

Neste capitulo abordaremos um dos tdpicos mais importantes de espacos métricos e
também da topologia, que sao das aplicacoes continuas. Esta teoria é um dos pilares da
topologia e aqui neste capitulo falaremos sobre algumas definicoes e propriedades bdsicas,
que nos permitird ver uma relacao direta com a andlise real e de certo modo um primeiro

contato com as nocoes topologicas.

2.1 Aplicacoes continuas

Definicao 2.1.1. Sejam M e N espagos métricos com métrica "d"e "d'", respectivamente.
Dizemos que a aplicacao f: M — N € continua no ponto a € M, se dado € > 0, pode-se
obter 6 > 0 tal que, d(z,a) < d = d(f(z), f(a)) <e.

Diz-se que a aplicacao € continua, quando ela for continua em todos os pontos de M.
Podemos dizer que, f: M — N é continua no ponto a se, dada B = B(f(a);€) podemos

encontrar uma B' = B(a;0) tal que f(B') C B.

No decorrer do trabalho trataremos as métricas de” M” e” N” apenas como”d”, porém

hd espacos métricos em que estas métricas serao distintas.

Exemplo 2.1.2. Uma imersao isométrica € uma aplicacdo f : M — N tal que d(f(x), f(y)) =

d(x,y) para quaisquer z,y € M. Toda aplicacao isométrica € uma aplica¢io continua. De

12
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fato, tomando § = € temos que
d(z,a) < 8 = d(f(z), f(a)) = d(z,0) < 6 = ¢,

para qualquer a € M.

Observacao 2.1.3. As aplicagoes identidades, f : M — M dadas por f(x) =z, Vo € M,

€ uma isometria, e portanto, sao continuas.

Exemplo 2.1.4. As aplicagées lipschitzianas sao aplicacoes f : M — N, onde eziste uma

constante ¢ > 0 (chamada constante de lipschitz) tal que:

d(f(x), fy) <c-d(z,y), Vo,yec M

Toda aplicacao lipschitziana € continua, pois:

€
Dado € > 0, tomamos 0 = —, dai,
c

d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) < c-d(z,a) <c-S=e

c
para qualquer a € M.

Exemplo 2.1.5. Dizemos que uma aplica¢ao f: M — N € uma contracao fraca, quando
d(f(z), fly)) < d(z,y). Toda contracdo fraca é uma aplicagdo continua. Para isto, basta

observar que toda contracao € uma aplicacao lipschitziana, com ¢ = 1.

Exemplo 2.1.6. Seja a € M um ponto isolado. Entao toda aplicacao f : M — N é
continua no ponto a.

Como a ¢ isolado, dado € > 0 basta tomar § tal que B(a;0) = {a}. Entdo d(z,a) <
d=xz=a=d(f(z), f(a) =0<9.

Observagao 2.1.7. Se M ¢ um espagco métrico discreto, toda aplicacao f : M — N é

continua.

Exemplo 2.1.8. Um exemplo desta observacao sao as aplicacoes do tipo f N — M.
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Definicao 2.1.9. Sejam M, N espacos métricos. chamaremos a aplica¢ao f: M — N de
descontinua no ponto a € M, no caso dela nao ser continua em a. Quer dizer, quando

existir € > 0 tal que Vo > 0, é possivel ter um xs tal que d(xs,a) < 0 = d(f(xs), f(a)) > €.

Exemplo 2.1.10. Seja ¢ : R — R definida por.

1, sexeQ

0, sex ¢Q

¢(r) =

1
Deste modo, tomando € = o entao dado 6 > 0, tomamos x5 tal que |rs — al < 9,

sendo x5 € Q e a ¢ Q entao |p(xs) — ¢p(a)] =11 —0] =1 >5:%.

Proposicao 2.1.11. Com base em (ENDO et all,2015). Sejam f, g aplica¢oes continuas.
Se f: A — B é continua no ponto a e g : B — C ¢é continua no ponto f(a), entdo
gof: A— C é continua no ponto a. Ou seja, a composicao de aplicacoes continuas €

continua.

Demonstragao. Como g é continua no ponto f(a), dado € > 0 podemos obter A > 0 tal
que y € B,
d(y, f(a)) < A= d(g(y),9(f(a))) <e (%)

Agora para o mesmo \, como f é continua no ponto a, por hipotese, podemos obter § > 0
tal que
d(w,a) < 6 = d(f(z), () < A

Dai, segue de (%) que
d(g(f(z)),9(f(a))) <e
]

Corolario 2.1.12. Mantendo o raciocinio de (ENDO et al., |2015). Sejam M um espa¢o
métrico e X C M. Se f : M — N € continua no ponto a € X entdo fix : X — N €

continua no ponto a.

Demonstragdao. A restricao fix ¢ uma composicao do tipo f o, onde ¢ : X — M é uma

aplicacdo de inclusdo, ou seja, i(z) = x, com x € X. Assim, d(i(z),i(a)) = d(z,a),
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em particular, d(i(z),i(a)) < d(z,a), logo i € uma contragdo fraca e portanto é uma
aplicagao continua. Como por hipotese f é continua, a Proposicao 2.1.11 nos garante que
a composi¢ao f o1 é continua. Logo, fix é continua.

O
Definicao 2.1.13. Se M, N sao espagos métricos, uma aplicacao f : M — N se diz
uniformemente continua, para cada € > 0 existe § > 0 tais que:
Para x,y € M satisfazendo d(x,y) < 6 = d(f(x), f(y)) < e.
Intuitivamente significa que dados dois valores proximos em M, existem dois corres-
pondentes em N que estao prorimos.

Observacao 2.1.14. Toda aplicacao uniformemente continua € uma aplicacao continua,

mas a reciproca nao € verdadeira.

Exemplo 2.1.15. A funcio f: R — R, dada por f(x) = x?. Embora seja continua, nao
¢ uniformemente continua.

1
De fato, seja € = 1, para qualquer 6 > 0 existe n € N* tal que — < §. Fagcamos, xt =n
n

1 1 1
ey=n+—. Entao, |t —y|=|n—(n+ =) =|——=| == <, mas:
n n non

1 1 1
y—ol == <= |f) — f@)] = |02 +2+ ) | =2+ — >

Logo, f nao € uniformemente continua.

2.2 Espacos Homeomorfos

Definicao 2.2.1. Se M, N sao espagos métricos, uma aplicacao f : M — N chama-se

um homeomorfismo, quando:
1. f € bijetora,

ii. f e sua inversa f~' sdo continuas.
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Observacao 2.2.2. Na teoria de grupos sabemos que, o inverso de homomorfismo bi-
jetivo, ainda € um homomorfismo. Aqui em espacos métricos e também na topologia,

. ~ . .. . . -1 .
pode-se ocorrer o fato de aplicagoes continuas bijetivas, terem suas inversas f~ desconti-
nuas. Ou seja, pode ocorrer f: M — N continua e bijetiva, e sua inversa f~1: N — M

descontinua. A sequir daremos um exemplo de tal fato.

Exemplo 2.2.3. Considere a aplicagio f : [0,27) — S' = {(x,y) € R% 2% + ¢y = 1}
definido por f(t) = (sen(t),cos(t)) que é continua, pois suas componentes, seno e cosseno

sdo continuas, mas sua inversa g = 1

nao é continua no ponto p = (1,0).

Vamos mostrar que de fato a sua inversa é descontinua no ponto p. Considere a bola
de centro g(p) = 0 e raio v = 1, esta bola em [0,27) € o intervalo [0,1). Consideremos
uma bola de centro p = (0,1) e raio igual a § >0 em S*. Esta bola é um arco aberto em

St de centro p. Tomamos agora n € N de maneira que:
(cos(2m — ), sen(2r — )
n = (cos(2m — —), sen(2m — —)),
b n n

1
pertenca a esta bola. Entao, g(p,) =2m — — > 1.
n

Como g(p,) > 1, entao, nao pertence a bola [0,1).

Proposicao 2.2.4. Se o espaco métrico N € discreto e f : M — N € um homeomorfismo,

entao M também serd discreto.

Demonstragao. De fato, dado a um ponto arbitrario de M, existe uma bola B(f(a);€) =
{f(a)} reduzindo-se a um ponto. Sendo f continua, 3§ > 0 tal que f(B(a;0)) C
B(f(a);e) = {f(a)}. Como f é injetiva, a bola B(a;d) possui apenas um ponto, o
ponto a, e portanto, a é isolado. Assim, provamos que f sendo injetiva, e f(a) um ponto

isolado em N, entao a é isolado em M, deste modo, M é discreto. O



Capitulo

3

Topologia dos Espacos Métricos

3.1 Conjuntos Abertos

Seja X C M, onde M é um espaco métrico, temos a seus pontos determinadas defini-
coes dado um estudo das bolas abertas centradas em um ponto a € X e com um niumero
real v > 0 como rato. Quando o ponto a for centro de uma bola aberta e estd bola estiver
completamente contida em X, chamaremos a de ponto interior, denotamos o conjunto dos
pontos interiores de X por int(X). Por outro lado, dado um ponto b € X que néio seja
ponto interior, isto €, dado um numero real v > 0 a bola aberta centrada em b com raio
r > 0 possui pontos que nao pertencem a X, assim, existe v € B(b;r) tal que d(x,b) <r
porém x nao pertence ao subconjuto X de M. Neste caso, quando o ponto nao for interior

dizemos que ele pertence a fronteira, a qual, denotamos por 0X.

17
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Exemplo 3.1.1. Com base em (ENDO et all 2015). Na reta, o interior do intervalo
[0,1) € o intervalo aberto (0,1) e sua fronteira possui apenas os pontos 0, 1.

Fvidente, se a € (0,1) entdo 0 < a < 1 e tomando r = min{a,1—a}, entdo garantimos
que (a —r,a+ 1) C [0,1). Logo a € interior a [0,1). Veja que 0 € [0,1), mas como toda
bola de centro 0 contém pontos negativos e positivos, entao 0 € 0[0,1). Agora observe que

toda bola de centro 1, contém pontos menores que 1 e maiores que 1 temos também que

1 €00,1).

Exemplo 3.1.2. Tome Q o conjunto dos numeros racionais. Devido a fato de Q ser
denso em R, como pode ser visto em andlise real, nao temos bolas abertas que estejam

inteiramente contidas nos racionais. Portanto, 0Q € a reta real R.

Definicao 3.1.3. Dado X C M, M ¢é um espago métrico, teremos que X serd um con-
gunto aberto em M, quando para cada a € X twermos que a € ponto interior. Desta

forma, X C M ¢é aberto é necessdrio e suficiente que X (10X = 0.

Proposicao 3.1.4. Em (ENDO et all, |2015), temos que dado qualquer espa¢o métrico

M, uma bola aberta B(a;r) é um conjunto aberto.

Demonstracao. Seja x € B(a;r) temos que d(z,a) < r, entdo r — d(x,a) > 0. Tome
entao s = r — d(z,a). Afirmamos que B(z;s) C B(a;r). Evidente, se y € B(z;s) entao a
d(xz,y) < s dai d(a,y) < d(a,z) +d(x,y) < d(a,xz) + s =r. Portanto y € B(a;r). O

Exemplo 3.1.5. Um caso interessante sao os pontos isolados que podem ser um conjunto
aberto. Observe que, dado {a} aberto, entao para cada x € {a}, temos r > 0 tal que
B(a;r) C {a}. Porém a C B(a;r) assim a = B(a;r). Logo, a € isolado.

Reciprocamente, se a é isolado em M, entao existe r > 0, tal que B(a;r) = {a}.

Proposicao 3.1.6. Tomando por base (ENDO et all 2015). Sejam M, N espagos mé-
tricos. A funcao f: M — N é continua se, e somente se, a imagem inversa [~ *(A’) de

todo subconjunto aberto A’ C N € um subconjunto aberto de M.
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Demonstracao. Suponhamos que f seja continua, queremos mostrar que dado A’ aberto
em N, f~1(A’) é aberto em M. De fato, para cada a € f~1(A’), temos que f(a) € A’, dai,
por definigao, existe r > 0 tal que B(f(a);r) C A’. Sendo f continua em a, segue que, por
definigao, existe d > 0 tal que f(B(a;d)) C B(f(a);r) C A, ou seja, B(a;d) C fH(A)
Logo, f~1(A’) ¢ aberto.

Reciprocamente, ou seja, suponhamos que, f~!(A4’) de cada A’ C N aberto seja um
aberto em M. Queremos mostrar que f é continua. De fato, seja a € M. Dado r > 0,
a bola B(f(a);7) ¢ um aberto em N. Logo, tomando A" = B(f(a);r) temos f~1(A)
¢ aberto, em M, contendo a entdo, existe & > 0 tal que B(a;d) C f~1(A'), ou seja,

f(B(a;8)) € B(f(a);r). E portanto, f é continua em a. O

Exemplo 3.1.7. A imagem direta de f(A) de um conjunto aberto A C M por uma

aplicacao continua f: M — N pode nao ser um conjunto aberto de N.

o Se f: R — R dada por f(z) = x2. Seja A = (—1,1) um intervalo aberto, temos

que f(A) =10,1) que nao € um subconjunto aberto da reta.

Observacao 3.1.8. Uma aplicagio f : M — N chama-se aberta para cada aberto A C M,

quando a sua imagem f(A) é um subconjunto aberto de N.

3.2 Conjuntos Fechados

Definicao 3.2.1. Seja M um espaco métrico e X C M. Um ponto a chama-se aderente
a X, quando d(a, X) = 0. Isto €, existem pontos de X prorimos de a, ou seja, para cada
e > 0 podemos encontrar um x € X tal que d(a, ) < €.

Podemos dizer de outras maneiras que, a € aderente a X:
(i) Toda vizinhanga de a tem pontos de X;
(ii) para todo € > 0 tem-se B(a;€) (X # 0;

(1i1) para todo aberto A que contém a, tem-se A(\ X # 0.
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Definicao 3.2.2. O fecho de um conjunto X, no espaco métrico M, € o conjunto X dos
pontos de M que sio aderentes a X. Ou seja, afirmar que a € X quer dizer que a é

aderente a X em M.

M =M. X C X, Vo € X. Por dltimo e
Y.

Observacio 3.2.3. Assim temos que, ) =

0,
nao menos importante, se X CY, entio X C

Exemplo 3.2.4. Todo ponto a € X ¢ aderente a X. Além disso, os pontos da fronteira

0X também sao aderentes a X.
e Na reta real, se A= (a,b) ou A= (a,b] ou A= [a,b) entdo o A= |a,b]

Definicao 3.2.5. Seja M um espaco métrico, um subconjunto X C M diz-se denso em

M, quando X = M, isto é, quando toda bola aberta de M contém algum ponto de X.

Exemplo 3.2.6. O conjunto Q dos nimeros racionais é denso em R do mesmo modo o
conjunto R — Q dos nimeros irracionais. De fato, todo intervalo aberto contém nimeros
racionais e irracionais, e como vimos anteriormente, as bolas no conjunto dos nimeros

reais, sao intervalos.

Definicao 3.2.7. Seja M um espaco métrico, temos que F' C M € fechado em M, quando
M — F, complemento de F' em M, for aberto em M.

Proposicao 3.2.8. Vide (ENDO et al., |2015). Se F C M, F ¢ fechado se, e somente

se, contém todos os pontos aderentes de F, ou seja, F = F.

Demonstragao. (=) Temos que F é fechado, ou seja, M — F é aberto, o que significa que
para todo a € M — F existe r > 0 tal que B(a;r) C M — F. Assim, paratodoa € M —F,
existe B(a;r) que ndo contém pontos de F. Logo, esses pontos que ndo pertencem a F
também nao sao aderentes a ele, pois B(a;r) () F = 0.

(<) F contém todos os seus pontos aderentes de F. Assim, os pontos que nio pertencem
a F também nao sao aderentes a ele, ou seja, para todo a € M — F', podemos encontrar
B(a;r)( F = ). Entao, para todo a € M — F, existe r > 0 tal que B(a;r) C M — F, ou

seja, M — F é aberto, e portanto F é fechado.
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Proposicao 3.2.9. Em (ENDO et all, |2015), temos que sejam M, N espag¢os métricos.
A fungio f : M — N ¢ continua se, e somente se, a imagem inversa f~'(F) de todo

conjunto fechado F C N seja um subconjunto fechado de M.

Demonstragao. (=)Suponha, primeiramente, que f é continua. Provemos que a imagem
inversa de todo conjunto fechado FF C N é fechado em M. Como F C N é fechado, entdo,
por definicdo, o complementar de F (denotado por FC) é aberto, pela Proposicao 3.1.7
fYF) = f~Y(F)* é aberto, logo, f~1(F) é fechado.

(<) Reciprocamente, suponha que a imagem inversa de todo conjunto fechado em N é
fechado em M. Mostremos que f é continua. Dado A C N aberto, entdo seu complementar
é fechado. Dai f~'(A%) = f~1(A)° é fechado em M, e o complementar de f~(A)¢ & aberto,
logo, f~1(A) & aberto. Portanto, pela Proposicio 3.1.7, f é continua.

]

Observacao 3.2.10. A nocao de "Fechado” nao € o contrdrio de "Aberto”. Quando um
conjunto nao € fechado, ndo podemos afirmar que ele é aberto. Por exemplo, o conjunto
Q dos numeros racionais, nao € fechado e nem aberto, o mesmo ocorre com seu comple-
mentar em R. Também existem conjuntos que sao ao mesmo tempo abertos e fechados.

Como o Espaco todo e o vazio.

Definicao 3.2.11. Seja M um espagco métrico e X C M. Diz-se que a é um ponto de

acumulacao de X se, e somente se, para todo € > 0 a intersecao

(Blaie) — {a}) () X

€ um conjunto infinito. Ou seja, toda bola de centro a, contém infinitos pontos distintos
de a. o conjunto dos pontos de acumulacao de X, denotaremos por X'

Exemplo 3.2.12. No conjunto R dos numeros reais, o numero 0 é o unico ponto de

1 1
acumulacao do conjunto {1, CIARREI NS }.
n
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4

Sequéncias

4.1 Limites de Sequéncias

Definicao 4.1.1. Dada uma aplicacao x : N — M dizemos que esta € uma sequéncia se
ela associar para cada valor de n € N um elemento de M, M ¢é um espag¢o métrico, tal

valor € chamado de valor da sequéncia em n, dito n-éstmo termo e denotado por x,,.

z:N— M
nw— T,

Chamaremos o conjunto dos termos da sequéncia por (x,) = {x,; n € N}.

Observacao 4.1.2. Quando a sequéncia for injetiva teremos que ela serd uma sequéncia

de termos distintos.

Definicao 4.1.3. Uma subsequéncia de (x,) € uma restricio da aplicagdo que associa a

cada n um termo x, a outro subconjunto infinito N' = {n; < ng < --- <np < ...} de
N. A subsequéncia (Tp,, Ty, ..., Tn,,...) denotaremos esta subsequéncia por (x,, ) sendo
ke N,

Exemplo 4.1.4. Seja (x,) uma sequéncia x : N — N dada por z(n) — n temos a

subsequéncia dos nimeros pares (vo) = {2,4,6,8,...,2n,...}.

22
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Definicao 4.1.5. Chamaremos uma sequéncia em um espaco métrico de limitada quando
existir um nimero real k de maneira que d(x,,,x,) < k para todo m,n € N. Em outras

palavras, se o conjunto de termos € limitado, temos que a sequéncia (x,) € limitada.
Observacao 4.1.6. Uma subsequéncia de uma sequéncia limitada ainda é limitada.

Defini¢ao 4.1.7. Com base em(ENDO et all,|2015). Dizemos que o ponto a de um espaco
métrico M é limite de uma sequéncia (x,), se para todo € > 0, pode-se obter um nyg € N
tal que n > ng = d(x,,a) < €. outra notag¢do: a = lim x, ou x, — a.

Quando dizemos que a = lim x, em um determinado espaco métrico M, equivale a
dizer para toda bola B(a;e) 3 ng € N tal que n > ny = x, € B(a;€), ndo pertencendo a

esta bola, apenas uma quantidade finita de termos, sendo eles (x1,Ta, ..., %y,).

Observacao 4.1.8. No caso de ndo existir o limite da sequéncia (x,), diremos que a

sequéncia € divergente.

1
Exemplo 4.1.9. Seja a sequéncia x : N — R dada por x, = —, entao lim x,, = 0.
—_— n

1
De fato, dado € > 0 arbitrdrio, 4 ng € N tal que ng > —, como N € ilimitado em R tal
€

. N 1
numero existe, entao ng > — = — < €. Deste modo, n >ng>0=>0< — < — <.
€ Ng n N
1 1 1
Portanto, para todo € >0 3 nyg € N tal que, n >ny=|— —0|=|-|=— <e
n n n

Proposicao 4.1.10. Se uma sequéncia for convergente, entdo ela € limitada.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia convergente em um espago métrico M, e lim x,, =
a. Como a sequéncia é convergente, entao vale para todo €, em particular para ¢ = 1,
assim obtemos, ny € N tal que, n > ng = d(z,,a) < 1 ou z,, € B(a;1). Tomemos
r = max{l,d(a,x1),....,d(a,z,,} dai B(a,1)U{xy,...,xzn} € B(a;r), onde B(a;r) é um
conjunto limitado.

]

Observacao 4.1.11. A reciproca da proposicao acima € falsa. Em outras palavras, nem

toda sequéncia limitada € convergente. A sequir daremos um exemplo.
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Exemplo 4.1.12. A sequéncia de nimeros reais x : N — R, dada por z, = (—=1)" é
limitada, mas nao € convergente.

A sequéncia é de fato limitada, pois os termos de sua sequéncia sio apenas {—1,1}
mas a sequéncia nao possui limite, pois fica oscilando, quando n € impar a sequéncia é

—1, e quando n € par, a sequéncia € 1.

Proposicao 4.1.13. (Unicidade do limite) O limite de uma sequéncia € unico, ou

seja, ela nao pode convergir para dois valores distintos.

Demonstracao. Vamos supor que tal limite nao seja tnico. Entao lim x,, =aelim x, = b

d(a,b . . .
com a # b. tomamos € = % > 0, assim existem ni,ny € N tais que n > n; =

d(zp,a) < €en>nyg = d(x,,b) <e Sejany=maxr{ny,ny}, desta forma,
n>ng = d(z,,a) <eedx,,b) <e,

Dat,
d(a,b) < d(a,z,)+ d(x,,b) < €+ €= 2¢=d(a,b),

Logo d(a,b) < d(a,b) € um Absurdo. Que ocorreu ao assumir que, a sequéncia poderia

assumir dois limites distintos.

]

Proposicao 4.1.14. Seja (z,,) uma sequéncia em um espago métrico M. Temos que no

caso do lim x,, = a, entdao as suas subsequéncia também irao convergir para a.

Demonstragao. Seja (x,,) uma subsequéncia de (z,). Como lim z, = a, temos que
Ve>03ng €N tal que d(z,,a) < e. Sendo assim, seja ko tal que ng, > ng, para todo
k> ko = ng > ng, > ng = d(z,,,a) < e. Assim, toda subsequéncia converge para a.

]

Corolario 4.1.15. Seja lim x, = a, tomemos um b tal que a # b, entdo teremos a

existéncia de ng € N tal que, n > ng = x,, # b.
Demonstragao. Como por hipotese a # b entao d(a,b) > 0. Suponha que b < a, tomare-
mos € = d(a,b) > 0, como a = lim z,, entdo, existe ng € N tal que b &€ B(a,¢€) e Vn > ny

temos que x,, € B(a,€) e portanto b # x, para n > ny.
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]

Corolario 4.1.16. Por (ENDO et al., |2015). Se lim x, = a, entao dado m € N, o

lim Tpmin = a.

Demonstragao. Temos que (Tp1n) = (Tima1, Tma2s -y Tonn, ---), DOtE que esta é um sub-
sequéncia de x,, logo pela proposicao acima, é convergente.

O

Observacao 4.1.17. A proposicao anterior nos garante que, se uma Sequéncia converge
para a, entao qualquer subsequéncia de (x,) converge para a. Mas o fato mais importante
¢ que, se duas subsequéncias de (x,) possuem limites distintos podemos afirmar que a

sequéncia (x,) € divergente.

4.2 Convergéncia e Topologia

Proposicao 4.2.1. Dados M, N espacos métricos e uma sequéncia em M. Para que a
aplicacao f : M — N seja continua no ponto a € necessdrio e suficiente que para qualquer
sequéncia (x,) que seja convergente para algum a em M aconteca que f(x,) converge para

f(a) em N.
Demonstra¢ao. Esta demonstracio pode ser lida em (LIMAL 2017bl pag. 139). O]

Proposicao 4.2.2. Tomando (ENDO et al., |2015) por base. Seja M um espago métrico,

X C M, acX se esomente se, a for limite de uma sequéncia x, € X.

— 1
Demonstragao. (=) Por hipotese a € X, entao tomando ¢ = — > 0, para cada n, existe
n

1 1
x, € B(a;—) N X. Portanto z,, € X, ou seja, d(z,,a) < —. Afirmamos que lim z, = a.
n n

1
Como ja temos acima que d(z,,a) < — esta mostrada a afirmacao.
n
(<) temos por hipotese que lim x,, = a, com x, € X. Entao dado ¢ > 0 arbitréario,
existe ng € N tal que n > ny = d(z,,a) < €, em outros termos, x, € B(a;e) N X.

Portanto, a € X, pois dado qualquer € > 0, temos x,, € B(a;e) N X. ]
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Proposicao 4.2.3. Seja um espaco métrico M, dado X C M, a € ponto de acumulagao
de X se, e somente se, eriste uma sequéncia (x,) C X de pontos distintos (x, # x, se

n #n') tal que lim z, = a.
Demonstragao. Vide (LIMA] 2017b, pag. 141). O

Exemplo 4.2.4. Dadas f,g : M — N continuas. o conjunto F dos pontos x € M
tais que f(x) = g(x) € fechado. De fato, dada uma sequéncia de pontos x, em F, como
lim z, = a € M, temos que f(x,) = g(x,) para todo n € N. Seque dai que: f(a) =
fllim x,) = lim f(x,) = lim g(z,) = g(lim z,) = g(a). Deste modo, a € F, e
portanto, F' ¢ fechado.



Capitulo

5

Conjuntos Compactos

5.1 Compacidade

Nesta secao, para definir conjuntos compactos, temos duas definicoes que sao equiva-
lentes, para a praticidade das demonstracoes e melhor compreensao utilizaremos as que
envolvem sequéncias, uma vez que se trata bastante sobre elas durante o curso de andlise.
Embora nao utilizaremos diretamente, mostraremos a definicao de compacto por cober-
turas. Para definir a compacidade por coberturas, iremos antes definir uma cobertura e

subcobertura.
Definicao 5.1.1. Seja M um espaco métrico e um conjunto X C M.

i. Uma cobertura de X é uma familia C = (Cy)xer de subconjuntos de M tal que S =

U C\. Ou seja, para cada x € X, existe pelo menos um indice X € L tal que x € C).
AEL

it. Caso exista um subconjunto L' C L tal que, para cada v € X, ainda podemos obter
A€ L comx e Cy, ouseja, se X C |J C\ entao chamaremos a subfamilia C" =
el

(C\)aerr, de subcobertura de C. Se L’ é um conjunto proprio de L, C” chama-se de

subcobertura propria de C.

iii. Dizemos que uma cobertura (Ax)xer € aberta, quando cada conjunto Ay € aberto

em M. Uma cobertura (Ax)xer chama-se finita quando L = {\1, o, ..., \n} € um

27
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conjunto finito. Escreveremos X = Ay, | JAx, U - U Ax,

Definicao 5.1.2. Um espaco métrico M é chamado de compacto, quando qualquer co-
bertura aberta possui subcobertura finita. Ou seja, se M é compacto, entao dada uma
cobertura (A\)xer existem Ay, Ao, ..., Ay € L tais que M = Ay, - -|J A\, com cada Ay

aberto.

Observacao 5.1.3. A definicao acima é conhecida como condicao de Heine-Borel que
equivale a defini¢ao de compacidade que definiremos abaizo, vide (DOMINGUES, |1982).
As proposicoes tem demonstracoes na forma de cobertura, mas para simplicidade do en-

tendimento, optamos por fazer as demonstragoes por sequéncias.

Definicao 5.1.4. Seja M um espagco métrico, um conjunto X C M é dito compacto em M
quando toda sequéncia de pontos em X possuir subsequéncia que converge para um ponto

em X.

Exemplo 5.1.5. Todo conjunto finito é compacto. De fato, seja X é um conjunto fi-
nito e (x1,x9,...) € uma sequéncia de pontos em X, entdo existe um termo x, tal que
(Xp, Tp, Tp, ...) € uma subsequéncia da sequéncia dada, como (Tp, Tp, Tp, ...) = T, estd pro-

vada a afirmacao.

Proposicao 5.1.6. Seja M um espaco métrico e F, K C M tais que, F € fechado e K é

compacto. Se F' C K, entao K é compacto.

Demonstragao. Seja (z,) = (1, x2,...) uma sequéncia de pontos em F, entdo também
¢ uma sequéncia de pontos em K, pois F' C K. Entao como K é compacto existe uma
subsequéncia (z,,) = (Tn,, Tn,,- .. ) convergindo para a, entdo lim z,, = a € K. Desta

subsequéncia convergente temos duas possibilidades:

i. X ={z,,,Zn,, ...} ¢é finito.

X sendo finito, existem subsequéncias de (z,,) que sdo constantes, sendo cada uma

delas convergindo para a, entao todos os seus termos sao iguais, e portanto, a € F.

ii. X ={zu,,2n,,...} ¢ infinito.
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Como lim z,, = a, entdo para todo € > 0 a bola B(a;¢) contém infinitos termos de
(2, ), assim a intersecao (B(a;€) — {a} N X) contém infinitos termos. Assim a € X’

ea € F' pois X C F, porém F' C F (por ser fechado), entdo a € F.

]

Proposicao 5.1.7. Sejam M e N espagos métrico e seja f : M — N uma func¢do continua.

se X C M é compacto, entao f(X) também serd.

Demonstragao. Seja y, = (y1,¥2,...) uma sequéncia de pontos em f(X). Deste modo
para cada indice i, existe um termo z; tal que f(x;) = y;. Como (z;) é uma sequéncia
de pontos em X, que é compacto, entdo existe uma subsequéncia (z,,) de (z,) tal que

limz,, =a¢€ M. Como f é continua entao lim f(z,, ) = f(a) e portanto a subsequéncia

f(zy,) de y, converge para f(a) € f(X). O

Proposicao 5.1.8. Sejam M e N espacos métricos, se K C M e L. C N, entao se K X L

€ compacto se, e somente se, K e L sdo compactos.

Demonstra¢ao. (=) Sendo K x L compactos, como as projecoes p1 : M x N — M e py :
M x N — N sao continuas, entdo p; (K x L) = K e po(K x L) = L também sdo compactos.

(<) Seja (z,) = ((zn,yn)) uma sequéncia de pontos em K x L. Entdo (z,) é uma
sequéncia de pontos em K, que é compacto, entao existe uma subsequéncia (z,,) de (x,)
tal que limx,, = a € K. Do mesmo modo (y,) uma sequéncia de pontos em L, que é
compacto, entao existe uma subsequéncia (y,, ) de (y,) tal que limy,, = b € L. Claro

que (Zp,,Yn,) ¢ uma subsequéncia de (z,). Assim,

im(zy,,, Yn,) = (a,b) € K x L

]

Exemplo 5.1.9. Um subconjunto do espaco R™ é compacto se, e somente se, é limitado
e fechado.

(=) De fato, vale para qualquer conjunto compacto, como mostramos.
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(<) X sendo limitado existe a > 0 tal que
X C [~a,a] x [—a,a] X -+ X [—a,a] (n —vezes)
Como cada [—a,a] € compacto em R, entdo o produto cartesiano
[—a,a] X -+ X [—a,ad]

E compacto em R"™. Desse modo X é um subconjunto fechado em R™ que estd contido
num compacto deste R™. Como vimos um subconjunto fechado de um conjunto compacto,

€ compacto.

5.2 Compacidade e Continuidade

Nesta secao, relacionaremos algumas propriedades e caracteristicas importantes, com
relacao as aplicacoes continuas nos conjuntos compactos, algumas delas generalizagoes

sobre os estudos de analise na reta.

Proposicao 5.2.1. Seja M um espago métrico e X C M compacto. Para toda funcgao

f: M — R continua, existem a,b € M tais que:
fla) =inf f(X) e f(b) =sup f(X).

Demonstragao. Como X é compacto, entao f(X) também é compacto, pois a aplicagao
¢ continua, entdo leva compacto em compacto. Desse modo como f(X) C R é limitado e

fechado. Assim deste fato existem
u=1inf f(X) e v=supf(X)
Assim dado € > 0 arbitrario, existem y;,ys € f(X) tais que:

U<y <ut+e e v—e<yYy <V
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que nos fornece que,

(u—e€e,ute)N f(X)#0

(v—ev+e)Nf(X)#£0D

Acarretando que u,v € f(X). Porém como f(X) é compacto entdo f(X) = f(X), entdo
u,v € f(X), e portanto existem a,b € M tais que u = f(a) = inf f(X) e v = f(b) =
sup f(X) O

Proposicao 5.2.2. Qualquer aplicacdo continua de um espaco métrico compacto M em

um espaco meétrico N qualquer, é uniformemente continua.

Demonstracao. Para provar esta proposicao, vamos supor que a aplicacao nao seja uni-
formemente continua, entao para algum €, e para qualquer k € N, existiriam xy, yp € M
tais que:

Al ) < 3 = d0f (), () > o

Como o conjunto M é compacto, entdo existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,) de maneira

que z,, — a € M. Vamos mostrar que y,, — a. De fato dado € > 0 existe um k;, € N

tal que
€
d(zp,,a) < 5
e existe n; tal que
1 - €
ng 2

seja nk, o maior desses indices, entao para todo ng > ny, vale

1
Aty @) < Yy @n,) + d(w0,0) < — + (g, 0) < 5+ 5 =€
k

Como a aplicagao é continua entao,

lim f(2,,) = f(a) = lim f(y,,)
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desse modo para uma infinidade de n; > ny, vale

d(f(zn ), f(Yni)) < d((yny), (@) +d(a, fyn,)) < 50 5 =€

contrariando nossa hipotese, chegamos assim a um absurdo. O



Capitulo

6

Espacos Métricos Completos

6.1 Sequéncias de Cauchy

Esta secao receberd uma atencao especial, pois € de fundamental importancia, as de-
finicoes, proposicoes e demonstracoes, nos lembrardo do curso de Andlise Real, pois, a

ideta central € a mesma, apenas iremos tratar de forma mais geral.

Defini¢ao 6.1.1. Por (ENDO et all, |2015). Seja M um espa¢o métrico. Uma sequéncia
(x,) € M ¢ dita sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que
m,n > ng = d(Ty,, T,) < €.

Para que a sequéncia (x,) € M seja de Cauchy, € necessdrio e suficiente que, para
todo € > 0 exista um ng € N, tal que n > ng = d(x,, Tnyp) < € para todo p € N. Deste

modo, basta chamar de n o menor elemento entre m e n, na definicio acima.

Observacgao 6.1.2. Observe que toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy, também
é de Cauchy. Pois, se (x,) € de cauchy pela definicdo, para todo € > 0 existe ng € N,
tal que, m,n > ng = d(x,, x,) < €, Assim como os termos da subsequéncia também sao
termos da sequéncia de (), temos que para, ng,n, > ng = d(Ty,,T,,) < €. Portanto
toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy, também é de Cauchy.

Intuitivamente quando a sequéncia é de Cauchy, estamos dizendo que, seus termos

vao se aprorimando uns dos outros a cada vez que o "n"cresce.

33
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Proposicao 6.1.3. Com base em (ENDO et al., |2015). Toda sequéncia convergente em

um espaco métrico M é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia que converge para a, entdo lim x, = a, por
o~ . €
defini¢ao, temos que Ve > 0, existe ny € N, tal que, n > ng = d(z,,a) < 3 Do

€
mesmo modo, m > ng = d(z,,a) < 3 Portanto, para m,n > ng = d(z,,r,) <

d(xp,a) +d(a,zy,) < % + % = e. Logo, a sequéncia é de Cauchy. O

A proposicao acima nos garante que, toda sequéncia convergente € de Cauchy, mas
veremos exemplos a sequir em que, nem toda sequéncia de Cauchy € convergente em

determinado conjunto.

S|

Exemplo 6.1.4. Tome X = (0,1) e a sequéncia x, = —, como visto anteriormente

x, — 0, ou seja, ela é uma sequéncia de Cauchy, mas 0 ¢ X.

Proposicao 6.1.5. Se (z,) € uma sequéncia de Cauchy em um espaco métrico M possui

uma subsequéncia convergente, entao (x,) € convergente, e converge para o mesmo limite.

Demonstragao. Vide (LIMA] 2017b, pag 180).
]

Observacao 6.1.6. Se uma sequéncia possui duas subsequéncias que convergem para

limites diferentes, entao ela nao é de Cauchy.

Exemplo 6.1.7. Tome a sequéncia dada por:

—1, se n é par
Tp = (6.1.1)

1, se n é impar

Note que x9, — —1 e x9, 1 — 1. Logo (z,,) nao é de Cauchy.

Observacao 6.1.8. Como vimos a pouco, toda sequéncia de Cauchy é limitada, mas a

reciproca nem sempre vale, ou seja, nem toda sequéncia limitada € de Cauchy.

Exemplo 6.1.9. Um exemplo simples pode ser expresso pela sequéncia (2,0,2,0,...) no
conjunto R. Observe que embora limitada, a sequéncia nao € de Cauchy, pois d(x,, Tpi1) =

2 para todo n € N, dado qualquer 0 < € < 2 qualquer n € N = d(z,, Tpy1) =2 > €.



6.1 Sequéncias de Cauchy 35

Proposicao 6.1.10. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy num espago vetorial normado

E. Entao existe uma bola aberta B(0;r), v > 0, tal que para cada n € N temos que

x, € B(0;r).

Demonstracao. tomemos € = 1, por definicao, existe um indice i, de forma que:

m,n > 1= d(Tp, Tn) = ||Tm — a|| <1

Em particular ||z, — x;|| < 1,¥m > i. Porém

Nzmll = [|2m — @ 4+ z:]| > ||zm — il | + [|z:]],

e com isso, Vm > 1:

zm|| <1+ [fa]

Agora, seja r > max{||z1]], ..., ||zi-1]|, 1 + ||z:||}. Entao, para todo indice n:
d(n, 0) = |Jza|| <7

nos dando que x,, € B(0;r), Vn > 1.
[

Proposicao 6.1.11. Aplicacdes uniformemente continuas transformam sequéncias de

Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstragao. Seja f : M — N uma aplicagdo uniformemente continua, e (z,) uma
sequéncia de Cauchy em M. Queremos mostrar que a sequéncia (f(z,)) é de Cauchy.
Como f é uniformemente continua, dado ¢ > 0, existe § > 0 tais que z,y € M,
d(z,y) <0 = d(f(x), f(y)) < e. Agora, dado § > 0, existe ny € N, tal que, n,m > ng =
A(zp, ) <0 = d(f(zn), f(xm)) <e.
O

Observacao 6.1.12. Uma consequéncia desta proposicao € que se duas métricas d e

d" forem uniformente equivalentes sobre M, entdo as sequéncias de Cauchy de (M,d) e
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(M,d") sao as mesmas. Uma forma de mostrar isso é utilizando a aplicac¢ao identidade

de M.

6.2 Espacos Completos

Definicao 6.2.1. Um espagco métrico M é chamado completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M é convergente.

Exemplo 6.2.2. O conjunto Q dos niumeros racionais nao é completo com a métrica
usual. Como mostramos, existem sequéncias nos racionais, que convergem para pontos
que nao pertencem aos racionais. Embora caso utilizemos a métrica zero um, ele se torna

compacto.

Exemplo 6.2.3. Todo espaco métrico M com a métrica zero-um é completo. De fato, seja
(xy,) uma sequéncia de cauchy em M. Dado € = 1 existe ng € N tal que d(z,, Tpip) < 1 =€
para qualquer p € N, como estamos utilizando a métrica zero-um, d(xp,T,4,) = 0, e
portanto, x, = Tny, . Ou seja, a partir de um certo indice ny a sequéncia (x,,) € constante.
Assim, existe a € M, tal que n > ng = x, = a. Dado € > 0 existe ng € N tal que

d(x,,a) =0 < e. Portanto limz,, = a.

Exemplo 6.2.4. Toda sequéncia de Cauchy (x,) em R converge para um ponto p € R.
Pela proposicao anterior, existe k > 0 de forma que |x,| < k, ¥Yn > 1, nos permitindo

a concluir a existéncia, para cada indice m > 1, de

Ym = f{Tm, Tmi1,. ..}

Assim

e portanto (y,) converge para p = sup{yn;n =1,2,...} que é um ponto de R. Mostremos
que lim x, = p:

Dado € > 0, existe um indice r, tal que:

nzr:>|yn—p|<§
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e, como (x,) € de Cauchy, existe um indice s de forma que:

m,nZs:>|xm—:L‘n|<E

3

Seja t > max{r,s}. Considerando

yy = inf{xy, viq,. .. }

€
existe j >t o qual se tem y, < x; < yp + 3’ e portanto,

€

[z —y| < 3

Assim, ¥n > t, tem-se
|Tm — Pl < o — 5l + 25 — vl + [y —pl <e

e portanto

lim x, = p.

Proposicao 6.2.5. Sejam M e N espacos métricos. Entao o espaco M x N é completo

se, e somente se, M e N sao completos.

Esta demonstragao pode ser vista em (DOMINGUES, 1982, pig 150). A generalizagao
desta proposicao surge tomando M = My x My x --- X M,. O qual é um dos pontos de

interesse nesta proposi¢ao, além dela por si e do colordrio em que ela acarreta na referéncia

dada.
Corolario 6.2.6. O espag¢o R™ é completo.

Observacao 6.2.7. Como visto no exemplo 6.2.4, o conjunto dos reais é completo, dai,
ao utilizarmos a generalizacao da proposicao 6.2.5 obtemos este coroldrio que nos dd o

espaco métrico completo que serd usado no objetivo central desta monografia.

Proposicao 6.2.8. Todo espaco métrico compacto é completo.
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Demonstragao. Se (x,) uma sequéncia de Cauchy num espago métrico compacto M. Da
compacidade de M obtemos a existéncia de uma subsequéncia (x,,, Tp,, ... ) que converge
para um ponto p € M. Mas dado que a subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy
converge para p € M entdao a sequéncia converge também para p. Logo, x, — p, e

portanto, M é completo. O

Observacao 6.2.9. De forma geral a reciproca nao vale, pois, o espaco dos reais € com-
pleto, porém nao é compacto. Observe que sequéncias de nimeros reais como (2,4,6,...)

nao admitem subsequéncias que convirjam em R.



Capitulo

/

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e

Aplicacoes

A este capitulo daremos uma atencao especial, por tratar do teorema do ponto fixo de
Brouwer. Uma vez que, dentre os teoremas que garantem a existéncia dos pontos fizos,
este € considerado um dos resultados mais relevantes e de maior impacto em diversas

dreas. Também sendo ele o objeto central desta monografia.

7.1 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Antes de falar sobre o teorema do ponto fixo de Brouwer, veremos alguns conceitos

preliminares.

Defini¢ao 7.1.1. (Ponto Fizo) Seja f : M — M wuma aplicag¢io, dizemos que x é um
ponto fizo de f, se f(x) = .

Exemplo 7.1.2. A fun¢io f: R — R dada por f(x) = x. Todos os pontos em R sdo

pontos fixos.

Exemplo 7.1.3. A funcao f:(0,1) — (0,1) dada por f(x) = 2%, nao possui ponto fizo

algum.

39
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Observacao 7.1.4. Note que se a funcao estivesse definida para o intervalo fechado [0, 1],
ela possuiria dois pontos fizos nas extremidades do intervalo. Veremos na sequéncia deste

texto que a existéncia de pontos fixos em subconjuntos do R™ estd ligado a compacidade.

Vejamos um teorema de existéncia de ponto fizxo que nos serd titil e constitui ementas

de Cdlculo e Andlise Real.

Teorema 7.1.5. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R wma funcao

continua. Se f(a) < d < f(b) entao existe c € (a,b) tal que f(c) =d.

Demonstragao. Para a demonstracao, vide (LIMA] 2017a, pag.78).

Agora trataremos do teorema do ponto fixo de Brouwer. Como mencionado no inicio
desde capitulo, este ¢ um dos teoremas que nos garante a existéncia, dada certas condicoes,
de raiz para a equagao f(x) —x = 0, ou seja, um ponto fixo de f. Para introduzir a ideia,

comegaremos monstrando o seu caso mais simples:

Teorema 7.1.6. (Ponto fizo na reta (caso n=1)). Seja f : [a,b] — |a,b] uma func¢dio

continua, nesta condigoes, eziste pelo menos um ponto ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

Demonstragao. Para tal, defina ¢ : [a,b] C R com ¢(x) = = — f(z), com efeito ¢ é
continua. Veja que para f ter um ponto fixo basta mostrar que ¢ possui raiz. Como a
imagem de f esta contida no intervalo [a, b], temos que: a < f(a) < bea < f(b) < b, dai
dla) <0e0 < pb),isto é p(a) <0< ¢(b). Pelo teorema do valor intermediario, existe

¢ € [a,b] tal que

o(c) =0, como ¢(c) =c— f(c) = c— f(c) =0= f(c) =c.

]

Teorema 7.1.7. (Teorema do ponto fizo de Brouwer) Seja B[0;1] C R", n > 1. Entao,

qualquer funcgao continua f : B[0; 1] — B[0; 1] possui ao menos um ponto fizo.

Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser lida em (MARTINS; VASCONCELLOS, 2014).



7.2 Aplicacoes 41

7.2 Aplicacoes

Proposicao 7.2.1. Seja r > 0 um ndmero real e B[0;r] C R™, se ¢ : B[0;r] — B[0;7]

for uma aplicacao continua, entdo @ admite ao menos um ponto fixo.

Demonstracao. Seja a: B[0;r] — BJ0; 1], com r > 0, uma aplicagao continua e sobrejetiva

tal que

1
T —T.
r

Considere a aplicagao continua ¢ : B[0;7] — B[0;r]. Entao, se definirmos
v : B[0;1] — BJ[0;1]

x> afz) - p(re),

temos que 7y é continua e

y(@)]] = [la(z) - p(ra)]| = %Hw(m)ll-

Como

1
le(ra)ll < 7= —llp(ra)l| <1

Desta forma, pelo Teorema 7.1.7, existe xy € B[0; 1] tal que

1
Y(zo) = 29 = ;(p(mo) =z = p(rrg) = rao.

Logo, para toda aplicacao continua ¢, que leva uma bola fechada de raio r nela mesma,

existe um ponto fixo. O

Exemplo 7.2.2. Foi comentado acima no exemplo que envolve a funcio f(x) = 22, que
se o intervalo fosse fechado, ela teria dois pontos pontos fixos. Pois, seja f:[0,1] — [0, 1]
com f(z) = 22, pela proposicao mostrada f possui ao menos um ponto fizo neste intervalo,

de fato, jd que 0 e 1 sdo pontos que nao se alteram pela funcdo.
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Proposicao 7.2.3. Seja xog # 0 € R" qualquer e Blzg;r] C R™. Se ¢ : Blxg;r| — Blxg; 7]

for uma aplicagao continua, entdo ¢ admite ao menos um ponto fizo.

Demonstracao. Definimos agora, as funcoes o, 8 e v da seguinte maneira:
« : Blzo;r] — B[0;7]

T =T — X

g : B[0;r] — Blxo;r]

X — T+ X

v : Bl0;r] — BJ[0;7]
x = o(x + xo) — X0,

onde ¢ : Blzg;r] — Blzo;r] é continua.
Como ~ é um fungdo continua, segue pela proposi¢ao anterior que existe y € B[0;7]

tal que v(y) = y, assim
Py + x0) — 20 =y = ¢y + 7o) =y + Zo.

Logo, toda func¢do continua ¢ : Blxo;r| — Blxo;r| possui ao menos um ponto fixo.

]

Exemplo 7.2.4. Quando apresentamos o caso real do teorema do ponto fizo de Brouwer,
podemos perceber que ao contrdrio do caso geral nao tivemos restricoes quanto o ponto
central do intervalo ou ao comprimento deste. Porém, facamos uma revisao daquele te-
orema com um novo olhar, visto esta proposicao. Para isto, vejamos que xog = boa o

2
d(a,b)

r = =35>, coma,b € R ed(a,b) = |b— a|, desta maneira podemos reescrever o teorema

do caso real da sequinte forma:
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Seja f : Blxo;r] — Blzo;r] € uma funcdo continua, entdo f admite pelo menos um
ponto fixo.

Uma vez que B[%5%; d(ag’b)] = [a,b].

Observacao 7.2.5. Em uma observacao, foi comentado que existe uma relacdo entre o
teorema do ponto fizo de Brouwer e compacidade, vejamos melhor isso:

Seja no caso real ou no caso geral deste teorema lidamos com bolas fechadas que por sua
vez sao limitadas, visto que elas sao subconjuntos do R™, estudamos em um exemplo que
um subconjunto do R™ € compacto se, e somente se, ele for fechado e limitado, dai, temos
que o teorema do ponto fizo de Brouwer nos dd a existéncia de ponto fizo em aplicagoes
que saem de um conjunto compacto nele mesmo. Por isso, na ocasiao foi ressaltada essa
relacao que acarreta que o teorema lida também com subconjuntos métricos compactos

completos do R™, jd que todo conjunto compacto é completo.



Capitulo

8

Consideracoes Finais

O desenvolvimento deste trabalho tornou possivel estudar um contetido que nao faz
parte do curso de graduagao de Licenciatura em Matematica, onde possibilita um estudo
de conjuntos através das aplicagoes chamadas de métricas e assim vé-los de outra forma. O
estudo de Espacos Métricos nos leva a ver sequéncias e aplicacoes entre espacos métricos
com algumas propriedades, teoremas, proposicoes e definicoes semelhantes as que sao
estudadas em Anélise Real, mas com uma visao geral uma vez que, por exemplo, espagos
vetoriais possuem outras operacoes entre seus elementos, um caso a ser lembrado é o
de espacos vetoriais munidos com produto interno. Além disso, como mencionado na
introducao e apresentado no texto, foi visto o porqué do conjunto R ser dito completo.
No avancar dos estudos surgiu esse intrigante e fascinante teorema, O Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer, que nos garante a existéncia de pontos fixos em subconjuntos compactos
da reta ou R" diante de suas aplicacoes garantindo a existéncia de pontos fixos em bolas

fechadas da reta ou R™.

44



Referéncias Bibliograficas

DOMINGUES, H. H. Espacos métricos e introdugao a topologia. [S.1.]: Atual, 1982.

ENDO, D. H. C. et al. Espacos Métricos: uma introdu¢ao. 2015. Monografia (Licenciatura,
em Matemética). Universidade Federal de Sao Carlos. Sao Carlos, Brasil.

LIMA, E. L. Andlise real. 12. ed. [S.1.]: IMPA, 2017. v. 1.
LIMA, E. L. Espagos métricos. 5. ed. [S.l.]: IMPA, 2017.

MARTINS, P. R.; VASCONCELLOS, C. F. Teorema do ponto fixo de brouwer. Cadernos
do IME-Série Matemdtica, v. 8, 2014.

45



	Sumário
	Introdução
	Espaços Métricos: Noções básicas
	Métricas
	Bolas e Esferas
	Conjuntos Limitados
	Distância entre Conjuntos

	Continuidade
	Aplicações contínuas
	Espaços Homeomorfos

	Topologia dos Espaços Métricos
	Conjuntos Abertos
	Conjuntos Fechados

	Sequências
	Limites de Sequências
	Convergência e Topologia

	Conjuntos Compactos
	Compacidade
	Compacidade e Continuidade

	Espaços Métricos Completos
	Sequências de Cauchy
	Espaços Completos

	Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e Aplicações
	Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
	Aplicações

	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas

