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RESUMO

A parametrizacdo de curvas planas tornou-se um método de grande importancia
para o desenvolvimento da matematica, pela impossibilidade de se expressar
algumas curvas em forma de uma funcéo de variavel Unica. Partindo entdo dessa
tematica, este trabalho teve por objetivo apresentar uma explanacao
metodoldgica e reflexiva sobre curvas parametrizadas e sua relevancia no
cotidiano através de aplicacdes. Para alcancarmos 0S nossos objetivos, a
metodologia utilizada na elaboracdo deste trabalho foi a explicativa, onde
aprofundamos o estudo das curvas planas parametrizadas através de uma vasta
pesquisa bibliografica de material especifico e complementar.  Assim,
abordamos o contexto histérico que propiciou o seu aprimoramento, através de
alguns notaveis matematicos como Descartes e Fermat. Costumeiramente, no
estudo das curvas cartesianas, adota-se apenas uma variavel dependente e
outra independente (Y = f(x)), mas nos deparamos com situagbes em que
existem curvas que muitas vezes sdo dificeis ou até mesmo impossiveis de
serem expressas explicitamente por uma funcdo de uma Unica variavel. Neste
caso, precisamos de outra variavel, chamada de “parametro”, que nos auxilia em
uma melhor explanacdo das curvas, ou seja, das curvas parametrizadas. Com
isso, neste trabalho, apresentamos a caracterizacédo das curvas paramétricas e
algumas técnicas para se esbocar tais curvas. Tratamos também de algumas
curvas notaveis, como a Cicloide e a Epicicloides e algumas aplicac6es das
curvas no cotidiano. Outrossim, esta pesquisa tem como publico-alvo alunos dos
anos finais do ensino médio e alunos iniciantes dos cursos de graduacdo em
matematica, em especial, a licenciatura, que buscam uma melhor compreensao
da aplicabilidade da matematica de forma concreta no cotidiano, e assim uma
visdo ampliada da disciplina.

Palavras-chave: Historia da Matemética. Curvas Parametrizadas. Esboco de

Curvas.



ABSTRACT

The parameterization of plane curves has become a method of great importance
for the development of mathematics, due to the impossibility of expressing some
curves in the form of a single-variable function. Starting from this theme, this work
aims to present a methodological and reflective explanation about parameterized
curves and their relevance in everyday life through applications. To achieve our
objectives, the methodology used in the elaboration of this work was the
explanatory one, where we deepen the study of the parameterized plane curves
through vast bibliographic research of specific and complementary material.
Thus, we will approach the historical context that led to its improvement, through
some notable mathematicians such as Descartes and Fermat. Usually, in the
study of Cartesian curves, we adopt only one dependent variable and one
independent variable (Y = f(x)), but we come across situations in which there are
curves that are often difficult or even impossible to express explicitly by a function
of a single variable. In this case, we need another variable, called a “parameter”,
which helps us to better explain the curves, that is, the parameterized curves.
Therefore, in this work, we present the characterization of parametric curves and
some techniques for sketching such curves. We also deal with some notable
curves, such as the Cycloid and Epicycloids and some applications of the curves
in everyday life. Furthermore, this research has as target public students in the
final years of high school and beginning students of undergraduate courses in
mathematics the licentiate, who seek a better understanding of the applicability
of mathematics in a concrete way in everyday life, and thus an expanded view of
the discipline.

Keywords: History of Mathematics. Parameterized Curves. Sketch of Curves.
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INTRODUCAO

A parametrizacdo de curvas planas tornou-se um método de grande
importancia para o desenvolvimento da matematica, pela impossibilidade de se
expressar algumas curvas em forma de uma funcéo de variavel Unica. Mas antes
da abordagem abstrata, as curvas planas surgiram, ou tornaram-se um ramo
matematico de interesse, através de sua abordagem concreta, ou seja, de sua
aplicacdo no mundo natural. Entre os grandes cientistas que contribuiram de
forma notavel para o desenvolvimento da matemética e da fisica, podemos
destacar o grande cientista italiano Galileu Galilei (1564—-1642), que teve uma
exemplar contribuicdo para a compreensdo dos fendmenos da natureza, e sua
analise de forma sistematizada, eliminando crencas empiricas a época tao
disseminadas.

A materializacdo da geometria se tornou essencial para a compreenséo
do mundo de forma concreta. Nisto, René Descartes (1596 — 1650), teve um
notavel papel no desenvolvimento da matematica como a conhecemos hoje. Os
pensamentos dele se desenvolveram através de uma légica aristotélica, tao
disseminada em sua época. Antes de seus estudos especificos sobre a
geometria, René Descartes em seu livio Regras para a dire¢cdo do espirito, de
1628, ja ensaiava o projeto de uma “nova ciéncia” que seria uma espécie de
matematica universal. Essa “nova ciéncia” era diferente da matematica praticada
em seu tempo. Essa “nova Matematica”, proposta por Descartes, permitiria
sintetizar a analise de um fendmeno qualquer a problemas relacionados “a
ordem” e a “relagdes”, por intermédio de raciocinios dedutivos.

A algebra pode materializar qualquer deducdo em equagdes. Para uma
melhor compreensao das relagdes entre os objetos do universo, os problemas
geométricos devem ser formulados em linguagem algébrica. Ao transformar
problemas relacionados a geometria em linguagem algébrica, podemos extrair
as propor¢cBes envolvidas nos objetos geométricos. Descartes causou uma
revolucdo nos alicerces logicos da matematica.

Através de seu trabalho pode-se unificar a geometria e a algebra, ou seja,
era possivel representar qualquer curva através de coordenadas. Ressalta-se,
gue outro grande matematico que contribuiu para o desenvolvimento da

matematica foi Pierre de Fermat (1607 —1665), através de seus estudos sobre
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geometria. A contribuicdo de Fermat a geometria encontra-se num pequeno
texto intitulado Introducdo aos Lugares Planos e Soélidos (1636), que so6 foi
publicado em 1679, postumamente, junto com sua obra completa.

Destaca-se que Fermat, era bastante modesto, era avesso a publicar seus
trabalhos. Desta forma, presume-se que o cientista ja tinha a no¢ao de que, dada
uma curva, sempre havera uma relacao entre duas quantidades indeterminadas.
No inicio o principal objetivo de Fermat era exprimir, na linguagem algébrica de
Viete, os problemas geométricos propostos por Apolonio. Portanto, o principal
objetivo de Fermat era realizar um estudo geral dos lugares geométricos.

Centrado entdo nessa discusséo, o principal objetivo deste trabalho é
fazer uma investigacdo sobre a parametrizacdo das curvas planas e de suas
aplicacdes no cotidiano. Nesta direcdo, sera feito um breve contexto histérico
sobre alguns notaveis matematicos e suas contribuicbes para o estudo das
parametrizagfes das curvas planas, além disso, seré exposta uma breve analise
sobre as principais curvas planas e suas parametrizagoes.

Assim, a importancia deste trabalho consiste na producédo de material de
pesquisa para o ensino de matematica na educacdao basica, e como material de
aprimoramento nos periodos iniciais dos cursos de licenciatura. Tendo como
base os problemas que o ensino e aprendizagem de matematica enfrentam na
educacao basica, faz-se necessario a elaboracdo de material complementar e
atualizado desta discussdo. A partir desses pontos, a producdo de material
complementar sobre a parametrizacdo de curvas planas e aplica¢des trard um
aperfeicoamento cognitivo para a aprendizagem de matematica, ampliando o
leque de curvas que o professor podera apresentar com as respectivas
parametrizagdes que permite a sua construgcédo de forma mais simples, usando
a construcdo com papel e lapis ou o recurso de um aplicativo por exemplo, o
geogebra. Além disso, presume-se aumentar a motivacao e o entusiasmo nos
estudos desta area através da histéria e das aplica¢des no cotidiano.

Para uma melhor organizagdo da pesquisa, optamos por dividi-la em
quatro secdes. Na primeira delas, iremos inserir nossa problematica abordando
sua delimitacdo e as principais inser¢cdes, destacando o contexto histérico do
meétodo cartesiano, da abordagem de Fermat aos Lugares Geométricos e o
comeco do estudo das curvas e as primeiras no¢des de funcdes. Na segunda
secao, analisaremos as principais definicdes para a parametrizagéo, focando na
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curva plana e a parametrizacéo das principais curvas conhecidas que possuem
grafico. J4 na terceira, investigaremos a parametrizacao das principais conicas,
além de sua aplicagdo no cotidiano. Na quarta secdo, examinaremos a
parametrizacdo de notaveis curvas planas: o cicloide, o epicicloide e o folium de
Descartes.

Por fim, tecemos algumas consideracdes acerca das implicacdes da
pesquisa e dos objetivos alcancados com este trabalho.
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SECAO 1. UM BREVE CONTEXTO HISTORICO

Através da matematica, Galileu Galilei (1564—-1642), contribuiu de forma
notavel para a compreensao dos movimentos e fenbmenos da natureza. Muitos
outros matematicos contribuiram para o atual status da matematica, mas Galileu
pode ser destacado como um “as” pois introduziu uma abordagem para a
compreensao dos fendmenos naturais nesta area.

Baseado na abordagem de Galileu, ao tratar os problemas no mundo
fisico através da matematica, temos o filésofo e matematico René Descartes
(1596 — 1650), que através de seu método analitico de pensar nos problemas no
mundo natural, possibilitou o surgimento de uma ciéncia moderna, mais
precisamente de uma base analitica dos objetos matematicos de interesse. Além
de Descartes, outro matematico de grande relevancia foi Pierre de Fermat (1601
— 1665), que atravées do estudo dos lugares geométricos contribuiu,
concomitantemente com Descartes, para o surgimento deste campo do saber,

com bases para a concepcéo da Geometria Analitica.

1.1. O método Cartesiano

Entre os principais trabalhos de Galileu, destacamos os tratados sobre
mecéanica. Um exemplo disso, foi sua hip6tese sobre o movimento retilineo
uniforme, no qual defendeu que a distancia percorrida por um mével nesse
movimento, era diretamente proporcional ao quadrado do tempo gasto em
percorré-la. Galileu, no seu livro Duas Novas Ciéncias, de 1638, descreve 0
movimento de um projétil como consequéncia do movimento simultaneo e
independente de um movimento retilineo uniforme na direcdo horizontal, em
relacdo a uma terra plana, e de um movimento retilineo de acelera¢do constante
na direcéo vertical. Muitas vezes 0s nossos sentidos descrevem apenas o mundo
como ele é percebido, ndo de forma real. Nesse ponto, a materializacdo da
geometria vem ajudar na descricdo do mundo de forma concreta, através da
matematica. Ja os pensamentos de René Descartes se desenvolvem através de
uma base logica aristotélica, tdo presente desde a Idade Média, e que foram

colocadas em prova através dos estudos de Galileu com sua “nova ciéncia”.
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Segundo Roque (2012), Descartes postula um método para a concepcgao
de verdades na ciéncia, publicado em seu livro Discurso do Método, de 1637,
que contém como apéndice a obra intitulada “Geometria”. Por isso, passou a ser
interessante associar 0 método geomeétrico de Descartes ao espirito da primeira
metade do século XVII.

Ao privilegiar a invencao e a intervencado na natureza, o pensamento da
época se associava ao estudo quantitativo dos fendbmenos. Ou seja, em
consonancia com o ideal de seu tempo, o cientista defendia que o pensamento
nao deve se dedicar a compreender todos os tipos de coisas, mas somente
aquelas que sao passiveis de quantificacdo. As deduc¢des l6gicas que permitem
passar de uma proposi¢cdo a outra devem ser substituidas por relacdes entre
coisas quantificaveis, traduzidas por equacdes (igualdades entre quantidades).
Antes de seus estudos especificos sobre a geometria, René Descartes em seu
livro Regras para a direcdo do espirito, de 1628, ja ensaiava o projeto de uma
“nova ciéncia” que seria uma espécie de matematica universal.

Essa “matematica universal” era diferente da Matematica utilizada em seu
tempo. Essa “nova matematica”, proposta por Descartes, permitiria sintetizar a
analise de um fenébmeno qualquer a problemas relacionados “a ordem” e a
“relagdes”, por intermédio de raciocinios dedutivos. Para uma melhor
compreensao das relacdes entre os objetos do universo, os problemas
geométricos devem ser formulados em linguagem algébrica. Ao transformar
problemas relacionados a geometria em linguagem algébrica, podemos extrair
as proporcoes, propriedades, relagbes, medidas entre outras; envolvidas nos
objetos geométricos. Em sua obra Geometria, Descartes propde o uso do

método analitico da seguinte forma:

Se queremos resolver quaisquer problemas, primeiramente supomos
gue a solucao ja esta encontrada, e damos nomes a todas as linhas
gue parecem necessarias para construi-la. Tanto para as que sao
desconhecidas como para as que sdo conhecidas. Em seguida, sem
fazer distincdo entre linhas conhecidas e desconhecidas, devemos
percorrer a dificuldade da maneira mais natural possivel, mostrando as
relagBes entre estas linhas, até que seja possivel expressar uma Unica
guantidade de dois modos. A isto chamamos uma Equagéo, uma vez
gue os termos de uma destas duas expressfes sdo iguais aos termos
da outra. (The Geometry. Descartes, René. pp. 8-9 apud ROQUE,
2012, p.195).

Nomear as linhas das figuras, tanto para as que sao desconhecidas como
para as que sdo conhecidas, era o alicerce do método analitico, também
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presente em “Arte Analitica” do matematico francés Francois Viéte (1540-1603).
Em termos simplificados, o objetivo de Descartes era utilizar uma espécie de
aritmética para resolver problemas de constru¢cdo geométrica, onde regras
simples de composicéo levassem dos objetos simples a outros mais sofisticados.
Ou seja, era necessario algebrizar a geometria.

Em sua obra Geometria, de 1637, apesar de ter dado uma nova cara a
geometria, Descartes ainda estava ligado a tradicdo. Ndo bastava resolver
equacdes, era preciso construir suas solucdes. Notamos que o principal objetivo
de Descartes ndo era algebrizar a geometria, mas sim, aplicar a algebra para
resolver problemas geométricos. Para utilizar seu método, Descartes propde
reduzir a resolucao de problemas geométricos a resolucdo de equacoes.

Nisto, a grande reinvencdo de Descartes foi introduzir um sistema de
coordenadas para representar equacdes indeterminadas. A Introducao de tal
ferramenta, de relevancia fundamental para o cartesianismo, teve sua motivacao
através de um problema do matematico grego Pappus de Alexandria 290 a.C —
350 a.C, aonde:

Encontrar o lugar geométrico de um ponto tal que, se segmentos de
reta sdo tracados desde este ponto até trés ou quatro retas dadas,
formando com elas &ngulos determinados, o produto de dois destes
segmentos deve ser proporcional ao produto dos outros dois (se ha
guatro retas) ou ao quadrado do terceiro (se ha trés retas). (La
collection mathématique. EECKE, Paul, apud ROQUE, 2012, p.199.).

Em um caso geral, Pappus demonstrou que a solugdo deve ser uma
cOnica, e inspirados pelo matemético grego, Descartes passou a considerar o
problema para mais de quatro retas, que dara origem a curvas de maior grau.
Dentre as curvas temos as formadas por equagdes do segundo, terceiro grau

entre outras.

1.2. A abordagem de Fermat aos Lugares Geométricos

O matematico francés Pierre de Fermat (1607 — 1665) foi bastante
influenciado pelas tradugcbes das obras gregas em seus trabalhos,
principalmente do matematico grego Apolénio (15 d.C. — 100 d.C.). Presume-se

que Fermat ja tinha a nogdo de que, dada uma curva, sempre haverd uma
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relacdo entre duas quantidades indeterminadas. No inicio, o principal objetivo de
Fermat era exprimir, na linguagem algébrica de Viéte, os problemas geométricos
propostos por Apolonio. Portanto, o principal objetivo de Fermat era realizar um
estudo geral dos lugares geométricos.

A primeira obra de Fermat, denominada Ad locos planos et soélidos
isagoge (introducdo aos lugares geométricos planos e sélidos) foi escrita na
mesma época da renomada obra de Descartes, Geometria, mas ficou claro que
ambas ndo se influenciavam mutuamente. Apesar da abordagem do uso de
coordenadas para tratar de problemas geométricos, os objetivos de Fermat e
Descartes seguiam linhas diferentes.

Ressalta-se, que a geometria analitica que abordamos atualmente,
consiste em dois parametros reciprocos. O primeiro, refere-se a resolucéo tem
de uma equacao que seus pontos a satisfacam, dado um lugar geométrico. O
segundo, encontrar o lugar geométrico dos pontos que satisfacam uma equacao
dada. Descartes estudou o primeiro parametro, e Fermat o segundo. No principio
de sua obra, Fermat enuncia: “Sempre que em uma equagao final, duas
qguantidades desconhecidas sdo encontradas, temos um lugar geométrico e a
extremidade de uma delas descreve uma linha, reta ou curva”.

Um lugar geométrico significa conceber a superficie criada em um eixo de
coordenadas a partir de uma equacao. Ou seja, que existe uma representacao
de uma curva através de uma equacao matematica. Que pode ser uma reta, uma
parabola ou qualquer outra curva.

A conceituacdo de um lugar geométrico é abstrata. Essa abstracdo esta
alicercada em duas unidades fundamentais: o nimero e o ponto. Onde o nimero
fundamenta os calculos algébricos e o ponto na conceituagdo do espaco
geomeétrico. Logo, o Lugar Geométrico é concebido como 0s conjuntos de pontos

que compartilham as mesmas propriedades.

1.3. O comeco do estudo das curvas e as primeiras noc¢des de funcao

Como muitos desconhecem, o conceito de fungéo teve inicio muito tempo
depois do surgimento das técnicas de derivacao introduzidas por Leibniz (1646
— 1716) e Newton (1643 — 1727). Quando nos deparamos, atualmente, com o

conceito de funcdo, nos vem a cabegca uma espécie de “relacdo”, uma
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correspondéncia. Na histéria da matematica, nos deparamos as famosas tabelas
babilénicas e egipcias, que podemos dizer que ja propunham, de uma forma
diferenciada, o conceito de funcdo. As tabelas tratavam de uma correspondéncia
— entre um numero e o resultado das opera¢cdes que envolvem esse numero.
Outro resultado semelhante tem a ver com as tabelas astronémicas de Ptolomeu
(90 d.C — 168 d.C), onde sao similares as tabelas atuais de senos e consistiam
em uma relagao que atualmente consideramos como um conceito de funcao.

De acordo Roque (2012), ao colocar sua atencdo na ideia de
correspondéncia, alguns historiadores da matematica viram alguns
antecedentes dessa noc¢do nas tabelas babilénicas e egipcias, e ainda nas
tabelas astron6micas gregas. Mas isso pode trazer um leviano engano, um
anacronismo  matematico-histérico, pois associar essa nocdo de
correspondéncia, que atualmente usamos, dificulta o entendimento dos métodos
matematicos utilizados por esses povos antigos, pois eles ndo tinham nocéo dos
nossos métodos. A ideia de variacdo também néo estava presente. A nocao de
variavel sé foi introduzida no século XIX, mas antes da consolidacdo desse
conceito, a ideia de variacéo ja estava presente na fisica matematica dos séculos
XVI e XVII.

O estudo da variacdo dos fendmenos naturais em relacdo ao tempo,
através de leis matematicas, se deve em grande parte ao aprimoramento da
fisica apdés Galileu. Tais relacdes eram analisadas por meio de proporcdes
geomeétricas. Depois, passou-se a associar 0 movimento a uma curva, que podia
ser expressa por meio de uma equacao. O trabalho de Descartes era com
equacles indeterminadas, onde tomando valores infinitos para x, era possivel
encontrar infinitos valores para y.

A principal ideia € que uma equacgédo de x em y € um método que se possa
calcular os valores de x ou y a partir da outra varidvel. Os valores ocupam um
lugar geométrico representado por uma curva que nem sempre obedece a
restricdo atual de que, a cada valor da abscissa, corresponda apenas a um valor
da ordenada. Um exemplo é a circunferéncia, onde ela é considerada uma curva,
mas pela definicdo atual, ndo é considerada o grafico de uma fungéo. Nesse
momento da historia o conceito de funcdo, propriamente dito, ndo existe, o
principal enfoque € na relacéo entre variaveis que estao sobre uma curva. Viete

ja trabalhava com a representacao simbdlica de uma quantidade desconhecida,
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onde isso permitia a representacdo das relacdes por meio de férmulas
algébricas.

Ha uma diferenca entre uma equacdo determinada e uma equagdo
indeterminada. No primeiro caso, a quantidade desconhecida da equacao
assume um valor quando a resolvemos, ou seja, ela € provisoriamente
desconhecida. Na equacgao determinada temos um valor desconhecido que pode
ser encontrado ao resolver a equacdo. No segundo caso, uma equacdo
indeterminada € aquela onde ndo ha apenas uma solucdo possivel para uma
guantidade desconhecida, mas uma infinidade de valores que variam de acordo
com os valores de outra quantidade.

Ao analisar as equacgdes indeterminadas, Descartes introduziu a ideia de
que uma equacao em x e y € modo de representar uma dependéncia entre duas
guantidades que variam, onde € possivel calcular o valor de uma variavel em

detrimento da outra, segundo Roque:

Ainda que os tipos de relag&o entre variaveis ndo fossem tematizados
na época, havia uma concepcao implicita de que estas relacdes eram
dadas por expressfes analiticas de curvas algébricas ou por meio de
séries infinitas. Diversos exemplos demandavam o uso de séries
infinitas, o que levou a uma ampliagdo do universo de objetos
considerados centrais na Matematica da época. As curvas constituem
o principal objeto da Matematica neste momento. (ROQUE, Tatiana,
2012, p.36.)

Nas curvas estudadas por Descartes a relacdo entre as quantidades
indeterminadas possuem um carater funcional, onde uma quantidade é
associada a outra por meio de uma equacao. Tais quantidades ocupam um lugar
geomeétrico representado por uma curva que pode ndo seguir a restricdo de que

cada valor da abscissa deve corresponder a apenas um valor da ordenada.
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SECAO 2. CURVAS PARAMETRIZADAS

Uma curva plana é aquela que se situa em apenas um plano euclidiano,
podendo ser aberta ou fechada. A parametrizacdo de uma curva plana tem
embasamento na impossibilidade de se expressar algumas curvas planas na
forma y = f(x). O que acarreta um entrave para o estudo e utilizacdo destas
curvas. Logo faz-se necessario o desenvolvimento de métodos que facilitem a

parametrizacao de tais curvas.

2.1. Curvas definidas por equacdes parametrizadas

Sendo € uma curva como mostrado na figura 1, observa-se que ha um

problema na sua representacdo na formay = f(x).

Figura 1. Curva C

(xy) = (F(0).9(@0)

Fonte: Elaborada pelo autor

Sabemos que nem toda curva no plano xy € um gréafico de uma funcéo.
Consideremos uma curva, como no exemplo da figura 2, que € cortada por dois

pontos distintos (a, b) e (a, ¢) por um segmento de reta r na vertical.

Figura 2. Teste da reta vertical

Fonte: Elaborada pelo autor
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Notamos que f(a) = b e f(a) = ¢, onde de acordo com a defini¢cdo de funcgéao,
isso ndo é um preceito valido - pois f ndo pode ter dois valores diferentes na sua
imagem associado a um mesmo valor do dominio. Logo, a curva ndo pode ser o
gréafico da funcédo y = f(x) (Mas, essa figura pode ser o grafico de uma funcéo x
= f(y)). Assim, o resultado apresentado acima é chamado de teste da reta
vertical.

Proposic¢do: uma curva no plano xy € o grafico de alguma funcao f (x=f(y))
se, e somente se, nenhuma reta horizontal intersecta a curva mais de uma vez.

Exemplo 1. O grafico da equacao
x2+y2=16

€ um circulo de raio 4, centrado na origem, e assim existem retas verticais que

cortam a curva mais de uma vez. Notamos que:

Para x = 0, teriamos _
Figura 3. Dm(f),CD(f) e Im(f)

Dm(f) cof)

st

Fonte: Elaborada pelo autor

f(0)=4ef(0)= —4

Logo, ndo existe uma funcédo f (y = f(x)) cujo grafico seja o circulo. De
forma analoga, também néo existe uma funcgéo f (x = f(y)) cujo grafico seja o

circulo. Entretanto, podemos considerar o circulo como a unido dos semicirculos:

y=+VJ16—x*ey=—/16 — x*
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Figura4. x> + y?> = 16 Figura5.+/16 — x*
TV
x?+y*=16

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 6. -/16 — x?
TV

4

.

y=-J16—-x* 4

Fonte: Elaborada pelo autor

Fonte: Elaborada pelo autor

onde cada um dos quais define y como uma funcao de x (figura 3 e figura 6).

2.2 Definicdo e Exemplo

Definicdo 3.2.1. Seja C uma curva plana, dizemos que uma aplicagéao ©:
D - R?, 6(t) = (x(t),y(t)), é uma parametrizagdo de C se a sua imagem ©(D)

coincide com C, ou seja:
C=00)={(x®),y@®)/t € D}
onde D é um subconjunto de R.
Aimagem ©(D) c R? é também chamada traco de O.

A parametrizagdo de uma curva plana pode ser entendida como a
trajetoria de uma particula movel que se desloca em um intervalo de tempo. Ou
seja, 0(t) = (x(t),y(t)) nos indica a posicdo que o movel ocupa em cada

instante t.
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2.3. Exemplo: Cobranca de falta do futebol

Motivacdo: O futebol € um esporte de apreco mundial. Com intuitos
matematicos podemos perceber a sua relacdo com as previsées numeéricas.
Dentre todos os efeitos que um jogador e a bola podem sofrer entre quatro linhas,
podemos citar a velocidade do jogador e da bola, a distancia percorrida pelo
jogador e pela bola, entre outros. O objeto de nossa atencao é a trajetéria da
bola. Principalmente na cobranca de faltas. Na copa de 2002, o jogador da
selecdo brasileira de futebol, Ronaldinho Gaucho, jogando contra a sele¢do da
Inglaterra, conseguiu através de um lance de falta, marcar um gol (alids, um

belissimo gol).

Imagem 01. Brasil x Inglaterra (copa 2002)

11729

Fonte: Google imagens

Sob o0s aspectos Opticos e cognitivos da matematica, notamos uma
trajetdria obliqua da bola.
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Figura 7. Trajetoria da bola

Yy

Xq Xy x

Fonte: Elaborada pelo autor

Usando o exemplo acima, podemos estabelecer um sistema de
coordenadas conforme mostra a figura 3. Ao chutar a bola, as Unicas for¢cas que
sobre a mesma atuam s&o a resisténcia do ar e a gravidade. Por fins didaticos e
sem perda de objetividade, podemos desprezar a resisténcia do ar. Com isso, a
Unica forca que age sobre a bola é a gravidade, ou seja, seu peso. Atuando na
direcéo vertical. Como nao ha forcas atuando na horizontal, pela segunda Lei de
Newton, temos que a aceleracdo nessa direcao € nula, isto é

d*x

Ezo => x = x9+ vy L.

onde v, € a componente constante da velocidade na direcdo horizontal e x, € 0
deslocamento horizontal inicial da bola.

Como existe a acédo da gravidade na direcdo vertical, temos a acédo da
forgca peso. Mais uma vez aplicamos a segunda Lei de Newton e supondo a
massa da bola de valor unitario (m = 1), obtemos uma equacéo diferencial de

segunda ordem:
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onde Vo, € a componente da velocidade inicial na direcdo vertical e y, é 0
deslocamento vertical inicial da bola. Obtemos:

X =Xp+ Vgt

_ gt’
Y =Yo +voyt_7

Que séo as equacdes parameétricas da trajetéria da bola de futebol no gol
de falta do jogador da selecao brasileira. Essas equacdes fornecem a posi¢céo
(x,y) da bola como funcfes de um parametro t, que nesse exemplo, representam

o tempo transcorrido a partir do chute.

2.4. Construcdo de gréaficos de curvas paramétricas

Seja uma curva parametrizada da forma

{x =f®
y = h(t)

Existem alguns métodos para se construir seu gréfico.

Exemplo: Esbocar a curva descrita pelas equacfes paramétricas

— +2
{;‘:% —2<t<3

Figura8.x =t’ey =1t>

3 \
Solucéo:
t X y
2 4 8
1 1 1
0 0 0
1 1 1
2 4 8 -2+
8 9 2 Fonte:http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametrica
s.pdf (acesso em 08/09)

Tabela 1
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Exemplo: Eliminar o parametro t na seguinte equacao paramétrica e esbocar
seu grafico

1
e
Solucao:
Temos
_t LY
Y e tr1 T T 1y
1 o
Como x = = substituindo, temos
1
X =
y
1
=> —_—
y+(A-y)
1-y
1
=>x =
1
1-y
1
= x? —
1-y

=>x2=1-y

>y=1-—x*

O grafico sera parte de uma parabola com concavidade par baixo. x >0ey < 1.



i = -t
Flgura09.x—\/mey—t+1
v A
2__

[ o
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Fonte:http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf (acesso em

08/09)

Exemplo: Eliminar o parametro t na seguinte equacéo paramétrica e esbocar

seu grafico
x = 3cos(2t)
{ 2 <t <2m.
y =1+ 2cos”(2t)
Solucéo:
Temos

X
x = 3cos(2t) = cos(2t) = 3

Como y = 1 + cos?(2t), substituindo, temos

-1 )

:>y=1+%.

2

Temos o grafico de uma pardbolapara -3 < x < 3el <y < 2
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Figura 10. x = 3cos(2t) e y = 1 + 2cos*(2t)

t=3 %) t=0,m

Fonte: http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf (acesso em
08/09)

Exemplo: Descreva a curva abaixo e esboce seu grafico.

Solucéo:
Temos f(t) = 2te g(t) = t* — 1. Construindo uma tabela:
t X y
-1 -2 0
_1 -1 _3
4
0 0 -1
1 1 _3
2 4
1 2 0
E N
2 4
2 4 3
Tabela 2

Como f e g sdo continuas, podemos construir o gréafico:
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Figurall.x =2tey=t*—1

_.l !

Fonte:

http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf_(acesso em 10/09)

Poderiamos fazer o grafico através da conversdo das paramétricas em
uma cartesiana.

Pode-se obter uma descricdo precisa do grafico eliminando-se o
parametro. Temos:

Substituindo em y = t? — 1, temos

:>y:1x2—1
Z :

Exemplo: Esbocar o grafico das curvas paramétricas. Eliminar t e achar a
equacao na forma cartesiana.
x =e?t
{y =t3+2t

Solucdo:

Temos
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x =e%t

=Ilnx =Ine?
= lnx = 2t.lne

_ Inx
" 2.1Ine

=t

Substituindo em y, temos
_(lnx )3+2<lnx>
Y=\2ne ‘\2.lne

1 3
:y=§(lnx) +Ilne

Logo, seu grafico é da forma

Figural2. x = e e=1t3+2t

_—

YN

Fonte:http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf_(acesso em
10/09)

Exemplo: Esbogar o grafico das curvas paramétrica. Eliminar t e achar a
equacao na forma cartesiana.

x=3t+2

2t —1




Solucao:

Temos

34

x=3t+1
x—1
>t = 3
Substituindo em ¢, temos
1
y =
x—1
2(*5=) -1
_ 1
Y =x—2-6
3
SN 3
Y =0

Logo, seu gréafico tem a forma:

1

Figurald.x=3t+2ey=—

uA

2t-1
\

_

\J

Fonte:http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf (acesso em
10/09)



35

Exemplo: Esbocar o grafico das curvas paramétrica. Eliminar t e achar a
equacdao na forma cartesiana.

{x =t?
y=¢t
Solucéo:
Temos
x = t?
=t =+x.
Substituindo em y temos
3
y = (x)

3
=y = X2.

Seu gréfico é da forma:

Figurald. x =t?ey=1=>

YA

=Y

Fonte: http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf (acesso em
11/09)

Exemplo: Esbocgar o grafico das curvas paramétrica. Eliminar t e achar a
equacao na forma cartesiana.

{x = 2cotg 0
y = 2sen’8
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Solucao:
Temos
x = 2.cotgf

cos @
>x=2

"sen 0
V1 —sen?8

" sen@
(1 — sen?0)

" sen?d

>x=2

=>x%>=4

Substituindo em y, temos

Logo, o gréfico sera da forma:

Figura 15. x = 2cotg 6 e y = 2sen?6

Fonte: http://www.twiki.ufba.br/twiki/pub/CalculoB/NotasDeAula/parametricas.pdf (acesso em
11/09)
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2.5. Geogebra

Iremos construir o grafico de algumas curvas com o auxilio do Geogebra
Classico on-line (https://www.geogebra.org/classic#graphing). O acesso ao
Geogebra é gratuito e suas ferramentas séo de facil utilizagéo.

Para uma melhor compreensao do Geogebra a UFSM (Universidade
Federal de Santa Maria) oferece um manual on-line em PDF das principais
instrucdes na utilizacdo do Geogebra. Além disso, na pagina da revista Nova
Escola é oferecido um tutorial gratuito do Geogebra, basta fazer o cadastro

gratuito e baixar o material.

Figura 16. Geogebra on-line

<
g -

o

@

Fonte: https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT (acesso em 08/09)

Para plotarmos os graficos das func6es devemos digitar suas equacées

cartesianas na caixa de entrada no canto superior esquerdo:

Figura 17. Caixa de entrada
Entrada... EN

Fonte: https://lwww.geogebra.org/classic?lang=pt_PT (acesso em 08/09)

Dependendo da equacao cartesiana selecionada, podemos ter algumas

de facil digitacdo e outras mais complexas. Na caixa de entrada, devemos digitar
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as equacdes cartesianas em forma de coordenadas, especificar o parametro e
escolher o intervalo mais apropriado. Existem varias opc¢des de cores e
espessuras para a curva plotada. Abaixo temos os exemplos de alguns graficos

plotados no Geogebra.

Exemplo 1: Esbocar a curva descrita pelas equacdes paramétricas

x—_
\/1t+t CE>—1
Y=

Solucéo: Digitando as coordenadas acima na caixa de entrada do Geogebra on-
line:

1

X = Curva ,t,—1,1000

1)
(1+1t)2 t+1

Ficamos com o grafico:
Figura 18. Geogebra

PR . = 7
FE] A & ¢ SN T HEE A S8 ¢

a5 L T

18 a= Cuvva(((l 1‘); ' t. t),t, Lmoo) : o \\\
it 1L ) (c1<t<1000) P \
28, - (1+1) 1+t) -

\

Fonte: https://www.geogebra.org/classic#graphing (acesso em 09/11)
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Exemplo 2: Esbocar a curva descrita pelas equac¢des paramétricas

x = 3cos(2t)
{y t <2m.

=1+ 2cos?(2t)  ~

Solucéao: Digitando as coordenadas acima na caixa de entrada do Geogebra on-
line:

X = curva((3cos(2t), 1 + 2cos?(2t)),t, 0,2m)

Ficamos com o gréfico:

Figura 19. Geogebra

5 -3 25 -2 -15 1 ds o u.ls ! 1.‘5 2.‘5
SNV -

a = Curva((3 cos(2t),1+2 cos’(21t)),t,0,2-3.14)

-

— (3 cos(21),1+2 cos®(21)), (0=1t=6.28)

| I I | \ \ \

Fonte: https://lwww.geogebra.org/classic#graphing (acesso em 09/11)

Exemplo 3: Esbocar a curva descrita pelas equacdes paramétricas
{x = t?
y=t

Solucéo: Digitando as coordenadas acima na caixa de entrada do Geogebra on-
line:

X = curva((t?,t)),t,—10,10)



Ficamos com o grafico:

Figura 20. Geogebra

N
(0]

el A% 20
1 @ a = Curva((tz,tﬁ),t,—lfJ,lO) - /
— (,4%), (—10<t<10) /
10 /
-35 -30 —25 —20 —-15 -10 -5 (] 5 10 15

-10

a5
B \

Fonte: https://www.geogebra.org/classic#graphing (acesso em 09/11)

Exemplo 3: Esbocar a curva descrita pelas equagfes paramétricas

Solucéao: Digitando as coordenadas

1
X = curva <3t + 2,—),1:, —-10,10
2t—1

Ficamos com o grafico:
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Figura 21. Geogebra

EEESASANINNIaaNmamasaany
T

<
S

S Ik I 25

| =C 3t+2 ! t,—10,10 20
a = Curva oe—1)h s 20

1 3r42, (-10<t<10) —15
- T2t—1)7 - -

Fonte: https://www.geogebra.org/classic#graphing (acesso em 09/11)
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SECAO 3. PARAMETRIZACAO DE CONICAS E APLICACOES

3.1. Introducéo a historia das Cdnicas

Foi na Grécia antiga que o estudo das secfes cbnicas e das suas
propriedades geométricas teve inicio. Esse estudo foi o resultado da busca pela
solucdo do problema da duplicagdo do cubo. Hipécrates de Quio (440 a.C)
reduziu o problema & constru¢cdo de duas proporcionais médias entre dois
segmentos de reta paralelos de razéo dois. Menaecmo (350 a.C) na busca pelo
local geométrico da solucéo o problema das proporcionais médias, resolveu o
enigma por meio das sec¢des de um cone reto de revolugcao por interseccéo de
planos perpendiculares a alguma das geratrizes. Assim, Mechaemo € conhecido
na histéria da matematica como o descobridor das secfes conicas. Ele iniciou
seus estudos das secdes conicas com defini¢cdes iniciais referentes ao cone reto
de revolucdo, onde a classificagcdo e a nomenclatura tinham como base a
classificagdo desses cones. Por exemplo, a elipse era a “secdo do cone
acutangulo” e a parabola a “sec¢ao do cone reto”. Essa classificagdo manteve-se
inalterada até Euclides e Arquimedes, sendo que a nomenclatura a qual
conhecemos as coOnicas foi estabelecida por Apolonio.

Os estudos de Euclides sobre as conicas perderam-se no tempo. Existem
algumas referéncias a quatro livros de uma obra euclidiana sobre as conicas,
onde referéncias desse trabalho podem ser vistos nos escritos de Arquimedes.
Euclides também teria sido o primeiro a trabalhar o problema dos lugares
geométricos de trés e quatro linhas, e de grande importancia nos estudos
posteriores das se¢des conicas.

Os primeiros teoremas sobre as sec¢des conicas registrados apareceram
nos trabalhos de Arquimedes. O biografo de Arquimedes, Heracleides, acusou
Apolbnio de ter roubado seus teoremas e os ter colocado em sua obra; as
cOnicas. Porém, foi Apolonio em sua obra composta por oito livros, que realizou
o desenvolvimento no estudo das cbOnicas. Ressalta-se, que uma das grandes
facanhas de Apolénio foi a de ter descoberto a possibilidade de se obter as
cOnicas a partir de qualquer secdo em um cone arbitrario, sendo este obliquo,

partindo de um cone de diametro geral e secao geral.
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3.2. Parametrizacao do circulo

Seja §:x% + y? = r? um circulo de centro na origem e raio r >0.

Figura 22. 6:x2 + y2 =12

t P’ |P,

— T
r 0 X ox

Fonte: Elaborada pelo autor

Temos t, como sendo a medida, em radianos, do angulo P,0P, no sentido
anti-horario, onde o ponto O é a origem do sistema cartesiano. Notamos que

P, = (r,0) é a interseccédo do circulo § com o semieixo OX e P = (x,y).

No triangulo OP'P (retangulo em P’):

Figura 23. Triangulo OP'P (retangulo em P')

Fonte: Elaborada pelo autor



44

Onde P’ = (x,0). Além disso, temos as relacdes trigopnométricas:

PP
J sent=0—P' = sent:% = y=y(t)=rsent

OP/ x
e cost=_- > cost=< = x=x(t)=rcost

Quando t percorre o intervalo [0, 2rr] obtemos os pontos de §.
Se t percorre todos os valores reais teremos um numero infinito de voltas.
Uma possivel equacdo de parametrizacdo para é é:

6_{x=r.cost tER

‘ly=r.sent’

Observamos que, dados quaisquer valores reais a e b, com a # 0, de equacdes
x =rcos(at + b) e y =r sen(at + b), onde:
x2 + y? = [rcos(at + b)]? + [r sen (at + b)]?
= x? +y% =r2cos?(at + b) + r’sen®(at + b)
= x2 +y2 = r2[cos?(at + b) + sen®*(at + b)]
>x2+y2=r2.1
> x2+y?=r?
|
Logo, as equacdes x = r cos(at + b) e y = r sen(at + b) também séo equacdes
paramétricas para o circulo §, paratodo t € R.

P . . b -b .
Além disso, temos que t percorre o intervalo [—;,Z"a ] pois t € [0, 2m].

o at+b=0>=>at= —-b =>t= —S.

2m—b

o at+b=2m Dat=2n—b =t =
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Com isso, t € —S,Z”a_b]. O ponto P = (rcos(at + b),r sen(at + b)) percorre

todos os pontos de §.

Tomando um caso particular paraa = —1eb = g temos

T
x = rcos(—t+ =

é: 72[
y =rsen(—t+ E)
ou seja:
X = rcos(%—t)
o: .
y=rsen(g—t)
Mas,
cos(z—t)—cosE Cost+$enE sent
2 T2 2
:>cos(z—t>=0.cost+1.sent
2
s
:cos(z—t)=sent

(T[ t) T[ t+ t T[
sen |=-—t) =-cos=.sen cost.sen —
2 2 2
T
= sen (E_t) =0.sent+cost.1

T
= sen (E—t)zo.sent+cost.1

= sen (g— t) = cost.
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Logo,

T
X = T‘COS(E—t)=Tsent
5: T pt ERI
y=rsen(5—t)=rcost

sao equacOes paramétricas para o circulo §.

Seja o centro do circulo § de coordenadas C = (x,,y,) € raio r > 0. Temos
§:(x = x0)* + (¥ — yo)? =717
Como a equagéao do circulo é§ de centro no ponto (x,,y,) € raio r.

Podemos fazer uma translagéo do sistema de eixos OXY para o novo sistema de

eixos 0 XY, onde O = (x,,y,) sera o centro do circulo no novo sistema.

No sistema 0 X Y temos a equacao do circulo, de centro em 0 = (0, 0), da forma

Fonte: Elaborada pelo autor
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onde x =rcost e y=rsent, t € R, sdo equacbes paramétricas de & nas
coordenadas x e y. Com isso,

_{x= Xo+ X = xy+rcost
Wy=yo+ Y=y, +rsent

Sao equacgdes paramétricas do circulo § nas coordenadas x e y.

3.3. Aplicagédo: Ondas em um lago

Motivacdo: Ao arremessar uma pequena pedra, ou de grande tamanho,
na superficie de um lago, ele sofrera perturbacbes, que ird se propagar
circularmente na superficie do lago em forma de onda mecénica (onda circular),

onde a frente da onda é uma circunferéncia.

Imagem 02. Ondas se propagando em um lago

Fonte: https://guiadoestudante.abril.com.br/curso-enem-play/ondulatoria-conceitos/ (acesso em
12/10)

Uma observacdo melhor nos mostra:
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Figura 25. Frente de onda

frente de onda t1

m&odeonda\ /ralodeonda
frente de onda t2
frentedeondat3 4 raio de onda

Fonte: https://www.colegioweb.com.br/nocoes-gerais-de-ondas/frente-de-onda-e-raio-de-
onda.html (acesso em 12/10)

Caso seja arremessada varia vezes na superficie da agua, de forma
continua e periddica, a pedra origina perturbacdes circulares (ondas circulares)
que se movem na superficie da agua, afastando-se do ponto onde as
perturbacdes sdo geradas. A frente de onda € o lugar geométrico de todos os
pontos que estdo em concordancia de fase de vibragdo, como por exemplo, duas

cristas ou dois vales.

Imagem 03. Frente de onda

Fonte: https://fisicaevestibular.com.br/novo/ondulatoria/ondas/equacao-da-onda-equacao-
fundamental-da-ondulatoria/ (acesso em 12/10)

O raio de onda é toda reta perpendicular as frentes de onda e que indicam
a direcdo e o sentido de propagacao dessas ondas.

O comprimento de onda (A) é a disténcia entre duas frentes de onda

consecutivas.
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Figura 26. Comprimento de onda

raiodeonda\ /raiodeonda

frente de onda
no Instante t

Fonte: https://www.colegioweb.com.br/nocoes-gerais-de-ondas/frente-de-onda-e-raio-de-
onda.html (acesso em 12/10)

. raio de onda

Como mostramos anteriormente, uma parametrizacdo dessas ondas

circulares poderia ser da forma:

X =71.Cost
{ eR

y=r.sent;t

Um detalhamento nos mostra as rela¢des trigonométricas que envolvem
essas ondas. Ndo sO6 sua parametrizacdo. Por curiosidade, em relacdo a
periodicidade (regularidade) das ondas, relacdo a uma corda presa a uma
superficie plana e com movimentos periddicos, temos a equacao:

1 x
y = A.cos[2m (7 - I) + 6]

onde A é amplitude, T o periodo, A o comprimento de onda e 6, € a fase inicial.

3.4 Parametrizacdo de uma elipse

2 2
Seja y: % + % = 1 uma elipse de centro na origem, com a, b € R*.

Seja w: a? + B2 =1 o circulo de centro na origem e raio r = 1. Como

(x,y) € y se, e somente se, (a,f) = (g%) €y, e
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. a = cost . R
14 {,8 =sent L€
€ uma parametrizacdo de y. Temos que
X =acost
14 {y=bsent’t61R

€ uma possivel parametrizacdo da elipse y.

Seja w,:x% + y? = a® o circulo de centro na origem e raio a e wy:x? +

y? = b? o circulo de centro na origem e raio b.

Figura 27. wy: x2 + y? = a?

oYy

—
>

Wq

w

Py N

Fonte: Elaborada pelo autor
Para cada t € R sejam os pontos P, = (acost, asent) € w, € P, =
(bcost,b sent) € wy,tais que os vetores OP, = v; e OP, = v, fazem um angulo

t, em radianos, no sentido anti-horario, com o semieixo positivo OX. Além disso,
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Figura 28. Retasr:x = acostes:y =bsent

»
>

/
—

N

A4

Fonte: Elaborada pelo autor

temos as retas r: x = acost, paralela ao eixo - 0Y que passa pelo ponto P,, e a
reta s:y = b sen t, paralela ao eixo - 0X que passa pelo ponto P,. A interseccéo
de r com s (rns) nos da o ponto P = (acost,b sent) que pertence a elipse
R
Y' aZ + bZ 1
Podemos olhar o significado geométrico do parametro t € R. De forma

geral, sendo

X — x 2 _ 2
: ( 20) _I_(y 2}’0) -1
a b

uma elipse de centro (x,, yo)-

Fazendo a translagéo dos eixos coordenados, obtemos um sistema de eixos

coordenados 0 XY, onde 0 = (x,,y,) é 0 centro da elipse. Como a elipse foi
transladada, as novas coordenadas x e y, € a nova equacdo se dispdem da
forma:
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e, portanto

X =acost
{ it eR

y=bcost’

€ uma parametrizacdo da elipse nas coordenadas x e y.
Comox=x+x,ey=Yy+y,, obtemos

X = xg+tacost
y:{ 0 € R.

y = y0+bsent;t

Observacéo:
2 2
, X y
l) ? + F =1
= (olcozst)2 n (b sezl t)? 1
a b
a’cos®t . b%sen’t
= a? + b? =1
= cos’t +sen’t =1
]
i) (= x0)* | = ¥o)® _ 4
2

a b?

x+a cost— xg)? +bsent — 2
= ( = 0) +(y z Yo ) -1

a?

2 2 2
cos“t b“sen“t
2 + bZ = 1

a

> cos’t+sent=1
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3.5. Aplicacao: Leis de Kepler

Motivacdo: O Movimento de Translacdo de um planeta, € 0 movimento
que ele realiza em torno do Sol. Passou-se muito tempo para que a humanidade
aceitasse a ideia de que a Terra e os demais planetas do Sistema Solar se
movem em torno do Sol. Foi apenas com o matematico e astrbnomo aleméo
Johannes Kepler (1571-1630) que o movimento eliptico dos planetas ao redor
do sol foi descoberto. Foi através de observacdes astronémicas do matematico
e astronomo dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601) que Kepler pode solucionar
o mistério do movimento eliptico dos planetas. A partir dos estudos e das leis
desenvolvidas por Kepler que outro cientista, Isaac Newton, pbdde dar
prosseguimento aos seus estudos, e consequentemente ao desenvolvimento da
teoria da gravitacao universal em que o movimento dos planetas é descrito em
trés Leis do Movimento:

1° lei: Lei das o6rbitas elipticas: Todos os planetas se movem em Orbitas

elipticas, com o Sol em um dos seus focos.

Imagem 4. 12 |lei de Kepler

>
L

\ -— =@l il 4

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~apmat/leis-de-kleper-e-as-elipses/ (acesso em 16/10)

onde a é o0 semieixo maior, e a excentricidade, m o planeta, F e F’ os focos, R,

a distancia do periélio (ponto mais préximo do sol) e R, a distancia do afélio

(ponto mais afastado do sol).
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Imagem. 5. Sol em um dos focos da Elipse

Sol
Planeta
Periéliu.’l- -------- ' ------------------- @®--------- Qnﬁliu
~ Foco 1 Foco2 .~

Fonte: https://blog.aprovatotal.com.br/leis-de-kepler/ (acesso em 16/10)

2° lei: A reta que une um planeta ao Sol, varre areas iguais no plano da
orbita do planeta em intervalos de tempo iguais. (isto €, a taxa de variacao dA/dt
da area com o tempo € constante). Com isso, temos que a velocidade dos
planetas em torno do Sol é variada, sendo maior quando estdo no periélio (mais

perto do Sol) do que quando estédo no afélio (longe do Sol).

Imagem 06. 22 Lei de Kepler

'"b '
Periélio a 1R B Afélio

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~apmat/leis-de-kleper-e-as-elipses/ (acesso em 16/10)

3° lei: O quadrado do periodo de qualquer planeta é diretamente
proporcional ao cubo de sua distancia média ao Sol (semieixo maior da orbita).
Esta lei estabelece que planetas com oOrbitas maiores se movem mais lentamente
em torno do Sol e, portanto, isso implica que a forca entre o Sol e o planeta
decresce com a distancia ao Sol.
P R,®

P2 R,
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Fazendo as alteracGes de eixos Ox e 0Y adequadas, uma parametrizacao para

0 movimento eliptico planetario poderia ser da forma:

{x=a°059 0<6<2m.

y=bsen9;

Onde M = (a, b).

3.6. Aplicacéo: Arquitetura - Jardim Botanico Nacional de Gales

Motivacdo: O Jardim Botanico de Swansea fica localizado na segunda
maior cidade do Pais de Gales no Reino Unido. Situada ao sul do territério, na

Baia de Swansea.

Imagem 07. Jardim botanico de Gales

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~apmat/elipse-na-arquitetura/ (acesso em 06/11)

Por ser um jardim botéanico, e precisar primordialmente de luz solar, a
entrada de luz na estufa foi a principal determinante do projeto arquiteténico.

Para isso, foi escolhida a planta que se assemelha a uma elipse, que permite
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maior exposicao a luz, coberta por uma cupula de vidro toroidal para otimizar a

estufa.

Imagem 08. Estufa

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~apmat/elipse-na-arquitetura/ (acesso em 06/11)

3.7. Péndulo em Edificacdes Resistentes a Terremotos

Motivacdo: Quando um péndulo se move em um plano, ele gera uma
trajetdria eliptica em cada oscilacdo, onde ha variacdo de seu ponto final. Esse
movimento eliptico do péndulo sofre influéncia dos campos gravitacionais e
magnéticos da terra, inclusive do movimento rotacional sutil e quase sem
deteccdo. Por esse motivo, que a trajetéria eliptica sempre muda alguns
milésimos de graus e ndo se destaca no mesmo lugar. Se o péndulo se mover
indefinidamente sem impulso adicional, diminuird sua velocidade e se movera

tracando elipses menores, até findar o movimento.

Imagem 09. Péndulo

Fonte: https://amara-malik.com/pt/issues/617 (acesso em 21/08)
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Paises como Japao, Indonésia, india, Filipinas, Papua Nova, Turquia,
Estados Unidos, Haiti e Chile; sofrem com grandes terremos, que nos ultimos
anos, vem impressionando o mundo pelo seu alto grau destrutivo. Abalos que
chegam a atingir a magnitude 7, ou mais na escala Richter. Em média, esses
abalos acontecem cerca de 20 vezes por ano.

O Japéo é o pais com a maior quantidade de registros de terremotos.
Em 2012, registrou mais de 2400 abalos, sendo 10% como potenciais
causadores de desastres. Diante de tantos contratempos, o Japao tem investido
fortemente em tecnologias capazes de atenuar 0s prejuizos causados pelos
terremotos em prédios e edificacdes.

Sé&o utilizados materiais especiais que sdo capazes de amortecer 0s
recorrentes impactos nas junc¢des de laje, vigas, pilares de concreto e estruturas
de aco. Tais materiais contribuem para dissipar energia quando a estrutura de
move em dire¢cdes opostas, ocasionando em colapso.

Uma das partes mais importantes dos prédios resistentes a fortes
terremotos, € um péndulo gigante instalado na parte mais alta da construcdo. O
péndulo funciona como um sistema de contrapeso inercial, uma bola suspensa
pesada o bastante para movimentar o prédio no sentido contrario as vibracdes

ocasionadas pelos tremores de terra atenua 0 movimento e estabiliza a estrutura.

Imagem 10. Péndulo da torre de taipe 101 (Japao)

Fonte: https://civilizacaoengenheira.wordpress.com/2015/08/31/tecnologia-utilizada-em-
edificacoes-resistentes-a-terremotos/
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O maior sistema de contrapeso inercial do mundo € o da torre Taipei
101. Nele, uma gigantesca bola de 5,5 metros de didmetro é suspensa por 16
cabos. Tal estrutura reduz em 40% as movimentacdes do edificio, resiste a

ventos de até 450 km/h e a terremotos de até 7 graus Richter.

3.8. Angulo hiperbdlico

O angulo hiperbdlico é uma maneira diferente de definir a medida de um
angulo usando uma hipérbole no lugar de uma circunferéncia. Ao estabelecermos
um paralelo entre o angulo medido em relagéo a circunferéncia e o medido em

relacdo a hipérbole, temos:
e Em relacdo a circunferéncia
Considerando a circunferéncia x? + y% = 1

Figura 29. Circunferéncia x> + y2 = 1

Tay

ox

Fonte: Elaborada pelo autor

Angulo 8 = arco AM = 6
Area do setor (MOA) = g unidades de area
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e Em relacéo a hipérbole

Considerando a hipérbole x? —y2 =1

Figura 30. Hipérbole x? —y?2 =1

A oy

1% |a

0X

Fonte: Elaborada pelo autor

Angulo 6 = éarea do setor (M0A) = g unidades de area

3.9. Equacdes reduzidas da hipérbole
Ambas as equacdes reduzidas abaixo sdo equivalentes.

As equacgles de mesma curva séo obtidas realizando uma rotagéo de %
dos eixos coordenados.



Figura3l.x2 —y? =1

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura32.x.y = %

_1
X.y—z

Fonte: Elaborada pelo autor

3.9.1. Medida dos angulos hiperbdélicos

Célculo da area do setor hiperbdlico

Figura 33. Setor hiperbdlico

4 or

Fonte: Elaborada pelo autor

Girando o gréafico em E:



Figura 34. Hipérbole x.y = %

1
A oy W=
V1 M (xllyZ)
Ay
V2 A (xZ'yZ)
Ay
O xl xz

Fonte: Elaborada pelo autor

1
xl.y1= §=>x1-Y1=A1=

1
xz.yzz Eﬁxz_yzzAzz
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Figura 35. Areas dos triangulos A, (OMY;) e A, (0AY,)

[T

b OY

M (x1,¥2)
A:I

A (x2,¥2)
AC

3

o = 2 ox

Fonte: Elaborada pelo autor

Observamos que as areas dos triangulos A, (OMY;) e A.,(0AY,) séo iguais.

3.9.2. Definicéo das funcdes hiperbdlicas

Figura 36. Area (X, X,AM) Figura 37. Area (0AM)
M
M A
A
7]
[ Xy Xy
0 X,
Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: Elaborada pelo autor

Considerando o ponto M da hipérbole e o angulo 6 do setor hiperbdlico
vistos. As fungdes hiperbdlicas séo definidas de forma semelhante & usada para

definir as fungfes trigonomeétricas no circulo.
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A medida do angulo 8 corresponde a medida da area (0OAM) = area (X, X,AM).

Calculando a area entre o arco da hipérbole e o eixo OX entre x; e x,, temos

Figura 38. x.y = 2

2

oY &

(0).¢
Fonte: Elaborada pelo autor
s fxzd s fle S= Z(nx, -1 §= im
= . =85 = — > 85= = — = S5==In—
) y.dx e 2(nxz nx;) 2nx1
1 1

Como a medida do angulo corresponde ao dobro da area do setor hiperbalico,
temos

X X
§=25=>0=In2 =>2=¢f
X1 X1



Figura 39. x2 —y? = 1.

oy

Fonte: Elaborada pelo autor

Onde temos:

e Cosseno hiperbdlico (cosh);
e Seno hiperbdlico (senh);
e Tangente hiperbdlica (tgh).

64

coshf = 0P
senh 8 = PM
tgh 0 = At
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3.9.3. Férmulas para o cosh @ e senh 6

Considerando a hipérbole referenciada ao eixo de simetria 0 X: x2 — y2 =

1 e ao eixo assintético OX: y.x = %

Calculando as coordenadas dos pontos M e A em relacdo aos eixos
assintoéticos, temos

Figura 40. Hipérbole 0 X: x> —y2 =1e 0X:y.x = %

oy T

Ql
=~

Ql
>

NE

v

ox

Fonte: Elaborada pelo autor

MP — senh 6
OP = cosh @
OA=1

- T S T
x' —x= MP.cosZ >x=x— MP.COSZ
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OP .cos— — MP cos—
= = . —_— —
X cos4 cos4
V2 55— Y2 uF
= = —, —_—
=5 2
V2
= x = 7.(cosh9—senh9)
oz V2
"= 0A. — =2x"= —
X cos4 x >

Figura 41. Hipérbole 0 X: x2 —y> =1e 0X:y.x = %

=1
=l

oYy &
0Y
A M
y
P
r
N\
il N
0| x o i

Fonte: Elaborada pelo autor

MP = senh 0
OP = cosh 6
OA=1



— m — T
y—y' = MPcosZ =>y=y’+MPcosZ

— T — T
=>y= OPcosZ+ MPcosZ

V2
>y = 7(cosh0+senh9)

. n V2
n — OA — ﬁ n = —
y cosy =y >
Sabemos que o angulo hiperbdlico vale:
1 \/E
f=In— = 6 =In 2
X V2

- (cosh8 — senh 0)

= 6 = —In(cosh 8 — senh 0)

= e 9 =coshf —senh 6 (i)

Por analogia temos:

y g(coshe + senh 0)
=In— = 6 =1In
y 2

2
= 0 = In(cosh @ + senh )

= e% = cosh 6 + senh 6 (ii)

Com isso

@) + (i): coshf =

(i) = (i); senh 6 = ==

67
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3.9.4. Parametrizacdo da hipérbole

Considerando a hipérbole H:x? — y? = 1 equilatera (a = b = 1) de centro
na origem cuja reta-focal € o eixo-OX.

Sendo

t_,—
senht = £=2
Temos que

el + e t\* et — e t\?
(cosh t)? — (senh t)? = (T) - <T>

( 2t 4 Zete‘t +e” < —2ete t + e‘”)
4

)
:<2t+2+e > < —2+e2t>

2t

e 2t — g2t 4 4

NN I NSNS

Percebemos também que

(—cosht)? — (senh t)®* = [(—1)?. cosh?t] — senh?t
= cosh?t — senh®t

=1
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Concluimos que os pontos (cosht,senht) e (—cosht,senht) pertencem a

hipérbole H.
. et et . et et
Flgura42.y=7ey=7 Flgura43.y=?ey=—?
A
cosht
e!
Y73 senht

et -

=7 t

e—t

Y=

Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: Elaborada pelo autor

Variando t € R, percebemos que x = + cosht percorre todos os valores em
(—00,—1) U (1, +0).

t -t
. . el+e 11
e lim cosht = lim =-+-=1
t—> 0" t-0- 2 2 2
t -t
. . el+e 11
e lim cosht = lim =-+4+-=1
t— ot t—-0t 2 2 2

Enquanto y = senh t percorre todos os valores reais. Logo:

= cosh
{x cos t-te]R{

y =senht’
€ uma parametrizagdo para o ramo H, de H que intersecta o semieixo positivo
0X, e

x = — cosht
{y=senht it €R,



70

€ uma parametrizacao para o ramo H_ de H que intersecta o semieixo negativo

0X.
Figura44. x = —cosht ey = senht

oYk H.

H_

—coshisenht) | (cosht,senht)

Fonte: https://www.professores.uff.br/katiafrensel/wp-content/uploads/sites/115/2017/08/ga2-
aulal.pdf (acesso em 11/09)

_ 2 _ 2
Para o caso geral, temos a hipérbole H: & af‘)) _ Y b’z"’) = 1 de centro (xg,¥o)

e reta focal paralela ao eixo OX.
Considerando a hipérbole Hy: a? — g2 = 1.

Como (x,y) € H, se e somente se,

(a,B) = (%’y—byo) € H,

a = +cosht
HO'{ p = senht tER

€ uma parametrizacéo de H,,
x = x, tacosht
{ 0 - teER

y= Yy, +bsent’

Sao equacgles paramétricas da hipérbole H.
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3.9.5. Aplicacédo: Telescopio refletor

Motivacdo: Os telescOpios mais antigos, incluindo o primeiro, de Galileu,
foram construidos com lentes que funcionavam com base na refracdo da luz.
S&do os chamados telescopios refratores. Entretanto, as lentes refratarias tém
varios inconvenientes, como deformar as imagens que elas reproduzem. Além
de decompor a luz branca em varias cores, produzindo outro tipo de efeito
indesejavel nas observacdes, as chamadas anomalias cromaticas. Esses
inconvenientes dos telescopios refratores ndo existem nos telescopios refletores.
O telescopio refletor é espelho parabdlico no fundo de um tubo. Nele, os raios
provenientes de um corpo celeste distante, como as estrelas, formam um feixe
praticamente paralelo, que se reflete no espelho e vai formar a imagem do objeto
no foco F. O grande problema consiste em que para observar essa imagem, o
observador teria de estar com seu olho posicionado no foco da parabola, o que

€ impossivel na pratica.

Imagem. 11. Telescopio refletor

Fonte: Google imagens
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Figura 45. Feixe paralelo

Fonte: https://www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/geotri2014/modulo6/prob_aplicas2.html (acesso
em 28/10)

Em 1672, o astronomo francés Cassegrain, propos a utilizacdo de um
espelho hiperbdlico no qual um dos focos da hipérbole coincide com o foco F da
pardbola. Entdo, os raios que iriam formar a imagem no foco F séo refletidos pelo
espelho E e formardo essa imagem no outro foco da hipérbole.

O espelho de Cassegrain, pelo contrario, pode ser construido mais
proximo ou mais afastado do foco F, mantendo-se fixa a distancia FF’ entre os
focos da hipérbole; em consequéncia, o tamanho desse espelho pode ser maior
ou menor. A distancia entre os focos F e F’ também pode ser alterada para mais
ou para menos, sem mudar a posicao do foco F. A combinacéo desses fatores
permite grande flexibilidade na montagem do refletor hiperbdlico adequando-o,
assim, as exigéncias das observagoes.

Essas montagens de Cassegrain somente comecaram a ser utilizadas
nos telescopios cerca de um século apés terem sido propostas. Desde entao,
passaram a ser largamente usadas, e hoje em dia estdo presentes ndo apenas
nos telescopios o6ticos, mas também nos radiotelescopios.

Um espelho hiperbdlico é formado por uma superficie hiperbdlica de

revolugcdo, como mostra a figura abaixo.
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Figura 46. Superficie hiperbdlica de revolucéo

Fonte: https://www.alfaconnection.pro.br/fisica/luz/espelhos/espelhos-parabolicos-elipticos-e-
hiperbolicos/ (acesso 28/10)

Um raio luminoso incidente com a dire¢cdo de um foco ao se refletir tem a

direcdo do outro foco.

Figura 47. Pontos conjugados

pontos conju

Fonte: https://lwww.alfaconnection.pro.br/fisica/luz/espelhos/espelhos-parabolicos-elipticos-e-
hiperbolicos/ (acesso 28/10)

Reflexdo da luz — usado nos telescopios para preparar a luz proveniente
da objetiva parabdlica para ser detectada por uma ocular ou camera fotogréfica,

como mostra a figura.
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Figura 48. Foco hiperbdlico

espelho : /
parabolico ’ af
~~

ocular ou S,
camera fotografica -
B
| |

espelho

— b
oo R

AR,

foco da hipérbole

Fonte: https://lwww.alfaconnection.pro.br/fisica/luz/espelhos/espelhos-parabolicos-elipticos-e-
hiperbolicos/ (acesso 28/10)

Considerando a posi¢éo do espelho hiperbdlico, uma parametrizacéo da

forma

=+
{a +cosh t € R

B =senht it

pode ser facilmente encontrada com as adequac¢des dos eixos OX e OY.

3.9.6. Aplicacao: Arquitetura — Catedral de Brasilia

Motivacdo: Catedral de Brasilia € um monumento de caracteristicas
Gnicas, de muita importancia para o patrimonio histérico nacional e um marco na
Arquitetura e na Engenharia Estrutural.

Oscar Niemeyer, foi o arquiteto escolhido para erguer o edificio da
Catedral da capital do pais. A construcao da Igreja dedicada a Nossa Senhora

Aparecida, demorou para ser concluida (1959-1970).
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Imagem 12. Catedral de Brasilia

Fonte: https://blogdaarquitetura.com/uma-analise-estrutural-da-catedral-de-brasilia-de-oscar-

niemeyer/ (acesso em 05/11)

Quem assinou o célculo estrutural que permitiu a construcdo da catedral
idealizada por Niemeyer foi 0 engenheiro Joaquim Cardozo. O edificio € um dos
icones do modernismo que celebra uma profusdo de curvas e a liberdade da

forma.

3.9.7. Parametrizacdo da parabola

As equacbes cartesianas candnicas das parabolas se caracterizam por
apresentar uma das variaveis no primeiro grau. Isso permite expressar essa
variavel como dependente da variavel do segundo grau.

Assim, por exemplo, na parabola p de equacéo cartesiana

x—a)=k(yv-b)eoy= %(x—a)2+b
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Figura 49. Pardbola y = %(x —a)’+b

Fonte: https://www.professores.uff.br/katiafrensel/wp-content/uploads/sites/115/2017/08/ga2-
aulal.pdf (acesso em 07/08)

de vértice (a, b) e reta-focal paralela ao eixo—0Y, escolhendo a variavel

independente t como sendo x — a a variavel dependente y se expressa como
1
y = ;tz + b.

Portanto, p tem por equacgdes paramétricas:

x=t+a
Ply = —t2+b

3.9.8. Aplicacéao: O farol automotivo

Motivacao: Alguns faréis automotivos utilizam espelhos parabdlicos para
que os raios luminosos iluminem especificamente uma determinada regido, ou
seja, a estrada, sem desperdicar a emissao para regides que ndo sado de
interesse luminoso do condutor do automovel. Além disso, feixes né&o

direcionados de luz, numa estrada escura, ofuscaria a visdo do condutor.
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Figura 50. Farol parabdlico

Fonte: Google imagens

Portanto, além de um aproveitamento otimizado dos feixes luminosos,

evita-se que eles prejudiquem a direcao.

Figura 51. Feixes luminosos

Fonte: https://www.umlivroaberto.org/BookCloud/Volume_1/master/view/AF209-11.html (acesso
em 06/11)

Para essa reflexdo induzida, a lampada emissora dos raios luminosos é
acoplada de tal maneira que a emissao de luz ocorra no foco da superficie do
espelho parabdlico, fazendo com que os raios saiam todos na mesma direc¢éo,

sempre paralelos ao eixo de simetria que contém o foco.
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3.9.9. Aplicacédo: A Antena Parabdlica

Motivacdo: Em regifes afastadas dos grandes centros, sinais emitidos
por ondas, de radio, televisédo e internet, chegam com baixa frequéncia, sendo
necessario que uma antena receptora tenha a capacidade de reunir uma
quantidade consideravel dessas ondas, concentrando-as num Unico ponto,
fazendo assim o sinal ficar forte o suficiente para ser processado. Mais uma vez,
a propriedade das parabolas é usada, criando uma antena no formato de uma
superficie parabdlica refletora, colocando o receptor de sinal no foco garantimos
que todos as ondas que incidirem paralelamente ao eixo de simetria do

paraboloide, se concentrem no receptor de sinal.

Figura 52. Antena Parabdlica

Superficie
Parabdlica

el )}. —
Ondas

Fonte: https://www.umlivroaberto.org/BookCloud/Volume_1/master/view/AF209-11.html (acesso
em 06/11)

Imagem 13. Antena parabdlica residencial

Fonte: Google imagens
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Observamos que apesar das ondas emitidas ndo serem paralelas, o
artefato funciona, pois, como mencionado, a antena € util quando instalada longe
da antena emissora da onda, assim como os raios solares na superficie da terra,
a distancia faz com que boa parte dessas ondas acabem chegando paralelas o

eixo de simetria da antena parabdlica.

3.9.10 Navegacéao hiperbdlica

Motivacéo: O conceito de hipérbole é utilizado na navegacao hiperbdlica.
Onde a hipérbole é utilizada para obter as linhas de posi¢cdo que serdo usadas
para definir a localizacdo de um objeto. Esse sistema € muito utilizado na
localizacdo de navios. Um desses sistemas eletrénicos, denominado LORAN
(Long-Range Navigation ou Navegacdo de Longa Distancia), € baseado na
diferenca do tempo de recebimento de dois sinais de radio emitidos por
emissoras diferentes.

Esse sistema foi desenvolvido nos Estados Unidos na década de 50. Ele
funciona através de duas estacdes emissoras de radio, uma chamada de Master
(M), e outra, de Secundéaria ou Escrava (E), localizados em pontos distintos
emitem seus sinais, que sao recepcionados por um navio em tempos distintos.
O receptor LORAN do navio ird medir a diferenca de tempo em que 0s sinais
foram recebidos e definir um valor constante.

Utilizando a definicédo de velocidade média, a notacéo S para representar
a distancia percorrida pela onda até o navio, considerando que toda onda de
radio tem na atmosfera velocidade proxima a da luz (300 000 Km/s), teremos a
diferenca entre as distancias em pontos diferentes (S = S2 — S1). A dltima relagéo
encontrada (em destaque) é a definicdo do lugar geométrico dos pontos que
constituem uma hipérbole, sendo S a constante hiperbdlica, que é a distancia
entre as linhas hiperbdlicas. Em navegacdo a distancia entre as torres de
emisséo e chamada de linha de base.
Como hé duas linhas hiperbdlicas possiveis para se localizar o navio, utiliza-se
outra emissora secundaria, definindo-se assim dois pares de linha de posicéo,
que possuem um ponto de intersecdo que corresponde a posicdo do navio.
Vérias estacdes emissoras de ondas de radio sdo utilizadas pela navegacao

hiperbdlica para a localizacdo de navios.



Figura 53. Linhas de navegacao hiperbdlicas

Fonte: https://sites.google.com/site/catalaocml/home/navegacao (acesso em 21/08)
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SECAO 4. PARAMETRIZACAO DE CURVAS NOTAVEIS

4.1. Parametrizagdo de Curvas Notaveis

Segundo a histéria da matematica, Charles Bovelles (1479 — 1566) foi o
primeiro matematico a notar as peculiaridades da cicloide. Ele a percebeu
através de um trabalho sobre geometria publicado em Paris, no inicio do século
XVI, onde associava a curva ao problema da quadratura do circulo. Galileu
Galilei, foi o primeiro a nomear a curva de cicloide, onde admirou-se com sua
forma, sugerindo a curva como modelo na arquitetura da época. Uma das
variacdes da Cicloide é a Epicicloide, que teve seu desenvolvimento atribuido ao
matematico grego Hiparco (190 a.C. — 120 a.C.), que a descreveu em sua teoria
astronémica dos epiciclos, em relagcdo ao movimento lunar.

A historia do surgimento do Folium de Descartes € a0 mesmo tempo
interessante e peculiar. A curva foi mencionada pela primeira vez por ele, em
meados do século XVII. A historia curva se tornou interessante por conta de um
desafio proposto por Descartes a Pierre de Fermat. Descartes, desafiou Fermat
a encontrar a linha tangente a curva em um ponto qualquer. Fermat resolveu o

problema facilmente, algo que Descartes nao tinha conseguido.

4.2. Cicloide

Sejam § um circulo de raio r, s uma reta e P um ponto de §. Denominamos

cicloide a curva descrita pelo ponto P quando 6 rola sobre a reta s, sem deslizar

Para obtermos as equacdes paramétricas da cicloide, podemos admitir

que:

e aretaséoeixo 0X;
e 0 circulo § inicia 0 movimento estando seu centro no ponto (0, r);
e 0 ponto P coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do

movimento.

Tracando dois circulos: §;, representando § em sua posi¢ao inicial, e &,

representando 6 apés ter rolado alguns instantes.
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Figura 54. Circulos §, e 5,

Fonte: https://www.professores.uff.br/katiafrensel/wp-content/uploads/sites/115/2017/08/ga2-
aulal.pdf (acesso em 07/08)

Com isso:

e sejam 0, e 0, os centros de §; e §,, respectivamente;

e P = (x,y) o ponto da cicloide em §,;

e A 0 ponto em que §, toca o eixo OX;

e Q= (x,00eT = (0,y) as projecOes ortogonais de P sobre OX e OY ,
respectivamente;

e M e N as projecOes ortogonais de P sobre 0,0, e 0,4, respectivamente;

e t amedida do angulo que 0,P faz com 0,4, no sentido positivo.

Podemos notar que o segmento 0A tem 0 mesmo comprimento que o arco
de A a P sobre o circulo §,, que consiste dos pontos de § que ja fizeram contato
com aretas. Como t é a medida de A0,P, o comprimento do arco de §, de A a

P que ja fez contato com s é rt. Logo, |0A| = rt.
Entao,
x = |0Q| = |OA| £+ |QA| = |OA| + |02M| = rt + r|sent|

y = |0OT| = |001] £ |TO1] = r £ |O2N| = rt + r| cost|
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onde o sinal depende da posicédo de Q na semirreta 0A e da posicédo de T na

semirreta 00, que, por sua vez, variam com a medida t do angulo A0,P.

. . . 3
Analisando o sinal de sent e cost nos intervalos [0,7], [7 7], [7,~]
3 . ~ L, . -
e [?" , 2], obtemos as seguintes equagdes parametricas da cicloide:

{xzrt—rsent_
y=r—rcost’

eR
Temos que:
e parat = 0, 0 ponto P esta na sua posicao inicial;
e parat = m, P dista 2r do eixo OX;

e parat = 2m, o circulo d4 um giro completo e o ponto P volta a tocar o

eixo OX.
Figura 55. Cicloide
oy oy P
81 P 62 51 / 2
0, 0, 0, /10
AN t
S s
0 A OX 0 A OX

[0)%
6y
0,

0

()4
61

AV4 il

@) A 00X

Fonte: https://www.professores.uff.br/katiafrensel/wp content/uploads/sites/115/2017/08/ga2-
aulal.pdf (acesso em 07/08)
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4.3. Epicicloide
Vamos considerar dois circulos, I' e §, de raios R e r, respectivamente,

tais que:

e [ e § setocam apenas em um ponto P,
e 0s pontos de §, diferentes de P, estdo no exterior de I'. Denominamos
epicicloide lugar geométrico descrito pelo ponto P quando § rola sobre

' sem deslizar.

Para obtermos as equacfes paramétricas da epicicloide, admitamos I
com centro na origem, § com centro no ponto (R + r,0) e que a posigao inicial
de P seja P, = (R,0).

Figura 56. circulo 6§

oy oy

LI 0, { 7
A 1 o
t N
I

1 [ e 0 A A
[9) P Qs 00X [9) P] B

Fonte: https://lwww.professores.uff.br/katiafrensel/wp-content/uploads/sites/115/2017/08/ga2-
aulal.pdf (acesso em 07/08)

Acima mostramos o circulo § apoés ter rolado, no sentido positivo, alguns
instantes sobre o circulo I'. Acompanhe, nessas mesmas figuras, a designagao
dos seguintes elementos: P = (x,y) 0 ponto da epicicléide que, estando
inicialmente na posi¢éo P;, descreve o arco de curva P;P quando § rola um
angulo de medida 8 sobre I'; A o ponto de contato entre os circulos; 0, o centro
de §; B e D as projecOes de 0, sobre os eixos 0Xe 0Y ;Q = (x,0)eT = (0,y)
as projecdes de P sobre OX e OY ; M e N as projecOes de P sobre as retas 0,D
e 0,B, respectivamente, e seja t o angulo A0,P descrito pelo ponto P com

respeito a semirreta radial 00,.
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A questao consiste em descrever as coordenadas do ponto P em termos

de um parametro. Nas figuras, vemos que as posic¢oes relativas entre 0, Q e B e

entre 0, T e D variam de acordo com a posi¢cdo do ponto P. Isto é, de acordo

com a medida t do angulo A0,P. No caso em que Q estaentre O e B, e T esta

entre O e D, temos:

x = 10Q|

|0B| — |@B| = |0B| — |0,M],

y = |0T|

|OD| — |T D| = |0OD| — |O;N]|.

(4.1)

Notamos que, enquanto é rola sobre I', seu centro descreve um circulo

centrado em O e de raio R + r. Sendo 6 a medida do angulo que o semieixo 0X

positivo faz com a semirreta 00, (no sentido positivo), obtemos:

|OB| = (R + r)cosf e |0OD| = (R + r)senf.

(4.2)

Se t € a medida do angulo que 0,4 faz com 0, P, no sentido positivo, vemos que:

J— s
NOP = 00,B — A0;P = (= 60) —t =5 — (6 + 1)
Portanto, no triangulo retangulo PNO,, temos:

— I
|0, M| = rsen(NO,P) = rsen(z — (@ +t)) =rcos(@ + 1),

— I
|[O,N| = r cos(NO,P) = rcos(z — (@ + t)) = rsen(6 + t).

Substituindo as identidades (4.2) e (4.3) em (4.1), obtemos:

(4.3)
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x =R +1r)cosf — rcos(0 + t),

(4.4)

y =(R +r)senf — rsen(f + t).

O comprimento do arco de A a P ao longo de & é igual ao comprimento
do arco de P, a A sobre o circulo I" (6 gira sobre I', sem deslizar). Como a medida

do primeiro arco é rt e a medida do segundo é RO, temos rt = RO, de onde, t =
RO
—.

Logo, substituindo t = Rr—e em (4.4), obtemos as seguintes equacoes

paramétricas da epicicldide, apenas em fungéo do parametro 6:

RO
x = (R +1r)cos@ — rcos (9+T)

= (R + 1)cosf — rcos <(R+T)9>.

r

(4.5)

RO
y = (R +1r)senf — rsen <0+ 7)

R+r
(R + 1r)senf — rsen <( " )9)

No caso em que B estaentre 0 e Q e T esta entre O e D: no triangulo

NPO,, ,temos NO,P =t — (5 — 6) = (6 + t) — - . Portanto:

I
|O,M| = rsen((6 + t) — E) = —rcos(f + t),

I
|O,N| = rcos((6 + t) — E) = rsen(6 + t).
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Como

|0Q| = |0B| + |@B| = |0B| + [0,M],

=
I

|0T| = |0D| — |T D| = |0D| — [O;N],

<
I

obtemos as mesmas equacdes paramétricas do caso anterior. Nos outros casos,
emqueBestdentre0 e QeDestdT e 0, 0uque Q estaentre O e Be D esta

entre T e 0, também podemos mostrar que:

x=(R +1r)cos@ — rcos <(

R+r
y=(R 4+ r)senf — rsen (( )9)

Assim, quando 6 rola sobre I', as coordenadas do ponto P satisfazem

as equacoes (4.5), independentemente da posicéo de P.

As equacdes paramétricas da epicicloide séo:

R+1

x=(R+r)cosH—rcos<(T)9>
;0 eR. 46
y=(R+T)Sen9—rsen<(ﬂ 9> € (4.6)

r

Observamos que, quando & percorre um arco de I' de comprimento
igual a 2@, 0 ponto P volta a tocar I'. Portanto, se§ = n,onden € N, o ponto

P toca I' n vezes até coincidir com sua posic¢ao inicial na n-ésima vez. Para
verificar isto, basta observar que o comprimento de I' contém n vezes O

comprimento de §: 2nR = 2n(nr) = n(2nr).
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A Cardidide é a epicicldide com r = R (&= 0 =t). Entao, por 4.6, as

equacdes parameétricas da cardidide séo:

{ x = 2rcos @ — r cos(20)
y = 2r sen 6 —r sen (260)

Figura 57. Epicicloide

oY

1 OX

Fonte: https://lwww.professores.uff.br/katiafrensel/wp-content/uploads/sites/115/2017/08/ga2-
aulal.pdf (acesso em 07/08)

4.4. O Folium de Descartes

O “folium de Descartes” tem esse nome por ter o aspecto de uma folha.
Sua equacdao cartesiana € da forma

x3+y3—3axy =0

Coma > 0.

Fazendo a mudanca de variaveis t = % ou, y = tx, iremos obter



x3 + (tx)® — 3ax(tx) = 0
= x3 +t3x3 —3ax?t =0
= (1 +t3)x3—3ax?t=0

> x2[(1+t>)x—3at] =0

Vamos supor x # 0. Com isso, temos

(1+t3)x—3at=0
= (1+t3)x = 3at

3at
14t

=>x =

Agora vamos encontrar y. Temos

x3+y3—3axy =0

=)'+ =30
= Y Y3 = 3ay*
(i t
_ 3ay?

1 3
=>(t—3+1>y =

1+¢% , 3ay’
=z B )Y T

= (1 +t3)y = 3at?

_ 3ay?
14

=Yy

As equacdes parameétricas sao:

3at
(x
1463

1+t3

3at2 ; —Oo<t<00_
y
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Podemos observar que essa curva ndo esta definida parat = —1.

Observamos que:

3a 3at’ -
. 11m x(t) = 11m ﬁ— 0t e hm y(t) 11m lit3 =0
_ 3a 3at?
° tEEnrx(t) T to-1m 148 =twoe hm Y@= h -1
3at 3at?
. hm x(t) = _) m m= % e 11m y(t) = rrb o T®
Para t = 0, temos
{x(t) =0
y() =0
. =0*e Jim y(t) lim sat _ o+
+o0 1483 oo 1+83

Concluimos que:

e Paravaloresdet € (— o,—1) o trago vai da origem (0,0) a (4+, —o0) no

2° gquadrante.

e Logo apdést = —1 a curva passa (descontinuamente) para o 3° quadrante
(—oo,+0) e tende a zero quando t — 0. Dessa forma, parat € (—1,0)

a curva vem de (—oo, +0) até (0,0).

e Entret=0et =+ acurva descreve a folha, no 1° quadrante.



Figura 58. Folium de Descartes

w4

-

a3 a2 A

Fonte: https://www.professores.uf (acesso em 07/08)
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CONSIDERACOES FINAIS

Através deste trabalho, fizemos uma breve andlise da parametrizacéo de
algumas curvas planas. Situamos principalmente as conicas, pelo seu
aparecimento na natureza, e pela sua utilizacdo na arquitetura e na tecnologia.
Com isto, buscamos entender a importancia da parametrizacdo das curvas,
principalmente na sua aplicacdo na fisica. Desta forma, o principal objetivo deste
trabalho foi motivar os estudantes do ensino basico e de graduagcdo, no
aprendizado da matematica. Por esse pensamento, abordamos uma parte do
contexto histérico do surgimento da Geometria Analitica, e dos primoérdios de
seus estudos. Portanto, mostramos que o conhecimento matematico surge a
partir do contexto histérico em que as ciéncias se disseminaram.

Por outro lado, observamos que a interpretacéo e construcdo de graficos
de curvas parametrizadas, exige do estudante a compreensdo de muitas
habilidades mateméticas. Assim, ao utilizarmos as aplicacbes das curvas no
cotidiano, estamos usando um método que ajudara o estudante na compreenséao
das especificidades das curvas na natureza, abrindo ampliando os horizontes do
aluno para a importancia da matemética no mundo real. Em relacéo a utilizagéo
do Geogebra, vimos que potencializa o0s objetivos pretendidos no
desenvolvimento e compreensao da parametrizacdo das curvas.

Da mesma forma, estudamos as aplicacdes da circunferéncia no
cotidiano, no padrao das ondas em um lago. Também vimos o movimento do
planeta terra em relacéo ao sol que € compreendido como a forma de uma elipse,
sendo também possivel perceber que o formato da elipse é crucial na entrada
de luz do Jardim Botanico Nacional de Gales.

Neste sentido, verificamos que os padrBes hiperbdlicos a servico da
tecnologia na construcéo de telescopios refletores e sua forma na catedral de
Brasilia-DF, além da aplicacdo da parabola no cotidiano, como no farol de um
automovel e na antena de uma televisdo. Por fim, estudamos a parametrizagéo
de algumas curvas notaveis, como o cicloide, o epicicloide e o folium de
Descartes.

O ganho ao trabalharmos com a parametrizacdo de curvas planas, tanto
no aspecto didatico, quanto no cognitivo, teve um carater enriquecedor. Ao se

pesquisar sobre a parametrizacdo de curvas planas desenvolvemos um
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aprimoramento de aprendizagens essenciais. Além do aprimoramento, novas
aprendizagens foram adquiridas. Além disso, a pesquisa nos propiciou um banco
de contetdos que podem enriquecer qualquer ambiente de aprendizagem, tanto
com a matematica abstrata, quanto na concreta com as aplicacdes.

Portanto, durante a pesquisa percebemos que é importante o interesse e
a participacao dos estudantes para visualizar curvas num contexto do cotidiano,
sendo tal pratica fundamental, pois ajuda a abranger a mente do discente a
respeito da importancia do estudo desta disciplina, aonde os resultados
envolvem leitura, construcéo, apresentacao de dados e particdo, fato auxilia os

alunos na apropriacao da aprendizagem de curvas.
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