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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo definir espacos de Banach e fazer aplicacdo, sendo esta
a demonstracdo do Teorema de Picard, o qual tem grande relevancia no estudo de equacgdes
diferenciais ordindrias. Para tal, serd abordado alguns resultados importantes sobre espacos

meétricos e demostrado o Teorema do Ponto Fixo.

Palavras-chave: Espacos Métricos, Teorema de Banach, Aplicacao.



ABSTRACT

The present work aims to define Banach spaces and make an application, namely the demons-
tration of Picard’s Theorem, which is of great relevance in the study of ordinary differential
equations. In order to do that, some important results about metrical spaces will be approached

and the Fixed Point Theorem will be demonstrated.

Keywords: Metrical spaces, Banach spaces, Application
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1 INTRODUCAO

A nocado de métrica, espacos métricos e espacos métricos completos possibilitou a
abstracdo e a generalizac@o de distincia, de modo a aplicé- la a diversos tipos de conjuntos que
até o século XIX ndo eram tratados com tanta familiaridade pelos matematicos.

Uma importante aplicacdo para resultados obtidos através de espagos métricos é o
Teorema de Picard. Este teorema pode ser provado utilizando as condicdes de espaco de Banach
e o Teorema do Ponto Fixo.

O Teorema de Picard é de grande relavancia, pois estabelece condi¢des suficientes para a
existéncia e unicidade de solu¢des em uma vizinhanga para problemas de valor inicial.

No estudo dos espacos métricos, iniciaremos definindo esses espagos e dando alguns
exemplos. Em seguida, faremos uma abordagem sobre fungdes continuas em espagos métricos e
mostraremos exemplos de fun¢des uniformemente continuas, em especial a aplicacao lipschit-
ziana. Daremos continuidade ao trabalho com nocdes de topologia e sequéncias nos espacos
métricos. No dltimo capitulo, serd definido sequéncia de Cauchy e espacos de Banach, além de

provar o Teorema do Ponto Fixo e o Teorema de Picard.



2 ESPACOS METRICOS

Neste capitulo, serdo definidos e exemplificados espaco métrico, bola e conjunto limitado.
Estes conceitos sdo de grande relevancia para o estudo dos espacos métricos completos e

aplicagdes sobre existéncia e unicidade para pontos fixos.

2.1 Definicdo e exemplos

Definicao 2.1.1. Seja M um conjunto qualquer diferente do vazio e sejad : M x M — R uma
funcdo. Se d satisfaz as seguintes condigdes para todo x,y,z € M:

xx)=0
0;
d

1. d(x,x) =
2. d(x,y) >
3. d(x,y) =d(y,x);

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Entdo, d é chamada de métrica sobre M.

Definicao 2.1.2. Chamaremos o par (M,d) de espaco métrico, onde M é um conjunto e d é

uma meétrica sobre M.

Exemplo 2.1.1. A funcdo d : R x R — R dada por d(x,y) = |x— y| é uma métrica sobre R. Esta

€ a métrica usual em R.

Exemplo 2.1.2. (Métrica “zero-um") Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco métrico de
maneira muito simples. Basta definir a métricad : M x M — R pondo d(x,x) =0e d(x,y) =1,
se x # y.
De fato, para todo x,y,z € M,
1. d(x,x) =0, por defini¢do;
2. Se x #y, entdo d(x,y) = 1 por defini¢do. Logo, d(x,y) > 0;
3. Sex#y,entdod(x,y) =1=d(y,x);
4. Para provar a quarta condicao precisamos dividir em casos. Temos que pode ocorrer x = 7
ou x # z.
1°) Se x = z entdo d(x,z) = 0 e, pelas condi¢des 1 e 2 da defini¢do de métrica, temos que
d(x,y)+d(y.z) = 0. Logo, d(x,z) < d(x,y) +d(y,2);
2°) Sex#ze:
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2’) x =y, entdo y # z. Assim, d(x,z) =d(y,z) =1 e d(x,y) = 0. Portanto, d(x,z) = 1=
0+1=d(x,y)+d(2);
2”) x#y,entdod(x,z) =1 < 1+d(y,z) =d(x,y) +d(y,2).

Portanto, (M,d) é um espago métrico.

Exemplo 2.1.3. Em R”, conjunto das n-uplas de niimeros reais, as fungdes d, d’, d”: R" x R" —

R dadas por: .
n j
d(x.y) = /(01 =) 4t [Z ] @.1)
1
n
d'(x,y) = a1 =yl + o+ b=yl = ) i =il (2.2)
i=1
d"(x,y) = max{|x; —y1|,..., |xu — yu|} = max{|x; —yi|,i =1,2,...n} (2.3)

onde x = (x1,X2,...,%,) € y = (¥1,¥2, ..., yn) s80 métricas.
De fato, verifiquemos as condi¢des da defini¢do 2.1.1 para mostrar que d,d’,d” sdo métricas
sobre R".

I. Para cada x € R”, temos:
d(x,x) = \/(x1 —x1)2 4o+ (i —x)? =0

d' (x,x) = |x; —x1|+ ...+ x —x,| =0

d" (x,x) = max{|x; —x1|, ..., |xn — x4 |} = 0.

II. Paracada x;,y; € R, tal que y; #x;ei € {1,2,...,n}, temos:

d(x.3) = /1 =312 et (=3 2\ (= 30? = i =] > 0;
d'(x,y) = |xt = y1| =+ o+ [0 = yu| =[x = yi| > 0;

d"(x,y) = max{|x; = yi[,..., | = yal} > i = yi| > 0.

II. Se x,y € R",

d0y) = =32+ (=)’
- \/(y1 —X1)% 4 (n = Xa)? = d(y,);

d'(x,y) = |x1=y1|+ 4% —ynl

= |y —x1| 4+ [y — x| = d'(3,%);
d//(xvy) = maX{|x1_y1|7-"7|xn_yn|}

= max{[yr —xi|,....[yn — x|} = d"(3,x).
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Antes de provarmos a propriedade IV para d, provaremos a desigualdade de Cauchy-Schawarz

no R" cujo enunciado é:

Lema 2.1.1. Se x,x2,...,x, € ¥1,V2, ...,y S0 nimeros reais arbitrarios, entao:

" N2 [a \?
Z lxiyi| < (lez> ' (Zylz)
i=1 i=1 i=1

Demonstragdo. Note que a desigualdade 2pg < p? + ¢* é veridica, pois (p — q)*> = p> —2pq +

g*> > 0. Assim, se fizermos a = /x1 +.o.tx2eb= /y1 + ...+ y2, temos a relagio:

v

X y
2~——<
a b —

e

paratodoi = 1,2,...,n. Somando em relagcdo ao indice i, teremos:
: i

— \xiyi\§1+1:2

ab =

e, portanto,

n

Y iyl <ab = \/x%—i—...—i—x,%\/y%—i—...—i—y,%
i=1
1

- (£4) (59)

Agora provaremos IV para a métrica d.

IV. Para x,y,z € R", temos:

[d(x,2) =

Il |
1= I[1=
— —
R
|
= 2
SN— S—
[§) )
+ [l
YOI
™M= =
—~ =~
Ry |
<
< +
S— \S
YR
<
N—
N [\S]
o
_|_
=
R
=
I3\
o
(3]

~
ey
~

—
~

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schawarz, segue que

P < i<x,~—z,->2+2<f<xi—yi>2> (f(yl-—z,-)z) +Y i)’

VAN
VR

IN
=
=

=
+
QU
/\
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Assim, d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).

d(x,z) =
<
<
<

€
dI/(X,Z) —
<
<

lx1 —z1| + oo+ X0 — 2]

X1 —y1+y1 =21+ oo+ X = Yo+ Y0 — 2l

Xt —y1|+y1 —z1] + -+ %0 = Yu| + [0 — 2a

(‘xl _)’1‘ + Tt ’Xn_)’n’) +(b’l _Zl‘ +...+ b’n—ZnD
d'(x,y) +d'(y,2),

max{|x; — 21, .-, |%n — 2|}

maX{‘Xl — V1 +y1 _Zl‘;-"a ‘xn—,YI +y1 _Zn‘}
max{‘xl _}71‘;---7 ‘xn _yn‘}+max{‘yl _Zl|7---a ‘yn_Zn’}

d"(x,y)+d"(y,z2).

Portanto, d, d' e d”’ sdo métricas em R”.

Proposicao 2.1.1. Sejam d,d’ e d” as métricas ja definidas. Assim, para quaisquer que sejam

x,y € R", tem-se:

d"(x,y) <d(x,y) < d'(x,y) <n.d"(x,y)

Demonstragcdo. A prova da primeira e da terceira desigualdade € simples. Sendo assim, provare-

mos apenas a segunda desigualdade:

d(x,y)

IN A

IA

Logo, d(x,y) < d'(x,y).

VG =124t (=)
‘¢Vr—mp+*~+hh—hp

¢m—mv+m+mr%m+zzurwun—w
i#j

V(=314 o+ o =yl
et = y1] =+ 4 [xn — vl
d'(x,y)

]

Exemplo 2.1.4. (Espaco das fungdes continuas em um intervalo fechado). Seja [a,b] € R um

intervalo fechado. Indiquemos por Cla,b| o conjunto das fun¢des continuas definidas em [a, ],

cuja métrica dada por d(f,g) = sup d(f(x),g(x)) é um espaco métrico.

x€la,b]
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De fato, verifiquemos as condicdes para uma métrica:

L d(f.f)= P [f(x) = f(x)| =0,

x€la,b

IL. Se f # g, existe x| € [a,b] tal que f(x1) # g(x1). Dai, d(f,g) = SI[lpb] |f(x) —g(x)| >
|f(x1) —g(x1)| >0, ’
L d(f,g) = sup |f(x)—g(x)|= sup [g(x)—f(x)|=d(g,[)

x€la,b] x€la,b]
IV. Sejam f, g, h € Cla,b], temos para todo x € [a,D]:

|f(x) = h(x) +h(x) — g (x)]
£ () = h(x)[ + [A(x) — g(x)|
< sup [f(x) —h(x)|+ sup |h(x)—g(x)|

x€la,b] x€la,b]

d(f,h)+d(h,g)

[f(x) — g (x)]

IN

Portanto, sup |£(x)—g(x)| = d(f,g) < d(f,h)+d(h,g). (Ver[3])

x€la,b)
Definicdo 2.1.3. Seja (M,d) um espago métrico e seja S C M, com S # 0. Quando usado a
métrica d entre os elementos de M, temos que S pode ser considerado um espaco métrico. Diante

disto, S chama-se subespaco de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M.

Definicdo 2.1.4. Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungéoreal | |: E — R,
que associa a cada vetor x € E ao niimero real |x|, chamado norma do vetor x, de modo a serem
cumpridas as condigdes, abaixo para quaisquer x,y € E e AL € R.
I. Se x # 0, entdo |x| # 0;
IL A -x|=|A]-|x];
L [x+y[ < |x[+]yl.

Ao par (E, |

), onde E é um espago vetorial real e | | é uma norma em E, chamamos de espaco
vetorial normado. E importante ressaltar que todo espaco vetorial normado (E,| |) torna-se

um espago métrico por meio da defini¢do d(x,y) = |x —y|.

2.2 Bolas e esferas

Definicao 2.2.1. Dado um ponto a qualquer no espago métrico M e r > 0 em nimero real,
chamaremos:
I. Bola aberta de centro a e raio r ao conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja distincia ao

ponto a € menor do que r. Isto é,
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B(a,r) ={xeM; d(x,a) <r}

II. Bola fechada de centro a e raio r ao conjunto B[a; r| dos pontos de M cuja distincia ao

ponto a é menor do que r. Ou seja,
Bla,r] ={x e M; d(x,a) <r}

III. Esfera de centro a e raio r ao conjunto S(a;r) formado pelos pontos de M tais que a

distancia seja igual ao raio, isto é,
S(a;r) ={xeM; d(x,a)=r}
Note que Bla;r] = S(a;r) UB(a;r).

Definicao 2.2.2. Seja X um subespaco do espago métrico M, a € X e r > (. Entdo chamaremos

By(a;r) = B(a;r) N X de bola aberta de centro «a e raio r relativa a métrica induzida em X.
Exemplo 2.2.1. Usando a métrica usual da reta para todo a € R e todo r > 0, tem-se que:
Bla;r) ={x€R; d(x,a)=|x—a|<r}=(a—ra+r)

pois |x—a| < ré equivalente a —r < x—a < r, isto é, a— r < x < a+r. Da mesma forma, temos
que:
Bla;r] ={x€R; d(x,a)=|x—a|<r}=[a—ra+T]
donde |x —a| < réequivalentea —r <x—a<r,istoé,a—r<x<a-+r.
Além disso,
Slasr] ={x€R; d(x,a)=|x—a|=r}={a—ra+r},

pois [x —a| = requivaleater —(x—a) =roux—a=r. Dai, temosx=a—rex=a-+r.

Proposicao 2.2.1. Dados os pontos a # b em um espaco métrico M, sejam r > 0 e s > 0 tais

que r+s < d(a,b). Entdo as bolas abertas B(a;r) e B(b;s) sdo disjuntas.

Demonstragdo. Se existisse algum ponto x € B(a;r) N B(b;s), terfamos d(a,x) < r e

d(b,x) <s. Dai, d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) < r+s <d(a,b). Um absurdo. O
Corolario 2.2.1. Se r+s < d(a,b), entdo as bolas fechadas Bla, r] e B[b, s] sdo disjuntas.

Demonstracdo. Tome ¥’ e s’ tais que r <1/, s <s' e r+s < r +s < d(a,b). Entdo as bolas
fechadas B|a; r] e B[b;s] estdo contidas nas bolas abertas disjuntas B(a;r’) e B(b;s'), respectiva-

mente. L]
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2.3 Conjuntos limitados

Definicao 2.3.1. Um conjunto X # @ de um espaco métrico M chama-se limitado quando existe
uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer x,y € X. A essa constante ¢ ¢ dado o
nome de cota superior e a menor dessas cotas superiores é chamado de supremo ou didmetro

de X. Assim, o didametro de um conjunto limitado X C M ¢ definido por:
diam(X) = sup{d(x,y); x,y € X}

Exemplo 2.3.1. Em um espaco vetorial normado E # {0}, toda bola aberta B(a; r) tem didmetro
2r.

De fato, dado x,y € B(a;r), temos que:
d(x,y) <d(x,a)+d(a,y) <r+r=2r

. r-
Agora,tomey € E,y#0er € Rtal que s <2t < 2r. Assim, o vetor x = Ly tem norma ¢ € menor
que r. Logo, a —x e a+ x pertencem a B. Além disso, d(a —x,a+x) = |(a+x)— (a—x)| =

2-|x| =2-t > s. Logo, s ndo € o didmetro de B(a;r). Portanto, diam(B(a,x)) = 2r.

Definicao 2.3.2. Uma funcdo f: X — M, com X um conjunto arbitrdrio e tomando valores no
espago métrico M, chama-se limitada quando sua imagem f(X) é um subconjunto limitado de

M. Denotaremos o conjunto das funcdes limitadas por B(X; M).

Proposicao 2.3.1. Se E é um espaco vetorial normado entdo B(X;E) é um espago vetorial

normado.

Demonstragdo. E notério que a fungdo nula estd em B(X;E). Vamos verificar que, para quais-
quer f,g € B(X;E)e A € R, as fungdes f+g:X — E e Af : X — E sdo limitadas com isso
B(X,E) é um espago vetorial em relagdo as operacdes naturais.

1) f+g:X — E é limitado.
Dado f: X — E limitada em X, entdo f(X) é limitado em E. Além disso, g : X — E limitada
em X, segue que g(X) é limitado em E. Como a soma de dois conjuntos limitados é limitada,
entdo f(X)+g(X) C E é limitado e, portanto, f + g é limitadae f + g C B(X;E).

ii) Af:X — E é limitada.
Com efeito, como f : X — E ¢ limitada em X, segue que f(X) é limitado em E. E como A f(X)

¢ limitado em E entdo A f € limitado e, portanto, A f C B(X;;E).

iii) Estd claro que ||f|| = sup|f(x)| é uma norma em B(X;E).
xeX
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]

Definicao 2.3.3. Seja M um espaco métrico. Um ponto a € M chama-se ponto isolado de M
quando existir r > 0 tal que B(a,r) = a, ou seja, quando ele ¢ uma bola aberta em M. Assim,
um ponto a € M nao € isolado quando para todo r > 0 pode-se encontrar x € M, x # a tal que

x € B(a,r), ou seja, 0 < d(x,a) <r.

Exemplo 2.3.2. Seja E # {0} um espaco vetorial normado. Nenhum ponto de E ¢ isolado.
De fato, dados a € E e r > 0, mostraremos que a bola B(a,r) contém um elemento x # a. Como
E # {0}, considere y 7 0 em E. Tomando z = 5wy temos z € E,z # 0 e 0 < [z| = [[555v/] =
s Il =3 <r. Logo,x=a+zétal que 0 < |x—al=|x—al=z| <r. Entdo, encontramos x # a

tal que x € B(a, r). Portanto, a ndo € isolado e isso vale para todo ponto de E.
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3 CONTINUIDADE DE FUNCOES

Este capitulo aborda a defini¢do e exemplos de func¢ao continua e fun¢do uniformemente
continua. Em especial, serdo tratadas funcdes lipchitz que sdo de grande importancia e que neste

trabalho serd usada para provar o Teorema de Picard.

3.1 Funcgoes continuas

Definicdo 3.1.1. Sejam (X;,d,) e (X2,d») espagos métricos. Diremos que f : X; — X, é uma
funcdo continua num ponto x € X, se para todo € > 0, existe & > 0 tal que se d;(x,a) < 8,
entdo da(f(x), f(a)) < € para todo a € X;. Dizemos que f : X; — X, é continua quando ela é

continua em todos os pontos x € Xj.

Exemplo 3.1.1. Seja (X,d) espago métrico e f : X — X dada por f(x) = x, para todo x € X é
continua.

De fato, fixe x € X e € > 0. Considerando § = €, temos que dado a € X se d(x,a) < 9, entdo

d(f(x), f(a) = d(x.a) < 5= e.

Exemplo 3.1.2. Sejam (X;,d;) e (X2,d») espacos métricos, onde d; é uma métrica discreta.
Entao, toda fun¢ao f : X; — X, € continua.

De fato, sejam x € X| e € > 0. Considere 6 = % Seja a € X tal que d;(x,a) < % =x=a.
Logo, dy(f(x), f(a)) <e.

Definicao 3.1.2. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma fun¢do. Dizemos que f : M — N
¢ uma funcao Lipschitziana se existir ¢ > 0 constante, chamada de constante de Lipschitz, tal

que:
d(f(x),f(y)) <c-d(x,y),Vx,y € M.

Quando 0 < ¢ < 1 chamaremos a aplicac@o de contracao.

Proposicao 3.1.1. Toda funcdo Lipschitz é continua.

Demonstragdo. Ver referéncia [5]. L]
Lema 3.1.1. Para todo x € R, temos que |sen(x)| < |x|.

Demonstragdo. Considere o circulo unitdrio abaixo para mostrarmos que sen(x) < x,

se0<x< 72
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Figura 1: Circulo unitario.

|

E
X
A B

0 <]

Fonte: Autor.

De acordo com a figura, temos que:
sen(x) =EG < l(BAE) =X
T
Dai, sen(x) < x. Como sen(—x) = —sen(x), segue que |sen(x)| < |x| para |x| < 5 Por outro lado,

n T
|sen(x)| <1< 5 donde |sen(x)| < |x| e |x| > 5 Portanto, |sen(x)| < |x| paratodox € R. [

Exemplo 3.1.3. Dado o espagco métrico (R,d), onde d é a métrica usual, a fungdo cosseno é
continua.

De fato, sejam x,y € R e sen(z) < 1 para todo z € R, temos que:

|cos(x) —cos(y)| =2-|sen (?) |- |sen (#) | <2- @ =|x—y|.

Portanto, cos(x) ¢ uma fungéo Lipschitz com ¢ = 1. Desse modo, uma fung¢io continua.

Proposicdo 3.1.2. Sejam (X;,d,), (Xa,d2) e (X3,d3) espagos métricos. Sejam f:X; — X, e

g : X» — X3 funcdes continuas, entdo go f € continua.

Demonstragdo. Sejam x € X e € > 0. Mostraremos que existe 6 > 0 tal que para todo a € X se

di(x,a) < 8, entdo

d3(8(f(x)),8(f(a))) <e. D

Como g € continua, existe J, tal que para todos b € X, se d2(f(x),b) < J, entdo

d3(g(f(x)),8(b)) <e. (In)

Como f € continua, existe 6 > 0 tal que se a € X tal que:

di(x,a) <0 = da(f(x),f(a)) < &. (I10)
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Vamos mostrar que 6 funciona em (/).

De fato, dado a € X tal que d; (x,a) < &, por (I1I), d>(f(x), f(a)) < &, entdo por (II):

d3(g(f(x))),8(f(a))) <&

3.2 Continuidade uniforme

Definicdo 3.2.1. Dados (M,d) e (N,d). Uma aplicagdo f : M — N diz-se uniformemente

continua quando, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que para quaisquer x,y € M, d(x,y) < &
tem-se d(f(x), /(7)) < &.

Note que a continuidade uniforme € uma nocao global. Evidentemente, toda aplicacao
uniforme continua é uma particular aplicacio da fun¢do continua, para a qual a escolha de 0 a
partir do € dado € independente do ponto onde se analisa a continuidade.

De fato, seja f : M — N uma aplicacdo uniformemente continua. Assim, para todo € > 0 dado,

existe § > 0 tal que, sejam quais forem x,y € M, d(x,y) < 8 implica d(f(x), f(a)) < €.

1

Exemplo 3.2.1. Se a > 0 fungdo f : R* — R definida por f(x) = — é uniformemente continua
X

em (a,+oo).

De fato, dado € > 0, temos que:

1 1 y—x
para quaisquer x,y € (a,+e). Logo,
-yl _ 1
[f(x) = f )] < —-|x—y|
x|yl T a-a
1 1,
< a—2-|x—y|<;-a “E=E.

1 .
Desde que |x —y| < a®.€ = §.Portanto, a fungdo f(x) = — é uniformemente continua em (a, +o).
x

Exemplo 3.2.2. Seja f : R — R definida por f(x) = x?. A aplicaciio dada é continua, mas nio é
uniformemente continua.
£
Com efeito, dado € > 0, tomamos § = min {1, m} Assim, se [x—a| < §,entdo —6 +a <
Ja

x<d8+aecomo —|al <a, segue que —8 — |a| < —0+a<x<d+a<d+|al. Isto é,
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x| < la|+6 < la]+ 1. Assim,

fx) = fla)] = |*—d’|=|x—a|lx+a|
< O-fxt+al <8-(|x[+]a])

< 6(2al+1)<e.
Logo, |x—a| < € = |f(x) — f(a)| < € e, portanto, f é continua.
Agora, se pegamos y = x + n, entdo
[f() = f) == 2xm —n?| = [2xm +n?|

para qualquer € > 0, mesmo tomando n muito pequeno, podemos tomar um x tao grande de tal
forma que |2xn+n?| > €, isto é, dado € > 0, para todo § > 0, mesmo se fizermos |x —y| = |n| < §

dependendo do valor de x teriamos que |f(x) — f(y)| > €. Logo, f ndo é uniformemente continua.
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4 NOCOES DE TOPOLOGIA

Este capitulo aborda conjuntos abertos e fechados com definicdes e resultados de suma

importancia para o estudo dos assuntos posteriores.

4.1 Conjuntos abertos

Definicao 4.1.1. Sejam M um espago métrico e um subconjunto X C M. Dizemos que a € X é
um ponto interior a X quando existe r > 0 tal que a bola aberta de raio r centrada em a esta toda
contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(x,a) < r entdo x € X. Assim, o ponto b € X

ndo € interior a X se existe algum ponto que ndo pertence a X em toda bola aberta de centro b.

Defini¢iio 4.1.2. Definimos a fronteira de X em M (denotamos pelo conjunto dX), o conjunto
formado pelos pontos b € M tais que toda bola aberta de centro b contém uma parte pertencente

a X e a outra no seu complementar M — X.

Exemplo 4.1.1. Na reta, o interior do intervalo [0, 1] € o intervalo aberto (0, 1) e sua fronteira
sdo os pontos 0 e 1 somente.

De fato, se a € (0,1), ou seja, 0 < a < 1, e tomando r = min{a, | —a}, entdo garantimos que
(a—ra+r) C|0,1]. Logo, a é ponto interior de [0, 1]. Como todo intervalo aberto de centro 0
contém niimeros negativos e niimeros entre [0, 1), entdo 0 é fronteira de [0, 1). Agora, notamos
que 1 ¢ [0, 1), mas todo intervalo aberto de centro em 1 contém nimeros positivos menores do
que 1 e maiores do que 1, assim 1 € d[1,0). Os dnicos pontos pertencentes a fronteira sdo O e 1,
pois para qualquer outro nimero a, conseguimos intervalos abertos contidos em a ou totalmente

contidos em [0, 1) ou ndo interceptados [0, 1).

Definicao 4.1.3. Sejam um espaco métrico M e um subconjunto A C M, dizemos que A ¢é aberto
em M se todos seus pontos forem pontos interiores. Assim, A € aberto < ANJA = (0 < para

cada x € A, podemos obter um raio r > 0 tal que B(x;r) C A.
Lema 4.1.1. Sejam A e B conjuntos abertos, entdo A N B € aberto.

Demonstracdo. Se A é aberto, entdo para cada a € A, existe r4 > 0 tal que B(a;rs) C A. Do
mesmo modo, se B € aberto, entdo para cada b € B, existe rg > 0 tal que B(b,rg) C B. Sejam
ANB # 0, entdo existe x € ANB, ou seja, x € A e x € B. Como A e B sdo abertos, existem r4, rg >
0 tais que B(x;r4) C A e B(x;rg) C B. Tomando r = min{r,rg}, entdo B(x;r) C B(x;r4) CAe

B(x;r) C B(x;rg) C B. Logo, B(x;r) C AN B e, portanto, A N B é aberto. O
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Proposi¢io 4.1.1. Em um espaco métrico M qualquer, uma bola aberta B(a;r) é um conjunto

aberto.

Demonstragdo. Sejax € B(a;r), entdo d(a,x) < r. Assim, s = r —d(a,x) ¢ um nimero positivo.
Afirmagdo: B(x;s) C B(x;r). De fato, seja y € B(x;s), entdo d(x,y) < s e, portanto, d(a,y) <
d(a,x)+d(x,y) <d(a,x)+s=r.Logo,y € B(a;r). O

Exemplo 4.1.2. Em qualquer espago métrico M, o complementar de uma bola fechada B[a;r] =
{x € M| d(x,a) <r} é um conjunto aberto A = M — Bla;r] = {x € M| d(x,a) > r}.
Primeiramente, verifiquemos que A é um conjunto aberto. Seja b € A, ou seja, d(a,b) > r.
Tomemos um nimero k de modo que r+k < d(a,b). Observe que as bolas fechadas Bla;r| e
B|b, k] sdo disjuntas e que Bla;r] N\ B(b,k) = 0, ou seja, B(b;k) C M — Bla;r]. Logo, todo ponto
b € A é interior e, portanto, A é aberto. Agora, seja H = {aj,ay,...,a, } um subconjunto finito
qualquer de M, se b € M — H e r = min{d(b,a;),...,d(b,a,)} > 0, entdo a bola aberta B(b,r)
ndo contém nenhum dos pontos ay,as,...,a,, ou seja, B(b;r) C M — H. Logo, M — H que é

complementar de H € aberto em M.

Proposicao 4.1.2. Sejam M, N espagos métricos. A funcdo f : M — N € continua se, e somente

se, a imagem inversa ' (A’) de todo subconjunto aberto A’ C N é um subconjunto aberto de M.

Demonstracdo. Suponhamos que f seja continua, queremos mostrar que dado A’ aberto em N,
f~1(A") é aberto em M. De fato, para cadaa € f~'(A’), temos que f(a) € A’ e daf, por definicdo,
existe € > 0 tal que B(f(a);€) C A’. Sendo f continua em a segue que, por defini¢do, existe
8 > 0tal que f(B(a;8)) C B(f(a);e) C A, ouseja, B(a;8) C f~1(A"). Logo, f~1(A’) é aberto.
Reciprocamente, suponhamos que f~!(A’) de cada A’ C N aberto seja um aberto em M. Quere-
mos mostrar que f é continua. De fato, seja a € M. Dado € > 0, a bola B(f(a);€) é um aberto
em N. Logo, f~!(A’) é aberto em M, contendo a, entdo existe § > 0 tal que B(a;8) C f~1(A"),
ou seja, f(B(a;0)) C B(f(a);€). E portanto, f é continua em a.

O

Exemplo 4.1.3. Sejam f,g: M — N continuas. O conjunto A = {x € M|f(x) # g(x)} é aberto
emM.

De fato, seja xo € A, entdo f(xp) # g(xo). Assim, d(f(x0),8(x0)) > 0. Sejam ry >0, rg >
0, satisfazendo d(f(xo),8(x0)) > rr+re. Assim, B(f(xo);rs) NB(g(x0);r,) = 0. Considere
o conjunto B = f~1(B(f(x0);7f)) Ng~1(B(g(x0);7s)), que € aberto, pois f,g sdo continuas,
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imagem inversa de aberto € aberto, interseccao de aberto € aberto. Como xy € B existe r > 0
tal que B(xo;r) C B. Afirmagdo: B C A. De fato, se x € B entdio x € f(B(f(x);rf)) e
x € g7 (B(g(x):ry)), ou seja, f(x) € B(f(x):ry) e glx) € B(g(x):r). Entdo, f(x) # g(x), logo
x € A. Portanto, B(xg;r) C A, prova que A € aberto.

4.2 Conjuntos fechados

Definicao 4.2.1. Um ponto aderente a um subconjunto A de um espago métrico M € definido
como um ponto a quando existem pontos de A arbitrariamente proximos de a, ou seja, para todo
€ > 0 dado, existe x € A tal que d(a,x) < €. Ou equivalentemente:
I. V&> 0,existe x € B(a;€) NA;
II. Para todo aberto A’ contendo a, tem-se A’ NA # 0;

III. Toda vizinhanga de a tem pontos em comum com A.

Exemplo 4.2.1. Todo ponto a € A € aderente a A. Do mesmo modo, os pontos da fronteira de
A também sdo aderentes a A. Observemos o Exemplo 4.1.1, no intervalo [0, 1), O é aderente,
pois 0 € [0,1) ou por ser ponto de fronteira. Além disso, 1 também é aderente, pois também é

fronteira.

Definicao 4.2.2. Chamamos de fecho ou aderéncia de um conjunto A em um espaco métrico
M, o conjunto A dos pontos de M em que sdo aderentes a A. Assim, a € A significa que o ponto a
é aderente a A em M. Notemos que 0 =0, M =M e A C A paratodo A C M. Além disso, X CY

entio X CY,poisX CXeY CY.

Definicao 4.2.3. Dizemos que um conjunto F contido no espaco métrico M ¢é fechado em M, se

seu complementar M — F for aberto em M.

Proposicao 4.2.1. Seja F C M um conjunto, F' é fechado se, e somente se, contém todos os

pontos aderentes, ou seja, F = F.

Demonstragcdo. Temos que f é fechado, ou seja, M — F € aberto, o que significa que para todo
a € M —F existe r > 0 tal que B(a;r) C M — F. Assim, para todo a € M — F, existe B(a;r) que
nio contém pontos de F'. Logo, esses pontos que ndo pertencem a F também ndo sdo aderentes
a ele, pois B(a;r) N F = (. Agora provemos a volta, ou seja, F contém todos os seus pontos

aderentes de F'. Assim, os pontos que ndo pertencem a F' também nao sdo aderentes a le, ou seja,



24

para todo a € M — F, podemos encontrar B(a;r) N F = (. Entdo, para todo a € M — F, existe

r> 0tal que B(a;r) C M —F, ou seja, M — F ¢ aberto e. portanto, F é fechado. O

Exemplo 4.2.2. Seja M um espaco métrico, toda bola fechada Bla; r] € um subconjunto fechado
de M.

De fato, toda bola fechada B[a; r|, de acordo com o Exemplo 4.1.2, tem que seu complementar
um conjunto aberto, logo, pela defini¢do 4.2.3 garantimos que B[a; r| é um subconjunto fechado

de M.

Exemplo 4.2.3. A fronteira dX de qualquer conjunto X C M é um subconjunto fechado de M.
De fato, o conjunto dX contém os seus pontos aderentes, pois todos sdo pontos de fronteira de X.

De acordo, com a Proposi¢do 4.2.1 acima podemos garantir entdo que o conjunto dX é fechado.

Observacao 4.2.1. Seja F' um conjunto e F¢ seu complementar, queremos mostrar a seguinte

igualdade:
fUE) =R

De fato, primeiramente, mostremos que £~ (F¢) C [f~1(F)]¢. Sejax € f~(F¢), pela definigdo
de imagem inversa, temos que f(x) € F€. Pela definicdo de complementar, temos que f(x) ¢ F,
logo x ¢ [f~1(F)]¢ C f~Y(F). Sejax € [f~'(F)]¢, usando a defini¢io de complementar, segue
que x ¢ f~1(F). Assim, f(x) ¢ F€, logo x € f~(F¢). Portanto, [f~'(F)]¢ C f~!(F¢). Assim,
provamos que f~ ' (F¢) = [f~1(F)]°.

Proposicao 4.2.2. Sejam M, N espagos métricos. A funcdo f : M — N é continua se, e somente
se, a imagem inversa de £~ (F) de todo conjunto fechado F C N seja um subconjunto fechado

de X.

Demonstracdo. Suponha, primeiramente, que f € continua. Provemos que a imagem inversa
de todo conjunto fechado F C N é fechado em M. Como F C N é fechado, entdo por defini¢do
o complementar de F (denotado por F°) é aberto, pela Proposi¢do 4.1.2 f~1(F) = f~1(F)< ¢
aberto, logo, f~!(F) é fechado. A tltima igualdade serd verificada na observacio abaixo.
Reciprocamente, suponha que a mesma inversa de todo conjunto fechado em N € fechado
em M. Mostremos que f é continua. Dado A C N aberto, entdo seu complementar é fechado.
Dai f~'(A°) = f~'(A)“(igualdade verificada na observacio abaixo) é fechado em M e o com-
plementar de f~!(A) é aberto, logo, f~'(A) é aberto. Portanto, pela Proposicio 4.1.2, f é

continua. L]
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Definicao 4.2.4. Sejam M um espago métrico e um conjunto X C M. Um ponto a € M ¢€ dito
ponto de acumulac¢iao de X quando toda bola de centro a contém algum ponto de X diferente
de a. Chamamos de derivado do conjunto X o conjunto de pontos de acumulacio de X em M,

e este é representado por X',

Observacao 4.2.2. Nem todo ponto de aderéncia € ponto de acumulag@o. Por exemplo, considere
que o conjunto X = a possui s6 um elemento. Como a € X, entdo a € ponto aderente, mas ndo €

de acumulacgao, pois ndo hd nenhum outro elemento diferente de a em X.
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5 SEQUENCIAS

Neste capitulo serdo abordados limite de sequéncias e sequéncias de nimeros reais. Nele

serdo obtidos resultados importantes para a defini¢cdo de espacos de Banach e aplicacgao.

5.1 Limites de sequéncias

Definicao 5.1.1. Uma sequéncia em um conjunto M é uma aplicacdo x : N — M, definida no
conjunto N = {1,2,...,n,...}. O valor que a sequéncia x assume no nimero n € N serd indicado
por x,, em vez de x(n), e iremos denota-lo por n-ésimo termo da sequéncia.

Usaremos a notagdo (x,) ou (x,)>_, para representar uma sequéncia e {xy,x2,...,X,,...}

para indicar o conjunto dos termos da sequéncia.

Exemplo 5.1.1. Se definirmos x : N — R pondo x, = (—1)", entdo obteremos a sequéncia
(—1,1,—1,1,...), cujo o conjunto de valores é {—1,1}. Vemos assim que entre os termos x, da
sequéncia pode ocorrer repeti¢des, isto é, pode-se ter x, = x,, com m # n. Quando a aplicagio
x: N — M for injetiva,ou seja, m # n = x,, # x,, diremos que (x,) € uma sequéncia de termos

distintos, ou sem repeti¢des.

Definicao 5.1.2. Uma subsequéncia de (x,) ¢ uma restricdo da aplicacdo n — x, a um subcon-
junto infinito N’ = {n; <np < ... <m < ...} de N. A subsequéncia é indicada pelas nota¢oes

(Xny>Xnys s Xngs - )s (Xn)nens (Xn, )keN OU, simplesmente, (X, )

Exemplo 5.1.2. A sequéncia (4,16,64,...,4%,...) é uma subsequéncia de (2,4,8,16,...,2",...)

na qual N’ é o subconjunto dos nimeros pares.

Definicdo 5.1.3. Uma sequéncia (x,) no espago métrico M chama-se limitada quando o conjunto
dos seus termos € limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que d(x,,x,) < ¢ para quaisquer

m,n € N.

Exemplo 5.1.3. Uma sequéncia constante (x, = a para todo n) ou, mais geralmente, uma

sequéncia que assume apenas um numero finito de valores, é evidentemente limitada.

Definicao 5.1.4. Seja (x,) uma sequéncia em um espago métrico M. Diz-se que o ponto a € M é
limite da sequéncia (x,) quando para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter
no € N tal que n > ng = d(x,,a) < €. Escreve-se, entdo, a = limx,, a = lim x, ou a = limx,,.

n—yoo neN
Diz-se também que x, tende para a e escreve-se ainda x,, — a. Quando existe a = limx,, € M,
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diz-se que a sequéncia de pontos x,, € M é convergente em M e converge para a. Se ndo existir

limx, em M, dizemos que a sequéncia é divergente em M.
Exemplo 5.1.4. Toda sequéncia constante x, = a € evidentemente convergente e limx, = a.

De fato, seja X um conjunto de nimeros naturais. Diremos que X contém nimeros arbitraria-
mente grandes quando, para todo ng € N dado, pudermos encontrar n € X tal que n > ng. Isto
significa que X € um subconjunto ilimitado de N e equivalente também a dizer que X € um
subconjunto infinito de nimeros naturais.

Diremos que o conjunto X C N contém todos os nimeros naturais suficientemente grandes
quando existe ny € N tal que n > 0 = n € X. Isto equivale a dizer que o complementar N — X ¢
finito. Em particular, X € infinito.

Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico M. Dizer que limx, = a € M significa que

dada qualquer bola aberta B de centro a, tem-se x;,, € B para todo n suficientemente grande.
Proposicao 5.1.1. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragdo. Seja € = 1, obtemos np € N tal que n < ng = x, € B(a;1). Portanto, o con-
junto do valores da sequéncia estd contido na unido {xy,xz,...,X,, } UB(a; 1) de dois conjuntos

limitados, logo € limitado. Segue da defini¢do de sequéncia limitada que x,, € limitada. 0

Proposicao 5.1.2. (Unicidade do limite). Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites

diferentes.

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia no espago métrico M e sejam a,b € M tais que a =
limx, e b = limx,. Dado arbitrariamente € > 0, existe ng € N tal que n > ny = d(x,,a) < €.
Existem também n; € N tal que n > n; = d(x,,b) < €. Tomemos agora n € N maior que ng e
do que ny, entdo d(a,b) < d(a,x,) +d(x,,b) < 2¢. Segue que 0 < d(a,b) < € para todo € > 0.
Isto acarreta d(a,b) = 0 e, portanto, a = b.

Segue-se da Proposicao anterior que se em um espagco métrico M tem-se limx, =a €M e
xn # a para todo n, entdo a sequéncia (x,) é divergente no espago métrico M — {a}. Com efeito,
se existisse b € M — {a} tal que limx, = b, entdo b # a e a sequéncia teria dois limites distintos

a,be M. O

Proposicao 5.1.3. Se limx, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.
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Demonstragdo. Seja N' = {n; < np < ... < n; < ...} um subconjunto infinito de N. Dado
qualquer € > 0, existe ng € N tal que n < ng = d(x,,a) < €. Existe também ko € N tal que

n, > ng. Logo k > ko = ny > ng = d(x,,a) < €. Portanto, klim Xp = lirgxn =a. O
—yoo ne
Corolario 5.1.1. Se limx, = a, entdo, para todo p € N, tem-se lim x,,, , = a.
n—oo
Demonstragdo. Com efeito, (Xn4p)neN = (X14p,X24p, ...) € uma subsequéncia de (x,,). O

Proposic¢ao 5.1.4. Um ponto a, em um espago métrico M, é limite de uma subsequéncia de (x;,)
se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos de x, com indices arbitrariamente

grandes.

Demonstragdo. Se uma subsequéncia (xy,,Xp,, ..., Xy, ) converge para a, entdo dado € < 0, existe
ko € N tal que k > ko = x,,, € B(a;€). Logo, toda bola B(a; €) contém termos de x,, com indices
arbitrariamente grandes, a saber, todos os indices n; com k > kg. Reciprocamente, supondo
cumprida estd condigdo, a bola B(a; 1) contém um termo x,,, a bola B(a; %) contém um termo
Xp, com indice ny > n; e assim por diante: para todo k € N, podemos achar x,, € B(a; %) com
ng > ng_1 > ... > ny. Isto define um subconjunto infinito N’ = {n| <ny < ... <m < ...} e uma

subsequéncia (x,,) tal que d(x,,,a) < ;. Segue-se que klim Xp, = . O
—>00
5.2 Sequéncias de niimeros reais

Uma sequéncia (x,) de nimeros reais diz-se crescente quando se tem x, < x,,] para
todo n € N. Quando vale apenas x,, < x,,1, a sequéncia diz-se nao-decrescente. Analogamente
se definem sequéncias decrescente e nao-crescentes. Uma sequéncia de um desses quatro tipos

€ chamada de monétona.
Proposicao 5.2.1. Toda sequéncia mondtona limitada de numeros reais € convergente.

Demonstragcdo. Seja (x,) ndo-decrescente e limitada. Tomemos a = supx,. Afirmamos que
neN

a = limx,. Com efeito, dado arbitrariamente € > 0, o numero a — € nado € cota superior do

conjunto dos valores de x,. Logo, existe np € N tal que a — € < x,, < a. Entdo, n > ny =

a—€ < xpp<xp<a < at+e€=a—¢€ < x, < a+¢&. Isto conclui a demonstragao. O

Corolario 5.2.1. Uma sequéncia monoétona de nimeros reais é convergente se, e somente se,

possui uma subsequéncia limitada.
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Demonstragdo. Basta provar que uma sequéncia mondtona (x,) € limitada quando possui uma
subsequéncia limitada (x,, ). Suponhamos que (x,) seja ndo-decrescente. Seja x,, < ¢ para todo
k. Dado qualquer n € N, podemos obter k tal que n < ny e, entdo, x,, < x,, < c. Logo, x; <x, <c¢

para todo n, 0 que mostra que a sequéncia € limitada. [

Exemplo 5.2.1. Se |a| < 1, entdo nli_r)roloan =0.

Aplicando diretamente a defini¢cao de limite vé-se que ndo h4 diferenga alguma entre as afir-
magdes limx, = 0 e lim|x,| = 0. Podemos, portanto, admitir que 0 < a < 1. Neste caso,
a" < a""!' <0 paratodo n € N e entio (a"),cy é uma sequéncia monétona limitada. Pelo Coro-

+

lario 5.2.1, existe [ = lima". Sabemos que [ = lima" '~ glimd"=a-1. Logo, (1—a)-1=0.

Como 1 —a < 0, segue-se que [ = 0.

Proposicao 5.2.2. Seja (x,) uma subsequéncia de nimeros reais, com limx, = a > b. Entdo,

X, > b para todo n suficientemente grande.

Demonstragdo. Dado arbitrariamente € > 0, existe no € Ntalquen >ng=a—€ <x, <a-+eée.

Tomando € = a— b, obtemos n > ny = b < x;,. ]

Corolario 5.2.2. Se x, < b, para valores arbitrariamente grandes de n, e existe a = limx,,, entdo

a<b.

Demonstragcdo. Com efeito, se fosse a > b, teriamos x,, > b para todo n suficientemente grande,

isto é, x, < b no maximo para um numero finito de indices n. O

Observaciao 5.2.1. Evidentemente valem resultados andlogos a Proposi¢do 5.2.2 e seu Coroldrio

5.2.2 com < e >, respectivamente.

Exemplo 5.2.2. Se a > 0 entdo li_r>n ar = 1.
n—oo
Suponhamos que seja a > 1, entdo a > az >---> 1. Pela Proposicdo 5.2.2, existe [ = limar e

[ <1, pelo corolério anterior. Considerando a subsequéncia

vemos que

—1

) L . 1,
[=lima") =lima».lima+) = 1.

O caso em que 0 < / € andlogo.
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Teorema 5.2.3. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de nlimeros reais

possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Vamos fazer a prova para R. Com efeito, basta mostrar que toda sequéncia (x;,)
possui uma subsequéncia mondtona. Diremos que um termo x,, da sequéncia dada é destacado
quando x,, < x, para todo n < p. Seja D C N o conjunto dos indices 7 tais que x, € um termo
destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; <np < --- <n; < --- }, entdo a subsequéncia
(xn)nep serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito seja n; € N maior do que todos
os n € D. Entdo, x,, ndo € destacado, logo existe n; > ny com x,,, < x,,. Por sua vez, x,, ndo é

destacado, logo existe n3 > np com x,, < X, < X,;. Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia

crescente x,, < X, < -+ < Xp < ---. Logo, o teorema estd provado para R e a prova € andloga
para R". O
Definicio 5.2.1. Diremos que duas normas arbitrarias | | e || || em um espago métrico X sdo

equivalentes quando existirem constantes a > 0 e b > 0 tais que
|x| <allx|| e ||x|| < b|x| para todo x € X.

Proposicao 5.2.4. Duas normas quaisquer no espaco R” sdo equivalentes.

n
Demonstracdo. Seja |x| = Z |x;| a norma da soma. Por transitividade, basta demonstrar que uma
i=1
norma arbitréria ||x|| em R” é equivalente a esta. Em primeiro lugar, seja b = max{||e1||,..., ||en||}-

Entdo, para qualquer x = (xp,...,x,) € R” temos
]l = [lx1er 4 ... +xnenl| < |xilllen ]| + ... 4 [xal[len ]| < b.|x].

Resta provar que existe a > 0 tal que |x| < a||x|| para todo x € R".

Suponha, por absurdo, que nao seja assim. Entdo, para cada k € N, podemos achar

1
x; € R" tal que |xz| > k- ||x¢||. Ponhamos uy = ‘i—k‘ Isto nos da [juy|| = % < Z© lug| =1
k k

para todo k. A sequéncia (i) é, portanto, limitada em relagdo a norma da soma. Pelo Teorema

de Bolzano-Weierstrass, ela possui uma subsequéncia (ukj) que converge para um ponto u € R".

Por outro lado, temos |u| = lim [(uy;)| = 1, donde u # 0. Por outro lado, para todo j € N temos
Jreo

1
leell < Voar; — el + foagy | < Dlug; — ul + =
J

Como as duas tltimas parcelas acima tendem para zero quando j — o, concluimos que ||u|| = 0,

donde u = 0. Esté contradicdo demonstra o teorema. [
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6 ESPACOS DE BANACH E APLICACAO

Este capitulo aborda sequéncias de Cauchy, espacos de Banach, Teorema do Ponto
Fixo e aplicacdo. Tal aplicacdo € a demonstracdo do Teorema de Picard, o qual € de grande
relevancia devido as condi¢des suficientes estabelecidas para a existéncia e unicidade de solucao
do problemas de valor inicial. Em diversas dareas como fisica e biologia, a modelagem de um

sistema frequentemente resulta em um problema de valor inicial a ser solucionado.

6.1 Sequéncias de Cauchy

Defini¢sio 6.1.1. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M chama-se sequéncia de Cauchy

quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ny = d(xp,x,) < €.

Exemplo 6.1.1. A sequéncia (%) ¢ de Cauchy.
Mostraremos que, dado € > 0, existe n; € N tal que m,n > n; = |x,, —x,| < €. De fato, dado
€ > 0, pela Propriedade Arquimediana (Ver [3]), existe n; € N tal que n; - € > 2. Dai,

1

n

1

n

1

1 1
_m n

m,n > ny =[xy, — x| = ’%

g
S__
m

1 1 1 1
Mas, para m > nj, temos — < — e para n > nj temos — < —. Logo,
m n n m

1 1 2
mmn>ny = |xy—x,| = ——+—=—,
ny  np N
de onde segue que

m,n > ny = | X, — x| < €.

Portanto, (%) ¢ de Cauchy.

Proposicao 6.1.1. Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy também € de Cauchy.
Demonstragdo. Ver referéncia [3]. O
Proposicao 6.1.2. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracdo. Se limx, = a no espaco métrico M entdo, dado € > 0, existe ny € N tal que
n—soo

€
n>ng = d(x,,a) < 5 Se tomarmos m,n > ng teremos

£ )
(5, x) < d(xm,a) +d(n,a) < 5+ =€

Logo, (x,) é de Cauchy. O

Proposicao 6.1.3. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.
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Demonstragcdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado € = 1, existe
no € N tal que m,n > 0 = d(x;n,x,) < 1. Logo o conjunto {x,,+1,Xsy+2,...} € limitado e tem
diametro < 1. Segue-se que

{21, x2, X0, b = {on, o X F U {1, Xm0 12, -}

€ limitado. u
Observacao 6.1.1. Perceba que a reciproca das preposi¢des acima nio sdo verdadeiras.

Dada uma sequéncia (x,) no espago métrico M, escrevamos, para cada n € N, x,, =
{XnsXn+1,...}. Assim, temos X] DX, D --- DX, D ---. Como X| = {x1,x2, ..., %41} UX,, um
desses conjuntos € limitado se, e somente se, todos os demais forem. Se tal € o caso, temos que
diam(Xy) > diam(X,) > --- e, portanto, existe sempre nlglgo diam(X,). A fim de que (x,) seja

uma sequéncia de Cauchy, é necessario e suficiente que seja lim diam(X,) = 0.
n—oo

Proposicao 6.1.4. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente &

convergente.

Demonstragdo. Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (x,, ) uma sub-

sequéncia que converge para o ponto a € M. Afirmamos que limx, = a. Com efeito, dado
n—soo

E
€ >0, existe p € N tal que ny > p = d(xp,a) < 5 Seja ng = max{p,q}. Para todo n > ng

existe ny > ng e, entao

£
d('x”l?a) S d(x}’hxnk) +d(xnk,a) < E —|— = €.

€

2

Logo, limx, = a. O]
n—soo

Proposicao 6.1.5. Toda aplicacdo uniformemente continua transforma sequéncias de Cauchy

em sequéncias de Cauchy.

Demonstracdo. Sejam f : M — N uma aplica¢do uniformemente continua e (x,) uma sequéncia
de Cauchy em M. A fim de provar que a sequéncia (f(x,)) é de Cauchy, suponhamos que dado
€ >0, existe 6 > 0tal que x,y € M, d(x,y) < 8 = d(f(x),f(y)) < €. Por sua vez, dado 6 > 0,

existe ng € N tal que m,n > ng = d(xp,x,) < 8 = d(f(xm), f(xn)) < €. N

Exemplo 6.1.2. Observe que uma aplica¢do apenas continua pode nio transformar sequéncias de
Cauchy em sequéncias de Cauchy. Um exemplo € a fung@o continua f : (0, 1] — R definida por

f(x) =1 que transforma a sequéncia de Cauchy (1) na sequéncia (f(1)) = (1,2,3,...), que ndo
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¢ de Cauchy. A proposi¢do acima mostra que fun¢des como esta ndo podem ser uniformemente

continuas.

6.2 Espacos métricos completos

Definicao 6.2.1. Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.

Exemplo 6.2.1. Todo espago métrico com a métrica zero-um é completo.

De fato, sejam M um espago com a métrica zero-um e (x,) um sequéncia de Cauchy em M.
Assim, dado € = 1, existe ng € N tal que n > ng = d(x,,x,4p) < 1 qualquer que seja p € N.
Como d é a métrica zero-um, segue-se que d(X,,x,4,) = 0 e, portanto, x, = X, qualquer que
seja p € N, ou seja, a partir de um certo indice ng a sequéncia (x,) é constante . Desse modo,
existe a € M tal que n > ng = x,, = a. Dado € > 0 qualquer, temos que n > ny = d(x,,a) =0 < €.

Portanto, limx, = a.
n—soo

Diremos que um métrica d, num espaco M, é uniformemente discreta quando existir
€ >0talque x,y € M, d(x,y) < € = x =y. Neste caso, se (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em
M, existe ng tal que m,n > 0 = d(xp,x,) < € = X, = x,. Assim, toda sequéncia de Cauchy num
espaco uniformemente discreto € constante a partir de um certo indice ng e, portanto, convergente.

Tais espacos sao completos.
Proposicao 6.2.1. A reta é um espaco métrico completo.

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pondo, para cada n € N, X, =
{Xn,Xn+1,...}, temos X; D Xp D --- D X, D -+ e os conjuntos X, sdo limitados. Seja a, =
infX,(n=1,2,3,...),entdo a; < ap <--- < a, <--- <b=supX,. Pela Proposi¢do 5.2.1, existe
0 nimero a = r}l_rgo an. Afirmamos que a = r}l_rgo Xp. Para provar isto, basta mostrar que a € limite
de um subsequéncia de (x,), ou seja, que dados arbitrariamente € > 0 e n; € N, podemos obter
n > n tal que x, € (a — €,a+ €). (Vide Proposi¢do 5.1.3 e Proposigdo 5.1.4)

Ora, sendo a = lima,, existe m > n; tal que a — € < a,, < a+ €. Como a,, = infX,,, existe

n—soo
n > m (e, portanto, n > ny) tal que a,, < x, < a-+¢€,istoé, x, € (a—€,a+¢€). O

Exemplo 6.2.2. O espaco métrico das func¢des continuas em um intervalo fechado definida no

exemplo 2.1.4 é completo.
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De fato, seja f,, uma sequéncia de Cauchy, entdo teremos que para todo € > 0, existe N > 0 tal

que
n,m >N = d(fn, fm) <€

Isto é

n,m>N = sup |fu(x)— fin(x)| <€
x€la,b]

Como em R todas sequéncia de Cauchy é convergente, teremos que para cada x, (f,,(x))qen é

convergente. Ou seja,

fu(x) = f(x).

Agora, para mostrar que C[a,b] é completo, basta mostrar que f é uma fun¢@o continua. Seja
€ > 0, pela convergéncia existem N e N, tais que
n>Ni = |fulx) = flx)] <
n>N=|fu(y) = f¥)| <

WM WM

Denotemos por N = max{Nj,N;}. Por outro lado, pela continuidade de f, teremos que existe

0 > 0 tal que

x—y| <6 =|fulx) = fuy)] <

Da desigualdade triangular, segue que

f () = fWI < 1) = @)+ [fa () = D)+ 1S (y) = F )]

Tomando n > N e |x —y| < & conclui-se que |f(x) — f(y)| < §+ 5 + % = €. Disso, segue a

continuidade da f. Portanto, f € C[a,b]. Logo, é um espaco métrico completo.

Proposicao 6.2.2. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo € completo. Recipro-

camente, um subespago completo de qualquer espago métrico € fechado.

Demonstracdo. Seja F C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de Cauchy (x,)

em F, existe limx, =a € M. Como F é fechado em M, tem-se a € F. Logo, F € completo.
n—soo

Por outro lado, se M C N é um subespago completo, dada a sequéncia de pontos x, € M, com

limx, = a € N, a sequéncia (x,) é de Cauchy, pela Proposi¢ao 6.1.2. Logo existe b € M tal que

n—oo

lim x,, = b. Pela unicidade do limite, tem-se a = b e portanto M é fechado em N. O]
n—oo

Proposicao 6.2.3. O produto cartesiano M x N € completo se, e somente se, M e N sdo comple-

tos.
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Demonstracdo. Suponhamos M e N completos. Dada uma sequéncia de Cauchy (z,,) em M x N,
seja z, = (X, yn), para cada n € N. Com as proje¢des p; : M XN — M e p, : M x N — N séo
uniformemente continuas, (x,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em M e N, respectivamente.
Logo, existem limx, =a € M e limy, =b € N. Ponto ¢ = (a,b) € M X N, temos limz, = c.
n—yoo n—oo n—yoo
Assim, M x N é completo. Reciprocamente, se M x N é completo entdo, fixando b € N, vemos
que a aplicagdo x — (x,b) é uma isometria (Ver [5]) de M sobre o subespago fechado M x b C
M x N. Segue-se da Proposicao 6.2.2 que M € completo. De modo andlogo se mostra que N é

completo. [
Corolario 6.2.1. M, x ... x M,, é completo se, e somente se, M, M,, ..., M, sdo completos.

Demonstragdo. Aplicando n — 1 vezes a proposi¢do, concluimos sucessivamente que M| X M,
M| X My X M3, .... M| X My % ... x M, sdo completos se cada um dos fatores M; é completo.
Reciprocamente, se o produto é completo, cada fator M; é completo, por ser isométrico ao

subespaco fechado ay X ... X aj_1 X M; X aj+1 X ... X a, do produto. L]

Exemplo 6.2.3. O espaco euclidiano R” é completo.
De fato, como R € um espaco métrico completo e o produto cartesiano de espacos métricos

completos é completo, entdo R x R x ... x R = R" é completo.

6.3 Espacos de Banach

Definicao 6.3.1. Um espaco normado X é chamado de Espaco de Banach se toda sequéncia de
Cauchy em X converge.
Assim, um espago normado € um espaco de Banach se € um espaco métrico completo

em relacdo a métrica induzida por sua norma.

Proposicao 6.3.1. Sejam E um espago de Banach e F' um subespaco vetorial de E. Entao, F ¢

um espago de Banach com a norma induzida por E se, e s6 se, F' € fechado em E.

Demonstragdo. Com efeito, suponha que F é um espago de Banach e tome (x,,);;_, uma sequén-

(o)

ciaem F tal que x, — x em E. Entdo, (x,)5_,

¢ de Cauchy em F e, portanto, convergente em F,
pois F' é completo por hipdtese. Entdo, existe y € F tal que x,, — y. Pela unicidade do limite

da sequéncia, temos que x = y. Logo, F € fechado. Reciprocamente, suponha F fechado em E

n=1

[

e seja (x,);_; uma sequéncia de Cauchy em F. Entdo (x,);_, é de Cauchy em E e, portanto,

existe x € F tal que x, — x. Como F ¢ fechado segue que x € F. Logo, F é completo. [
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Lema 6.3.1. Seja B = {xy,...,x,, } um conjunto de vetores linearmente independentes de um

espaco normado. Entdo, existe uma constante ¢ > 0 que depende do conjunto B tal que
larxy +apxy + ... + anxy|| > c(|ar| + |az| + ... + |an]),

paratodo ay,...,a, € R

Demonstragdo. Vejamos que ||.|[4 : R" — R, dada por

n
Z ajXxj
j=1

H(a17a27 ---,an)HA =

é uma norma em R":

Zn:ajxj =0«

J=1

n
Y ajx;

J=1

1. H(al,az,...,an)HA = >0 e H(al,az,...,an)HA =0«

n
Yapxj=0&a;=0,VY j=1,.,n & (a,a,...,a,) = 0.
j=1

n

Z (ajx;)

J=1

N

)|[= e = lof-[[(ar, .., an)]-

2. ||a(alaa27 --'7an)||A =

n
Z ajXj
j=1

3. ||(a1,a2,...,an) + (bl,bz,. b ||A = iXj

n
Z aj—I—b

n
Y bjx;

J=1

= |[(a1,a2,...;an)|la + [(b1, b2, ... bn) | a-

n
Zajxj +
=1

Como ||(ay,ay,...,an)||s = |a1| + |az| + ... +|an| também é norma em R”", pela Proposi¢do 5.2.4,

existe ¢ > 0 tal que
la1x1 + aoxa + ... + apxy|| > c(lar| + |az| + ... + |an|)-

O

Teorema 6.3.2. Todo espaco normado de dimensao finita € um espago de Banach. Consequente-

mente, todo subespaco de dimensdo finita de um espaco normado E é fechado em E.

Demonstracdo. Sejam E um espago normado de dimenséo finitae B = {1, B, ..., B, } uma base
normalizada de E. Dada uma sequéncia de Cauchy (x;);”_, em E, para cada k € N, existem

(k) ’gk))

anicos escalares (061 N6/ tais que x; = al(k)ﬁl + ...+ (X,Sk)Bn. Dado € > 0, pode-se tomar
no € N tal que ||x; — x| < ¢- € para todo k,m > ng, onde ¢ é a constante do Lema 6.3.1 para o

conjunto linearmente independente B. Segue que
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1
= Zka_me <&, Vk,m> ny.

o - ol < !
=N ¢

< (k)
fia o

. . A k
Dai, para cada j = 1,...,n, a sequéncia de escalares (Oc( J)eo

g )i, € de Cauchy e, portanto, conver-

gente.

(k)

Sejab; = hma para j = 1,...,n. Neste caso, temos

n
- (k) _
fim ) laj”—bil =0
j=1
Definindo x = b B; + ... + by, temos x € E e

n

TR

J=1

< lim Z]a —bj|=0

lim ||x; —x|| = lim
k—yoo k—yo0 k—yo0 =1

Assim, podemos concluir que x; — x. Portanto, E é espaco de Banach.
Além disso, sendo E um espago normado qualquer, todo subespago de dimensao finita de
E serd Banach pelo que acabamos de provar e, em particular, serd fechado em E pela Proposicao
6.3.1.
[

Dado um aberto Q C R" denotamos o conjunto das fun¢des reais continuas definidas em
Q por
C(Q) :={u:Q — R:uécontinuaem Q}.

Se k € NU{0} é um inteiro ndo negativo, um multi-indice o de ordem k é uma n — upla
o= (a,...,0) tal que
la|:=a1+...+ 0, =k

onde o; € NU{0}. O nimero || acima é chamado ordem do multi-indice o. Se || > 1¢e

u € C(Q), denotamos
oku

D u .= ’
9%y .- 9%y,

quando a derivada mista do lado direito acima existe. A fim de facilitar a notacao escrevemos
ainda D*u = u quando |a| =
Observe que D%u é uma fungdo definida em Q que toma valores em R. Quando u possui

todas as derivadas mistas de ordem k escrevemos

D*u(x) := {D%u(x) : & é um multi-indice de ordem k}.
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Defini¢fio 6.3.2. Dado 0 < ¥ < 1 e uma fungio u € C(Q), dizemos que u é Holder continua

com expoente Y se existe uma constante ¢ > 0 tal que
u(x) —u(y)] < clx—y|%, Vx,yeQ.
Para uma tal fun¢ao definimos o quociente de Holder por

ju(x) —u(y)]

Hylu] := sup ————== <oo
4 X,yEQ xF#y |x _y|7/

O fato importante € que, se denotamos

COY(Q) := {u € C(Q) : Hylu] < =},

entdo esse conjunto € um espaco de Banach com a seguinte norma

lullo.y := llullo + Hylu], ¥ u € C*¥(Q).

De maneira mais geral, temos a seguinte definicao:
Definiciio 6.3.3. Sejak € NU{0} e 0 < y < 1. O espago de Holder CK7(Q) é definido por
CR1(Q) == {u € CK(Q)} : Hy[D%u] < o para todo multi-indice || < k}.
Definimos ainda
CHY(Q) == {u € CH(Q) : u € CHY(Qy) para todo aberto Qg C Q}.

Exemplo 6.3.1. O espaco CX7(Q), definido acima, é um espaco de Banach quando munido da
seguinte norma
lulley = llulle+ Y, Hy[D%u],¥V ue C7(Q).
lot| <k

Demonstragdo. Ver referéncia [2]. O

Exemplo 6.3.2. Para cada ndmero real p > 1, definimos

lp = {(aj);":l ;aj€Kparatodo jeENe Z|aj‘p < oo}
j=1

Consideremos em [, a seguinte norma
1

@)yl = (imv’)”.

Jj=1
Vamos mostrar que /, € uma espa¢o normado e espaco de Banach com a norma anterior,

mas para isto segue alguns resultados sdo necessarios.
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Proposicao 6.3.3. (Desigualdade de Holder para sequéncias) Sejam n € N e p,q > 1 tais que

1 1
—+ — =1. Entao,
P q 1

n n r n
Yolaipil < | Ylajl? | | Y Ib|?
j=1 j=1 j=1

para quaisquer ay,...,a,, b1, ...,by,.

1
q

Demonstragcdo. Primeiramente, demonstraremos que a desigualdade abaixo € vélida para quais-

quer a e b positivos:

Q=

b1 < —+ (6.1)

Q
=
QS

<R

Para isso, consideremos para cada 0 < o < 1, a fungdo f = fy : (0,00) — R dada por
f(t) =t*— at. Note que f tem maximo em ¢t = 1 e portanto t* < ar + (1 — @) para todo

1
t > 0. Fazendo r = g e o = — obtém-se (6.1). De fato,
P

<%>a§a<g>+(l—a):>a“-bl“Saa+b(1—a)- (6.2)

1
Note que 1 — ¢ = —. Dai temos que
q

11 _a b
ar-bi1 < —+—.
2}
Observe que paraa =0 ou b =0, (6.1) é valida.
Tomemos a, b da seguinte forma
|P b:l4
_ n|aj| oh— n| jl
) lajl? 216l
j=l1 j=1
Substituindo a e b em (6.1) obtermos
1 1
P
ja;|” L1 S O I 171 L[ bl
n N = ]_) n +5 n
Y lajl? ) Il ) lajl? Y Il
j=1 j=1 j=1 j=1
_ 4l iy bil L) _lal” | L bl

n P n q |a'|p |b|q
J J
(For) (g (BT R
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la;b,l
1

<ZH> ; (j_ilwb,-w)

Vj=1,2,...,n. Somando as desigualdades para cada j, teremos

=

<1 lail” | 1| el

n Y

n
P Y lajl? 1 Y Ibjl?
=1

Q=

J=1

Y lajbj| Y lajl? | Y Ibjl?
j=1

j=1 S L1 :l+l:1.
aj J
(Z,llaj‘p> (lebj|q> i=1 i=1
J= J=

Assim, podemos concluir que
1 1

n n P n q
Ylapil < | Ylajl” ) { Llbjl?) -
j=1 j=1 j=1
Proposicao 6.3.4. (Desigualdade de Minkowski para sequéncias) Para p > 1, temos

Yolaj+bilP | < Ylajl” | +{ Y Ip;l
= = =

Para quaisquer n € N e escalares ay,...,a,, b1, ..., by.
Demonstracdo. Se p = 1, a desigualdade segue da desigualdade triangular do valor absoluto.

=

Suponha p > 1. Temos que

n n

—1
Y laj+b" = Y laj+bil"" |aj+bjl
=1 =1
- 1 C 1
< Y lajllaj+b;[P7 + Y [bjllaj+ b,
= =

1 1
Se —+ — =1, entdo (p — 1)g = p e segue da Desigualdade de Holder que
P 4

1

n q
| Ylaj+b,17
j=1

=

n n
Y lajllbj+alP~" < (ZW”)
j=1 j=1
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i‘b b +asPt < <an!b ”)é- (Zn:!a,—Fb yp)q

Logo, teremos

n n q n P n P
Yolaj+bil? < Ylaj+b;/7 | | { Xlail? | +| X617
=1 j=1 j=1 j=1

1 1
Como 1 — — = —, obtemos entdo
q P
1 1 1
n P n P n p
(Z\aj+bj|”> < (ZW”) +<Z!b,~\”>
j=1 j=1 j=1

Verifiquemos que [, € espaco normado para 1 < p < co. Observe que [, € um espaco

—_

]

vetorial com as operagdes usuais de soma de sequéncias e multiplica¢do por escalar. Mostremos
que ||.||, € norma em I,:

. _ oo _ oo z
Sejam x = (x;)7_; e y = (vj)7-; € lp. Dai,

1
P

Lo lxllp = [ X l?|| >0e

_0<:> Z|x]|1’<:>|xj|ﬂ 0,VjeN&x;=0,VjeN.
Jj=1

Ixll, =0} |Xj|p
=1

2. Sejaa e R,

- b e » -
Hapr:(Z\axj'!”) =<Z\al”\xj'\”> :!a\<Z!xj!”> = lalllxl[-
j=1 j=1 j=1

3. Temos pela desigualdade de Minkowski para sequéncias que
1

1 1
[eS) p [=S] p oo p
lx+yllp = <Z|xj+yj!p> < <Z|Xj|p) + <Z|)’j|p) = [lxllp + llyllp-

J=1 J=1 J=1

S

Logo, [, ¢ um espago normado com a norma ||.| .

Mostremos agora que /, ¢ um espaco de Banach. Seja (x,);_, uma sequéncia de Cauchy
5.")) %y para cada n € N. Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que
1

o P
X0 — Xml|p = (Z |x5.n) _xﬁm)‘p> <&,V myn > ng. (6.3)
j=1

em /,. Seja x, = (x

Em particular,
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i x| < Ly — 2l < €Y mn>ng e YjEN.

(n)

¢ uma sequéncia de Cauchy em R para cada j € N. Sejaa; = li_r>nx ./ para
n—oo

n=1

Logo, (x,) ;
cada j € N, e sejax = (a;)7_,. Provemos que x € [, e que (x,);’_; converge a x.

Segue de (6.3) que

k P
<Z|x§n)—x§-m)]p> <eVmn>nygeV jeN.
j=1

Fazendo m — oo, obtemos

k
Z]xg-n)—aﬂp) <eVn>nyeV keN
J=1

Logo,

1
) P

<Z|x§n) —aj|p> <e&,V n>n.
j=1

Assim, x, —x € [ e ||x, —x||, < €, paratodo n > ng. Dai, x = (x —x,) +x, €y e ||x, — x|, = 0.

Portanto, podemos afirmar que /,, € espago de Banach.

6.4 Teorema do ponto fixo

Definicao 6.4.1. Dado f: M — M, x € M € dito ponto fixo de f quando f(x) = x.

O teorema seguinte da condicdes para existéncia e unicidade de pontos fixos de funcao

continuas em espacos métricos.

Teorema 6.4.1. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam M um espagco métrico completo e

f M — M uma contragao, entdo existe um tnico ponto x € M tal que f(x) = x.

Demonstracdo. Seja 0 < ¢ < 1 tal que d(f(x),f(y)) < cd(x,y), para todo x,y € M. Prove-
mos, inicialmente, a existéncia de um ponto fixo. Tome xo € M arbitrariamente. Defina
x1 = f(x0), x2 = f(x1),..;xn = f(x4—1). Temos definida a sequéncia x,; = f(x,) por re-
corréncia.
Afirmagdo: a sequéncia (x,) é de Cauchy, ou seja, temos que mostrar que para todo € > 0, existe
no tal que d(x,,x,) < €, para todo m,n > ny. De fato, como f é contrag@o, entdo

d(x1,x2) = d(f(x0),f(x1) < cd(xo,x1)

dxy,x3) = d(f(x1),f(x2) < cd(x1,x2) < c2d(x0,x1)

d(xp,Xn11) < oo < Md(x0,x1).
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A verificacdo dessa generalizacdo € feita por inducdo. Portanto, para todo n > 1 vale que
d(xnyxn—o—l) < Cnd(x()axl>- 6.4)

Se m > n, existe k € N tal que m = n+ k. Temos de (6.4) que

d(xnvxm) = d(xnaxn+k)Sd(xmxn—i—l)"‘d(xn—o—l,xn—O—l)

IN

d(xnaxn+1) + d(xn+l axn+2) + ...+ d(xn—i—k—l 7xn+k)

IN

d(xo,x1) + " d(xg,x1) + ...+ (xg,x1)

IN

("4 D (xo,x0)

IA

4+ + .+ & Nd(xo,x)

Observamos que 1 4 c+c¢?+...+¢*~! é soma de uma progressdo geométrica. Desse modo,

I—Ck_1+1
Cn(l +c+c2+...+ck_])d(xo,x1) = |:1—:| d(x07x1)
—c
d(X() Xl)
"(1—-c") [ -
< o [d(xmxl)]
- 1—c
Isto é, se m > n, temos
d
d (%, s1) < " {M] . (6.5)
1—c
o . . l—c -
Como lim ¢" =0, dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng entdo [¢" —0] < | — | €. Entdo
n—yee d(xo,x1)

para todo m,n > ng, se m > n entdo por (6.5)

d(x,5m) < " [M] _ {dl—c ]8 [d(xo,xl)] .

l—c (x0,x1) l—c

Portanto, (x,) é de Cauchy. Logo, como M é completo, entdo existe x tal que lgnxn =X
n—oo
Calculemos 1i_r>n f(x) de duas formas:
n—yoo
(i) Como f é continua em x, segue que lim f(x,) = f(x).
n—oo

(i) 1im f(x,) = lim 2, = x.

Portanto, por (i) e (ii), f(x) = x dando existéncia a um ponto fixo. Provemos que ndo pode

existir outro ponto fixo. Suponhamos, por absurdo, que exista y € M tal que f(y) =y, com y # x.

Temos,
0 <d(x,y) =d(f(x),f(y)) < cd(x,y).

Entdo, d(x,y) < cd(x,y) implica 1 < ¢. O que é um absurdo, pois ¢ < 1. Logo x = y. O
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Exemplo 6.4.1. Seja (R,d) um espaco métrico com a distincia usual. Entdo, a equacgdo F(x) =
k- cos(x),com 0 < k < 1, tem solug@o e € tinica.

De fato, para x < y, temos
[F(y)—F(x)| = | [JF'(t)dt| < [J|F'(t)dt| = [7 |k-sen(t)|dt.
Como |sen(t)| < 1, segue que

[F(y) = F(x)] <k [Jdt = k(y —x).

F(y)—F(x)| <kly—x

Logo, , €, como foi provado na proposi¢do 6.2.1., temos que R é um

espago métrico completo, segue, portanto, que existe um tnico ponto x € R tal que F(x) = x.

6.5 Aplicacao: Teorema de Picard

O estudo das equacdes diferenciais € de grande importancia, pois possui diversas apli-
cagOes na engenharia, biologia, fisica e outros. No entanto, nem sempre € possivel encontrar
uma solugdo explicita para uma equacdo diferencial. Assim, por volta do século XIX, esse fato
impulsionou a busca por métodos de resolucdo e por novas fungdes que pudessem ser solucdes
dessas equagdes. Dessa forma, surgiram os teoremas de existéncia e unicidade de solu¢ao. Um

deles € o Teorema de Picard, o qual fala sobre a existéncia de solugdo para o problema de valor

inicial ' = £(x,) e y(x0) = yo.

Teorema 6.5.1. (Existéncia e Unicidade - Teorema de Picard) Seja f : Q — R uma fungdo
continua definida num aberto Q do plano (x,y). Suponhamos que a derivada parcial (Ver [4])
com relagdo a segunda varidvel, f; : Q@ — R, seja continua também. Entéo, para cada (xo,yo) € &,
existem um intervalo aberto / contendo xy € uma unica func¢do diferencidvel ¢ : I — R, com

(x,0(x)) € Q, para todo x € I, que é solug¢do do problema de valor inicial (P.V.I)

Y = f(x,y) (6.6)

y(x0) = yo. (6.7)

O primeiro passo na demonstracao deste teorema € a transformagdo do problema de valor

inicial no problema de resolucdo de uma equacdo integral, o que se faz no lema a seguir.

Lema 6.5.1. Seja f : Q — R uma funcéo continua num aberto Q do plano (x,y). Entdo, uma
funcdo diferencidvel ¢ : I — R € uma solu¢do do problema de valor inicial (6.6)-(6.7) se, e

somente se, for uma solugdo da equacgdo integral
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) =30+ [ Fs.3(9)d, x €1 ©8)

Demonstragdo. Se ¢ € solucao do problema de valor inicial, (6.6)-(6.7), entdo pelo Teorema
Fundamental do Célculo, ¢ € solu¢do da equacdo integral (6.8). Reciprocamente, se ¢ : I — R
¢ uma func¢do continua que e solu¢do da integral (6.8), entdo pelo Teorema Fundamental do

Cdlculo, ¢ € diferencidvel e € também solucao do problema de valor inicial (6.6)-(6.7). L]

Concentremo-nos na resolucéo da equagio integral (6.8). Dado (xg,yp) € Q, tomemos a

e b positivos tais que o retangulo

B = B(a,b,x0,y0) ={(x,y) : [x—xo| <a e |[y—yo| <b} (6.9)
esteja contido em Q. Como f € continua e B é compacto (i.e, fechado e limitado), temos que
f € limitada em B; seja M = max{|f(x,y)| : (x,y) € B} e sejam 0 < a < min{a, %} eJz0
intervalo fechado [xo —a,xp + 4.

Seja C o conjunto de todas as fun¢des continuas g : Jz — R, tais que g(xp) = yo e |g(x) —yo| < b;
graficamente, queremos em C as fungdes continuas cujos graficos passem pelo ponto (xg,yo) €

que estejam contidos no retangulo B.

Definimos em C a seguinte métrica:

d(g1,82) = sup{|g1(x) — g2(x)| : x € Ja}; (6.10)

Como ja vimos, o espaco métrico C definido acima é completo. Voltemos a consideracdo da
equacao integral (6.8). Consideremos a funcdo ¢ definida em C e que a cada y € C associa a

funcao

X
8 =30+ [ fls.¥(9)ds.
X0
Observe que g(x) é uma fungdo continua para x € Jz, que g(xp) = yo e que

|g(x) —yo| < <Mx—xo| <Ma<b

[ 1705l

e consequentemente g € C. Logo, ¢ : C — C.

A equacio integral (6.8) pode ser escrita na forma funcional y = ¢(y). Portanto, as solu¢des de
(6.8) sdo os pontos fixos de ¢.

Agora, vamos usar o Teorema do Ponto Fixo. A fim de aplicar este teorema ao problema que

estamos estudando, resta apenas verificar se ¢ € uma contracao. Para tal, escrevemos
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19(21)(x) = 0(g2)(x)| =

[ 1F(s.81(90) = £, 205))1ds . 61

X0

Para estimar o integrando no segundo membro de (6.11), usamos o seguinte resultado:

Lema 6.5.2. Seja f : Q — R uma funcdo continua definida em um aberto Q do plano (x,y) e
tal que a derivada parcial f, : Q — R seja também continua. Dado um subconjunto limitado

Qo C Qy C Q, existe uma constante K > 0 tal que

£ (e y1) = f(6,y2)] < Ky =2 (6.12)

para todos (x7y1)7 (%)’2) € Q_O

Demonstragdo. Seja & < d(Qq,dQ), onde dQ representa a fronteira de Q, e designemos por
Qs = {(x,y) € Q:d((x,y),Q0) < 2} uma ($)-vizinhanga de Qp. Dados (x,y1), (x,y2) € Qo
com |y; —yz| < & temos que o segmento [x,Ay; + (1 —A)y,], 0 < A < 1, estd contido em Q.
Aplicando o Teorema do Valor Médio (Ver [4]), temos:
Fey) = f(x,y2) = (6, 8) (1 —y2) y1>¥2 (6.13)

onde & estd no segmento descrito acima. Usando

My = max{| fy(x,y)] : (x,y) € Qs},
obtemos de (6.13)

£ (e, 31) = f(x,32)] < Milyr —yal,

que & vélida para (x,y;), (x,y2) € Qo com |y; —y2| < 8. Para os pontos com |y; —y,| > &, a

estimativa abaixo se verifica
2M
|f(xy1) = flxy2)] <2M < 5 vi =2/,

onde M é o max |f(x,y)| para (x,y) € Qo.Logo, para obter (6.12) basta tomar K = max{Mj, 2TM}
]

Voltemos a estimativa de (6.11). Usando o lema (6.5.2), obtemos

9(21)(x) —9(g2)(x)| <K

[ ler(s) = galo)las| < Kad(g1.80).

e dai
d(9(g1),9(g2)) < Kad(g1,82)-

1 )
Concluimos que ¢ ¢ uma contracio se Ka < 1. Logo, basta tomar a < z Assim, o Teorema de

Picard fica demonstrado com I = (xo — a,xp + a).
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