P P Pd Pd Pd Pd Ppd P
20200000 0_0.

pd Pd Ppd Pd P P Pd P P Pd P

)

rpd P4
pd P

UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

PROFMAT

DISSERTACAO DE MESTRADO

Uma sequéncia didatica para o ensino de curvas de

Bézier usando GeoGebra

Alane da Rocha Alves

@)" Maceid, Abril de 2021 &AA

Instituto de Matematica P R O F M AT






UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM
REDE NACIONAL (PROFMAT)

ALANE DA ROCHA ALVES

Uma sequéncia didatica para o ensino de
curvas de Bézier usando GeoGebra

Maceid
2021



ALANE DA ROCHA ALVES

Uma sequéncia didatica para o ensino de curvas de Bézier
usando GeoGebra

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Mestrado Profissional em Matemd-
tica em Rede Nacional (PROFMAT) do Insti-
tuto de Matemdtica da Universidade Federal de
Alagoas como requisito parcial para obtengdo
do grau de Mestre em Matemdtica.

Orientador: Profa. Dra. Adina Rocha dos Santos

Maceid
2021



Catalogagao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisao de Tratamento Técnico
Bibliotecario: Marcelino de Carvalho Freitas Neto — CRB-4 — 1767

A474s Alves, Alane da Rocha.
Uma sequéncia didatica para o ensino de curvas de Bézier usando
GeoGebra / Alane da Rocha Alves. - 2021.
70 f. il

Orientadora: Adina Rocha dos Santos.

Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica) — Universidade
Federal de Alagoas. Instituto de Matematica. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, 2021.

Bibliografia: f. 61-62.
Apéndices: f. 63-70.

1. Curvas de Bézier. 2. Curvas parametrizadas. 3. Polindmio de
Bernstein. 4. Algoritmo Casteljau. I. Titulo.
CDU: 514.75




Folha de Aprovacao

ALANE DA ROCHAALVES

Uma sequéncia didatica para o ensino de curvas de Bézier usando o
GeoGebra

Dissertacao submetida ao corpo
docente do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) do Instituto de
Matematica da Universidade Federal
de Alagoas e aprovada em 15 de abril
de 2021.

Documento assinado digitalmente

mb Adina Rocha dos Santos
e Data: 04/05/2021 16:13:21-0300
CPF: 062.587.814-03

Profa. Dra. Adina Rocha dos Santos — IFAL (Orientadora)

Banca Examinadora:

Documento assinado digitalmente

%b Gregorio Manoel da Silva Neto
g Data: 05/05/2021 11:37:06-0300

CPF:061.689.854-17

Prof. Dr. Greg6rio Manoel da Silva Neto — UFAL (Examinador Interno)
Documento assinado digitalmente
GOUDI (r o eniafote

CPF: 061.315.944-65

Prof. Dr. Allan George de Carvalho Freitas - UFPB (Examinador Externo)



A minha tia Maria Gertrudes.
(in memoriam)



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pela oportunidade de me permitir realizar essa conquista e a Nossa Se-
nhora por interceder por mim em cada passo dado nessa jornada.

A minha familia, irmdos Alex e Alan, a Katia e, em especial, aos meus pais Claudio e Eliane
pelo apoio e por sempre acreditar em mim.

Ao meu esposo Willian pelo amor e todo incentivo ao longo desses anos.

Aos meus colegas de turma pela amizade e pelos dias de estudo e descontragao.

Aos meus professores, em especial a minha orientadora Adina por todo suporte, paciéncia
e colaboracao na elaboracgdo desse trabalho.



“Hd tempo para todo proposito debaixo do céu."”
—BIBLIA, ECLESIASTES, 3:1



RESUMO

Nesta dissertacao iremos apresentar uma sequéncia didética para o ensino das curvas de Bézier
€ um passo a passo para construcdo dessas curvas no software GeoGebra. Abordaremos alguns
conceitos preliminares, tais como curvas parametrizadas e interpolacao e, em seguida, apresen-
taremos 0s conceitos necessarios para constru¢do das curvas no GeoGebra, como o algoritmo
de Casteljau e polinomios de Bernstein. Mostraremos também uma aplicacdo das curvas de
Bézier na modelagem de uma saia no GeoGebra. Por fim, faremos uma sequéncia didatica e
uma sugestao de atividade para que essa possa ser aplicada com os discentes.

Palavras-chave: Curvas de Bézier; curvas parametrizadas; polindmios de Bernstein; algo-
ritmo de Casteljau.



ABSTRACT

In this thesis we will present a didactic sequence for the teaching of Bézier curves and a process
to build these curves in the GeoGebra software. We will approach some preliminary concepts,
such as parameterized curves and interpolation, and then we will present the concepts of loca-
tion for the construction of curves in GeoGebra, such as the Casteljau algorithm and Bernstein
polynomials. We will also present an application of Bézier curves in modeling a skirt in Geo-
Gebra. Finally, we will make a didactic sequence and an activity suggestion of activity to be
applied with the students.

Keywords: Bézier curves; parameterized curves; Bernstein polynomials; Casteljau algo-
rithm.
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INTRODUCAO

Essa dissertacdo abordard as curvas de Bézier e seu comportamento no GeoGebra. As
mesmas surgiram por volta da década de 60 e foram estudadas por Pierre Bézier e Paul de
Casteljau. O estudo sobre elas foi motivado pela industria automobilistica € nos dias atuais a
curva € utilizada em diversas aplicacdes graficas como Illustrator, Freehand, Fireworks, GIMP,
Photoshop, Processing, Inkscape e CorelDRAW, e formatos de imagem vetorial como o SVG
(Wikipédia, 2021 ).

No primeiro capitulo apresentaremos um contexto histérico e o que de fato fomentou o
estudo sobre as curvas e apresentaremos o desenvolvimento da teoria que circunda o tema,
como curvas parametrizadas, o algoritmo de Casteljau, polindmio de Bernstein, propriedades e
forma matricial.

No segundo capitulo foi desenvolvido um “passo a passo"para construcao das curvas de
Bézier no GeoGebra, com enfoque nas curvas de grau 1, grau 2 e grau 3.

No terceiro capitulo apresentaremos uma aplicag¢do das curvas de Bézier na modelagem de
uma saia, utilizando GeoGebra.

No quarto capitulo foi apresentada uma sequéncia didatica que pudesse nortear a aula do
docente sobre o tema.

E por fim, no apéndice, sugerimos uma atividade para aplicac@o juntamente com os discen-
tes no decorrer da explanagdo do conteudo.
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1. CURVAS DE BEZIER

Neste capitulo, apresentaremos as informagdes e definicdes necessdrias para que possamos
compreender e desenvolver as curvas de Bézier.

1.1. Contexto historico

Uma das curvas mais importantes atualmente em projetos computacionais sao as curvas de
Bézier. Uma potencial da aplica¢do dessas curvas na indudstria automobilistica s6 foi apresen-
tada em 1962, em um trabalho de Pierre Bézier, engenheiro Francés empregado na montadora
Renault (Wikipédia, 2021). Nessa época, as montadoras de automoveis estavam interessadas
em desenvolver algum software para desenhar curvas com maior precisio para obter pecas dife-
rentes que pudessem ser montadas corretamente e iniciar producao em massa dos automaveis.
Alguns anos antes, em 1958, Paul de Casteljau, fisico e matemaético, que trabalhava na Citrden,
desenvolveu um algoritmo para os cdlculos de uma determinada familia de curvas, que eram as
mesmas curvas estudadas por Bézier, porém seus trabalhos sobre este tema nio foram publica-
dos (Wikipédia, 2021). Assim, as curvas s6 foram, de fato, conhecidas, com a apresentagao das
mesmas por Bézier, por isso dd-se o nome dele a elas.

Figura 1.1 Projeto de veiculo utilizando curvas de Bézier.

Fonte: Video do YouTube'.

! Disponivel em: < https://www.youtube.com/watch?v=7lalH5r1Pqg >. Acesso em: 15
abril. 2021.
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Figura 1.2 Projeto de veiculo utilizando curvas de Bézier.

Fonte: Blog da internet?.

2 Disponivel em: < http://blog.brasilacademico.com/2014/10/curvas-bezier-como-o-
computador-desenha.html >. Acesso em: 15 abril. 2021.

A contribuicdo de Bézier e Casteljau para o design computacional € evidente. A principio,
com intuito de modelagem e aerodinamica de veiculos, e, atualmente, com diversas aplicagdes
em CAD/CAM (computer-aided design/computer-aided manufacturing), matemaética aplicada,
inddstria automobilistica, arquitetura e design computacional (DUCAN, 2005; FARIN, 1986;
FORREST, 1972; WATT, 2000). A maioria dos softwares de computagdo gréfica utilizam os
conceitos de Curvas de Bézier. O resultado geral €, pelo menos em termos de design, um con-
junto de ferramentas que permite aos designers descreverem curvas matematicamente, mesmo
que tal matemadtica ndo seja visivel.

1.2. Curvas parametrizadas

Antes de introduzirmos as curvas de Bézier, faremos nesta secdo uma breve apresentacao
de curvas parametrizadas em R? com sua definicdo e alguns exemplos, visto que, dentre as
representacdes das curvas de Bézier apresentadas neste trabalho, a mais utilizada serd na forma
paramétrica.

Vejamos a seguir a defini¢do de curva parametrizada.

Definiciio 1.2.1. Uma curva parametrizada é uma funcdo o : I — R? de um intervalo I C R

em R?, ou seja, au(t) = (x(t),y(t)), onde t € I é o pardmetro da curva. A imagem o/(I) € R? é
chamado traco da curva .

A seguir alguns exemplos de curvas parametrizadas.

Exemplo 1.2.1. A curva parametrizada dada por «(t) = (t,¢?), comt € R, tem como traco a
pardbola da figura esbocada a seguir.
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Figura 1.3 Traco da curva.

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.2.2. A curva parametrizada dada por a/(t) = (t3,1%), comt € R, tem como traco a
curva esbogada na figura seguir.

Figura 1.4 Traco da curva.

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.2.3. A curva parametrizada dada por o/(t) = (£ —4t,t> —4), comt € R, tem como
traco a curva esbocada na figura seguir.

Figura 1.5 Trago da curva.

Fonte: Autora, 2021.
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Exemplo 1.2.4. A curva parametrizada dada por a.(t) = (t,|t |), comt € R, tem como trago a
curva esbogada na figura seguir.

Figura 1.6 Traco da curva.

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.2.5. Dados os pontos A = (x4,y,) € B= (xp,yp), a curva parametrizada a : [0, 1] —
R dada por o.(t) = (1 —t)A+1B = (xg+ (xp — X4)t, ¥4 + (¥p — Ya), tem como trago o segmento
de reta da figura a seguir.

Figura 1.7 Traco da curva.

Fonte: Autora, 2021.

1.3. Algoritmo de Casteljau

O algoritmo de Casteljau € um método que nos permite gerar pontos das curvas de Bézier
a partir de uma lista inicial de pontose, a partir dai, gerar essas curvas. O método consiste
em aplicar uma sequéncia de interpolacdes lineares aos pontos By, B, B3, ..., B, prefixados,
obtendo assim segmentos de retas e pontos sobre esses segmentos. Ao passo que repetimos o
processo de construcdo dessas retas n — 1 vezes obteremos pontos que constroem a curva de

Bézier.
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Para que possamos compreender melhor o funcionamento das curvas de Bézier daremos a
seguir a defini¢do de interpolagdo linear.

Definicdo 1.3.1. Dados dois pontos (x1,y;1) e (x2,y2), a interpolagdo linear entre esses pontos
é uma linha que liga esses dois pontos, ou seja, € a reta de equacao

Y=yi_Y2=N
X—XxX1 Xp—Xx1

isto €,
y2—y1
X2 — X1 ’

y=y1+(x—xi)
A seguir, apresentaremos um exemplo de interpolacao linear.

Exemplo 1.3.1. A interpolagdo linear entre os pontos de coordenadas (1,0) e (2,3) € a reta
y=3x—-3

Dito isto, vejamos a seguir como funciona, de fato, o algoritmo de Casteljau, utilizando
sucessivas interpolacoes lineares.

1.3.1. Curva de Bézier de grau 1

Sejam By e B; pontos e ¢ € [0, 1]. O segmento de reta com extremidade nesses pontos tem
equacao paramétrica igual a,

B)(t) = (1 —1)By+1B.
Figura 1.8 Passo 1 da interpolacdo.
By

By (to)

By

Fonte: Autora, 2021.

Note que, para cada fy obteremos pontos Bj(to) sobre o segmento de reta Bj(¢). O conjunto
formado por esses pontos quando 7y varia em [0, 1] formam a curva o qual chamaremos de curva
de Bézier linear ou curva de Bézier de grau 1.
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Figura 1.9 Curva de Bézier linear.

B,

By (to)

By

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.3.2. A curva de Bézier determinada pelos pontos A = (1,1) e B = (4,3) é repre-
sentada pela figura a seguir.

Figura 1.10 Curva de Bézier linear.

4

-2 -1 0 1 2 3 4 5 G 7

Fonte: Autora, 2021.

1.3.2. Curva de Bézier de grau 2

Sejam By, B e B pontos e 1 € [0, 1]. As equacgdes paramétricas dos segmentos de reta com
extremidades em By e B e By e B; sdo, respectivamente,

By(r) = (1—1)Bo+1B1,

Bi(t) = (1—1)B; +1B>.

Fixado um ¢ = f,, tome os pontos B(to) € B} (o), nas retas B}(t) e Bl (t), respectivamente.
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Figura 1.11 Passo 1 da interpolag@o.

By

Fonte: Autora, 2021.

A equagdo do segmento de reta que passa por B (o) e B (1) é

B3(t) = (1 —1)By(t0) + 1B} (1y),1 € [0, 1].

Figura 1.12 Passo 2 da interpolagao.

B,

Fonte: Autora, 2021.

Para cada fg € [0, 1] teremos um ponto B3 (ty). O conjunto formado por esses pontos B3(fo)
determinam uma curva a qual chamaremos de curva de Bézier quadratica ou curva de Bézier
de grau 2.
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Figura 1.13 Curva de Bézier quadratica.

By

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.3.3. A curva de Bézier quadrdtica determinada pelos pontos A = (1,2),B = (6,5)
e C = (10,0) é representada pela figura a seguir.

Figura 1.14 Curva de Bézier quadritica.

-1

Fonte: Autora, 2021.

1.3.3. Curva de Bézier de grau 3

Sejam By, B;,B; e B3 pontos et € [0, 1]. A equacdo paramétrica dos segmentos de reta com
extremidades em By e By, B] e B, e B, e B3 sao, respectivamente,

Bj(t) = (1 —1)By+1By,
Bi(t) = (1—1)B; +1By,
B3(t) = (1—1)By +1Bs.

Fixado um ¢ = fo, tome os pontos B} (to),B](to) e Bi(ty) nas retas B(t),Bl(t) e Bi(t),
respectivamente.
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Figura 1.15 Passo 1 da interpolag@o.

B} .
1 (tOJ

By(to)

By
By

Fonte: Autora, 2021.

A equagdio dos segmentos de retas que passa pelos pontos Bj(to), B] (o) € Bl (ty) sdo,

Bj(1) = (1 —1)By(to) +1Bi(to).1 € [0, 1],

Bi(r)

(1 - t>B% (tO) +tBé(t0)7t < [07 1]
Com o mesmo fy fixado, tome os pontos Bj(ty) € B} (ty) pertencentes as retas B3(t) e Bi(t).
Figura 1.16 Passo 2 da interpolag@o.

Bi(t)

Bj(t)

By
By

Fonte: Autora, 2021.

A equagdo do segmento de reta que passa pelos pontos B(to) e B (t) é

B3(t) = (1 —1)B3(t0) +1B3(10),1 € [0,1].
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Figura 1.17 Passo 3 da interpolag@o.

B (to)

‘ B (to) \

Bj(t)

By (to)

By
By

Fonte: Autora, 2021.

Para cada € [0, 1] teremos um ponto B3 (#). O conjunto formado por esses pontos B3 (o)
determinam uma curva o qual chamaremos de curva de Bézier ctbica ou curva de Bézier de
grau 3.

Figura 1.18 Curva de Bézier ctbica.

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.3.4. A curva de Bézier ciibica determinada pelos pontos A = (0,0),B = (4,4),C =
(9,4) e D= (11,—1) é representada pela figura a seguir.
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Figura 1.19 Curva de Bézier ctbica.

m
Bl
C

-2

Fonte: Autora, 2021.

Podemos generalizar o algoritmo de Casteljau e assim definir as curvas de Bézier de grau
arbitrario n. Segue a definicao.

Definicao 1.3.2. Sejam dados By, By, ..., B,, pontos do plano. Considere a recursido

{ Bi(t) = (1—1)B/ 1 (t) + B/ (1)
B} =B,

comr=1,..,n,i=0,...,n—r. Bj(t) é um ponto da curva de Bézier e o conjunto dos pontos
Bjj(t) comt € [0, 1] formam uma curva que é chamada curva de Bézier de grau n.

O poligono P cujos vértices sao By, By, ..., B, € chamado de poligono de Bézier ou poligono
de controle da curva B" e os vértices By, Bj, ..., B, sdo chamados de pontos de controle.

Logo, definimos as curvas de Bézier como sendo o conjunto dos pontos B(j(¢) determinados
para cadaz, com € [0, 1] e n determina o grau da curva.

1.4. Polinomio de Bernstein

Note que o algoritmo de Casteljau € um algoritmo recurssivo que nos da pontos sobre as
curvas de Bézier e, nesta dissertacao, usaremos 0 mesmo mais para fins geométricos. Entretanto
seria interessante obtermos uma expressao que nos daria explicitamente as equagdes dessas
curvas. Para isto, definiremos os polindmios de Bernstein e com o auxilio dele conseguiremos
explicitar essas equagdes.

Definicao 1.4.1. Os polindmios de Bernstein sao definidos por,

o= (7 )0

1
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onde,

n n!
( i )—m,léo,l,z

Vejamos nas proposi¢des a seguir algumas das propriedades dos polindmios de Bernstein.
Proposicao 1.4.1. Os polinémios de Bernstein satisfazem a recursao,
Pit) = (1=0)P" (1) +P" i1 (1),
comP{(t)=1eP(t)=0parai ¢ {0,1,...,n}.

Demonstragdo. De fato, usando a relagdo de Stiffel,
(=)o (1) =(0)
+ = ;
p—1 p p
comn,p € Nen > p, e fazendo algumas manipulagcdes obteremos,
oy = ()=
n—1 i n—t n—1 —i
; )t(l—t) (z—l) i(1—1)"
1—t :| 1—t l—t ])_|_(’;l 11> ( )an-l

’171) (1_t>n i—1 t(”:1 )t(l—tr i— 1)_|_ (’::11 )ti—l(l_t)n—l—i-‘rl

= PN o) —tP (1) + 1P (1)
(1=0)P" () + 1P "1 (0).

Il
N T T T
N
S
. N.I
\_/\_/

Proposicao 1.4.2. Os polinémios de Bernstein formam uma particao da unidade, ou seja,

Demonstragdo. De fato, usando a férmula binomial, obtemos,

1 = [H—(l—t)]
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Proposicao 1.4.3. Os polindmios de Bernstein sdo positivos em [0, 1].

Demonstragdo. De fato, visto que t € [0, 1], temos /(1 —¢)" >0, portanto da defini¢do temos,

P'(t) = < ’: )ti(l—l)ni > 0,Vn,i € N,i #n.

]

Podemos perceber, graficamente, que os polindmios de Bernstein de grau 1, 2 e 3 sdo
positivos. Vejamos isso nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.4.1. (Polinémios de Bernstein de grau 1) Sabemos, utilizando a defini¢do de po-
linébmio de Bernstein, que os polinémios de grau 1 so,

Pi(r) = ( (1) )to(l—t)]_ozl—t,

Pl(t) = ( i )tl(l—t)ll =1,

comt € [0,1]. Entdo, graficamente temos,

Figura 1.20 Polindmios de Bernstein de grau 1.

N P!
081
061
0.4
0.2
0 02 04 06 08 1

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.4.2. (Polinémios de Bernstein de grau 2) Sabemos, utilizando a defini¢do de po-
linémio de Bernstein, que os polind6mios de grau 2 sdo,

o= (g )ra-n"=a-n2
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P2 (1) = ( : )tl(l—t)z_l —2t(1-1),

2 -
o =( 5 )P0 =r,
comt € [0,1]. Entdo, graficamente temos,

Figura 1.21 Polindmios de Bernstein de grau 2.

1 4
2
32 P
08 Fo ,
06
041
32
P;
0.2
0 02 04 06 08 1

Fonte: Autora, 2021.

Exemplo 1.4.3. (Polinémios de Bernstein de grau 3) Sabemos, utilizando a defini¢cdo de po-
linébmio de Bernstein, que os polinémios de grau 3 sdo,

R0 = (5 )ra-n =0

R0 = (3 )ra-n=r

comt € [0,1]. Entdo, graficamente temos,
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Figura 1.22 Polindmios de Bernstein de grau 3

14 o3 ]

P P
0.5
0.6 1
0.4 4 : 4
P} Py

0.24

0 02 04 06 08 1

Fonte: Autora, 2021.

1.5. Equacao para curva de Bézier de grau n

Podemos expressar a equacdo das curvas de Bézier a partir do Polindmio de Bernstein, é o
que veremos no teorema a seguir.

Teorema 1.5.1. Sejam By, B1,B,,...,B, os pontos de controle. Entdo a curva de Bézier de grau
n produzida pelo algoritmo de Casteljau é dada por,

B (1) = 23@"@,

onde P'(t) sdo os polinémios de Bernstein, n é o grau da curva et € [0, 1] é um parimetro real.

Demonstragdo. Sejam By,B1,Bs,...,B, pontos de controle e P/'(t) polindmios de Bernstein.
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Utilizando a proposi¢ao 1.4.1, a defini¢do 1.3.2. e fazendo algumas manipula¢des, obtemos,

n n—1
Y BiPMt) = BoPj(1)+ ZBP” t)+B,P}
=0 i=

n—1

= Bo(1-0)P~'(t)+ Y (Bi(1—1)P* ' (1) +1BiP| (1)) + But P}~ | (1)
i=0

n—1 n
= (1-0) Y BiF (1) +1Y BP (1)
i=0 i=1

n—1 n—1
= (1=0) Y. BP (1) +1 ) Bipa PP (1)
i=0 i=0
n—1

— Y [(1=1)Bi+1Bi1 PP (1)
i=0

:ZB Pnl

Analogamente,
o 1 1 1 o 1 1
ZBi (0P (1) = By(t)Fy~ (t)+_ZB,~ (P~ (t)+ By (t)P)

= By(t)(1—1)Py () + ) (B} (t)(1—1)P!2(t) +1B} (1) P! (1))
+B,_(t )IPH()
= (1—1) ZB 1)P2( -I—IEB}(t)Pi”__lz(t)
i=1
= (I—I)ZB}(I>B" 2t +IZB,+1 Sl AR
i=0

n—2

= Y [(1—0)BNt)+1BL (1) P2 ()

i=0

= fB%(z)P,-”‘Z(r»

i=0

Logo,

Y Bi0P0) — 'fB}(r)R-"—](z)

n—2

_ ZBZPn 2()
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Afirmamos que,
Z BiP'(t Z B/(t

Para demonstragdo iremos utilizar indugio finita sobre j € {0,1,2,3,...,n}. Sendo assim, para

j =0, temos,
-0

ZBO POt ZBP"

i=0

Suponhamos a afirmagdo valida para j = k e demonstraremos que a mesma ¢é vélida para j =
k+ 1. De fato,

n n—k
Y BRG) = Y BOR
i=0 i=0
n—k—1

= BS) P )+ Y, BEOPITH() + BE () PE()
i=1

= By((1-nr™ 0+ (B (1 -0 () +BH P (1)

+B,_ (1P (1)
o k—1 " ok k—1
= (1=1) Y Bf0)P )+ Y BY(t)P (1)
i=0 i=1
n—k—1 . i1 n—k—1 ' -1
= (1-0) Y, Bi@)R " '0)+1 Y, B ()R (1)
i=0 =0
n—k—1
= X (=B @) +Bi 0P )
i=0
"k k—1
=Y B0 )
i=0

Portanto, a afirmagdo € valida. Assim, basta tomar j = n. Entdo teremos,

é&-% - 'gB?a)e-"%

= By(nP (1)
= By(r)
B'(1).

]

Escreveremos a seguir as equacdes explicitas das curvas de Bézier linear, quadrética e cu-
bica utilizando o polindmio de Bernstein.
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1.5.1. Curva de Bézier de grau 1

Como a curva de Bézier é linear entdo n =1 e i € {0, 1}, assim, pelo teorema 1.5.1, segue
que,

B(t) = i l( ) (1—0)'"

B;
= ( ) (1-1)' +Bl<i>t1(l—t)l_l

= B() +1tB.
Note que, ultilizando a recorréncia dada pelo algoritmo de Casteljau, obtemos exatamente
a mesma equagao.

De fato, sejam By e B pontos de controle e ¢ € [0, 1]. Pelo algoritmo de Casteljau podemos
escrever,

By(1) = (1—1)Bg +1BY,
ou seja,
B)(t) = (1 —1)By+1B.
Exemplo 1.5.1. Expressao paramétrica da curva de Bézier linear cujos pontos de controle sao

B() = (1,1) eB| = (6,3).

B(t) = (1—1)(1,1)+1(6,3)
(145¢,1+21).

Figura 1.23 Curva de Bézier linear.

t=1 :
e , o 1
a = Curva(l+5t,1+2t,t,01) : =
@
x=1+bt 1
- y=l+2t}0£t£1
+ 0 1 2 3 4 5 g

Fonte: Autora, 2021.
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1.5.2. Curva de Bézier de grau 2

Como a curva de Bézier é quadratica entdo n =2, i € {0, 1,2}, assim, pelo teorema 1.5.1,
segue que,

B(r) = ;Bi( % )ti(z_t)Z—i

— Bo( (2) )to(l—t)20+Bl ( ? >l1(1—t)21+B2< ; )tZ(l—t)22
= (1—1)2By+2t(1—1)B; +1*B,.

Note que, utilizando a recorréncia dada pelo algoritmo de Casteljau, obteremos exatamente
a mesma equagao.

De fato, sejam By, B e B, pontos de controle e 7 € [0, 1]. Pelo algoritmo de Casteljau po-
demos escrever,

Bj(1) = (1 —1)By(1) +1Bi (1),

onde B (¢) = (1 —1)By+1Bj, como visto na curva linear e também pelo algoritmo de Casteljau,
temos,

Bi(1) = (1—1)BY(1) +1B3(1),
ou seja,
Bl(t1)=(1—1)B| +1B>.
Logo,

(1—1)By(r) +1Bj (1)
(1—1)[(1—¢t)Bo+1tB1]+1t[1 —t)B| +tB;]
— (1—1)’Bo+1t(1—1)B; +1(1 —1)B, +1°B,
(1—1)*>By+2t(1—1)By +1°B,.

Exemplo 1.5.2. Expressdo paramétrica da curva de Bézier quadratica cujos pontos de controle
sdo By = (1,2),31 = (6,5) eBr, = (10,0).

B(r) (1—1)%(1,2) +2t(1 —1)(6,5) +1*(10,0)

(=12 410t 41,81 + 61 +2).
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Figura 1.24 Curva de Bézier quadratica.

t=0.62 :
0 ® 1 ® 3

a = Cuva(~110t+1,-886¢t+240,1)

(@)

— 42
_ x= t:mul 0<t<1
y=—8t24+6t+2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Autora, 2021.

1.5.3. Curva de Bézier de grau 3

Como a curva de Bézier é ctibica entdo n = 3, i € {0,1,2,3}, assim, pelo teorema 1.5.1,
segue que,

3
B(t) = Z

3 -3
B3 3) 1—[

= (1—1)°By+31(1—1)?B; +3t*(1 —t)By +1°Bs.
Note que, ultilizando a recorréncia dada pelo algoritmo de Casteljau, obteremos exatamente
a mesma equagdo.

Sejam By, By, B, e B3 pontos de controle e 7 € [0, 1]. Pelo algoritmo de Casteljau podemos
escrever,

By(t) = (1—1)B§(1) +1Bi (t),
onde,
Bj(t) = (1 —1)*By+2t(1 —t)B; +1°B,.

Como vimos na curva de Bézier de grau 2 e utilizando o algoritmo de Casteljou temos,

Bi(t) = (1—10)Bj(1)+1B(t)
= (1—=1)[(1—¢)By +tby]+1t[l —t)By + B3]
= (1—1)*By+1t(1—1)By+1(1 —1)By +1°B;3
= (1—1)*By+2t(1—1)By +1°B3,
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visto que B} (t) = (1 —1)B; +B,, como vimos na curva de Bézier de grau 2.

Logo,

BY) = (1—1)B3(1)+1B(0)

(1—1)[(1—1)*Bo+2t(1 —1)By +1°Ba] +1[(1 —1)?By +2t(1 —1)By +1*B3]

= (1—1)°By+2t(1—1)>By +1*(1 —1)By +1(1 —1)?By +2t>(1 —1)B, +1°B;
(1—1)*By+3t(1—1)*B; +3r*(1 —1)B, 4+ Bs.

Exemplo 1.5.3. Exemplo da expressdo paramétrica da curva de Bézier ctibica cujos pontos de
controle sao By = (0,0),B; = (4,4),B2(9,4) e B3 = (11,—1).

B(t) = (1—1)%(0,0)+3t(1—1)%(4,4)+3:>(1—1)(9,4) +3(11,—1)
= (—4P 4362+ 121, -3 — 12> + 121).

Figura 1.25 Curva de Bézier cubica.

® t=0.35 : 3

0 ® 1

®|L

a = Curva(—4t*+3t%+12¢,—t* — 1217+ 12 I.,:L. ;
@ Ca .

- x: ‘:; -;23;2 1122:}05t51

y= + 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 \1

+ -1

Fonte: Autora, 2021.

1.6. Propriedades das curvas de Bézier

Vejamos a seguir algumas propriedades das curvas de Bézier. Neste trabalho nao dare-
mos muita énfase a essas propriedades, mas a demonstracdes dessas e de outras propriedades
interessantes podem ser encontradas no livro de Geraldo Farin, ver na referéncia.

1) Interpolacdo dos pontos finais: a curva de Bézier passa pelos pontos de controle By € B,,.

De fato,
ZB( )0’1—0) ' = By,

i=0

:ZB,( ) (1-1)""=B,.

i=0
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2) Propriedade de casco convexo: A curva de Bézier estard contida no maior poligono
convexo formado pelos seus pontos de controle;

Figura 1.26 Curva de Bézier quadratica.

B

o

Fonte: Autora, 2021.

3) Precisdo linear: Se os pontos de controle estiverem distribuidos em linha reta, entdo a
curva de Bézier serd uma reta;

4) Controle pseudolocal: Se movermos apenas um ponto de controle a curva mudaré seu
formato;

Figura 1.27 Curva de Bézier quadratica.

B

Fonte: Autora, 2021.



35

Figura 1.28 Curva de Bézier quadratica.

¥ c

Fonte: Autora, 2021.

1.7. Forma matricial das curvas de Bézier

Obtivemos, através dos polindmios de Bernstein, equacdes explicitas para curvas de Bézier
de grau 1, 2 e 3. Iremos desenvolver agora a forma matricial para cada uma dessas equagdes.
A forma matricial € uma outra maneira de expressar as curvas de Bézier.

Sabemos que sa equagdes das curvas de Bézier obtidas pelo polindmio de Bernstein se
escrevem da forma

B(1) = go BiP(1).

Podemos escrever a equagdo acima como o produto,

Py(1)
B"(t)=( Bo B, ) : ,
P(1)
onde,
61(1‘) moyg ... Moy 10
P (1) Mpo ... Mpp "

e amatriz M = {m;;} é a matriz de coeficientes da base Bézier. Escreveremos a seguir a forma
matricial das curvas de Bézier de grau 1, 2 e 3.
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1.7.1. Forma matricial da curva de Bézier de grau 1

Escrevendo a forma matricial da equagdo das curvas de Bézier de grau 1 obtidas através dos
polindmios de Bernstein obtemos,

By = (1—1)By+1B

= ( By Bl).(ll_t)
= ( By Bl).((l) _11)(i)

Exemplo 1.7.1. Ultilizando a forma matricial das curvas de Bézier, encontramos a equacao da
curva linear cujos pontos de controle sdo By = (1,1) e B; = (6,3).

s = (00 63) (5 3 )())

- (L) (5.2) ).( ; )
= (1,1)+(5,2)
(145,1421).

Note que estamos considerando cada ponto como uma entrada na matriz, assim a multipli-
cacdo entre as matrizes nao se d4 na forma usual.

1.7.2. Forma matricial da curva de Bézier de grau 2

Escrevendo a forma matricial da equagdo das curvas de Bézier de grau 2 obtidas através dos
polindmios de Bernstein obtemos,

B} = (1—1)*Bo+2t(1—1)Bi+1°B>

(1—1)?
= (Byo Bi By).| 2t(1—1)
t2
1 -2 1 1
= (By Bl B,).| 0 2 =2
0 0 1 12

Exemplo 1.7.2. Ultilizando a forma matricial das curvas de Bézier, encontramos a equagao da
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curva quadrdtica cujos pontos de controle sdo By = (1,2),B; = (6,5) e B, = (10,0).

B =

((1,2) (6,5) (10,0) ).

1 -2 1 1

o 2 =2 t

0 0 1 12
1

= ((1,2) (10,14) (-1,-8) ). ¢

12

= (1,2) +(10,6)t 4 (—1,—8)r
(1+10r — 12,2+ 61 — 812).

1.7.3.

Forma matricial da curva de Bézier de grau 3

Escrevendo a forma matricial da equagdo das curvas de Bézier de grau 2 obtidas através dos

polindmios de Bernstein obtemos,

BY = (1—1)Bo+3t(1—1)*B; +3t%(1 —1)B, +°Bs

= (By Bi By B3).

= (By Bi By B3).

(1-1)°
3t(1 —1)?
3t2(1—1)
t3
1 -3 3 -1 1
0 3 -6 3 t
0 0 3 -3 t?
0 0 0 1 £

Exemplo 1.7.3. Ultilizando a forma matricial das curvas de Bézier, encontramos a equagao da
curva ctibica cujos pontos de controle sdo By = (0,0),B; = (4,4),B2(9,4) e B3 = (11,—1).

B =

= ((0,0) (12,12) (3,-12) (—4,—1))

= (0,0)+(12,12)t + (3, —12)2 + (—4,—1)F3

((0,0) (4,4) (9,4) (11,-1) ).

1 =3 3 -1 1
0 3 -6 3 t
0 0 3 =3 12
0 0 0 1 3
1
(t
t2
t3

= (12043 — 413 120 — 1202 — 13).
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CURVAS DE BEZIER NO GeoGebra VIA ALGO-
RITMO DE CASTELJAU

O GeoGebra é um software de matemética dindmica para todos os niveis de ensino que
reune Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos
Simbdlicos em um tnico pacote facil de usar e GeoGebra possui uma comunidade de milhdes
de usudrios em praticamente todos os paises e se tornou um lider na drea de softwares de ma-
temadtica dinamica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e
Matematica(GeoGebra, 2021). O mesmo pode ser utilizado de forma online ou pode ser feito
o seu download tanto em dispositivos méveis quanto em computadores e notebooks. Descreve-
remos agora um passo a passo de como construir as curvas de Bézier seguindo o processo feito
por Casteljau no aplicativo online “GeoGebra Classic".

2.1.

Curvas de Bézier quadraticas

- Marque os pontos de controle By, B; e B3 e trace os segmentos de retas BB, e B>B3;

- Com a ferramenta ‘““controle deslizante"defina um parametro ¢, com intervalo minimo

igual a 0 e méximo 1, incremento igual a 0.01;

- Insira a equagdo dos segmentos de retas BB, e BpB3. Essas equacgdes serdo definidas

em funcdo do parametro ¢ que definimos anteriormente. Note que, quando fizermos o
parametro ¢ variar estaremos com pontos em cima de cada um desses 2 segmentos de
retas. Chamaremos esses pontos de BI,B%;

- Trace o segmento de reta B} B);

- Observe que, quando variamos ¢ obteremos pontos no segmento de reta B%Bé. Com a

2.2,

ferramenta “lugar geométrico"clique nesse ponto e a curva de Bézier sera tracada; outro
modo € clicar com o botdo direito nesse ponto, ativar a op¢ao “exibir rastro"e clicar para
iniciar o processo de ¢ variar. O caminho tracado por esse ponto ird formar a curva de
Bézier.

Curva de Bézier cubica

- Marque os pontos de controle By, By, B3 e By e trace os seguimentos de retas B1B;, ByB3

e B3By;

- Com a ferramenta “controle deslizante"defina um parametro ¢, com intervalo minimo

igual a 0 e méximo 1, incremento igual a 0.01;

38
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- Insira a equacdo dos segmentos de retas B1B;, ByB3 e B3B4. Essas equacdes serdo defini-

das em func¢do do parametro ¢ que definimos anteriormente. Note que, quando fizermos
0 parametro ¢ variar estaremos com pontos em cima de cada um desses 3 segmentos de
retas. Chamaremos esses pontos de B%,Bé, e B%;

- Trace os segmentos de retas BB} e BIB!;

- Insira a equagdo dos segmentos de retas B%Bé e BéBé. Essas equagdes serdo definidas

em funcdo do parametro ¢ que definimos anteriormente. Note que, quando fizermos o
parametro ¢ variar estaremos com pontos em cima de cada um desses 2 segmentos de
retas. Chamaremos esses pontos de B% e B2;

- Trace o segmento de reta B%Bz;

- Observe que, quando variamos ¢ obteremos pontos no segmento de reta B%B%. Com a

2.3.

ferramenta “lugar geométrico"clique nesse ponto e a curva de Bézier serd tracada; outro
modo € clicar com o botdo direito nesse ponto, ativar a op¢ao “exibir rastro"e clicar para
iniciar o processo de ¢ variar. O caminho tracado por esse ponto ird formar a curva de
Bézier.

Curva de Bézier de grau n

- Marque os pontos de controle By, Bs, ..., By;

- Trace os segmentos de retas B;B,,B2B3,...,B,_1By;

- Com a ferramenta “controle deslizante"defina um parametro ¢, com intervalo minimo

igual a 0 e méximo 1, incremento igual a 0.01;

- Insira a equacao dos segmentos de retas B|B,,B,>B3,...,B,_1B,. Essas equagdes serdo

- Trace os segmentos de retas B]B), BIB., ..., B!, _»B!

definidas em fun¢do do pardmetro ¢ que definimos anteriormente. Note que, quando
fizermos o parametro ¢ variar estaremos com pontos em cima de cada um desses n — 1

segmentos de retas. Chamaremos esses pontos de B}, B},....B! ;

n—l;

. Insira a equacdo dos segmentos de retas B'B! BIBL. ..., B!, _»Bl .. Essas equacdes serdo
102, B563; -, n—1

definidas em fun¢do do parametro ¢ que definimos anteriormente. Note que, quando
fizermos o parametro ¢ variar estaremos com pontos em cima de cada um desses n — 2
segmentos de retas. Chamaremos esses pontos de B?,B3, ...,Bﬁfz;

- Repita o processo de construcdo de segmentos de retas n — 1 vezes;

- Observe que, quando variamos ¢ obteremos pontos no ultimo segmento de reta. Com a

ferramenta “lugar geométrico"clique nesse ponto e a curva de Bézier serd tracada; outro



40

modo € clicar com o botdo direito nesse ponto, ativar a op¢ao “exibir rastro"e clicar para
iniciar o processo de ¢ variar. O caminho tracado por esse ponto ird formar a curva de
Bézier.

Exemplo 2.3.1. Vejamos a seguir o passo a passo no GeoGebra para construcdo da curva de
Bézier cibica cujos pontos de controle sio A = (0,0),B = (4,4),C=(9,4) eD = (11,—1), do
exemplo 1.3.4.

Figura 2.1 Passo 1.

R (A DO O & N =S

O .A Ponto 7
[.:‘\ Ponto em Objeto

© ‘/' Vincular / Desvincular Ponto

O X Intersecéo de Dois Objetos

O oF * Ponto Médio ou Centro

+ .Z Numero Complexo

N Otimizac&o 2
f\} Raizes ;

- @

2

Fonte: Autora, 2021.
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Figura 2.2 Passo 2.

¥ AP0 04N 2

@ O ©0 © @

@ 0 0o e <+

A :/Reta

~ " Segmento @

B =

C= /Semirreta

D= x Caminho Poligonal

o ~ Vetor

— -}’ Vetor a Partir de um Ponto
g = Segmento(B, C)

— 5

h = Segmento(C, D)

— 5.39

" Segmento com Comprimento Fixo

[

ra
-

I

Fonte: Autora, 2021.

Figura 2.3 Passo 3.

PRSI IPAN B =)

A = Intersegio(EixoX, EixoY) =N
— (0.0

B=(44)

C=1(94)

D = (11,-1)

f = Segmento(A, B)
— 5.66
g = Segmento(B, C)

— 5

o
232 Controle Deslizante @

ABC Texto B C

] Inserir Imagem
Botio
v ' Caixa para Exibir / Esconder Objetos f

a=1 Campo de Entrada

lﬁ/
0 1

=5 —4 -3 -2 -1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
D
-1

-2

Fonte: Autora, 2021.
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Figura 2.4 Passo 4.

Controle Deslizante

Nome
t
@ Namero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animac#o
| min max Incremento |
1 0 1 001

Fonte: Autora, 2021.

Figura 2.5 Passo 5.

NSNS IPANEIR

= 6
f = Segmento(A, B =N
O "®)

— 5.66 5 L]

® g = Segmento(B, C)
— 5

h = Segmento(C, D)
®

— 5.39

t=0.36 :
0

E=(1-t)A+tB

— (1.44, 1.44)
F=(1-t)B+tC
— (5.8, 4)
G=(1-t)C+tD

(9.72, 2.2)

Fonte: Autora, 2021.



Figura 2.6 Passo 6.

NP NCHSIPANEIR

® G=(1-t)C+tD

i = Segmento(E, F)
— 5.06
j = Segmento(F,G)
— 431
H={({1-t)E+tF

— (3.01, 2.36)

® | =(1-t)F+tG
— (7.21, 3.35)
k = Segmento(H, 1)
— 432
J=(1-t)H+tl
— (4.52,2.72)

rada...

PR S IPANIEY

@ G=(1+ )F Reta Perpendicular

- (9.72 _
( —*_- Reta Paralela

i = Segm
. £ >< Mediatriz

— 5.06

_é‘ Bissetriz
j = Segm
. p Reta Tangente
— 431
. & Reta Polar ou Diametral
H=(1-
@ . §
« Reta de Regresséo Linear
— (3.01
Lugar Geométrico
@ '-0-F d
— (7.21, 3.35)

k = Segmento(H, 1)
@

=N

G
t=0.36

43

-2

Fonte: Autora, 2021.

Figura 2.7 Passo 7.

5
t=0.36
5 ®
B F C
4
3 oJ
i G

2

E
1 /

A

— 432 s
J=(Q-t)H+tl :
® (-1
— (4.52,2.72)
Lugar Geométrico
+ Entrada... Selecione o ponto do lugar geométrico €, depois, o ponto sobre 0 objeto ou o controle deslizante

Fonte: Autora, 2021.
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AL DO 4N

A = Interseio(EixoX, EixoY)
- (0.0)

B = (4, 4)

C=1(94)

D = (11, -1)

f = Segmento(A, B)

— 5.66

g = Segmento(B, C)

— 5

h = Segmento(C, D)

=N

Figura 2.8 Passo 8.

8=2 %.

&

t=036
5 ®
B F C
4 8- & Py
|
3 4
G

2

1

A
- 0 1 2 3 4 5 6 T & 9 10 1 1

D
—t

Fonte: Autora, 2021.



3. ALGORITMO PARA MODELAGEM DE SAIA NO
GeoGebra

Como vimos, as curvas de Bézier tem importante papel na construcdo de desenho livre,
tendo ela grande potencial para ser utilizada em aplicacdes gréficas. Tendo em vista isso, de-
senvolvemos um algoritmo no software GeoGebra para molde-base de uma saia. A ideia inicial
surgiu ao observamos que, para que os alfaiates e costureiras possam desenvolver um molde
para suas roupas, eles utilizam alguns materias tais como fita métrica, papel kraft, lapis, borra-
cha, esquadro e régua, para desenvolver esse molde eles despendem um certo tempo e acabam
por perder alguma matéria-prima na hora do corte pela falta de precisdo, ja que isso tudo é
feito a mao. Sendo assim, ao observarmos o molde de algumas pecas de roupas, percebemos
que as curvas que 14 estavam se assemelhavam bastante as curvas de Bézier, e o que facilitava
a constru¢do dessas curvas no papel € um molde chamado curva francesa, geralmente feito de
madeira, metal ou plastico, que contém uma variedade de curvas.

Figura 3.1 Curvas francesas.

Fonte: Wikipédia, 2019.

Nos dias atuais ja existem alguns softwares de modelagem que sdo capazes de criar moldes-
bases com agilidade, porém, para um alfaite e/ou uma costureira, adquirir esses softwares se
torna invidvel, visto que os precos dos mesmo giram em torno de R$10.000,00 e a producio
feita por eles € em pequena escala. Como as curvas de Bézier sdo facilmente manipuladas
atravéz de seus pontos de controle, para desenvolver essas curvas do molde-base, para uma
saia, por exemplo, o processo de contrucdo acaba ficando mais eficiente e mais preciso do
que quando utilizamos a curva francesa. Portanto, apresentaremos um “passo a passo'para
construcdo desse molde-base de saia no software GeoGebra e, para isso, Serdo necessarios
algumas medidas que irdo variar de pessoa para pessoa. As medidas sdo da cintura, quadril e
altura do quadril, conforme figura.
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Figura 3.2 Medidas necessdrias para molde-base.

Fonte: Paulo Savala, 2013.

Para essas medidas iremos considerar como medidas-padrdo para tamanho a seguinte ta-
bela,

Figura 3.3 Tabela de tamanhos.

TAMANHOS PP P M G GG EG
NUMERAGAD 36 | 38 | 40 | 42 | 44 | 46 | 4B | 50 | 52 | 4
-l:m:ura_ :E-ﬁ FL‘I:'M:?E:EE B&:‘JI}:‘HTII}U?IDE
Quadril 88 92 96 100 | 104 | 108 { 112 | 118 | 124 [ 130
Altura do quadril 17 | 18 ' 19 . 20 1 0 |2 | B | M 2| =

Fonte: Pinterest, 2020.

Vejamos a seguir o “passo a passo"para constru¢cdo do molde-base para saia no GeoGebra.
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1) Inicialmente, defina utilizando a func@o ‘“controles deslizantes"3 controles, ‘“‘cintura",
“quadril"e ““alturaquadril"com intervalos respectivos aos da tabela de medidas adotados.
Defina também um controle deslizante “comprimentotal "para ser o comprimento da sua
saia, cujo intervalo adotado foi de 30 a 100;

2) Construa dois retangulos lado a lado cujas medidas das bases superiores e inferiores tem
medidas iguais a é—ltquadril + 0.5 e as laterais tem medidas iguais a “comprimentototal”.
Cada retangulo equivale a % da nossa saia;

@ © 0 0 O@e e o 0O 0

AL OO LN S

1=225

p:(x- 225)
1= (0, 50)

1~ (45, 50) H
m =225

ny = 17.55 :
q:x— 45

K = (4517 5,_5
r= 3245

s =225
alturaquadril =47

17 .2@
13

Figura 3.4 Passo 1 e 2.

20

15 20 25 El £ 10

Fonte: Autora, 2021.

L IEE ¢
cintura = 66
quadril =88
alturaquadril = 17
P
comprimentotal = 32 45
t=0

P

L
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3) Trace o segmento paralelo as bases, cuja distancia dele a base superior serd igual a “altu-
raquadril"e marque o ponto L de interse¢do desse segmento com 0 segmento que une 0s
dois retangulos;

4) Nas bases superiores, marque um ponto P cuja distancia ao canto esquerdo € igual
a %cintum e marque o ponto O cuja distancia, também ao canto esquerdo, € igual a
%cintum + 3. Fazer andlogo agora iniciando do canto direito do retangulo, marcando
assim os pontos Q e R;

Figura 3.5 Passo 3 ¢ 4.

PR N o a2 —
R]r A0 O 4L N 2@ Q =
O e (x-a5p 4 Y N P o D R a J @_ &
g m
@ o-(ass o) cintura = 66
-
O hox-my i © quadril = 88
hy: (x - 45) + By
O R - (255 50 alturaquadril = 17
40
O ky: (x - 22.5) :A comprimentotal = 32.45
!
O T-(2sag s t=0
p L | r—
O py-ms F 2 %
: 30
O u-(oms) ¢
(O V= (5 a5)°
2 1.
O 225
O 25 : N Q
G £ K
O pely-ai), ] z
» 5 10 1 20 25 20 35 40 45 50 85 80 65

Fonte: Autora, 2021.
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5) Trace agora o segmento cuja distancia ao topo superior € igual a metade da “alturaqua-
dril"e marque o ponto 7' de interse¢do desse segmento com o segmento que une os dois
retangulos.

Figura 3.6 Passo 5.

()

AL OO LN =S o) =

= . N —
OAETIN SEEREAENAEY . @Oecw s
S ° ° ° ° =
Q = (285, 50 i cintura = 66
H 45 quadril = 88
hy: (- 45 + by
R~ (255 50 alturaquadril = 17
o N i T Iy
Kyt (- 2250 (; comprimentotal = 32.45
22 i t=0
T = (225,415 1
i iy r e
iy-45 °* T, e
: 30
U= (0415 *
V = (45, 415)°
25 ﬁ
j, =225
Lozs L Q
. G £ K
ot o+ (y - 41%) | T
» H 10 15 ES E E s o s ES S S s

Fonte: Autora, 2021.
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6) Trace agora a curva de Bézier cujos pontos de controle sdo O,T e L e trace a curva de
Bézier cujos pontos de controle sdo R, T e L;

Figura 3.7 Passo 6.
BRI = ol sIPAN EIE o =

- . " —
=N & P 0 0 R Q J DD AC 1 =
@ -25 - 2 ® s m
cintura = 66
O e ly-a1%) @
45 quadril = 88
O w=(21,415)
. alturaguadril = 17
H N 1
O wx-wr+i N iy T I,
comprimentotal = 32.45
O z-(2 a5
t=0 - t=0
A | | [ . S ——
® 404
f 9
O ay-ws ¢ N
Q@ .. x=(1-t)2
Cy=(-t)s
y=(1-t) N L
@ ., r-0
y=(1—t)g
: 20
O wwsly-soF Q
G E K
~ 4 [ s
« » H 10 s B E E E o 5 Y E S s

Fonte: Autora, 2021.
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7) No segmento da lateral esquerda marque o ponto A; cuja distadncia ao vértice superior
esquerdo vale 1 e trace o segmento que passa por A; e por O. No segmento da lateral
direita marque o ponto C; cuja distancia ao vértice superior esquerdo vale 1,5 e trace o
segmento que passa por C; e por R.

Figura 3.8 Passo 7.

A '.I L] a=2 —
. =) ) A C(% I ¢
= i P o D R a N J . L
ay -~ 1758 - o N d |
.____,————T‘—g—* u o —'—“‘h—_‘___' C,
s cinura = 66
)
x=(1-t)"2 @&
o ( ) ]
y=(1-ttc e quadril = 88
x=(1-t"1
: aturaquadril = 17
y=(1-gtt T " .q_
. o Iy T 1
2 B
X (y - 50F comprimentotal = 32.45
A (0 49) F c t=0
. K e F .
B, =(051) *
f, 9
m, - 1953 ° 2
s (x-45) +
] L.
C, — (45, 485)
n, — 19.56
2 Q
o o+ (y - 505 G E K
B | s

¥ 5 1 15 20 5 30 35 0 45 50 55 & 85

Fonte: Autora, 2021
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— Lei
8) Marque no segmento A1 O o ponto D cujadistanciaaAj é %mm e a partir de D marque

%cintura

o ponto Fj cuja distdncia ¢ —3—. Trace o segmento perpendicular a A0 passando
por D; e trace o segmento perpendicular a A;O passando por Fj. Marque os pontos
de intersecdo desses segmentos perpendiculares com o segmento cuja distancia a base
superior € metade da “alturaquadril”, o qual chamaremos de H; e K.

Figura 3.9 Passo 8.

A 1 ™ @ /i * a=2 f—
N Ry ® AN <2 D =t
@  H - (8644 — ) -
=n 3 P o0 D0 R a J @ ~ o 1 @
D E n,
L —
O hx- 86y o —‘—‘w——_\__“c‘
cintura = 66
O = (8714, 205 o
N quadri = 88
() J, = (853 433
alturaquadril = 17
: - ‘
ot ] T . P
O e xo1277)F “©
comprimentotal = 32.45
O L = (1287, 3¢%)
t=0
. s
(O M, = (1286 435 5 e i ®
f 9
@ b oo
30
@ i-csu
®
O kofx-sm)p 2
O N = (748, 4
20 @\
O 0,-(8984 - £ K
- ] s
» 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 80 85

Fonte: Autora, 2021.
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9) Marque J; no segmento D1 H| cuja distancia a H; vale 2 e marque M| no segmento F; K

cuja distancia a K vale 2. Marque os pontos Nj e O no segmento A O cujas distancias a
Dq vale 0.75. Analogamente, marque os pontos P e Q1 no segmento A O cujas distancias
a F1 vale 0.75. Trace os segmentos os segmentos N1J1, O1J1, PLM| e Q1 M.

AL OO LN 2

1= .14

K (x- B23F = (
N, = (7.48, 4032
0, - (8.98, 405

py (x - 12.35)°

P

Q, (151‘4_‘5.‘.

|~ (116, 40,50

Figura 3.10 Passo 9.

20

el

E

o

s

20 25 30 £

Fonte: Autora, 2021.

5
We ~ & =

cintura = 68

w P
[

:_<§

quadril = 88

alturaquaaril = 17

[ S S— .

comprimentotal = 32.45

t=0

@

9
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— Lo
10) Marque no segmento C1R o ponto R; cuja distancia a C; vale %mm. Trace o segmento

perpendicular a C; R passando por R| e marque o ponto de interseciio desse segmento com
o segmento cuja distincia a base superior € metade da “alturaquadril”, o qual chamaremos
de S1. No segmento C;R marque os pontos U e T; cuja distAncia a R éigual a 1,5. Trace
os segmentos U1 S e T15;.

Figura 3.11 Passo 10.

A . Ik —
AP0 L N P hD) Q =
O wesc15 o . [i] A % B =g
=) i NDo)_BEQ P 0 D R o o’ i e
O : u 0
S, — (36,19, 4%
N ( ) cintura = 66
@ s -ves ks quadril = 88
- A A
O -y alturaquadril = 17
j I |
: 40 1 1
@ T (327400
comprimentotal = 32 45
:  —_—e
@ v, - (3528 aF
35 =0
X P
@ -7 e i
U 9
® .-
O g 1548
25 L.
O &1
I
O h-1s
20 Q
+ G 3 K
I s
» 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 80 85

Fonte: Autora, 2021.
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Figura 3.12 Molde base para uma saia.

o &

® L @

Fonte: Autora, 2021.

Com isso, finalizamos a construcao para saia e, ao final de todo processo teremos o molde-
base para saia a seguir,

Observe que o algoritmo construido no GeoGebra nos permite gerar moldes-base para qual-
quer tamanho de saia, visto que, com a ferramenta “controle deslizante", podemos definir o
tamanho da cintura, do quadril e da altura do quadril.



4. SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo iremos descrever uma sequéncia didatica para o ensino das curvas de Bézier
com enfoque no 3° ano do ensino médio. As aulas foram pensadas para serem aplicadas em
dois dias, sendo cada dia com duas aulas de 50 minutos cada, com duragdo total da atividade
de 200 minutos. Serd necessdrio para aplicacao dessas aulas um laboratério de informatica.

O objetivo dessa atividade € fazer com que o aluno conhega o GeoGebra e as possibilidades
de construc¢do que ele apresenta, com isso, o aluno ird rever a no¢do de alguns elementos da
geometria plana e analitica, tais como ponto, segmento de reta, a no¢do geométrica de reta
tangente a curva, e rever algumas definicdes de matrizes, funcdo polinomial, etc.

No decorrer da aula o aluno deveré utilizar o GeoGebra com o intuito de construir a curva
desejada dados os pontos de controle pelo algoritmo de Casteljau e, também, ultilizar o polino-
mio de Bernstein para encontrar a equagdo paramétrica da curva. Ao final, o discente devera
inserir a equacao encontrada e dai verificar que, de fato, as curvas obtidas pelos dois métodos
sd0 as mesmas.

Para que o aluno consiga efetuar a atividade serd necessério que o professor explane anteri-
ormente alguns conceitos, o contexto histérico e a motivacdo para a época que impulsionaram
os estudos dessas curvas, a partir dai, poderd defini-las através do algoritmo de Casteljau e
escrevé-las em fungdo do polindmio de Bernstein e, entdo, mostrar algumas propriedades das
curvas.

Vejamos a seguir a sequéncia didética sugerida.
1) Tema: Curvas de Bézier.

2) Objetivo: O objetivo dessa atividade é fazer com que o discente conheca as curvas de
Bézier, com isso ird rever alguns conceitos de geometria analitica, andlise combinatdria,
fung¢des polinomiais, matrizes, etc.

3) Contetidos: Curvas parametrizadas, algoritmo de Casteljau e polindmios de Bernstein.

4) Habilidades BNCC: EM13MAT301, EM13MAT302 EM13MAT401, EM13MAT402,
EM13MAT406, EM13MAT501 e EM13MATS502.

5) Tempo de duracao: 4 aulas, sendo cada aula SOmin.
6) Material necessario: Computadores, lapis, régua, papel.

7) Detalhamento das aulas:

Dia 1: duas aulas

e Organizacio da turma: A turma serd organizada em duplas por computador.

e Introducao: No inicio da aula serd apresentado o tema bem como o que motivou o inicio
do estudo sobre o mesmo.
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Desenvolvimento: O professor deve definir as curvas de grau 1, 2 e 3 através do algo-
ritmo de Casteljau, dar alguns exemplos e fazer a constru¢do das curvas com o auxilio
do GeoGebra. Logo apds o professor pode mostrar a recoréncia definida a partir do
algoritmo e que essa construgdo pode ser generalizada.

Conclusao: Sera passado aos discentes um exercicio a fim deles praticarem os conceitos
vistos em aula.

Avaliacdo: A avaliacdo se dard através da iteracdo dos alunos ao longo da aula.

Exercicios

Dados os pontos de controle A = (0,2),B = (%,O) e C = (1,2), seguindo os passos a
seguir, construa a curva de Bézier no GeoGebra. Note que, como temos trés pontos de
controle, a curva procurada € uma curva de Bézier quadrética.

- Marque os pontos de controle A = (0, 2),8(%, 0)eC(1,2);

- Construa o segmento de reta que os une utilizando a ferramento disponibilizada no Geo-

Gebra;

- Com a ferramenta “controle deslizante", defina um parametro ¢ e o faga variar de 0 a 1;

- Insira a equacdo dos segmentos de retas AB e BC em funcdo do parAmetro ¢ definido

anteriormente;

- Deslize t e pare em um determinado valor, fazendo assim gerar dois pontos nesses seg-

mentos de retas €, nesses pontos, trace um segmento de reta;

- Insira a equacao desse dltimo segmento de reta em fun¢ao do pardmetro ¢, gerando assim,

um ponto sobre esse segmento;

- Clique nesse ponto com o botdo direito e ative a funcao “exibir rastro";

- Clique em iniciar para ¢ percorer o intervalo de 0 a 1; o rastro deixado pelo ponto serd a

curva de Bézier.

Solucado:

A curva obtida utilizando o método de Casteljau no GeoGebra é:
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g = Segmento(B, C)
@

Figura 4.1 Curva de Bézier quadratica.

O a-(2 7
t=0.44
1 2.5
o - (20)
— (0.5, 0)
C—(L2)

f = Segmento(A, B)

— 2.06

— 2.06
. t=0.44
0 ® NG
® D=(1-t)A+tB :
+ (0.22,1.12) =L.6 1.5 2 25
® E=(1-t)B+tC
=05
— (0.72, 0.88)
h = Segmento(D. E}
O -1
— 0.55
F=(1-1)D+tE
@
— (0.44,1.01) 15

Fonte: Autora, 2021.

Dia 2: duas aulas

Organizacao da turma: A turma serd organizada em duplas por computador.

Introducao: No inicio dessa aula o professor pode falar que as curvas podem ser repre-
sentadas por uma expressao polinomial e por uma forma matricial.

Desenvolvimento: O professor deve definir os polindmios de Bernstein, logo apds ex-
pressar as curvas de Bézier de grau 1, 2 e 3 através desse polindmio e fazer alguns exem-
plos. Em seguida mostrar a forma matricial.

Conclusao: Serd passado aos discentes trés exercicios a fim deles praticarem os concei-
tos vistos em aula.

Avaliacdo: A avaliagdo se dard através da iteragao dos alunos ao longo da aula.

Exercicios
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2) Ultilizando a definicao das curvas de Bézier dada pelo polindmio de Bernstein, determine
a equacdo paramétrica da curva cujos pontos de controle sdo A = (0,2), B(%, 0)eC(1,2),
e, em seguida, insira a equagdo no GeoGebra.

Solugao:

A equacgdo paramétrica obtida utilizando a defini¢do de Bézier pelo polindmio de Bern-
tein é B(t) = (t,2 — 4t 4 4¢2). Inserindo essa equagio no GeoGebra obteremos:

Figura 4.2 Curva de Bézier quadratica.

O A=(02)
1

o =-(9

— (05, 0)

C=(12)

t=0.1

0 ®

a = Curva(t_.274tf4t2_.t“0‘1)
O x=1 0< -1

= y=2-4tea [USES
+

M

25

'O

05

m

—

=01

-0.5 0 05

Fonte: Autora, 2021.

3) Escreva a forma matricial da curva de Bézier cujos pontos de controle sdo A = (0,2), B( % ,0)
e C(1,2) e em seguida determine sua equago.

Solugdo:

A forma matricial da curva de

Bézier é:

2 1 1
2 2 t
0 1 12

4) Verique, com o auxilio do GeoGebra, que as curvas obtidas pelos métodos de Casteljau
e pelo polindmio de Bernstein s@o, de fato, as mesmas curvas.

Solugdo:

A seguir as curvas, as curvas SObI‘ﬂpOStﬂSi



Figura 4.3 Curva de Bézier quadratica.

g = Segmento(B, C) =N t=058
— 2.06 il ®

t=0.58
0 ® T® n .

)

D=(1l-t)A+tB

— (0.29, 0.84) =

E=(1-t)B+tC

— (0.79, 1.16)

h = Segmento(D, E)
— 0.50
F=(1-t)D+tE

— (058, 1.03)

a = Curvat,2—4t=412,1,0,1) ° 05 0 05 1 1l 2 2ls

Xx=t

- =2—x!ft+4t2}o"—:tSl

Fonte: Autora, 2021.

Pode-se enfatizar ao final do processo de contru¢@o que, de fato, as dltimas retas obtidas
sdo retas tangentes a curva de Bézier obtida. Uma sugestdo é encontrar a equacado de
duas dessas retas e fazer a intersecdo com a curva e, assim, verificar que de fato ela sdo
tangentes;



CONCLUSAO

O intuito desse trabalho € apresentar as curvas de Bézier de um modo analitico e também
geométrico, através do software GeoGebra. Com isso, o aluno podera aprender e revisar alguns
conceitos como de curvas paramétricas, fungdes polinomais, matrizes, etc.

Conforme a BNCC, o ensino de matematica no ensino médio visa a constru¢do de uma
matematica voltada para a realidade. Tendo em vista isso, uma possibilidade para estudo e
desenvolvimento posterior desse tema €, através da contrucdo das curvas no GeoGebra, gerar
moldes de outras pecas de roupas, molde de camisas, por exemplo, com o intuito de minimizar
o tempo gasto pelas costureiras, seguindo a aplicagdo feita no capitulo 3. Vale ressaltar que esse
estudo e aplicag@o ainda ndo foi feito, tendo possibilidade de ser desenvolvido posteriormente
com alunos que tenham alguma aptidao em programacio. A habilidade adquirida pelo discente
neste quisito ¢ a EM13MAT406, voltada para conceitos basicos de liguagem de programacao.

Além disso, com o estudo das curvas de Bézier o discente desenvolve, através das interagdes
entre os demais colegas e o professor, o raciocinio. Um exemplo disso se da na identificagdo
dos padrdes, da conjectura e da generalizacdo do algoritmo de Casteljau e construgdo através
dos polindmios de Bernstein, por meio da elaboracdo da argumentagdo do raciocinio utilizado.

Com o ensino dos polindmios de Bernstein, a competéncia especifica 3 de “Matematica e
suas tecnologias"é desenvolvida, cujas habilidades adquiridas pelos discentes sao EM13MAT401,
EMI13MAT402, EM13MAT501 e EM13MATS02, visto que eles conseguirdo converter as re-
presentagdes algébricas dadas pelos polindmios no plano cartesiano com o auxilio do GeoGe-
bra e conseguirdo relacionar as coordenadas dos pontos de controle com o plano cartesiano.

E notério também, que sdo desenvolvidos no discente ao longo do processo de aprendiza-
gem do tema algumas outras competéncias estabelecidas na BNCC, tais como comunicacio e
argumentacgdo, para que além de expressar matematicamente ele consiga expressar através de
palavras o seu raciocinio.

Enfim, fica claro a importéancia de ser estimulado nos discentes o estudo sobre o tema ja que
eles irdo desenvolver e ampliar as suas habilidades e articular os conhecimentos mateméticos
de modo a favorecer o desenvolvimento do raciocinio.
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APENDICE

Algumas construcoes no GeoGebra

1) Construcdo de um segmento que varia em um intervalo;

Com a funcdo “Reta” trace uma reta marcando assim os pontos A e B.

Figura 4.4 Passo 1.

. < _ —
R[> 00 4N 2 e Q=
® +ilum <::| 5 -
© B- .” Segmento p

.| «" Segmento com Comprimento Fixo
@ fole Py
— /Sem\rrew
—bea 7
e t= :\ Caminho Poligonal
~ Vetor 4
A B
c:l " Py &
O «» Vetor a Partir de um Ponto 7 @ g
— (x-3 4 (y-52=566
4
O Intersegdo(c, f)
— C = (062 5) 4
O — Dbp=(s385 : 2 ~
o £ Segmento(A, D) : 1
— 2.38 =} 1
. 0 1 2 3 4 5 5 7 e 9 10 11 12 13 14 15 16 17 12
-1

Fonte: Autora, 2021.
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Com a fungao “Controle deslizante” defina um parametro ¢t em que o tamanho do seu
segmento deve variar.

Figura 4.5 Passo 2.

X000 4L N2 e

=A

A=(35)
B = (12 5)

f: Reta(A,B)

—~y=5

t=2.38 H
0 e B
¢ : Circulo(A, t)

— (x-3)+ (y-5)? =566
Intersegdo(c, f)

— C=(0.625)

— D= (538 5)

g = Segmento(A, D)

— 2.38

Entrada...

Com a funcdo “Circulo: centro e raio” trace o circulo de centro em A e raio z.

232 Controle Deslizante

ABC Texto t=238
Inserir Imagem

Botao

/2 Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

6

o (o (s

0 1 2 3 4 5 6 7 2 9 10 1

Fonte: Autora, 2021.

Figura 4.6 Passo 3.

> A D(EO 4L N = @

A=(35)

B = (12 5)
f : Reta(A, B) ‘:i/'_:" Compasso
— y=5

t=238

0 —

P Semicirculo

.l) Arco Circular
c: Circulo(A, t)

— (x-32+(y-5
¢ ) -5 [] Setor Circular

Intersegdo(c, f)

Setor Circuncircular

— C=(0625)
— D =(5.38,5)

g = Segmento(A, D)
— 2.38

Entrada...

@ Circulo dados Centro e Um de seys Pontos 1
@ Circulo: Centro & Raio @ o

O Circulo definido por Trés Pantos

‘/:) Arco Circuncircular

t=238

L &S

@

=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Autora, 2021.
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®@ 0 0 «

o @ @

@ O 0 +

@ © ©

XL > e oL N e

Com a funcgio “Intersecao de dois objetos”” marque a intersecdo entre a reta e o circulo.

.A Ponto :N

E‘\ Ponto em Objeto

‘," Vincular / Desvincular Ponto

X Intersecéo de Dois Objetos @

.
.

.Z Numero Complexo

* Ponto Médio ou Centro

®

N Otimizacdo

N Raizes . f

Figura 4.7 Passo 4.

t=238

IC'&l

ntersegao(c, f)

— C=1(0625)

— D =(538,5)

g = Segmento(A, D)

— 2.38

Ent

Fonte: Autora, 2021.

2

Com a fung¢do “Segmento” trace o segmento com pontos de extremidades A e em um dos
pontos de interse¢@o encontrados no passo anterior.

Figura 4.8 Passo 5.

v _ —
o] @O 4N e S5 Q=
A :/Reta 11 2
B - " Segmento @ . t=238
£:1 « " Segmento com Comprit¥ento Fixo
9
—_ /Sem\rrela
t=] < ¢
.& Caminho Poligonal
o Vetor r
crla”
«» Vetor a Partir de um Ponto 6
— (-3 + (y- 57 =566 ; B
Intersegdo(c, f)
— C =(0.62, 5) i
— D =(538,5) 3 L
g = Segmento(A, D) 2 @,
— 238 ! Q
Entrada... -
'E ¥ & 3 2 1 9 1 z 3 5 5 0 Ef 12 i
Fonte: Autora, 2021.
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Por fim, desative o que vocé nao deseja que apareca na figura.

XL D@0 LN

=N

A=(35)
B= (12 5)
f : Reta(A, B)

— y=5

t=3.31 :
> ®
c: ulo(A, 1) :
— (x-32+ (y-5)— 1096
Intersecdof(c, f)

— C=(-0315)

— D =(631,5)

g = Segmento(A, D)

Figura 4.9 Passo 6.

— 331

Entrada...

Fonte: Autora, 2021.

2) Construcdo de uma reta perpendicular a um segmento dado;

e

Com a funcgdo “Reta perpendicular” clique no segmento dado.

Figura 4.10 Reta perpendicular.

> ~>eo o4 N =

e Reta(p)r Reta Perpendicular @

-y = £ ~*_ Rela Paralela

N 7

t=453 < Mediatriz

0 — 5
4 Bissetriz

c: Circul r@, Reta Tangente 5

— (x-3\
(-3 'Q Reta Polar ou Diametral 4

Intersegac ;’-. Reta de Regresséo Linear

- C= b

é\ Lugar Geométrico
— D =(753,5) . 2
g = Segmento(A, D) i

— 453

h : Perpendicular(A, g)
—- x=3

Entrada... P

Fonte: Autora, 2021.
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3) Construcdo de uma reta paralela a uma reta dado;

C &

@

@

@ O O

4)

Com a fungdo “Reta paralela” clique no segmento dado e mova a reta para onde desejar.

X AP0 LN =@

0

Intersegac [‘ Bissetriz
- C=| ,
/O Reta Tangente

— D=\
. Q Reta Polar ou Diametral
g = Segr }"-' Reta de Regresséo Linear

453 _
3’5\ Lugar Geométrico
h : Perpendicular(A, g)

— x=3
E — (4.56, 2.03)
i: Reta(E, g)

— y =203

Construcao de uma curva através de sua equacao paramétrica;

,', Reta Perpendicular
¢ : Circul -+ Reta Paralela ¢
= -3 / Mediatriz

6

5

4

Figura 4.11 Reta paralela.

o 1l

Fonte: Autora, 2021.

Em “Entrada” digite “curva” e selecione a op¢do para curva com imagem em R?. Em
seguida em “Expressao” digite a primeira e a segunda coordenada da sua funcao paramé-
trica; em “varidvel” escreva a varidvel da sua funcdo (neste exemplo usamos a varidvel
t); em “valor inicial” e “valor final” digite o intervalo em que a sua varidvel ira pertencer
(neste exemplo a varidvel ird pertencer ao intervalo [0, 1].



Figura 4.12 Passo 1.

A 4 . e
+ curval : T
Curva( <Expresséo>, <Expresséo=, <Variavel 1>, <Valor Inicial>, <Valor Final> ) @
Curva( <Expresséo=, <Expresséo=, <Expressio=, <Variavel= <Valor Inicial=, <Valor Final= )
Curvalmplicita( <Lista de Pontos= )

Curvalmplicita( <f(x, y)» )

Curvatura( <Ponto=, <Objeto= )

12
:
08
06
L.
04
a
02
a
e e o4 | mE 08 ¥ 12 4 16 18 22 24 26 28 3 32 []T)
a8
Fonte: Autora, 2021.
Figura 4.13 Passo 2.
&]a L2004 = o
a:Curva(t,274t,4l27l:0>1) EN D_ A ‘\ . :_(é
(@] _ i\
- x;;_4t;4g}oit£l
18
+ | Entrada.
5
14
12
:
08
06
L.
04
Q
02
Q
ns
202 o o2  oa o6 o8 1 2 14 18 18 22 | ala 25 | 28 s w2 s

Fonte: Autora, 2021.
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Lista das habilidades da BNCC adquiridas

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemética e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas, usando técnicas algébri-
cas e graficas, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as fun¢des polinomiais
em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais.

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 1° grau
para representagdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o com-
portamento € proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria
dinamica.

(EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau
para representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma va-
ridvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

(EM13MAT406) Utilizar os conceitos basicos de uma linguagem de programacio na im-
plementacdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MATS501) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expres-
sar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo € de funcao
polinomial de 1° grau.

(EM13MATS502) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representa-
los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expres-
sar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo € de funcao

polinomial de 2° grau do tipo y = ax?.
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Lista de Exercicios

Disciplina:

Professor:

Aluno(a):

1)

Dados os pontos de controle A = (0,2),3(%,0) e C(1,2), seguindo os passos a seguir,
construa a curva de Bézier no GeoGebra. Note que, como temos trés pontos de controle,
a curva procurada é uma curva de Bézier quadrética.

- Marque os pontos de controle A = (0, 2),3(%, 0)eC(1,2);

- Construa o segmento de reta que os une utilizando a ferramento disponibilizada no geo-

gebra;

- Com a ferramenta ‘““controle delizante", defina um parametro ¢ e o faga variar de 0 a 1;

- Insira a equacdo dos segmentos de retas AB e BC em funcdo do parAmetro ¢ definido

anteriormente;

- Deslize t e pare em um determinado valor, fazendo assim gerar dois pontos nesses seg-

mentos de retas e, nesses pontos, trace um segmento de reta;

- Insira a equacao desse ultimo segmento de reta em fun¢do do parametro ¢, gerando assim,

um ponto sobre esse segmento;

- Clique nesse ponto com o botdo direito e ative a funcdo “exibir rastro";

- Clique em iniciar para ¢ percorer o intervalo de 0 a 1; o rastro deixado pelo ponto serd a

2)

3)

4)

curva de Bézier.

Ultilizando a defini¢@o das curvas de Bézier dada pelo polindmio de Bernstein, determine
a equagdo paramétrica da curva cujos pontos de controle sdo A = (0,2), B(%, 0)eC(1,2),
e, em seguida, insira a equagdo no GeoGebra.

Escreva a forma matricial da curva de Bézier cujos pontos de controle sio A = (0,2), B( % ,0)
e C(1,2) e em seguida determine sua equago.

Verique, com o auxilio do GeoGebra, que as curvas obtidas pelos métodos de Casteljau
e pelo polindmio de Bernstein sdo, de fato, as mesmas curvas.
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