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RESUMO

Na primeira metade deste trabalho realizamos, inicialmente, uma revisão de litera-

tura acerca do modelo padrão estendido, focando no setor mı́nimo da eletrodinâmica

quântica estendida, apresentando as correções radiativas para um loop aos propaga-

dores do fóton, do férmion e para o vértice, considerando os coeficientes de violação

CPT par cµν , dµν , Hµν e (kF )µνλρ. Apresentamos também uma extensão do teorema

de Furry para o modelo, e por fim, realizamos a indução radiativa da ação de Euler-

Heisenberg com violação de simetria de Lorentz, em uma aproximação de campo

fraco, através de um método perturbativo em que o coeficiente cµν é tratado como

uma inserção no propagador do férmion, além de dar origem a um novo vértice, e

também através de um método não perturbativo. Já na segunda metade do traba-

lho, apresentamos uma extensão à eletrodinâmica quântica usual conhecida como

extensão de Hořava-Lifshitz, que é caracterizada por uma anisotropia de escala en-

tre as coordenadas espaciais e temporal. Estudamos a eletrodinâmica quântica de

Lifshitz com o expoente cŕıtico dinâmico z = 3 e calculamos as correções radiativas

para os propagadores do férmion e do fóton, além de discutirmos a renormalização

da teoria. Discutimos também o teorema de Furry para a presente modelo e por fim

apresentamos um cálculo preliminar à indução da ação de Euler-Heisenberg neste

contexto.

Palavras-chave: Correções radiativas; Eletrodinâmica quântica; Ação de Euler-

Heisenberg; Violação de Lorentz; e Extensões de Hořava-Lifshitz.



ABSTRACT

In the first half of this work we perform, initially, a literature review about the

standard model extension, focusing in the minimal sector of the quantum electrody-

namics extension, presenting the one-loop radiative corrections to the photon and

férmion propagators, and for the vertex, considering the CPT-even violation coeffi-

cients cµν , dµν , Hµν and (kF )µνλρ. We also show an extension of the Furry’s theorem

for such model, and lastly, we study the radiative generation of the Lorentz-violating

Euler-Heisenberg action, in the weak field approximation, through a perturbative

approach in which the coefficient cµν is treated as an insertion in the fermion pro-

pagator and gives rise a new vertex, and also through a nonperturbative approach.

In the second half of the work, we present an extension of the usual quantum elec-

trodynamics known as Hořava-Lifshitz extension, which is characterized by an scale

anisotropy between the space and time. We study Lifshitz quantum electrodynamics

with critical dynamical exponent z = 3 and we calculate the radiative corrections

to the photon and fermion propagators, beyond discuss the renormalization of the

theory. We discuss the Furry’s theorem for the present model and lastly we pre-

sent a preliminar calculation for the induction of the Euler-Heisenberg action in this

context.

Keywords: Radiative corrections. Euler-Heisenberg effective action. Lifshitz elec-

trodynamics.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O conceito de simetria é uma das ferramentas mais poderosas no estudo da

f́ısica teórica, uma vez que tornou-se evidente que praticamente todas as leis da

natureza estão relacionadas às simetrias. Muito antes de um estudo formal acerca

da ideia de simetria, esta já encontrava-se presente, implicitamente, na matemática,

nas artes, na arquitetura, etc. Na matemática, a generalização da ideia geométrica

de simetria culminou no desenvolvimento da teoria de grupos. Na f́ısica, o conceito

de simetria encontra-se manifesto explicitamente no teorema de Noether, que afirma,

de maneira simplificada, que a cada simetria cont́ınua está associada uma quantidade

conservada.

Contudo, só em meados da década de 70, modelos f́ısicos que incorporavam

violação de simetrias passaram a ser efetivamente estudados. Na f́ısica de altas ener-

gias, o trabalho seminal de P. Higgs [1] apresenta o processo de quebra espontânea

de simetria, em que um campo escalar adquire um valor esperado no vácuo não

nulo, provendo massa para as part́ıculas do modelo padrão. Na f́ısica da matéria
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condensada, os estudos de P.W. Anderson e Landau [2, 3] mostraram que a violação

de simetria é essencial para a compreensão de fenômenos, tais como a supercondu-

tividade e cristais ĺıquidos.

O Modelo Padrão (MP), que descreve três das quatro interações fundamen-

tais, a saber, as interações eletromagnética, fraca e forte, em sua versão mı́nima, é

dotado da simetria SU(3)×SU(2)×U(1). Apesar de ser fenomenologicamente bem

sucedido, o MP deixa algumas questões em aberto, tais como o problema da hierar-

quia ou a falta de uma descrição quântica para a gravitação. Portanto, acredita-se

que o MP seja o limite de baixas energias de uma teoria mais fundamental, teoria

esta que unificaria o MP e a interação gravitacional, fornecendo assim, um modelo

de gravitação quântica.

A escala natural para uma teoria fundamental que incorpora a gravidade

é governada pela massa de Planck Mplanck ≈ 1019GeV , que é cerca de dezessete

ordens de magnitude maior que a escala eletrofracamW associada ao MP. Isto sugere

que, sinais experimentais observáveis emergindo a partir de uma teoria fundamental

espera-se que sejam suprimidos por alguma potência de r ≈ mW/MP lanck ≈ 10−17.

Uma das teorias fundamentais mais promissoras ao fornecimento de uma

descrição quântica da gravitação é a teoria de cordas. Contudo, devido à impossi-

bilidade de uma verificação experimental direta da teoria, dois modelos propostos a

fim de estudar efeitos mensuráveis de baixas energias serão aqui abordados.

O primeiro modelo, hoje conhecido como Modelo Padrão Estendido (MPE),

foi inicialmente vislumbrado em 1989 através do trabalho de Kostelecky e Samuel

[4], em que foi visto que interações em teorias de cordas poderiam levar a quebra

espontânea de simetria de Lorentz. Estudos posteriores mostraram que teorias não

Instituto de F́ısica - UFAL



6

comutativas e modelos de brana também levavam à quebra da invariância de Lorentz.

Em 1997 e 1998 dois trabalhos publicados por Kostelecký e Colladay [5, 6] finalmente

deram origem ao setor mı́nimo do MPE em espaços-tempo planos, e em 2004 [7] foi

publicada a extensão para espaços-tempo curvos. O MPE consiste, basicamente, de

uma extensão do MP que inclui em sua lagrangiana todos os posśıveis termos que

violam as simetrias de Lorentz e CPT.

O segundo modelo, proposto em 2009 por P. Hořava [8], enxerga a teoria de

cordas não como uma teoria única do universo, mas sim como uma extensão lógica e

completa da teoria quântica de campos, e assim, o modelo proposto permite estudar

efeitos quânticos gravitacionais em (3 + 1)-dimensões de maneira autocontida. A

proposta do Hořava baseia-se em uma anisotropia entre espaço e tempo, comum

em sistemas de matéria condensada. Essa anisotropia causa, por conseguinte, uma

violação na invariância de Lorentz. O grande interesse neste modelo reside no fato

de que a gravidade em (3+1)-dimensões passa a ser renormalizável por contagem de

potência. A extensão de Hořava-Lifshitz para a eletrodinâmica quântica ainda tem

sido pouco estudada na literatura, contudo, tal modelo é promissor no estudo de

violação de simetria de Lorentz devido à melhora no comportamento UV da teoria

devido a anisotropia nela inclusa.

Assim, nesta tese temos como objetivo estudar duas extensões da eletro-

dinâmica quântica que incluem violação da invariância de Lorentz, a saber, a ele-

trodinâmica quântica estendida e a generalização da eletrodinâmica quântica de

Hořava-Lifshitz, e em cada uma destas extensões calcular as correções radiativas

para as funções de dois, três e quatro pontos. Nas funções de dois e três pontos, ire-

mos apresentar uma discussão acerca da renormalizabilidade de cada modelo. Com

Instituto de F́ısica - UFAL
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relação às funções de quatro pontos, iremos calcular a ação não linear de Euler-

Heisenberg.

O caṕıtulo seguinte tratará de apresentar a eletrodinâmica quântica esten-

dida, ou seja, com violação de simetria de Lorentz, assim como suas motivações e

posśıveis ind́ıcios experimentais e observacionais. Em seguida calculamos as correções

radiativas para os propagadores, focando nas contribuições dos coeficientes CPT par

do modelo. Discutimos também as identidades de Ward, o teorema de Furry e fi-

nalmente a renormalização do modelo.

No caṕıtulo 3, calcularemos a indução da ação efetiva de Euler-Heisenberg

através de um método perturbativo no coeficiente cµν do setor fermiônico da eletro-

dinâmica estendida [9]. Para tal, levaremos em conta todas as contribuições lineares

do coeficiente cµν , em um laço (loop) de férmions com quatro pernas externas de

fótons. Este cálculo nos permite discutir as implicações da imposição do limite coli-

near na amplitude de espalhamento, que a depender da maneira como são feitas as

permutações nos ı́ndices e momentos, as contribuições da ordem de 1/m2 podem ou

não ser nulas. O presente cálculo também possibilita a obtenção da ação de Euler-

Heisenberg com violação de simetria de Lorentz. Finalmente, efetuaremos o cálculos

considerando o método não perturbativo no coeficiente cµν , contudo, levaremos em

conta a invariância rotacional, tal que cµν = κuµuν , onde uµ = (1, 0, 0, 0).

Apresentaremos no caṕıtulo 4 a generalização da eletrodinâmica quântica de

Hořava-Lifshitz. Assim como no caṕıtulo 2, discutiremos as correções radiativas

para os propagadores (com expoente cŕıtico z = 3) e aspectos importantes da renor-

malização do modelo, assim como a questão da restauração da simetria de Lorentz

[10]. Estudaremos também as correções radiativas para a função de três pontos e a

Instituto de F́ısica - UFAL
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validade do teorema de Furry para o modelo.

No caṕıtulo 5, apresentaremos o cálculo das correções radiativas para a função

de quatro pontos na extensão de Hořava-Lifshitz da eletrodinâmica quântica [11].

Com este cálculo poderemos obter a ação de Euler-Heisenberg para o modelo, que é

de suma importância para o entendimento de efeitos não lineares associados à teoria,

além de permitir a computação de seções de choque para alguns espalhamentos

espećıficos.

Por fim, no caṕıtulo 6, apresentaremos nossas principais conclusões acerca

do estudo realizado e proporemos algumas perspectivas de trabalhos futuros.

Durante toda esta tese, utilizaremos as unidades naturais, ou seja, conside-

raremos ~ = c = 1, onde ~ é a constante de Planck dividida por 2π, c é a velocidade

da luz no vácuo. Além disso, a métrica adotada apresenta os seguintes elementos

diagonais (+1,−1,−1,−1).

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 2

Eletrodinâmica quântica com

violação de Lorentz

Neste caṕıtulo faremos uma revisão de literatura acerca do modelo padrão

estendido, mais especificamente sobre a eletrodinâmica quântica com violação de

simetria de Lorentz, apresentando sua origem e motivações, correções radiativas de

um loop para as funções de dois e três pontos, além de uma breve discussão acerca

da renormalizabilidade do modelo.

2.1 Introdução

Como já mencionado no caṕıtulo anterior, acredita-se que o modelo padrão

seja o limite de baixas energias de uma teoria mais fundamental. Nestas teorias o

processo de quebra espontânea de simetria, promove o surgimento natural do efeito

9



2 Introdução 10

de violação da invariância de Lorentz e CPT [4, 12]. Tal processo é análogo ao

mecanismo de Higgs, no qual um campo escalar ganha um valor esperado no vácuo

diferente de zero e gera a massa para as part́ıculas do modelo padrão. No caso de um

campo tensorial que contém ı́ndices de Lorentz, um valor esperado não nulo seleciona

uma direção preferencial no espaço-tempo, quebrando assim, espontaneamente, a

transformação de Lorentz de part́ıcula, ao passo que a transformação de Lorentz de

observador permanece inalterada. Foi baseado neste fato que Kostelecký e Colladay

[5, 6] formularam o modelo padrão estendido (MPE), isto é, com base na quebra

espontânea de simetria de Lorentz em teorias mais fundamentais, eles propuseram

uma extensão do modelo padrão que inclui em sua lagrangiana uma extensão mı́nima

de todos os posśıveis termos que violam as simetrias de Lorentz e CPT.

A quebra dinâmica da invariância de Lorentz e CPT pode ser entendida

como um efeito mensurável de baixas energias que emergem de teorias como cordas

[4, 12, 13, 14, 15] ou teorias de campo não comutativas [16, 17, 18, 19]. O trabalho

[20] foi um dos precursores no que diz respeito aos estudos acerca dos modelos que

englobam violação de simetria de Lorentz, através da constatação de que o termo

de Chern-Simons em (3 + 1) dimensões é invariante de gauge, mas não de Lorentz,

devido ao acoplamento do tensor eletromagnético dual a um quadrivetor constante.

Contudo, o MPE é atualmente uma das teorias mais bem sucedidas no que se trata

de violação da invariância de Lorentz. É importante notar que, apesar de o MPE

conter termos responsáveis pela violação de simetria de Lorentz e de CPT, a simetria

SU(3) × SU(2) × U(1) é mantida, conservando várias propriedades importantes,

assim como a renormalizabilidade da teoria [21].

Alguns trabalhos recentes dividem o MPE em dois setores principais, sendo

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Introdução 11

estes setores conhecidos como MPE mı́nimo e não mı́nimo. No primeiro temos

apenas termos renormalizáveis com operadores de dimensão (de massa) d = 3 ou

d = 4, enquanto que o MPE não mı́nimo apresenta operadores de dimensão d ≥ 5,

que faz destes termos não renormalizáveis.

Dentro do setor mı́nimo do MPE alguns trabalhos foram realizados verifi-

cando a possibilidade de ocorrência de efeitos que, possivelmente, só ocorreriam

caso houvesse de fato violação da invariância de Lorentz. Este é o caso do trabalho

[22] que aborda o efeito da divisão de fótons no vácuo, visto que, na eletrodinâmica

quântica (EDQ), um fóton propagando-se no vácuo tem amplitude zero para de-

cair em múltiplos fótons em qualquer ordem de perturbação. Este resultado é visto

no trabalho do Schwinger acerca do método do tempo-próprio e da ação efetiva de

Euler-Heisenberg [23].

A extensão não mı́nima do MPE, muito embora possua somente termos não

renormalizáveis, também vem recebendo atenção na literatura [24, 25, 26, 27]. Uma

das motivações para o estudo de operadores com dimensão d ≥ 5 reside no fato de

que, muito embora os operadores com dimensão d = 4 sejam os termos dominantes,

alguns processos astrof́ısicos relevantes impõem restrições severas (veja as tabelas

em [28]) aos coeficientes associados a estes operadores, de modo que as contribuições

oriundas de operadores com dimensão d ≥ 5 passam a ser comparáveis ou mesmo

dominantes. Uma outra fonte de motivação para o estudo desses operadores de

dimensão de massa d ≥ 5 está na descrição supersimétrica do MPE, onde apenas

termos com operadores de dimensão de massa d ≥ 5 são permitidos.

Neste trabalho nos deteremos ao estudo do setor mı́nimo da EDQ estendida,

cuja lagrangiana é dada por

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Introdução 12

L = −
1

4
FµνF

µν +
1

2

M
︷ ︸︸ ︷

(kAF )
µ ǫµνλρ

M3

︷ ︸︸ ︷

AνF λρ −
1

4
(kF )µνλρ

M4

︷ ︸︸ ︷

F µνF λρ +iψ̄ΓµDµψ − ψ̄Mψ,

(2.1)

onde Γµ = γµ + Γµ1 e M = m+M1, sendo

Γµ1 = cµνγν + dµνγ5γν + eµ + ifµγ5 +
1

2
gλνµσλν

M1 = aµγ
µ + bµγ5γ

µ +
1

2
Hµνσ

µν . (2.2)

O primeiro termo é a lagrangiana de Maxwell usual, e os outros dois termos são

os que violam a simetria de Lorentz, lembrando que Fµν = ∂µAν − ∂νAµ e que

Dµ = ∂µ + ieAµ.

A primeira das contribuições extra é o termo de Chern-Simons quadridimen-

sional, que é CPT ı́mpar e portanto viola as simetrias de Lorentz e CPT. Note que

o coeficiente (kAF )
µ tem dimensão de massa d = 1, ao passo que o operador AνF λρ

(campos e derivadas) tem dimensão de massa d = 3, visto que a lagrangiana tem

dimensão de massa d = 4. Esse termo foi bastante estudado na literatura devido

sua importância tanto em sistemas de teoria quântica de campos como em sistemas

de f́ısica da matéria condensada. Em particular, o termo de Chern-Simons ganhou

muita atenção em (2 + 1) dimensões, devido a sua relação com efeitos planares,

tais como o efeito Hall quântico e superconditividade. Em teoria quântica de cam-

pos, alguns estudos importantes foram realizados, como por exemplo, em efeitos

de dispersão [20] e em indução radiativa [29]. O segundo dos termos extra contém

um operador com dimensão de massa d = 4 e portanto o coeficiente (kF )µνλρ é

adimensional, além de ter simetria de tensor de Riemann.

No setor fermiônico, os operadores contráıdos com os coeficientes aµ, bµ, eµ,
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 13

fµ e gλνµ, violam as simetrias de Lorentz e CPT (CPT ı́mpar), enquanto que os

operadores relacionados com os coeficientes cµν , dµν e Hµν , violam apenas a simetria

de Lorentz (CPT par). Contudo, sob uma certa redefinição espinorial, os termos

relacionados com os coeficientes aµ, eµ e fµ são removidos da lagrangiana, apenas

os coeficientes c̄µν , d̄µν (totalmente simétrico), g̃λνµ (totalmente antisśımetrico), bµ

e Hµν sobrevivem. Note que os coeficientes contidos em M1 têm dimensão de massa

d = 1, enquanto que os coeficientes contidos em Γµ1 são adimensionais.

Ainda no setor fermiônico, vale a pena enfatizar que apenas os coeficientes

bµ e cµν geram correções quânticas no setor bosônico, tal que

(kAF )µ ∝ bµ (2.3)

(kF )µνλρ ∝ gµλcνρ + gνρcµλ − gµρcνλ − gνλcµρ. (2.4)

Até o presente momento, muitos limites experimentais vêm sendo atribúıdos

aos coeficientes do MPE, associados a dados experimentais envolvendo oscilação

de neutrinos [30, 31, 32], káons [33, 34], prótons e nêutrons [35, 36, 37], elétrons

[38, 39, 40, 41], múons [42, 43] e fótons [44, 45, 46, 47]. Para uma relação mais

completa, veja [28].

2.2 Correções radiativas para os propagadores e

vértices

Vamos aqui calcular as correções radiativas de um loop para os propagadores

do fóton e do férmion, atendo-nos aos coeficientes de violação CPT par, dados
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 14

por cµν , dµν , Hµν e (kF )µνλρ, uma vez que tais termos foram menos estudados na

literatura, em relação aos termos CPT ı́mpar, além da indução da ação de Euler-

Heisenberg que será realizada no caṕıtulo seguinte e da conexão entre o presente

modelo e a extensão de Hořava-Lifshitz da EDQ. Tais coeficientes podem ser vistos

como inserções nos propagadores do férmion e do fóton, além de dar origem a um

novo vértice. A lagrangiana de interesse resume-se em

L = Lf + LG, (2.5)

sendo

Lf = ψ̄(iDµΓ
µ −M ′)ψ (2.6)

LG = −
1

4
FµνF

µν −
1

4
(kF )µνλρF

µνF λρ, (2.7)

com Γµ = cµνγν + dµνγ5γν e M ′ = m + 1
2
Hµνσ

µν . A partir da lagrangiana acima

podemos extrair as regras de Feynman do modelo, que são os propagadores para o

férmion, com e sem inserção

=
i

/k −m
, (2.8a)

= iΓµkµ, (2.8b)

= −
i

2
Hµνσ

µν , (2.8c)

bem como os vértices férmion-fóton

= −ieγµ, (2.9a)

= −ieΓµ. (2.9b)
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 15

Para obter o propagador do fóton, o seguinte fixador de gauge foi usado

Lgf = −
(∂µA

µ)2

2α
, (2.10)

e assim obtemos que, para um fóton com momento pµ, o propagador e inserção no

propagador são:

µ ν = −
i

p2

(

gµν +
pµpν
p2

ξ

)

. (2.11)

µ ν = −2ipαpβ(kF )αµβν . (2.12)

Inicialmente, vamos calcular a correção radiativa dada pelos coeficientes cµν e

dµν ao propagador do fóton. Para tal, devemos considerar os gráficos apresentados na

figura (2.1). O tensor de polarização que nos dá a correção radiativa ao propagador

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.1: correções radiativas para o propagador do fóton dadas por cµν e dµν

do fóton é dado por

iΠµν
T (p) = iΠµν

a (p) + iΠµν
b (p) + iΠµν

c (p) + iΠµν
d (p), (2.13)
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 16

sendo

iΠµν
a (p) = ie2tr

∫
d4k

(2π)4
kβ[γ

µS(k − p)γνS(k)ΓβS(k)], (2.14a)

iΠµν
b (p) = ie2tr

∫
d4k

(2π)4
(k − p)β[γ

µS(k − p)ΓβS(k − p)γνS(k)], (2.14b)

iΠµν
c (p) = e2tr

∫
d4k

(2π)4
[ΓµS(k − p)γνS(k)], (2.14c)

iΠµν
d (p) = e2tr

∫
d4k

(2π)4
[γµS(k − p)ΓνS(k)], (2.14d)

onde tr representa o traço sobre as matrizes de Dirac, com S(k) = i/(/k − m). A

integral impĺıcita presente em (2.13) possui divergência quadrática superficial. Os

denominadores oriundos do propagador do férmion S(k) podem ser combinados com

o uso da parametrização de Feynman usual. Todos os deslocamentos necessários a

serem feitos nas equações (2.14) devem ser os mesmos, a fim de manter os termos

de superf́ıcie invariantes de gauge.

As equações (2.14) podem, após a parametrização de Feynman, ser reescritas

como:

iΠµν
a (p) = e2tr

∫ 1

0

dx 2(1− x)

∫
d4k

(2π)4
kβγ

µ(/q1 +m)γν(/q +m)Γβ(/q +m)

(k2 −M2)3

(2.15a)

iΠµν
b (p) = e2tr

∫ 1

0

dx 2x

∫
d4k

(2π)4
(q − p)βγ

µ(/q1 +m)Γβ(/q1 +m)γν(/q +m)

(k2 −M2)3

(2.15b)

iΠµν
c (p) = −e2tr

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4
Γµ(/q1 +m)γν(/q +m)

(k2 −M2)2
(2.15c)

iΠµν
d (p) = −e2tr

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4
γµ(/q1 +m)Γν(/q +m)

(k2 −M2)2
. (2.15d)
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 17

sendo o momento qµ e a massa M dados por:

qµ = kµ + xpµ (2.16)

M2 = m2 + p2x(x− 1), (2.17)

e qµ1 = qµ + pµ. Com o intuito de solucionar iΠµν
T (p) empregaremos regularização

dimensional extendendo a dimensão do espaço-tempo de 4 para D, de modo que

∫
d4k/(2π)4 irá em µ4−D

∫
dDk/(2π)D, sendo µ um parâmetro arbitrário que identi-

fica a escala de massa. Desta forma, obtemos o seguinte resultado

Πµν
T (p) =

4e2

3
I0 [(c

µα + cαµ)pαp
ν + (cνα + cαν)pαp

µ

−(cµν + cνµ)p2 − 2cαβp
αpβgµν

]
, (2.18)

sendo I0 = i/8π2ǫ e ǫ = 4 − D. Note que as contribuições oriundas do coeficiente

dµν são nulas.

A correção radiativa ao propagador do fóton dada pelo coeficiente Hµν emerge

a partir dos gráficos apresentados na figura (2.2), contudo, tais contribuições ren-

(a) (b)

Figura 2.2: correções radiativas para o propagador do fóton dadas por Hµν

dem um resultado nulo, e portanto o resultado apresentado em (2.18) é o resul-

tado total de todas as correções radiativas dadas pelos coeficientes CPT par ao

propagador do fóton. Note que, o resultado apresentado em (2.18) é válido para
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 18

um coeficiente cµν genérico, porém, como já fora mencionado na introdução deste

caṕıtulo, uma redefinição espinorial deixa o coeficiente cµν inteiramente simétrico.

Além disto, é posśıvel ver que, independentemente da simetria do coeficiente cµν ,

Πµν(p) é simétrico e invariante de gauge, visto que pµΠ
µν(p) = 0.

O resultado apresentado na equação (2.18), extráıdo aqui de maneira não-

perturbativa no momento externo pµ, pode também ser obtido expandindo pertur-

bativamente o propagador fermiônico, ou seja, ao utilizarmos o método da expansão

derivativa [48, 49, 50], levando em conta somente termos quadráticos no momento

externo.

Já a correção de um loop dada pelos coeficientes cµν e dµν ao propagador do

férmion, emerge a partir dos gráficos apresentados na figura (2.3), cujas amplitudes

(a) (b) (c)

Figura 2.3: correções radiativas para o propagador do férmion dadas por cµν e dµν

associadas são as seguintes

iΣ(k)a = −e2
∫

d4p

(2π)4
ΓµS(k + p)γνDµν(−p) (2.19)

iΣ(k)b = −e2
∫

d4p

(2π)4
γµS(k + p)ΓνDµν(−p) (2.20)

iΣ(k)c = −ie2
∫

d4p

(2π)4
γµS(k + p)pβΓ

βS(k + p)γνDµν(−p). (2.21)

Empregaremos aqui, assim como no caso anterior, parametrização de Feynman usual

a fim de combinar os denominadores que emergem a partir dos propagadores do
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2 Correções radiativas para os propagadores e vértices 19

férmion S(k + p) e do fóton Dµν(−p). Desta forma, obtemos

iΣa(k) = −e2
∫ 1

0

dx

∫
d4p

(2π)4
Γµ(/q1 +m)γνgµν

(p2 −M2)2
(2.22)

iΣb(k) = −e2
∫ 1

0

dx

∫
d4p

(2π)4
γµ(/q1 +m)Γνgµν

(p2 −M2)2
(2.23)

iΣc(k) = e2
∫ 1

0

dx 2(1− x)

∫
d4p

(2π)4
pβγ

µ(/q1 +m)Γβ(/q1 +m)γνgµν

(p2 −M2)3
, (2.24)

com

qµ = pµ − (1− x)kµ (2.25)

M2 = m2(1− x) + k2x(x− 1) (2.26)

Empregando novamente o uso de regularização dimensional, obtemos o seguinte

resultado:

ΣT1(k) = Σa(k) + Σb(k) + Σc(k)

= e2I0

{

kµγν
[
1

3
(3ξ − 1)(cνµ − dνµγ5)−

4

3
(cµν − dµνγ5)

]

+

−m[(4 − ξ) + 3ǫαβµνdαβσµν ]
}
. (2.27)

Para finalizar o cálculo das correções radiativas, devemos calcular mais dois

gráfico, sendo estes associados as contribuições dos coeficientes Hµν e (kF )µνλρ. De-

vemos portanto, calcular os gráficos apresentados na figura (2.4), cujas amplitudes

são:

Σa1(k) = −e2
∫

d4p

(2π)4
γµS(p+ k)

[

−
i

2
Hαβσ

αβ

]

S(p+ k)γνDµν(−p), (2.28)

Σb1(k) = −e2
∫

d4p

(2π)4
γµS(p+ k)γνDρν(−p)[−2ipαpβ(kF )

αλβρ]Dµλ(−p),(2.29)
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(a) (b)

Figura 2.4: correções radiativas para o propagador do férmion dadas por Hµν e

(kF )µνλρ

que após a parametrização de Feynman, podem ser reescritas como

Σa1(k) = −ie2
∫ 1

0

dx2(1− x)

∫
d4p

(2π)4
γµ(/q1 +m)

[
−(i/2)Hαβσ

αβ
]
(/q1 +m)γνgµν

(p2 −M2)3

(2.30)

Σb1(k) = ie2
∫ 1

0

dx2x

∫
d4p

(2π)4
γµ(/q1 +m)γνgρν [−2ipαpβ(kF )

αλβρ]gµλ

(p2 −M2)3
, (2.31)

com qµ e M2 dados pelas equações (2.25) e (2.26), respectivamente. Analogamente

ao que já foi feito anteriormente, o resultado pode ser obtido ao se usar regularização

dimensional, o que nos dá Σa1(k) = 0 enquanto que

Σb1(k) =
4e2

3
I0(kF )

α
µαν kµγν . (2.32)

Já as correções radiativas para o vértice, dadas pelos coeficientes cµν e dµν ,

podem ser obtidas através dos diagramas (2.5), enquanto que as correções dadas

pelos coeficiente Hµν e (kF )µνλρ estão representadas diagramaticamente na figura

(2.6). O mesmo procedimento empregado para calcular as correções radiativas aos

propagadores pode aqui ser empregado, e assim obtemos que as correções para o
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Figura 2.5: correções radiativas para o vértice dadas por cµν e dµν

Figura 2.6: correções radiativas para o vértice dadas por Hµν e (kF )µνλρ

vértice são dadas por:

ΛµH = 0, (2.33)

Λµc = −
e3

3
I0[(3ξ − 1)cαµγα − 4cµαγα], (2.34)

Λµd = −
e3

3
I0[(3ξ − 1)dαµγ5γα − 4dµαγ5γα], (2.35)

ΛµkF = −
4e3

3
I0(kF )

µ α
αβ γβ. (2.36)

Tais relações podem ser mais facilmente verificadas através da identidade de Ward,

que relaciona as correções radiativas do vértice com as correções radiativas do pro-
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2 Função de três pontos e o teorema de Furry 22

pagador do férmion, através da seguinte relação

Λµ = −
∂Σ

∂kµ
. (2.37)

Veja que, por exemplo, ΛµkF pode ser obtida através de (2.32) e da identidade de

Ward, pois

ΛkFµ = −
∂

∂kµ
4e2

3
I0(kF )

α
βαν k

βγν

= −
4e2

3
I0(kF )

α
µαν γν . (2.38)

O mesmo procedimento pode ser empregado para encontrar as equações (2.33),

(2.34) e (2.35).

Portanto, as equações (2.18), (2.27), (2.32), (2.33), (2.34), (2.35) e (2.36) são

todas as correções radiativas associadas aos coeficientes CPT par da EDQ estendida.

2.3 Função de três pontos e o teorema de Furry

A renormalizabilidade da EDQ estendida em um loop requer que nenhuma

contribuição divergente surja nas funções de três e quatro pontos, visto que elas

são ausentes na teoria de gauge abeliana. Na EDQ convencional, o teorema de

Furry desempenha um papel importante nesta questão, uma vez que ele afirma

que todos os diagramas contendo um loop de férmions com um número ı́mpar de

pernas externas de fótons são nulos. Pode-se demonstrar o teorema de Furry, na

EDQ usual, da seguinte maneira. Considere dois diagramas, cada com um loop

de férmions e com s pernas externas de fótons, onde as orientações dos momentos

internos são diferentes, como mostra a figura (2.7). Podemos escrever a contribuição
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1
2

3

4
s

s−1

s

s−1

1

2
3

4

....
....

(a) (b)

Figura 2.7: Loops de férmions com orientações distintas

correspondente orientação horária mostrada em (b), como

Gb = tr[γµ1S(k1)γµ2S(k2)γµ3 · · ·γµsS(ks)]. (2.39)

Existe uma representação da matrix de conjucação de carga C, tal que

CS(k)C−1 = ST (−k) (2.40)

CγµC
−1 = −γTµ . (2.41)

Dessa forma, podemos inserir CC−1 entre os propagadores e matrizes de Dirac, de

modo que Gb pode ser escrito como:

Gb = (−1)str[γTµ1S
T (−k1)γ

T
µ2
ST (−k2)γ

T
µ3
· · · γTµsS

T (−ks)]

= (−1)str[(S(−ks)γµs · · · γµ3S(−k2)γµ2S(−k1)γµ1)
T ]

= (−1)str[S(−ks)γµs · · · γµ3S(−k2)γµ2S(−k1)γµ1 ] = (−1)sGa. (2.42)

Acima foi utilizada a ciclicidade do traço e o fato de que o traço é invariante perante

transposição. A menos do fator (−1)s, o resultado acima é exatamente a contri-

buição para a orientação anti-horária apresentada em (a). Para um s ı́mpar, as

duas contribuições cancelam-se, o que prova o teorema.
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No contexto da EDQ estendida, o vértice de interação férmion-fóton é mo-

dificado devido aos termos extra que são adicionados à lagrangiana. O novo vértice

introduzido (Eq. (2.9b)) na teoria transforma-se de maneira distinta a depender do

coeficiente em foco. Para o coeficiente cµν é posśıvel ver que, a presença de apenas

uma matriz de Dirac fará com que a quantidade cµνγν transforme-se da mesma forma

que o vértice usual da EDQ, e portanto um loop com um número ı́mpar de pernas

externas de fótons se anulará com sua contribuição de orientação invertida. Já para

o coeficiente dµν , visto que a estrutura tensorial a este associada transforma-se como

Cγ5γµC
−1 = (γ5γµ)

T , (2.43)

as contribuições de loop de férmions com um número ı́mpar de pernas externas não

se anulam com o loop de orientação invertida, contudo, as que contém um número

par de pernas de fótons, sim.

É posśıvel verificar também que, caso a contribuição de violação esteja como

uma inserção no propagador (Eq. (2.8b) e Eq. (2.8c)) e não como um novo vértice

(Eq. (2.9b)), um argumento semelhante ao anterior aplica-se. Para um loop com

três pernas de fótons (Fig. (2.8)), três vértices férmion-fóton usuais compõem o loop,

bem como um propagador fermiônico extra junto ao fator de momento associado

a inserção. Contudo, como o propagador extra não tem efeito na mudança de

sinais, e os vértices são usuais, a contribuição do coeficiente cµν anula-se com sua

contribuição de orientação invertida, enquanto que a contribuição do coeficiente dµν

sobrevive. Assim como o coeficiente dµν , o coeficiente Hµν também sobrevive, devido

sua estrutura tensorial composta por duas matrizes de Dirac.

Vemos, desta forma, que a função de três pontos para a EDQ estendida com

o coeficiente cµν anula-se, bem como todas as funções de n-pontos com n ı́mpar,
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Figura 2.8: função de 3-pontos com inserção no propagador

enquanto que contribuições associadas aos coeficientes dµν e Hµν sobrevivem. Como

já é sabido, o teorema de Furry é um caso especial da conservação por conjugação

de carga, sendo, portanto, inaplicável para aqueles coeficientes que violam C, que é

o caso dos coeficientes dµν e Hµν .

2.4 Renormalização da EDQ estendida

Calculadas as correções radiativas aos propagadores do férmion e do fóton,

assim como aos correspondentes vértices, o procedimento de renormalização se dá

através da redefinição dos campos e da massa do férmion, incluindo nestes, di-

vergências que contrabalancearão as divergências oriundas das correções radiativas,

tornando-as finitas. A fim de redefinir o campo de gauge Aµ, o spinor ψ e a massa

m, faremos uso das correções radiativas para a EDQ usual (veja os livros-textos
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[51, 52]), dadas por:

Σ(k) =
e2

8π2ǫ
(−/p+ 4m) + F1 (2.44)

Πµν(p) =
e2

6π2ǫ
(kµkν − gµνk

2) + F2 (2.45)

Λµ =
e2

8π2ǫ
γµ + F3, (2.46)

sendo F1, F2 e F3 as contribuições finitas emergentes da EDQ usual. À lagrangi-

ana da EDQ usual podem ser adicionados contra-termos que tornarão as correções

radiativas finitas, isto é, pode-se adicionar uma lagrangiana de contra-termos

LCT = iBψ̄γµ∂µψ − Aψ̄ψ −
C

4
FµνF

µν −Deµ2−d/2ψ̄ /Aψ, (2.47)

de modo que a lagrangiana total, isto é, a lagrangiana da EDQ usual adicionada à

lagrangiana dos contra-temos nos dá que

L = i(1+B)ψ̄γµ∂µψ− (m+A)ψ̄ψ− (1+D)eµǫ/2Aµψ̄γµψ−
(1 + C)

4
FµνF

µν . (2.48)

Os contra-termos devem cancelar as divergências presentes em (2.44), (2.45) e (2.46),

logo é posśıvel ver que eles devem ser

A = −
me2

2π2ǫ
(2.49)

B = −
e2

8π2ǫ
(2.50)

C = −
e2

6π2ǫ
(2.51)

D = −
e2

8π2ǫ
. (2.52)

Podemos, portanto, escrever a lagrangiana total como

L = iZ2ψ̄γ
µ∂µψ − (m+ A)ψ̄ψ − Z1eµ

ǫ/2Aµψ̄γµψ −
Z3

4
FµνF

µν (2.53)
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com

Z1 = 1 +D = 1−
e2

8π2ǫ
(2.54)

Z2 = 1 +B = 1−
e2

8π2ǫ
(2.55)

Z3 = 1 + C = 1−
e2

6π2ǫ
, (2.56)

vemos então que Z1 = Z2. Podemos absorver estas divergências nos campos espino-

rial ψ e de gauge Aµ da seguinte maneira

ψB =
√

Z2ψ, AµB =
√

Z3A
µ, (2.57)

de modo que, após tal redefinição, o termo massivo se tornará mBψ̄BψB, sendo mB

dado por:

mB = Z−1
2 (m+ A) (2.58)

= m

(

1−
e2

2π2ǫ

)(

1 +
e2

8π2ǫ

)

(2.59)

= m

(

1−
3e2

8π2ǫ

)

= Zmm. (2.60)

Para o termo de interação faz-se necessária a redefinição da carga elétrica,

da seguinte forma

eB = eµǫ/2
Z1

Z2Z
1/2
3

= eµǫ/2Z
−1/2
3 , (2.61)

e assim podemos escrever a lagragiana em termos unicamente das quantidades re-

definidas

L = iψ̄Bγ
µ∂µψB −mBψ̄BψB − eBµ

ǫ/2AµBψ̄BγµψB −
1

4
FµνBF

µν
B . (2.62)

Com os campos e a massa redefinidas, torna-se posśıvel agora a redefinição dos

coeficientes de violação. Tal redefinição pode ser realizada da mesma maneira como
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2 Renormalização da EDQ estendida 28

foi feita para a EDQ usual. Para o coeficiente cµν , por exemplo, um contra-termo

do tipo

Kψ̄i∂µc
µνγνψ (2.63)

deve ser adicionado à lagrangiana. O contra-termo K deve ser tal que deve anular

a divergência emergente de (2.32), o que nos dá que K = −e2I0/3, e assim, através

do mesmo procedimento encontramos que o coeficiente renormalizado é

cBµν = (Zc)
αβ

µν cαβ , (2.64)

com

(Zc)
αβ

µν cαβ = cµν +
e2

6π2ǫ
[cµν + cνµ − (kF )

λ
µλν ]. (2.65)

Analogamente, para os demais coeficientes, obtemos:

dBµν = (Zd)
αβ

µν dαβ (2.66)

HBµν = (ZH)
αβ

µν Hαβ (2.67)

(kF )Bκλµν = (ZkF )
αβγδ

κλµν (kF )αβγδ. (2.68)

com

(Zc)
αβ

µν cαβ = cµν +
e2

6π2ǫ
[cµν + cνµ − (kF )

λ
µλν ]. (2.69a)

(Zd)
αβ

µν dαβ = dµν +
e2

6π2ǫ
[dµν + dνµ] (2.69b)

(ZH)
αβ

µν Hαβ = Hµν +
e2

8π2ǫ
(Hµν − 2mdαβǫαβµν) (2.69c)

(ZkF )
αβγδ

κλµν (kF )αβγδ = (kF )κλµν +
e2

6π2ǫ

[

(kF )κλµν −
1

2
gµκ(cνλ + cλν)

+
1

2
gνκ(cµλ + cλµ) +

1

2
gµλ(cνκ + cκν)−

1

2
gνλ(cµκ + cκµ)

]

.

(2.69d)
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Caṕıtulo 3

Ação de Euler-Heisenberg com

violação de Lorentz

Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão histórica acerca da ação de Euler-

Heisenberg (EH), apresentando algumas motivações ao seu estudo. Em seguida,

estudamos a geração radiativa da ação de EH no contexto de violação de simetria

de Lorentz na aproximação de campo fraco. Para tal, usaremos dois métodos, um

perturbativo e um não perturbativo. No método perturbativo o coeficiente cµν é

tratado como uma inserção no propagador, além de dar origem a um novo vértice.

Já no método não perturbativo, impomos invariância rotacional ao coeficiente cµν ,

que passa a ser expresso como o produto de dois vetores tipo-tempo. Em ambos os

casos, o limite colinear é discutido.

29
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3.1 Introdução

Em 1928 Dirac publicara seu trabalho acerca da teoria relativ́ıstica do elétron

[53], que atraiu de imediato a atenção de Heisenberg para a “teoria do mar de Dirac”,

um novo cenário para o vácuo quântico da EDQ. A descoberta do pósitron em 1932

e a sua associação com essa teoria, marca, praticamente, o nascimento da EDQ.

Heisenberg publicara em 1934 dois trabalhos [54, 54], que formalizam o tratamento

das flutuações quânticas inerentes ao cenário do mar de Dirac, e logo foi percebido

que estas flutuações levariam a não linearidades.

Dentro deste contexto, foi discutida a possibilidade de ocorrência f́ısica do

espalhamento fóton-fóton, mesmo quando a energia dos fótons não é suficiente para

criar pares. Hans Euler foi o primeiro a estudar o espalhamento da luz pela luz

através do formalismo da matriz de densidade [56], e em 1935 um breve artigo

foi publicado por Kockel e Euler apresentando o resultado para o limite de baixas

frequências da amplitude de espalhamento da luz pela luz [57].

O trabalho de Euler e Kockel tornava claro que o vácuo quântico poderia ser

visto como um meio. Eles encontraram a correção quântica não linear dominante

para a lagrangiana de Maxwell, como sendo

L =
~E2 − ~B2

2
+

1

90π

~c

e2
1

E2
0

[(

~E2 − ~B2
)2

+ 7
(

~E · ~B
)2
]

, (3.1)

onde

E0 =
e

(e2/mc2)2
. (3.2)

Euler e Kockel interpretaram a polarização do vácuo como sendo o seguinte resul-
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tado:

~D = ~E +
1

90π

~c

e2
1

E2
0

[

4
(

~E2 − ~B2
)

~E − 14
(

~E · ~B
)

~B
]

(3.3)

~H = ~B +
1

90π

~c

e2
1

E2
0

[

4
(

~E2 − ~B2
)

~B − 14
(

~E · ~B
)

~E
]

. (3.4)

Além disto, Euler e Kockel também discutiram a similaridade formal entre o resul-

tado por eles obtido (eq.(3.1)) com àquele obtido por Born e Infeld [58], em que

uma correção não linear à teoria de Maxwell fora obtida, porém, dentro de uma

perspectiva clássica.

Posteriormente, em 1936, o seminal trabalho de Euler e Heisenberg [59],

apresentava uma expressão fechada para a correção não linear à lagrangiana de

Maxwell, isto é, uma expressão não perturbativa incorporando todas as ordens no

campo eletromagnético constante de fundo. A lagrangiana resultado é dada por

L =
e2

hc

∫
∞

0

dη

η3
e−η







iη2( ~E · ~B)

[

cos

(

η
εc

√

~E2 − ~B2 + 2i( ~E · ~B)

)

+ c.c

]

[

cos

(

η
εc

√

~E2 − ~B2 + 2i( ~E · ~B)

)

− c.c

]+

+ε2c +
η2

3
( ~B2 − ~E2)

}

. (3.5)

O resultado completo não perturbativo apresentado na equação acima per-

mitiu a Heisenberg ter um vislumbre precoce, através da análise das divergências

logaŕıtmicas, da renormalização da carga elétrica. A representação da equação (3.5)

é conhecida hoje em dia como “forma do tempo-próprio”. Em uma linguagem mais

moderna, Euler e Kockel estudaram a polarização do vácuo da EDQ em um limite de

campo de fundo constante, obtendo as correções não lineares em termos de potências

das intensidades dos campos.

Então, desde a sua descoberta, a ação efetiva de Euler-Heisenberg tem sido

estudada em vários contextos, tais como o espalhamento da luz pela luz [60], relação
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com funções beta [61, 62, 63, 64, 65], procura por axions [66], extensões não abelianas

da ação de Euler-Heisenberg [67, 68, 69], método da função zeta [70, 71, 72], campos

magnéticos intensos [73, 74, 75, 76], produção de pares no vácuo [59, 77, 78], divisão

de fótons [79, 80, 81], birefringência no vácuo [82], ação efetiva em modelos de

gravidade e teoria de cordas [83, 84, 85, 86, 87, 88, 89], dentre outros. Uma revisão

mais completa acerca dos contextos em que a ação efetiva de EH foi extensivamente

estudada pode ser vista em [90, 91].

Mais recentemente, estudos da lagrangiana de Euler-Heisenberg para além

de um loop foram realizados novamente [92, 93], após os estudos iniciais feitos por

Ritus [94]. Tais estudos foram realizados primordialmente usando o formalismo do

mundo linha (worldline formalism) e análise de Borel na EDQ em (1+1)-dimensões.

A lagrangiana de Euler-Heisenberg também recebeu atenção na interface entre a

teoria quântica de campos e a f́ısica da matéria condensada, devido aos trabalhos de

Horava [8], que propuseram sistemas com uma anisotropia de escala entre espaço e

tempo, tornando posśıvel o estudo da lagrangiana de Euler-Heisenberg e a produção

de pares de Schwinger em uma bi-camada de grafeno [95].

No cenário de violação de simetria de Lorentz [6, 5, 7], os estudos acerca

da ação efetiva de EH só foram considerados, até então, no contexto de divisão de

fótons [96, 97, 98, 99, 100, 101].

A geração radiativa da ação de Euler-Heisenberg apresentada neste caṕıtulo

é [9] de suma importância, visto que, as correções não lineares apresentadas tor-

nam posśıveis os cálculos para amplitudes de espalhamentos espećıficos, tais como

o espalhamento de um fóton em um campo eletromagnético de um núcleo (espalha-

mento Delbrück) [102, 103] e o espalhamento de um fóton em um campo magnético

Instituto de F́ısica - UFAL



3 Método perturbativo 33

intenso [104, 105]. Como esses espalhamentos já foram comprovados experimental-

mente, temos aqui uma oportunidade de estimar numericamente os coeficientes de

violação de simetria de Lorentz. Recentemente tem sido discutido que o espalha-

mento fóton-fóton pode ser observado no LHC (Large Hadron Collider) [106] como

uma oportunidade de discutir interações não comutativas [107], dentre outras, e

consequentemente também, efeitos de violação de simetria de Lorentz.

3.2 Método perturbativo

A lagrangiana fermiônica que descreve o modelo de interesse é a mesma

apresentada em (2.6), com Γµ = cµνγν e M ′ = m, e considerando as regras de

Feynman para o presente modelo, já descritas em (2.8) e (2.9), a ação efetiva torna-

se:

S
(4)
eff =

1

4

∫

d4x

∫

d4p1d
4p2d

4p3d
4p4 e

i(p1+p2+p3+p4)·x

×
1

6
Gµ1µ2µ3µ4
c (p1, p2, p3, p4)Aµ1(p1)Aµ2(p2)Aµ3(p3)Aµ4(p4) +O

(
c2µν

)

(3.6)

com

Gµ1µ2µ3µ4
c (p1, p2, p3, p4) = 2 T µ1µ2µ3µ4c1 (p1, p2, p3, p4) + 2 T µ1µ2µ3µ4c2 (p1, p2, p3, p4)

+2 T µ1µ2µ3µ4c3 (p1, p2, p3, p4). (3.7)

As quantidades Tc1, Tc2 e Tc3 representam os gráficos de Feynman que devem ser

computados a fim de obter a amplitude de espalhamento. A quantidade Tc1 pode,
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assim como Tc2 e Tc3, ser subdividida em oito gráficos,

T µ1µ2µ3µ4c1 (p1, p2, p3, p4) = T µ1µ2µ3µ4c11 (p1, p2, p3, p4) + T µ1µ2µ3µ4c12 (p1, p2, p3, p4)

+T µ1µ2µ3µ4c13 (p1, p2, p3, p4) + T µ1µ2µ3µ4c14 (p1, p2, p3, p4),

(3.8)

dados por

T µ1µ2µ3µ4c11 = +

= ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)cµ1µγµS(k1)γ

µ2S(k12)γ
µ3S(k123)γ

µ4

−ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)cµνk

µγνS(k)γµ1S(k1)γ
µ2S(k12)γ

µ3S(k123)γ
µ4 ,

(3.9)

T µ1µ2µ3µ4c12 = +

= ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)γµ1S(k1)c

µ2µγµS(k12)γ
µ3S(k123)γ

µ4

−ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)γµ1S(k1)cµνk

µ
1γ

νS(k1)γ
µ2S(k12)γ

µ3S(k123)γ
µ4 ,

(3.10)

T µ1µ2µ3µ4c13 = +

= ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)γµ1S(k1)γ

µ2S(k12)c
µ3µγµS(k123)γ

µ4

−ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)γµ1S(k1)γ

µ2S(k12)cµνk
µ
12γ

νS(k12)γ
µ3S(k123)γ

µ4 ,

(3.11)
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T µ1µ2µ3µ4c14 = +

= ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)γµ1S(k1)γ

µ2S(k12)γ
µ3S(k123)c

µ4µγµ

−ie4
∫

d4k

(2π)4
trS(k)γµ1S(k1)γ

µ2S(k12)γ
µ3S(k123)cµνk

µ
123γ

νS(k123)γ
µ4 ,

(3.12)

sendo k1 = k + p1, k12 = k + p1 + p2 e k123 = k + p1 + p2 + p3. É importante

mencionar que o fator global 2 em (3.7) faz menção as duas orientações do loop

de férmions. Podemos ver também que Tc2 e Tc3 podem ser obtidos a partir de

Tc1 quando trocamos µ1 por µ2 e p1 por p2, bem como µ1 por µ4 e p1 por p4

respectivamente. É posśıvel ver também que Tc12, Tc13, e Tc14 podem ser obtidos a

partir de Tc11, quando realizamos mudanças ćıclicas

T µ1µ2µ3µ4c12 (p1, p2, p3, p4) = T µ4µ1µ2µ3c11 (p4, p1, p2, p3), (3.13a)

T µ1µ2µ3µ4c13 (p1, p2, p3, p4) = T µ3µ4µ1µ2c11 (p3, p4, p1, p2), (3.13b)

T µ1µ2µ3µ4c14 (p1, p2, p3, p4) = T µ2µ3µ4µ1c11 (p2, p3, p4, p1). (3.13c)

Portanto, devemos focar nossa atenção nos dois gráficos Tc11 (Eq. (3.9)), em

que, considerando primeiro a parametrização de Feynman, obtemos

T µ1µ2µ3µ4c11 =

∫ 1

0

dx1

∫ 1−x1

0

dx2

∫ 1−x12

0

dx3

∫
d4k

(2π)4
6ie4

(k2 −M2)4

×tr[(/q +m)cµ1µγµ(/q1 +m)γµ2(/q12 +m)γµ3(/q123 +m)γµ4 ]

−

∫ 1

0

dx1

∫ 1−x1

0

dx2

∫ 1−x12

0

dx3

∫
d4k

(2π)4
24ixe4

(k2 −M2)5

×tr[(/q +m)cµνq
µγν(/q +m)γµ1(/q1 +m)γµ2(/q12 +m)γµ3(/q123 +m)γµ4 ].

(3.14)
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com

qµ = kµ − pµ1 (1− x1)− pµ2(1− x12)− pµ3 (1− x123) (3.15)

qµI = kµI − pµ1 (1− x1)− pµ2(1− x12)− pµ3 (1− x123) (3.16)

M2 = m2 − p21(1− x1)x1 − p22x12(1− x12)− p23x123(1− x123)

− 2(1− x12)x1p1p2 − 2(1− x123)x1p1p3 − 2(1− x123)x12p2p3. (3.17)

sendo x12 = x1 + x2, x123 = x1 + x2 + x3 e I = 1, 12, 123. Seguindo o procedimento

padrão, após calcular o traço sob as matrizes de Dirac e as correspondentes integrais,

até a ordem de 1/m4, chegamos em

T µ1µ2µ3µ4c11 (p1, p2, p3, p4) = T µ1µ2µ3µ4c11gǫ (p1, p2, p3, p4) +
8∑

i=1

T µ1µ2µ3µ4c11ggi
(p1, p2, p3, p4)

+

24∑

i=1

T µ1µ2µ3µ4c11gpi
(p1, p2, p3, p4) +

18∑

i=1

T µ1µ2µ3µ4c11ppi
(p1, p2, p3, p4),

(3.18)

onde

T µ1µ2µ3µ4c11gǫ = −

[
e4

12π2ǫ
−

e4

24π2
ln

(
m2

µ′2

)]

(−gµ1µ2cµ3µ4 + cµ1µ2gµ3µ4 − 4cµ1µ3gµ2µ4

+2cµ1µ4gµ2µ3 + 2gµ1µ4cµ2µ3 + cµνg
µνgµ1µ3gµ2µ4 − cµνg

µνgµ1µ4gµ2µ3),

(3.19)

sendo ǫ = 4−D e µ′2 = 4πµ2e−γ−iπ, e

T µ1µ2µ3µ4c11gg1
= −

e4cµν
1440m2π2

gµ1µ2gµ3µ4 [102pµ1p
ν
1 + (89pµ2 + 115pµ3)p

ν
1 + 24pµ2p

ν
2 + 37pµ3p

ν
3

+81pµ2p
ν
3 − gµν(27p21 + 17p1 · p2 + 37p1 · p3 + 9p2 · p3 + 10p23)], (3.20a)

T µ1µ2µ3µ4c11gg2 =
e4cµν

1440m2π2
gµ1µ3gµ2µ4 [126pµ1p

ν
1 + 7(19pµ2 + 17pµ3)p

ν
1 + 48pµ2p

ν
2 + 41pµ3p

ν
3

+93pµ2p
ν
3 − gµν(39p21 + 37p1 · p2 + 41p1 · p3 + 24p22 + 39p2 · p3 + 26p23)],

(3.20b)
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T µ1µ2µ3µ4c11gg3 = −
e4cµν

1440m2π2
gµ1µ4gµ2µ3 [48pµ1p

ν
1 + (11pµ2 + 85pµ3)p

ν
1 + 37pµ3p

ν
3 + 63pµ2p

ν
3

−gµν(24p21 + 11p1 · p2 + 37p1 · p3 + 12p22 + 33p2 · p3 + 25p23)], (3.20c)

T µ1µ2µ3µ4c11gg4
= −

e4cµν
10080m4π2

gµ1µ2gµ3µ4

×[2pµ1p
ν
1(114p

2
1 + 95p1 · p2 + 133p1 · p3 + 66p22 + 4p2 · p3 + 85p23)

+pµ1p
ν
2(211p

2
1 + 224p1 · p2 + 375p1 · p3 + 131p22 − 55p2 · p3 + 137p23)

+pµ1p
ν
3(245p

2
1 + 333p1 · p2 + 334p1 · p3 + 291p22 + 248p2 · p3 + 222p23)

+pµ2p
ν
2(63p

2
1 + 72p1 · p2 + 153p1 · p3 + 36p22 − 30p2 · p3 + 26p23)

+pµ3p
ν
3(80p

2
1 + 116p1 · p2 + 122p1 · p3 + 95p22 + 111p2 · p3 + 79p23)

+pµ2p
ν
3(163p

2
1 + 243p1 · p2 + 260p1 · p3 + 201p22 + 156p2 · p3 + 140p23)],

(3.20d)

T µ1µ2µ3µ4c11gg5
=

e4cµνg
µν

10080m4π2
gµ1µ2gµ3µ4 [39p41 + (63p1 · p2 + 93p1 · p3 + 30p22 + 22p2 · p3

+45p23)p
2
1 + 31(p1 · p2)

2 + 61(p1 · p3)
2 + 15(p2 · p3)

2 + 14p43 + 93p1 · p3p
2
2

+96p1 · p3p2 · p3 + 12p22p2 · p3 + 2(33p1 · p3 + 7p22 + 15p2 · p3)p
2
3

+p1 · p2(127p1 · p3 + 23p22 + 11p2 · p3 + 31p23)], (3.20e)

Instituto de F́ısica - UFAL



3 Método perturbativo 38

T µ1µ2µ3µ4c11gg6 =
e4cµν

10080m4π2
gµ1µ3gµ2µ4

×[2pµ1p
ν
1(132p

2
1 + 127p1 · p2 + 137p1 · p3 + 119p22 + 77p2 · p3 + 124p23)

+pµ1p
ν
2(275p

2
1 + 360p1 · p2 + 411p1 · p3 + 295p22 + 169p2 · p3 + 265p23)

+pµ1p
ν
3(253p

2
1 + 369p1 · p2 + 358p1 · p3 + 347p22 + 360p2 · p3 + 286p23)

+pµ2p
ν
2(97p

2
1 + 144p1 · p2 + 177p1 · p3 + 108p22 + 66p2 · p3 + 84p23)

+pµ3p
ν
3(86p

2
1 + 132p1 · p2 + 134p1 · p3 + 113p22 + 145p2 · p3 + 99p23)

+pµ2p
ν
3(181p

2
1 + 291p1 · p2 + 292p1 · p3 + 255p22 + 256p2 · p3 + 200p23)],

(3.20f)

T µ1µ2µ3µ4c11gg7 = −
e4cµνg

µν

10080m4π2
gµ1µ3gµ2µ4 [48p41 + (93p1 · p2 + 99p1 · p3 + 65(p22 + p2 · p3)

+68p23)p
2
1 + 61(p1 · p2)

2 + 67(p1 · p3)
2 + 27p42 + 57(p2 · p3)

2 + 29p43

+113p1 · p3p
2
2 + 132p1 · p3p2 · p3 + 75p22p2 · p3 + 2(43p1 · p3 + 25p22

+40p2 · p3)p
2
3 + p1 · p2(145p1 · p3 + 79(p22 + p2 · p3) + 69p23)], (3.20g)

T µ1µ2µ3µ4c11gg8
= −

e4cµν
10080m4π2

gµ1µ4gµ2µ3

×[2pµ1p
ν
1(54p

2
1 + 3p1 · p2 + 105p1 · p3 + 27p22 + 5p2 · p3 + 78p23)

+pµ1p
ν
2(55p

2
1 − 4p1 · p2 + 309p1 · p3 + 17p22 − 49p2 · p3 + 117p23)

+pµ1p
ν
3(161p

2
1 + 211p1 · p2 + 306p1 · p3 + 245p22 + 264p2 · p3 + 236p23)

+pµ2p
ν
2(13p

2
1 + 135p1 · p3 − 18p2 · p3 + 24p23)

+pµ3p
ν
3(66p

2
1 + 96p1 · p2 + 122p1 · p3 + 93p22 + 127p2 · p3 + 93p23)

+pµ2p
ν
3(109p

2
1 + 165p1 · p2 + 248p1 · p3 + 171p22 + 176p2 · p3 + 156p23)],

(3.20h)
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T µ1µ2µ3µ4c11gg9 =
e4cµνg

µν

10080m4π2
gµ1µ4gµ2µ3 [27p41 + (29p1 · p2 + 79p1 · p3 + 27p22 + 35p2 · p3

+52p23)p
2
1 + 11(p1 · p2)

2 + 61(p1 · p3)
2 + 9p42 + 45(p2 · p3)

2 + 28p43

+95p1 · p3p
2
2 + 116p1 · p3p2 · p3 + 48p22p2 · p3 + (80p1 · p3 + 36p22

+71p2 · p3)p
2
3 + p1 · p2(111p1 · p3 + 17p22 + 29p2 · p3 + 41p23)]. (3.20i)

Para obtermos o resultado apresentado na equação (3.18) foi utilizado regularização

dimensional, com o intuito de isolar a divergência logaŕıtmica inerente à integral

em (3.9). Nos resultados acima omitimos as contribuições de Tc11gk e Tc11kk, visto

que elas são muito extensas. De fato, as expressões (3.20) são extensas também,

contudo, é válido considerá-las aqui, como veremos abaixo.

Finalmente, levando em conta as permutações (3.13), o primeiro gráfico Tc1

toma a forma:

T µ1µ2µ3µ4c1 (p1, p2, p3, p4) = T µ1µ2µ3µ4c1gǫ (p1, p2, p3, p4) +
8∑

i=1

T µ1µ2µ3µ4c1ggi
(p1, p2, p3, p4)

+

24∑

i=1

T µ1µ2µ3µ4c1gpi
(p1, p2, p3, p4) +

18∑

i=1

T µ1µ2µ3µ4c1ppi
(p1, p2, p3, p4),

(3.21)

sendo

T µ1µ2µ3µ4c1gǫ = −

[
e4

6π2ǫ
−

e4

12π2
ln

(
m2

µ′2

)]

×[2gµ1µ4cµ2µ3 + 2gµ1µ2cµ3µ4 − 4gµ1µ3cµ2µ4

+2cµ1µ2gµ3µ4 − 4gµ2µ4cµ1µ3 + 2gµ2µ3cµ1µ4

−cµνg
µν(gµ1µ4gµ2µ3 − 2gµ1µ3gµ2µ4 + gµ1µ2gµ3µ4)], (3.22)
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T µ1µ2µ3µ4c1gg1
= −

e4cµν
240m2π2

gµ1µ2gµ3µ4 [26pµ1p
ν
1 + 2(9pµ2 + 17pµ3)p

ν
1 + 8pµ2p

ν
2 + 16pµ3p

ν
3

−2pµ2p
ν
3 − gµν(13p21 + 9p1 · p2 + 17p1 · p3 + 4p22 − p2 · p3 + 8p23)],

(3.23a)

T µ1µ2µ3µ4c1gg2
=

e4cµν
240m2π2

gµ1µ3gµ2µ4 [34pµ1p
ν
1 + 4(8pµ2 + 9pµ3)p

ν
1 + 32pµ2p

ν
2 + 34pµ3p

ν
3

+32pµ2p
ν
3 − gµν(17p21 + 2(8p1 · p2 + 9p1 · p3 + 8(p22 + p2 · p3)) + 17p23)],

(3.23b)

T µ1µ2µ3µ4c1gg3
= −

e4cµν
240m2π2

gµ1µ4gµ2µ3 [16pµ1p
ν
1 − 2(pµ2 − 17pµ3)p

µ
1 + 8pµ2p

ν
2 + 26pµ3p

ν
3

+18pµ2p
ν
3 − gµν(8p21 − p1 · p2 + 17p1 · p3 + 4p22 + 9p2 · p3 + 13p23)],

(3.23c)

T µ1µ2µ3µ4c1gg4 = −
e4cµν

2520m4π2
gµ1µ2gµ3µ4

×[pµ1p
ν
1(96p

2
1 + 79p1 · p2 + 113p1 · p3 + 48p22 + 13p2 · p3 + 65p23)

+pµ1p
ν
2(79p

2
1 + 80p1 · p2 + 159p1 · p3 + 39p22 − 24p2 · p3 + 20p23)

+pµ1p
ν
3(113p

2
1 + 159p1 · p2 + 148p1 · p3 + 156p22 + 131p2 · p3 + 92p23)

+3pµ2p
ν
2(16p

2
1 + 13p1 · p2 + 52p1 · p3 + 6p22 − p2 · p3 + 9p23)

+pµ2p
ν
3(13p

2
1 − 24p1 · p2 + 131p1 · p3 − 3p22 − 4p2 · p3 + 16p23)

+pµ3p
ν
3(65p

2
1 + 20p1 · p2 + 92p1 · p3 + 27p22 + 16p2 · p3 + 54p23)],

(3.23d)
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T µ1µ2µ3µ4c1gg5 =
e4cµνg

µν

5040m4π2
gµ1µ2gµ3µ4 [48p41 + (79p1 · p2 + 113p1 · p3 + 48p22 + 13p2 · p3

+65p23)p
2
1 + 40(p1 · p2)

2 + 74(p1 · p3)
2 + 9p42 − 2(p2 · p3)

2 + 27p43

+156p1 · p3p
2
2 + 131p1 · p3p2 · p3 − 3p22p2 · p3 + (92p1 · p3 + 27p22

+16p2 · p3)p
2
3 + p1 · p2(159p1 · p3 + 39p22 − 24p2 · p3 + 20p23)], (3.23e)

T µ1µ2µ3µ4c1gg6
=

e4cµν
2520m4π2

gµ1µ3gµ2µ4

×[pµ1p
ν
1(114p

2
1 + 110p1 · p2 + 118p1 · p3 + 92p22 + 71p2 · p3 + 96p23)

+pµ1p
ν
2(110p

2
1 + 144p1 · p2 + 177p1 · p3 + 108p22 + 66p2 · p3 + 71p23)

+pµ1p
ν
3(118p

2
1 + 177p1 · p2 + 160p1 · p3 + 180p22 + 177p2 · p3 + 118p23)

+4pµ2p
ν
2(23p

2
1 + 9(3p1 · p2 + 5p1 · p3 + 3(p22 + p2 · p3)) + 23p23)

+pµ2p
ν
3(71p

2
1 + 66p1 · p2 + 177p1 · p3 + 108p22 + 144p2 · p3 + 110p23)

+pµ3p
ν
3(96p

2
1 + 71p1 · p2 + 118p1 · p3 + 92p22 + 110p2 · p3 + 114p23)],

(3.23f)

T µ1µ2µ3µ4c1gg7
= −

e4cµνg
µν

5040m4π2
gµ1µ3gµ2µ4(57p41 + (110p1 · p2 + 118p1 · p3 + 92p22 + 71p2 · p3

+96p23)p
2
1 + 72(p1 · p2)

2 + 80(p1 · p3)
2 + 54p42 + 72(p2 · p3)

2 + 57p43

+180p1 · p3p
2
2 + 177p1 · p3p2 · p3 + 108p22p2 · p3 + 2(59p1 · p3 + 46p22

+55p2 · p3)p
2
3 + p1 · p2(177p1 · p3 + 108p22 + 66p2 · p3 + 71p23)), (3.23g)
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T µ1µ2µ3µ4c1gg8 = −
e4cµν

2520m4π2
gµ1µ4gµ2µ3

[pµ1p
ν
1(54p

2
1 + 16p1 · p2 + 92p1 · p3 + 27p22 + 20p2 · p3 + 65p23)

+pµ1p
ν
2(16p

2
1 − 4p1 · p2 + 131p1 · p3 − 3(p22 + 8p2 · p3) + 13p23)

+pµ1p
ν
3(92p

2
1 + 131p1 · p2 + 148p1 · p3 + 156p22 + 159p2 · p3 + 113p23)

+3pµ2p
ν
2(9p

2
1 − p1 · p2 + 52p1 · p3 + 6p22 + 13p2 · p3 + 16p23)

+pµ2p
ν
3(20p

2
1 − 24p1 · p2 + 159p1 · p3 + 39p22 + 80p2 · p3 + 79p23)

+pµ3p
ν
3(65p

2
1 + 13p1 · p2 + 113p1 · p3 + 48p22 + 79p2 · p3 + 96p23)],

(3.23h)

T µ1µ2µ3µ4c1gg9 =
e4cµνg

µν

5040m4π2
gµ1µ4gµ2µ3 [27p41 + (16p1 · p2 + 92p1 · p3 + 27p22 + 20p2 · p3

+65p23)p
2
1 − 2(p1 · p2)

2 + 74(p1 · p3)
2 + 9p42 + 40(p2 · p3)

2 + 48p43

+156p1 · p3p
2
2 + 159p1 · p3p2 · p3 + 39p22p2 · p3 + (113p1 · p3 + 48p22

+79p2 · p3)p
2
3 + p1 · p2(131p1 · p3 − 3(p22 + 8p2 · p3) + 13p23)]. (3.23i)

Os resultados da Eq. (??) são uma expansão da equação (4.53), apresentada

em [?], até primeira ordem em cµν , com c00 = κ e c0i = cij = 0. A seguir, tomaremos

o limite colinear e recuperaremos o resultado já obtido na literatura para a divisão

de fótons no vácuo.

3.2.1 Limite colinear

A partir do resultado perturbativo em (3.21), podemos recuperar o resultado

perturbativo obtido por [22] no limite colinear. Para tal, se considerarmos que o
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fóton incidente tem energia E1 e momentum ~p1, então pela conservação dos momenta

~p1 = ~p2 + ~p3 + ~p4, temos, pela desigualdade triangular, a seguinte inequação:

|~p1| = |~p2 + ~p3 + ~p4| ≤ |~p2|+ |~p3|+ |~p4|. (3.24)

Dessa forma, como p2i = E2
i − ~pi

2 = 0 ou |~pi
2| = Ei (com i = 1, 2, 3, 4), de modo a

satisfazer a condição de conservação de energia E1 = E2+E3+E4, todos os momenta

~pi devem estar alinhados. Portanto, os fótons incidentes e os fótons que decáıram

devem ser colineares, tal que, os quadrimomentos de todos os fótons são mutuamente

ortogonais, pµi pjµ = 0. Considerando que estes quadrimomentos são proporcionais

a um pµ0 , satisfazendo p
2
0 = 0, podemos escrever pµi = pip

µ
0 , de modo que, pµi pjµ =

pipjp
2
0 = 0, onde pi agora são coeficientes escalares ao invés de quadrimomentos.

Consideraremos a condição de transversalidade da polariazação dos quadrivetores

usual, ou seja, ǫiµp
µ
i = piǫiµp

µ
0 = 0. Então, de acordo com o requerimento de

colinearidade, temos também que ǫiµp
µ
j = pjǫiµp

µ
0 = 0. Levando em conta estas

considerações, encontramos

Gµ1µ2µ3µ4
coll = −

e4cµνp
µ
0p

ν
0

60π2m2
[gµ1µ2gµ3µ4(9p21 − 8p22 − p23 + 2p1p2 + 16p1p3 − 18p2p3)

+gµ1µ3gµ2µ4(4p21 − 8p22 + 4p23 − 8p1p2 + 16p1p3 − 8p2p3)

−gµ1µ4gµ2µ3(p21 + 8p22 − 9p23 + 18p1p2 + 16p1p3 − 2p2p3)], (3.25)

Para obtermos a equação anterior, tomamos a equação (3.21) e trocamos µ1

por µ2 e µ1 por µ4 para obtermos T µ1µ2µ3µ4c2 e T µ1µ2µ3µ4c3 , respectivamente, a partir de

T µ1µ2µ3µ4c1 , no entanto, sem mudar os ı́ndices nos momentos, de acordo com a pres-

crição dada na referencia [22]. Note que, como esperado, o termo divergente (3.22)

desaparece, e portanto, o resultado apresentado na referencia [22] é recuperado. Por

simplicidade omitimos os resultados vindos de
∑24

i=1 T
µ1µ2µ3µ4
1gpi

(p1, p2, p3, p4).
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É importante notar também que, se computarmos Gµ1µ2µ3µ4
coll efetuando a troca

de µ1 por µ2 e µ1 por µ4 para obtermos T µ1µ2µ3µ4c2 e T µ1µ2µ3µ4c3 mudando também os

ı́ndices nos momentos, obteremos um resultado nulo para a contribuição de 1/m2, o

que contraria o resultado apresentado na referência [22].

3.2.2 Ação efetiva de Euler-Heisenberg

Agora iremos discutir a geração da ação de Euler-Heisenberg no contexto

de violação de simetria de Lorentz, na primeira ordem de correção, α2 = e4/16π2.

O fato interessante é que, para tal, é necessário calcular Gµ1µ2µ3µ4
c sem levar em

consideração o limite colinear. Assim, T µ1µ2µ3µ4c2 e T µ1µ2µ3µ4c3 são obtidos a par-

tir de T µ1µ2µ3µ4c1 quando trocamos tanto os ı́ndices quanto os momenta, ou seja,

T µ1µ2µ3µ4c2 (p1, p2, p3, p4) = T µ2µ1µ3µ4c1 (p2, p1, p3, p4) assim como T µ1µ2µ3µ4c3 (p1, p2, p3, p4) =

T µ4µ2µ3µ1c1 (p4, p2, p3, p1). Procedendo desta forma, como esperado, todas as contri-

buições da ordem de 1/m2 desaparecem completamente.

Portando, podemos facilmente deduzir a ação emergente a partir de Tc1 (3.21)

cuja expressão é, de fato, a ação de Euler-Heisenberg com violação de simetria de

Lorentz, dada por

ScEH = −
α2

90m4

∫

d4x (kF )µναβ(5F
αβF µνFλρF

λρ − 14F αβF νλFλρF
ρµ)

+
α2

180m4

∫

d4x cαβg
αβ(5FµνF

µνFλρF
λρ − 14FµνF

νλFλρF
ρµ), (3.26)

sendo (kF )µναβ definido na equação (2.4), trocando o sinal de proporcionalidade por

uma igualdade.
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3.3 Método não perturbativo

Nesta seção vamos estudar a geração da ação de Euler-Heisenberg a partir

do termo CPT par, a saber, iψ̄cµνγ
µ(∂ν + ieAν)ψ, da EDQ estendida através de

um método não perturbativo. Para isso, vamos assumir invariância rotacional, em

que o coeficiente cµν é reduzido ao produto de dois vetores tipo-tempo, ou seja,

cµν = κuµuν , sendo uµ = (1, 0, 0, 0) e κ o coeficiente que determina a escala da

violação de Lorentz. Desta forma, a lagrangiana fermiônica de interesse é escrita

como

Lf = ψ̄(i∂̃µγ
µ −m− eÃµγ

µ)ψ, (3.27)

onde ∂̃µ = (gµν + cµν)∂
ν e Ãµ = (gµν + cµν)A

ν . Portanto, as regras de Feynman são

agora o propagador do férmion

=
i

/̃k −m
, (3.28)

com /̃k = k̃µγ
µ e k̃µ = ((1 + κ)k0, ki), e o vértice férmion-fóton usual descrito em

(2.9a). Com isso, a ação efetiva toma a forma

S
(4)
eff =

1

4

∫

d4x

∫

d4p1d
4p2d

4p3d
4p4e

i(p1+p2+p3+p4)·x

×
1

6
Gµ1µ2µ3µ4(p1, p2, p3, p4)Ãµ1(p1)Ãµ2(p2)Ãµ3(p3)Ãµ4(p4), (3.29)

sendo

Gµ1µ2µ3µ4(p1, p2, p3, p4) = 2T µ1µ2µ3µ41 (p1, p2, p3, p4) + 2T µ1µ2µ3µ42 (p1, p2, p3, p4)

+2T µ1µ2µ3µ43 (p1, p2, p3, p4), (3.30)
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com

= iT µ1µ2µ3µ41 (p̃1, p̃2, p̃3, p̃4)

= −e4tr

∫
d4k̃

(2π)4
S(k̃)γµ1S(k̃1)γ

µ2S(k̃12)γ
µ3S(k̃123)γ

µ4 ,(3.31)

µ
2

µ
1

µ
4

p

p
2

p
12

p
123

µ
3

= iT µ1µ2µ3µ42 (p̃1, p̃2, p̃3, p̃4)

= −e4tr

∫
d4k̃

(2π)4
S(k̃)γµ2S(k̃2)γ

µ1S(k̃12)γ
µ3S(k̃123)γ

µ4 ,(3.32)

e

µ
4

µ
2

µ
1

p

p
4

p
24

p
234

µ
3

= T µ1µ2µ3µ43 (p̃1, p̃2, p̃3, p̃4)

= −e4tr

∫
d4k̃

(2π)4
S(k̃)γµ4S(k̃4)γ

µ2S(k̃24)γ
µ3S(k̃234)γ

µ1 ,(3.33)

onde S(k̃) = (/̃k−m)−1, Ãµ(p) = ((1+κ)A0(p), Ai(p)), k̃1 = k̃+ p̃1, k̃12 = k̃+ p̃1+ p̃2,

k̃123 = k̃ + p̃1 + p̃2 + p̃3 e assim por diante. O fator global 2 em (3.45), assim

como na seção do método perturbativo, faz menção as duas orientações do loop

de férmions. Note que podemos obter T µ1µ2µ3µ42 e T µ1µ2µ3µ43 a partir de T µ1µ2µ3µ41 ,

quando realizamos as mudanças µ1 ↔ µ2 e p̃1 ↔ p̃2, assim como µ1 ↔ µ4 e p̃1 ↔ p̃4,

respectivamente, de modo que

T µ1µ2µ3µ42 (p1, p2, p3, p4) = T µ2µ1µ3µ41 (p2, p1, p3, p4), (3.34)

T µ1µ2µ3µ43 (p1, p2, p3, p4) = T µ4µ2µ3µ11 (p4, p2, p3, p1). (3.35)
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Portanto, precisamos apenas calcular a expressão para T µ1µ2µ3µ41 , que pode ser escrita

da seguinte forma:

T µ1µ2µ3µ41 = ie4tr

∫
d4k̃

(2π)4
(/̃k +m)γµ1(/̃k1 +m)γµ2(/̃k12 +m)γµ3(/̃k123 +m)γµ4

(k̃2 −m2)(k̃21 −m2)(k̃212 −m2)(k̃2123 −m2)
.

(3.36)

Neste ponto, resolveremos o problema em duas partes, primeiramente trataremos o

denominador da expressão usando parametrização de Feynman, para então calcu-

larmos o traço do numerador.

A parametrização de Feynman nos permite combinar os denominadores de

(3.36) de modo que podemos reescrever T µ1µ2µ3µ41 como

T µ1µ2µ3µ41 = 6ie4
∫ 1

0

dx1

∫ 1−x1

0

dx2

∫ 1−x12

0

dx3 (3.37)

×

∫
d4k̃

(2π)4
tr[(/̃q +m)γµ1(/̃q1 +m)γµ2(/̃q12 +m)γµ3(/̃q123 +m)γµ4 ]

(k̃2 −M2)4
,

sendo as quantidades qµ e qµI , com I = 1, 12, 123, descritas pelas equações (3.15) e

(3.16), respectivamente, enquanto que a massa M é dada por

M2 = m2 − p̃21(1− x1)x1 − p̃22x12(1− x12)− p̃23x123(1− x123)

− 2(1− x12)x1p̃1p̃2 − 2(1− x123)x1p̃1p̃3 − 2(1− x123)x12p̃2p̃3, (3.38)

com x1, x2 e x3 sendo os parâmetros de Feynman, x12 = x1+x2 e x123 = x1+x2+x3.

Para efetuarmos as integrais nos momentos, vamos levar em conta que

∫
d4k

(2π)4
k̃ν1 k̃ν2 · · · k̃νp

(k̃2 −M2)α
= (1 + κ)−1

∫
d4k̃

(2π)4
k̃ν1k̃ν2 · · · k̃νp

(k̃2 −M2)α

= (1 + κ)−1

∫
d4k

(2π)4
kν1kν2 · · · kνp
(k2 −M2)α

, (3.39)

sendo d4k̃ = dk̃0dk1dk2dk3 e dk̃0 = (1+κ)dk0, ou seja, o efeito de violação de Lorentz

está concentrado no fator de (1 + κ)−1 e dentro do parâmetro de massa M . Então,

Instituto de F́ısica - UFAL



3 Método não perturbativo 48

calculando o traço sob as matrizes de Dirac bem como as integrais, obtemos, até a

ordem de 1/m4, os seguintes resultados:

T µ1µ2µ3µ41 (p1, p2, p3, p4) = T µ1µ2µ3µ41gǫ (p1, p2, p3, p4) +

4∑

i=1

T µ1µ2µ3µ41ggi
(p1, p2, p3, p4)

+

12∑

i=1

T µ1µ2µ3µ41gpi
(p1, p2, p3, p4) +

9∑

i=1

T µ1µ2µ3µ41ppi
(p1, p2, p3, p4),

(3.40)

sendo

T µ1µ2µ3µ41gǫ = −

[
e4

6π2ǫ
−

e4

12π2
ln

(
m2

µ′2

)]

(1 + κ)−1

×(gµ1µ2gµ3µ4 − 2gµ1µ3gµ2µ4 + gµ1µ4gµ2µ3), (3.41)

com ǫ = 4−D e µ′2 = 4πµ2e−γ−iπ, e

T µ1µ2µ3µ41gg1
= −

e4

240m2π2
(1 + κ)−1

×[gµ1µ2gµ3µ4(13p̃21 + 9p̃1 · p̃2 + 17p̃1 · p̃3 + 4p̃22 − p̃2 · p̃3 + 8p̃23)

+gµ1µ3gµ2µ4(−17p̃21 − 16p̃1 · p̃2 − 18p̃1 · p̃3 − 16p̃22 − 16p̃2 · p̃3 − 17p̃23)

+gµ1µ4gµ2µ3(8p̃21 − p̃1 · p̃2 + 17p̃1 · p̃3 + 4p̃22 + 9p̃2 · p̃3 + 13p̃23)],(3.42a)

T µ1µ2µ3µ41gg2 = −
e4

5040m4π2
gµ1µ2gµ3µ4(1 + κ)−1[48p̃41 + (79p̃1 · p̃2 + 113p̃1 · p̃3 + 48p̃22

+13p̃2 · p̃3 + 65p̃23)p̃
2
1 + 40(p̃1 · p̃2)

2 + 74(p̃1 · p̃3)
2 + 9p̃42 − 2(p̃2 · p̃3)

2

+27p̃43 + 156p̃1 · p̃3p̃
2
2 + 131p̃1 · p̃3p̃2 · p̃3 − 3p̃22p̃2 · p̃3 + (92p̃1 · p̃3

+27p̃22 + 16p̃2 · p̃3)p̃
2
3 + p̃1 · p̃2(159p̃1 · p̃3 + 39p̃22 − 24p̃2 · p̃3 + 20p̃23)],

(3.42b)
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T µ1µ2µ3µ41gg3 =
e4

5040m4π2
gµ1µ3gµ2µ4(1 + κ)−1[57p̃41 + (110p̃1 · p̃2 + 118p̃1 · p̃3 + 92p̃22

+71p̃2 · p̃3 + 96p̃23)p̃
2
1 + 72(p̃1 · p̃2)

2 + 80(p̃1 · p̃3)
2 + 54p̃42 + 72(p̃2 · p̃3)

2

+57p̃43 + 180p̃1 · p̃3p̃
2
2 + 177p̃1 · p̃3p̃2 · p̃3 + 108p̃22p̃2 · p̃3 + 2(59p̃1 · p̃3

+46p̃22 + 55p̃2 · p̃3)p̃
2
3 + p̃1 · p̃2(177p̃1 · p̃3 + 108p̃22 + 66p̃2 · p̃3 + 71p̃23)],

(3.42c)

T µ1µ2µ3µ41gg4 = −
e4

5040m4π2
gµ1µ4gµ2µ3(1 + κ)−1[27p̃41 + (16p̃1 · p̃2 + 92p̃1 · p̃3 + 27p̃22

+20p̃2 · p̃3 + 65p̃23)p̃
2
1 − 2(p̃1 · p̃2)

2 + 74(p̃1 · p̃3)
2 + 9p̃42 + 40(p̃2 · p̃3)

2

+48p̃43 + 156p̃1 · p̃3p̃
2
2 + 159p̃1 · p̃3p̃2 · p̃3 + 39p̃22p̃2 · p̃3 + (113p̃1 · p̃3

+48p̃22 + 79p̃2 · p̃3)p̃
2
3 + p̃1 · p̃2(131p̃1 · p̃3 − 3(p̃22 + 8p̃2 · p̃3) + 13p̃23)].

(3.42d)

As outras contribuições da equação (3.40), T1gk e T1kk, foram omitidas por questão

de brevidade e note que adotamos regularização dimensional. O limite colinear

pode ser imposto, da mesma maneira como foi feito na seção (3.2), e desta forma

obteremos o seguinte resultado:

Gµ1µ2µ3µ4
coll = −

e4

120m2π2
p̃20(1 + κ)−1

×[gµ1µ2gµ3µ4(9p21 − 8p22 − p23 + 2p1p2 + 16p1p3 − 18p2p3)

+gµ1µ3gµ2µ4(4p21 − 8p22 + 4p23 − 8p1p2 + 16p1p3 − 8p2p3)

+gµ1µ4gµ2µ3(−p21 − 8p22 + 9p23 − 18p1p2 + 16p1p3 + 2p2p3)]

+O(p̃40) +O(p̃µi0 ). (3.43)
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Quando expandimos até primeira ordem em κ, de modo que

p̃20(1 + κ)−1 = [(p00)
2(1 + κ)2 − (pi0)

2](1 + κ)−1

= 2κ(p00)
2 +O(κ2), (3.44)

recuperamos, através de um cálculo não perturbativo, o resultado perturbativo apre-

sentado em (3.25) para o limite colinear.

Iremos agora discutir a geração da ação de Euler-Heisenberg com violação de

simetria de Lorentz, na primeira ordem de correção, α2 = e4/16π2. Para tal devemos

calcular G (Eq. (3.30)) sem levar em conta o limite colinear. Então, como apontado

no ińıcio desta secção, podemos obter T2 e T3 a partir de T1, quando trocamos tanto

os ı́ndices descontráıdos quanto os momentos, veja (3.34). Procedendo desta forma,

obtemos,

Gµ1µ2µ3µ4(p1, p2, p3, p4) = Gµ1µ2µ3µ4
gg (p1, p2, p3, p4) +

6∑

i=1

Gµ1µ2µ3µ4
gpi

(p1, p2, p3, p4)

+Gµ1µ2µ3µ4
pp (p1, p2, p3, p4), (3.45)

sendo

Gµ1µ2µ3µ4
gg =

e4

180π2m4
(1 + κ)−1

×[gµ1µ2gµ3µ4(7p̃1 · p̃4p̃2 · p̃3 + 7p̃1 · p̃3p̃2 · p̃4 − 10p̃1 · p̃2p̃3 · p̃4)

+gµ1µ3gµ2µ4(7p̃1 · p̃4p̃2 · p̃3 − 10p̃1 · p̃3p̃2 · p̃4 + 7p̃1 · p̃2p̃3 · p̃4)

+gµ1µ4gµ2µ3(−10p̃1 · p̃4p̃2 · p̃3 + 7p̃1 · p̃3p̃2 · p̃4 + 7p̃1 · p̃2p̃3 · p̃4)],(3.46)

Gµ1µ2µ3µ4
gp1 =

e4

180π2m4
gµ1µ2(1 + κ)−1[p̃µ34 (10p̃µ43 p̃1 · p̃2 − 7(p̃µ42 p̃1 · p̃3 + p̃µ41 p̃2 · p̃3))

−7p̃µ43 (p̃µ32 p̃1 · p̃4 + p̃µ31 p̃2 · p̃4) + 7(p̃µ32 p̃
µ4
1 + p̃µ31 p̃

µ4
2 )p̃3 · p̃4], (3.47a)
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Gµ1µ2µ3µ4
gp2 =

e4

180π2m4
gµ1µ3(1 + κ)−1[p̃µ24 (−7p̃µ43 p̃1 · p̃2 + 10p̃µ42 p̃1 · p̃3 − 7p̃µ41 p̃2 · p̃3)

+p̃µ23 (7p̃µ41 p̃2 · p̃4 − 7p̃µ42 p̃1 · p̃4) + 7p̃µ21 (p̃µ43 p̃2 · p̃4 − p̃µ42 p̃3 · p̃4)], (3.47b)

Gµ1µ2µ3µ4
gp3

=
e4

180π2m4
gµ1µ4(1 + κ)−1[p̃µ24 (7p̃µ31 p̃2 · p̃3 − 7p̃µ32 p̃1 · p̃3) + p̃µ23 (−7p̃µ34 p̃1 · p̃2

+10p̃µ32 p̃1 · p̃4 − 7p̃µ31 p̃2 · p̃4) + 7p̃µ21 (p̃µ34 p̃2 · p̃3 − p̃µ32 p̃3 · p̃4)], (3.47c)

Gµ1µ2µ3µ4
gp4 =

e4

180π2m4
gµ2µ3(1 + κ)−1[p̃µ14 (−7p̃µ43 p̃1 · p̃2 − 7p̃µ42 p̃1 · p̃3 + 10p̃µ41 p̃2 · p̃3)

+7(p̃µ13 (p̃µ42 p̃1 · p̃4 − p̃µ41 p̃2 · p̃4) + p̃µ12 (p̃µ43 p̃1 · p̃4 − p̃µ41 p̃3 · p̃4))], (3.47d)

Gµ1µ2µ3µ4
gp5

=
e4

180π2m4
gµ2µ4(1 + κ)−1[−7p̃µ14 (p̃µ31 p̃2 · p̃3 − p̃µ32 p̃1 · p̃3)− p̃µ13 (7p̃µ34 p̃1 · p̃2

+7p̃µ32 p̃1 · p̃4 − 10p̃µ31 p̃2 · p̃4)− 7p̃µ12 (p̃µ31 p̃3 · p̃4 − p̃µ34 p̃1 · p̃3)], (3.47e)

Gµ1µ2µ3µ4
gp6 =

e4

180π2m4
gµ3µ4(1 + κ)−1[7p̃µ14 (p̃µ23 p̃1 · p̃2 − p̃µ21 p̃2 · p̃3) + 7p̃µ13 (p̃µ24 p̃1 · p̃2

−p̃µ21 p̃2 · p̃4) + p̃µ12 (−7p̃µ24 p̃1 · p̃3 − 7p̃µ23 p̃1 · p̃4 + 10p̃µ21 p̃3 · p̃4)], (3.47f)

Gµ1µ2µ3µ4
pp =

e4

180π2m4
(1 + κ)−1

×[p̃µ12 (7p̃µ23 p̃
µ3
4 p̃

µ4
1 + (7p̃µ24 p̃

µ3
1 − 10p̃µ21 p̃

µ3
4 )p̃µ43 )

+p̃µ13 (7p̃µ21 p̃
µ3
4 p̃

µ4
2 + p̃µ24 (7p̃µ32 p̃

µ4
1 − 10p̃µ31 p̃

µ4
2 ))

+p̃µ14 (p̃µ23 (7p̃µ31 p̃
µ4
2 − 10p̃µ32 p̃

µ4
1 ) + 7p̃µ21 p̃

µ3
2 p̃

µ4
3 )], (3.48)

com p̃4 = −p̃1 − p̃2 − p̃3. Observamos que todas as contribuições da ordem de

1/m2 desaparecem completamente, como esperado, e que portanto, não há o efeito

de divisão de fótons no vácuo. De fato, as ações de Euler-Heisenberg são todas

proporcionais a ordem de 1/m4 na primeira ordem de correção.
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Portanto, considerando os resultados (3.30), a ação efetiva (3.29) toma a

forma

SEH = −
α2

180m4
(1 + κ)−1

∫

d4x

∫

d4p1d
4p2d

4p3d
4p4 e

i(p1+p2+p3+p4)·xG(p1, p2, p3, p4),

(3.49)

sendo

G(p1, p2, p3, p4) = Gµ1µ2µ3µ4(p1, p2, p3, p4)Ãµ1(p1)Ãµ2(p2)Ãµ3(p3)Ãµ4(p4), (3.50)

de modo que podemos escrever

G(p1, p2, p3, p4) =
5

3
F̃µν(p1)F̃

µν(p2)F̃λρ(p3)F̃
λρ(p4) +

5

3
F̃µν(p1)F̃

µν(p3)F̃λρ(p2)F̃
λρ(p4)

+
5

3
F̃µν(p1)F̃

µν(p4)F̃λρ(p2)F̃
λρ(p3)−

14

6
Fµν(p1)F̃

νλ(p2)F̃λρ(p3)F̃
ρµ(p4)

−
14

6
Fµν(p1)F̃

νλ(p2)F̃λρ(p4)F̃
ρµ(p3)−

14

6
Fµν(p1)F̃

νλ(p3)F̃λρ(p2)F̃
ρµ(p4)

−
14

6
Fµν(p1)F̃

νλ(p3)F̃λρ(p4)F̃
ρµ(p2)−

14

6
Fµν(p1)F̃

νλ(p4)F̃λρ(p2)F̃
ρµ(p3)

−
14

6
Fµν(p1)F̃

νλ(p4)F̃λρ(p3)F̃
ρµ(p2), (3.51)

com F̃ µν(p1) = p̃µ1 Ã
ν(p1) − p̃ν1Ã

µ(p1), e assim sucessivamente. Então, invertendo

a transformada de Fourier na expressão (3.49), a ação de Euler-Heisenberg com

violação de simetria de Lorentz torna-se

SEH = −
α2

180m4
(1 + κ)−1

∫

d4x(5F̃µνF̃
µνF̃λρF̃

λρ − 14F̃µνF̃
νλF̃λρF̃

ρµ), (3.52)

onde agora F̃ µν = ∂̃µÃν(x) − ∂̃νÃµ(x). A ação acima, bem como a ação encon-

trada em (3.26), são de certa forma não usuais, muito embora relembrem a ação de

Euler-Heisenberg convencional [60]. A partir das expressões (3.52) e (3.26) (ou das

equações (3.40)) estamos aptos a calcular algumas amplitudes de espalhamento de

interesse na presença de violação de simetria de Lorentz.
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É válido mencionar aqui, a Lagrangiana da equação acima é o termo domi-

nante da expansão da lagrangiana efetiva de Euler-Heisenberg na aproximação de

campo fraco, que, expressa em termos do tensor dual ∗Fµν =
1
2
ǫµνλρF

λρ e do campo

cŕıtico Ec = m2c3/~e = 1.3× 1016 V/cm, pode ser reescrita como

L
(2)
EH =

ℵ

16
(1 + κ)−1(4F̃µνF̃

µνF̃λρF̃
λρ + 7F̃µν

∗F̃ µνF̃λρ
∗F̃ λρ), (3.53)

sendo

ℵ =
2α2

~
3

45m4c5
=

α

90πE2
c

, (3.54)

com α = e2/4π~c (note que restitúımos ~ and c). Neste limite, os campos elétricos

e magnéticos E e B são fracos em comparação com o campo cŕıtico Ec. De fato,

o limite E ≪ Ec é essencial para a validade da lagrangiana efetiva, além de im-

por severas restrições à produção de pares (elétron-pósitron). Uma discussão mais

completa pode ser vista em [108].

Enquanto a expressão acima (3.53) é suficiente para analizar o diagrama caixa

(quatro fótons), para mais pernas externas, podemos inferir a partir da lagrangiana

efetiva de Euler-Heisenberg as outras expressões, como por exemplo, o diagrama

hexágono (seis fótons),

L
(3)
EH = −

ξ

64
(1 + κ)−1F̃αβF̃

αβ(8F̃µνF̃
µνF̃λρF̃

λρ + 13F̃µν
∗F̃ µνF̃λρ

∗F̃ λρ), (3.55)

sendo

ξ =
32πα3

~
6

315m8c10
=

2α

315πE4
c

. (3.56)

Em particular, a lagrangiana (3.55) é a responsável pela primeira contribuição

não nula para a divisão de fótons em um campo magnético externo (constante e

espacialmente uniforme) B̄ [109, 110], em que B̄ ∼ Bc = m2c3/~e = 4.42 × 1013 G
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(i.e. um campo intenso). O limite de campos magnéticos muito intensos (B ≫ Bc)

também é interessante, contudo, deve ser levado em conta a lagrangiana de Euler-

Heisenberg completa. Acreditamos que a versão munida de violação de simetria de

Lorentz desta lagrangiana efetiva seja semelhante à sua forma original, exceto pelo

parâmetro de violação. No entanto isto será confirmado em um trabalho futuro.

Em geral, cálculos envolvendo violação de simetria de Lorentz são realizados

na primeira ordem do coeficiente que controla a violação. Então, expandindo a ação

(3.52) até primeira ordem em obtemos

SEH = −
α2

180m4

∫

d4x (5FµνF
µνFλρF

λρ − 14FµνF
νλFλρF

ρµ)

−
α2

90m4

∫

d4x (kF )µναβ(5F
αβF µνFλρF

λρ − 14F αβF νλFλρF
ρµ)

+
α2

180m4

∫

d4x cαβg
αβ(5FµνF

µνFλρF
λρ − 14FµνF

νλFλρF
ρµ) +O(c2µν),

(3.57)

onde foi introduzido o coeficiente (kF )µναβ, dado pela equação (2.4) substituindo o

sinal de proporcionalidade por uma igualdade.

Note que a ação acima (Eq. (3.57)), obtida através de um cálculo não pertur-

bativo, recupera aquela encontrada perturbativamente (Eq. (3.26)), contudo, para

uma determinada condição imposta no coeficiente de violação, enquanto que a ação

obtida perturbativamente é válida para um coeficiente genérico.
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Caṕıtulo 4

Eletrodinâmica quântica com

extensão de Hořava-Lifshitz

Neste caṕıtulo estudaremos a possibilidade de restauração de simetria na ex-

tensão da eletrodinâmica quântica de Hořava-Lifshitz com o expoente cŕıtico z = 3,

em (3 + 1)-dimensões através de correções radiativas de um loop. Tais correções fo-

ram obtidas usando o método da expansão derivada e o uso de regularização dimensi-

onal só foi requerido nas componentes espaciais. O procedimento de renormalização

por composição foi usado, a fim de tratarmos as divergências encontradas, e uma

restrição na carga elétrica renormalizada foi encontrada como condição necessária

para a restauração de simetria.

4.1 Introdução

55
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No ińıcio do século XX, dois cenários teóricos distintos emergiram. Um destes

cenários, a teoria da relatividade geral de Einstein, trata de explicar a gravidade

como uma consequência da estrutura do espaço-tempo. O outro cenário, a mecânica

quântica, apresenta um formalismo radicalmente diferente, descrevendo efeitos em

escala quântica como funções de probabilidade. Ambos os cenários provaram-se

eficazes na descrição dos fenômenos dentro de seus respectivos domı́nios de validade.

Contudo, alguns problemas fundamentais relacionados ao universo primor-

dial, tais como buracos negros, dentre outros, requerem uma conciliação entre a

mecânica quântica e a teoria da relatividade geral, isto é, uma descrição quântica

da gravitação. A teoria de cordas, um dos principais candidatos a fornecer uma

descrição quântica para a gravidade, foi inicialmente estudada na década de 1960

como uma teoria para a descrição da força forte, sendo abandonada após o desen-

volvimento da cromodinâmica quântica (CDQ). Posteriormente foi notado que, as

muitas propriedades que fizeram a teoria de cordas ser abandonada na descrição

da força forte, a tornam um candidato promissor na descrição de uma gravitação

quântica.

Há muitas indicações sugerindo que a teoria de cordas seja rica o suficiente

para conter respostas para muitas questões, tais como o paradoxo da informação ou a

interpretação estat́ıstica da entropia dos buracos negros. Dada a riqueza da teoria de

cordas, é posśıvel adotar uma perspectiva em que tal teoria não seja uma candidata

a uma teoria única do universo, mas sim uma extensão lógica em completa da teoria

de quântica de campos. Dentro deste ponto de vista, parece natural pensar que há

um cenário em que efeitos quânticos gravitacionais em (3+1)-dimensões possam ser

estudados de maneira autocontida.
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Com base nisto, Hořava propôs um novo modelo de gravidade [111] que inclui

uma anisotropia entre espaço e tempo. Tal anisotropia é comum em sistemas de

matéria condensada [112, 113, 114, 115, 116, 117], em que o grau de anisotropia é

controlado por um parâmetro z chamado de “expoente cŕıtico”. A teoria é então

constrúıda de modo a ser compat́ıvel com o escalonamento anisotrópico da forma

~x→ b~x, t→ bzt, (4.1)

e assim, medimos as dimensões canônicas de todos os objetos em termos do momento

espacial. Em particular, a anisotropia do espaço-tempo reflete nas dimesões de massa

das coordenadas espacial e temporal, de modo que

[~x] = −1, [t] = −z, (4.2)

e consequentemente a simetria de Lorentz é recuperada no caso em que z = 1.

O grande obstáculo à construção de uma teoria quântica para a gravidade

reside no fato de que a teoria de Einstein para a gravitação em (3 + 1)-dimensões é

não renormalizável, visto que a dimensão de massa da constante de acoplamento é

[GN ] = −2 e que a cada ordem de loop a divergência da teoria aumenta. Contudo,

modelos de gravidade do tipo Hořava-Lifshitz tornam-se renormalizáveis, via con-

tagem de potência, em z = 3 [118], devido à uma melhoria no comportamento UV

da teoria, pelo menos a curtas distâncias. O preço a ser pago é a não invariância

relativ́ıstica da teoria a curtas distâncias. De fato, muitos desenvolvimentos em

teorias de cordas sugerem que o abandono da invariância de Lorentz como uma si-

metria fundamental pode ser razoável, uma vez que o espaço em si é visto como

uma propriedade emergente da teoria.

Após o trabalho seminal publicado pelo Hořava, muitos estudos se iniciaram
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dentro do contexto da gravidade de Horava-Lifshitz [119, 120, 121], buracos negros

[122, 123, 124, 125], cosmologia [126, 127, 128, 129, 130] dentre outros.

4.2 EDQ com extensão de Hořava-Lifshitz

A EDQ com extensão de Hořava-Lifshitz é, assim como o modelo da gra-

vidade de Hořava-Lifshitz, um modelo baseado em uma anisotropia entre as com-

ponentes espaciais e temporal. Muito embora tal extensão da EDQ não tenha sido

extensivamente estudada, como no caso da gravidade de Hořava-Lifshitz, o modelo é

promissor, visto que tal provém novas interações renormalizáveis, devido à presença

de derivadas superiores que promovem uma melhoria no comportamento ultravioleta

(UV) do propagador de part́ıcula.

Recentemente vários estudos foram realizado na extensão da EDQ de Lifshitz

com z = 2, tais como correções de um loop, onde foi verificado que a restauração

dinâmica de simetria ocorre em baixas energias pelo menos para alguns casos [131].

O potencial efetivo foi também estudado em [132, 133, 134], assim como seus efei-

tos em temperatura finita [135] e a dependência de gauge [136]. Extensões super-

simétricas do modelo de Wess-Zumino com termos aditivos tipo Hořava-Lifshitz po-

dem ser visto em [137, 139]. Aspectos gerais acerca do grupo de renormalização [140],

da renormalizabilidade de teorias escalares [141, 142], da eletrodinâmica clássica

[143], da teoria de Chern-Simons [144], também foram estudados, bem como o efeito

Casimir para uma teoria de campo escalar [145]. Modificações do tipo Hořava-

Lifshitz nos modelos CPN−1 e sigma não linear foram estudadas em [146] e [147],
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respectivamente, assim como EDQ com extensões de Hořava-Lifshitz em cinco di-

mensões [148].

4.2.1 EDQ de Hořava-Lifshitz com z = 2

A EDQ escalar e fermiônica, com extensão de Hořava-Lifshitz e expoente

cŕıtico z = 2, foi primeiro estudada em [131]. A sua lagrangiana possui a seguinte

forma:

L =
1

2
F0iF0i +

a21
4
Fij∆Fij +D0φ(D0φ)

∗ − a22DiDjφ(DiDjφ)
∗ −m4φφ∗ +

+ψ̄[iγ0D0 + (ia3γ
iDi)

2 −m2]ψ. (4.3)

No presente modelo a lagrangiana possui dimensão de massa d = 5 e as dimensões

de massa dos parâmetros da teoria são as seguintes:

[Aj] =
1

2
, [A0] = [ψ] =

3

2
, [e] =

1

2
, [m] = 1, (4.4)

e a teoria é invariante perante a simetria de gauge U(1), isto é φ → eieξφ, φ∗ →

e−ieξφ∗, ψ → eieξψ, ψ̄ → ψ̄e−ieξ e A0,i → A0,i + ∂0,iξ.

Através do estudo das correções radiativas do setor escalar da lagrangiana

acima, foi observado a recuperação da covariância de Lorentz do setor de Maxwell

(no limite de baixas energias e sob algumas relações especiais entre os parâmetros

da teoria), cuja ação pode ser rescrita como

SAA = −
1

2
(1 + α)(a1Z2)

2

∫

dtddxFµνF
µν , (4.5)

onde α e Z2 são os coeficientes associados às correções radiativas. Contudo, o re-

sultado acima é válido apenas se d = 8n + r, onde n um inteiro não negativo e
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r ∈ (0, 2). Dessa forma, a condição exclui as dimensões d = 2 e d = 3, ou seja, as

dimensões do espaço-tempo D = 3 e D = 4, respectivamente.

Foi também mostrado que a lagrangiana de Maxwell não é corrigida pelas

correções radiativas advindas do setor fermiônico, para qualquer dimensão arbitrária

d. Em um modelo similar à lagrangiana (4.3), esse resultado também foi encontrado

em [148], dentro do estudo das correções radiativas em D = 5 dimensões do espaço-

tempo. A razão fundamental pela qual estas contribuições são nulas é o fato de que,

como acontece em uma teoria não relativ́ıstica usual, a contribuição de um loop

fermônico fechado com pelo menos duas linhas, pode ser decomposta em uma soma

de dois termos onde cada um deles possui polos no mesmo semi-plano da variável

k0.

Contudo, para o setor escalar, as correções radiativas são não nulas, tal que

podemos escrever

Sφ∗φ =

∫

dtddxφ∗
[
α1 −m4 + (−1 + α2)∂

2
0 + α3m

2∆
]
φ, (4.6)

onde α1, α2 e α3 são as constantes associadas às correções radiativas. Após um

adequado escalonamento nos campos e derivadas da lagrangiana acima, assim como

na lagrangiana de Maxwell (4.5), a restauração da covariante de Lorentz, e por con-

seguinte, a restauração da simetria de Lorentz, pode ser obtida, contudo, quando

e2

m
≈ 111. Apesar dessa expressão ser positiva, e portanto, a constante de acopla-

mento ser real, ela possui um valor muito grande. Para que a teoria de perturbação

empregada nos cálculos das correções radiativas seja consistente, deveŕıamos ter

e2

m
< 1. Portanto, para a EDQ escalar de Hořava-Lifshitz z = 2, a restauração da

simetria de Lorentz torna-se inviável.

Por fim, as correções radiativas para o setor espinorial apresentam a seguinte
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correção à lagrangiana de Dirac:

Σ(k) = −ie2
d− 3

Γ(d/2)
md−4 csc

(
dπ

2

)

π1−d/22−3d/2ψ̄

[
d− 2

4
γ0∂0 +

m2

2
+O(∂2)

]

ψ.

(4.7)

Note que, em d = 3 temos que Σ(k) = 0. Portanto, não há geração da ação de Dirac

e, consequentemente, não há possibilidade de restauração de simetria de Lorentz,

para a EDQ fermiônica de Hořava-Lifshitz z = 2.

Um outro aspecto importante que merece ser abordado é a questão da anoma-

lia Adler-Bell-Jackiw (ABJ), que implica na quebra de simetria quiral. No contexto

da extensão de Horava-Lifshitz da EDQ, a anomalia ABJ foi estudada nos trabalhos

[149, 150, 151]. Em [149] mostrou-se que no caso de um z genérico par, isto é, da

forma z = 2n com n ∈ N, as potenciais anomalias somente são não nulas se a tem-

peratura não for nem zero e nem infinita. Enquanto que em [150, 151] mostrou-se

que no caso de uma teoria de Lifshitz quadri-dimensional para férmions sem massa,

as contribuições dos campos de gauge e métricos para a anomalia axial com um z

genérico são idênticas ao caso relativ́ıstico.

Outro interessante estudo da EDQ com extensão de Hořava-Lifshitz z =

2 é a inclusão, também, na lagrangiana de termos com expoente cŕıtico z = 1.

Estudos desta natureza já foram realizados na literatura, por exemplo em [152],

cuja lagrangiana é dada por

L =
1

2
F0iF0i −

1

4
Fij(M

2 −∆)Fij + ψ̄(iD0γ0 − iMDkγk −DkDk −m2)ψ. (4.8)

Após adicionarmos as correções radiativas à lagrangiana de partida, e efetuarmos

um adequado escalonamento nos campos e derivadas, a lagrangiana acima pode ser
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seja rescrita como

M−1LIR = −
1

4
FµνF

µν + iψ̄

[

γ0∂0 −

(

1 +
δv

2

)

~γ · ~∂

]

ψ, (4.9)

onde δv é o coeficiente que condensa todas as correções radiativas. O coeficiente δv

pode ser estimado como sendo da ordem de δv ≈ 10−3, que faz dele fenomenologica-

mente não reaĺıstico. O ponto realmente interessante neste modelo é a sua conexão

como o MPE, uma vez que o coeficiente δv pode ser relacionado ao coeficiente cµν

através da seguinte relação:

2cij = δvδij ou δv =
2

3
tr(cij). (4.10)

Na próxima subseção, apresentaremos a extensão da EDQ de Horava-Lifshitz,

com expoente cŕıtico z = 3, em seguida calcularemos as correções radiativas do

modelo e a sua renormalização. Finalmente, também levantaremos a questão da

restauração da simetria de Lorentz para o modelo.

4.2.2 EDQ de Hořava-Lifshitz com z = 3

Na próxima seção, estudaremos as correções radiativas à lagrangiana da EDQ

com extensão de Horava-Lifshitz z = 3 [10], cuja expressão é dada por

L = −
1

2
F0iF

0i −
1

4
Fij∆

2F ij + ψ̄
[
iγ0(∂0 − ieA0) + (iγi(∂i − ieAi))

3 −m3
]
ψ,(4.11)

onde ∆ = ∂i∂
i. A ação correspondente é invariante de gauge sob as seguintes

transformações:

ψ → eieαψ, ψ̄ → e−ieαψ̄, A0,i → A0,i + ∂0,iα, (4.12)
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e as dimensões de massa, neste modelo, são

[Ai] = 0, [A0] = 2, [m] = [e] = 1, e [ψ] =
3

2
. (4.13)

Para um cálculo expĺıcito das correções de um loop precisamos obter as regras

de Feynman do presente modelo. A fim de obter o propagador do fóton e mantê-lo

estritamente diagonal, o seguinte fixador de gauge foi usado:

Lgf = −
1

2
[∆−1∂0A

0 +∆∂iA
i]2. (4.14)

Logo, as regras de Feynman do modelo são
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k
=

i

γ0k0 + γikik2 −m3
= i

γ0k0 + γikik
2 +m3

k20 + k6 −m6
(4.15a)

p
0 0 = −

ip4

p20 + p6
(4.15b)

p

i j = −
igij

p20 + p6
(4.15c)

k

p

q

0

= −i(2π)4δ4(p+ k − q)eγ0 (4.15d)

k

p

q

m

= −i(2π)4δ4(p+ k − q)
(
eγmk2i + 2eγmkip

i

+eγmp2i + eγiγmkiγ
kpk + 2eγkpmpk

)
= −iV m

3 (k, p). (4.15e)

k

p t

q

m n

= −i(2π)4δ4(p+ k + t− q)
(
−2e2gmnγi(p+ t)i − 4e2gmnγiki+

−e2γmγjγntj − e2γnγjγmpj − e2γmγjγnkj − e2γnγjγmkj
)

= −iV mn
4 (k, p, t). (4.15f)

k

p

t
r

q

m

n
j

= −2ie3(2π)4δ4(p+ k + t+ r − q)(gjnγm + gjmγn + gmnγj)

= −iV mnj
5 (k, p, t, r) (4.15g)

4.3 Correções radiativas da EDQ de Horava-Lifshitz

Agora, de posse das regras de Feynman (4.15), iremos calcular as correções

de um loop para os propagadores do fóton e do férmion. Para o propagador do

Instituto de F́ısica - UFAL



4 Correções radiativas da EDQ de Horava-Lifshitz 65

fóton, temos os seguintes diagramas a serem calculados:

p p

k

k−p

= iΠ00
1 (p) + iΠ0i

2 (p) + iΠij
3 (p) (4.16)

p p
= iΠij

4 (p). (4.17)

Inicialmente, nosso interesse é obter uma correção à lagrangiana de Maxwell.

O tadpole apresentado acima (4.17) não contribui para a lagrangiana de Maxwell,

visto que sua construção se dá a partir do vértice −iV mn
4 (k, p, t), que contém somente

um momento externo, e portanto não é posśıvel construir um FµνF
µν .

A autoenergia do fóton (Eq. (4.16)) nos dá três contribuições, uma com dois

campos de gauge Ai, outro com um Ai e um A0 e finalmente outro com dois campos

de gauge A0. Estas contribuições são as seguintes:

iΠ00
1 (p) = −e2trµ3−d

∫
dk0d

dk

(2π)d+1
γ0S(k)γ0S(k − p), (4.18)

iΠ0i
2 (p) = −trµ3−d

∫
dk0d

dk

(2π)d+1

[
V i
3 (k − p, p)S(k)eγ0S(k − p)

+ eγ0S(k)V i
3 (k,−p)S(k − p)

]
(4.19)

iΠij
3 (p) = −trµ3−d

∫
dk0d

dk

(2π)d+1
V i
3 (k − p, p)S(k)V j

3 (k,−p)S(k − p). (4.20)

A partir de agora, iΠ00
1 (p) representará a parte de (4.18) que contribuirá para F0iF

0i,

ou seja, iΠ00
1 (p) conterá somente termos com dois momentos externos espaciais.

Para tal, realizaremos uma expansão derivativa no momento externo contido no

propagador do férmion da seguinte forma

S(k − p) = S(k) + S(k)ΛS(k) + S(k)ΛS(k)ΛS(k) + · · · , (4.21)
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onde

Λ = γ0p0 + γipip
2 − 2γipip · k + γipik

2 − γikip
2 + 2γikip · k. (4.22)

Após o cálculo do traço, desprezando os termos com integrando ı́mpar e passando

para o espaço Euclidiano, obtemos

iΠ00
1 (p) = e2µ3−d 2π

d/2

Γ
(
d
2

)

∫
dk0dr

(2π)d+1

rd−1

(k20 − r6 −m6)
4

[
216k20r

10~p2

d
+

32k40r
4~p2

d
+

−
32m12r4~p2

d
+

8m6r10~p2

d
+

40r16~p2

d
+ 4k40r

4~p2 − 4m12r4~p2

−8m6r10~p2 − 4r16~p2
]
, (4.23)

onde as coordenadas esféricas em d-dimensões foram utilizadas nas componentes

espaciais do momento interno ki. Finalmente, após as integrações, encontramos

iΠ00
1 (p) = −

ie2µ3−d21−dπ−
d
2
−

1

2md−5Γ
(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)

3Γ
(
d
2
+ 1

) ~p2g00. (4.24)

Através de um procedimento análogo, as quantidade iΠ0i
2 (p) e iΠ

ij
3 (p), que de

agora em diante representarão as partes de (4.19) e (4.20) que irão contribuir para

F0iF
0i, são obtidas. Contudo, para iΠ0i

2 (p) selecionaremos termos de (4.19) que

contém um momento externo espacial e um momento externo temporal, enquanto

que para iΠij
3 (p) selecionaremos termos de (4.20) que contém dois momentos externos

temporais. Consequentemente temos

iΠ0i
2 (p) =

ie2µ3−d21−dπ−
d
2
−

1

2md−5Γ
(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)

3Γ
(
d
2
+ 1

)
(
p0pi + p0pi

)
, (4.25)

iΠij
3 (p) = −

ie2µ3−d21−dπ−
d
2
−

1

2md−5Γ
(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)

3Γ
(
d
2
+ 1

) p20g
ij. (4.26)

Como podemos ver, os coeficientes associados com as quantidades acima calculadas

são os mesmos, e portanto é posśıvel simplificar a soma das correções como
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Π00
1 (p)A0(p)A0(−p) + Π0i

2 (p)A0(p)Ai(−p) + Πij
3 (p)Ai(p)Aj(−p) =

1

2
α1F

2
0i, (4.27)

com a correção α1 sendo dada por

α1 =
e2µ3−d22−dπ−

d
2
−

1

2md−5Γ
(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)

3Γ
(
d
2
+ 1

) . (4.28)

As contribuições associadas com FijF
ij emergem unicamente a partir de

Πij
3 (p). A fim de obtermos Πij

3 (p), consideraremos na equação (4.20) apenas termos

com dois momentos externos espaciais, que após o cálculo do traço e desprezando

os termos com integrando ı́mpar, obtemos

Πij
3 (p) =

e2µ3−d2−d(d− 2)(d+ 8)π−
d
2
−

1

2md−1Γ
(
1
6
− d

6

)
Γ
(
d+2
6

)

9dΓ
(
d
2

)
(
pipj − ~p2gij

)
.(4.29)

Com as correções calculadas, a lagrangiana munida das correções de um loop pode

ser escrita como

Lγ =
1

2
(1 + α1)F0iF0i −

1

4
α2m

4FijFij (4.30)

onde

α2 =
e2µ3−d2−d+2(d− 2)(d+ 8)π−

d
2
−

1

2md−5Γ
(
1
6
− d

6

)
Γ
(
d+2
6

)

9dΓ
(
d
2

) . (4.31)

Note que as correções de um loop dadas pela extensão de Lifshitz da EDQ com

z = 3 para a lagrangiana de Maxwell são ambas finitas.

O próximo passo é calcular as correções de um loop para a lagrangiana de

Dirac. Temos agora mais dois gráfico a serem calculados, que são, como no caso
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anterior, a autoenergia e o tadpole. Para a autoenergia do férmion temos duas con-

tribuições, uma com dois vértices temporais e uma com dois vértices espaciais. Não

há contribuições cruzadas visto que o propagador do fóton é estritamente diagonal.

Estas contribuições são as seguintes:

k kk + p

−p

= iΣ1(k) + iΣ2(k) (4.32)

onde

iΣ1(k) = −e2µ3−d

∫
dp0d

dp

(2π)d+1
γ0S(k + p)γ0D00(−p), (4.33)

iΣ2(k) = −µ3−d

∫
dp0d

dp

(2π)d+1
V i
3 (k, p)S(k + p)V j

3 (k + p,−p)Dij(−p). (4.34)

De agora em diante iΣ1(k) será a parte de (4.33) que contribui para a correção da

lagrangiana de Dirac. A fim de obtermos tal correção, devemos considerar somente

termos que são lineares em k0 e ki. Portanto, iΣ1(k) pode ser escrito como

iΣ1(k) = −e2µ3−d 2π
d/2

Γ
(
d
2

)

∫
dp0dr

(2π)d+1

m3rd+3

(p20 − r6 −m6)(p20 − r6)
+

+e2
2πd/2

Γ
(
d
2

)

∫
dp0dr

(2π)d+1

rd−1

(p20 − r6 −m6)
2
(p20 − r6)

×

×

(

−
2p20r

6

d
kiγ

i +
2m6r6

d
kiγ

i −
4r12

d
kiγ

i + γ0p20k0r
4 − p20kiγ

ir6+

+γ0m6k0r
4 +m6kiγ

ir6 + γ0k0r
10 + kiγ

ir12
)
, (4.35)

tal que após a integração, obtemos o resultado

Σ1(k) =
e2µ3−d2−d−1π−

d
2
−

1

2md−3

9Γ
(
d
2

)

[

3m−2γ0k0Γ

(
d+ 4

6

)

Γ

(

−
d

6
−

7

6

)

+

−3mΓ

(

−
d

6
−

1

6

)

Γ

(
d+ 4

6

)

+ kiγ
iΓ

(
d

6
+ 1

)

Γ

(

−
d

6
−

3

2

)]

.(4.36)
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Assim como no caso anterior, isto é, para a autoenergia do fóton, regularização di-

mensional e coordenadas esféricas em d-dimensões foram utilizadas nas componentes

espaciais dos momentos internos ki. Através de um procedimento similar, podemos

encontrar a contribuição de Σ2(k) para a lagrangiana de Dirac, considerando apenas

termos que são lineares em k0 e ki, dado por

Σ2(k) =
e2µ3−d2−d−2π

1

2
(−d−1)md−5

9Γ
(
d
2

)

[

dΓ

(
d+ 4

6

)

Γ

(

−
d

6
−

7

6

)
(
(d+ 7)m3 − 6γ0k0

)
+

+2(d(d+ 6)− 38)m2kiγ
iΓ

(
d

6
+ 1

)

Γ

(

−
d

6
−

3

2

)]

, (4.37)

e consequentemente, Σ(k) = Σ1(k) + Σ2(k), tal que

Σ(k) =
e2µ3−d2−d−2π

1

2
(−d−1)md−5

9Γ
(
d
2

) ×

×

[

Γ

(
d+ 4

6

)

Γ

(

−
d

6
−

7

6

)
(
(d+ 1)(d+ 7)m3 − 6(d− 1)γ0k0

)

+2(d(d+ 6)− 37)m2kiγ
iΓ

(
d

6
+ 1

)

Γ

(

−
d

6
−

3

2

)]

= α3k0γ
0 + α4m

2kiγ
i − α5m

3. (4.38)

Como podemos ver, há uma divergência remanescente na parte espacial de Σ(p),

quando fixamos d = 3.

A contribuição do tadpole depende do vértice −iV mn
4 (k, p, t) dado na equação

(4.15f), pode ser escrita como

= −iµ3−d

∫
dp0d

dp

(2π)d+1
Dij(p)V

ij
4 (k,−p, p) = iΣ3(k). (4.39)

Substituindo o propagador em (4.15c) e o vértice, obtemos a seguinte integral a ser
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solucionada:

iΣ3(k) = e2µ3−d 2π
d/2

Γ
(
d
2

)

∫
dp0dr

(2π)d+1

rd−1(2dkiγ
i + 4kiγ

i)

p20 − r6 −M6
. (4.40)

Novamente aqui, regularização dimensional e coordenadas esféricas em d-dimensões

foram usadas na parte espacial do momento interno ki. Para solucionar as integrais

usamos a prescrição de Feynman usual com o intuito de evitar os polos, obtendo

Σ3(k) =
e2µ3−d2−d(d+ 2)π−

d
2
−

1

2Γ
(
1
2
− d

6

)
Γ
(
d
6

) (
µ
M

)3−d

3Γ
(
d
2

) kiγ
i = α6m

2kiγ
i. (4.41)

Portanto, a lagrangiana de Dirac munida das correções de um loop pode ser

escrita como

Lψ̄ψ = ψ̄
[
i∂0γ

0(1 + α3) + im2∂iγ
i(α4 + α6)−m3(1 + α5)

]
ψ (4.42)

onde

α3 = −
e2µ3−d2−d−1(d− 1)π−

d
2
−

1

2md−5Γ
(
−d

6
− 7

6

)
Γ
(
d+4
6

)

3Γ
(
d
2

) (4.43a)

α4 =
e2µ3−d2−d−1(d(d+ 6)− 37)π

1

2
(−d−1)md−5Γ

(
−d

6
− 3

2

)
Γ
(
d
6
+ 1

)

9Γ
(
d
2

) (4.43b)

α5 = −
e2µ3−d2−dπ−

d
2
−

1

2md−5Γ
(
5
6
− d

6

)
Γ
(
d+4
6

)

Γ
(
d
2

) (4.43c)

α6 =
e22−d(d+ 2)m−2π−

d
2
−

1

2Γ
(
1
2
− d

6

)
Γ
(
d
6

) (
µ
M

)3−d

3Γ
(
d
2

) (4.43d)

Portanto, ao levarmos em conta essas correções para as lagrangianas de Maxwell e

de Dirac, rescrevemos

L =
1

2
(1 + α1)F0iF0i −

1

4
α2m

4FijFij

+ψ̄
[
i∂0γ

0(1 + α3) + im2∂iγ
i(α4 + α6)−m3(1 + α5)

]
ψ. (4.44)
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Realizando uma expansão em torno de d = 3 nos parâmetros (4.43), podemos ver

claramente que há uma divergência em α4 e α6, sendo estas contribuições emergen-

tes da autoenergia e do tadpole do férmion, respectivamente. Veja as expressões

resultantes abaixo:

α1 =
2e2Γ

(
1
3

)
Γ
(
7
6

)

9π5/2m2
+O(ǫ) (4.45a)

α2 =
11e2Γ

(
−1

3

)
Γ
(
5
6

)

27π5/2m2
+O(ǫ) (4.45b)

α3 = −
e2Γ

(
−5

3

)
Γ
(
7
6

)

12π5/2m2
+O(ǫ) (4.45c)

α4 =
5e2

24π2m2ǫ
−

127e2

288π2m2
+ A +O(ǫ) (4.45d)

α5 = −
e2Γ

(
1
3

)
Γ
(
7
6

)

4π5/2m2
+O(ǫ) (4.45e)

α6 = −
5e2

2π2m2ǫ
−

2e2

m2π2
+B +O(ǫ), (4.45f)

onde

A =
30e2

288π2m2
ln

(
m2eγ

22/3πµ2

)

(4.46a)

B = −
5e2

4π2m2
ln

(
M2eγ

22/3πµ2

)

. (4.46b)

4.4 Renormalização da EDQ de Horava-Lifsthiz

As divergências acima obtidas serão tratadas através do método de renorma-

lização conhecido como procedimento de composição [153, 154, 155, 156]. Para isso,

incialmente, escrevemos α4 + α6 =
1
Z2

+ αF , onde

1

Z2
= −

55e2

24π2m2ǫ
+ A+B (4.47)
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e

αF = −
703e2

288m2π2
+O(ǫ). (4.48)

Dessa forma, levando em conta as referências [153, 156], escrevemos ψ = Z
1/2
2 ψR, tal

que em (4.44), temos m2ψ̄Ri∂iγ
i(1 + αFZ2)ψR. Agora, considerando e = Z

−1/2
2 eR,

podemos escrever αFZ2 = α̃F , onde

α̃F = −
703e2R

288m2π2
+O(ǫ). (4.49)

Como consequência disso, Aµ = Z
1/2
2 AµR, de tal forma que podemos rescrever (4.44)

como

L =
1

2
(1 + α1)Z2F

0i
R F

0i
R −

1

4
m4α2Z2F

ij
R F

ij
R (4.50)

+ψ̄R
[
i∂0γ

0(1 + α3)Z2 +m2i∂iγ
i(1 + αFZ2)−m3(1 + α5)Z2

]
ψR.

Agora, a fim de estabelecermos a covariância de Lorentz, levaremos em conta

os escalonamentos

∂0 →
m2α̃

1/4
2

(Z2 + α̃1)1/2
∂0, (4.51a)

∂i →
1

α̃
1/4
2

∂i, (4.51b)

A0
R →

mα̃
1/4
2

(Z2 + α̃1)1/2
A0
R, (4.51c)

AiR →
1

mα̃
1/4
2

AiR, (4.51d)

ψR →
(Z2 + α̃1)

1/4

α̃
1/8
2 (Z2 + α̃3)1/2

ψR, (4.51e)

onde α̃i = Z2αi, tal que, por conseguinte, restabelecemos a dimensão de massa dos

campos e derivadas de acordo com a EDQ usual. Assim, temos que

L = −
1

4
m2FRµνF

µν
R +m2ψ̄R(i∂0γ

0 + λ1i∂iγ
i − λ2m)ψR, (4.52)

Instituto de F́ısica - UFAL



4 Função de três pontos e o teorema de Furry 73

onde

λ1 =
(Z2 + α̃1)

1/2

α̃
1/2
2 (Z2 + α̃3)

(1 + α̃F ) , λ2 =
(Z2 + α̃1)

1/2(Z2 + α̃5)

α̃
1/4
2 (Z2 + α̃3)

. (4.53)

Portanto, para restaurarmos a covariância de Lorentz devemos ter λ1 = 1, tal que

obtemos

e2R
m2

=







2, 22045× 10−16 +O(Z2),

4, 01808 + i0, 318381 +O(Z2),

4, 01808− i0, 318381 +O(Z2).

(4.54)

Note que, ao analisarmos a expressão (4.47), Z2
∼= −24π2m2ǫ/55e2, ou seja, Z2 = 0,

quando ǫ→ 0, que é na verdade a condição de composição utilizada nesta renorma-

lização da EDQ de Hořava-Lifshitz z = 3. Dessa forma, temos
e2
R

m2 ≈ 10−16, ou seja,

o valor estimado para a constante de acoplamento está de acordo com a teoria per-

turbação empregada para obtermos as correspondentes correções radiativas (dadas

pelas Eqs. (4.45)).

4.5 Função de três pontos e o teorema de Furry

A função de três pontos é fácil de ser obtida, visto que, a extensão de Hořava-

Lifshitz da EDQ é, assim como a EDQ usual, consistente com o teorema de Furry.

Dentro deste contexto, o mesmo procedimento empregado na EDQ usual pode ser

usado a fim de demonstrar a validade do teorema de Furry. Para um diagrama que

consiste de um loop de férmions com três pernas externas de fótons, podemos ter as

seguintes topologias descritas na Fig. (4.1).

É fácil ver que o propagador fermiônico dado pela equação (4.15a) obedece a
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(a) (b) (c)

Figura 4.1: Funções de três pontos

relação (2.40), enquanto que os vértices (4.15d), (4.15e), (4.15f) e (4.15g) obedecem

as seguintes relações

CV 0
3 C

−1 = −(V 0
3 )

T (4.55a)

CV m
3 C−1 = −(V m

3 )T (4.55b)

CV mn
4 C−1 = (V mn

4 )T (4.55c)

CV mnj
5 C−1 = −(V mnj

5 )T . (4.55d)

Logo, é posśıvel ver através de um procedimento análogo ao que foi feito para a

EDQ usual que a contribuição dada pelo gráfico (a) da figura (4.1) pode ser escrita

como

Ga = (−1)3tr[ST (−k1)(V
0,m
3 )TST (−k2)(V

0,n
3 )TST (−k3)(V

0,l
3 )T ]

= −tr[V 0,l
3 S(−k3)V

0,n
3 S(−k2)V

0,m
3 S(−k1)] = −Ga, (4.56)

que implica em Ga = 0. Para o gráfico (b) da figura (4.1) temos, da mesma forma,

que

Gb = (−1)tr[ST (−k1)(V
0,m
3 )TST (−k2)(V

jn
4 )T ]

= −tr[V jn
4 S(−k2)V

0,m
3 S(−k1)] = −Gb, (4.57)
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o que implica também em Gb = 0. Por fim, o gráfico (c) da figura (4.1) nos mostra,

analogamente, que

Gc = (−1)tr[ST (−k1)(V
mnj
5 )T ]

= −tr[V mnj
5 S(−k1)] = −Gc, (4.58)

que nos dá Gc = 0.

Portanto, vemos que, os gráficos relativos às funções de 3-pontos para a

extensão de Hořava-Lifshitz da EDQ com z = 3 anulam-se, o que é consistente com

o teorema de Furry. A generalização do teorema da Furry para o presente modelo,

isto é, o resultado nulo para uma função de n-pontos com n ı́mpar, segue de maneira

direta a partir do uso das relações (4.55).

Devemos calcular também as correções radiativas para o vértice. Tais con-

tribuições estão representadas diagramaticamente na figura (4.2). Um cálculo di-

i ,0

i i

Figura 4.2: Correções radiativas para o vértice

reto através do mesmo procedimento que empregamos até então para o cálculo das

correções radiativas para os propagadores pode ser feito, contudo podemos obter tais

correções através da identidade de Ward-Takahashi, apresentada em (2.37). Desta
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forma obtemos os seguintes resultados

Λ0 = α3γ
0 (4.59)

Λi = (α4 + α6)m
2γi, (4.60)

com α3, α4 e α6 dados pelas equações (4.43a), (4.43b) e (4.43d).
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Caṕıtulo 5

Ação de Euler-Heisenberg com

extensão de Hořava-Lifshitz

Neste caṕıtulo apresentaremos os cálculos das correções radiativas para a

função de quatro pontos, no contexto da EDQ de Hořava-Lifshitz com z = 3. Com

esses cálculos, efetuaremos, posteriormente, a indução da ação efetiva de Euler-

Heisenberg no presente contexto. Para tal, utilizaremos o método da expansão

derivativa, bem como a regularização dimensional nas coordenadas espaciais do mo-

mento interno.

5.1 Função de quatro pontos

A lagrangiana que descreve o modelo de interesse é aquela apresentada em

(4.11), e as regras que Feynman que usaremos para o desenvolvimento do cálculo

77
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são aquelas descritas pelas equações (4.15).

Com o intuito de calcular as correções radiativas para a função de quatro pon-

tos no contexto da EDQ de Hořava-Lifshitz com z = 3, além do diagrama de quatro

pernas usual, devemos também calcular as contribuições não usuais, emergentes dos

Figura 5.1: Correção radiativa usual para a função de 4-pontos

vértices modificados do modelo de Hořava-Lifshitz, apresentadas na figura (5.2).

Figura 5.2: Correções radiativas não usuais para a função de 4-pontos

Podemos então escrever a ação efetiva da seguinte forma:

S
(4)
HL =

∫

d4x

∫

d4p1d
4p2d

4p3d
4p4 e

i(p1+p2+p3+p4)·x

×
1

6
Gµ1µ2µ3µ4
HL (p1, p2, p3, p4)Aµ1(p1)Aµ2(p2)Aµ3(p3)Aµ4(p4)

(5.1)

com

Gµ1µ2µ3µ4
HL (p1, p2, p3, p4) = 2 T µ1µ2µ3µ4HL1 (p1, p2, p3, p4) + 2 T µ1µ2µ3µ4HL2 (p1, p2, p3, p4)

+2 T µ1µ2µ3µ4HL3 (p1, p2, p3, p4). (5.2)
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A quantidade T µ1µ2µ3µ4HL1 , assim como T µ1µ2µ3µ4HL2 e T µ1µ2µ3µ4HL3 , pode ser subdividida da

seguinte forma:

T µ1µ2µ3µ4HL1 (p1, p2, p3, p4) =
1

2
TmnjkHL11 (p1, p2, p3, p4)δ

µ1mδµ2nδµ3jδµ4k

+
1

2
T µ1njkHL12 (p1, p2, p3, p4)δ

µ2nδµ3jδµ4k

+
1

3
T µ1µ2jkHL13 (p1, p2, p3, p4)δ

µ3jδµ4k

+
1

4
T µ1µ2µ3µ4HL14 (p1, p2, p3, p4). (5.3)

sendo

= iTmnjkHL11 (p1, p2, p3, p4),

= −

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V mn

4 (k, p1, p2)S(k12)V
jk
4 (k12, p3, p4)

(5.4)

= iT µ1njkHL12 (p1, p2, p3, p4),

= −

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
njk
5 (k1, p2, p3, p4) +

−

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
njk
5 (k1, p2, p3, p4) (5.5)
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= iT µ1µ2jkHL13 (p1, p2, p3, p4),

= i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4),

+i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4)

+i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V n

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4)

+i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4)

(5.6)

= iT µ1µ2µ3µ4HL14 (p1, p2, p3, p4)

=

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)

×S(k123)V
0
3 (k123, p4) + iT̄ µ1µ2µ3µ4HL14 (p1, p2, p3, p4), (5.7)

onde S(k) = i(γ0k0+γ
ikik

2−m3)−1 e as integrais de loop em iT̄HL14 estão descritas

no apêndice (A). Assim como no caṕıtulo (3), o fator 2 presente em (5.2) faz menção

às duas possíıveis orientações do loop de férmions, enquanto que as contribuições

THL1, THL2 e THL3 estão relacionadas aos canais de Mandelstam.

Vamos solucionar inicialmente a quantidade iTHL11 (eq.(5.4)). Para tal, usa-

remos o método da expansão derivativa [48, 49, 50], ou seja, expandiremos pertur-

bativamente o propagador fermiônico no momento externo até quarta ordem em p
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de acordo com

S(kI) = S(k) + S(k)ΛS(k) + S(k)ΛS(k)ΛS(k) +

+S(k)ΛS(k)ΛS(k)ΛS(k) + S(k)ΛS(k)ΛS(k)ΛS(k)ΛS(k) + · · · ,

(5.8)

sendo Λ dado pela equação (4.22) e kI = k+pI , onde I = 1, 12, 123, com p12 = p1+p2

e p123 = p1 + p2 + p3. Por questão de simplicidade e sem perda de generalidade,

na expansão do propagador, consideraremos termos somente com p1, uma vez que

estamos interessados somente na forma funcional das correções radiativas.

Ao substituirmos os vértices e a expansão do propagador na eq.(5.4), consi-

deraremos termos com quatro derivadas, uma vez que buscamos induzir a ação de

Euler-Heisenberg, usaremos regularização dimensional e coordenadas esféricas em d-

dimensões a fim de solucionar as integrais remanescentes. Obtemos então o seguinte

resultado

TmnjkHL11 = −
e4Γ

(
7
6

)
Γ
(
7
3

)

6480π5/2m2

[
3402

(
pm3 p

n
1p

j
2p
k
1 − pm4 p

n
1p

j
2p
k
1 − pm3 p

n
1p

j
1p
k
2 + pm4 p

n
1p

j
1p
k
2

)

−17490
(
~p 2
1 g

jkpn1p
m
3 + ~p 2

1 g
jkpn1p

m
4

)
− 6942

(
~p 2
1 g

jkpm3 p
n
1 + ~p 2

1 g
jkpm4 p

n
1

)]
.

(5.9)

Note que temos um resultado finito, como esperado, uma vez que o resultado das

correções radiativas para a função de dois pontos apresentadas anteriormente já

eram finitas.

A quantidade THL12 (eq.(5.5)), pode ser escrita de maneira mais conveniente

como:

iT µ1njkHL12 (p1, p2, p3, p4) = iΠ0njk
12 (p1, p2, p3, p4) + iΠmnjk

12 (p1, p2, p3, p4), (5.10)
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sendo

iΠ0njk
12 = −

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
njk
5 (k1, p2, p3, p4) (5.11a)

iΠmnjk
12 = −

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
njk
5 (k1, p2, p3, p4). (5.11b)

Primeiramente, calcularemos a contribuição iΠ0njk
12 que, assim como foi feito

no caṕıtulo (4), será, de agora em diante, a parte de (5.11a) que contribuirá para a

ação de Euler-Heisenberg, isto é, contendo unicamente termos quárticos no momento

externo. Tal contribuição nos dá um resultado nulo, isto é,

iΠ0njk
12 (p1, p2, p3, p4) = 0. (5.12)

De maneira análoga, iΠmnjk
12 será, de agora em diante, a parte de (5.11b) que con-

tribuirá para a ação de Euler-Heisenberg, isto é, conterá apenas termos com quatro

momentos externos. Tal contribuição nos dá o seguinte resultado

Πmnjk
12 =

e4Γ
(
1
3

)
Γ
(
7
6

)

1080π5/2m2
~p 2
1

[
1493pm1

(
gjkpn1 + gnkpj1 + gnjpk1

)
+

+187~p 2
1

(
gmkgnj + gmjgnk + gmngjk

)]
, (5.13)

e portanto

T µ1njkHL12 =
e4Γ

(
1
3

)
Γ
(
7
6

)

1080π5/2m2
~p 2
1

[
1493pm1

(
gjkpn1 + gnkpj1 + gnjpk1

)
+

+187~p 2
1

(
gmkgnj + gmjgnk + gmngjk

)]
. (5.14)

Fizemos uso aqui, também, de regularização dimensional e de coordenadas esféricas

em d-dimensões na parte espacial do momento interno para efetuar as integrações

necessárias.
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A quantidade iTHL13 (eq.(5.6)) pode, também, ser expressa mais convenien-

temente como

iT µ1µ2jkHL13 (p1, p2, p3, p4) = iΠ00jk
13 (p1, p2, p3, p4) + iΠ0njk

13 (p1, p2, p3, p4)

+iΠmnjk
13 (p1, p2, p3, p4), (5.15)

com

iΠ00jk
13 = i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4), (5.16a)

iΠ0njk
13 = i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4) +

+i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V n

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4),(5.16b)

iΠmnjk
13 = i

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

jk
4 (k12, p3, p4).(5.16c)

Calcularemos aqui a quantidade Π00jk
13 (p1, p2, p3, p4). Um procedimento similar ao

que foi empregado para os cálculos anteriores foi aqui utilizado, e assim obtemos o

seguinte resultado

Π00jk
13 =

e4

7560π2m6
g00~p 2

1

[
14262 ~p 2

1 g
jk + 5481 ~p1 · ~p2g

jk+

−1827pj2p
k
1 − pj1

(
7702pk1 + 1827pk2

)]
. (5.17)

Por fim, computaremos o termo iT 0000
HL14 (eq.(5.7)) correspondentes ao dia-

grama de quatro pernas de fótons usual. A quantidade

iT 0000
HL14 =

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4),

(5.18)

contribuirá unicamente para o termo F 4 da ação de Euler-Heisenberg, uma vez que

somente este admite a possibilidade de termos quatro campos externos A0. Obtemos
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então que

T 0000
HL14 =

e4119Γ
(
5
3

)
Γ
(
11
6

)

1350π5/2m10
~p 4
1 g

00g00. (5.19)

Com estes resultado é posśıvel inferir a forma funcional da ação de Euler-

Heisenberg no prosente contexto. Um escalonamento nos campos e derivadas a fim

de restituir as dimensões de massa da EDQ usual, assim como foi feito no caṕıtulo

anterior, pode ser empregado, de modo que ∂0 → m2∂0, ∂i → ∂i, A0 → mA0 e

Ai →
1
m
Ai. Considerando somente T 0000

HL14, podemos ver que o termo na lagrangiana

associado à este é do tipo

e4Λ1

m10
(∂iA0)(∂

iA0)(∂jA0)(∂
jA0), (5.20)

que após o escalonamento fica

e4Λ1

m6
(∂iA0)(∂

iA0)(∂jA0)(∂
jA0), (5.21)

sendo Λ1 uma constante associada às correções radiativas. Para todos os termos

associados à TmnjkHL11 , T
µ1njk
HL12 , T

µ1µ2jk
HL13 e T µ1µ2µ3µ4HL14 teremos, após o escalonamento, a

ordem de 1/m6, o que nos permite inferir que a ação de Euler-Heisenberg será da

forma

SEHHL =
e4

m6

∫

dt d3x
(
Λ1F0iF

0iF0jF
0j + Λ2F0iF

0iFkmF
km

+Λ3FijF
ijFkmF

km + Λ4FjiF
ikFkmF

mj
)
, (5.22)

que sob certas imposições relativas à restauração de covariância, deve tomar a forma

da equação (3.52).

O cálculo completo de todas as correções radiativas para a função de quatro

pontos na extensão de Hořava-Lifshitz da EDQ e a consequente indução da ação de

Euler-Heisenberg poderá ser vista com mais detalhes em um trabalho futuro [11].
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Caṕıtulo 6

Conclusões e perspectivas

Nesta tese são tratados dois temas que vêm recebendo muita atenção nos

últimos anos. O primeiro deles, a violação da invariância de Lorentz, tem sido alvo

de muitos estudos, principalmente, devido ao fato de que modelos que o incorporam

serem o limite de baixas energias de teorias mais fundamentais, tal como teoria de

cordas. Em especial, estudamos a questão da indução da ação efetiva de Euler-

Heisenberg com quebra de simetria de Lorentz. O segundo dos temas tratados aqui,

a extensão de Hořava-Lifshitz da eletrodinâmica quântica com z = 3, tem sido pouco

estudado ainda, muito embora o modelo com z = 2 tenha recebido muita atenção

recentemente. Como já foi mencionado ao longo do trabalho, a grande motivação

em se estudar tal modelo reside no fato de que, em z = 3, a gravidade em (3 + 1)-

dimensões passa a ser renormalizável por contagem de potência.

Na primeira metade deste trabalho focamos no MPE, mais especificamente na

EDQ estendida, analisando as correções radiativas provenientes do setor fermiônico

e do setor bosônico, estendido pelos coeficientes de violação CPT par cµν , dµν , Hµν e
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(kF )µνλρ. Apresentamos as correções radiativas para as funções de dois e três pontos,

como uma revisão de literatura, para só então efetuarmos a indução da ação efetiva

de Euler-Heisenberg. Tal indução foi efetuada através de dois procedimentos, um

método perturbativo no coeficiente cµν , em que este passa a ser visto como uma

inserção no propagador fermiônico, além de dar origem a um novo vértice, como

também através de um método não perturbativo. Antes de induzirmos a ação de

Euler-Heisenberg, discutimos o efeito da divisão de fótons no vácuo, ao impormos o

limite colinear, e verificamos o cancelamento de todas as contribuições da ordem de

1/m2 a depender de como são feitas as trocas nos ı́ndices e nos momentos. O resul-

tado obtido para a ação de Euler-Heisenberg com violação de simetria de Lorentz

assemelha-se bastante à ação usual, sendo portanto da ordem de 1/m4.

Na segunda metade do presente trabalho apresentamos a EDQ com extensão

de Hořava-Lifshitz. Realizamos inicialmente uma breve revisão acerca dos trabalhos

recentes realizados para o caso em que z = 2. Em seguida apresentamos a extensão

de Hořava-Lifshitz com z = 3 e computamos as correções radiativas para as funções

de dois pontos através de um método perturbativo. Para tal, usamos regularização

dimensional nas componentes espaciais do momento interno. Empregamos o método

de renormalização por composição e uma restrição na carga elétrica foi encontrada

como condição necessária à restauração de simetria. As correções para as funções

de três pontos também foram computadas. Através de uma extensão do teorema

de Furry a EDQ com extensão de Hořava-Lifshitz, foi posśıvel mostrar que todos

os gráficos associados as funções de três pontos eram nulos. Ainda no contexto

da extensão de Hořava-Lifshitz com z = 3, apresentamos um cálculo preliminar à

indução da ação de Euler-Heisenberg. As correções radiativas encontradas para a

Instituto de F́ısica - UFAL



87

função de quatro pontos mostraram-se ser finitas, como esperado, uma vez que a

quebra de isotropia do modelo promove uma melhoria no comportamento UV da

teoria. A indução da ação de Euler-Heisenberg para a extensão de Hořava-Lifshitz

da EDQ poderá ser vista com mais detalhes em um trabalho futuro [11]

Algumas perspectivas futuras aos estudos aqui realizados podem ser propos-

tas. No contexto de violação de simetria de Lorentz e do MPE, estimativas numéricas

para o coeficiente cµν podem ser realizadas através da associação dos resultados da

amplitude de espalhamento com o erro experimental em alguns espalhamentos es-

pećıficos, tais como o espalhamento fóton-fóton ou o espalhamento Delbrück. A

indução da ação efetiva de Euler-Heisenberg em modelos com operadores com di-

mensão de massa d = 5 ou d = 6 [24, 157] pode também ser realizada. Estudos

acerca de um posśıvel comportamento não anaĺıtico no regime de temperatura finita

nas correções radiativas para a função de quatro pontos são também fact́ıveis.

Uma perspectiva futura imediata, agora referente aos estudos da EDQ com

extensão de Hořava-Lifshitz, pode o estabelecimento da uma conexão entre o MPE

e a EDQ de Hořava-Lifshitz com z = 3, assim como foi feito em [152], através da

inclusão de termos do tipo z = 1, e assim, boas estimativas para o cµν podem ser

obtidas, uma vez que o modelo com z = 3 apresenta-se mais consistente com o

tratamento perturbativo empregado. Dentro do contexto gravitacional, realizar a

renormalização formal da gravidade em (3+ 1)-dimensões surge como a perspectiva

mais importante para o modelo, uma vez que, até então, a renormalizabilidade da

gravidade em (3 + 1)-dimensões só foi vista através de contagem de potência.
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Apêndice A

Expressão iT̄HL14

Neste apêndice apresentamos a expressão iT̄ µ1µ2µ3µ4HL14 contida na equação (5.7).

iT̄ µ1µ2µ3µ4HL14 = iΠmnjk
14 + iΠ0mnj

14 + iΠ00mn
14 + iΠ000m

14 (A.1)

com

iΠmnjk
14 =

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

j
3 (k12, p3)S(k123)V

k
3 (k123, p4)

(A.2)

iΠ0mnj
14 =

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
m
3 (k1, p2)S(k12)V

n
3 (k12, p3)S(k123)V

j
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

n
3 (k12, p3)S(k123)V

j
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

j
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

j
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4),

(A.3)
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iΠ00mn
14 =

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

m
3 (k12, p3)S(k123)V

n
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
m
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

n
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
m
3 (k1, p2)S(k12)V

n
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

n
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
n
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

n
3 (k123, p4),

(A.4)

iΠ000m
14 =

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

m
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

m
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V 0

3 (k, p1)S(k1)V
m
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4)

+

∫
d4k

(2π)4
trS(k)V m

3 (k, p1)S(k1)V
0
3 (k1, p2)S(k12)V

0
3 (k12, p3)S(k123)V

0
3 (k123, p4).

(A.5)
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 96
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